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Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo sobre o fendmeno de localizacao dinamica para o
modelo de Anderson discreto multidimensional, através do método dos momentos fracio-
narios da funcao de Green, em volumes infinito e finito. Discutimos propriedades espec-
trais e dinamicas de localizacao do modelo e apresentamos a demonstracao de que para
desordem suficientemente grande, o modelo de Anderson é dinamicamente localizado em
seu espectro. Como consequéncia, obtém-se que este modelo tem espectro pontual puro

q.t.p. com as autofungoes decaindo exponencialmente.

Palavras-Chave: Funcao de Green, Localizacao Dindmica, Modelo de Anderson Dis-

creto, Momentos Fracionarios.



Abstract

In this work we present a study on the phenomenon of dynamic localization for multi-
dimensional discrete Anderson model, through the method of fractional moments of the
Green’s function in infinite and finite volumes. We discuss spectral and dynamic pro-
perties of localization of the model and we present the proof that for sufficiently large
disorder, the Anderson model is dynamically located in its spectrum. As a consequence,
we obtain that this model has pure point spectrum a.e. with exponentially decaying

eigenfunctions.

Keywords: Green’s Function, Dynamic Localization, Discrete Anderson Model, Fracti-

onal Moments.
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Introducao

Em 1958 P. W. Anderson introduziu um modelo que descreve os efeitos da mecanica
quantica de desordem, como os presentes em ligas de metais e meios cuja estrutura nao
tem uma ordenagao, ou seja, nao possuem estruturas atomicas definidas, chamado de
modelo de Anderson, apresentado pela primeira vez em [3]. Um dos fendémenos mais
conhecido que surge no contexto deste modelo é a chamada localizacao de Anderson que,
matematicamente, significa localiza¢ao dinamica ou localizagao espectral (ver capitulo 2).
Ao perceber que o transporte de um elétron era suprimido devido a desordem, estudar
localizacao de Anderson tornou-se bastante importante para os pesquisadores.

Motivado pelo trabalho de I. Goldsheid, S. Molchanov e L. Pastur de 1977 [17] e
um pouco mais tarde por uma demonstracao de localizagdo para o modelo de Ander-
son unidimensional, descrita por H. Kunz e B. Souillard 23], o estudo de operadores
aleatorios (em particular, o modelo de Anderson), tornou-se um importante campo da
Fisica-Matematica.

Em 1983 Frohlich e Spencer [16] introduziram o método da analise de multiescala que
permite obter localizagdo de Anderson em dimensao arbitraria. Até entao, existiam varios
modelos que permitiam obter localizacao de Anderson, porém somente o introduzido
por Frohlich e Spencer em dimensdo arbitraria. Em 1993 Aizenman e Molchanov [1]
estabeleceram o método dos momentos fracionarios, que embora matematicamente seja
mais elementar do que o utilizado por Frohlich e Spencer, resultados mais fortes sobre
localizacao dinamica sao alcangados. O nosso foco principal neste trabalho é o método
dos momentos fracionarios.

Vamos introduzir o modelo de Anderson que sera estudado nesta dissertagao. Primei-

ramente, o Laplaciano discreto multidimensional Hy, atuando sobre o espaco de Hilbert

ﬁz(Zd):{w:Zd—HC:Z|w(n)]2<oo}, d>1,

nezd

é definido por

(Ho) (n) = =S v (n+ k). (0.1)
o
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comn € Z% k = (ky, ..., kg) e |k| = |ki|+---+|kq|. O modelo de Anderson é o Hamiltoniano
aleatorio H, , sobre (2 (Zd), definido para w € 2 e A > 0 (parametro de desordem), por

Hw,)\ == H() + )\Vw (02)

em que Hy é o Laplaciano discreto definido em (0.1), w = (wn),cz¢ ¢ uma sequéncia
de variavéis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (ver Defini¢ao e
V., : Z% — R ¢ o potencial aleatorio dado por V,, (n) = w,. Este modelo é um Hamiltoniano
aleatorio que rege o movimento de um elétron em um meio aleatério do tipo discretizado
(*(Z%). Vale ressaltar que o modelo exige que nao haja interagoes entre elétrons e
que os atomos da rede estejam todos fixos. Sob este ponto de vista, os ntcleos localizados
nas posicoes n da rede Z¢ geram o potencial aleatério V,,. A aleatoriedade do potencial é
responsavel pela transigao de cargas aleatorias w, (ver [35]).

Assumimos que a medida de probabilidade de Borel i dos parametros aleatérios w,, é

absolutamente continua com densidade p, onde p ¢ limitada de suporte compacto, isto é:
w(B) = / p(v)dv, para cada boreliano B C R, p € Ly (R),
B

em que L°(R) é o espago das fungdes limitadas de suporte compacto. Assim, o operador
H, ¢ auto-adjunto e limitado sobre ¢* (Z9).

Consideremos agora H : H <= um operador auto-adjunto sobre um espago de Hil-
bert H. Matematicamente, o espectro de H, denotado por o(H), é definido como o

complementar do conjunto resolvente
p(H)={z€C:R.(H)=(H - z)""é um operador linear limitado} .

Os valores de z para os quais a solugao de H1p = 2z pertence ao espaco H sao os
autovalores de H e o fecho do conjunto de autovalores é chamado de espectro pontual de
H, denotado por g, (H). O restante do espectro de H ¢ o espectro continuo, denotado por
o.(H), que pode ser decomposto em espectro absolutamente continuo o,. (H) e espectro
singular continuo o,. (H), de acordo com a decomposigao de Lebesgue da parte continua
da medida espectral de H (ver [10]). Os possiveis niveis de energia de uma particula sao
dadas pelo espectro o (H).

Quanto a dindmica da particula, esta é gerada por um grupo de evolu¢ao unitéario
fortemente continuo U (t) = e definido via o teorema espectral, o qual fornece a

solucao & (t) = e ¢ da equacdo de Schrodinger dependente do tempo:

d

1€t =HE@),  £(0)=¢eIt (0.3)
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O fenémeno de localizagao dindmica (ver definigao para o modelo de Anderson
H, , definido por , garante a auséncia de transporte quantico, assim exclui-se o
espectro continuo e, portanto, implica que H, , tem espectro pontual puro w P-q.t.p,
através do teorema de RAGE [9, [10] (ver Proposi¢ao [2.2)).

Considerando o Hamiltoniano aleatério (0.2)), a fungdo de Green G,, , (2), representada

pelos elementos de matriz do resolvente de H,, ), é definida por
Gw,)\ (]7 k? Z) = <€j7 (Hw,)\ - Z)il 6k> ) (04)

com z € C\R e {¢;}; ;4 base canonica de (> (27).

O proposito desta dissertacao é utilizar os momentos fracionarios da fungao de Green
para estudar localizacao dindmica para o modelo de Anderson discreto multidimensional
H, » em dois casos: volume infinito e volume finito. Mais precisamente, estudaremos os
Teoremas [0.1] e [0.2] descritos abaixo. Para a elaboragdo deste trabalho, utilizamos como
principal referéncia o artigo [35].

O resultado a seguir estabelece o decaimento exponencial dos momentos fracionarios
da funcao de Green [35].

Teorema 0.1. Seja 0 < s < 1. Entao existe \g > 0 de modo que para X > Ay existem

constantes C' < oo ev >0 com
E (|G (. k; 2)[") < Ce A, (0.5)

para quaisquer j,k € Z% e z € C\ R.

O aparecimento dos momentos fracionérios da forma E(| - |7), 0 < s < 1, no teorema
acima, motivou o nome "método dos momentos fracionarios", que também é frequente-
mente chamado de "método de Aizenman-Molchanov".

O proximo resultado afirma que as solugoes da equagao de Schrodinger dependente do
tempo ficam localizadas no espaco, ou seja, para desordem suficientemente grande
o modelo de Anderson exibe localizacao dinamica em todo intervalo I C R aberto e
limitado [35].

Teorema 0.2. Sejam I C R um intervalo aberto limitado e 0 < s < 1. Para cada A > 0

em que existem C' < oo e v > 0 tais que
E (|Gup (j, ks E +ie)|") < Ce"I7H, (0.6)

para quaisquer £ € I e e > 0, o operador H,, 5 exibe localizagao dindmica em I.

Esta dissertagao esta estruturada da seguinte forma: no capitulo 1 serao abordados
conceitos e resultados preliminares que serao utilizados no desenvolvimento dos capitulos

posteriores.
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O capitulo 2 é destinado as propriedades de localizagao dindmica e espectral, com-
preendendo que obter localizagao dinamica é o principal objetivo desta dissertacao. Além
do mais, assegurando a existéncia de localizacao dindmica num intervalo I, é garantido
a limitacao dos momentos do operador posi¢ao no tempo, e por fim a auséncia de trans-
porte quéantico. A fim de obter localizacao espectral, ou seja, espectro pontual puro em [
P-q.t.p. com as autofung¢oes decaindo exponencialmente, finaliza-se o capitulo com uma
demonstracao, a qual utiliza o teorema de RAGE, que exclui o espectro continuo; em
outras palavras, localizacao dinamica implica em localizacao espectral.

O capitulo 3 ¢ dividido em duas se¢oes, sendo que na primeira é apresentada a impor-
tancia do método dos momentos fracionéarios da funcao de Green para obter localizacao
dindmica, ou seja, o decaimento exponencial dos momentos fracionarios da funcao de
Green. A segunda segao é destinada a relagdo do segundo momento com os momentos
fracionarios da funcao de Green, para o modelo de Anderson multidimensional.

O capitulo 4 é destinado ao estudo do fenémeno localizacao dindmica em duas segoes.
Na secao 1 é apresentada uma forma de obter localiza¢ao dindmica sem restringir o Hamil-
toniano aleatorio a subconjuntos de Z9, a qual se denomina método por volume infinito.
Na secao 2, introduz-se uma ferramenta importante que sao as autofuncoes correlatoras e
fracionarias, as quais sdo objetos centrais dessa secio. A medida que o Hamiltoniano alea-
torio é restrito a subconjuntos de Z?, mostra-se que também ¢ possivel obter localizacao
din&mica, usando-se o0 método do volume finito.

No capitulo 5 finalizamos o trabalho com algumas consideracoes finais importantes,
dentre elas, o estudo de localizagao dindmica para modelos de Anderson de N particulas
com interagoes, e a adaptacao dos resultados estudados para o correspondente modelo de

Anderson-Dirac.



CAPITULO

I

Preliminares

Neste capitulo faremos um breve estudo dos principais conceitos e resultados necessé-
rios para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Apresentaremos aqui demonstra-
¢oes de alguns resultados e outras omitiremos por serem resultados familiares, que podem
ser encontrados nas referéncias bibliograficas. Para elaboracao deste capitulo foram utili-
zadas as referéncias |4, 9] [10], 12 13| 19] 20} 29, 33, 36].

Seja H : H — H um operador auto-adjunto sobre um espaco de Hilbert H. O
subespago pontual de H, denotado por H, C H, ¢ o fecho do subespago gerado pelos
autovetores de H. Seu complemento ortogonal H, = J—Cj ¢ o subespaco continuo de H.
Existe uma decomposi¢ao do espago em soma direta H = 3, & H,. (ver [10]).

Sejam H; e H, operadores definidos sobre os espacos de Hilbert H; e s, respectiva-
mente. Denotemos por D (H;)®D (Hs) o conjunto de todas as combinagoes lineares finitas
de vetores da forma ¢ ® 1, com ¢ € D (Hy) e ¢ € D (Hsy). Temos que D (H,) ® D (Hs) ¢é
denso em H; ® Hy. Definimos o operador H; ® Hy sobre o espago D (Hy) ® D (Hs) por
(H1 @ Ha) (¢ ®¢) = Hip ® Hyt (ver [26]).

O teorema abaixo caracteriza os subespagos H, e H,. Este serd usado no capitulo 2

para exclusao do espectro continuo do modelo de Anderson.

Teorema 1.1 (RAGE). Seja H um operador auto-adjunto atuando sobre o espago de
Hilbert H. Entao

) 9= {3 | s el =0} e

(ii) e = {w € 3¢ | lim lim & [ [ xzme ]| de = o0},

R—o0T—o0

onde X{jl<ry € X{j|>r} denotam as fungdes caracteristicas da bola |j| < R e de seu

complementar, respectivamente.

12
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Observe que quaisquer dois estados ¢ € H, e ¢ € H, sao ortogonais, ou seja,

(p,1) = 0. (1.1)

De fato, ¥ € H,. implica que X{\j\gR}e_itH 1) — 0 para alguma sequéncia t — oco. Entao

pode-se tomar

(o, ) = (™o xqgeme ™) + (xysrye o, e )

arbitrariamente pequeno, escolhendo primeiro R e depois tomando ¢ suficientemente

grande.

Demonstracao: (RAGE) Seja H um operador auto-adjunto sobre o espago de Hilbert

H e suponha que 0 nao é autovalor de H. Pelo teorema ergdédico em média, segue que

t

1 )
lim— [ e ™ dr =0, V¢ € K. (1.2)
t—o0 0
Isto vale para v = Hy, por integragao implicita, e esses 1 sao densos em H, pois 0 nao
é autovalor de H. Agora suponha que H nao tem autovalores. Sendo assim, 0 nao é

autovalor de H ® [ — I ® H em H ® H (consequéncia do teorema espectral), de modo

que, por , temos
0= 1110[11 t< @ ¢, e "My @ M) dr = lim1 t |< e*"HlpHer (1.3)
t—oot 0 v ’ ¥ t—oot 0 ¥ ’ '

para quaisquer ¥, ¢ € JH.
Agora seja H = H* arbitrario e suponha que K(i + H)™!' ¢ compacto para algum

operador K limitado. Afirmamos que

t—oot

t
i~ [ (|7 | dr =0 (1.4)
0

para algum vetor i no subespaco continuo H. de H. De fato, é suficiente mostrar isso
para um conjunto denso de vetores ¢ = (i + H’)_1 v, p € H., podendo assumir que K é
compacto. Entao K é o limite, em norma, de uma sequéncia de operadores de posto finito,
o que nos leva a mostrar para operadores K de posto 1: Ke "y = (u,e™ ) v,
com v,u € H. Como ¢ € H,., escolha u € H.. Entao segue de , pois H nao
tem autovetores em H..

A desigualdade abaixo

[P*¢]] < (1 =) (1HY [ + 5 (@) [41]),
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com 0 < a < 1, donde p? ¢ H-limitado (ver [21]), mostra que vale (ii), desde que
X{jl<ry (1 + H )~ & compacto. Por outro lado, isto implica em (i), para qualquer autovetor

¢ € H e, entao, para qualquer ¢ € 3,. As reciprocas de (i) e (i7) seguem de (|1.1)). -

Definicao 1.1. Sejam €2 um conjunto e A uma o-dlgebra. Uma medida de probabilidade P

¢ uma aplicagiao P : A — [0, 1].
Definigao 1.2. Seja (2, A,P) um espago de probabilidade.
(i) Uma fungio mensurdvel X : Q — R = RU {00} € dita uma varidvel aleatoria.

(i1) Se X ¢ integravél, entao

E(X):/xdFX(x):/QXdIP

€ a esperanca de X, em que Fx € a funcao de distribuicao.

Definicao 1.3. Sejo w = (wy,), 4a uma sequéncia de varidveis aleatorias.

nez

(i) As varidveis w, sao identicamente distribuidas se existe uma medida de probabilidade

de Borel 11 sobre R satisfazendo

P(w, € A) = pu(A), Vn € Z% e para quaisquer conjuntos de Borel A C R .

(ii) As varidveis w, sao independentes se para cada subconjunto finito {ny,...,n} de Z2

e conjuntos de Borel arbitrdarios Ay, ..., Ay C R tem-se

L L
P(wm S Al, ceey Wny S Ag) = H]P) (wnj c A]) = H[I,(Aj) .

j=1 j=1

Devido ao parametro de desordem A > 0, introduzimos a distribuicao re-escalonada

das variaveis aleatorias Aw,,:
P(Aw, € B) = u\ (B) := u(B/\).

A distribuicao u) esta espalhada por suportes maiores para A grande, correspondendo
assim uma maior variedade de possiveis cargas elétricas em um meio discretizado.
Podemos pensar nas varidveis aleatoérias independentes e identicamente distribuidas

como fungdes mensuraveis sobre um espago de probabilidade (2, A,P) = ® (R, Bg, i)
nezd
com A e P denotando, respectivamente, a o-adlgebra e a medida gerada por uma pré-medida

induzida por u nos conjuntos da forma {w,, € Ay, ...,w,, € As}, com ny,....,ny € Z% e
A;, .., Ay C R conjuntos de Borel em Q = R%" (ver [13]).
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Teorema 1.2 (Schur). Dado uma matriz M € M,,+,,(C), existem U € M,,x,,(C) unitdria
e S € M, x,(C) triangular superior, tais que M = U*SU.

Demonstracao: Ver [4]. n

Os dois lemas a seguir garante a limitacao superior de certas integrais por uma cons-
tante C'; ambos sao de suma importancia para auxiliar na demonstracao de resultados
do capitulo 3. Para o proximo resultado, sao indicadas como referéncias [12] 20, 33, 136].

Denotemos por L'(R) o espago das fungoes integravéis sobre R.

Lema 1.1. Sejam 0 <s <1 epe€ L' (R)N L (R) com p(v) > 0 v-q.t.p. Entao existe

uma constante C (s, p) < oo de modo que para todo 6 € C tem-se

1
/ mﬂ(“)dv < C(sp). (1.5)
suppp

Demonstracao: Primeiramente note que |v + 6| > |v + Re ()|, Vv € R, 6 € C. Disto
obtemos que para todo s € (0,1), [v+6|"° <|v+ Re(6)|°. Agora, para todo b € R com
b > 0, temos

1 —s —s
/ ———p(v)dv < / lv+0]""p(v) dv+/ lv+6|"p(v)dv. (1.6)
suppp |U + 0| |[v+6]>b [v+6]<b

N J/ N J/
NV Vv

(@) (i)

Para as partes (i) e (ii) do lado direito de (1.6)), temos

y 1 1 .
t[m%w+w pdv<~ [ pwdvs~ [ p@yde=lel b (17)
v40|>

b |v+0|>b — b suppp

/ w40 p(v)dv < / o+ Re (0)]* p (v) do
lo-+0]<b lo-+Re(0)]<b

< ol / v+ Re (6)]° do
|v+Re(0)|<b

21
1—s

=l

Segue de (T6), (L) e (L) que

1 2b13
sp(v)dv < b + .
| e @) <ol b ol T

Fazendo alguns céalculos encontra-se que o valor minimo da funcao

2b1—s
1—

g (®) =llplly o7 + lloll
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¢ a constante C (s,p) = (2)° (L —s)" |lpll;"* lp|l%., e portanto obtemos

/ W) dv < C(s.p),

5P
uppp |V 0]
com C (s, p) independente de 6. -

Consideremos uma matriz M € My, (C) tal que Im M > 0 ou Im M < 0, em

M—M*
2

¢ unitariamente equivalente a uma matriz S € My, (C) triangular superior, ou seja,

que Im M = O lema a seguir utiliza o Teorema , o qual garante que M

M = U*SU para alguma matriz unitaria U € M,,, (C). Utilizando o fato das matrizes
M e S serem unitariamente equivalentes, segue que (M —6I)"" = U*(S—0I)"'U e
portanto, ||(M — 9[)_1H =||(S - 9[)_1H. Para o proximo resultado sao indicadas como

referéncias [4], 19].

Lema 1.2. Para cada 0 < s <1 er > 0, existe uma constante C (r,s) < oo de modo que

/r (M —on7H|"do < C(r,s), (1.9)

para toda matriz M € Mayo(C) de forma que Im M >0 ou Im M < 0.

Demonstragao: Vamos assumir sem perda de generalidade que Im M > 0. Devido ao
Teorema , a matriz M € Myy,(C) é unitariamente equivalente a uma matriz triangular

superior S € My,,(C). Entdo, assumindo

g bir b2
0 Do

que implica em

-1
bii—0 b L
smon o (e V(e )
22 T

boo—0

a inversa existe, pois

bll —0 612

det (S —0I) = 0 ) 0
22 —

= (b11 — 0) (b2 — 0) # 0.

O objetivo agora ¢é estabelecer uma integral correspondente a ((1.9)), para o valor ab-
soluto de cada entrada de ([1.10) separadamente. Para simplificar, denotamos

1 b " .
(S — 9[)_1 = | bu—0 _(bu—(i)l(2b22—9) _ bl biQ
0 boo—0 0 b22
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e utilizamos

bt b
11 12 — sup
0 b3 G k) lI=1

para limitar

bir b1y J
0 b, 3

b*, b* ]
2 J , com (j, k) € C?,
0 b, ) \ k

2

| ‘

bi1J + bisk
bk

515 + Uiok|” + [b3okI* < (16514] + [b35K])* + |b5ok|”
0511 1517 (D3] K1 4 105317 5] + (57 K[ + (D3] %]
< 3P+ (21057 + (b3l [k

< 30 (147 + k%),

IN

onde by = max {|b},],|bis], |b5,|}. Portanto,

by by
0 b3,

Integrando ambos os lados de (1.11]), temos

" 1
35/2/ max{ 5,
—r |b11 — 0]

r 1 b
38/2/ ( . +‘ 12
_r \|b11 — 0 (b1 — 0) (b2a — 0)

< (V3bo) =3 max {|bi,[", Wial 103"} (L.11)

612 y 1 }
: s ¢ do
(b11 = 0) (boo — 0) | " [ba2 — 0]

s 1
v Nas
D22 — 0| )

(1.12)

IN

[ s —ony as

O intuito é limitar cada uma das integrais em (1.12)). O Lema [1.1| garante a limitagao

da primeira e da terceira integrais. Vamos trabalhar na limitacao do segundo termo.

b12 ‘ < |b12|
(b11 — 0) (b2 — 0) [Tm (b1 — ) (ba2 — 0))]
_ 12|
|IIIl (b11b12> -0 Imbn —0 Imb22|
1
N ’9 Im b, +1m vy Im (b11b2) | (113)
[b12] [b12]

Como Im S > 0 e a matriz positiva
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g gy f (LN b 0 _ o B
2i 21 0 by b1z by = Im by

tem determinante positivo, temos

Im b bz 1
det(Im S) = rilb—ll 2 =Im anm bgg - - |b12|2 Z 0. (]_]_4)
—=12 Im b22 4

21

Disto, segue que

2 > 2Im bHIm b22

> >
|b12|”

(1.15)

’Im b11 + Im b22 1
5

b12

Substituindo (|1.15)) em (1.13)), temos

blg 1
‘ (b11 — 0) (baa — 0) ‘ )elm bytlm by Im (b11be)
|b12] [b12]
|b12]
o(Im by1+Im b5 )—Tm (br1b20)
Im b11+Im b9,

'Im bll + Im b22

|b12] 1

|Im bll + Im b22| f — Im (b11b22)
Im b11+1m boo

21/2

’0 _Im (buabe) |
Im b11+Im bao

IN

(1.16)

Agora, substituindo ([1.16)) em ([1.12)) e aplicando o Lema [1.1| para cada integral, obtemos

[ls—on e < e [ ot 2
—r o r ‘bll — 9‘8 ‘0 i Im (b11b22) 8 ’b22 — 9’3

Im b11+III1 boo

< Cf(rs).

Como M é unitariamente equivalente a .S, concluimos que

[ e =on s = [ s - o0 ds < 0 ).
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Lema 1.3. Para cada 0 < s < 1 e para qualquer cole¢iao de nimeros complezos {y,} C C

tem-se s

k k
Z Yn| < Z |y
n=1 n=1

Demonstracao: A demonstracao sera feita por inducao sobre k. Para k£ = 1 vale a

igualdade. Para k = 2 temos

ly1| + [y |1 |2 s s
ly1 +12” < = = = T = < |nl” + |l
(lya| + lye])! (lya| + [w2]) (lyal + l3=1)

Suponhamos que a desigualdade seja verdadeira para k — 1:

k—1
<Dy
n=1

k—1 S

>

Entao,

o ‘Z’ﬁyn + [yl <
<
’Zn 1 YUn | + |kl
‘Zn 1yn
‘Zn—lyn

+ |yk|>

|yk|

+ 17
+ ka|> (’Zn LYn| + ka|>

’y’;’s_2|yn| Tl —an

n=1

IA

Os resultados a seguir serao utilizados no capitulo 4.

Teorema 1.3 (Lusin). Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff e seja W
wma medida positiva sobre uma o-algebra A de X que contém a o-algebra de Borel de
X. Suponha que g € uma fung¢ao complexa e mensurdvel em X com a propriedade que
g(x) =0 sex € D, sendo D C X tal que ,u([?) < o00. Entao para todo € > 0, existe
f e C.(X) tal que

p({reXig@+r@})<e

Além disso, f pode ser escolhido de forma

sup | (x)] < suplg (x)].
zeX zeX

Demonstracao: Ver [29].



20

Para os proximos dois lemas, sao indicadas como referéncias [10], [13, 29} [33].

Lema 1.4. Seja g : R — C uma funcao limitada e continua por partes. Entao, para todo

v € R tem-se

im S [ 9 g ;(hmg()—i— limg(t)).

e=0+T Jp (U — E)2 4+ g2 t—ut t—v—

Demonstragao: Assumimos que g nao é continua para algum v € R fixo. Suponhamos
que nao existe qualquer descontinuidade em [v — 3, v + ] para 5 > 0 pequeno. Definimos

J do seguinte modo:

. € g(E) 1 .
= lim- [ —2  gp-—-(1 1 t
L= e o2t T (e img ()
1 lim g (¢
e [0 9B (tfsag( )+ Jimg ( >)
= lim — 5 — 5 dE
=0+ T J oo (U — E)” 4 £2 (v—E)" 4 &2
o o 9(E)— limg(t) 0o g (E) — lim g (1)
— hm— / —v +/ t—v dE
2 2
=0t | Joo (v— E) +¢&2 v (V—E) +¢€?

Na segunda igualdade usamos a funcgao delta de Dirac:

15 1 &
- - E=1.
Oc W(U—E)Q—l—é‘ze/_ 0. d

[e.e]

Se J = 0, obtemos o lema. Agora, decompomos a integragdo em J usando § € (0, ()

arbitrario:

— lim g (¢ - hm+g (t)
J = lim = (/ / ) Ll dE+< / > el dE
e=0+ T v-s) (W—F —1—82 vts) (v—F —1—52

Vamos denotar as quatro integrais acima, na ordem em que elas ocorrem, por Iy, Is,

I3, I, respectivamente. Como ¢ é uma fungao limitada, temos
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v— v— li
L] = /:%d]f/:—@tii;(ﬁgﬁ
< [ e mae| [ %Cm
<l [ gy o] [ e
= (oot |pmow]) 5 [ At
= (ol + | imo0]) 2 (5 - (2)). (1.17)

Agora, tomando o limite lim £ em ambos os lados da desigualdade (|1 , obtemos

e—=0t
: 17 o
i 0]) i (5 -t (2) ) =0

Analogamente, temos lim £ [I,| = 0, para todo ¢ € (0, 3).

e—0t
Agora, para I3 temos

lim 211y < (ngnoo n

vts g (E) — lim g (t)
L = / v g
v (v— E)* +&2
1 v+4§ 1
< sup {‘g — lim g (¢ ‘}— / dE
Eec(v,u+4] t—>v+ ( ) g2 v (U;E 2 +1
1 )
= sup g(E)— limg(t)| p —arctg | — | .
Ec(v,u+4] t—vt € €
Analogamente,
v g (E)— limg(t)
|]—2‘ _ / t—v—
v—4 ( - E) + &2

A\

= sup
Eclv—-é,v

< o fe o
(o= gmow]f Lowers ().
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Entao, temos para ¢ € (0, 5) arbitrario que

i< sw {loe - gl b+ sw {loe)- o]}

Ee(v,u+4] t—=ut E€[v—4,v) t—=v™

Como 6 € (0, 3) é arbitrario e lim g (t) & o limite a direita e lim g (t) é o limite a esquerda
t—v t—v—
de g em v respectivamente, segue que |J| = 0. -

Lema 1.5. Sejam H um operador auto-adjunto sobre um espago de Hilbert H, x; (H) e
X7 (H) os projetores espectrais sobre o intervalo aberto I C R e sobre o intervalo fechado
I C R associados ao operador H, respectivamente. Seja g : R — C wma funcio continua

e limitada. Entao

5 (0. () (xr (H) -+ x7 () ) =

= lim= [ g(E){(y,(H—E—ie)" (H - E+ic) " ¢) dE. (1.18)
e=0tT Jr
Demonstragao: Mostremos o caso em que ¢ = £. O caso onde ¢ # £ pode ser demons-
trado por polarizacao. Seja dp, (v) := (¢, Ey1p) uma medida de Borel positiva e finita.
Seja {E,},cp @ familia espectral associada ao operador H e djuy, (v).
Pelo Teorema Espectral [I0] e por Fubini, podemos escrever o lado direito de

como

R = lim° Ig(E)<1/;,(H—E—ia)_l(H—E+i5)_1¢>dE

e—0t T

— lim = () <¢,((H—E)2+62)‘1¢>dE

e—0+t T

- i ([ e ) o

= i € d ’
Jim Rf (v) dpyy (v)

onde f. (v) = £ [, EELAE.
Pelo Lema@ temos

lim f. (v) = lim — 9(v)

e—0+ e=0+ T Jp m ) (XI (U) + X7 (U))

para todo v € R.



23

Seja I = (d, e). Entao, para todos ¢ > 0 e v € R, também temos

ol < 2 [ 2

SNy —
T Eda (E

_ gl v—d v-e
= —= larctg| —— | —arctg [ —— < ||gHoo
T € €

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue [29], obtemos

Ro= dim [ @due )= 5 [ 90) 00 0)+ 3 (0)dus ()

e—0t

= 2 (g (H) (1 (0) + xr () )



CAPITULO

2

Propriedades de Localizacao

Neste capitulo apresentaremos a definicao do principal assunto desta dissertacao: loca-
lizagdo dindmica para o modelo de Anderson . Além disso, estamos interessados em
estudar as propriedades de localizacao deste modelo, que podem ser descritas pela localiza-
¢ao espectral ou pela localizacao dindmica do Hamiltoniano. Como consequéncia de loca-
lizagao dindmica, obtém-se que este modelo tem espectro pontual puro em I P-q.t.p. (ver
[33,135]). Para este capitulo foram utilizadas as referéncias [9, 20, 27, 28, 29, [30} BT, 33, 35].

2.1 Localizacao Espectral

O objetivo desta secao é definir localizacao espectral para o modelo de Anderson, a
qual sera utilizada na segunda secao deste capitulo. Fixado o parametro de desordem A,

denotemos o operador H,, » por H,,.

Definicao 2.1. Dizemos que H,, exibe localizagao espectral em um intervalo aberto I C R,
se H, tem espectro pontual puro em I P-q.t.p, isto €, I nao contém qualquer espectro
continuo de H,, e suas autofuncoes ¢, g correspondentes aos autovalores E € I, decaem
exponencialmente, isto €,

—aln|
9

|bw.e (n)| < Cup e

comn €Z e C,p <00, a=a(E) >0 constantes.

O mecanismo fisico de localizacao é a supressao de encapsulamento ao longo de grandes
distancias, devido ao efeito da decoeréncia induzido pelo potencial aleatorio. O conceito
de localizacao espectral é muitas vezes utilizado na matematica, mas nao na fisica. Os
fisicos usam o conceito de localizacao dindmica com mais freqiiéncia, uma vez que este
nos da uma intuicao fisica direta. Na proéxima secao apresentaremos um resultado que

garante a auséncia de transporte de elétrons, a partir do fenémeno localizacao dinamica.

24
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2.2 Localizacao Dinamica

Nesta secao temos como objetivo introduzir o conceito de localizagao dinamica. Par-
tindo do pressuposto de que H, exibe localizacao dinamica em I, mostra-se que os mo-
mentos do operador posi¢ao Z ficam limitados no tempo, isto é, garante-se a auséncia de
transporte quantico. No final desta se¢ao , utilizaremos o teorema de RAGE [9], que exclui
o espectro continuo, para apresentarmos uma demonstracao de que localizagao dinamica
implica em espectro pontual puro em I P-q.t.p [33], 35].

Como motivacao na introducao, foi apresentado o modelo de Anderson e a solu-
¢ao da equacao de Schrodinger dependente do tempo , os quais serao utilizados na

definicao abaixo.

Definicao 2.2. Dizemos que H,, exibe localiza¢ao dindmica em I se existem constantes

C <ooev>0 tais que
E (sup (e, e ™ x; (H,) ek>‘) < Ce VA (2.1)
teR
para todos j,k € Z%, em que {ej}jezd € a base candnica de (? (Zd) e xr (H,,) denota o
projetor espectral de H,, sobre o intervalo I.

A seguir seré apresentado um resultado, cujo objetivo é garantir que os momentos do

operador posicao Z fiquem limitados no tempo.

Proposicao 2.1. Se H, exibe localiza¢ao dindmica em I, entao os momentos do operador

posicao sao limitados, isto €, para todo p > 0 e todo 1) € (> (Zd) de suporte finito,
iuﬂg |1Z]P e oy (Hy) || < oo P—qtp., (2.2)
S

em que |Z| € o operador posicao definido por (|Z|¢) (n) = |n| ¢ (n).

Demonstragao: Assumimos (2.1)) e que ¥ (k) = 0 para |k| > R. Usando a identidade

de Parseval (na 1* igualdade), o fato que |Z]" o = > |k|” (ex, ¢) ex (na 2* igualdade) e a
kezd
desigualdade de Cauchy-Schwarz (no ultimo passo), temos

iz e eoxs () 6 = 3 (e 1217 e oxa () w)[°

jezd
2
S < SR (e e s (H) ) >
jEZ4 kezd

2

= > DI (en e Mo (Ho) ¥) (e), ex)

JEZA |kezZd
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= S|P ey e e () )

jezd
2
= > I <ej,e‘”H“xI (Ho) D0 (k) ek>
jezd |kI<R
. —itH, 2
< D i Ceg e oxa (Ha) e[ )1 (2.3)
JEZAk|I<R

Note que
[(ej e oxr (Ho) ey < llesl [l oxr (Ho)ex| <1,

pois e~ & unitario. Tomando o supremo e o valor esperado [ (-) em ambos os lados de

(2.3), obtemos

E (sup 1217 e~ x1 (M) 7ﬂ||2)
teR

< E[sup) > 517 [(ejr e s (Ho) er)| 19017
teR {0 R

= 3 S R (s e e () )] ) P

vt teR
< CY D e M y)?

JEZIIk|<R
< Ol e(R)e ™ i1 eV < oo
j€Z4
onde c(R) = #{k € Z¢ : |k| < R}. Isto implica a afirmagao q.t.p. em (2.2). -

Até entao, foi definido o modelo e as propriedades de localizagao de Anderson, tais
como localizagao espectral e localizacao dinamica. O resultado a seguir garante que loca-
lizagao dindmica nao é apenas fisicamente mais interessante do que localizacao espectral,

é também matematicamente uma propriedade mais forte.

Proposigao 2.2. Suponha que H, exibe localiza¢ao dindmica na forma (2.1) em um

intervalo aberto I. Entao H, tem espectro pontual puro em I P — q.t.p.

Demonstragao: Para um operador de Schrodinger discreto H = Hy + V sobre (2 (Zd),
seja P.one (H) a projegao sobre seu subespago espectral continuo. Usando o Teorema
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de RAGE, para todo ¢ € % (Z), temos

T dt » 2
| Peont (H) X1 (H)%[|* = lim lim i T”X{UlzR}e oy (H) || (2.4)

R—o00T— o0

Se 1 tem suporte finito, digamos supp ¢ = {t € R: ¢ (t) # 0} C {|k| < r}, entdo

— 2 i 2
Ixgizrexr () 9™ < |xgizme ™ xa (H) xgren || 101
< Alxgizrre ™ xr (H) xgu<n ]| 1011
= €j,-) €j e_‘ XI €k, ) Ck
(ej,-) T (H)Y  en, ) ex| 9]
JI>R Jk|<r
= sup Z<€j,6_“HX1(H)Z<6k,> > [kl
1=t 512 R [kl<r

= sup ZZ ex, &) (ej, e ™y (H)ep) e, [k

IEI=2 1 11> Rik|<r

<o S0 57 el el e e xr (H) )] el o

I1€1I=1 51> Rk <r

= Y e ™ (H)ew)] 1017, (2.5)

7= R, |k|<r

onde na segunda passagem utilizou-se ||X{|j|ZR}e*itHX] (H) X{|k|§r}H <1
Agora, substituindo ([2.5) em ([2.4)) e tomando o valor esperado E(-), depois usando o

lema de Fatou e o teorema de Fubini [29], temos

E (|| Peont (Ho) x1 (Ho) 9II*)

T at :
< Ef lim lim [ = > [{eje oy (Hy)en)| [0

R—o00T—00 0

7> R, E|<T
< g [C8S B (e ) e
\J|>R|k|<r

T 4
o a —ulji—k| {2
< lim lim T E Ce "7 ||

R—o00T—00 0

iR |k|<r
= Cl¢|f* lim > e UM =0
R—o00
§|2R.|k|<r

Assim, concluimos que P, (H,,) x7 (H,)®¥ = 0 P — g.t.p. e para todo ¥ de suporte
finito. Estes tltimos formam um conjunto denso em £> (Zd) e entao P.on (H,,) x7 (H,) =0

P — q.t.p., o que significa que o espectro de H, é pontual puro em I P — q.t.p. -
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A proposigao acima garante que a existéncia de localizagao dindmica no intervalo
aberto I exclui o espectro continuo, ou seja, os estados de dispersao, e assim obtém-se

espectro pontual puro P-q.t.p em I. Além disso, considere os dois teoremas abaixo:

Teorema 2.1. Sejam H, \ o modelo de Anderson (0.2) e un a medida de probabilidade

de Borel das varidveis aleatorias \w,. Considere as sequintes afirmagoes:
1. Para w q.t.p, H, x tem espectro pontual puro no intervalo (a,b).

2. Para E € (a,b) q.t.p e w q.t.p, tem-se

I Gux (n,0, E +ig)’| < 0.
Jlim %Z:J A(n + ig)| 00

Se py € absolutamente continua, entdo (1) implica em (2).

Demonstragao: Ver [31]. n

Teorema 2.2. Sejam H,, o modelo de Anderson (0.2). Suponha que py € absolutamente
continua e que, para os pares (w, E) q.t.p (w € Q e E € (a,b)), tem-se que para 0 < e < 1

|Gor (n,0; E + ig)| < C,y gl
Entao, com probabilidade 1, as correspondentes autofungoes satisfazem
| 0wz (n)| < Dy, peall,

Demonstragao: Ver [31]. ~

Segue da Proposigao e dos Teoremas 2.1 e 2.2 que localizacao dinadmica implica
em localizac@o espectral. No entanto, a reciproca nao é verdadeira. Foi mostrado em [30]

que espectro pontual puro implica em auséncia de movimento balistico, isto é,

Lo 2P e Hexs () vl

t—o00 12

0

para todas as condigoes iniciais ¢ de suporte compacto, uma vez que o espectro de [ é
pontual puro.

. 2
Existe um exemplo onde H |Z|” e~ itHe

xr (Hy,) zﬁH pode exibir um comportamento que é
arbitrariamente proximo ao movimento balistico, mesmo se o operador exibe localiza¢ao
espectral [27, 28].

Isto indica que localizagao espectral nao é tao forte como localizacao dindmica. A
principal causa é que o operador H, tendo somente espectro pontual puro, a constante

C,.e na localizagao espectral pode crescer arbitrariamente em E e os autovetores podem
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ser estendidos sobre escalas de comprimento arbitrariamente grandes, o que causa um
transporte de elétrons arbitrariamente proximo ao movimento balistico (ver [20]).
Quando se pensa em "localizacao", geralmente se pensa em autovetores proprios sendo
localizados, pelo menos aproximadamente, dentro de uma escala tipica. Se as constantes
Cu.g crescem arbitrariamente com a mudanca de F, isso significa que os autovetores
podem ser estendidos arbitrariamente sobre grandes escalas de comprimento. Em [2§]
mostra-se que autovetores semi-uniformemente localizados (SULE) e localizagao dinamica
estao relacionados. A condi¢ao SULE significa que existem sitios n, r e A > 0 de modo

que para cada € > 0, existem constantes C,, . para as quais

| 0w (n)] < Cwygealnvale_Ah_"“E’. (2.6)

A desigualdade acima afirma que as constantes C, p da definicao 2.1 crescem a uma
taxa inferior a distancia exponencial de n,, g a origem. Autovetores semi-uniformemente

localizados est@o intimamente relacionados a localizagao dindmica semi-uniforme (SUDL):

sup ‘e‘itwa (n, l)} < 5M,Eea|l|6_2|”_l|. (2.7)
t

Mostra-se que implica em com A arbitrariamente préximo de :1, e se H, tem
autovalores simples, entao (2.7) implica em ([2.6) com A = %;1 (ver [28]). A desigualdade
(2.7) é suficiente para mostrar que o segundo momento din&dmico do operador posi¢ao
(|Z]*(t)) (ou qualquer outro momento positivo de |Z|) é limitado. Por argumentos de
probabilidade, pode ser dado implicitamente por

E (sup e~ enp (n, l)‘) < Ce— A=,
¢



CAPITULO

3

Método dos Momentos Fracionarios

Neste capitulo o nosso objetivo principal é apresentar a demonstracao do Teorema [0.1],
enunciado na introducao, que estabelece o decaimento exponencial dos momentos fra-
cionérios da fungao de Green. Para sua demonstracao, serao utilizados dois resultados
importantes: os Lemas e Na se¢ao 3.2 apresentamos um resultado que relaciona
o segundo momento com os momentos fracionarios da funcao de Green. Neste capitulo
foram utilizadas as referéncias [14) [18] 22], 32} 33 135, [36].

3.1 Momentos Fracionarios da Funcao de Green

O objetivo central desta secao é estudar o decaimento exponencial da fungao de Green
através do método dos momentos fracionérios. A fim de garantir localizagao dinamica para
o modelo de Anderson, o primeiro passo é a demonstragao do Lema [3.1] (veja também [32,
33, 135, [36]). Em seguida, discutiremos o lema [3.2] (veja [18], 32]) e, com esses resultados,
finalmente garantimos o decaimento exponencial da funcao de Green.

A idéia subjacente do lema a seguir deixard explicita a importancia do método dos
momentos fracionarios aplicado a fungao de Green, para obtengao da localizagao dinamica.

Denotemos por B (H) o conjunto dos operadores lineares limitados de H em K.

Lema 3.1. Eziste uma constante Cy = Cy (s, p) < oo tal que
By (1Gu (G, h: 2)I") < CiA (3.1)
para quaisquer j,k € Z%, z € C\R e A > 0, onde
Biate) = [ [0 ol plur)d

¢ a esperanga condicional com (wy)yeza\g; 5} fivado.

30
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Observacgao 3.1. Utilizando as propriedades do valor esperado E (-) na estimativa (3.1)
(veja [22)]), temos

E (|Gun (. k: 2)I°) = E (Ej (1Gun (G ki 2)[*)) < E (CIA™) = A,

Demonstragao: A demonstracao do lema sera dividida em dois casos: j = k e
j # k. Primeiramente, sera feita para o caso j = k, que demonstra a simplicidade da
idéia fundamental do método dos momentos fracionérios.
Para j € Z“ fixado, escrevemos w = (@, w;) onde & = (@Wu)yezay iy Seia Pe; = (e, ) €;
a proje¢ao ortogonal sobre o subespaco gerado por e;. Podemos separar w; e w, e reescrever
H, » como
Hyxn = Hyx + dw; P, (3.2)

Agora, seja z € p(Hyy) N p(Hgy). Temos que Hy,y\, Hy\ € B (62 (Zd)) e denotemos
(Hyn), = (H,x — 2). Sendo assim, temos

(Hop—2)"" = (Hop—2)""
= (Hpp—2)"" (H,, ) (Hon—2)"" = (Hon — 2) 7" (Hon), (Hop —2)7"
= (Hop—2) ' [(H Hw,k)z} (Hyp—2)""
= (Hyp—2)"" (H, o) (Hop—2)7"

= Awj (Hon — 2)71 Pej (HW,A —2)7

onde na ultima passagem usamos H,x — Hyy = Aw;Fe;, fato que se segue de (3.2).

Portanto, temos a identidade do resolvente
(Hox—2)"" = (Hop — 2) ' = Mwj (Hop — 2) ' Py (Hup —2) 7" (3.3)

Tomando os elementos de matriz, podemos concluir de (3.3)) para as correspondentes

funcoes de Green diagonais que

Gur(i:3i2) = (e (Hox—2)""¢;)
= (e; (Hy €]> Aw;j (e, )\—z) 1Pe]. (H, ,\—Z)_lej>
= <e] o — 2) ej> Awj < <€], wx —2) >e]>
= Goa(,5;2) = AwjGunx (4, 5; 2) Gm(] J; Z) (3.4)

o que implica
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Gup (4,53 2) + Aw;Gun (4,75 2) Gaon (4, 5:2) = Gan (4, J;2)

= G (4,75 2) 1+ MjGop (4,55 2)] = Gan (4, 7:2)
o wa(] .]a )
= Gur (7,75 = ’
A (4,75 2) 14+ Gy (4, 7; 2)
donde
a (z)— 1 com a—; (35)
wA D Ts —(l+/\wj —G@)\(],],Z) |

Note que a relagao (3.5)) estd bem definida, pois a fungao de Green G, , (j,7; ) as-
sociada ao operador H, ), ¢ um caso particular de funcao Herglotz, a qual satisfaz a

propriedade Im Gy, 5 (4, 7;2) /Im 2z > 0. De fato,

Gox (4, 7:2) = (e, (Hop — 2)7 e;) = ((Hapx — 2) e, €;)
= <6,~, [(Hop—2)7'] €j> = <€j7 [(Hop —2)']"" €j>
= (ej (Hop —2) " ¢5) = Gon (5,55 2). (3.6)

Além disso, para z,%Z € p(Hg,\) temos, pela 1* identidade do resolvente [10],

(H@,’)\ - Z)_l - (H@,)\ — §>_1 = (Z — 5) (Ha,’)\ — Z)_l (H@7A — 5)_1 . (37)

Segue de (3.6]) e (3.7) que

Im GQJ’A (],j,Z) == Qiz (GUD,)\ (jvj;z) - G@,)\ (]7]72)>
- %(@], - 6]> (ej, (H, Z>_1ej>)
1 -1
— ?«ej, ox—2) — (Hox—72) €J>)
= 2—(<e], z—7Z) Hw,\—z)fl(sz\—z €J>)
— Im 2 <<[(Hw)\ —5)71]*@,([’[@)\—2)*1 ej>>
= Im2(<<H&;,)\_Z>_16J7( - €J>)
= Lo [(Han—2) | >0

Logo, Imi“n—*(zmz) > 0 e (3.5 estd bem definido.
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O fato importante ¢ que a é um nimero complexo que nao depende de w;. Assim,
escrevendo E; (+++) := [ -+ p(w;) dw; e usando (3.9)), segue que

E; ([Gun (G, j; 2)F) = / G G 3 2)I° p (w;) oo,
suppp

S

1

= p (w;) dw;
/Suppp a+ Aw;j
1 1 °

= — wj) dw;
A Souppp | W5 + % p (i) ds
1

S ;C(Sap>

com C (s, p) independente de A e a, e entao independente de @, z e j. Na tultima passagem
tomamos em particular v = a/\ e aplicamos o Lema .

Facamos agora a demonstracao de para j # k, baseando-se na mesma idéia,
substituindo os argumentos de pertubacao de posto 1 acima por argumentos de pertubacao

de posto 2. Escrevemos w = (w,wj,wy), P =P, + P, e

Hw)\ = H@,,)\ + )\ijej + )\kaek. (38)
De modo analogo a (3.3)) e por (3.8)), obtemos

(Hw,/\ — Z)_l = (H@})\ — Z)_l — )\wj (H@)\ — Z)_l Pej (Hw,)\ — Z>_1 (39)
—)\wk (Ha,’/\ — Z)_l P, (Hw,)\ — Z)_l

€k

ou
(Hox —2)"" = (Hop — 2) ' = (Hon — 2) 7" (D Py, + dwiP.y) (Hop —2)"' . (3.10)

Aplicando o produto interno em ambos os lados de (3.9)), obtemos a identidade para
a fungao de Green G, (7, k; z) de modo analogo a dada por

Gun (J, k5 2) = Gox (5, k5 2) = dw;Gox (5, k5 2) Gux (7,75 2) = donGo (B, b 2) G (4, k5 2) -
(3.11)
Aplicando o operador P em ambos os lados de (3.10)), temos

P(Hyy—2)""

-'p
= P(Hyp—2)'P—P[(Hor—2)"" (AP, + dwiP.y) (Hop —2) '] P
= P(Hyp—2) ' P—=AP(Hyp—2) "' P(wP., +wpP,,) P(Hoy—2)"" P.
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Agora, sejam ) = P(H,\—2)"

1PeQ:

P(Hg\ — z)fl P, os quais podem ser

representados por matrizes do espago My, o(C) (que continuamos denotando por @ e Q)

dadas por
Q - <

Gw,)\ (j,],Z) Gw)\ (],]{7,2’)
Gw,)\ (k7.]7 Z) Gw,)\ (ku kv Z)

o

Gd),)x (j,],Z) G&z,)\ (],]{7,2)
Gon(k,js2) Gox(k k;2)

[ )

Basta observar que os elementos das matrizes () e () sao dados por:

Gop (G ki2) = (ej, (Hop—2) "e) = (Pej, (Hon — 2) "' Pey)
= <€j,P(H@’)\—2) P€k>
Assim, temos que
~f @; 0
QIQ—AQ< o )Q-
0 Wi
De fato,
A ~f w; O
Q—\Q ( ’ ) Q
0 Wi
_ Gop (4, d32) Gon (i kiz) | N Gon(4:532)  Gon (4 k;2)
Gw,)\ (kaj; Z) Gaz,,\ (k, k; Z) Gw,,\ (k,j; Z) Gw,A (/‘C, k; Z)
wj 0 ka(]h]az) Gw,)\ (]7k72)
0 Wi Gw,)\ (k,j;Z) Gw,/\ (k k; Z)
_ Gw,)\ (j,j,Z) GL?J,)x (j? ka Z)
Gw/\(knjaz) G@,)\ (k7k7’2)
wiGaon (7,752) Gux (J,7:2) + wiGon (J,752) Gun (4, ks 2) +
| TerGan (U, k;2) Gun (k,j32)  HwkGan (7, ks 2) Go (K, K; 2)
wiGaon (k,7;2) Gy (4,75 2) + wiGaon (k,752) Gux (4, k; 2) +
FwrGon (b by 2) Gop (b, ji2)  4wrGon (kK 2) G (B, k; 2)
_ Gun G2
Ga1 Goo
com
G = Gy (J J; Z) A%wa (J J; Z) w,A (jJ? Z) - )\kaw,,\ (j, k;Z) Gw,)\ (k,j;z) )
G2 = Gw)\ (] ) )\%Gw,\ (] J; Z) w,A (j> k; Z) - )\kaw,/\ (ja k; Z) Gw,)\ (/f, k; Z) )
G21_G (k ]7 ) /\w]Gw)\(k: .]a ) w)\(jaj;z)_Akadj,/\(kak;z)Gw,A(k7j;z)a
Gy = w)\ (/f k; Z) Aw Gw)\ (/f Ji 2 )Gw,)\ (]} k; Z) - )\Wka,,\ (k, k; Z) Gw,)\ (/ﬁk; Z)

Comparando Gy, Gia, Ga1 € Gy com a identidade da fungdo de Green em ((3.11)),

obtemos
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Q:Q—AQ(“J' 0)@:,@:(“@(% 0))@. (3.12)
0 ws 0 wi

wj 0

-1
Aplicando (I + 20 ( )) em ambos os lados de (3.12)), obtemos

0 Wi

Portanto

P(H,\—2)'P= <V+A<°‘g 0 >>_ , (3.13)

onde V =0Q ! = (P(Hop—2)"" P)fl. Isto ¢ um caso especial da formula de Krein [I]
que caracteriza o resolvente de pertubacoes de posto finito de operadores auto-adjuntos.

Utilizando a 1* identidade do resolvente (3.7)) e para cada z € C \ R, temos

Im (Hyy—2)"" = % [(Hw,x —2)7 - m}
= % [(Hon —2)7" = (Hop —2)7]
= (e 2) (Hap— =) (Han )]
= Imz [(Hopn—2)" (Hop—2) ] (3.14)

Note que a matriz V' ¢é independente de w; e wi. Além disso, verifica-se que Im V' =
= (V-=V*)<0selmz>0eImV =4 (V—-V*)>0seImz < 0. De fato, utilizando
a 1* identidade do resolvente (3.7) e a identidade acima (3.14)), obtemos

ImV 1 VVIW-V (V) 'V
" Imz  Imz 21
1 —171-1 1 1711
| VI (PHan =27 P) | VeV (P -2 R) Y
" Imz 2
1 V*P(Hpp—2)'PV —V*P(Hy\—%) ' PV
~ Im 2z 21
1 V*P[(Hon—2)"" = (Hop— %) '] PV
~ Im =z 21

1 V*P [(Z - 5) (H@’A - Z)_l (H@7>\ - 5)_1} PV

Im 2z 21
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= Im ZV*P [Im z (H&,,)\ — Z)_l (HL@,)\ — §>_1} PV
_ V'PIm (Hsp —2) ' PV 0,
Im z

Im (H(;)’)\fz)il
Im - 1
Observe que Gy, (J, k; z) ¢ um elemento da entrada superior direita de P (H, » — 2)" P,

ou seja, Gy (J, k; 2) = <ej, P(H,\— z)_1 Pek> . Utilizando (3.13)) e o fato acima, temos

pois P,V >0 e > 0.

Ejse(|Gun .k 2)") = e ([ (e P (Hon = )7 Per)|)

< B (1P (Hor —2) ' PI|)

—1]|8
0
(s 0)
0 Wi
v o \\ 'l
o
— \E; L
1 T 1% o \\ [
o
s [ [ (‘r( : w)) Ly,

onde [—r,r] é um intervalo contendo supp p. Na integral dupla fagamos a mudanga de

IN

variavéis u = %(UJ]' +wg) ev = % (w; — wg), que nos da o fator Jacobiano ‘ag,;;o;;) = 2.
Como (wj,wy) € [—r,7]° implica (u,v) € [—r,7]*, obtemos
. s 2 1% u+v
Ejr (1Gon (4, K5 2)[7) < H,OH / / (_X - ( )) du dv
2 —v 0
= H,OH / / (—K + < i ) uI) du dv
Y . A
20l [T 4
< 2 [ o = W 2 O 315

Na terceira passagem da estimativa ([3.15]) acima, aplicamos o Lema para a matriz

1 —
M=ty
A 0 w

pois esta matriz M tem parte imaginaria positiva ou negativa.
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A idéia do proximo resultado (ver [I8]) é obter uma limitagao uniforme em g e 7 para
um quociente de duas integrais, com o intuito de desacopla-las; isto é possivel pois quando
|B] e |n| tornam-se grandes, o lado esquerdo de tem limite finito. Além disso, as
duas integrais do lado esquerdo de sao fungoes continuas de 3 e 1, nao se anulam

e nem divergem. Este resultado sera usado na demonstragao do Teorema [0.1}

Lema 3.2. Seja 0 < s < 1. Para uma fungao p € L3° (R), existe uma constante Cy < 00

tal que
1
fv—pw) v
'|U 1 <Gy (3.16)
J=srp @)
uniformemente em n, 3 € C.
Demonstracao: Primeiramente, observe que
1 [v—n|®
——=p(v)dv sp(v)dv
f'jfjl' <0G = Tige o ¢
J [o—B[° =p (V) J |v—B|5p<v) dv

com Cy, Cy constantes. Para demonstrarmos o lema, vamos mostrar a desigualdade do
lado direito da equivaléncia acima. Denotemos por N o numerador e por D o denominador
do quociente que desejamos obter a limitacao uniforme inferior.

Podemos assumir que € R, pois em a integral do denominador torna-se menor
se substituirmos 7 por sua parte real Re(n). Sem perda de generalidade suponhamos

n = 0eque |p|l, = llpll;, = 1. Faremos a demonstracdo nos dois casos seguintes:
() f\v|2|5| p(v)dv > % e (i) flv|<lﬂ\ p(v)dv > % Com efeito,

(i) Para todos 8 € C e v € R, temos

— ol?
N = P d 1zt d
/|U_ﬁ|sp<v> UZAPIB AL

]
- A)I>Iﬁ CITIE
1
- 2 |U|Z|ﬂ\p<v) w
11
> 5= 9~ (s+1), (3.17)
Por outro lado, como ||p|l; = ||p||,, = 1 entéo pelo Lema [1.1] obtemos

D = /ﬁp(v) dv < C(s) = (2)8 (1—s)"". (3.18)

S
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De (3.17) e (3.18) segue que

I’U nl

2~ (s+1) s (1—s)

D f ‘U_ms (v) dv —

(ii) Para qualquer A > 0 temos

/ 1
TP
[v]<A v — B

(v) dv

B a-sT 2

1
< ol / v
[v]<A el

1
—  d
< ”p“w/h,.q =T ™

1

d

< W= /. v
2\

= — (3.19)
(8] =A%
onde 7y = max{r,0} é a parte positiva de r € R. Por outro lado, de (1.8) segue
que
/ S — (v)d <o (3.20)
sP\V)av = . .
i< [v =B l—s
Tomando o minimo das expressoes (3.19) e (3.20]), obtemos
1 A A=
——=p(v)dv < m1n< -, 2 )
/ng v — B Bl =A)3 1=
A
= <eN|p|? (3.21)
(|5| A
onde ¢ é uma constante.
Note que
v—nl° / v[® / A®
sp sp( )d > TP (U) dv (322)
lv— isa v =B wisa v =B
D—/;p(v)dv—/ ;p(v)dv—l—/ ;p(v)dv
|U_6‘S [u|<A ‘U_b)'S [v]>A |U_B|8

=

1 1 1
dv= [ ——p)dv— S
o o= / g’V ® Am o= 8"

(v)dv. (3.23)
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Substituindo (3.23)) em ({3.22)) e usando (3.21)), obtemos

v -7’ 1
_ d
o g = (/ =g ) A@ g’V >

> —eX|B]7), (3.24)

: 1
D = / mp(v) dv > A}<6| mp(@) N
1
/|;)<5| Wﬁ (v) dv
(216)°

G VICEIES

Dividindo por D ambos os lados de (3.24) e usando a desigualdade acima, segue que

N 1
= = NM[1-aB" s
D 3 (218])
= X (1=ax[p| " 2 B
= N(-at) = (1-0) = G,
para constantes b= c25+L Cy com \ = % -

Com o estudo detalhado dos Lemas [3.1] e [3.2] agora estamos preparados para a de-
monstragao do Teorema [0.1}

Demonstragao: (Teorema [0.1]) A demonstragao do teorema é dividida em dois casos:
j=kej+#k Paraj =k, o teorema segue diretamente do Lema [3.1] Suponhamos
j # k. Temos a seguinte identidade:

0 = (ejer) = <ej, (Hyn — z)_l (Hyn — 2) ek>

= <€j7 (Hw)\ — Z)_l — Z € + (/\wk — Z) €k >

L|l—k|=1

- Z <€j7(Hw,)\ zi el>+<ej, wA — Z) I(Awk—z)€k>

L:|l—k|=1

= - Z Gux (4. l;2) + Awk — 2) Gox (4, k; 2) (3.25)
Ll1—k|=1

Como Gy, (j, k; ) é a entrada superior direita da matriz do lado esquerdo da férmula
de Krein (3.13)), explicitando o lado direito de (3.13)) obteremos uma expressao importante
para Gw,/\ (ja ka Z)'
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Para facilitar os calculos, denotamos as entradas da matriz V' de (3.13) por: G; =
Gaon(J,7:2), Ga = Gox (J,k; 2), Gs = Gy x (k,j;2) e Gy = Gy (k, k; 2), onde sua inversa
é dada por

Gy _ Go

-1 _ G1G4—G2G3 G1G4—G2G3

vii= | @ - . (3.26)
G1G4—G2G3 G1G4—G2G3

Substituindo (3.26) em ([3.13]) resulta que

Ga42wjG1Ga—Iw;GaGs o G -1
Pt - (TEREES | o)
G1G4—G2G3 G1G4—G2G3
. 1 G1 + )\kalG4 — /\u)ngGg G2
B i)l G3 G4 + )\ijlG4 — )\ijgGg ’

onde 51 = det

w; 0
V+A J .
0 Wi
Como queremos obter uma expressao para G, x (j, k; z), igualamos ao termo ¢y da

matriz (3.13]). Assim, concluimos que

«a
Awg — 3

Gw,)\ (]7 k?'Z) = (327)

onde
G2 [G1Gy — GoGlY]

“= _)\WjGQGg + G4 - )\ijlG4’ 5 B

—)\CUle —1
)\CdegGg + G4 - )\(JJ]'G]_G4

)

nao dependem de wy.

Utilizando os Lemas [3.2] e a identidade ({3.25]), temos
B (G G k) = E(| 0] ) = ok
w’>‘ j’ 7Z - Awk —/8 - )\S
1
= —E[(E s

«

wk—é

[\
>
=
NN
L
—
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C
= B (D — 2 1Gun (K 2)[)
C , s
< 22 E(IGua (b2,
L|l—k|=1

Esse argumento pode ser iterado se a posicao [ nao for igual a j. Para j e k dados,
podemos iterar |j — k| vezes, em cada passo escolhendo um fator 2dCy/\*, depois um
méaximo é tomado sobre os 2d termos nas somas sobre as vizinhangas proximas.

Agora escolha \g > 0 suficientemente grande de modo que Qil\% < 1. Definindo

v:=—In (%i%) > ( temos que para A > Aq, Qdf"’ < 2ch = e~ 7. Portanto, segue da
0

estimativa anterior e do Lema [3.1] que

sup E (|G (. 1 2)]%) < e7/FH =2 = emliH,
lezd NS m

_ . 240! li—Fkl
(G (159 < (%52

3.2 Segundo Momento e Momentos Fracionarios da Fun-

cao de Green

Nesta secao fizemos um estudo sobre a relagao entre o segundo momento e os momentos
fracionérios da fungdo de Green do Hamiltoniano aleatorio (0.2)). Esta relacao seré usada
no proximo capitulo, juntamente com o Teorema para obtermos localizagao dinamica

para o modelo de Anderson.

Lema 3.3. Eziste uma constante C = C (p) < oo tal que

(w0 |ul? / Mda <c
(8}

para quaisquer w € C e w; € supp p.

Demonstracao: Segue do Lema [1.7] que
lw|* = |w+a—al’ <|w+al®+|al’.
Usando esta desigualdade, temos

T ][] /|“ﬂ—+|‘)‘)da < |Im wl|af /|w]—|)doz—|—]1m wl |o + wf* /’wf—+|‘;‘)da

(@) (i1

e precisamos estimar as parcelas (i) e (ii).
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. 1
i wllol® [ 2580 <l ol p s )l [ o
la + w| la + w|
1

< Il ol p ey + )l [ o
1 2

\ 1
= |Im w||||ef p(wj+a>||oo/—92+wzd9

= [Im w| [||a]® p (w; + @) 2miRes (f,7w2), (3.28)

onde na terceira e quarta passagens usamos uma mudanca de varidvel e aplica-

‘ _ 1 _ _1 1 _ 90
mos o Teorema dos Residuos [14]. Note que f(0) = e Al T T
onde g (0) = 9+1w2 ¢ analitica com 0 € A (iwq,r) e giwgy) = szg # 0. Entao
pelo Teorema 5 e pela Proposi¢ao 15 de [14], temos Res (f,iws) = 2iw2' Portanto,

substituindo em ([3.28]), temos

s w;i + s ™
umMmy/%i—émfsummmmpWﬁommE

T [[|af® p (w; + )|l

T+ 1w ) p (V)|

msup | (|7]° + |w;[*) p (7))
vER

IN

IN

ﬂ-(suplhdsp(vﬂ-+sup|k¢ﬂsp(vﬂ)
veER vER

= 7 (" lplle + V12 (Vo) -

w+a
ool [P0 <l [
~ fm wlfol. [ -da
v —l—w1+zw2|
< |w we|d
< Wl | s el d

1
- |uaﬁupumn/’ L
|’¢U2‘2 |ﬁ‘i‘l|2

1
= Mol | e
15+

= w;lpll C, (3.29)

com C' = [ Wdﬁ . Na terceira passagem fizemos a mudanca de variavel a+w; =

IUQB.



43

Note que |a 4 w|*>* > |Im w|*~® implica

1 1 .
aTwp = T o pois 2 — s > 1.

Assim, temos

|Tm w |/| wj_i_a < \Imw|/| p(w; + o) da
|Im w| 1
= o p(WjJrOé)dOé:W- (3.30)

Tomando o minimo entre (3.29) e (3.30]), concluimos que
(w; +a ) 1 s _
] 2950 do < min (e Clpl w0l < (Clol)!
[ |Im w|

Portanto, de (z) e (i¢) finalizamos a demonstragao.
u

O préximo resultado relaciona o segundo momento com os momentos fracionarios
da funcao de Green. Como tal resultado nao depende do parametro de desordem A,

denotaremos o Hamiltoniano H, , por H,, e a fungao de Green G, (4, k; z) por G, (4, k; z).

Proposicao 3.1. Para cada s € (0,1) existe uma constante C' = C(s, p) < oo tal que
|Im 2| E; (|G (G, k: 2)|°) < OE; (IG. (7, ks 2)[")

para quaisquer z € C/R e j,k € Z%, onde

E;(---) :/ p(w;)dw;

¢ a esperanga condicional com (wWy)ueza\ g5y fizado.

Observagao 3.2. (1) O resultado acima também vale com E; substituido por E.

(2) O nosso principal objetivo é obter localiza¢ao dindmica para o modelo de Anderson
e na demonstragao deste fato (veja demonstragao do Teorema aparece exatamente o
produto |Im z| E (|Gw (7, k; z)|2) O resultado acima se justifica pelo fato de conseguirmos
limitar este produto por um decaimento exponencial, através do Teorema[0.1; em outras
palavras, o decaimento exponencial dos momentos fraciondrios da funcao de Green implica
no decaimento exponencial do produto acima. Dessa forma, fica claro a importincia
do método dos momentos fraciondrios juntamente com este resultado, que por fim faz a

principal ligacao para se obter localizagao dindmica para o modelo de Anderson.



44

Demonstragao: Como na demonstracao do Lema , escrevemos w = (w,w;). Man-

tendo w fixo, consideremos o Hamiltoniano
H = Hgura) = Ho + oP.,

obtido pertubando o potencial em j por a € R. Denotemos por G a funcao de Green

correspondente ao operador H. De modo analogo a (3.3) e (3.5)), obtemos

(Hy—2)"'= (H® —2) ' +a(H,—2) "' P, (H® —2)"

w

w .7 ka 1 w ., k,
G (ks 2) = —oelhiE) L CLURE )
1+aGy(5,7:2)  a+Gy(j,j;2) GullJi2)
Para o caso especial j = k e @ = —Re G,, (4, z)_l, obtemos de (3.31)) que
&), 1 Gy (J,J; 7
GS))(ja]vz) = ~ .o —1 ( . )
a+ Gy (5, 4;2) " G (4,55 2)
1 1
= . —1 . -1 - .. N—1° (3'32)
—Re Gu (J,ji2) " + Gu (4,45 2) iTm G, (4, J; )
Agora, sejam z = E + i e £ € dom (H,,). Temos
N - -1 - -1
‘GSJ&) (J,J;2)| = <ej, (Hu(,a) — z) €j> < (Hoga) - Z) (3.33)

(Hﬁa) - E) 3

> lel*llell” (3.34)

V
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Como € > 0, |g| = |Im z| # 0, de (3.34) segue que

Hﬁa) —z) éH

H (H£a> _Z)‘l (H£a> _Z> éH el < H( -

Dai, vem que

-1
o 1
a - < .
( Z) = fm 7| (3.35)
Resulta de (3.32)), (3.33)) e (3.35) que
1 o 1
0]
Im G, (4, 7; 2) |Imz|
o que implica |Im G (4,7; z)_1| > |Im z|. Inserindo isto em ({3.31) obtemos
Im G (,5:2) | |G (G k5 2)/°
o =[G G ks ) < b2 1C G k2 (3360

o+ G (G4 2) 7Y |G (4,4 2)

Por outro lado, podemos limitar a mesma expressao por

I 2| |G (. k:2)|” < 2| Y |G (5K 2)|

k'ezd

= |Im z| H (HO(JO‘) — z)_l e;

= |Im z| <ej, (Hff“) - E)_l (H(a) - z)_l ej>
e 0 )

1 o 1 a -1
= ’Im2<€j,m<(H£)—Z) —(HLE;)—Z) >€j>‘
= ’— ) (j.gi2) — G (j,j;Z))‘
= ‘Im G(a) (7, ]z)|
‘ImG 3,7: 2 ‘

_ (3.37)
o+ G (s 2) [

onde na ultima passagem usamos (3.31)) com j = k.

Para t > 0 tem-se min (1,t?) < t*. Usando isto com t = |G (g:ki2)l

|G (5,7;2)]
interpolagao entre (3.36)) e (3.37]), obtemos

|Im Gy (J‘a]’;Z)ill ’Gw (97 k; Z)|s
"o+ GG G G320

e fazendo uma

[ 2| |G (j, ks 2)|” (3.38)
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Temos também que, para uma funcao de Borel nao-negativa f sobre R, vale

//f(wj+oz)ﬂ(wj+a)dap(wj)dwj = //f(wj+a)p(wj+a)p<wj)dwjda

_ //f w;) p(w;) p(w; — @) dw;dal
_ /f@%hﬂ%)(/ﬂ@ﬁ—aﬁm>m%

_ L/of(ay)p(ay)da@7 (3.39)

onde na primeira e na terceira passagens utilizamos o Teorema de Fubini e na segunda

utilizamos a invariancia por translagdo da medida de Lebesgue [29].

1 =k
Dado que Gy, (j, k; 2) = G w,+a) (4, k; 2) — adjj, onde dj;, = ) 54 e substi-
o 0 , sej £k

tuindo em (|3.31)), temos

- . 2 ~ ) . J— .
66 i) = [ el [ | Gl 0.5 a0y
1+aG, (4,7;2) L+ aGow;+a) (4,5 2) — @0
Escolhendo
Gowitra) (7, k; 2) — ad;
f%+®:‘ Gute) Lo i) — 0y
1+ aG(dJ,wj—i-a) (]a]) Z) —Q 5jk:

2 . 5
= |Gawy (G, k;2)|" = [ (w))-

e tomando em particular o = 0, segue que )fo“) (J, k; 2)

Agora por (3.38)) e (3.39)), temos
1 2| B (G (G, k: 2)]?)
= fm 2| [ 16 Gk p ()
= ] [ [ 169 Gk + 0 dap ) d

= |Im 2| E; (/ G (, ks 2)[ p(w + @) da)
< E; | |Im G, (4, J; 2) ‘ 2 k) / plw; +a) —da | . (3.40)
w (4,75 %) la+ G (4,7;2)” ’

Utilizando o Lema com w = G, (4, J; 2)7", segue de (3.40) que

Im 2| E; (|G, (4, k; Z)|2) < E; (|Im w| |G (4, k; 2)]” [w]? / ploy O;)da>
o + w|
< CE; (IGw (4, k5 2)I°)
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com a constante C' < co dependendo somente de supp p, mas nao de j, k e z.



CAPITULO

4

Dos Momentos Fracionarios a

Localizacao Dindmica

A partir do decaimento exponencial dos momentos fracionérios da fung¢ao de Green,
apresentaremos neste capitulo a demonstracao de localizacao dinamica para o modelo de
Anderson, em dois casos: volume infinito e volume finito. No caso do volume infinito,
consideramos o Hamiltoniano de Anderson H,, sobre o espago (*(Z%), sem restrigoes, e
usamos a Proposicao para relacionar o segundo momento com os momentos fracio-
narios da fungao de Green. Recentemente este argumento foi usado em [19] para obter
localizagao dinamica para o modelo de Anderson unitario. No caso do volume finito, con-
sideramos o Hamiltoniano H,, restrito a subconjuntos finitos A;, := [—L, L]d NZ L €N,
e fazemos uso de autofuncgoes correlatoras.

Suzuki [32] também obteve localiza¢do dindmica para o modelo de Anderson sobre
grafos, com uma representacao especial para a funcao de Green, em que foi utilizado
o método dos momentos fracionérios no caso do volume infinito. Para este capitulo
utilizamos as referéncias [19, 23] 24, 25|, 29, [34] 35].

4.1 Volume Infinito

Nesta secao apresentamos a demonstragao de que o decaimento exponencial dos mo-
mentos fracionérios da fungao de Green, como demonstrado no Teorema [0.1] implica em
localizagao dindmica (veja Teorema abaixo). Como o resultado é geral, vamos absor-
ver o parametro de desordem A nas variaveis aleatorias w;. Deixamos também implicita
a dependéncia da variavel aleatoria w e escrevemos H = H,,, G = G,,, etc.

Nosso objetivo é demonstrar o seguinte resultado:

48
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Teorema 4.1. Seja I C R um intervalo aberto e limitado. Se existem s € (0,1), C' < o0

e v >0 de modo que

E(|G (j,k; E +ic)|*) < Ce M
para quaisquer £ € I e e >0, entao H exibe localizagao dinamica em I.

Observagao 4.1. (1) Note que o Teorema € um caso particular do Teorema .
(2) Seque dos Teoremas € que para desordem X\ suficientemente grande, o modelo

de Anderson € dinamicamente localizado em todo seu espectro.

Demonstracao: Consideremos as medidas espectrais p;; de H, que sao medidas de

Borel complexas definidas por

ik (B) = (ej, xB (H) ex) (4.1)

para conjuntos de Borel B C R. Seja B = {g : R — C boreliana tal que |g| < 1}. A varia-
cao total || de p1;, € uma medida de Borel regular limitada, que pode ser caracterizada
por (ver [29])

sl (B) = sup (e, P (g) )|

ge

= sup
geB

/ g (v) dpj (v)

= sup

e /XB (H) g (v)dujx (v)

= supl(e;, g (H) xp (H) ex)] (4.2)

ge

Tomando em particular g; (v) = e em ([4.2)) e B = I intervalo aberto limitado, segue
que
|l (1) = Stulg |<€j> e i (H) €k>| : (4.3)
€

Portanto, devido a (4.3]) obteremos o Teorema demonstrando o correspondente decai-
mento exponencial para E (|, x]) ().
Pelo Teorema de Lusin (Teorema podemos substituir as fun¢des de Borel em ({4.2))

por fungoes continuas de suporte compacto em I,

(1) = sup [(ej,g(H)ex)l, (4.4)
geC.(I)
lgl<1

|Mj,k

onde C,(I) denota o conjunto das fun¢oes continuas de suporte compacto em 1.
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Para cada g € C, (I), segue-se do Lema que, uniformemente em v € R,

g (v) = lim = 9(F)

e—0+ T (U — E) + g2

Utilizando-se o Lema (consequéncia do teorema espectral), temos

(ej,9(H)ep) = lim c g(E){e;,(H—-FE — ie) " (H — E+ i)™ er,) dE.

e—0t T I

Isto permite estimar o valor esperado de (4.4) por

E (il (1)) =
5 ,
= E E1|1<p1 EliglJrﬂ/Ig(EMej,(H—E—zg) (H—E+ie)” ek>dED

< E [ liminf sup — /|g )| [{ej, (H — E — ie) " (H — E +ie)” ek>‘dE>

e—0t lgl<1 T

IA
&=

lim inf — /Z‘(eJ,H E —ie) " en)| |{em, (H — B +ie) ™" >|dE>

e—0t T
meZd

< liminf ~E (/%J%H E —ig)" ep)| [(em, (H — B + i)~ 6k>}dE>
= 11£(1)£1f7r/%d ej, (H— E —ie) -t >||<em, (H—E+ie)” ek>‘)
1
. 2\ 2
= 11£$I+1f7r/2 e|(es, (H = E—ie) ") ))2

) (E <€ ‘(em, (H-FE+ is)_l ek>|2)>% dE,

onde usamos, nesta ordem, o Lema de Fatou, Teorema de Fubini [29] e a desigualdade de

Cauchy-Schwarz sobre E [25]. Agora, aplicando a Proposigao e usando a hipotese do

teorema (que também se aplica a |G(j, m; E —ig)| = |G(j, m; E + ig)|), segue que
E ([l (1)) <
<1 = : ; 2)|°))?
< %EfW/ZC (|G (j,m; E +1ie)|*))? (E (|G (m, k; E + i€)[*))2 dE
mezZd
<

lim inf — / ZC (Ce- m') (Cevim- kl) iE
— Ci|l| Z 6_1/@@_”@.

meZd

Usando a desigualdade triangular e Cauchy-Schwarz sobre o somatoério, temos
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E (el (1) < St §~ vt ot

VAN
Q
2 Q
~
Q)
t4
o1
=
PR
[
S
3
N——
[SIE
YN
Q)
t_
NE
&
N——
[SIE

mezd meZd
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=0 m=d(0,l) =0 m=d(0,l)
onde m = d(0,1) significa que m se situa na superficie do cubo A; := [—L]* N Z% A
quantidade desses m’s pode ser limitada superiormente pelo volume |A;| = (21 + 1)* desse

cubo. Assim, temos

N|=

(i (20 4 1)° e‘”5> 2

=0

COI| _ i [ b
Bl (1)) < CMemeis (Z (2 +1) )

Il ik
_ C’C’H k‘ZQZ—i-ld_VL
=

™

A bk
= Cie \ |7

onde Cy = %II\ Z(Ql—l—l)de”’% <oo e v=1.
1=0

Portanto, existem constantes C; < oo e & > 0 tais que E (|| (1)) < Cre "= para

todos j, k € Z%, ou seja, H exibe localizacdo dinamica em 1. -

4.2 Volume Finito

Nesta secao apresentamos uma demonstracao de localizacao dinamica para o modelo de
Anderson H,, usando o método do volume finito. Neste método consideram-se restri¢oes
do Hamiltoniano H,, a subconjuntos finitos Aj = [-L, L]d NZ¢ L € N, mostra-se, como
anteriormente, o decaimento exponencial dos momentos fracionarios das correspondentes
fungdes de Green restritas a Ap, e entao obtém-se localizagao dindmica tomando-se o
limite volume infinito . — oo. Isto tem vantagens conceituais tais como ter somente
espectro discreto, o que permite expressar fungoes do Hamiltoniano através da expansao
de autofuncoes e estudar diretamente a funcao de Green em energias reais.

Muitas das idéias usadas aqui podem ser encontradas na aproximacao de Kunz-
Souillard 23] para obter localizagdo para o modelo de Anderson unidimensional. Um
objeto central do método do volume finito sao as chamadas autofungoes correlatoras, que

surgem da expansao de autofungoes. As autofungoes correlatoras também sao usadas de
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modo similar em demonstracoes de localizagao dinamica via o método da analise de mul-
tiescala (ver [24], B4]). O método descrito aqui ndo é completamente disjunto do método
da secao anterior.

Como anteriormente, o Laplaciano discreto H(/)\L, atuando sobre o espaco de Hilbert

EZ(AL):{;&:AL—MC: > |¢(n)|2<oo},

neAyp

onde A, = [—L,L]d NZ4 L eN, d>1,édefinido por

(Hg w) (n) = =3 ¢ (n+ k),
keAL
Ik|=1
comn € Ap, k = (ki,....kq), |k| = |ki| + - - -+ |kq| e com a condi¢ao de contorno de
Dirichlet ¢ (j) = 0 para j ¢ Aj.
O modelo de Anderson H, ‘i\ﬁ\ sobre ¢ (Ar) é definido, para w € 2 e A > 0 (parametro
de desordem), por
H)K = Hi'F + AV (4.5)

em que H(?L ¢ o Laplaciano discreto, w = (wy)nea, € a sequéncia de variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas e VA* : A; — R é o potencial aleatério dado
por VAL (n) = w,.

Por fim, considerando o Hamiltoniano , a correspondente fungao de Green GZEL)\

representada pelos elementos de matriz do resolvente de H, :}LA, é definida por
. A -1
GSL)\ (J, k;2) = <ej, (Hw’ﬁ\ — z) ek> ,

com j,k € Ap, 2 € C\Re {e;},.,, abase canonica de £* (Ar).

De modo analogo a demonstragao do Teorema [0.1] verifica-se o seguinte resultado:

Teorema 4.2. Seja 0 < s < 1. Entao existe \g > 0 de modo que para X > \g existem

constantes C < oo ev >0 com
E (|65 G,k 2)] ) < Cenin, (4.6)

para quaisquer z € C\R e j,k € Ay, L € N.

No caso do volume finito, a estimativa (4.6]) vale para quase todo z € C, em particular
para quase toda energia real. A razao para isto é que os operadores Hff\ atuam sobre 0s
espagos £? (A1) de dimensao finita e que qualquer ntimero real E dado nao é um autovalor

de Hﬁﬁ\ q.t.p.. Mais precisamente, mostremos, a partir de |D que para A > )\ existem
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constantes C' < oo e v > 0 com
I <|G£,LA (4, k; E)|S> < Ce™ M E—qtp. (4.7)

para quaisquer j,k € Ay, L € N. De fato, para todo E ¢ o (Hﬁf\) e pela 1? identidade
do resolvente, temos
G35 (4, K E—i—zs) G4 (4, k: B)| =
(e (25— B —ie) " ex) = (ess (HO5 = B) e
= e (25— B—ie) " = (25 - B) ) ek>‘

= (s ()5~ BE—ie) " (H2% ~ E) ek>‘

< |€|\

(5 — B —i=) || | - B) || < lel o,
onde ¢y é uma constante. Portanto,

G35 (4, B)| = lim. G2 (j,k; E+ie)|, E—qtp. (4.8)
Aplicando o valor esperado E (-) em e usando a estimativa , obtemos

E (\Gf}g (j, k; E)]s) < lmE <\G£LA (j, k; E +ie))| ) < Ce " B _gtp.

Da mesma forma que nas Segoes 3.2 e 4.1, por um fato geral eliminaremos o parametro
de desordem A > 0. Como na Secao 4.1, consideremos as medidas espectrais p;, de H
definidas em e suas variacoes totais | ;| dadas por . Como se tornara claro na
relacao (4.14) a frente, |p; x| pode ser considerada como uma autofungao correlatora em
volume infinito para H. Através da limitacao por decaimento exponencial das autofungoes
correlatoras em volume finito, que vale uniformemente no volume, obteremos de a
limitagao de |/, x| por um decaimento exponencial, o que implica em localizagdo dindmica.

O principal resultado desta segao é o seguinte:

Proposigao 4.1. Sejam 0 < s < 1 e I um intervalo aberto e limitado. Entao existe uma

constante C' = C(s, p,d) < oo tal que

E (|uy] (1)) < € liminf ( JE (6 GaE)) dE) o (49)

I

Com base em (4.3), segue da estimativa (4.7) e da Proposigao acima que para
desordem A suficientemente grande, o modelo de Anderson H,, , exibe localizagao dinamica

no espectro inteiro. Vamos agora apresentar a demonstracao da Proposicao 4.1}
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Demonstragao: Comecemos reduzindo a afirmacao (4.9) a propriedades da medida
espectral em volume finito. Usamos novamente a caracterizacao (4.3) de |u,x (I)| para
intervalos I abertos e limitados. A convergéncia forte do resolvente de H™: para H

implica, para g continua de suporte compacto, que
L—x
<ej,g(HAL) ek> -3 (ej, 9 (H)ey). (4.10)

De fato, note que para todo ) € (2 (Zd) é suficiente mostrar para @ em um subespaco
denso, tal como ¢ = (H — z) ¢ com ¢ da mesma forma em um subespago denso, usando
que z esta no resolvente de H. Para cada ¢ temos que H* ¢ = H, para L grande. Note

que pela 1* identidade do resolvente, temos a seguinte identidade

-1

(HM —2)" —(H—2)" = (HM —2) " (HM — H) (H—2)7".

Assim, segue que

(e =)o = e ey )]
= [t =) Tt - ) (- 27

= [t =7 (e -y =0

para L grande. Logo, HRZ (HAL) v —R,(H) ¢H L2, Portanto, pelo Teorema VIII-19
(b) de [26], obtemos que ||HA=q) — Hip|| 2% 0. Agora, utilizando o Teorema VIII-20 de
[26], concluimos que

CN (HAL) er) Loy (ej,g(H)ex) .

Assim, por (4.4]), obtemos

ljkl (1) = sup [{ej, g (H)ex)|

lgl<1
= sup lim Kej,g(HAL) ek>‘

< liminf sup |{e;, g (H*) ex)|. 4.11

< liminf sup [(e;, g (H™) er)] (4.11)

Seja H a restricio de H ao subespago H; = {ae; | a € C} e seja P; a projecao
ortogonal sobre };. Entao e; ¢ um vetor ciclico para H ]L e todos os autovalores £ de H JL

sao simples. Denotemos por ¥k os correspondentes autovetores normalizados. Usamos a
notagao ¢ também para ¥F @ 0 em €2 (Ap) = H; & H;.
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Note que ¢, = ¥, ; + 0 com Pji,, = 1y, ;; logo temos

g (H™) Per = Y g(BEy) PuPrer= Y g(Er) (Ul e) v
nELel nELel
= > 9(B) Wnjpe)vnon= Y 9(Er) Py Pre
nELel n:ELel
= g(H)) Pjey, (4.12)
onderek:{ h: _j:k .
0, j#k
Expandindo em fun¢io dos autovetores ¢% e usando , temos
[(esg (H*) ex)| = [(ejsg (H™) Piex)| = [(ej. g (H}) Piex)]
= <€j7 Z g9(E) P%Pjek>
Eelno(HE)
= Z <€j>g (E) Pw§€k>
EGIOU(H].L)
= Z 9 (E) <€j, ¢é> <¢§, €k>
Eelno(HE)
< > 1g@®) ey vn)| (Vs e
Eelno(HE)
< Y B [eER)] = Qr (ks ), (4.13)
Eelno(HE)

onde @y, (7, k; I) sao as autofungoes correlatoras; em particular,

sup [(ej. (HM) ex)]| < Qu (k).

lgl<1

Substituindo a desigualdade acima em (4.11)), segue que

[jn] (1) < liminf Qp (5, k; 1) .
L—o0

Aplicando o valor esperado E(-) em ambos os lados da desigualdade acima e usando o

Lema de Fatou, obtemos

E ([njxl (1)) < liminf B (Qr (5, k: 1)) - (4.14)
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Com o intuito de estabelecer uma relagao com os momentos fracionarios da funcao de

Green, introduzimos as autofuncoes correlatoras fracionarias

QuiikiLry= > kG| vk &) (4.15)

EEIOU(H].L)

para 0 < r < 2. Note que Qr, (j,k; 1) = Qr (5, k; I, 1).

Afirmamos que para qualquer 0 < s < 1, vale

E(Qr (ki 1)) < (EQr (j, ks 1, 8)) . (4.16)

De fato, interpolamos s < 1 < 2 via 1 = % + % com os expoentes conjugados p =2 — s e

q= % Aplicando a desigualdade de Holder [25], temos

QLY = Y k0 )
Eemg(HjL)
= > v D |k (k)]
peing ()
=Y O B O ek ] ok (o))
EGIOU(HJL)

1 1—
2—s 2—s

< | X REGDIE®[ S EG)| vk
Belno(HJ) Belno(HE)

Eelno(HE) EBelno(Hj)
a1 . 1
= Qp(J,k;1,8)2=Qp (4, k; 1,2)2 .

Portanto,
1 . 1—s
QL (]a kv ]7 1) S QL (ja kv ]73)275 QL (]7 ka I7 2)275 . (417)

Aplicando o valor esperado em ambos os lados da desigualdade (4.17) e mais uma vez
pela Desigualdade de Holder, obtemos

E(Qy (j, k: 1,1)) < (BQL (j, k; I, $)) = (BQy (j, k; 1,2)) = . (4.18)

Observe que Q;, (j,k;1,2) = Y |k (k)|

Eema(HjL)

< 1. Com isso a desigualdade (4.18))

implica em (4.16)).
Agora relacionaremos as autofungoes correlatoras fracionarias com os momentos fra-

cionarios da func¢do de Green, mostrando que existe uma constante C' = C(s,p,d) de
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modo que

E(Qr (j, k;1,s)) < C/E(|GAL (j. ks B)|") dE. (4.19)

I
Para mostrar (4.19) usamos as autofungoes correlatoras fracionarias Qp . (j,k; 1, s),
definidas como em , mas com o somatoério sendo sobre os autovalores e autovetores
de HJL +vF;. Note que, como e; ¢ um vetor ciclico para H]-L, entao HjL +v P, € 0 mesmo
que a restricdo de H M + vP,; a H; e que e; ¢ um vetor ciclico para este operador, para
todos os valores de veR.
Note que f =

existe uma constante C =C(s,p) < oo tal que

() <C,V0€R. (4.20)

f u

Escrevendo w = (w,w;), denotando a esperanga sobre w por [ e usando (4.20), temos

E(@Q1 (ki ls) = BE; (QF (ki 1,s)

= B[ Q) Gisls) o) d
OIE/ (/Q““ﬂ (j, ki 1, 5) L‘s)p(u)du. (4.21)

lu — wy|

IN

Usando a mudanga de variavel v = w; — u, a Proposigdo A.2 de [35] e a estimativa

[E21), segue que

B(@: G ksls) < CB [ ( / @2%;“’<j,k;z,s>ﬁ$)p<u>du

_ CIE/ (/‘GA; (5, k; E)‘ dE>p(u)du

— CEE, [|c* (j,k;E)rdE

(&,u)

= CE/}GgL (j.k; E)|" dE.
I
Finalmente, combinando - com - - obtemos
_1
E (sl (1)) < liminf (EQy (4, k; 1, 5)) >

< OV limint < / E (|G2E (4, k; B)[) dE)
—00 I

1
2—s
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5

Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre localizagao dindmica para o modelo de
Anderson discreto multidimensional, em volume infinito e volume finito, usando o método
dos momentos fracionarios da funcao de Green. Este resultado foi publicado recentemente
em [35] e mostra que o transporte de um elétron é suprimido devido a desordem. Este
trabalho baseia-se em dois teoremas importantes: o primeiro diz a respeito do decaimento
exponencial dos momentos fracionarios da fungao de Green, descrito no Teoremal[0.1} Este
resultado também ¢ satisfeito para o Hamiltoniano aleatério H,, restrito a subconjuntos
Ap = [~L,LINZ% O segundo teorema (Teoremal0.2) assegura que o modelo de Anderson
H,, exibe localizagao dindmica em I, a partir do Teorema[0.1] Para isso, fizemos um estudo
relacionando o segundo momento da funcao de Green com os seus respectivos momentos
fracionarios, que é uma relagao central e importante do trabalho. Ao mostrarmos que o
modelo de Anderson H, exibe localizagao dindmica num intervalo I, garantimos que H,,
tem espectro pontual puro em I P-q.t.p. com as autofungoes decaindo exponencialmente.

Como uma proxima etapa da pesquisa, podemos trabalhar na adaptagao dos resul-
tados estudados do modelo de Anderson para o modelo de Dirac aleatério, discreto e

unidimensional [6, [1T]:

(Dyx (m, ) V) (n) = ( TZC) _Ci ; ) U (n) + AV, 1LV (n)

atuando sobre (2 (Z,C?) = {\If 7= CY || (n)]]? < oo}, em que ¢ > 0 representa

nez
a velocidade da luz, m > 0 denota a massa da particula, I, é a matriz identidade de

ordem 2, D é o operador derivada discreta definido por (Dy)(n) = ¢(n+1) — ¢(n) e D*
seu operador adjunto. Impomos que o potencial V,, satisfaz as mesmas condi¢oes que no

modelo de Anderson. O objetivo é demonstrar que o modelo aleatério Dy, ) (m, ¢) exibe

o8
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localizacao dinamica no seu espectro, em desordem A\ suficientemente grande, através do
método dos momentos fracionarios da correspondente funcao de Green.

Como trabalho futuro, podemos pensar nas interagoes entre particulas e sistemas
de varias particulas. O modelo de Anderson discutido acima, ¢ um modelo para uma
Gnica particula e sem interagdes com outras particulas. Recentemente, foi demonstrado
propriedades de localizacao para um modelo do tipo Anderson com um numero fixo N
de interagbes de elétrons numa base aleatéria. Chulaevsky e Suhov [7], 8] tem feito isto
por uma extensao do método da andlise de multiescala, enquanto [2] fornece resultados
similares baseados no método dos momentos fracionarios. Um modelo do tipo Anderson

discreto de N-particulas pode ser definido como

EO) = Y wim+ (U ) + Azwm> o),

m:lm—n|=1

onde ¢ € (2 (ZNd), n=(ny,..,ny) € Z¥em € ZN?. Como no modelo original, (Wn) ez
é uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com
densidade limitada e de suporte compacto. Assumimos, por simplicidade, que U (n) é um

termo de interacao de duas particulas de imagem finita,

U(n) = Z ® (n; —n,), supp® finito.

1<I<p<N
Entao, vale localizagao em desordem grande [2, §]:

Teorema 5.1. Se A € suficientemente grande, entao H®Y ¢ espectralmente e dinamica-

mente localizado em todas as energias do espectro.
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