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Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo sobre o fenômeno de localização dinâmica para o
modelo de Anderson discreto multidimensional, através do método dos momentos fracio-
nários da função de Green, em volumes infinito e finito. Discutimos propriedades espec-
trais e dinâmicas de localização do modelo e apresentamos a demonstração de que para
desordem suficientemente grande, o modelo de Anderson é dinamicamente localizado em
seu espectro. Como consequência, obtém-se que este modelo tem espectro pontual puro
q.t.p. com as autofunções decaindo exponencialmente.

Palavras-Chave: Função de Green, Localização Dinâmica, Modelo de Anderson Dis-
creto, Momentos Fracionários.



Abstract

In this work we present a study on the phenomenon of dynamic localization for multi-
dimensional discrete Anderson model, through the method of fractional moments of the
Green’s function in infinite and finite volumes. We discuss spectral and dynamic pro-
perties of localization of the model and we present the proof that for sufficiently large
disorder, the Anderson model is dynamically located in its spectrum. As a consequence,
we obtain that this model has pure point spectrum a.e. with exponentially decaying
eigenfunctions.

Keywords: Green’s Function, Dynamic Localization, Discrete Anderson Model, Fracti-
onal Moments.
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Introdução

Em 1958 P. W. Anderson introduziu um modelo que descreve os efeitos da mecânica
quântica de desordem, como os presentes em ligas de metais e meios cuja estrutura não
tem uma ordenação, ou seja, não possuem estruturas atômicas definidas, chamado de
modelo de Anderson, apresentado pela primeira vez em [3]. Um dos fenômenos mais
conhecido que surge no contexto deste modelo é a chamada localização de Anderson que,
matematicamente, significa localização dinâmica ou localização espectral (ver capítulo 2).
Ao perceber que o transporte de um elétron era suprimido devido a desordem, estudar
localização de Anderson tornou-se bastante importante para os pesquisadores.

Motivado pelo trabalho de I. Goldsheid, S. Molchanov e L. Pastur de 1977 [17] e
um pouco mais tarde por uma demonstração de localização para o modelo de Ander-
son unidimensional, descrita por H. Kunz e B. Souillard [23], o estudo de operadores
aleatórios (em particular, o modelo de Anderson), tornou-se um importante campo da
Física-Matemática.

Em 1983 Fröhlich e Spencer [16] introduziram o método da análise de multiescala que
permite obter localização de Anderson em dimensão arbitrária. Até então, existiam vários
modelos que permitiam obter localização de Anderson, porém somente o introduzido
por Fröhlich e Spencer em dimensão arbitrária. Em 1993 Aizenman e Molchanov [1]
estabeleceram o método dos momentos fracionários, que embora matematicamente seja
mais elementar do que o utilizado por Fröhlich e Spencer, resultados mais fortes sobre
localização dinâmica são alcançados. O nosso foco principal neste trabalho é o método
dos momentos fracionários.

Vamos introduzir o modelo de Anderson que será estudado nesta dissertação. Primei-
ramente, o Laplaciano discreto multidimensional H0, atuando sobre o espaço de Hilbert

`2
(
Zd
)

=

{
ψ : Zd → C :

∑
n∈Zd
|ψ (n)|2 <∞

}
, d ≥ 1,

é definido por
(H0ψ) (n) = −

∑
k∈Zd
|k|=1

ψ (n+ k) , (0.1)

8
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com n ∈ Zd, k = (k1, ..., kd) e |k| = |k1|+···+|kd|. O modelo de Anderson é o Hamiltoniano
aleatório Hω,λ sobre `2

(
Zd
)
, definido para ω ∈ Ω e λ > 0 (parâmetro de desordem), por

Hω,λ = H0 + λVω (0.2)

em que H0 é o Laplaciano discreto definido em (0.1), ω = (ωn)n∈Zd é uma sequência
de variavéis aleatórias independentes e identicamente distribuídas (ver Definição 1.3) e
Vω : Zd → R é o potencial aleatório dado por Vω (n) = ωn. Este modelo é um Hamiltoniano
aleatório que rege o movimento de um elétron em um meio aleatório do tipo discretizado
`2(Zd). Vale ressaltar que o modelo (0.2) exige que não haja interações entre elétrons e
que os átomos da rede estejam todos fixos. Sob este ponto de vista, os núcleos localizados
nas posições n da rede Zd geram o potencial aleatório Vω. A aleatoriedade do potencial é
responsável pela transição de cargas aleatórias ωn (ver [35]).

Assumimos que a medida de probabilidade de Borel µ dos parâmetros aleatórios ωn é
absolutamente contínua com densidade ρ, onde ρ é limitada de suporte compacto, isto é:

µ (B) =

∫
B

ρ (υ) dυ, para cada boreliano B ⊂ R, ρ ∈ L∞0 (R) ,

em que L∞0 (R) é o espaço das funções limitadas de suporte compacto. Assim, o operador
Hω,λ é auto-adjunto e limitado sobre `2

(
Zd
)
.

Consideremos agora H : H ←↩ um operador auto-adjunto sobre um espaço de Hil-
bert H. Matematicamente, o espectro de H, denotado por σ(H), é definido como o
complementar do conjunto resolvente

ρ (H) =
{
z ∈ C : Rz (H) = (H − z)−1 é um operador linear limitado

}
.

Os valores de z para os quais a solução de Hψ = zψ pertence ao espaço H são os
autovalores de H e o fecho do conjunto de autovalores é chamado de espectro pontual de
H, denotado por σp (H). O restante do espectro de H é o espectro contínuo, denotado por
σc (H), que pode ser decomposto em espectro absolutamente contínuo σac (H) e espectro
singular contínuo σsc (H), de acordo com a decomposição de Lebesgue da parte contínua
da medida espectral de H (ver [10]). Os possíveis níveis de energia de uma partícula são
dadas pelo espectro σ (H).

Quanto a dinâmica da partícula, esta é gerada por um grupo de evolução unitário
fortemente contínuo U (t) = e−itH , definido via o teorema espectral, o qual fornece a
solução ξ (t) = e−itHξ da equação de Schrödinger dependente do tempo:

i
d

dt
ξ (t) = Hξ (t) , ξ (0) = ξ ∈ H. (0.3)
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O fenômeno de localização dinâmica (ver definição 2.2) para o modelo de Anderson
Hω,λ, definido por (0.2), garante a ausência de transporte quântico, assim exclui-se o
espectro contínuo e, portanto, implica que Hω,λ tem espectro pontual puro ω P-q.t.p,
através do teorema de RAGE [9, 10] (ver Proposição 2.2).

Considerando o Hamiltoniano aleatório (0.2), a função de Green Gω,λ (z), representada
pelos elementos de matriz do resolvente de Hω,λ, é definida por

Gω,λ (j, k; z) :=
〈
ej, (Hω,λ − z)−1 ek

〉
, (0.4)

com z ∈ C \ R e {ej}j∈Zd base canônica de `2
(
Zd
)
.

O propósito desta dissertação é utilizar os momentos fracionários da função de Green
para estudar localização dinâmica para o modelo de Anderson discreto multidimensional
Hω,λ em dois casos: volume infinito e volume finito. Mais precisamente, estudaremos os
Teoremas 0.1 e 0.2 descritos abaixo. Para a elaboração deste trabalho, utilizamos como
principal referência o artigo [35].

O resultado a seguir estabelece o decaimento exponencial dos momentos fracionários
da função de Green [35].

Teorema 0.1. Seja 0 < s < 1. Então existe λ0 > 0 de modo que para λ ≥ λ0 existem
constantes C <∞ e ν > 0 com

E (|Gω,λ (j, k; z)|s) ≤ Ce−ν|j−k|, (0.5)

para quaisquer j, k ∈ Zd e z ∈ C \ R.

O aparecimento dos momentos fracionários da forma E(| · |s), 0 < s < 1, no teorema
acima, motivou o nome "método dos momentos fracionários", que também é frequente-
mente chamado de "método de Aizenman-Molchanov".

O próximo resultado afirma que as soluções da equação de Schrödinger dependente do
tempo (0.3) ficam localizadas no espaço, ou seja, para desordem suficientemente grande
o modelo de Anderson (0.2) exibe localização dinâmica em todo intervalo I ⊂ R aberto e
limitado [35].

Teorema 0.2. Sejam I ⊂ R um intervalo aberto limitado e 0 < s < 1. Para cada λ > 0

em que existem C <∞ e ν > 0 tais que

E (|Gω,λ (j, k;E + iε)|s) ≤ Ce−ν|j−k|, (0.6)

para quaisquer E ∈ I e ε > 0, o operador Hω,λ exibe localização dinâmica em I.

Esta dissertação está estruturada da seguinte forma: no capítulo 1 serão abordados
conceitos e resultados preliminares que serão utilizados no desenvolvimento dos capítulos
posteriores.
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O capítulo 2 é destinado as propriedades de localização dinâmica e espectral, com-
preendendo que obter localização dinâmica é o principal objetivo desta dissertação. Além
do mais, assegurando a existência de localização dinâmica num intervalo I, é garantido
a limitação dos momentos do operador posição no tempo, e por fim a ausência de trans-
porte quântico. A fim de obter localização espectral, ou seja, espectro pontual puro em I

P-q.t.p. com as autofunções decaindo exponencialmente, finaliza-se o capítulo com uma
demonstração, a qual utiliza o teorema de RAGE, que exclui o espectro contínuo; em
outras palavras, localização dinâmica implica em localização espectral.

O capítulo 3 é dividido em duas seções, sendo que na primeira é apresentada a impor-
tância do método dos momentos fracionários da função de Green para obter localização
dinâmica, ou seja, o decaimento exponencial dos momentos fracionários da função de
Green. A segunda seção é destinada à relação do segundo momento com os momentos
fracionários da função de Green, para o modelo de Anderson multidimensional.

O capítulo 4 é destinado ao estudo do fenômeno localização dinâmica em duas seções.
Na seção 1 é apresentada uma forma de obter localização dinâmica sem restringir o Hamil-
toniano aleatório a subconjuntos de Zd, a qual se denomina método por volume infinito.
Na seção 2, introduz-se uma ferramenta importante que são as autofunções correlatoras e
fracionárias, as quais são objetos centrais dessa seção. À medida que o Hamiltoniano alea-
tório é restrito a subconjuntos de Zd, mostra-se que também é possível obter localização
dinâmica, usando-se o método do volume finito.

No capítulo 5 finalizamos o trabalho com algumas considerações finais importantes,
dentre elas, o estudo de localização dinâmica para modelos de Anderson de N partículas
com interações, e a adaptação dos resultados estudados para o correspondente modelo de
Anderson-Dirac.



Capítulo

1
Preliminares

Neste capítulo faremos um breve estudo dos principais conceitos e resultados necessá-
rios para o desenvolvimento dos capítulos subsequentes. Apresentaremos aqui demonstra-
ções de alguns resultados e outras omitiremos por serem resultados familiares, que podem
ser encontrados nas referências bibliográficas. Para elaboração deste capítulo foram utili-
zadas as referências [4, 9, 10, 12, 13, 19, 20, 29, 33, 36].

Seja H : H → H um operador auto-adjunto sobre um espaço de Hilbert H. O
subespaço pontual de H, denotado por Hp ⊂ H, é o fecho do subespaço gerado pelos
autovetores de H. Seu complemento ortogonal Hc = H⊥p é o subespaço contínuo de H.
Existe uma decomposição do espaço em soma direta H = Hp ⊕Hc (ver [10]).

Sejam H1 e H2 operadores definidos sobre os espaços de Hilbert H1 e H2, respectiva-
mente. Denotemos porD (H1)⊗D (H2) o conjunto de todas as combinações lineares finitas
de vetores da forma ϕ⊗ψ, com ϕ ∈ D (H1) e ψ ∈ D (H2). Temos que D (H1)⊗D (H2) é
denso em H1 ⊗H2. Definimos o operador H1 ⊗H2 sobre o espaço D (H1)⊗D (H2) por
(H1 ⊗H2) (ϕ⊗ ψ) = H1ϕ⊗H2ψ (ver [26]).

O teorema abaixo caracteriza os subespaços Hp e Hc. Este será usado no capítulo 2
para exclusão do espectro contínuo do modelo de Anderson.

Teorema 1.1 (RAGE). Seja H um operador auto-adjunto atuando sobre o espaço de
Hilbert H. Então

(i) Hp =

{
ϕ ∈ H | lim

R→∞
sup
t∈R

∥∥χ{|j|>R}e−itHϕ∥∥ = 0

}
e

(ii) Hc =
{
ψ ∈ H | lim

R→∞
lim
T→∞

1
T

∫ T
0

∥∥χ{|j|≤R}e−itHψ∥∥ dt = 0
}
,

onde χ{|j|≤R} e χ{|j|>R} denotam as funções características da bola |j| ≤ R e de seu
complementar, respectivamente.

12
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Observe que quaisquer dois estados ϕ ∈ Hp e ψ ∈ Hc são ortogonais, ou seja,

〈ϕ, ψ〉 = 0. (1.1)

De fato, ψ ∈ Hc implica que χ{|j|≤R}e−itHψ → 0 para alguma sequência t → ∞. Então
pode-se tomar

〈ϕ, ψ〉 =
〈
e−itHϕ, χ{|j|≤R}e

−itHψ
〉

+
〈
χ{|j|>R}e

−itHϕ, e−itHψ
〉

arbitrariamente pequeno, escolhendo primeiro R e depois tomando t suficientemente
grande.

Demonstração: (RAGE) Seja H um operador auto-adjunto sobre o espaço de Hilbert
H e suponha que 0 não é autovalor de H. Pelo teorema ergódico em média, segue que

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

e−irHψ dr = 0, ∀ψ ∈ H. (1.2)

Isto vale para ψ = Hϕ, por integração implícita, e esses ψ são densos em H, pois 0 não
é autovalor de H. Agora suponha que H não tem autovalores. Sendo assim, 0 não é
autovalor de H ⊗ I − I ⊗ H em H ⊗H (consequência do teorema espectral), de modo
que, por (1.2), temos

0 = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

〈
ϕ⊗ ψ, e−irHψ ⊗ eirHϕ

〉
dr = lim

t→∞

1

t

∫ t

0

∣∣〈ϕ, e−irHψ〉∣∣2 dr, (1.3)

para quaisquer ψ, ϕ ∈ H.
Agora seja H = H∗ arbitrário e suponha que K(i + H)−1 é compacto para algum

operador K limitado. Afirmamos que

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∥∥Ke−irHψ∥∥2
dr = 0 (1.4)

para algum vetor ψ no subespaço contínuo Hc de H. De fato, é suficiente mostrar isso
para um conjunto denso de vetores ψ = (i+H)−1 ϕ, ϕ ∈ Hc, podendo assumir que K é
compacto. Então K é o limite, em norma, de uma sequência de operadores de posto finito,
o que nos leva a mostrar (1.4) para operadores K de posto 1: Ke−irHψ =

〈
u, e−irHψ

〉
υ,

com υ, u ∈ H. Como ψ ∈ Hc, escolha u ∈ Hc. Então (1.4) segue de (1.3), pois H não
tem autovetores em Hc.

A desigualdade abaixo

∥∥p2ψ
∥∥ ≤ (1− α)−1 (‖Hψ‖+ β (α) ‖ψ‖) ,
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com 0 < α < 1, donde p2 é H-limitado (ver [21]), mostra que vale (ii), desde que
χ{|j|≤R} (i+H)−1 é compacto. Por outro lado, isto implica em (i), para qualquer autovetor
ϕ ∈ H e, então, para qualquer ϕ ∈ Hp. As recíprocas de (i) e (ii) seguem de (1.1).

Definição 1.1. Sejam Ω um conjunto e A uma σ-álgebra. Uma medida de probabilidade P
é uma aplicação P : A→ [0, 1].

Definição 1.2. Seja (Ω,A,P) um espaço de probabilidade.

(i) Uma função mensurável X : Ω→ R = R ∪ {±∞} é dita uma variável aleatória.

(ii) Se X é integravél, então

E (X) =

∫
x dFX (x) =

∫
Ω

XdP

é a esperança de X, em que FX é a função de distribuição.

Definição 1.3. Seja ω = (ωn)n∈Zd uma sequência de variáveis aleatórias.

(i) As variáveis ωn são identicamente distribuídas se existe uma medida de probabilidade
de Borel µ sobre R satisfazendo

P (ωn ∈ A) = µ (A) , ∀n ∈ Zd e para quaisquer conjuntos de Borel A ⊂ R .

(ii) As variáveis ωn são independentes se para cada subconjunto finito {n1, ..., n`} de Zd

e conjuntos de Borel arbitrários A1, ..., A` ⊂ R tem-se

P (ωn1 ∈ A1, ..., ωn` ∈ A`) =
∏̀
j=1

P
(
ωnj ∈ Aj

)
=
∏̀
j=1

µ (Aj) .

Devido ao parâmetro de desordem λ > 0, introduzimos a distribuição re-escalonada
das variáveis aleatórias λωn:

P (λωn ∈ B) = µλ (B) := µ (B/λ) .

A distribuição µλ esta espalhada por suportes maiores para λ grande, correspondendo
assim uma maior variedade de possíveis cargas elétricas em um meio discretizado.

Podemos pensar nas variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas
como funções mensuráveis sobre um espaço de probabilidade (Ω,A,P) = ⊗

n∈Zd
(R, BR, µ)

comA e P denotando, respectivamente, a σ-álgebra e a medida gerada por uma pré-medida
induzida por µ nos conjuntos da forma {ωn1 ∈ A1, ..., ωn` ∈ A`}, com n1, ..., n` ∈ Zd e
A1, .., A` ⊂ R conjuntos de Borel em Ω = RZd (ver [13]).
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Teorema 1.2 (Schur). Dado uma matriz M ∈Mn×n(C), existem U ∈Mn×n(C) unitária
e S ∈Mn×n(C) triangular superior, tais que M = U∗SU .

Demonstração: Ver [4].

Os dois lemas a seguir garante a limitação superior de certas integrais por uma cons-
tante C; ambos são de suma importância para auxiliar na demonstração de resultados
do capítulo 3. Para o próximo resultado, são indicadas como referências [12, 20, 33, 36].
Denotemos por L1(R) o espaço das funções integravéis sobre R.

Lema 1.1. Sejam 0 < s < 1 e ρ ∈ L1 (R) ∩ L∞0 (R) com ρ (υ) ≥ 0 υ-q.t.p. Então existe
uma constante C (s, ρ) <∞ de modo que para todo θ ∈ C tem-se∫

suppρ

1

|υ + θ|s
ρ (υ) dυ ≤ C (s, ρ) . (1.5)

Demonstração: Primeiramente note que |υ + θ| ≥ |υ +Re (θ)|, ∀υ ∈ R, θ ∈ C. Disto
obtemos que para todo s ∈ (0, 1), |υ + θ|−s ≤ |υ +Re (θ)|−s. Agora, para todo b ∈ R com
b > 0, temos∫

suppρ

1

|υ + θ|s
ρ (υ) dυ ≤

∫
|υ+θ|≥b

|υ + θ|−s ρ (υ) dυ︸ ︷︷ ︸
(i)

+

∫
|υ+θ|<b

|υ + θ|−s ρ (υ) dυ︸ ︷︷ ︸
(ii)

. (1.6)

Para as partes (i) e (ii) do lado direito de (1.6), temos∫
|υ+θ|≥b

|υ + θ|−s ρ (υ) dυ ≤ 1

bs

∫
|υ+θ|≥b

ρ (υ) dυ ≤ 1

bs

∫
suppρ

ρ (υ) dυ = ‖ρ‖1 b
−s (1.7)

e ∫
|υ+θ|<b

|υ + θ|−s ρ (υ) dυ ≤
∫
|υ+Re(θ)|<b

|υ +Re (θ)|−s ρ (υ) dυ

≤ ‖ρ‖∞
∫
|υ+Re(θ)|<b

|υ +Re (θ)|−s dυ

= ‖ρ‖∞
2b1−s

1− s
. (1.8)

Segue de (1.6), (1.7) e (1.8) que∫
suppρ

1

|υ + θ|s
ρ (υ) dυ ≤ ‖ρ‖1 b

−s + ‖ρ‖∞
2b1−s

1− s
.

Fazendo alguns cálculos encontra-se que o valor mínimo da função

g (b) = ‖ρ‖1 b
−s + ‖ρ‖∞

2b1−s

1− s
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é a constante C (s, ρ) =
(

2
s

)s
(1− s)−1 ‖ρ‖1−s

1 ‖ρ‖s∞, e portanto obtemos∫
suppρ

1

|υ + θ|s
ρ (υ) dυ ≤ C (s, ρ) ,

com C (s, ρ) independente de θ.

Consideremos uma matriz M ∈ Mn×n (C) tal que Im M ≥ 0 ou Im M ≤ 0, em
que Im M = M−M∗

2i
. O lema a seguir utiliza o Teorema 1.2, o qual garante que M

é unitariamente equivalente a uma matriz S ∈ Mn×n (C) triangular superior, ou seja,
M = U∗SU para alguma matriz unitária U ∈ Mn×n (C). Utilizando o fato das matrizes
M e S serem unitariamente equivalentes, segue que (M − θI)−1 = U∗ (S − θI)−1 U e
portanto,

∥∥(M − θI)−1
∥∥ =

∥∥(S − θI)−1
∥∥. Para o próximo resultado são indicadas como

referências [4, 19].

Lema 1.2. Para cada 0 < s < 1 e r > 0, existe uma constante C (r, s) <∞ de modo que∫ r

−r

∥∥(M − θI)−1
∥∥s dθ ≤ C (r, s) , (1.9)

para toda matriz M ∈M2×2(C) de forma que Im M ≥ 0 ou Im M ≤ 0.

Demonstração: Vamos assumir sem perda de generalidade que Im M ≥ 0. Devido ao
Teorema 1.2, a matrizM ∈M2×2(C) é unitariamente equivalente a uma matriz triangular
superior S ∈M2×2(C). Então, assumindo

S =

(
b11 b12

0 b22

)

que implica em

(S − θI)−1 =

(
b11 − θ b12

0 b22 − θ

)−1

=

(
1

b11−θ −
b12

(b11−θ)(b22−θ)

0 1
b22−θ

)
; (1.10)

a inversa existe, pois

det (S − θI) =

∣∣∣∣∣ b11 − θ b12

0 b22 − θ

∣∣∣∣∣ = (b11 − θ) (b22 − θ) 6= 0.

O objetivo agora é estabelecer uma integral correspondente a (1.9), para o valor ab-
soluto de cada entrada de (1.10) separadamente. Para simplificar, denotamos

(S − θI)−1 =

(
1

b11−θ −
b12

(b11−θ)(b22−θ)

0 1
b22−θ

)
=

(
b∗11 b∗12

0 b∗22

)
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e utilizamos∥∥∥∥∥
(
b∗11 b∗12

0 b∗22

)∥∥∥∥∥ = sup
‖(j,k)‖=1

∥∥∥∥∥
(
b∗11 b∗12

0 b∗22

)(
j

k

)∥∥∥∥∥ , com (j, k) ∈ C2,

para limitar

∥∥∥∥∥
(
b∗11 b∗12

0 b∗22

)∥∥∥∥∥
s

. Note que

∥∥∥∥∥
(
b∗11 b∗12

0 b∗22

)(
j

k

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
(
b∗11j + b∗12k

b∗22k

)∥∥∥∥∥
2

= |b∗11j + b∗12k|
2 + |b∗22k|

2 ≤ (|b∗11j|+ |b∗12k|)
2 + |b∗22k|

2

≤ |b∗11|
2 |j|2 + |b∗12|

2 |k|2 + |b∗11|
2 |j|2 + |b∗12|

2 |k|2 + |b∗22|
2 |k|2

≤ 3 |b∗11|
2 |j|2 +

(
2 |b∗12|

2 + |b∗22|
2) |k|2

≤ 3b2
0

(
|j|2 + |k|2

)
,

onde b0 = max {|b∗11| , |b∗12| , |b∗22|}. Portanto,

∥∥∥∥∥
(
b∗11 b∗12

0 b∗22

)∥∥∥∥∥
s

≤
(√

3b0

)s
= 3s/2 max {|b∗11|

s , |b∗12|
s , |b∗22|

s} . (1.11)

Integrando ambos os lados de (1.11), temos

∫ r

−r

∥∥(S − θI)−1
∥∥s dθ ≤ 3s/2

∫ r

−r
max

{
1

|b11 − θ|s
,

∣∣∣∣ b12

(b11 − θ) (b22 − θ)

∣∣∣∣s , 1

|b22 − θ|s
}
dθ

≤ 3s/2
∫ r

−r

(
1

|b11 − θ|s
+

∣∣∣∣ b12

(b11 − θ) (b22 − θ)

∣∣∣∣s +
1

|b22 − θ|s
)
dθ.

(1.12)

O intuito é limitar cada uma das integrais em (1.12). O Lema 1.1 garante a limitação
da primeira e da terceira integrais. Vamos trabalhar na limitação do segundo termo.

∣∣∣∣ b12

(b11 − θ) (b22 − θ)

∣∣∣∣ ≤ |b12|
|Im ((b11 − θ) (b22 − θ))|

=
|b12|

|Im (b11b12)− θ Imb11 − θ Imb22|

=
1∣∣∣θ Im b11+Im b22

|b12| − Im (b11b22)
|b12|

∣∣∣ . (1.13)

Como Im S ≥ 0 e a matriz positiva
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Im S =
1

2i
(S − S∗) =

1

2i

((
b11 b12

0 b22

)
−

(
b11 0

b12 b22

))
=

(
Im b11

b12
2i

−b12
2i

Im b22

)

tem determinante positivo, temos

det(Im S) =

∣∣∣∣∣ Im b11
b12
2i

−b12
2i

Im b22

∣∣∣∣∣ = Im b11Im b22 −
1

4
|b12|2 ≥ 0. (1.14)

Disto, segue que ∣∣∣∣Im b11 + Im b22

b12

∣∣∣∣2 ≥ 2Im b11Im b22

|b12|2
≥ 1

2
. (1.15)

Substituindo (1.15) em (1.13), temos

∣∣∣∣ b12

(b11 − θ) (b22 − θ)

∣∣∣∣ ≤ 1∣∣∣ θIm b11+Im b22
|b12| − Im (b11b22)

|b12|

∣∣∣
=

|b12|∣∣∣∣Im b11 + Im b22
θ(Im b11+Im b22)−Im (b11b22)

Im b11+Im b22

∣∣∣∣
=

|b12|
|Im b11 + Im b22|

1∣∣∣θ − Im (b11b22)

Im b11+Im b22

∣∣∣
≤ 21/2∣∣∣θ − Im (b11b22)

Im b11+Im b22

∣∣∣ . (1.16)

Agora, substituindo (1.16) em (1.12) e aplicando o Lema 1.1 para cada integral, obtemos

∫ r

−r

∥∥(S − θI)−1
∥∥s dθ ≤ 3s/2

∫ r

−r

 1

|b11 − θ|s
+

2s/2∣∣∣θ − Im (b11b22)

Im b11+Im b22

∣∣∣s +
1

|b22 − θ|s

 dθ

≤ C (r, s) .

Como M é unitariamente equivalente a S, concluímos que∫ r

−r

∥∥(M − θI)−1
∥∥s dθ =

∫ r

−r

∥∥(S − θI)−1
∥∥s dθ ≤ C (r, s) .



19

Lema 1.3. Para cada 0 < s < 1 e para qualquer coleção de números complexos {yn} ⊂ C
tem-se ∣∣∣∣∣

k∑
n=1

yn

∣∣∣∣∣
s

≤
k∑

n=1

|yn|s .

Demonstração: A demonstração será feita por indução sobre k. Para k = 1 vale a
igualdade. Para k = 2 temos

|y1 + y2|s ≤
|y1|+ |y2|

(|y1|+ |y2|)1−s =
|y1|

(|y1|+ |y2|)1−s +
|y2|

(|y1|+ |y2|)1−s ≤ |y1|s + |y2|s .

Suponhamos que a desigualdade seja verdadeira para k − 1:∣∣∣∣∣
k−1∑
n=1

yn

∣∣∣∣∣
s

≤
k−1∑
n=1

|yn|s .

Então,

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

yn

∣∣∣∣∣
s

≤

∣∣∣∑k−1
n=1 yn

∣∣∣+ |yk|∣∣∣∑k−1
n=1 yn

∣∣∣+ |yk|

(∣∣∣∣∣
k−1∑
n=1

yn

∣∣∣∣∣+ |yk|

)s

=

∣∣∣∑k−1
n=1 yn

∣∣∣(∣∣∣∑k−1
n=1 yn

∣∣∣+ |yk|
)1−s +

|yk|(∣∣∣∑k−1
n=1 yn

∣∣∣+ |yk|
)1−s

≤

∣∣∣∑k−1
n=1 yn

∣∣∣∣∣∣∑k−1
n=1 yn

∣∣∣1−s +
|yk|
|yk|1−s

≤
k−1∑
n=1

|yn|s + |yk|s =
k∑

n=1

|yn|s .

Os resultados a seguir serão utilizados no capítulo 4.

Teorema 1.3 (Lusin). Seja X̃ um espaço localmente compacto de Hausdorff e seja µ

uma medida positiva sobre uma σ-algebra A de X̃ que contém a σ-algebra de Borel de
X̃. Suponha que g é uma função complexa e mensurável em X̃ com a propriedade que
g(x) = 0 se x ∈ D̃, sendo D̃ ⊂ X̃ tal que µ(D̃) < ∞. Então para todo ε > 0, existe
f ∈ Cc(X̃) tal que

µ
({
x ∈ X̃ : g (x) 6= f (x)

})
≤ ε.

Além disso, f pode ser escolhido de forma

sup
x∈X̃
|f (x)| ≤ sup

x∈X̃
|g (x)| .

Demonstração: Ver [29].
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Para os próximos dois lemas, são indicadas como referências [10, 13, 29, 33].

Lema 1.4. Seja g : R→ C uma função limitada e contínua por partes. Então, para todo
υ ∈ R tem-se

lim
ε→0+

ε

π

∫
R

g (E)

(υ − E)2 + ε2
dE =

1

2

(
lim
t→υ+

g (t) + lim
t→υ−

g (t)

)
.

Demonstração: Assumimos que g não é contínua para algum υ ∈ R fixo. Suponhamos
que não existe qualquer descontinuidade em [υ − β, υ + β] para β > 0 pequeno. Definimos
J do seguinte modo:

J = lim
ε→0+

ε

π

∫
R

g (E)

(υ − E)2 + ε2
dE − 1

2

(
lim
t→υ+

g (t) + lim
t→υ−

g (t)

)

= lim
ε→0+

ε

π

∫ ∞
−∞

g (E)

(υ − E)2 + ε2
−

1
2

(
lim
t→υ+

g (t) + lim
t→υ−

g (t)

)
(υ − E)2 + ε2

dE

= lim
ε→0+

ε

π

∫ υ

−∞

g (E)− lim
t→υ−

g (t)

(υ − E)2 + ε2
dE +

∫ ∞
υ

g (E)− lim
t→υ+

g (t)

(υ − E)2 + ε2
dE

 .

Na segunda igualdade usamos a função delta de Dirac:

δε =
ε

π

1

(υ − E)2 + ε2
e
∫ ∞
−∞

δε dE = 1.

Se J = 0, obtemos o lema. Agora, decompomos a integração em J usando δ ∈ (0, β)

arbitrário:

J = lim
ε→0+

ε

π

(∫ υ−δ

−∞
+

∫ υ

υ−δ

) g (E)− lim
t→υ−

g (t)

(υ − E)2 + ε2
dE +

(∫ υ+δ

υ

+

∫ ∞
υ+δ

) g (E)− lim
t→υ+

g (t)

(υ − E)2 + ε2
dE

 .

Vamos denotar as quatro integrais acima, na ordem em que elas ocorrem, por I1, I2,
I3, I4 respectivamente. Como g é uma função limitada, temos
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|I1| =

∣∣∣∣∣∣
∫ υ−δ

−∞

g (E)

(υ − E)2 + ε2
dE −

∫ υ−δ

−∞

lim
t→υ−

g (t)

(υ − E)2 + ε2
dE

∣∣∣∣∣∣
≤

∫ υ−δ

−∞

|g (E)|
(υ − E)2 + ε2

dE +

∣∣∣∣ lim
t→υ−

g (t)

∣∣∣∣ ∫ υ−δ

−∞

1

(υ − E)2 + ε2
dE

≤ ‖g‖∞
∫ υ−δ

−∞

1

(υ − E)2 + ε2
dE +

∣∣∣∣ lim
t→υ−

g (t)

∣∣∣∣ ∫ υ−δ

−∞

1

(υ − E)2 + ε2
dE

=

(
‖g‖∞ +

∣∣∣∣ lim
t→υ−

g (t)

∣∣∣∣) 1

ε2

∫ υ−δ

−∞

1(
υ−E
ε

)2
+ 1

dE

=

(
‖g‖∞ +

∣∣∣∣ lim
t→υ−

g (t)

∣∣∣∣) 1

ε

(
π

2
− arctg

(
δ

ε

))
. (1.17)

Agora, tomando o limite lim
ε→0+

ε
π
em ambos os lados da desigualdade (1.17), obtemos

lim
ε→0+

ε

π
|I1| ≤

(
‖g‖∞ +

∣∣∣∣ lim
t→υ−

g (t)

∣∣∣∣) lim
ε→0+

1

π

(
π

2
− arctg

(
δ

ε

))
= 0.

Analogamente, temos lim
ε→0+

ε
π
|I4| = 0, para todo δ ∈ (0, β).

Agora, para I3 temos

|I3| =

∣∣∣∣∣∣
∫ υ+δ

υ

g (E)− lim
t→υ+

g (t)

(υ − E)2 + ε2
dE

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

E∈(υ,υ+δ]

{∣∣∣∣g (E)− lim
t→υ+

g (t)

∣∣∣∣} 1

ε2

∣∣∣∣∣
∫ υ+δ

υ

1(
υ−E
ε

)2
+ 1

dE

∣∣∣∣∣
= sup

E∈(υ,υ+δ]

{∣∣∣∣g (E)− lim
t→υ+

g (t)

∣∣∣∣} 1

ε
arctg

(
δ

ε

)
.

Analogamente,

|I2| =

∣∣∣∣∣∣
∫ υ

υ−δ

g (E)− lim
t→υ−

g (t)

(υ − E)2 + ε2
dE

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

E∈[υ−δ,υ)

{∣∣∣∣g (E)− lim
t→υ−

g (t)

∣∣∣∣} 1

ε2

∣∣∣∣∣
∫ υ

υ−δ

1(
υ−E
ε

)2
+ 1

dE

∣∣∣∣∣
= sup

E∈[υ−δ,υ)

{∣∣∣∣g (E)− lim
t→υ−

g (t)

∣∣∣∣} 1

ε
arctg

(
δ

ε

)
.
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Então, temos para δ ∈ (0, β) arbitrário que

|J | ≤ sup
E∈(υ,υ+δ]

{∣∣∣∣g (E)− lim
t→υ+

g (t)

∣∣∣∣}+ sup
E∈[υ−δ,υ)

{∣∣∣∣g (E)− lim
t→υ−

g (t)

∣∣∣∣} .
Como δ ∈ (0, β) é arbitrário e lim

t→υ+
g (t) é o limite à direita e lim

t→υ−
g (t) é o limite à esquerda

de g em υ respectivamente, segue que |J | = 0.

Lema 1.5. Sejam H um operador auto-adjunto sobre um espaço de Hilbert H, χI (H) e
χI (H) os projetores espectrais sobre o intervalo aberto I ⊂ R e sobre o intervalo fechado
I ⊂ R associados ao operador H, respectivamente. Seja g : R→ C uma função contínua
e limitada. Então

1

2
〈ψ, g (H) (χI (H) + χI (H)) ξ〉 =

= lim
ε→0+

ε

π

∫
I

g (E)
〈
ψ, (H − E − iε)−1 (H − E + iε)−1 ξ

〉
dE. (1.18)

Demonstração: Mostremos o caso em que ψ = ξ. O caso onde ψ 6= ξ pode ser demons-
trado por polarização. Seja dµψ (υ) := 〈ψ,Eυψ〉 uma medida de Borel positiva e finita.
Seja {Eυ}υ∈R a família espectral associada ao operador H e dµψ (υ).

Pelo Teorema Espectral [10] e por Fubini, podemos escrever o lado direito de (1.18)

como

R = lim
ε→0+

ε

π

∫
I

g (E)
〈
ψ, (H − E − iε)−1 (H − E + iε)−1 ψ

〉
dE

= lim
ε→0+

ε

π

∫
I

g (E)
〈
ψ,
(
(H − E)2 + ε2

)−1
ψ
〉
dE

= lim
ε→0+

ε

π

∫
I

(∫
R

g (E)

(υ − E)2 + ε2
dµψ (υ)

)
dE

= lim
ε→0+

∫
R
fε (υ) dµψ (υ) ,

onde fε (υ) = ε
π

∫
R
χI(E)g(E)

(υ−E)2+ε2
dE.

Pelo Lema 1.4, temos

lim
ε→0+

fε (υ) = lim
ε→0+

ε

π

∫
R

χI (E) g (E)

(υ − E)2 + ε2
dE =

g (υ)

2
(χI (υ) + χI (υ))

para todo υ ∈ R.
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Seja I = (d, e). Então, para todos ε > 0 e υ ∈ R, também temos

|fε (υ)| ≤ ε

π

∫ e

d

|g (E)|
(υ − E)2 + ε2

dE

≤ ‖g‖∞
π

1

ε

∫ e

d

1(
υ−E
ε

)2
+ 1

dE

=
‖g‖∞
π

(
arctg

(
υ − d
ε

)
− arctg

(
υ − e
ε

))
≤ ‖g‖∞ .

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue [29], obtemos

R = lim
ε→0+

∫
R
fε (υ) dµψ (υ) =

1

2

∫
R
g (υ) (χI (υ) + χI (υ)) dµψ (υ)

=
1

2
〈ψ, g (H) (χI (υ) + χI (υ))ψ〉 .



Capítulo

2
Propriedades de Localização

Neste capítulo apresentaremos a definição do principal assunto desta dissertação: loca-
lização dinâmica para o modelo de Anderson (0.2). Além disso, estamos interessados em
estudar as propriedades de localização deste modelo, que podem ser descritas pela localiza-
ção espectral ou pela localização dinâmica do Hamiltoniano. Como consequência de loca-
lização dinâmica, obtém-se que este modelo tem espectro pontual puro em I P-q.t.p. (ver
[33, 35]). Para este capítulo foram utilizadas as referências [9, 20, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 35].

2.1 Localização Espectral

O objetivo desta seção é definir localização espectral para o modelo de Anderson, a
qual será utilizada na segunda seção deste capítulo. Fixado o parâmetro de desordem λ,
denotemos o operador Hω,λ por Hω.

Definição 2.1. Dizemos que Hω exibe localização espectral em um intervalo aberto I ⊂ R,
se Hω tem espectro pontual puro em I P-q.t.p, isto é, I não contém qualquer espectro
contínuo de Hω, e suas autofunções ϕω,E correspondentes aos autovalores E ∈ I, decaem
exponencialmente, isto é,

|ϕω,E (n)| ≤ Cω,E e−a|n|,

com n ∈ Zd e Cω,E <∞, a = a(E) > 0 constantes.

O mecanismo fisíco de localização é a supressão de encapsulamento ao longo de grandes
distâncias, devido ao efeito da decoerência induzido pelo potencial aleatório. O conceito
de localização espectral é muitas vezes utilizado na matemática, mas não na física. Os
físicos usam o conceito de localização dinâmica com mais freqüência, uma vez que este
nos dá uma intuição física direta. Na próxima seção apresentaremos um resultado que
garante a ausência de transporte de elétrons, a partir do fenômeno localização dinâmica.

24
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2.2 Localização Dinâmica

Nesta seção temos como objetivo introduzir o conceito de localização dinâmica. Par-
tindo do pressuposto de que Hω exibe localização dinâmica em I, mostra-se que os mo-
mentos do operador posição Z ficam limitados no tempo, isto é, garante-se a ausência de
transporte quântico. No final desta seção , utilizaremos o teorema de RAGE [9], que exclui
o espectro contínuo, para apresentarmos uma demonstração de que localização dinâmica
implica em espectro pontual puro em I P-q.t.p [33, 35].

Como motivação na introdução, foi apresentado o modelo de Anderson (0.2) e a solu-
ção da equação de Schrödinger dependente do tempo (0.3), os quais serão utilizados na
definição abaixo.

Definição 2.2. Dizemos que Hω exibe localização dinâmica em I se existem constantes
C <∞ e ν > 0 tais que

E
(

sup
t∈R

∣∣〈ej, e−itHωχI (Hω) ek
〉∣∣) ≤ Ce−ν|j−k| (2.1)

para todos j, k ∈ Zd, em que {ej}j∈Zd é a base canônica de `2
(
Zd
)
e χI (Hω) denota o

projetor espectral de Hω sobre o intervalo I.

A seguir será apresentado um resultado, cujo objetivo é garantir que os momentos do
operador posição Z fiquem limitados no tempo.

Proposição 2.1. Se Hω exibe localização dinâmica em I, então os momentos do operador
posição são limitados, isto é, para todo p > 0 e todo ψ ∈ `2

(
Zd
)
de suporte finito,

sup
t∈R

∥∥|Z|p e−itHωχI (Hω)ψ
∥∥ <∞ P− q.t.p. , (2.2)

em que |Z| é o operador posição definido por (|Z|ϕ) (n) = |n|ϕ (n).

Demonstração: Assumimos (2.1) e que ψ (k) = 0 para |k| > R. Usando a identidade
de Parseval (na 1a igualdade), o fato que |Z|p ϕ =

∑
k∈Zd
|k|p 〈ek, ϕ〉 ek (na 2a igualdade) e a

desigualdade de Cauchy-Schwarz (no último passo), temos

∥∥|Z|p e−itHωχI (Hω)ψ
∥∥2

=
∑
j∈Zd

∣∣〈ej, |Z|p e−itHωχI (Hω)ψ
〉∣∣2

=
∑
j∈Zd

∣∣∣∣∣
〈
ej,
∑
k∈Zd
|k|p

〈
ek, e

−itHωχI (Hω)ψ
〉
ek

〉∣∣∣∣∣
2

=
∑
j∈Zd

∣∣∣∣∣∑
k∈Zd
|k|p

〈
ek, e

−itHωχI (Hω)ψ
〉
〈ej, ek〉

∣∣∣∣∣
2
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=
∑
j∈Zd

∣∣|j|p 〈ej, e−itHωχI (Hω)ψ
〉∣∣2

=
∑
j∈Zd
|j|2p

∣∣∣∣∣∣
〈
ej, e

−itHωχI (Hω)
∑
|k|≤R

ψ (k) ek

〉∣∣∣∣∣∣
2

≤
∑
j∈Zd

∑
|k|≤R

|j|2p
∣∣〈ej, e−itHωχI (Hω) ek

〉∣∣2 ‖ψ‖2 . (2.3)

Note que

∣∣〈ej, e−itHωχI (Hω) ek
〉∣∣ ≤ ‖ej‖∥∥e−itHωχI (Hω) ek

∥∥ ≤ 1 ,

pois e−itHω é unitário. Tomando o supremo e o valor esperado E (·) em ambos os lados de
(2.3), obtemos

E
(

sup
t∈R

∥∥|Z|p e−itHωχI (Hω)ψ
∥∥2
)

≤ E

sup
t∈R

∑
j∈Zd

∑
|k|≤R

|j|2p
∣∣〈ej, e−itHωχI (Hω) ek

〉∣∣ ‖ψ‖2


=

∑
j∈Zd

∑
|k|≤R

|j|2p E
(

sup
t∈R

∣∣〈ej, e−itHωχI (Hω) ek
〉∣∣) ‖ψ‖2

≤ C
∑
j∈Zd

∑
|k|≤R

|j|2p e−ν|j−k| ‖ψ‖2

≤ C ‖ψ‖2 c(R)eνR
∑
j∈Zd
|j|2p e−ν|j| <∞

onde c(R) = #{k ∈ Zd : |k| ≤ R}. Isto implica a afirmação q.t.p. em (2.2).

Até então, foi definido o modelo e as propriedades de localização de Anderson, tais
como localização espectral e localização dinâmica. O resultado a seguir garante que loca-
lização dinâmica não é apenas fisicamente mais interessante do que localização espectral,
é também matematicamente uma propriedade mais forte.

Proposição 2.2. Suponha que Hω exibe localização dinâmica na forma (2.1) em um
intervalo aberto I. Então Hω tem espectro pontual puro em I P− q.t.p.

Demonstração: Para um operador de Schrödinger discreto H = H0 + V sobre `2
(
Zd
)
,

seja Pcont (H) a projeção sobre seu subespaço espectral contínuo. Usando o Teorema 1.1
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de RAGE, para todo ψ ∈ `2
(
Zd
)
, temos

‖Pcont (H)χI (H)ψ‖ 2 = lim
R→∞

lim
T→∞

∫ T

0

dt

T

∥∥χ{|j|≥R}e−itHχI (H)ψ
∥∥2
. (2.4)

Se ψ tem suporte finito, digamos supp ψ = {t ∈ R : ψ (t) 6= 0} ⊂ {|k| ≤ r}, então

∥∥χ{|j|≥R}e−itHχI (H)ψ
∥∥2 ≤

∥∥χ{|j|≥R}e−itHχI (H)χ{|k|≤r}
∥∥2 ‖ψ‖2

≤
∥∥χ{|j|≥R}e−itHχI (H)χ{|k|≤r}

∥∥ ‖ψ‖2

=

∥∥∥∥∥∥
∑
|j|≥R

〈ej, .〉 ej e−itHχI (H)
∑
|k|≤r

〈ek, .〉 ek

∥∥∥∥∥∥ ‖ψ‖2

= sup
‖ξ‖=1

∥∥∥∥∥∥
∑
|j|≥R

〈
ej, e

−itHχI (H)
∑
|k|≤r

〈ek, ξ〉 ek

〉
ej

∥∥∥∥∥∥ ‖ψ‖2

= sup
‖ξ‖=1

∥∥∥∥∥∥
∑
|j|≥R

∑
|k|≤r

〈ek, ξ〉
〈
ej, e

−itHχI (H) ek
〉
ej

∥∥∥∥∥∥ ‖ψ‖2

≤ sup
‖ξ‖=1

∑
|j|≥R

∑
|k|≤r

‖ek‖ ‖ξ‖
∣∣〈ej, e−itHχI (H) ek

〉∣∣ ‖ej‖ ‖ψ‖2

=
∑

|j|≥R,|k|≤r

∣∣〈ej, e−itHχI (H) ek
〉∣∣ ‖ψ‖2 , (2.5)

onde na segunda passagem utilizou-se
∥∥χ{|j|≥R}e−itHχI (H)χ{|k|≤r}

∥∥ ≤ 1.
Agora, substituindo (2.5) em (2.4) e tomando o valor esperado E(·), depois usando o

lema de Fatou e o teorema de Fubini [29], temos

E
(
‖Pcont (Hω)χI (Hω)ψ‖2)

≤ E

 lim
R→∞

lim
T→∞

∫ T

0

dt

T

∑
|j|≥R,|k|≤r

∣∣〈ej, e−itHωχI (Hω) ek
〉∣∣ ‖ψ‖2


≤ lim

R→∞
lim
T→∞

∫ T

0

dt

T

∑
|j|≥R,|k|≤r

E
(∣∣〈ej, e−itHωχI (Hω) ek

〉∣∣) ‖ψ‖2

≤ lim
R→∞

lim
T→∞

∫ T

0

dt

T

∑
|j|≥R,|k|≤r

Ce−ν|j−k| ‖ψ‖2

= C ‖ψ‖2 lim
R→∞

∑
|j|≥R,|k|≤r

e−ν(j−k) = 0.

Assim, concluímos que Pcont (Hω)χI (Hω)ψ = 0 P − q.t.p. e para todo ψ de suporte
finito. Estes últimos formam um conjunto denso em `2

(
Zd
)
e então Pcont (Hω)χI (Hω) = 0

P− q.t.p., o que significa que o espectro de Hω é pontual puro em I P− q.t.p.
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A proposição acima garante que a existência de localização dinâmica no intervalo
aberto I exclui o espectro contínuo, ou seja, os estados de dispersão, e assim obtém-se
espectro pontual puro P-q.t.p em I. Além disso, considere os dois teoremas abaixo:

Teorema 2.1. Sejam Hω,λ o modelo de Anderson (0.2) e µλ a medida de probabilidade
de Borel das variáveis aleatórias λωn. Considere as seguintes afirmações:

1. Para ω q.t.p, Hω,λ tem espectro pontual puro no intervalo (a, b).

2. Para E ∈ (a, b) q.t.p e ω q.t.p, tem-se

lim
ε→0+

[∑
n∈Zd
|Gω,λ (n, 0;E + iε)|2

]
<∞.

Se µλ é absolutamente contínua, então (1) implica em (2).

Demonstração: Ver [31].

Teorema 2.2. Sejam Hω,λ o modelo de Anderson (0.2). Suponha que µλ é absolutamente
contínua e que, para os pares (ω,E) q.t.p (ω ∈ Ω e E ∈ (a, b)), tem-se que para 0 < ε < 1

|Gω,λ (n, 0;E + iε)| ≤ Cω,Ee
−a|n|.

Então, com probabilidade 1, as correspondentes autofunções satisfazem

|ϕω,E (n)| ≤ Dω,Ee
−a|n|.

Demonstração: Ver [31].

Segue da Proposição 2.2 e dos Teoremas 2.1 e 2.2 que localização dinâmica implica
em localização espectral. No entanto, a recíproca não é verdadeira. Foi mostrado em [30]
que espectro pontual puro implica em ausência de movimento balistíco, isto é,

lim
t→∞

∥∥|Z|2 e−itHωχI (Hω)ψ
∥∥

t2
= 0

para todas as condições iniciais ψ de suporte compacto, uma vez que o espectro de I é
pontual puro.

Existe um exemplo onde
∥∥|Z|2 e−itHωχI (Hω)ψ

∥∥ pode exibir um comportamento que é
arbitrariamente próximo ao movimento balistíco, mesmo se o operador exibe localização
espectral [27, 28].

Isto indica que localização espectral não é tão forte como localização dinâmica. A
principal causa é que o operador Hω tendo somente espectro pontual puro, a constante
Cω,E na localização espectral pode crescer arbitrariamente em E e os autovetores podem
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ser estendidos sobre escalas de comprimento arbitrariamente grandes, o que causa um
transporte de elétrons arbitrariamente próximo ao movimento balistíco (ver [20]).

Quando se pensa em "localização", geralmente se pensa em autovetores próprios sendo
localizados, pelo menos aproximadamente, dentro de uma escala típica. Se as constantes
Cω,E crescem arbitrariamente com a mudança de E, isso significa que os autovetores
podem ser estendidos arbitrariamente sobre grandes escalas de comprimento. Em [28]
mostra-se que autovetores semi-uniformemente localizados (SULE) e localização dinâmica
estão relacionados. A condição SULE significa que existem sítios nω,E e A > 0 de modo
que para cada ε > 0, existem constantes Cω,ε para as quais

|ϕω,E (n)| ≤ Cω,εe
ε|nω,E|e−A|n−nω,E|. (2.6)

A desigualdade acima afirma que as constantes Cω,E da definição 2.1 crescem a uma
taxa inferior a distância exponencial de nω,E a origem. Autovetores semi-uniformemente
localizados estão intimamente relacionados a localização dinâmica semi-uniforme (SUDL):

sup
t

∣∣e−itHωψ (n, l)
∣∣ ≤ ∼

Cω,Ee
ε|l|e−

∼
A|n−l|. (2.7)

Mostra-se que (2.6) implica em (2.7) com A arbitrariamente próximo de
∼
A, e se Hω tem

autovalores simples, então (2.7) implica em (2.6) com A = 1
2

∼
A (ver [28]). A desigualdade

(2.7) é suficiente para mostrar que o segundo momento dinâmico do operador posição
〈|Z|2 (t)〉 (ou qualquer outro momento positivo de |Z|) é limitado. Por argumentos de
probabilidade, (2.7) pode ser dado implicitamente por

E
(

sup
t

∣∣e−itHωψ (n, l)
∣∣) ≤ Ce−

∼
A|n−l|.



Capítulo

3
Método dos Momentos Fracionários

Neste capítulo o nosso objetivo principal é apresentar a demonstração do Teorema 0.1,
enunciado na introdução, que estabelece o decaimento exponencial dos momentos fra-
cionários da função de Green. Para sua demonstração, serão utilizados dois resultados
importantes: os Lemas 3.1 e 3.2. Na seção 3.2 apresentamos um resultado que relaciona
o segundo momento com os momentos fracionários da função de Green. Neste capítulo
foram utilizadas as referências [14, 18, 22, 32, 33, 35, 36].

3.1 Momentos Fracionários da Função de Green

O objetivo central desta seção é estudar o decaimento exponencial da função de Green
através do método dos momentos fracionários. A fim de garantir localização dinâmica para
o modelo de Anderson, o primeiro passo é a demonstração do Lema 3.1 (veja também [32,
33, 35, 36]). Em seguida, discutiremos o lema 3.2 (veja [18, 32]) e, com esses resultados,
finalmente garantimos o decaimento exponencial da função de Green.

A idéia subjacente do lema a seguir deixará explícita a importância do método dos
momentos fracionários aplicado à função de Green, para obtenção da localização dinâmica.

Denotemos por B (H) o conjunto dos operadores lineares limitados de H em H.

Lema 3.1. Existe uma constante C1 = C1 (s, ρ) <∞ tal que

Ej,k (|Gω,λ (j, k; z)|s) ≤ C1λ
−s (3.1)

para quaisquer j, k ∈ Zd, z ∈ C \ R e λ > 0, onde

Ej,k(· · · ) =

∫ ∫
· · · ρ(ωj)dωj ρ(ωk)dωk

é a esperança condicional com (ωu)u∈Zd\{j,k} fixado.

30
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Observação 3.1. Utilizando as propriedades do valor esperado E (·) na estimativa (3.1)

(veja [22]), temos

E (|Gω,λ (j, k; z)|s) = E (Ej,k (|Gω,λ (j, k; z)|s)) ≤ E
(
C1λ

−s) = C1λ
−s.

Demonstração: A demonstração do lema 3.1 será dividida em dois casos: j = k e
j 6= k. Primeiramente, será feita para o caso j = k, que demonstra a simplicidade da
idéia fundamental do método dos momentos fracionários.

Para j ∈ Zd fixado, escrevemos ω = (ω̂, ωj) onde ω̂ = (ωu)u∈Zd\{j}. Seja Pej := 〈ej, ·〉 ej
a projeção ortogonal sobre o subespaço gerado por ej. Podemos separar ωj e ω̂, e reescrever
Hω,λ como

Hω,λ = Hω̂,λ + λωjPej . (3.2)

Agora, seja z ∈ ρ (Hω,λ) ∩ ρ (Hω̂,λ). Temos que Hω,λ, Hω̂,λ ∈ B
(
`2
(
Zd
))

e denotemos
(Hω,λ)z = (Hω,λ − z). Sendo assim, temos

(Hω̂,λ − z)−1 − (Hω,λ − z)−1

= (Hω̂,λ − z)−1 (Hω,λ)z (Hω,λ − z)−1 − (Hω̂,λ − z)−1 (Hω̂,λ)z (Hω,λ − z)−1

= (Hω̂,λ − z)−1 [(Hω,λ)z − (Hω̂,λ)z
]

(Hω,λ − z)−1

= (Hω̂,λ − z)−1 (Hω,λ −Hω̂,λ) (Hω,λ − z)−1

= λωj (Hω̂,λ − z)−1 Pej (Hω,λ − z)−1

onde na última passagem usamos Hω,λ − Hω̂,λ = λωjPej , fato que se segue de (3.2).
Portanto, temos a identidade do resolvente

(Hω,λ − z)−1 = (Hω̂,λ − z)−1 − λωj (Hω̂,λ − z)−1 Pej (Hω,λ − z)−1 . (3.3)

Tomando os elementos de matriz, podemos concluir de (3.3) para as correspondentes
funções de Green diagonais que

Gω,λ (j, j; z) =
〈
ej, (Hω,λ − z)−1 ej

〉
=

〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉
− λωj

〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 Pej (Hω,λ − z)−1 ej

〉
=

〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉
− λωj

〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 〈ej, (Hω,λ − z)−1 ej

〉
ej
〉

= Gω̂,λ (j, j; z)− λωjGω,λ (j, j; z)Gω̂,λ (j, j; z) , (3.4)

o que implica
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Gω,λ (j, j; z) + λωjGω,λ (j, j; z)Gω̂,λ (j, j; z) = Gω̂,λ (j, j; z)

⇒ Gω,λ (j, j; z) [1 + λωjGω̂,λ (j, j; z)] = Gω̂,λ (j, j; z)

⇒ Gω,λ (j, j; z) =
Gω̂,λ (j, j; z)

1 + λωjGω̂,λ (j, j; z)
,

donde
Gω,λ (j, j; z) =

1

a+ λωj
com a =

1

Gω̂,λ (j, j; z)
. (3.5)

Note que a relação (3.5) está bem definida, pois a função de Green Gω,λ (j, j; z) as-
sociada ao operador Hω,λ, é um caso particular de função Herglotz, a qual satisfaz a
propriedade Im Gω̂,λ (j, j; z) /Im z > 0. De fato,

Gω̂,λ (j, j; z) =
〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉
=
〈
(Hω̂,λ − z)−1 ej, ej

〉
=

〈
ej,
[
(Hω̂,λ − z)−1]∗ ej〉 =

〈
ej, [(Hω̂,λ − z)∗]

−1
ej

〉
=

〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉
= Gω̂,λ (j, j; z) . (3.6)

Além disso, para z, z ∈ ρ (Hω̂,λ) temos, pela 1a identidade do resolvente [10],

(Hω̂,λ − z)−1 − (Hω̂,λ − z)−1 = (z − z) (Hω̂,λ − z)−1 (Hω̂,λ − z)−1 . (3.7)

Segue de (3.6) e (3.7) que

Im Gω̂,λ (j, j; z) =
1

2i

(
Gω̂,λ (j, j; z)−Gω̂,λ (j, j; z)

)
=

1

2i

(〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉
−
〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉)
=

1

2i

(〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 − (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉)
=

1

2i

(〈
ej, (z − z) (Hω̂,λ − z)−1 (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉)
= Im z

(〈[
(Hω̂,λ − z)−1]∗ ej, (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉)
= Im z

(〈
(Hω̂,λ − z)−1 ej, (Hω̂,λ − z)−1 ej

〉)
= Im z︸︷︷︸

>0

∥∥(Hω̂,λ − z)−1 ej
∥∥2︸ ︷︷ ︸

>0

> 0.

Logo, Im Gω̂,λ(j,j;z)

Im z
> 0 e (3.5) está bem definido.
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O fato importante é que a é um número complexo que não depende de ωj. Assim,
escrevendo Ej (· · · ) :=

∫
· · · ρ (ωj) dωj e usando (3.5), segue que

Ej (|Gω,λ (j, j; z)|s) =

∫
suppρ

|Gω,λ (j, j; z)|s ρ (ωj) dωj

=

∫
suppρ

∣∣∣∣ 1

a+ λωj

∣∣∣∣s ρ (ωj) dωj

=
1

λs

∫
suppρ

∣∣∣∣ 1

ωj + a
λ

∣∣∣∣s ρ (ωj) dωj

≤ 1

λs
C (s, ρ)

com C (s, ρ) independente de λ e a, e então independente de ω̂, z e j. Na última passagem
tomamos em particular υ = a/λ e aplicamos o Lema 1.1.

Façamos agora a demonstração de (3.1) para j 6= k, baseando-se na mesma idéia,
substituindo os argumentos de pertubação de posto 1 acima por argumentos de pertubação
de posto 2. Escrevemos ω = (ω̂, ωj, ωk), P = Pej + Pek e

Hω,λ = Hω̂,λ + λωjPej + λωkPek . (3.8)

De modo análogo a (3.3) e por (3.8), obtemos

(Hω,λ − z)−1 = (Hω̂,λ − z)−1 − λωj (Hω̂,λ − z)−1 Pej (Hω,λ − z)−1 (3.9)

−λωk (Hω̂,λ − z)−1 Pek (Hω,λ − z)−1

ou

(Hω,λ − z)−1 = (Hω̂,λ − z)−1 − (Hω̂,λ − z)−1 (λωjPej + λωkPek
)

(Hω,λ − z)−1 . (3.10)

Aplicando o produto interno em ambos os lados de (3.9), obtemos a identidade para
a função de Green Gω,λ (j, k; z) de modo análogo a 3.4, dada por

Gω,λ (j, k; z) = Gω̂,λ (j, k; z)−λωjGω̂,λ (j, k; z)Gω,λ (j, j; z)−λωkGω̂,λ (k, k; z)Gω,λ (j, k; z) .

(3.11)
Aplicando o operador P em ambos os lados de (3.10), temos

P (Hω,λ − z)−1 P

= P (Hω̂,λ − z)−1 P − P
[
(Hω̂,λ − z)−1 (λωjPej + λωkPek

)
(Hω,λ − z)−1]P

= P (Hω̂,λ − z)−1 P − λP (Hω̂,λ − z)−1 P
(
ωjPej + ωkPek

)
P (Hω,λ − z)−1 P.
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Agora, sejam Q = P (Hω,λ − z)−1 P e Q̂ = P (Hω̂,λ − z)−1 P , os quais podem ser
representados por matrizes do espaço M2×2(C) (que continuamos denotando por Q e Q̂)
dadas por

Q =

(
Gω,λ (j, j; z) Gω,λ (j, k; z)

Gω,λ (k, j; z) Gω,λ (k, k; z)

)
, Q̂ =

(
Gω̂,λ (j, j; z) Gω̂,λ (j, k; z)

Gω̂,λ (k, j; z) Gω̂,λ (k, k; z)

)
.

Basta observar que os elementos das matrizes Q e Q̂ são dados por:

Gω̂,λ (j, k; z) =
〈
ej, (Hω̂,λ − z)−1 ek

〉
=
〈
Pej, (Hω̂,λ − z)−1 Pek

〉
=

〈
ej, P (Hω̂,λ − z)−1 Pek

〉
.

Assim, temos que

Q = Q̂− λQ̂

(
ω̂j 0

0 ω̂k

)
Q.

De fato,

Q̂− λQ̂

(
ωj 0

0 ωk

)
Q

=

(
Gω̂,λ (j, j; z) Gω̂,λ (j, k; z)

Gω̂,λ (k, j; z) Gω̂,λ (k, k; z)

)
− λ

(
Gω̂,λ (j, j; z) Gω̂,λ (j, k; z)

Gω̂,λ (k, j; z) Gω̂,λ (k, k; z)

)
(
ωj 0

0 ωk

)(
Gω,λ (j, j; z) Gω,λ (j, k; z)

Gω,λ (k, j; z) Gω,λ (k, k; z)

)

=

(
Gω̂,λ (j, j; z) Gω̂,λ (j, k; z)

Gω̂,λ (k, j; z) Gω̂,λ (k, k; z)

)

−λ


ωjGω̂,λ (j, j; z)Gω,λ (j, j; z) +

+ωkGω̂,λ (j, k; z)Gω,λ (k, j; z)

ωjGω̂,λ (j, j; z)Gω,λ (j, k; z) +

+ωkGω̂,λ (j, k; z)Gω,λ (k, k; z)

ωjGω̂,λ (k, j; z)Gω,λ (j, j; z) +

+ωkGω̂,λ (k, k; z)Gω,λ (k, j; z)

ωjGω̂,λ (k, j; z)Gω,λ (j, k; z) +

+ωkGω̂,λ (k, k; z)Gω,λ (k, k; z)


=

(
G11 G12

G21 G22

)

com
G11 = Gω̂,λ (j, j; z)− λωjGω̂,λ (j, j; z)Gω,λ (j, j; z)− λωkGω̂,λ (j, k; z)Gω,λ (k, j; z) ,

G12 = Gω̂,λ (j, k; z)− λωjGω̂,λ (j, j; z)Gω,λ (j, k; z)− λωkGω̂,λ (j, k; z)Gω,λ (k, k; z) ,

G21 = Gω̂,λ (k, j; z)− λωjGω̂,λ (k, j; z)Gω,λ (j, j; z)− λωkGω̂,λ (k, k; z)Gω,λ (k, j; z) ,

G22 = Gω̂,λ (k, k; z)− λωjGω̂,λ (k, j; z)Gω,λ (j, k; z)− λωkGω̂,λ (k, k; z)Gω,λ (k, k; z) .

Comparando G11, G12, G21 e G22 com a identidade da função de Green em (3.11),
obtemos
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Q = Q̂− λQ̂

(
ωj 0

0 ωk

)
Q ⇒ Q̂ =

(
I + λQ̂

(
ωj 0

0 ωk

))
Q. (3.12)

Aplicando

(
I + λQ̂

(
ωj 0

0 ωk

))−1

em ambos os lados de (3.12), obtemos

Q =

(
I + λQ̂

(
ωj 0

0 ωk

))−1

Q̂ =

(
Q̂−1

(
I + λQ̂

(
ωj 0

0 ωk

)))−1

=

(
Q̂−1 + λ

(
ωj 0

0 ωk

))−1

.

Portanto

P (Hω,λ − z)−1 P =

(
V + λ

(
ωj 0

0 ωk

))−1

, (3.13)

onde V = Q̂−1 =
(
P (Hω̂,λ − z)−1 P

)−1
. Isto é um caso especial da fórmula de Krein [1]

que caracteriza o resolvente de pertubações de posto finito de operadores auto-adjuntos.
Utilizando a 1a identidade do resolvente (3.7) e para cada z ∈ C \ R, temos

Im (Hω̂,λ − z)−1 =
1

2i

[
(Hω̂,λ − z)−1 − (Hω̂,λ − z)−1

]
=

1

2i

[
(Hω̂,λ − z)−1 − (Hω̂,λ − z)−1]

=
1

2i

[
(z − z) (Hω̂,λ − z)−1 (Hω̂,λ − z)−1]

= Im z
[
(Hω̂,λ − z)−1 (Hω̂,λ − z)−1] . (3.14)

Note que a matriz V é independente de ωj e ωk. Além disso, verifica-se que Im V =
1
2i

(V − V ∗) < 0 se Im z > 0 e Im V = 1
2i

(V − V ∗) > 0 se Im z < 0. De fato, utilizando
a 1a identidade do resolvente (3.7) e a identidade acima (3.14), obtemos

−Im V

Im z
=

1

Im z

V ∗V −1V − V ∗ (V ∗)−1 V

2i

=
1

Im z

V ∗
[(
P (Hω̂,λ − z)−1 P

)−1
]−1

V − V ∗
[(
P (Hω̂,λ − z)−1 P

)−1
]−1

V

2i

=
1

Im z

V ∗P (Hω̂,λ − z)−1 PV − V ∗P (Hω̂,λ − z)−1 PV

2i

=
1

Im z

V ∗P
[
(Hω̂,λ − z)−1 − (Hω̂,λ − z)−1]PV

2i

=
1

Im z

V ∗P
[
(z − z) (Hω̂,λ − z)−1 (Hω̂,λ − z)−1]PV

2i
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=
1

Im z
V ∗P

[
Im z (Hω̂,λ − z)−1 (Hω̂,λ − z)−1]PV

=
V ∗P Im (Hω̂,λ − z)−1 PV

Im z
> 0,

pois P, V > 0 e
Im (Hω̂,λ−z)

−1

Im z
> 0.

Observe queGω,λ (j, k; z) é um elemento da entrada superior direita de P (Hω,λ − z)−1 P ,
ou seja, Gω,λ (j, k; z) =

〈
ej, P (Hω,λ − z)−1 Pek

〉
. Utilizando (3.13) e o fato acima, temos

Ej,k (|Gω,λ (j, k; z)|s) = Ej,k
(∣∣〈ej, P (Hω,λ − z)−1 Pek

〉∣∣s)
≤ Ej,k

(∥∥P (Hω,λ − z)−1 P
∥∥s)

= Ej,k

∥∥∥∥∥∥
(
V + λ

(
ωj 0

0 ωk

))−1
∥∥∥∥∥∥
s

= λ−sEj,k

∥∥∥∥∥∥
(
−V
λ
−

(
ωj 0

0 ωk

))−1
∥∥∥∥∥∥
s

≤ 1

λs
‖ρ‖2

∞

∫ r

−r

∫ r

−r

∥∥∥∥∥∥
(
−V
λ
−

(
ωj 0

0 ωk

))−1
∥∥∥∥∥∥
s

dωjdωk,

onde [−r, r] é um intervalo contendo supp ρ. Na integral dupla façamos a mudança de
variavéis u = 1

2
(ωj + ωk) e υ = 1

2
(ωj − ωk), que nos dá o fator Jacobiano

∣∣∣∂(ωj ,ωk)

∂(u,υ)

∣∣∣ = 2.

Como (ωj, ωk) ∈ [−r, r]2 implica (u, υ) ∈ [−r, r]2, obtemos

Ej,k (|Gω,λ (j, k; z)|s) ≤ 2 ‖ρ‖2
∞

λs

∫ r

−r

∫ r

−r

∥∥∥∥∥∥
(
−V
λ
−

(
u+ υ 0

0 u− υ

))−1
∥∥∥∥∥∥
s

du dυ

=
2 ‖ρ‖2

∞
λs

∫ r

−r

∫ r

−r

∥∥∥∥∥∥
(
−V
λ

+

(
−υ 0

0 υ

)
− uI

)−1
∥∥∥∥∥∥
s

du dυ

≤ 2 ‖ρ‖2
∞

λs

∫ r

−r
C (r, s) dυ =

4r ‖ρ‖2
∞

λs
C (r, s) =

C (s, ρ)

λs
. (3.15)

Na terceira passagem da estimativa (3.15) acima, aplicamos o Lema 1.2 para a matriz

M = −1

λ
V +

(
−υ 0

0 υ

)

pois esta matriz M tem parte imaginária positiva ou negativa.
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A idéia do próximo resultado (ver [18]) é obter uma limitação uniforme em β e η para
um quociente de duas integrais, com o intuito de desacoplá-las; isto é possível pois quando
|β| e |η| tornam-se grandes, o lado esquerdo de (3.16) tem limite finito. Além disso, as
duas integrais do lado esquerdo de (3.16) são funções contínuas de β e η, não se anulam
e nem divergem. Este resultado será usado na demonstração do Teorema 0.1.

Lema 3.2. Seja 0 < s < 1. Para uma função ρ ∈ L∞0 (R), existe uma constante C2 <∞
tal que ∫

1
|υ−β|sρ (υ) dυ∫ |υ−η|s
|υ−β|sρ (υ) dυ

≤ C2 (3.16)

uniformemente em η, β ∈ C.

Demonstração: Primeiramente, observe que∫
1

|υ−β|sρ (υ) dυ∫ |υ−η|s
|υ−β|sρ (υ) dυ

≤ C2 ⇐⇒
∫ |υ−η|s
|υ−β|sρ (υ) dυ∫

1
|υ−β|sρ (υ) dυ

≥ C̃2 ,

com C2, C̃2 constantes. Para demonstrarmos o lema, vamos mostrar a desigualdade do
lado direito da equivalência acima. Denotemos por N o numerador e porD o denominador
do quociente que desejamos obter a limitação uniforme inferior.

Podemos assumir que η ∈ R, pois em (3.16) a integral do denominador torna-se menor
se substituírmos η por sua parte real Re(η). Sem perda de generalidade suponhamos
η = 0 e que ‖ρ‖∞ = ‖ρ‖1 = 1. Faremos a demonstração nos dois casos seguintes:
(i)
∫
|υ|≥|β| ρ (υ) dυ ≥ 1

2
e (ii)

∫
|υ|<|β| ρ (υ) dυ ≥ 1

2
. Com efeito,

(i) Para todos β ∈ C e υ ∈ R, temos

N =

∫
|υ − η|s

|υ − β|s
ρ (υ) dυ ≥

∫
|υ|≥|β|

|υ|s

|υ − β|s
ρ (υ) dυ

≥
∫
|υ|≥|β|

|υ|s

(2 |υ|)s
ρ (υ) dυ

=
1

2s

∫
|υ|≥|β|

ρ (υ) dυ

≥ 1

2s
1

2
= 2−(s+1). (3.17)

Por outro lado, como ‖ρ‖1 = ‖ρ‖∞ = 1 então pelo Lema 1.1, obtemos

D =

∫
1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ ≤ C (s) =

(
2

s

)s
(1− s)−1 . (3.18)
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De (3.17) e (3.18) segue que

N

D
=

∫ |υ−η|s
|υ−β|sρ (υ) dυ∫

1
|υ−β|sρ (υ) dυ

≥ 2−(s+1)(
2
s

)s
(1− s)−1 =

ss (1− s)
22s+1

= C̃2.

(ii) Para qualquer λ > 0 temos∫
|υ|≤λ

1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ ≤ ‖ρ‖∞

∫
|υ|≤λ

1

|υ − β|s
dυ

≤ ‖ρ‖∞
∫
|υ|≤λ

1

(|β| − |υ|)s
dυ

≤ 1

(|β| − λ)s+

∫
|υ|≤λ

dυ

=
2λ

(|β| − λ)s+
, (3.19)

onde r+ = max {r, 0} é a parte positiva de r ∈ R. Por outro lado, de (1.8) segue
que ∫

|υ|≤λ

1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ ≤ 2

λ1−s

1− s
. (3.20)

Tomando o mínimo das expressões (3.19) e (3.20), obtemos∫
|υ|≤λ

1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ ≤ min

(
2

λ

(|β| − λ)s+
, 2
λ1−s

1− s

)
= 2

λ

(|β| − λ)s+
≤ c̃λ |β|−s , (3.21)

onde c̃ é uma constante.

Note que

N =

∫
|υ − η|s

|υ − β|s
ρ (υ) dυ ≥

∫
|υ|>λ

|υ|s

|υ − β|s
ρ (υ) dυ ≥

∫
|υ|>λ

λs

|υ − β|s
ρ (υ) dυ (3.22)

e

D =

∫
1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ =

∫
|υ|≤λ

1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ +

∫
|υ|>λ

1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ

⇒
∫
|υ|>λ

1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ =

∫
1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ −

∫
|υ|≤λ

1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ. (3.23)
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Substituindo (3.23) em (3.22) e usando (3.21), obtemos

N =

∫
|υ − η|s

|υ − β|s
ρ (υ) dυ ≥ λs

(∫
1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ −

∫
|υ|≤λ

1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ

)
≥ λs

(
D − c̃λ |β|−s

)
, (3.24)

Por outro lado,

D =

∫
1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ ≥

∫
|υ|<|β|

1

|υ − β|s
ρ (υ) dυ

≥
∫
|υ|<|β|

1

(2 |β|)s
ρ (υ) dυ

= (2 |β|)−s
∫
|υ|<|β|

ρ (υ) dυ ≥ (2 |β|)−s

2
.

Dividindo por D ambos os lados de (3.24) e usando a desigualdade acima, segue que

N

D
≥ λs

(
1− c̃λ |β|−s 1

1
2

(2 |β|)−s

)
= λs

(
1− c̃λ |β|−s 2s+1 |β|s

)
= λs

(
1− c̃λ2s+1

)
= λs

(
1− b̃λ

)
≥ C̃2,

para constantes b̃ = c̃2s+1, C̃2 com λ = 1
2b̃
.

Com o estudo detalhado dos Lemas 3.1 e 3.2, agora estamos preparados para a de-
monstração do Teorema 0.1.

Demonstração: (Teorema 0.1) A demonstração do teorema é dividida em dois casos:
j = k e j 6= k. Para j = k, o teorema segue diretamente do Lema 3.1. Suponhamos
j 6= k. Temos a seguinte identidade:

0 = 〈ej, ek〉 =
〈
ej, (Hω,λ − z)−1 (Hω,λ − z) ek

〉
=

〈
ej, (Hω,λ − z)−1

− ∑
l:|l−k|=1

el + (λωk − z) ek

〉
= −

∑
l:|l−k|=1

〈
ej, (Hω,λ − z)−1 el

〉
+
〈
ej, (Hω,λ − z)−1 (λωk − z) ek

〉
= −

∑
l:|l−k|=1

Gω,λ (j, l; z) + (λωk − z)Gω,λ (j, k; z) . (3.25)

Como Gω,λ (j, k; z) é a entrada superior direita da matriz do lado esquerdo da fórmula
de Krein (3.13), explicitando o lado direito de (3.13) obteremos uma expressão importante
para Gω,λ (j, k; z).
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Para facilitar os cálculos, denotamos as entradas da matriz V de (3.13) por: G1 =

Gω̂,λ (j, j; z), G2 = Gω̂,λ (j, k; z), G3 = Gω̂,λ (k, j; z) e G4 = Gω̂,λ (k, k; z), onde sua inversa
é dada por

V −1 =

(
G4

G1G4−G2G3
− G2

G1G4−G2G3

− G3

G1G4−G2G3

G1

G1G4−G2G3

)
. (3.26)

Substituindo (3.26) em (3.13) resulta que

P (Hω,λ − z)−1 P =

(
G4+λωjG1G4−λωjG2G3

G1G4−G2G3
− G2

G1G4−G2G3

− G3

G1G4−G2G3

G1+λωkG1G4−λωkG2G3

G1G4−G2G3

)−1

=
1

b̃1

(
G1 + λωkG1G4 − λωkG2G3 G2

G3 G4 + λωjG1G4 − λωjG2G3

)
,

onde b̃1 = det

[
V + λ

(
ωj 0

0 ωk

)]
.

Como queremos obter uma expressão para Gω,λ (j, k; z), igualamos ao termo q12 da
matriz (3.13). Assim, concluímos que

Gω,λ (j, k; z) =
α

λωk − β
(3.27)

onde
α = − G2 [G1G4 −G2G4]

λωjG2G3 +G4 − λωjG1G4

, β =
−λωjG1 − 1

λωjG2G3 +G4 − λωjG1G4

não dependem de ωk.
Utilizando os Lemas 3.2, 1.3 e a identidade (3.25), temos

E (|Gω,λ (j, k; z)|s) = E
(∣∣∣∣ α

λωk − β

∣∣∣∣s) =
1

λs
E

(∣∣∣∣∣ α

ωk − β
λ

∣∣∣∣∣
s)

=
1

λs
E

(
Ek

(
|α|s

∣∣∣∣∣ 1

ωk − β
λ

∣∣∣∣∣
s))

=
1

λs
E

(
|α|s

∫ ∣∣∣∣∣ 1

ωk − β
λ

∣∣∣∣∣
s

ρ (ωk) dωk

)

≤ C2

λs
E

(
|α|s

∫ ∣∣∣∣∣ωk − z
λ

ωk − β
λ

∣∣∣∣∣
s

ρ (ωk) dωk

)

=
C2

λs
E
(
|α|s

∣∣∣∣λωk − zλωk − β

∣∣∣∣s)
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=
C2

λs
E (|λωk − z|s |Gω,λ (j, k; z)|s)

≤ C2

λs

∑
l:|l−k|=1

E (|Gω,λ (j, l; z)|s) .

Esse argumento pode ser iterado se a posição l não for igual a j. Para j e k dados,
podemos iterar |j − k| vezes, em cada passo escolhendo um fator 2dC2/λ

s, depois um
máximo é tomado sobre os 2d termos nas somas sobre as vizinhanças próximas.

Agora escolha λ0 > 0 suficientemente grande de modo que 2dC2

λs0
< 1. Definindo

ν := − ln
(

2dC2

λs0

)
> 0 temos que para λ ≥ λ0, 2dC2

λs
≤ 2dC2

λs0
= e−ν . Portanto, segue da

estimativa anterior e do Lema 3.1 que

E (|Gω,λ (j, k; z)|s) ≤
(

2dC2

λs

)|j−k|
sup
l∈Zd

E (|Gω,λ (j, l; z)|s) ≤ e−ν|j−k|
C1

λs
= Ce−ν|j−k|.

3.2 Segundo Momento e Momentos Fracionários da Fun-

ção de Green

Nesta seção fizemos um estudo sobre a relação entre o segundo momento e os momentos
fracionários da função de Green do Hamiltoniano aleatório (0.2). Esta relação será usada
no próximo capítulo, juntamente com o Teorema 0.1, para obtermos localização dinâmica
para o modelo de Anderson.

Lema 3.3. Existe uma constante C = C (ρ) <∞ tal que

|Im w| |w|s
∫
ρ (ωj + α)

|α + w|2
dα ≤ C

para quaisquer w ∈ C e ωj ∈ supp ρ.

Demonstração: Segue do Lema 1.7 que

|w|s = |w + α− α|s ≤ |w + α|s + |α|s .

Usando esta desigualdade, temos

|Im w| |w|s
∫
ρ (ωj + α)

|α + w|2
dα ≤ |Im w| |α|s

∫
ρ (ωj + α)

|α + w|2
dα︸ ︷︷ ︸

(i)

+|Im w| |α + w|s
∫
ρ (ωj + α)

|α + w|2
dα︸ ︷︷ ︸

(ii)

e precisamos estimar as parcelas (i) e (ii).
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(i)

|Im w| |α|s
∫
ρ (ωj + α)

|α + w|2
dα ≤ |Im w| ‖|α|s ρ (ωj + α)‖∞

∫
1

|α + w|2
dα

≤ |Im w| ‖|α|s ρ (ωj + α)‖∞
∫

1

(α + w1)2 + w2
2

dα

= |Im w| ‖|α|s ρ (ωj + α)‖∞
∫

1

θ2 + w2
2

dθ

= |Im w| ‖|α|s ρ (ωj + α)‖∞ 2πiRes (f, iw2) , (3.28)

onde na terceira e quarta passagens usamos uma mudança de variável e aplica-
mos o Teorema dos Resíduos [14]. Note que f (θ) = 1

θ2+w2
2

= 1
θ+iw2

1
θ−iw2

= g(θ)
θ−iw2

onde g (θ) = 1
θ+iw2

é analitíca com θ ∈ ∆ (iw2, r) e g(iw2) = 1
2iw2

6= 0. Então
pelo Teorema 5 e pela Proposição 15 de [14], temos Res (f, iw2) = 1

2iw2
. Portanto,

substituindo em (3.28), temos

|Im w| |α|s
∫
ρ (ωj + α)

|α + w|2
dα ≤ |Im w| ‖|α|s ρ (ωj + α)‖∞

π

w2

= π ‖|α|s ρ (ωj + α)‖∞
≤ π ‖(|γ|s + |ωj|s) ρ (γ)‖∞
= πsup

γ∈R
|(|γ|s + |ωj|s) ρ (γ)|

≤ π

(
sup
γ∈R
||γ|s ρ (γ)|+ sup

γ∈R
||ωj|s ρ (γ)|

)
= π (|ωj|s ‖ρ‖∞ + ‖|γ|s ρ (γ)‖∞) .

(ii)

|Im w|
∫

ρ (ωj + α)

|α + w|2−s
dα ≤ |Im w| ‖ρ‖∞

∫
1

|α + w|2−s
dα

= |Im w| ‖ρ‖∞
∫

1

|α + w1 + iw2|2−s
dα

≤ |w2| ‖ρ‖∞
∫

1

|βw2 + iw2|2−s
|w2| dβ

= |w2|2 ‖ρ‖∞
∫

1

|w2|2−s |β + i|2−s
dβ

= ‖ρ‖∞
∫

1

|w2|−s |β + i|2−s
dβ

= ws2 ‖ρ‖∞C, (3.29)

com C =
∫

1
|β+i|2−sdβ. Na terceira passagem fizemos a mudança de variável α+w1 =

w2β.
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Note que |α + w|2−s ≥ |Im w|2−s implica 1
|α+w|2−s ≤

1

|Im w|2−s
, pois 2 − s ≥ 1.

Assim, temos

|Im w|
∫

ρ (ωj + α)

|α + w|2−s
dα ≤ |Im w|

∫
1

|Im w|2−s
ρ (ωj + α) dα

=
|Im w|
|Im w|2−s

∫
ρ (ωj + α) dα =

1

|Im w|1−s
. (3.30)

Tomando o mínimo entre (3.29) e (3.30), concluímos que

|Im w|
∫

ρ (ωj + α)

|α + w|2−s
dα ≤ min

(
1

|Im w|1−s
, C ‖ρ‖∞ |Im w|s

)
≤ (C ‖ρ‖∞)1−s .

Portanto, de (i) e (ii) finalizamos a demonstração.

O próximo resultado relaciona o segundo momento com os momentos fracionários
da função de Green. Como tal resultado não depende do parâmetro de desordem λ,
denotaremos o HamiltonianoHλ,ω porHω e a função de GreenGλ,ω (j, k; z) porGω (j, k; z).

Proposição 3.1. Para cada s ∈ (0, 1) existe uma constante C = C(s, ρ) <∞ tal que

|Im z| Ej
(
|Gω (j, k; z)|2

)
≤ CEj (|Gω (j, k; z)|s) ,

para quaisquer z ∈ C/R e j, k ∈ Zd, onde

Ej(· · · ) =

∫
· · · ρ(ωj)dωj

é a esperança condicional com (ωu)u∈Zd\{j} fixado.

Observação 3.2. (1) O resultado acima também vale com Ej substituído por E.
(2) O nosso principal objetivo é obter localização dinâmica para o modelo de Anderson
e na demonstração deste fato (veja demonstração do Teorema 4.1) aparece exatamente o
produto |Im z|E

(
|Gω (j, k; z)|2

)
. O resultado acima se justifica pelo fato de conseguirmos

limitar este produto por um decaimento exponencial, através do Teorema 0.1; em outras
palavras, o decaimento exponencial dos momentos fracionários da função de Green implica
no decaimento exponencial do produto acima. Dessa forma, fica claro a importância
do método dos momentos fracionários juntamente com este resultado, que por fim faz a
principal ligação para se obter localização dinâmica para o modelo de Anderson.
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Demonstração: Como na demonstração do Lema 3.1, escrevemos ω = (ω̂, ωj). Man-
tendo ω̂ fixo, consideremos o Hamiltoniano

H(α)
ω = H(ω̂,ωj+α) = Hω + αPej

obtido pertubando o potencial em j por α ∈ R. Denotemos por G(α)
ω a função de Green

correspondente ao operador H(α)
ω . De modo análogo a (3.3) e (3.5), obtemos

(Hω − z)−1 =
(
H(α)
ω − z

)−1
+ α (Hω − z)−1 Pej

(
H(α)
ω − z

)−1

e
G(α)
ω (j, k; z) =

Gω (j, k; z)

1 + αGω (j, j; z)
=

1

α +Gω (j, j; z)−1

Gω (j, k; z)

Gω (j, j; z)
. (3.31)

Para o caso especial j = k e ∼α = −Re Gω (j, j; z)−1, obtemos de (3.31) que

G
(
∼
α)
ω (j, j; z) =

1
∼
α +Gω (j, j; z)−1

Gω (j, j; z)

Gω (j, j; z)

=
1

−Re Gω (j, j; z)−1 +Gω (j, j; z)−1 =
1

iIm Gω (j, j; z)−1 . (3.32)

Agora, sejam z = E + iε e ξ ∈ dom (Hω). Temos

∣∣∣∣G(
∼
α)
ω (j, j; z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
〈
ej,

(
H

(
∼
α)

ω − z
)−1

ej

〉∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥
(
H

(
∼
α)

ω − z
)−1

∥∥∥∥∥ (3.33)

e ∥∥∥∥(H(
∼
α)

ω − z
)
ξ

∥∥∥∥2

=

〈(
H

(
∼
α)

ω − z
)
ξ,

(
H

(
∼
α)

ω − z
)
ξ

〉
=

〈(
H

(
∼
α)

ω − E
)
ξ − iεξ,

(
H

(
∼
α)

ω − E
)
ξ − iεξ

〉
=

〈(
H

(
∼
α)

ω − E
)
ξ,

(
H

(
∼
α)

ω − E
)
ξ

〉
−
〈
iεξ,

(
H

(
∼
α)

ω − E
)
ξ

〉
−
〈(

H
(
∼
α)

ω − E
)
ξ, iεξ

〉
+ 〈iεξ, iεξ〉

=

〈(
H

(
∼
α)

ω − E
)
ξ,

(
H

(
∼
α)

ω − E
)
ξ

〉
+ iε

〈
ξ,

(
H

(
∼
α)

ω − E
)
ξ

〉
−iε

〈(
H

(
∼
α)

ω − E
)
ξ, ξ

〉
+ |ε|2 〈ξ, ξ〉

=

∥∥∥∥(H(
∼
α)

ω − E
)
ξ

∥∥∥∥2

+ |ε|2 ‖ξ‖2

≥ |ε|2 ‖ξ‖2 . (3.34)
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Como ε > 0, |ε| = |Im z| 6= 0, de (3.34) segue que

∥∥∥∥∥
(
H

(
∼
α)

ω − z
)−1(

H
(
∼
α)

ω − z
)
ξ

∥∥∥∥∥ = ‖ξ‖ ≤

∥∥∥∥(H(
∼
α)

ω − z
)
ξ

∥∥∥∥
|Im z|

.

Daí, vem que ∥∥∥∥∥
(
H

(
∼
α)

ω − z
)−1

∥∥∥∥∥ ≤ 1

|Im z|
. (3.35)

Resulta de (3.32), (3.33) e (3.35) que∣∣∣∣ 1

Im Gω (j, j; z)−1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣G(
∼
α)
ω (j, j; z)

∣∣∣∣ ≤ 1

|Imz|

o que implica
∣∣Im Gω (j, j; z)−1

∣∣ ≥ |Im z|. Inserindo isto em (3.31) obtemos

|Im z|
∣∣G(α)

ω (j, k; z)
∣∣2 ≤ ∣∣Im Gω (j, j; z)−1

∣∣∣∣α +Gω (j, j; z)−1
∣∣2 |Gω (j, k; z)|2

|Gω (j, j; z)|2
. (3.36)

Por outro lado, podemos limitar a mesma expressão por

|Im z|
∣∣G(α)

ω (j, k; z)
∣∣2 ≤ |Im z|

∑
k′∈Zd

∣∣G(α)
ω (j, k′; z)

∣∣2
= |Im z|

∥∥∥(H(α)
ω − z

)−1
ej

∥∥∥2

= |Im z|
〈
ej,
(
H(α)
ω − z

)−1 (
H(α)
ω − z

)−1
ej

〉
= |Im z|

〈
ej,

1

z − z

((
H(α)
ω − z

)−1 −
(
H(α)
ω − z

)−1
)
ej

〉
=

∣∣∣∣Im z

〈
ej,

1

2iIm z

((
H(α)
ω − z

)−1 −
(
H

(α)
ω − z

)−1
)
ej

〉∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

2i

(
G(α)
ω (j, j; z)−G(α)

ω (j, j; z)
)∣∣∣∣

=
∣∣Im G(α)

ω (j, j; z)
∣∣

=

∣∣Im Gω (j, j; z)−1
∣∣∣∣α +Gω (j, j; z)−1
∣∣2 , (3.37)

onde na última passagem usamos (3.31) com j = k.
Para t ≥ 0 tem-se min (1, t2) ≤ ts. Usando isto com t = |Gω(j,k;z)|

|Gω(j,j;z)| e fazendo uma
interpolação entre (3.36) e (3.37), obtemos

|Im z|
∣∣G(α)

ω (j, k; z)
∣∣2 ≤ ∣∣Im Gω (j, j; z)−1

∣∣∣∣α +Gω (j, j; z)−1
∣∣2 |Gω (j, k; z)|s

|Gω (j, j; z)|s
. (3.38)
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Temos também que, para uma função de Borel não-negativa f sobre R, vale

∫ ∫
f (ωj + α) ρ (ωj + α) dαρ (ωj) dωj =

∫ ∫
f (ωj + α) ρ (ωj + α) ρ (ωj) dωjdα

=

∫ ∫
f (ωj) ρ (ωj) ρ (ωj − α) dωjdα

=

∫
f (ωj) ρ (ωj)

(∫
ρ (ωj − α) dα

)
dωj

=

∫
f (ωj) ρ (ωj) dωj, (3.39)

onde na primeira e na terceira passagens utilizamos o Teorema de Fubini e na segunda
utilizamos a invariância por translação da medida de Lebesgue [29].

Dado que Gω (j, k; z) = G(ω̂,ωj+α) (j, k; z)− αδjk onde δjk =

{
1 , sej = k

0 , sej 6= k
e substi-

tuindo em (3.31), temos

∣∣G(α)
ω (j, k; z)

∣∣2 =

∣∣∣∣ Gω (j, k; z)

1 + αGω (j, j; z)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ G(ω̂,ωj+α) (j, k; z)− αδjk
1 + αG(ω̂,ωj+α) (j, j; z)− α2δjk

∣∣∣∣2 .
Escolhendo

f (ωj + α) =

∣∣∣∣ G(ω̂,ωj+α) (j, k; z)− αδjk
1 + αG(ω̂,ωj+α) (j, j; z)− α2δjk

∣∣∣∣2
e tomando em particular α = 0, segue que

∣∣∣G(α)
ω (j, k; z)

∣∣∣2 =
∣∣G(ω̂,ωj) (j, k; z)

∣∣2 = f (ωj).
Agora por (3.38) e (3.39), temos

|Im z|Ej
(
|Gω (j, k; z)|2

)
= |Im z|

∫
|Gω (j, k; z)|2 ρ (ωj) dωj

= |Im z|
∫ ∫ ∣∣G(α)

ω (j, k; z)
∣∣2 ρ (ωj + α) dαρ (ωj) dωj

= |Im z|Ej
(∫ ∣∣G(α)

ω (j, k; z)
∣∣2 ρ (ωj + α) dα

)
≤ Ej

(∣∣Im Gω (j, j; z)−1
∣∣ |Gω (j, k; z)|s

|Gω (j, j; z)|s
∫

ρ (ωj + α)∣∣α +Gω (j, j; z)−1
∣∣2dα

)
. (3.40)

Utilizando o Lema 3.3 com w = Gω (j, j; z)−1, segue de (3.40) que

|Im z|Ej
(
|Gω (j, k; z)|2

)
≤ Ej

(
|Im w| |Gω (j, k; z)|s |w|s

∫
ρ (ωj + α)

|α + w|2
dα

)
≤ CEj (|Gω (j, k; z)|s)
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com a constante C <∞ dependendo somente de supp ρ, mas não de j, k e z.



Capítulo

4
Dos Momentos Fracionários à

Localização Dinâmica

A partir do decaimento exponencial dos momentos fracionários da função de Green,
apresentaremos neste capítulo a demonstração de localização dinâmica para o modelo de
Anderson, em dois casos: volume infinito e volume finito. No caso do volume infinito,
consideramos o Hamiltoniano de Anderson Hω sobre o espaço `2(Zd), sem restrições, e
usamos a Proposição 3.1 para relacionar o segundo momento com os momentos fracio-
nários da função de Green. Recentemente este argumento foi usado em [19] para obter
localização dinâmica para o modelo de Anderson unitário. No caso do volume finito, con-
sideramos o Hamiltoniano Hω restrito a subconjuntos finitos ΛL := [−L,L]d ∩Zd, L ∈ N,
e fazemos uso de autofunções correlatoras.

Suzuki [32] também obteve localização dinâmica para o modelo de Anderson sobre
grafos, com uma representação especial para a função de Green, em que foi utilizado
o método dos momentos fracionários no caso do volume infinito. Para este capítulo
utilizamos as referências [19, 23, 24, 25, 29, 34, 35].

4.1 Volume Infinito

Nesta seção apresentamos a demonstração de que o decaimento exponencial dos mo-
mentos fracionários da função de Green, como demonstrado no Teorema 0.1, implica em
localização dinâmica (veja Teorema 4.1 abaixo). Como o resultado é geral, vamos absor-
ver o parâmetro de desordem λ nas variáveis aleatórias ωj. Deixamos também implícita
a dependência da variável aleatória ω e escrevemos H = Hω, G = Gω, etc.

Nosso objetivo é demonstrar o seguinte resultado:

48
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Teorema 4.1. Seja I ⊂ R um intervalo aberto e limitado. Se existem s ∈ (0, 1), C̃ <∞
e ν > 0 de modo que

E (|G (j, k;E + iε)|s) ≤ C̃e−ν|j−k|

para quaisquer E ∈ I e ε > 0, então H exibe localização dinâmica em I.

Observação 4.1. (1) Note que o Teorema 0.2 é um caso particular do Teorema 4.1.
(2) Segue dos Teoremas 0.1 e 4.1 que para desordem λ suficientemente grande, o modelo
de Anderson é dinamicamente localizado em todo seu espectro.

Demonstração: Consideremos as medidas espectrais µj,k de H, que são medidas de
Borel complexas definidas por

µj,k (B) := 〈ej, χB (H) ek〉 (4.1)

para conjuntos de Borel B ⊂ R. Seja B = {g : R→ C boreliana tal que |g| ≤ 1}. A varia-
ção total |µj,k| de µj,k é uma medida de Borel regular limitada, que pode ser caracterizada
por (ver [29])

|µj,k| (B) = sup
g∈B
|〈ej, P (g) ek〉|

= sup
g∈B

∣∣∣∣∫ g (υ) dµj,k (υ)

∣∣∣∣
= sup

g∈B

∣∣∣∣∫ χB (H) g (υ) dµj,k (υ)

∣∣∣∣
= sup

g∈B
|〈ej, g (H)χB (H) ek〉| . (4.2)

Tomando em particular gt (υ) = e−itυ em (4.2) e B = I intervalo aberto limitado, segue
que

|µj,k| (I) ≥ sup
t∈R

∣∣〈ej, e−itHχI (H) ek
〉∣∣ . (4.3)

Portanto, devido a (4.3) obteremos o Teorema 4.1 demonstrando o correspondente decai-
mento exponencial para E (|µj,k|) (I).

Pelo Teorema de Lusin (Teorema 1.3) podemos substituir as funções de Borel em (4.2)

por funções contínuas de suporte compacto em I,

|µj,k| (I) = sup
g∈Cc(I)
|g|≤1

|〈ej, g (H) ek〉| , (4.4)

onde Cc(I) denota o conjunto das funções contínuas de suporte compacto em I.
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Para cada g ∈ Cc (I), segue-se do Lema 1.4 que, uniformemente em υ ∈ R,

g (υ) = lim
ε→0+

ε

π

∫
g (E)

(υ − E)2 + ε2
dE.

Utilizando-se o Lema 1.5 (consequência do teorema espectral), temos

〈ej, g (H) ek〉 = lim
ε→0+

ε

π

∫
I

g (E)
〈
ej, (H − E − iε)−1 (H − E + iε)−1 ek

〉
dE.

Isto permite estimar o valor esperado de (4.4) por

E (|µj,k| (I)) =

= E

(
sup
|g|≤1

∣∣∣∣ lim
ε→0+

ε

π

∫
I

g (E)
〈
ej, (H − E − iε)−1 (H − E + iε)−1 ek

〉
dE

∣∣∣∣
)

≤ E

(
lim inf
ε→0+

sup
|g|≤1

ε

π

∫
I

|g (E)|
∣∣〈ej, (H − E − iε)−1 (H − E + iε)−1 ek

〉∣∣ dE)

≤ E

(
lim inf
ε→0+

ε

π

∫
I

∑
m∈Zd

∣∣〈ej, (H − E − iε)−1 em
〉∣∣ ∣∣〈em, (H − E + iε)−1 ek

〉∣∣ dE)

≤ lim inf
ε→0+

ε

π
E

(∫
I

∑
m∈Zd

∣∣〈ej, (H − E − iε)−1 em
〉∣∣ ∣∣〈em, (H − E + iε)−1 ek

〉∣∣ dE)

= lim inf
ε→0+

1

π

∫
I

∑
m∈Zd

(
E
(
ε
∣∣〈ej, (H − E − iε)−1 em

〉∣∣ ∣∣〈em, (H − E + iε)−1 ek
〉∣∣)) dE

≤ lim inf
ε→0+

1

π

∫
I

∑
m∈Zd

(
E
(
ε
∣∣〈ej, (H − E − iε)−1 em

〉∣∣2)) 1
2 ·

·
(
E
(
ε
∣∣〈em, (H − E + iε)−1 ek

〉∣∣2)) 1
2
dE,

onde usamos, nesta ordem, o Lema de Fatou, Teorema de Fubini [29] e a desigualdade de
Cauchy-Schwarz sobre E [25]. Agora, aplicando a Proposição 3.1 e usando a hipótese do
teorema (que também se aplica a |G(j,m;E − iε)| = |G(j,m;E + iε)|), segue que

E (|µj,k| (I)) ≤

≤ lim inf
ε→0+

1

π

∫
I

∑
m∈Zd

C (E (|G (j,m;E + iε)|s))
1
2 (E (|G (m, k;E + iε)|s))

1
2 dE

≤ lim inf
ε→0+

1

π

∫
I

∑
m∈Zd

C
(
C̃e−ν|j−m|

) 1
2
(
C̃e−ν|m−k|

) 1
2
dE

=
CC̃|I|
π

∑
m∈Zd

e−ν
|j−m|

2 e−ν
|m−k|

2 .

Usando a desigualdade triangular e Cauchy-Schwarz sobre o somatório, temos
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E (|µj,k| (I)) ≤ CC̃|I|
π

e−ν
|j−k|

4

∑
m∈Zd

e−ν
|j−m|

4 e−ν
|m−k|

4

≤ CC̃|I|
π

e−ν
|j−k|

4

(∑
m∈Zd

e−ν
|j−m|

2

) 1
2
(∑
m∈Zd

e−ν
|m−k|

2

) 1
2

=
CC̃|I|
π

e−ν
|j−k|

4

 ∞∑
l=0

∑
m=d̄(0,l)

e−ν
l
2

 1
2
 ∞∑

l=0

∑
m=d̄(0,l)

e−ν
l
2

 1
2

,

onde m = d̄(0, l) significa que m se situa na superfície do cubo Λl := [−l, l]d ∩ Zd. A
quantidade desses m’s pode ser limitada superiormente pelo volume |Λl| = (2l + 1)d desse
cubo. Assim, temos

E (|µj,k| (I)) ≤ CC̃|I|
π

e−ν
|j−k|

4

(
∞∑
l=0

(2l + 1)d e−ν
l
2

) 1
2
(
∞∑
l=0

(2l + 1)d e−ν
l
2

) 1
2

=
CC̃|I|
π

e−ν
|j−k|

4

∞∑
l=0

(2l + 1)d e−ν
l
2

=
∼
C1e

−ν̃|j−k|,

onde C̃1 = CC̃|I|
π

∞∑
l=0

(2l + 1)d e−ν
l
2 <∞ e ν̃ = ν

4
.

Portanto, existem constantes C̃1 <∞ e ν̃ > 0 tais que E (|µj,k| (I)) ≤ C̃1e
−ν̃|j−k|, para

todos j, k ∈ Zd, ou seja, H exibe localização dinâmica em I.

4.2 Volume Finito

Nesta seção apresentamos uma demonstração de localização dinâmica para o modelo de
Anderson Hω, usando o método do volume finito. Neste método consideram-se restrições
do Hamiltoniano Hω a subconjuntos finitos ΛL = [−L,L]d ∩ Zd, L ∈ N, mostra-se, como
anteriormente, o decaimento exponencial dos momentos fracionários das correspondentes
funções de Green restritas a ΛL, e então obtém-se localização dinâmica tomando-se o
limite volume infinito L → ∞. Isto tem vantagens conceituais tais como ter somente
espectro discreto, o que permite expressar funções do Hamiltoniano através da expansão
de autofunções e estudar diretamente a função de Green em energias reais.

Muitas das idéias usadas aqui podem ser encontradas na aproximação de Kunz-
Souillard [23] para obter localização para o modelo de Anderson unidimensional. Um
objeto central do método do volume finito são as chamadas autofunções correlatoras, que
surgem da expansão de autofunções. As autofunções correlatoras também são usadas de
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modo similar em demonstrações de localização dinâmica via o método da análise de mul-
tiescala (ver [24, 34]). O método descrito aqui não é completamente disjunto do método
da seção anterior.

Como anteriormente, o Laplaciano discreto HΛL
0 , atuando sobre o espaço de Hilbert

`2 (ΛL) =

{
ψ : ΛL → C :

∑
n∈ΛL

|ψ (n)|2 <∞

}
,

onde ΛL = [−L,L]d ∩ Zd, L ∈ N, d ≥ 1, é definido por

(
HΛL

0 ψ
)

(n) = −
∑
k∈ΛL
|k|=1

ψ (n+ k) ,

com n ∈ ΛL, k = (k1, ..., kd), |k| = |k1| + · · · + |kd| e com a condição de contorno de
Dirichlet ψ (j) = 0 para j /∈ ΛL.

O modelo de Anderson HΛL
ω,λ sobre `2 (ΛL) é definido, para ω ∈ Ω e λ > 0 (parâmetro

de desordem), por
HΛL
ω,λ = HΛL

0 + λV ΛL
ω (4.5)

em que HΛL
0 é o Laplaciano discreto, ω = (ωn)n∈ΛL é a sequência de variáveis aleatórias

independentes e identicamente distribuídas e V ΛL
ω : ΛL → R é o potencial aleatório dado

por V ΛL
ω (n) = ωn.

Por fim, considerando o Hamiltoniano (4.5), a correspondente função de Green GΛL
ω,λ

representada pelos elementos de matriz do resolvente de HΛL
ω,λ, é definida por

GΛL
ω,λ (j, k; z) =

〈
ej,
(
HΛL
ω,λ − z

)−1
ek

〉
,

com j, k ∈ ΛL, z ∈ C \ R e {ej}j∈ΛL
a base canônica de `2 (ΛL).

De modo análogo a demonstração do Teorema 0.1, verifica-se o seguinte resultado:

Teorema 4.2. Seja 0 < s < 1. Então existe λ0 > 0 de modo que para λ ≥ λ0 existem
constantes C <∞ e ν > 0 com

E
(∣∣GΛL

ω,λ (j, k; z)
∣∣s) ≤ Ce−ν|j−k|, (4.6)

para quaisquer z ∈ C \ R e j, k ∈ ΛL, L ∈ N.

No caso do volume finito, a estimativa (4.6) vale para quase todo z ∈ C, em particular
para quase toda energia real. A razão para isto é que os operadores HΛL

ω,λ atuam sobre os
espaços `2 (ΛL) de dimensão finita e que qualquer número real E dado não é um autovalor
de HΛL

ω,λ q.t.p.. Mais precisamente, mostremos, a partir de (4.6), que para λ ≥ λ0 existem
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constantes C <∞ e ν > 0 com

E
(∣∣GΛL

ω,λ (j, k;E)
∣∣s) ≤ Ce−ν|j−k|, E − q.t.p. (4.7)

para quaisquer j, k ∈ ΛL, L ∈ N. De fato, para todo E /∈ σ
(
HΛL
ω,λ

)
e pela 1a identidade

do resolvente, temos

∣∣GΛL
ω,λ (j, k;E + iε)−GΛL

ω,λ (j, k;E)
∣∣ =

=
∣∣∣〈ej, (HΛL

ω,λ − E − iε
)−1

ek

〉
−
〈
ej,
(
HΛL
ω,λ − E

)−1
ek

〉∣∣∣
=

∣∣∣〈ej,((HΛL
ω,λ − E − iε

)−1 −
(
HΛL
ω,λ − E

)−1
)
ek

〉∣∣∣
=

∣∣∣〈ej, iε (HΛL
ω,λ − E − iε

)−1 (
HΛL
ω,λ − E

)−1
ek

〉∣∣∣
≤ |ε|

∥∥∥(HΛL
ω,λ − E − iε

)−1
∥∥∥∥∥∥(HΛL

ω,λ − E
)−1
∥∥∥ ≤ |ε| c̃0,

onde c̃0 é uma constante. Portanto,

∣∣GΛL
ω,λ (j, k;E)

∣∣s = lim
ε→0+

∣∣GΛL
ω,λ (j, k;E + iε)

∣∣s , E − q.t.p. (4.8)

Aplicando o valor esperado E (·) em (4.8) e usando a estimativa (4.6), obtemos

E
(∣∣GΛL

ω,λ (j, k;E)
∣∣s) ≤ lim

ε→0+
E
(∣∣GΛL

ω,λ (j, k;E + iε)
∣∣s) ≤ Ce−ν|j−k|, E − q.t.p.

Da mesma forma que nas Seções 3.2 e 4.1, por um fato geral eliminaremos o parâmetro
de desordem λ > 0. Como na Seção 4.1, consideremos as medidas espectrais µj,k de H
definidas em (4.1) e suas variações totais |µj,k| dadas por (4.2). Como se tornará claro na
relação (4.14) a frente, |µj,k| pode ser considerada como uma autofunção correlatora em
volume infinito para H. Através da limitação por decaimento exponencial das autofunções
correlatoras em volume finito, que vale uniformemente no volume, obteremos de (4.14) a
limitação de |µj,k| por um decaimento exponencial, o que implica em localização dinâmica.
O principal resultado desta seção é o seguinte:

Proposição 4.1. Sejam 0 < s < 1 e I um intervalo aberto e limitado. Então existe uma
constante C = C(s, ρ, d) <∞ tal que

E (|µj,k| (I)) ≤ C lim inf
L→∞

(∫
I

E
(∣∣GΛL

ω (j, k;E)
∣∣s) dE) 1

2−s

. (4.9)

Com base em (4.3), segue da estimativa (4.7) e da Proposição 4.1 acima que para
desordem λ suficientemente grande, o modelo de AndersonHω,λ exibe localização dinâmica
no espectro inteiro. Vamos agora apresentar a demonstração da Proposição 4.1.
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Demonstração: Comecemos reduzindo a afirmação (4.9) à propriedades da medida
espectral em volume finito. Usamos novamente a caracterização (4.3) de |µj,k (I)| para
intervalos I abertos e limitados. A convergência forte do resolvente de HΛL para H

implica, para g contínua de suporte compacto, que

〈
ej, g

(
HΛL

)
ek
〉 L→∞−→ 〈ej, g (H) ek〉 . (4.10)

De fato, note que para todo ψ ∈ `2
(
Zd
)
é suficiente mostrar para ψ em um subespaço

denso, tal como ψ = (H − z)ϕ com ϕ da mesma forma em um subespaço denso, usando
que z está no resolvente de H. Para cada ϕ temos que HΛLϕ = Hϕ, para L grande. Note
que pela 1a identidade do resolvente, temos a seguinte identidade

(
HΛL − z

)−1 − (H − z)−1 =
(
HΛL − z

)−1 (
HΛL −H

)
(H − z)−1 .

Assim, segue que∥∥∥((HΛL − z
)−1 − (H − z)−1

)
ψ
∥∥∥ =

∥∥∥((HΛL − z
)−1 (

HΛL −H
)

(H − z)−1
)
ψ
∥∥∥

=
∥∥∥(HΛL − z

)−1 (
HΛL −H

)
(H − z)−1 ψ

∥∥∥
=

∥∥∥(HΛL − z
)−1 (

HΛL −H
)
ϕ
∥∥∥ = 0,

para L grande. Logo,
∥∥Rz

(
HΛL

)
ψ −Rz (H)ψ

∥∥ L→∞−→ 0. Portanto, pelo Teorema VIII-19
(b) de [26], obtemos que

∥∥HΛLψ −Hψ
∥∥ L→∞−→ 0. Agora, utilizando o Teorema VIII-20 de

[26], concluimos que 〈
ej, g

(
HΛL

)
ek
〉 L→∞−→ 〈ej, g (H) ek〉 .

Assim, por (4.4), obtemos

|µj,k| (I) = sup
|g|≤1

|〈ej, g (H) ek〉|

= sup
|g|≤1

lim
L→∞

∣∣〈ej, g (HΛL
)
ek
〉∣∣

≤ lim inf
L→∞

sup
|g|≤1

∣∣〈ej, g (HΛL
)
ek
〉∣∣ . (4.11)

Seja HL
j a restrição de HΛL ao subespaço Hj = {αej | α ∈ C} e seja Pj a projeção

ortogonal sobre Hj. Então ej é um vetor cíclico para HL
j e todos os autovalores E de HL

j

são simples. Denotemos por ψLE os correspondentes autovetores normalizados. Usamos a
notação ψLE também para ψLj ⊕ 0 em `2 (ΛL) = Hj ⊕H⊥j .
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Note que ψn = ψn,j + 0 com Pjψn = ψn,j; logo temos

g
(
HΛL

)
Pjek =

∑
n:ELn∈I

g
(
EL
n

)
PψLnPjek =

∑
n:ELn∈I

g
(
EL
n

) 〈
ψLn , ej

〉
ψLnδjk

=
∑

n:ELn∈I

g
(
EL
n

) 〈
ψLn,j, ej

〉
ψLn,jδjk =

∑
n:ELn∈I

g
(
EL
n

)
PψLn,jPjek

= g
(
HL
j

)
Pjek, (4.12)

onde Pjek =

{
ek, j = k

0, j 6= k
.

Expandindo em função dos autovetores ψLE e usando (4.12), temos

∣∣〈ej, g (HΛL
)
ek
〉∣∣ =

∣∣〈ej, g (HΛL
)
Pjek

〉∣∣ =
∣∣〈ej, g (HL

j

)
Pjek

〉∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
〈
ej,

∑
E∈I∩σ(HL

j )

g (E)PψLEPjek

〉∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∑

E∈I∩σ(HL
j )

〈
ej, g (E)PψLEek

〉∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∑

E∈I∩σ(HL
j )

g (E)
〈
ej, ψ

L
E

〉 〈
ψLE, ek

〉∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑
E∈I∩σ(HL

j )

|g (E)|
∣∣〈ej, ψLE〉∣∣ ∣∣〈ψLE, ek〉∣∣

≤
∑

E∈I∩σ(HL
j )

∣∣ψLE(j)
∣∣ ∣∣ψLE(k)

∣∣ =: QL (j, k; I) , (4.13)

onde QL (j, k; I) são as autofunções correlatoras; em particular,

sup
|g|≤1

∣∣〈ej, g (HΛL
)
ek
〉∣∣ ≤ QL (j, k; I) .

Substituindo a desigualdade acima em (4.11), segue que

|µj,k| (I) ≤ lim inf
L→∞

QL (j, k; I) .

Aplicando o valor esperado E(·) em ambos os lados da desigualdade acima e usando o
Lema de Fatou, obtemos

E (|µj,k| (I)) ≤ lim inf
L→∞

E (QL (j, k; I)) . (4.14)
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Com o intuito de estabelecer uma relação com os momentos fracionários da função de
Green, introduzimos as autofunções correlatoras fracionárias

QL (j, k; I, r) :=
∑

E∈I∩σ(HL
j )

∣∣ψLE (j)
∣∣2−r ∣∣ψLE (k)

∣∣r (4.15)

para 0 < r ≤ 2. Note que QL (j, k; I) = QL (j, k; I, 1).
Afirmamos que para qualquer 0 < s < 1, vale

E (QL (j, k; I)) ≤ (EQL (j, k; I, s))
1

2−s . (4.16)

De fato, interpolamos s < 1 < 2 via 1 = s
p

+ 2
q
com os expoentes conjugados p = 2− s e

q = 2−s
1−s . Aplicando a desigualdade de Hölder [25], temos

QL (j, k; I, 1) =
∑

E∈I∩σ(HL
j )

∣∣ψLE (j)
∣∣ ∣∣ψLE (k)

∣∣
=

∑
E∈I∩σ(HL

j )

∣∣ψLE (j)
∣∣ 2−s2−s

∣∣ψLE (k)
∣∣ s+2−2s

2−s

=
∑

E∈I∩σ(HL
j )

∣∣ψLE (j)
∣∣ 1
2−s
∣∣ψLE (j)

∣∣ 1−s2−s
∣∣ψLE (k)

∣∣ s
2−s
∣∣ψLE (k)

∣∣2( 1−s
2−s)

≤

 ∑
E∈I∩σ(HL

j )

∣∣ψLE (j)
∣∣ ∣∣ψLE (k)

∣∣s


1
2−s
 ∑
E∈I∩σ(HL

j )

∣∣ψLE (j)
∣∣ ∣∣ψLE (k)

∣∣2


1−s
2−s

≤
∑

E∈I∩σ(HL
j )

∣∣ψLE (j)
∣∣ 1
2−s ∣∣ψLE (k)

∣∣ s
2−s ∑

E∈I∩σ(HL
j )

∣∣ψLE (j)
∣∣ 1−s2−s

∣∣ψLE (k)
∣∣2( 1−s

2−s)

= QL (j, k; I, s)
1

2−s QL (j, k; I, 2)
1−s
2−s .

Portanto,
QL (j, k; I, 1) ≤ QL (j, k; I, s)

1
2−s QL (j, k; I, 2)

1−s
2−s . (4.17)

Aplicando o valor esperado em ambos os lados da desigualdade (4.17) e mais uma vez
pela Desigualdade de Hölder, obtemos

E (QL (j, k; I, 1)) ≤ (EQL (j, k; I, s))
1

2−s (EQL (j, k; I, 2))
1−s
2−s . (4.18)

Observe que QL (j, k; I, 2) =
∑

E∈I∩σ(HL
j )

∣∣ψLE (k)
∣∣2 ≤ 1. Com isso a desigualdade (4.18)

implica em (4.16).
Agora relacionaremos as autofunções correlatoras fracionárias com os momentos fra-

cionários da função de Green, mostrando que existe uma constante C = C(s, ρ, d) de
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modo que

E (QL (j, k; I, s)) ≤ C

∫
I

E
(∣∣GΛL (j, k;E)

∣∣s) dE. (4.19)

Para mostrar (4.19) usamos as autofunções correlatoras fracionárias QL,υ(j, k; I, s),
definidas como em (4.15), mas com o somatório sendo sobre os autovalores e autovetores
de HL

j +υPej . Note que, como ej é um vetor cíclico para HL
j , então HL

j +υPej é o mesmo
que a restrição de HΛL + υPej a Hj e que ej é um vetor cíclico para este operador, para
todos os valores de υ ∈ R.

Note que
∫ ρ(u)
|u−θ|sdu é contínua e não se anula como uma função de θ ∈ R. Assim,

existe uma constante C = C(s, ρ) <∞ tal que

ρ (θ)∫ ρ(u)
|u−θ|sdu

≤ C, ∀θ ∈ R. (4.20)

Escrevendo ω = (ω̂, ωj), denotando a esperança sobre ω̂ por Ê e usando (4.20), temos

E (Qω
L (j, k; I, s)) = Ê Ej

(
Q

(ω̂,ωj)
L (j, k; I, s)

)
= Ê

∫
R
Q

(ω̂,ωj)
L (j, k; I, s) ρ (ωj) dωj

≤ CÊ
∫
R

(∫
R
Q

(ω̂,ωj)
L (j, k; I, s)

dωj
|u− ωj|s

)
ρ (u) du. (4.21)

Usando a mudança de variável υ = ωj − u, a Proposição A.2 de [35] e a estimativa
(4.21), segue que

E (Qω
L (j, k; I, s)) ≤ CÊ

∫
R

(∫
R
Q

(ω̂,u)
L,υ (j, k; I, s)

dυ

|υ|s
)
ρ (u) du

= CÊ
∫
R

(∫
I

∣∣∣GΛL
(ω̂,u) (j, k;E)

∣∣∣s dE) ρ (u) du

= CÊ Eu
∫
I

∣∣∣GΛL
(ω̂,u) (j, k;E)

∣∣∣s dE
= CE

∫
I

∣∣GΛL
ω (j, k;E)

∣∣s dE.
Finalmente, combinando (4.19) com (4.14) e (4.16), obtemos

E (|µj,k| (I)) ≤ lim inf
L→∞

(EQL (j, k; I, s))
1

2−s

≤ C1/(2−s)lim inf
L→∞

(∫
I

E
(∣∣GΛL

ω (j, k;E)
∣∣s) dE) 1

2−s

.
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5
Considerações Finais

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre localização dinâmica para o modelo de
Anderson discreto multidimensional, em volume infinito e volume finito, usando o método
dos momentos fracionários da função de Green. Este resultado foi publicado recentemente
em [35] e mostra que o transporte de um elétron é suprimido devido a desordem. Este
trabalho baseia-se em dois teoremas importantes: o primeiro diz a respeito do decaimento
exponencial dos momentos fracionários da função de Green, descrito no Teorema 0.1. Este
resultado também é satisfeito para o Hamiltoniano aleatório Hω restrito a subconjuntos
ΛL = [−L,L]∩Zd. O segundo teorema (Teorema 0.2) assegura que o modelo de Anderson
Hω exibe localização dinâmica em I, a partir do Teorema 0.1. Para isso, fizemos um estudo
relacionando o segundo momento da função de Green com os seus respectivos momentos
fracionários, que é uma relação central e importante do trabalho. Ao mostrarmos que o
modelo de Anderson Hω exibe localização dinâmica num intervalo I, garantimos que Hω

tem espectro pontual puro em I P-q.t.p. com as autofunções decaindo exponencialmente.
Como uma próxima etapa da pesquisa, podemos trabalhar na adaptação dos resul-

tados estudados do modelo de Anderson para o modelo de Dirac aleatório, discreto e
unidimensional [6, 11]:

(Dω,λ (m, c) Ψ) (n) =

(
mc2 cD∗

cD −mc2

)
Ψ (n) + λVωI2Ψ (n)

atuando sobre `2 (Z,C2) =

{
Ψ : Z→ C2/

∑
n∈Z
‖Ψ (n)‖2 <∞

}
, em que c > 0 representa

a velocidade da luz, m ≥ 0 denota a massa da partícula, I2 é a matriz identidade de
ordem 2, D é o operador derivada discreta definido por (Dϕ)(n) = ϕ(n+ 1)− ϕ(n) e D∗

seu operador adjunto. Impomos que o potencial Vω satisfaz as mesmas condições que no
modelo de Anderson. O objetivo é demonstrar que o modelo aleatório Dω,λ (m, c) exibe
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localização dinâmica no seu espectro, em desordem λ suficientemente grande, através do
método dos momentos fracionários da correspondente função de Green.

Como trabalho futuro, podemos pensar nas interações entre partículas e sistemas
de várias partículas. O modelo de Anderson discutido acima, é um modelo para uma
única partícula e sem interações com outras partículas. Recentemente, foi demonstrado
propriedades de localização para um modelo do tipo Anderson com um número fixo N
de interações de elétrons numa base aleatória. Chulaevsky e Suhov [7, 8] tem feito isto
por uma extensão do método da análise de multiescala, enquanto [2] fornece resultados
similares baseados no método dos momentos fracionários. Um modelo do tipo Anderson
discreto de N -partículas pode ser definido como

(
H(N)
ω ψ

)
(n) =

∑
m:|m−n|=1

ψ (m) +

(
U (n) + λ

N∑
l=1

ωnl

)
ψ (n) ,

onde ψ ∈ `2
(
ZNd

)
, n = (n1, ..., nN) ∈ ZNd em ∈ ZNd. Como no modelo original, (ωn)n∈Zd

é uma sequência de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuidas, com
densidade limitada e de suporte compacto. Assumimos, por simplicidade, que U (n) é um
termo de interação de duas partículas de imagem finita,

U (n) =
∑

1≤l<p≤N

Φ (nl − np) , suppΦ finito.

Então, vale localização em desordem grande [2, 8]:

Teorema 5.1. Se λ é suficientemente grande, então H(N)
ω é espectralmente e dinamica-

mente localizado em todas as energias do espectro.
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