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Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2005.

RESUMO

Em teoria quantica de campos, defeitos topoldgicos sdo solugdes classicas de equagdes de
campo, ndo lineares. Nesta perspectiva, este trabalho tratard de algumas propriedades

dessas solugdes, entre elas, o mapeamento entre as solugdes classicas dos modelos

SineGordon, Liouville, A¢* e outros em 1 + 1 dimensdes, no espago de Minkowski. Este

procedimento € realizado por meio de uma quantidade invariante que relaciona os modelos.
A equivaléncia classica € explorada no sentido relacionar as solugdes dos correspondentes
modelos e como consequéncia obter novas informagdes a respeito delas.

Consideragdes com respeito a estabilidade das excitagdes solitonicas foram realizadas no
sentido de mostrar que, uma deformagdo na lagrangiana do sistema, pode reproduzir
solugdes mapedveis, estaveis.

Analisamos também as dificuldades e consequéncias que surgem ao tentarmos estender a
deformagdo para uma versdo quantica dessa equivaléncia, ao nivel de arvore, demonstrando
a correspondéncia com o método empregado nos defeitos deformados.

Mostramos ainda que qualquer kink em 1 + 1 dimensdes, proveniente de modelos com um
campo escalar, pode ser gerado de uma simples equagdo diferencial linear de primeira
ordem. Assim tratamos uma extensa variedade de modelos cujas propriedades foram

discutidas pelo método desenvolvido nesta dissertagdo.

PALAVRAS-CHAVE: Soélitons, defeitos deformados, solugdes BPS, mapeamento,

estabilidade linear.
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DE FARIA JUNIOR, A. C. A. Classical and Quantum Equivalence of Solitons. 2005.
79 f. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) — Faculdade de Engenharia do Campus de
Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2005.

ABSTRACT

In quantum field theory, topologic defects are classical solutions of non-linear field

equations. In this perspective, this work will treat some properties about these solutions as

the mapping between the Sine-Gordon, Liouville, A¢* models classical solutions, and others

in 1 + 1 dimensions, in Minkowski space. This is going to be done by using na invariant
quantity which relates the models. The classical equivalence is explored in order to relate
the solutions of the corresponding models and, as a consequence, try to get new information
about them.

Considerations concerning to the stability solitonic excitations were realized in order to
show that a transformation in lagrangian of the system can reproduce stable mapable
solutions.

We also analyse the difficulties and consequences which appear when one try to extend the
deformation in order to take into account the quantum version of the models.

We also show, that any kink in 1 + 1 dimensions, coming from models with just one scalar
field, can be obtained from a master linear first-order differential equation. In this way, we
treat a large variety of models and present a new one by using the method developed in this

dissertation.

KEYWORDS: Solitons, topologic defects, BPS solutions, mapping, linear stability.
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Capitulo 1

Introducao

Introdutoriamente o presente trabalho busca obter informagdes sobre teoria qintica de
campos relativistica a partir das solugoes cléssicas de equagoes de campo nao lineares.
Isto é resultado da possibilidade de solugGes para um mimero cada vez maior de equacgoes
de onda relativistica nao lineares, que vém sendo objeto de atenc¢ao desde a década de

1970 [1][2].

Estas solugoes cldssicas correspondem em alguns casos a equacoes de campo na métri-
ca de Minkowski. Mais especificamente tais solugbes terdo densidade de energia finita,
localizada e nao dispersiva. Essa nao dispersividade da energia e sua concentraciao no
espaco possibilita que o pacote de energia entdo formado se movimente com velocidade
uniforme, mantendo sua forma inalterada. Tais solugoes, na literatura especializada, sao

chamadas de sélitons ou ondas solitérias [3].

Outro aspecto importante dessas solugoes sao suas propriedades topolégicas [4]. Para
que elas tenham energia finita é necessdrio que o campo tenha comportamento assintético
que leve aos diferentes mfnimos do potencial. Assim s6 ocorrerd ¢(oo) # @(—o0) e

conseqiientemente uma carga topolégica diferente de zero, ou seja

Q = W[g(c0)] — W[g(—00)] # 0

se o potencial tiver mais de um minimo. De certa maneira pode-se dizer que a esta-
bilidade das solugoes solitonicas na teoria de campo néo linear é uma consequéncia das

11
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

propriedades topolégicas do espago.

Desde que particulas elementares na natureza sejam também pacotes de energia lo-
calizados e que possam ser descritas por alguma teoria de campo relativistica, o estudo
dos sélitons pode eventualmente ser estendido a fisica de particulas, embora este seja um

estdgio de dificil desenvolvimento [3].

Apesar de serem menos usuais que sistemas lineares, os nao lineares, particularmente
aqueles que tém excitagoes solitdnicas, sao também importantes no modelamento de
sistemas biol6gicos e quimicos [5]. Uma importante aplicagdo de séliton, por exemplo,

estd relacionada com a condutividade elétrica através das moléculas de DNA [6].

Existem varios modelos de solucoes soliténicas, por exemplo, para os potenciais de

Sine-Gordon, Liouville, A¢* e outros em 1 + 1 dimensdo. Entretanto em nossa investi-

gacao consideraremos a possibilidade de se mapear cléssica e quanticamente informagoes
entre esses modelos [7]. Este procedimento deverd ser feito utizando-se uma quantidade
invariante que relaciona os modelos, e 0 método desenvolvido nesta dissertacao é seme-

lhante ao usado por D. Bazeia e colaboradores nos assim chamados sélitons deformados
(8].

A extensao do método a fim de incluir uma abordagem quéantica implica em algumas
conseqiiéncias, como por exemplo a relagao entre a energia dos sistemas deformados e os

nao deformados.

Um outro aspecto importante desses modelos é que eles apresentam quebra espon-
tanea de simetria, onde usualmente o perfil topolégico pode estar presente bem como nas

paredes de domifnio [9][10], vértices, cordas [11] e monopdlos.

Nos capitulos seguintes serd discorrido a respeito de algumas propriedades das solugoes
solitonicas e do ingrediente que viabiliza o mapeamento de qualquer par de kinks em 1
+ 1 dimensoes, o que deverd ser feito através de um método usual, que implica em
buscar solugoes das equagdes de movimento, e através das solugoes BPS (Bogomol'nyi-
Prasad-Sommerfield) [12], as quais sdo provenientes de equagoes diferenciais nao lineares

de primeira ordem que minimizam a energia do sistema.

Outra caracteristica importante de nossa investigacao, que serd discorrida no capitulo
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

4, é que tanto as solugoes BPS como as solugoes provenientes da deformacao soliténica,
quando sujeitas a pequenas perturbagoes nao divergem, garantindo assim a estabilidade
linear de tais solugoes. Em nossa andlise, entretanto, concentramos a aten¢ao na modifi-
cacao da lagrangiana do sistema capaz de informar-nos a respeito da equivaléncia entre

as solugoes de interesse.

O resultado que encontramos quando conduzimos nosso estudo para um tratamento
quantico desta equivaléncia, sugere uma particularidade no espectro de solucoes estéveis.
Essa particularidade vincula tais solugées a uma condig¢ao de estabilidade, que nos norteia
na busca de solugoes que sirvam de exemplos de aplicagdo do método, além de se reduzir
a mesma relacao que conduz ao mapeamento entre os campos, tratado nos defeitos de-
formados. Uma visao mais ampla com respeito & equivaléncia é tratada no capitulo 5
onde demonstramos que qualquer kink em 141 dimensoes, provenientes de modelos com
um campo escalar, pode ser obtido a partir de uma equagao diferencial linear de primeira
ordem. Utilizamos entao esse procedimento a fim de tratar uma ampla variedade de
sistemas, bem como introduzir um novo modelo cujas propriedades sao entao analisadas

através do método desenvolvido nesta dissertacao.
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Capitulo 2

Sdélitons Classicos

Os nomes ondas solit4rias e sélitons referem-se a certas solugoes de equagoes de onda nao
lineares. Inicialmente no sentido de esbogar um panorama qualitativo das caracterfsticas

dessas solugoes, considere a mais simples de todas as equagoes relativisticas

18 &

O¢ = 0"0,¢ = (55 52 @) ¢(z,t) =0, (2.1)

onde ¢(z,t) ¢ um campo escalar real em (1+1) dimensoes e ¢ é a velocidade da luz no

vacuo. Algumas propriedades dessa equagao sao relevantes para a nossa discussao:

(i) a sua linearidade

(ii) a sua nao dispersividade.

A primeira propriedade estd relacionada ao fato de, por exemplo, duas solugoes f;(z—
ct) e fo(z + ct) que sejam pacotes de onda localizados que se aproximam em sentidos
contrarios, sem distor¢do das suas formas, colidirem e imediatamente apés a colisao
recuperarem sua forma e velocidade originais. A segunda propriedade e que embasa a
primeira, est4 relacionada ao fato de que qualquer func¢do bem comportada da forma f(z=+
ct) é uma solugao de (2.1). Particularmente se nés escolhermos uma fungao localizada
f, podemos a principio construir um pacote de onda localizado que se deslocard com
velocidade uniforme v = ¢ sem distorgao da sua forma. Isto estd relacionado ao fato de
que as solugoes do tipo onda plana cos(kz + wt) e sen(kz + wt) com w = kc formarem

14
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS 15

um conjunto completo de solugoes de (2.1), formando uma base completa no espago das
fungoes. Qualquer fungao localizada bem comportada, digamos f(z—ct), pode ser escrita

COomo

fl@—ct) = f dklay (k) cos(kz — wt) + ag(k)sen(kz — wt)). (2.2)

A razao pela qual o pacote de onda f(z — ct) se desloca sem modificagao da sua forma

com velocidade ¢ pode ser entendidada pelo fato de todas as componentes do pacote de
ondas planas possuirem a mesma velocidade w/k = ¢. Portanto as propriedades (i) e (ii)
estao presentes em (2.1) devido a linearidade e a nao dispersividade daquela equagao. No
entanto, as equagoes de onda em vdrias dreas da fisica sao muito mais complexas. Elas
podem conter termos nao lineares, termos dispersivos e ainda campos aclopados. Uma
questao porém alvora no horizonte das solugoes de equacoes de campo dessa natureza.
Podem estas equagoes apesar de sua complexidade comparada a equagao (2.1) possuirem

solugoes que obedecam (i) e (ii)?
De fato considere a equacgao

82

2 ) d(x,t) + Md(z,t) + A3 (z,2) =0 (2.3)

onde estdo presentes o termo nao linear Ay¢® e o termo de dispersividade representado
por A\1¢, onde A, e A sdo constantes que deixam (2.3) adimensional. E possfvel que em
equagoes como esta, estes termos se compensem de modo que as propriedades (i) e (ii)
se satisfacam. Neste caso estamos tratando de sélitons. As propriedades gerais dessas
solugoes em sistemas simples podem ser obtidas a priori a partir de dois caminhos: o

método usual [3] e o método de Bogoml’'nyi [15].

2.1 O método usual

Considere um campo escalar ¢(z,t) cuja dindmica é governada pela densidade de la-

grangiana invariante de Lorentz em 141 dimensoes

2 5 4 5 6 7 unespul 12 13 14 15 16 17
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS

onde
L _00 ,_0¢
Yy Ay

Quando o principio variacional

5[ dt T d;cL(a:,t)} —0,

é aplicado a acdo em (2.6), obtém-se a equacao de onda

O¢=¢— n_ _9V9) (2.7)

o¢
Esta é uma equacao de onda cujos termos nao lineares dependem da escolha de V(¢).

A equacao conserva, a medida que t varia, a energia funcional total £ dada por

o0

1.2 1
B(@) = ] do (58" + 36 +V(@). (28)
E interessante considerarmos sistemas em que V(¢) seja limitado inferiormente

V(¢) 2 V(¢)M€nim01 (29)

em que existam M pontos de minimo absoluto ou mais formalmente

(2.10)

Entdo a energia funcional é também minimizada quando o campo ¢(z,t) é constante

no espaco-tempo para qualquer um desses valores.

A partir de agora, o nosso interesse recai sobre as solugoes estéticas, para as quais 2.7

se reduz
,_ OV
¥ =55 (2.11)

uma vez que, como pode-se fazer um boost de Lorentz a fim de obter o campo em qualquer

instante [3], podemos calculd-lo a partir das soluges estaticas acima - veja o Apéndice
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS

A.

Neste caso as solugoes estao sujeitas a algumas condigoes de contorno. A onda solitéria
deve ter energia finita e densidade de energia localizada. E em vista de (2.10) o campo
deve se aproximar, quando z — +00, de um dos valores g'. Entretanto se V(¢) tem um
tnico mfnimo em ¢ = g, entao a solucao estética deve ter ¢(z) — g quando z — =oo.
Se houver virios mfnimos degenerados, entdao ¢(z) deve tender para algum valor de g

quando z — —oo e qualquer outro valor ¢g' quando z — oo.

Sujeita a essas condi¢des de contorno, pode-se obter uma solu¢ao de (2.7), uma vez
que se trata de uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem, por quadratura,

qualquer que seja V(o).

Assim multiplicando a equacdo (2.11) por ¢’ e integrando-a tem-se

[o6is= [ S sz,

ou ainda

1

S [

0 que resulta em

2 — v (g

e que apos a integracao obtém-se

?(z) d
zT—z==% | ¢

o(zo) 2V (9)]V/%’ {&9)

onde zy, a constante de integracao, é qualquer ponto arbitrario do espaco onde o campo
tem valor ¢(z). E oportuno salientar que a quadratura nio esgota as solugdes da equacio
de 2* ordem (2.11). Nossa recente discussao a respeito das condigoes de contorno das
solugoes de (2.11), nos diz que quando z — o0, ¢(z) deve se aproximar da vizinhanca
dos mfnimos de V(¢). Consequentemente V(¢) se anulard somente quando z — =o0.
Assim o integrando (2.15) serd portanto nao singular exceto quando £ — 00 ou g — —00.
A solucdo ¢(z) pode ser obtida a principio explicitamente, dado um zp e um ¢(zo),

pela respectiva integragdo e inversao de (2.15). Naturalmente, na prética, isto pode ser
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS

realizado analiticamente, dada a integrabilidade de V().

Nesse sentido, a anélise estd orientada para a busca de solugoes para equagoes diferen-
ciais ordindrias, de segunda ordem, porém nao lineares. A nao linearidade, representada
pelo potencial V(¢), est4 relacionada a existéncia de mais de um mfnimo do modelo.
Na verdade, busca-se encontrar mfnimos desse potencial, para entdo, interpretar estas
solugoes que minimizam o potencial como solugoes do vdcuo do sistema. Assim, a partir
desses argumentos, é interessante que o potencial seja limitado inferiormente, uma funcao

bem comportada e nao negativa, do campo escalar real @.

2.1.1 Kinks

Como uma aplicacao deste método, vamos considerar a solugao BPS da teoria A¢* [13](14].

A densidade de lagrangiana tem a forma (2.4) onde o potencial do modelo é dado por

V(g) = A (6* - a?)", (2.16)

2

com A e a constantes. Este potencial possui dois minimos e é limitado inferiormente,

conforme mostra a figura 2-1. A equacao do movimento entao serd

/ N\
N A A\
-15-1-050 05 1 15 2
3

Figura 2-1: Potencial do modelo A¢* com a = A =1

b —¢" = —2X ¢(¢? — a?). (2.17)

Pode-se notar que (2.16) se anulard em dois mfnimos degenerados ¢ = ++/a. Con-
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS 19

sequentemente as solugoes devem tender para +,/a quando z — 400, respectivamente.

Para a solu¢ao de campo estédtico encontramos a equacao

que pode ser resolvida usando (2.15) para dar

o(x)
rT—z9==%
#(zo)

d¢

T (2.19)

Escolhendo ¢(zp) = 0, integrando sobre ¢ e invertendo a equacao a fim de obter ¢

em fun¢ao de z, n6s temos

V2Xa
5

¢(z) = atanh [

T — .’L‘g)] ) (2.20)

onde os sinais + referem-se respectivamente ao kink e ao antikink conforme se pode ver

da figura 2-2.

Figura 2-2: Perfil tipico para o kink e o antikink do modelo A¢* com a = A = 1.

E interessante destacarmos algumas propriedades simétricas da densidade de la-

grangiana sob as transformagoes
(2.21)

(2.22)
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS

20

que separadamente estao refletidas em relacoes que assumem, particularmente, uma for-

ma simples ao escolhermos zy = 0,

Qbkink(z) = _qbuntikink(x) — ¢an£ikink(_$)'

A densidade de energia da solugao tipo kink serd, usando (2.13),

e(z) = (¢)* + V() =2V(9),

e usando (2.20) vemos que

e(z) = (,\7&4) sec h* [E@_ﬁ\/—w;_ﬂ)l ;

cuja aparéncia pode ser vista na figura 2-3.

"~ 15-1-050 05 1 15 2
&

Figura 2-3: Densidade de energia £(z) do kink, com m?*/2\ =1

(2.23)

A energia total do kink, algumas vezes chamada de massa cldssica do kink M, é dada

por

2\/*/\{1

M, = /d:ce(:r:)

que é portanto finita.
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS

2.2 O método de Bogomol’nyi

A energia do sistema cuja densidade de lagrangiana é dada por
1 n
L= §3p¢3 ¢ Ll V(¢)a

para a configuracao estdtica é

o0

E= / (%52 i V(¢)) dz.

—00

Bogomol’'nyi [15] a reescreveu na forma

E= 7 E (¢ \/2V(¢~))2 = 2V(¢)¢'] dz. (2.29)

Como o primeiro termo desta integral nao pode ser negativo, entao a energia minima

Epps = :':_7 [Wé’] dz, (2.30)

ou BPS, sera dada por

com a condi¢ao

¢ +/2V(¢) = 0. (2.31)

E interessante ressaltar que a equacao acima é de primeira ordem e suas solugoes sao
as mesmas solu¢oes da equacao de movimento (2.11), j& que (2.31) é exatamente (2.14).
Podemos ainda observar que o método de Bogomol'nyi, além de possibilitar a obtengao da
equacao diferencial de primeira ordem (2.14), permite escrever a energia BPS associada

a configuracao estdtica.

2.3 Caracterizagao topolégica das solugcoes BPS

Vamos considerar um campo escalar ¢ em 141 dimensdo. E interessante a andlise de

sistemas em que V' (¢), conforme exposto na se¢ao 2.1, seja limitado inferiormente e tenha
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS 22

um nimero discreto de minimos degenerados, onde o mesmo se anule. Naturalmente,
estamos interessados em solugées nao singulares com energia finita. Assim o campo,
seja ele estdtico ou dependente do tempo, deve tender para algum mfnimo de V(¢)
em qualquer ponto do espago para que a energia E(¢) em (2.8) seja finita. Em uma
dimensao espacial, esses pontos sao x = +o0o. Considere z = oo, inicialmente, para um

dado instante ¢,

lim ¢(z,ty) = ¢(00,tp) = ¢, (2.32)

I—00

onde ¢, é um minimo de V(¢). Entdo a medida que ¢t varia o campo ¢ mudaré conti-
nuamente com ¢ em todo z governado pela equagao diferencial (2.7), e nao podera saltar
de ¢, para outro mfnimo discreto se variar continuamente com t. Portanto ¢(oo,t) deve
permanecer estaciondrio em ¢;. O mesmo argumento pode ser aplicado para £ — —o0,
onde ¢(—o0,t) = ¢,, deve ser também independente do tempo e um minimo de V(¢),
mas nao necessariamente o mesmo que ¢,. N6s podemos, portanto, dividir todo o espaco
das solugoes nao singulares com energia finita em setores caracterizados por dois indices,
designando respectivamente os valores de ¢(o0c0) e ¢(—o0). Estes setores sao topologica-
mente inconectéveis, no sentido de que os campos de um setor nao podem ser distorcidos
continuamente para os campos de outro setor sem a violagao da propriedade de que a
energia permanegca finita. Em particular desde que a evolugao temporal seja um exemplo
de distor¢ao continua, uma configuragao de campo de qualquer um dos setores permanece
dentro daquele setor & medida que o tempo evolui. Naturamente quando V(¢) tem um
tinico minimo, ¢(oc0) = ¢(—o0), e portanto existe somente um setor. Como ilustragio
considere o sistema (2.16) do item 2.1.1. O potencial tem dois minimos degenerados em
¢ = +a. Consequentemente todas as solugoes nao singulares com energia finita, estética

ou dependentes temporais se encontram em 4 setores topolégicos caracterizados pelos

pares de fndices, (—a,a),(a,—a),(—a,—a) e (a,a) respectivamente, que representam os

valores de [¢(z = —o0), p(z = +00)]. Assim o kink, o antikink e as solugGes constantes
triviais ¢(z) = Fa sdo membros dos quatro setores respectivamente. Quando o kink
e o antikink se aproximam um do outro a configuracao de campo permanece no setor
(—a,—a). Embora nao saibamos eventualmente calcular o que acontece depois de sua
colis@o, a configuragio resultante de campos permanecerd no setor (—a, —a). Essa andlise

discorrida até aqui nos leva a definir uma quantidade frequentemente chamada de carga

A
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS

topoldgica, que pode ser definida como

Q=W(¢=o00) - W(¢ = —o0),

e associada a ela existe uma corrente conservada

k¥ = SpuauW(Qﬁ),

onde a notagao de soma covariante

p,v=01 g, =

foi usada e e é o tensor antisimétrico. Naturalmente

dk* =0eQ= / dzko. (2.36)
—00

E interessante notar que o kink e o antikink séo solugoes topolégicas pois Q # 0,
ou ainda, para um campo escalar em 141 dimensoes, solucgoes estdticas nao triviais sao
necessariamente topolégicas. Estes fndices topolégicos sao diferentes da maioria das
quantidades conservadas, como energia, momento, carga e ou simetrias continuas da
lagrangiana sob uma translacao espacial, temporal, grupos internos etc. Constrastan-
temente os fndices topolégicos sao condigoes de contorno conservadas porque a energia
do sistema deve ser finita. Em alguns casos estes indices estdo relacionados a um certo
tipo de quebra de alguma simetria. Isto é, suponha que a lagrangiana e V(¢) sejam
invariantes sob alguma transformacao de simetria no campo ¢(z). Se V(¢) tem um tinico
mfnimo em ¢ = ¢, entdo ¢, deve permanecer invariante sob tal transformagao [16][17].
No entanto considerando o caso de setores topol6gicos nao triviais, precisamos ter dois ou
mais minimos degenerados. Entao enquanto o grupo completo de minimos é invariante
sob a transformacao, cada minimo individual, nao necessariamente o serd. Por exem-
plo, o sistema (2.16) que permite 4 setores topolégicos, é invariante sob a transformacao

¢ < —¢. Entretanto dois de seus minimos, ¢ = —a e ¢ = a, nao o sao, individualmente.
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CAPITULO 2. SOLITONS CLASSICOS 24

Na realidade, um transforma-se no outro. Este fato é conhecido como quebra espon-

tdnea de simetria e tem grande importancia em teoria quéntica, bem como em mecénica

estatistica de sistemas de campos.
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Capitulo 3

Equivaléncia classica e quantica

entre solitons

3.1 Introducao

Como foi exposto nos capitulos precedentes o ingrediente que possibilita 0 mapeamento

entre qualquer par de kinks em 1+1 dimensoes provém do célculo das solucoes BPS
d¢
TE\2v(9) =o. (3.1)

Assim, pode-se estabelecer uma quantidade invariante responsével pela conexao entre

os kinks de diferentes modelos (7]

d¢ dp
ol e T e 2)
V2V(9) V2V ()
Este capitulo tratard das propriedades deste mapeamento' entre os diferentes kinks,

da extensao do método para o caso de equagoes diferenciais de segunda ordem, néo

lineares e das consequéncias para a andlise de uma versao quantica desta equivaléncia.

'Por simplicidade, adotamos as letras gregas ¢ e ¢ para o mapeamento entre os modelos

AV
AVAVEY

2 3 4 5 6 7 unespml 12 13 14 15 16 17

18



CAPITULO 3. EQUIVALENCIA CLASSICA E QUANTICA ENTRE SOLITONS 26

3.2 Mapeamento’ entre os modelos Sine-Gordon e

Aot

O modelo Sine-Gordon é caracterizado pelo potencial

Vsa () = A/2cos(¢) — 1, (3.3)

onde A é uma constante de acoplamento, [3], cujo aspecto é mostrado na figura 3-1.

e e

/\ /,\

/o \

2 4 6

Figura 3-1: Potencial Sine-Gordon com A =1

Este sistema é muito impotante em modelos bidimensionais de particulas elementares,
surgindo como versao bosonizada de férmions de Dirac massivos em 1+1 dimensoes [18]
e também em fisica do estado sélido. O objetivo é obter o s6liton do modelo Sine-Gordon

através do modelo A\p*, que por sua vez é caracterizado pelo potencial

Vialp) = 2(* — ) (3.4

Isto é feito integrando a relagao (3.2), para os respectivos modelos (3.3) e (3.4), a fim

de se obter a seguinte relagao que conecta estes dois modelos

2L () B

?Para o modelo Ag*, neste capftulo, adotamos a letra grega ¢.
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CAPITULO 3. EQUIVALENCIA CLASSICA E QUANTICA ENTRE SOLITONS 27
Substituindo o kink do modelo ¢*
¢, (z) = tatanh[Aa(z + )],
na equacao (3.5), obtém-se o kink correspondente do modelo de Sine-Gordon
V2a(z~z0)

¢(z) = arctane :

como pode-se ver na figura 3-2.

75 8 <260 25 5 75
X

Figura 3-2: Perfil do kink do modelo Sine-Gordon

3.3 Mapeamento entre os modelos de Liouville e \p*.

Um outro modelo, que quando mapeado pelo modelo ¢, produz interessantes consequén-
cias & o modelo de Liouville - veja Apéndice B. Tal modelo tem um significado geométrico:

quando o tensor métrico para o espago curvo bidimensional é escrito como
Vo = g, (3.8)
onde g, é a métrica do espago-tempo plano, entao a curvatura escalar é dada por

R= ﬁe_ﬁégyuapauqﬁ- (3-9)
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CAPITULO 3. EQUIVALENCIA CLASSICA E QUANTICA ENTRE SOLITONS 28

Conseqiientemente as solugoes para a sua equagao de movimento
06 + (m?/B)e’® = 0, (3.10)

determinam superficies bidimensionais com curvatura negativa constante [19][20].

O modelo de Liouville é caracterizado pelo potencial

2
m
VLioum'ue(W) = (B‘) e’%,

onde 3 e m sao constantes.

T 0.75.05.0250 02505075 1
&

Figura 3-3: Potencial de Liouville comm =3 =1

O modelo de Liouville ao ser resolvido através do modelo ¢?*, considerando (3.2),

resulta na equagao

) e % = e arctan h (f) ; (3.12)

a a

onde, por simplicidade, adotou-se A = 1.
Ao se substituir o kink do modelo ¢* (3.6), em (3.12), encontra-se

o(a) —%in('”;z?

)

cuja aparéncia é mostrada na figura 3-4.

O resultado deste mapeamento para ¢(z) é o mesmo encontrado na referéncia [19]
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CAPITULO 3. EQUIVALENCIA CLASSICA E QUANTICA ENTRE SOLITONS 29

"~ 15-1-050 05 1 15 2
X

Figura 3-4: Perfil tipico para o kink do modelo de Liouville

por D "Hoker e Jackiw em constraste com a solugao

2
& (a):= —%m (%) senh? (\/7z), (3.14)

que pode ser encontrada na mesma referéncia e estd representada na figura 3-5. A
constante 7y estd relacionada com as singularidades do ultravioleta e do infravermelho da

correspondente densidade de energia

1 2 4
e(z) = 3 (60 + 5z exp(B9) = { —— g} ,

3% | senh? VY

onde ¢, denota a solugao estética de (3.10).

"15-1-050 05 1 15 2
X

Figura 3-5: Perfil da segunda solugao do modelo de Liouville, onde as constantes 3, m e
v foram normalizadas

Esta solugao (3.14) também pode ser mapeada, por exemplo pelo modelo Ap?, a fim
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CAPITULO 3. EQUIVALENCIA CLASSICA E QUANTICA ENTRE SOLITONS 30

de gerar a correspondente solugao

@ = atanh (a—ﬂe_%e) i

m

que ao substituirmos (3.14) resulta em

¢(z) = atanh (%ﬂ exp [%senhQﬁx]) ;

onde, por simplicidade, normalizamos In(m?/27).

E interessante notar que esta é uma solucdo nio topolégica, uma vez que ela conecta o
mesmo vicuo quando z varre o intervalo [—oo, 00|, como mostra a figura 3-6. De fato tal
solucao nao obedece a equacao de primeira ordem que caracteriza as solugoes topoldgicas
BPS. No entanto esta ¢ uma solugao da equacgao diferencial de segunda ordem do modelo
de Liouville e deve ser conectada com a solucio de segunda ordem do modelo Ap?. E
importante ressaltar que este método baseado nas propriedades invariantes dos modelos e
o chamado método das deformagdes introduzido por Bazeia [8], sdo equivalentes quando
discutidos a luz das solucdes BPS. E oportuno observar que a solucdo ndo topolégica
obtida para o modelo A\p? a partir do modelo de Liouville pelo mapeamento cldssico é
uma nova solucao ao se considerar o modelo A¢*, até onde sabemos. Isto ilustra o poder

destes mapeamentos ao se estudar solugoes de equagoes diferenciais nao lineares.

15-1 050 05 1 15 2
X

Figura 3-6: Solucao nao topolégica do modelo Ap? obtida a partir do modelo de Liouville,
onde as constantes estao normalizadas
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CAPITULO 3. EQUIVALENCIA CLASSICA E QUANTI_CA ENTRE SOLITONS 31

3.4 Equivaléncia para a equacao diferencial de 2¢ or-

dem

Outro aspecto importante na ivestigagio do mapeamento entre solugdes topolégicas é que
a equacao diferencial de segunda ordem obedece a mesma lei de equivaléncia da equagao

diferencial de primeira ordem.

Em outras palavras pode-se mostrar que a solu¢ao que conecta uma solucao cléssica
com a outra é ainda vdlida para o caso da equacao diferencial nao linear de segunda
ordem. Considere a relagao (3.2) que de uma forma genérica pode ser reescrita como

uma transformacgao ligando dois campos escalares

¢ = f(p)-

Diferenciando (3.18) em rela¢ao a z tem-se

dp _ df dp _ df,o
dr  dod f“’
x pdr

d? d
d:j;_fﬁpw((ﬂ) fgpdgs

de maneira que usando (3.19) obtém-se

dz?  f,dz? f3 \dz

L N (‘f‘f’) , (3.21)

Neste ponto é importante lembrar que o campo ¢ obedece tanto a equagao diferencial

de segunda ordem (2.11) quanto a de primeira (2.14), o que conduz &

o Vs fo Vo d (1
& e T s e e s (f“‘)

Usando agora o fato que

Vo = f\PVdJ!
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CAPITULO 3. EQUIVALENCIA CLASSICA E QUANTICA ENTRE SOLITONS 32

chega-se a relacao geral que permite o mapeamento entre os potenciais através da equacao

diferencial de segunda ordem

fo d(V\_ -
ﬁ - (f“?) =, (3.24)

que é precisamente a mesma relacao entre os potenciais mapeados, proveniente da equagao

diferencial de primeira ordem (3.1) [7][8].

3.5 Consideracoes acerca da energia

Uma abordagem quéantica desta equivaléncia poderia ser iniciada pela densidade de la-

grangiana original

= 20,60~ V(9) (3.25)

que é o ingrediente central da quantizagao via integral de Feynman|[21].

Usando agora a transformagio (3.18) em (3.25) obtém-se
1
L = 5 f50up0"¢ =V (f());

e a densidade de hamiltoniana aparece como

1
H= 2—1,25 uwb" +V(£(0)),

onde 6, = f20,¢p.

E interessante notar que a densidade de lagrangiana (3.26) tem a mesma forma, nesta
dimensao, que sistemas gravitacionais desde que f, esteja relacionado com a métrica do

espago-tempo curvo.

Utilizando o método de Bogomol’'nyi para a energia das configuracgoes estéticas temos

=5 f dz [f,p ] / dzW, (3.28)
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onde
W, = % = [,V (F(9)), (3.29)

e o minimo de energia corresponderd ao caso onde

dp _2V(/(#))

dz p ’

cuja correspondente equacao de segunda ordem é dada por

dz

2
‘12_90+f_v_v3(§_‘€) _% : (3.31)

2 ' f,

Nao é dificil ver que as solugoes da equacao diferencial de primeira ordem (3.30) sao
solucoes da correspondente equagao de segunda ordem. Este resultado é importante pois
mostra que a deformagao no termo cinético da lagrangiana (3.26), em consequéncia de

uma transformacao entre os campos, é capaz de reproduzir as solugoes BPS.

Como uma importante conclusao, que surge como consequéncia da transformacio
o(z) = flp(z)], é o fato de ser possivel perceber que a energia de ambos os sistemas
serao iguais quando a transformacao é feita diretamente na densidade lagrangiana como

pode-se verificar da equagdo (3.28). Considerando a energia BPS

¢(oc)

B= [ def/2V(f(e) = [ day/2V(§(0)), (3:32)

#(—o0)

em contraste com o resultado proveniente da deformagao usual apresentada por Bazeia
e colaboradores [8], onde o sistema deformado apresenta energia diferente da energia do

sistema. original - veja Apéndice C.
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Capitulo 4

Estabilidade Linear

4.1 Introducao

As propriedades topolégicas das solugoes estdticas de (2.7) bem como a forma de V(¢)
(limitado inferiormente pelos minimos que saturam o limite de Bogomol’nyi) sugerem que
estas solugoes se restrinjam a determinadas condigoes de contorno que dizem respeito ao
comportamento assintético do campo, daf a implicacao topolégica do sistema, e também
a energia, que deve ser finita, nos correspondentes vicuos do modelo. A anélise da esta-
bilidade, é realizada a fim de verificar se pequenas perturbagdes nao sao suficientes para
destruir a configuracao inicialmente estdvel do séliton. Sao justamente essas peculiari-

dades da teoria que conduzem a uma andlise da estabilidade linear de tais solugoes.

4.2 Linearizacao da equagao de movimento

Para tratar este problema consideram-se modos de pequena amplitude em torno da

solugdo estética ¢.(z)

¢(2,t) = ¢c(x) +n(z, 1), (4.1)

a fim de linearizar a equacao dependente do tempo. Isto é realizado substituindo a

34
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR 35

solucao perturbada (4.1) na equacao de movimento, fazendo a expansao de Taylor para
V(¢) em torno da solugio estética ¢,(z) e preservando termos somente até a ordem em
n. Entretanto esse processo pode ser realizado considerando a perturbacao da solucao

estdtica (4.1) direto na lagrangiana

e expandindo seus termos até n?

(049)® = (Bue + 0um)® = (0um)” + 20,6.0"n + (9u8.)?,

1
VeV, +qV + anVc”,

resultando entao para L

2
L %(a,,n?)2 - %HQVJ’ e g ((—tﬁ) - V.. (4.5)

dz dx 2\ gz

Algumas simplificagoes podem ser feitas na densidade de lagrangiana, provenientes

de integragoes por partes e eliminagao dos termos de superficie

1 1
50un0"n = —5n (9,0") n,

dp.dn  d*¢,
dz dr M dz2

e L entao toma a forma
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1 d?¢ 1 (d¢,\°
& _—p(O4 V” i o | (. =[G |
L& —on( +V‘:)n+n(d32 v;) VC+2(d$)

Considerando a solugao cléssica ¢.(z,0) da equagao

&
Sl V=0 (4.10)

e desconsiderando o termo independente de 7, que nao altera a equagao de movimento

para 7, L assume a forma

1
= —on(@+ V),

que conduz A equacao de movimento para o campo da perturbagao 7(z,t)

o' VY =i

s 0% .

n

A equagdo (4.12) é uma equagao diferencial parcial linear em 7. Assim tendo em vista

que

(4.14)

é funcio s6 de z, podemos usar aqui o método de separacgao de varidveis. Substituindo,

pois, 7(z,t) = n(z)T'(t) na equagio (4.12) e dividindo o resultado por 7 = nT' tem-se

Lo, LT
T2’
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR 37

em que de um lado temos dependéncia s6 em z e de outro s6 em ¢t. Dessa forma, ambos os
lados devem ser iguais a uma constante, digamos €, de onde seguem as seguintes equagoes

diferenciais ordinérias

d*T(t)
dt?

d?
(—@ + V:') n(z) = en(z).

+eT(t) =0,

A primeira destas equacoes possui a solugao
T(t) = const.e*V~2, (4.18)

e entao vemos que se € < 0, esta solucao "explode” devanesce quando ¢t — oo, o
que destruiria totalmente o séliton. Como estamos considerando pequenas pertubacoes
n(z,t) = n(z)T(t) entdo devemos ter € > 0 (neste caso T'(t) é oscilatéria). Agora,
tendo em vista que (4.17) é uma equagao de autovalor do tipo da equagdo Schoredinger,

podemos ver que o problema da estabilidade linear se reduz a determinar se o operador

) &
G U, (4.19)

¢ ndo negativo, ou seja, se seus autovalores sao maiores ou iguais a zero. Se for este o

caso, entao a solugiao ¢.(z) é linearmente estdvel.

4.2.1 Estabilidade das solugoes BPS

Até aqui nao especificamos o potencial V(¢), nem impusemos condi¢do alguma sobre ele.
Vamos, entao, considerar os modelos descritos por potenciais inferiormente limitados, da

forma
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR 38

cujas solugoes saturam o limite de Bogomol 'nyi (minimizam a energia do sistema). Para

estes modelos temos, considerando (4.14) e (4.17)

Oz—ﬁ + U2 + UUgs,

w |, v

U¢ = '&E, U¢,¢, d(;')Q .

Nao é diffcil verificar que este operador pode ser fatorado na forma

O = Al A,

como pode ser verificado

d d
AtA = (—— + U¢) (— + U,;,,) e Uy + U¢.% +U2.  (4.26)

7 o dz? ¥ dz

Tendo o operador O a forma (4.23) entdo seus autovalores sdo nao-negativos. Para

mostrarmos este fato, notemos primeiro que Oe auto-adjunto, pois

Ot = (AtA)t = At(ANt = AtA =0 (4.27)

entdo, suas autofungoes associadas a diferentes autovalores, sao ortogonais e podem
ser normalizadas, pois estamos considerando o espago das fun¢oes continuas quadrado-

integrdaveis no intervalo de —oo a 0co. Consideremos um conjunto ortonormal completo
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

de autofun¢oes de O de modo que

(jna(x) = Ealiu,

onde a = 0,1, ...

Entao, tendo em vista o operador identidade

I:ZIR,@){‘”’SI?
Jé]

podemos escrever

= (nal H|na) = (na| A1TA|ns) = 3" (n, |A'|n,) (n, |AIn)

B
Y (n, 1AIna) (n, |4l ng) = g (n, 14 na) > 0 v
3

Logo, solugoes estaticas que minimizam a energia em sistemas de um campo descrito

por potenciais limitados inferiormente sao linearmente estdveis.

4.3 Estabilidade linear para a lagrangiana deforma-

da

Considerando a expressao (3.2) que relaciona diferentes modelos, pode-se investigar a
questdao da estabilidade linear para os campos deformados (3.18). Isto se reduz, como
exposto no item 4.2.1, a determinar se o operador O gerado no caso da deformacao (3.18)

é nao negativo. Assim considerando a deformagao direto na densidade de lagrangiana
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

L= 29(0)(0,0)" - V(9),

onde g(p) se reduz & f? em (3.26) e aplicando a equacdo de Euler-Lagrange

oL .8 (_BL_) —0
dp 0z, \0(0up) :
obtemos a equagao de movimento
1
900+ 54/ (0,0)° + V' =0. (4.34)

Fazendo agora a expansdo da densidade de lagrangiana em torno da solugao cléssica

@.(z)

o(z,t) = ¢ (z) + n(z,t)

e preservando os termos até segunda ordem em 7%, para

1
g2 g.+ng.+ 5?1292’,

1
VRV, +qV,+ 50V,

> (Bupe + 0um)* = (0um)® + 20up.0"n + (Qupc)? =

deo. dn AN
2 _ o el c
() = dz dz ( dx ) ’
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

av ., &V dv a*V

9= 5, ‘chc:d—qul‘!’c :_(,ol“’c d—(pzlﬁoc’

f

verificamos que L toma a forma

1
§gc(6pn) M9 g~ a7 % | gz

dcp dn 1 ,(dp : , 1 (de\’
o _ gt (2] — V-5 ~V.
9 dz dz 2”9‘:(@: e ™ 3%\ ds

,de, dTI 150 (d_(&)Q _ %T]?V:’ 3

Fazendo algumas integragoes por partes a fim de simplificar a densidade de lagrangiana

acima

1 1 [d%g.
590" M0 = —21 ( dli + gca“ap) , (4.41)

o dn o, |, (de\" |, (dPo,
ngc dx dx =1 [gc (dﬂl‘) +gc d$2 1 (442)

d dz dx dx?

d d do \> &2
il [92( ('0") + ge %], (4.43)

onde os termos de superficie foram desconsiderados, uma vez que a perturbagao n(z,t)

deve se anular no contorno, e lembrando ainda que

g d [ ,do, , (de.\® |, (dp,
dxi’_@(gfﬁ_gc (E t9:\ G2 | |

podemos reescrever a densidade de lagrangiana (4.32) como
d?
(ﬁ) i Yo g T

1 do 2
[ =~ Zoan e '
d?

T S 1 (dg,)’
+§g°(da:) “Ve| T Vetgsela ) |-
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

Notando agora que a solugao cléssica ¢,(z,0), obedece a equacgio

o, 1,(do,\* ,

e desconsiderando o termo independente de n(z,t), uma vez que ele nao altera a equagao

de movimento para 7, chega-se finalmente a

1, (de.\* d?p ;
g o " _C ' [ - r . D
L=y [QQC (d;c) + g, ( Jr? V., —g.0|n,

0 que nos leva a equagao de movimento para o campo da perturbacgao n(z,t)

1 do,\? d*p,
_ CD _ s " [ L) ! c v!! — 0.
9.0 [29.:(@) gc(dmg + V| n
Uma vez que o termo

2 2
D?}=a—1—?——3n

2~ (4.49)

enquanto os demais termos da equacao independem do tempo pode-se fazer uma sepa-

racao de varidveis, de tal forma que podemos escrever

n(z,t) = eF*'n(z)

e assim

2
6"'?__ei¢ct2

£“n,

o

82?? 0 iiet@

Ox? dz?’

0 que nos leva a equacao do tipo da equagao de Schroedinger
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

_dn | 1g7 (do\* g, (dec) VI
dx? 2gc dx ge \ dx?

d2
( d2+‘/;”)n—En

2 "
ged?p  1g; (dp " V{
Vetetivo = Ve = =—% + = - 4.56
 fetivo eff e da3 2 Je e Je ( )

Na tentativa de verificarmos se o espectro de energia dos sistemas que estamos con-
siderando é positivo definido para que possamos garantir a estabilidade quantica dos
mesmos, ¢ conveniente procurarmos uma forma para (4.54) que nos permita construir

um operador que como (4.19) seja fatordvel [22][23]. Nesse sentido podemos reescrever

(4.56) como

Vers =

Ao 1, (dp\®
gw-l-ég (a‘;) - V7. (457)

1
g

Utilizando (4.46) vemos que

o o 1, (dp P\  1,d (dp)®
v gd:ﬁ +§g (;i_a:-) gdtp (d:c2)+2 dyp (@) )

Ao substituirmos esse resultado em (4.56) obtemos

2o\ 1g d (dp
% :
I = Gy (d:c2) Togdp (d:c)
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

Usando agora as relagoes (3.19) e (3.24), (4.59) se reduz a

Vers = 3% (17‘.0) +

que pode ser escrita ainda como

1d; -
Vipy = = aT). (4.61)
r gd(p( e)

Isto nos permite definir um novo potencial H, tal que (4.54) poder4 ser escrita como

(_d? + H”) n = En, (4.62)

desde que H satisfaga a equacao

veja Apéndice D.

Como procedemos na se¢ao (4.2) é interessante escrevermos H como

de maneira que

Isto permite que escrevamos (4.62) na forma

-

Ot = Eanis (4.67)

uma vez que (4.62) é uma equagdo de autovalor do tipo da equacio de Schroedinger,
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

onde

Com isto temos que

B, = & na|()|na >=< ng|ATAlng >
- / nt (At A)ngde = / (Ana)t(Ang)dz

— /JAR,-,Pd."L‘,

o que mostra que os autovalores de (4.62) sdo positivo definidos e, portanto, as solugoes
topolégicas para a densidade de lagrangiana deformada (4.32) sob pequenas flutuagoes

sao estaveis.

4.4 Aplicacao do método

A fim de obtermos um exemplo de solugdo da equagio diferencial de segunda ordem
(3.24) linearmente est4dvel, analisamos o potencial

A" (p? — a®)?

Vip) = 1 ;

onde ) e a sao constantes.

Este potencial é interessante pois para valores inteiros pares e fmpares de n apresenta
dois tipos bésicos de configuragoes correspondentes, mostrados nas figuras abaixo, para

n fmpar (figura 4-1) e par (figura 4-2), respectivamente.

AVA
AVAVEY

2 5 4 5 6 7 unespml 12 13 14 15 1le 17 18



CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

1 R

0.751
0.5

0.25

Viw O}
-0.25
~0.5
_o.7§, .-

L R e
451050 05 1 185 2

L

Figura 4-1: Aspecto de V() para valores fmpares de n, onde as constantes foram nor-
malizadas

H

\/' s

T15-1 050 05 1
"]

Figura 4-2: Aspecto de V(p) para valores pares de n, onde as constantes foram normal-
izadas
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR 47

Particularizando a densidade de lagrangiana (4.32), através da escolha de g(¢) como

sendo dado por
(4.73)

a equagao de movimento para o campo ¢ pode ser calculada partir de (4.32-4.34)

d?
ﬁ; = o(¢? — a?). (4.74)

Para resolvermos (4.74) fazemos uma substituicao de varigveis

dp
dr "

Py _ du

= —
dz?  dp ’
reduzindo sua ordem

udu = p(¢* — a®)dp
que pode ser integrada trivialmente

V2 o
fu::l:?(cp —a%);

Voltando para a varidvel ¢, encontramos

dp V2
[ =7

que ao ser integrada e invertida para ¢ resulta em

¢ ==a tanha\/?ﬁ(m — ).

E importante lembrar que no caso usual, a equagio do kink BPS, para (4.72) porém
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

\ViE

Figura 4-3: Perfil da solucao ¢(z) para a =1
com a lagrangiana convencional, seria

dp _ 1 .

dz \/ﬁ('o

(¢* — a?), (481)

0 que leva a solugoes totalmente distintas em geral daquelas obtidas em nosso caso. O
resultado que obtivemos em (4.80) ¢é interessante porque independemente da forma de
V(p), para n par ou fmpar, a solugdo é um kink, o que mostra que de alguma forma
a transformacao que efetuamos (4.73) na lagrangiana (4.32) foi capaz de reproduzir as

configuragoes topolégicas (4.78) a partir do modelo (4.70).

4.4.1 Calculo da energia

Como podemos ver na figura 4-2 o aspecto de V(y) para valores pares de n, sugere que
sua configuragao estética que conecta os dois vacuos do modelo em ¢ = *1, é exatamente
a configuragao que encontramos em (4.80). Portanto a energia dessa configuragiao deve
ser finita, conforme exposto no capitulo 2, item 2.1.1, onde discorremos a respeito. Por
outro lado pelo aspecto de V(¢) na figura 4-1, ndo parece claro que exista uma confi-
guracgao estdtica interpolando os vicuos do correspondente modelo. Entretanto o cdlculo
da energia de sua configuracao estdtica pode nos informar a respeito da existéncia ou
nao de solucoes topolégicas que o modelo possa ter. Conforme procedemos no capitulo 3,

secao 3.5, a energia BPS para as configuragoes estéticas de (4.71), considerando (4.72),
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CAPITULO 4. ESTABILIDADE LINEAR

pode ser calculada pela relagao (3.32). Assim temos

9 2 2 .
£¢n+l (L a ) |‘P( ) i (482)

n+3 n+41) '

conforme se pode observar pelo aspecto do kink da figura 4-3. Logo, ao calcularmos a
energia BPS para as configuracoes de (4.72) para valores pares e impares de n, encon-

tramos

2\/@@1’”—3
n+3)(n+1)’

n=0,1,2,3,... (4.84)

Epps = (

Este resultado para os valores impares de n para (4.72), nos revela que pode existir uma
configuragao topolégica conectando os vdacuos deste modelo, como podemos observar de

(4.84), ao menos para a escolha particular feita de g(¢) em (4.73).
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Capitulo 5

Origem das solucoes BPS

Este capitulo abordard uma andlise mais profunda do mapeamento entre qualquer par de
kinks de campos escalares em 1+1 dimensoes mostrando ser possivel que as solugoes do
tipo kink podem ser geradas a partir de uma simples equagao diferencial linear de primeira
ordem. Na realidade podemos verificar que a fungao de mapeamento entre os kinks é
uma ferramenta poderosa e que constitui em ultima andlise a uma técnica matemaética
para a solucao de equagoes diferenciais nao lineares quando estamos tratando o espectro

das solucoes BPS.

Através de uma conveniente transformacgao de campo que obedece a equagao dife-
rencial linear (3.2), reproduzimos a funcao de transformacao que viabiliza o mapeamento
entre os kinks através da forma mais geral de uma equacao diferencial linear de primeira
ordem. O formalismo pelo qual procedemos é coerente com a investigacao de Bazeia e
colaboradores (8] a respeito dos defeitos deformados num recente estudo sobre tal teoria,
cujas consequéncias quanticas [7] estao presentes nesta dissertacao. A nossa primeira
intencao serd aplicar o método e discutir sua aplicagao para alguns importantes sistemas
fisicos. Em seguida utilizamos o fato de que o método demonstra que as solugoes desses

sistemas se originam de uma equacao diferencial linear de primeira ordem.

Utilizando o mesmo procedimento introduzimos um modelo até onde sabemos novo,
e cujas propriedades sdo interessantes no sentido de que para alguns valores de seus

parametros o sistema apresenta quebra de simetria como o modelo A¢* e para outros

90
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS 51

valores o sistema nao apresenta minimos convencionais [24](25] o que, entretanto, nao

compromete as configuragoes kink para o campo escalar.

5.1 O método

Considere a forma geral como pode ser escrita uma equagéao diferencial linear de primeira
ordem para um campo escalar em 141 dimensoes, considerando que possamos aplicar

um boost de Lorentz a este campo,

... S dz, (5.1)

(af + B)

onde a e # sao constantes. Esta equagao pode ser integrada fazendo a substituicao

u=al + f, (5.2)

na equacao (5.1)
1 rdu
oS =/

e que uma vez integrada resulta em

6(z) = —g + cpe™. (5.5)

Usando os resultados (5.1) e (5.5) podemos gerar a transformacao entre os campos

que viabiliza o mapeamento entre as solugoes BPS cuja equacao de primeira ordem é

2 = V9 = W) (5.

onde W,(¢) origina-se do superpotencial [8]. E oportuno ressaltar que a relagio acima
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS 52

pode ser obtida a partir da equacao diferencial de segunda ordem para configuragoes
estdticas
¢ _ dV(¢)

que uma vez multiplicada por gf e integrada resulta justamente em (5.6), o que nos
permite dizer que de certa maneira o método se estende, mesmo que particularmente as

solugoes no limite de Bogomol 'nyi, as equagoes diferenciais de segunda ordem na forma

(5.7).

Considerando uma transformacao do campo escalar 6

f(9),

proveniente da equacao BPS para modelos nao lineares temos

d¢ _ lef(®)+5] _
7 I

Y de onde segue

df(¢) _ [af(s)+ B
i~ We@) 210}

que uma vez resolvida fornece a expressao para a funcao de mapeamento. Neste ponto
é importante frisar que esta equagdo é linear em f(¢), o que permite utilizar todas as

propriedades deste tipo de equagao diferencial.

5.2 Solugio para o modelo \¢*.

Como uma aplicacdo do método consideremos o modelo A¢* caracterizado pelo potencial

(3.4). Para este modelo a primeira derivada do superpotencial nos fornece

Wa(¢) = VA (8" - a?),
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS

e a correspondente equacao (5.10) para este modelo

df(¢) _ af(¢)+58
o~ VA (¢ —a?)

uma vez integrada

/af )+ 8 /\/_ _az)

f(¢) = —g + ¢; exp [Aa—\/—; arctan h (¢)] :

onde ¢; é uma constante arbitraria de integracao.

Substituindo essa solugao na equagao (5.5) e invertendo para ¢fz) chegamos a familiar

expressao para o kink do modelo A¢*

#(z) = atanh[—aVA(z — z0)],

onde zo = In (:—3)

5.3 Solucao para o modelo de Sine-Gordon

Caracterizado pelo potencial (3.3) a solugao da equagéao (5.10) para este modelo

] df (¢) (5.16)

/ /2 sen2¢

i
&)= =2 +ertan (3)

que substitufda na equagao (5.5) nos fornece o kink do modelo de Sine-Gordon

¢(z) = 2arctan eV (@=20),
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS

5.4 Solugao para o modelo de Liouville

O modelo de Liouville é caracterizado pelo potencial (3.11) e a equagao (5.10) para este

df(¢) [ d¢
/ af(¢)+8 _f mes’ (5:19)

modelo pode ser integrada

cuja solucao

a2

7(8) = =2 + ey expl - 2YZ exp(- 22,

exp(

substitufda na equacao (5.5) e invertida para ¢(z) nos d4 a solugao

2

%(.B - xo)Q] . (5.21)

que apresenta propriedades solitonicas cujas caracterfistica topoldgicas estao discutidas

no capitulo 3.

5.5 O modelo Sinh-Gordon duplo
Este modelo é caracterizado pelo potencial

1 2

VDSHC = Q[C (!OSh(Q(;b) = n} )

onde ¢ e n sao constantes, cujo aspecto aparece na figura 5-1.

Embora nao tenhamos discutido este potencial anteriormente, ele possui dois mi-
nimos degenerados que sao interpolados por uma configuragao solitonica, além de suas

interessantes propriedades termodinimicas [26].

A solucgao da equagao (5.10) para este modelo pode ser encontrada integrando-se

(5.23)

B i b
af(¢)+ 5 \/%C cosh(2¢) —n’
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2.5
2
1.5|

1

s "//fj\“'am
-0.75-0.5-0250 0.250.50.75 1

a

Figura 5-1: Potencial Double Sine-Gordon com( =1len =1

o que nos fornece

e (e
ff)SH(.‘(d)) = —a + ¢, exp (“—n

5.24
P (5.24)

que uma vez substituida na equagao (5.5) fornece a expressao para o kink deste modelo

que aparece na figura 5-2.

¢psuc(T) = arctanh {

15-1-050 05 1 15 2
X

Figura 5-2: Kink do modelo double Sinh-Gordon
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS

5.6 O modelo de Sine-Gordon duplo

Este modelo também apresenta um kink interpolando os vdcuos do sistema. O modelo

de Sine-Gordon duplo [27], é caracterizado pelo potencial

VDSG = %[1 + 2Be (DS(({))]Q

onde € e B sao constantes, como mostra a figura 5-3.

|
|

S .

T 8 <4 2 0 2 4 6 8
¢

Figura 5-3: Potencial double Sine-Gordon com ¢ = B =1

A solugao da equagao (5.10) para este modelo e a solucdo kink correspondente sao

respectivamente

i (2
ﬂ) arctan h S (2)] } ,  (5.27)

B
fpsc(9) = ol s o { (m V4B%? -1

VaB%R -1 o lm(x - -’Cu)] } . (5.28)

o = 2 arct G i el i b i i iy
¢D.5Cx($) arc a'n{ 238 -1 an 2\/2_6
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS

Figura 5-4: Kink do modelo double Sine-Gordon
5.7 Potenciais com vAcuos nao convencionais

H4 um mimero crescente de sistemas considerados na literatura recente [24][25] que,

embora nao possuam mais de um minimo ou até nao tenham minimo convencional,

geram defeitos topolégicos [11][25]. E o caso por exemplo do potencial

V(¢) = Am* sec h? (E) 5
m

como mostra a figura 5-5 e cuja solugao topolégica desejamos encontrar.

Figura 5-5: Potencial nao convencional, com A =m =1

Para este potencial considere a equacgao (5.10)

df (¢) af(¢)+ 8

dp VAm?2sech (%)’
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS

que ao ser integrada

/ df (9) =/ dg
af(o)+ B VvV m2sec h (ﬁ)

(5.31)

e substituida na equagéo (5.5) fornece a seguinte expressao para o kink do modelo
#(z) = marcsin h[mv2X(z — )] (5.32)

e que de fato apresenta configuragdo topoldgica, como podemos ver na figura 5-6.

Figura 5-6: Kink do potencial nao convencional, com A =m =1

Ao observarmos a figura 5-5, vemos que o potencial possui dois minimos quando
¢ — £oo. Podemos calcular o limite de (5.32) quando z — +o00

lim ¢(z) = oo

T—+o0

o que estd de acordo com as figuras 5-5 e 5-6.

5.8 Potencial interpolante

Modelos que apresentam caracterfsticas como quebra espontinea de simetria sao bas-
tante freqiientes na literatura versando sobre teoria quanticas de campos e especialmente
quando se prestam ao uso da andlise de uma determinada fenomenologia. Portanto
sao interessantes nessa perspectiva, modelos inéditos que apresentem essa caracteristica,

uma vez que se colocam no horizonte das solugoes que eventualmente detém certas pro-
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS 59

priedades, entre as quais, algumas, em particular, estamos tratando, como por exemplo,

o aspecto topoldgico que encerram as configuragoes BPS de potenciais como

V(8) = 5 [Acosh(g) ~ Bsec h(9)]".

A equacao (5.10) para este modelo

d@)_ af@)+
\/éA cosh(¢) — Bsec h(¢) !

ao ser integrada

st Jamr
af(p) +ﬁ ‘/vA('osh(qﬁ) BS@Ch(é)

nos fornece

0= - (s e [

A-B H=B
e que, uma vez substituida na equagao (5.5) pode ser invertida para ¢(z), de onde entio

obtemos o kink do modelo

¢(z) = arcsin h { A y) N tan [ M(A - B)(z — mg)] } . (5.38)

E interessante notar que através de uma escolha conveniente dos pardmetros A e B o
modelo (5.34) pode reproduzir tanto sistemas com dois mfnimos como sistemas com um
tnico mfnimo, e cuas solugoes sao singulares. A fim de analisarmos as confinguragoes
BPS do sistema (5.34), consideraremos alguns casos para os valores de seus parametros

Ae B.
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS
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Figura 5-7: Aspecto do potencial interpolante com A =1¢e B =2
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Figura 5-8: Kink do potencial interpolante para A=1e B =2
5.9 CasoemqueB > A
Para este caso consideramos valores de B maiores que os valores de A. Assim o po-

tencial (5.34), se assemelha ao modelo A\¢* por apresentar dois mfnimos e ser limitado

inferiormente, conforme mostra a figura 5-7.

A solugao BPS (5.38) do modelo neste caso seréd
¢(x) = arcsin h{i tan[i(z — zo)]},

representada pela figura 5-8.
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS

Figura 5-9: Aspecto do potencial interpolante com A — 0e B = —1

5.10 Caso em que A — 0

Neste caso, em que consideramos A — 0 o modelo (5.34) se torna

V(6) = 5 B sec h¥(9),

que estd representado pela figura 5-9.
Seria interessante tomarmos o limite desse modelo, neste caso, quando ¢ — +o00

A 2B%e*°
1- —_ 2 seC 2 = ——— = = i
Jim 2B sec h*(¢) 1+ )2 0 (5.41)

Para obtermos a configuragao BPS deste modelo, precisamos tomar o limite de (5.38)
quando A — 0
)liin}) ¢(z) = —arcsenh(Bz), (5.42)

que estd representada na figura 5-10.

Ao calcularmos o limite de (5.42) quando z — F00

lim ¢(z) = Foo (5.43)

r—too

observamos que o resultado recupera o encontrado em (5.33), a menos dos limites trocados
devido ao sinal de (5.42). Entretanto é oportuno lembrar que este é o caso em que A — 0.

A principio esta liberadade assintética nos permite que se faca A tao pequeno quanto
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS

-75 -50 -256 0 25 50 75 100
X

Figura 5-10: Configuracao BPS do potencial interpolante quando A — 0, e B = —1

se queira, porém nao zero. Neste caso ao fazermos, por exemplo, A — 1,0.107¢ ao

calcularmos o limite de (5.38) quando z — o0
lirin o(z) = F19, 4604 (5.44)

mostramos que de fato existem dois minimos de (5.34) quando ¢(z) = F19,4604. Isto
mostra que o caso em que A — 0, representa na realidade o afastamento dos minimos de
(5.34), quando o valor do parametro A deixa de ser significativo em relagdo ao valor do
parametro B, o que claramente permite que o termo B sec h(¢) prevalega sobre o termo

Acosh(¢). Neste caso o modelo (5.34) se aproxima do modelo (5.29).

5.11 Caso em que A > B

Neste caso para valores de A maiores que os de B, escolhendo A =2 e B = 1 temos para
(5.34)
V() = 5 [2cosh(9) ~ Lsech(9)], (5.45)

representado pela figura 5-11.

A configuragao BPS, neste caso sera

é(z) = arcsin h {? tan [VA2(z — )] } ,
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS

T

" 15-1-050 05 1 15 2
¢

Figura 5-11: Potencial interpolante com A =2e B=1

Figura 5-12: Configuracao BPS do potencial interpolante para A =2, A=1e B =1

representada na figura 5-12.

A figura 5-12 apresenta vérias divergéncias para o campo ¢, para varios intevalos de
z. De certa maneira este fato parace estar incoerente com a figura 5-11 que apresenta
apenas um infinito em ¢ — =00, e nao varios infinitos, como nos leva a supor uma
andlise da forma do potencial deste modelo através estritamente de sua configuracao
BPS (5.46). Poderfamos ser levados ainda, na tentativa de explicar essa incoeréncia, a
supor que o espago para este modelo esteja espontaneamente quebrado, o que nos leva a
compatificar espacialmente o sistema, para os valores dos parAmetros A e B neste caso,

semelhantemente ao que acontece no modelo de Liouville - veja Apéndice B.

Conclusivamente, a respeito do método pelo qual procedemos a fim de obter as confi-
guragoes que satisfazem o critério de Bogomol 'nyi, de fato representa a génesi de qualquer

kink em 1+1 dimensoes uma simples equacao diferencial linear, naturalmente, quando
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CAPITULO 5. ORIGEM DAS SOLUCOES BPS

consideramos o caso de campos escalares [28].

Quic4, notavelmente, pudéssemos estender o método para outros defeitos topolégicos

como os instantons que sao representados por equagoes nao lineares do tipo presentes

neste trabalho [29], o que poderia representar uma extensao bastante ttil deste método

quando aplicado a tais sistemas.
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Capitulo 6

Conclusoes e comentarios

Em nosso trabalho, procuramos investigar as propriedades e consequéncias da equi-
valéncia entre as solugoes clédssicas de uma classe de equacoes de campo nao lineares,

estendendo este estudo para os efeitos quanticos desta equivaléncia, ao nivel de drvore.

E conveniente lembrar que, como exposto no capitulo 2, tais solucdes apresentam
relevantes propriedades a luz da teoria quantica de campos : aparecem em modelos que
suportam quebra espontinena de simetria, conectam os vdcuos do sistema, fen6meno
relacionado as caracterfsticas topolégicas de sistemas onde o campo se comporta assin-

toticamente em + oo, e apresentam uma energia finita e concentrada numa regiao do

espago.

Partindo do método usual ou do método de Bogomol 'nyi, para o cilculo das solugoes
BPS, introduzimos a relacao responsdvel pela equivaléncia entre os vdrios modelos de
sélitons, dentre os quais demonstramos especificamente o mapeamento entre os kinks do

modelo de Sine-Gordon, Liouville e A¢”.

Vale a pena ressaltar a importancia desses mapeamentos, no sentido de que possibili-
tam eventuais solugoes e propriedades a partir de diferentes modelos. Isto ilustra como o
procedimento pode ser aplicado ao discutirmos as solugoes de equagoes diferenciais nao

lineares.

E interessante destacar a equivaléncia que demonstramos entre o método utilizado
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CAPITULO 6. CONCLUSOES E COMENTARIOS 66

neste trabalho, que origina os mapeamentos e o utilizado por Bazeia e colaboradores em

seu trabalho sobre os defeitos deformados (8].

Outro aspecto importante de nossa investigacao, sao as consequéncias de estender-
mos a andlise, ao construirmos uma versao quéntica da equivaléncia entre as solugoes
propostas no Capftulo 3. Ao considerarmos a transformacao entre os campos direta-
mente na densidade de lagrangiana, demonstramos que as energias do sistema original e
transformado sdo iguais [7], ao contrdrio dos sistemas deformados em que a correspon-

dente energia leva em conta a deformacao [8].

Com respeito a andlise perturbativa das solugoes no Capitulo 4, a fim de estudar-
mos a estabilidade linear das mesmas, agora levando em conta a deformacao do termo
cinético na densidade de lagrangiana, demonstramos que teremos um operador fatordvel
em determinadas condigoes onde, por exemplo, a deformagao no potencial sugerida nos

defeitos deformados aparece como um caso particular.

A fim de mostrarmos que uma deformagao no termo cinético da densidade de la-
grangiana é capaz de gerar solugoes estdveis mapedveis, particularizamos a condigao de
vinculo da estabilidade a fim de obtermos uma solugao explicita. O que observamos
foi que uma transformacao apropriada na densidade de lagrangiana, é capaz de gerar
solugoes topolégicas provenientes de modelos que a principio nao as gerariam, o que de
certa maneira representa o éxito da aplicacao do método restringindo-nos, é claro, as

solucoes de interesse.

Uma visdao mais profunda acerca das solugoes BPS, provenientes de modelos para
um campo escalar em 141, dimensoes foi tratada no Capitulo 5, onde mostramos que
qualquer excitagao soliténica de um campo escalar pode ser gerada a partir de uma
equacao diferencial mestre de primeira ordem, através de uma transformacao conveniente

do campo.

Entao, utilizamos o método para introduzir um modelo ainda nao citado na literatura

e cujas propriedades sdo interessantes porque, tanto se assemelha a teoria A¢*, por apre-

sentar um potencial com quebra espontinea de simetria, quanto a modelos com potencial

sem minimo, dependendo naturalmente de uma escolha apropriada de seus pardmetros.
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CAPITULO 6. CONCLUSOES E COMENTARIOS 67

Uma andlise quéntica mais profunda, que leve em conta corre¢ées a um loop por

exemplo, deverd ser feita futuramente. Sabemos, no entanto de antemao, que devem

surgir novos termos efetivos, proporcionais a h*, na densidade de lagrangiana [30].

Podemos ainda utilizar o método desenvolvido no capitulo 5, a fim de buscar novos
modelos com solugoes topolégicas analfticas, além de usar a equagao de mapeamento

entre os modelos cldssicos no sentido de verificar qual modelo quantico seria equivalente.
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Apéndice A
Boost de Lorentz

Transformacgoes denominadas "boost de Lorentz” sao aquelas que conectam dois refe-
renciais inerciais que se movem com velocidade relativa v. Se o movimento relativo é ao

longo do eixo comum z, as equagoes sao

Tz — vt t —vz/c?
g = ’=y,z’=z,t’~" /

- - =" Al
(1—v2/c?)2 y (1 —v2/c?)2 A

Entao, a principio, podemos usar as equagoes (A.1), para obtermos as solugoes estdticas
de uma equagao de movimento, ji que as transformacoes nos oferecem uma arbitrariedade

na escolha de v. Isto é claro, devido a invaridncia da equacao de onda

. 8% 0%
I i o PR
o 0z? Ot?’

em 1+1 dimensoes, mediante (A.1). Considerando um campo ¢[z'(z,t),t'(z,t)], temos

AR I CAT
oz ) Oz oz ) ot '\ oz’ o)’

i O e e I )
ot oz " \at)or ="\ o T ov

-ﬁ — 2 62 e 2 ) 62 + ?}2 _(?__2._
o9z~ T \6z2 " “Yoror TV a2 )
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APENDICE A. BOOST DE LORENTZ

de modo que

Denominando

8—2 = % [v? o — 20 & +—(?-2—
oz~ T\ o2z “Yorov T o)

&Lk B B
0s? ~ o2 9z o7

2 = (1 - 1;2/(:2)_ yB=—vlc,=ct,zl =z, =y, 2* =2,

as equagoes de transformacao (A.1) podem ser expressas como

2 3 3

¥ = y(z° + Bz?), 2V = y(Bz° + z?), ¥ = 2%, ¥ = 3.

Observando que

podemos escrever

T=pri=1

v = cosh ¢, v3 = sinh ¢, tanh ¢ = v/ec.

Parametrisando assim a transformacgiao em termos da varidvel ¢, obtemos

cosh¢ sinh¢g 0 0
sinh¢ cosh¢ 0 0
0 0 10
0 0 01

A matriz acima é conhecida como matriz de boost, a qual iremos designar por B. O

gerador K, desta transformacao de boost ao longo do eixo z é definido como

0100
1 000
0000

000
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APENDICE A. BOOST DE LORENTZ
Similarmente, os outros geradores boost sio

0010 0001
0000 10000
K
1000 0000
0000 1000

Como estamos considerando o caso em que a lagrangiana do sistema (2.4) é invariante de
Lorentz, dada a solugao estética de (2.11), pode-se a principio, aplicar as transformacdes

de Lorentz (A.1) a fim de obter a solugao do kink em movimento. Este é o caso da

solugao que encontramos em (2.20) da teoria A¢*, 4 qual desejamos encontrar a solucio

da equacao de movimento. Como ¢ é um campo escalar, precisamos somente transformar

suas coordenadas, o que gera

b(z,1) :atarm,\a{[g%l’”_i{;—“t”

onde 1 > u > —1 é a velocidade, e trabalhamos em um sistema de unidades em que

c=1.
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Apéndice B

Compatificacao na teoria de

Liouville

Na teoria quantica de campos do modelo de Liouville, em 141 dimensoes, uma teoria de
perturbagao renormalizdvel pode ser definida, na qual a invariancia da translacao espacial

é quebrada espontaneamente e o espago-tempo semi-compatificado espontaneamente (31].

A teoria de Liouville é governada pela densidade de lagrangiana

1 2
L= 50,400 - (%) &,

onde 3,m? > 0 e ¢ = 1, cuja equacido de movimento correspondente é dada por

O¢ + (%2) e = 0. (B.2)

Este modelo foi proposto e resolvido por Liouville no século dezenove [32]. Na década

de 1970 ele ressurgiu no estudo de instantons e na reformulacdo da corda dual [33].

A acao deste modelo
5 / d*zL, (B.3)
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APENDICE B. COMPATIFICACAO NA TEORIA DE LIOUVILLE

é invariante sob transformacao conforme
bz = —f¥,

8¢ = 'Ot + B Ouf",

onde f* é um vetor de Killing conforme [34](35],
Hfr+df*—g"0.f*=0 (B.6)
= fr=f*@"), =) (B.7)

A corrente conservada pode ser expressada em termos de um tensor energia-momento

conformalmente modificado

BB Ol =0, (B.8)

o = 4P — g™ L + %(gw’m — 0"0")4. (B.9)

A solucao da equagao de movimento B.2, para a qual deseja-se construir o estado

quéantico solitonico, provém da equagao de primeira ordem BPS, para o campo estético :

sy = — 1 ln[%x el (B.10)

Pequenas oscilagoes nao desestabilizam B.10. Se a solucao for perturbada
®(z) = ¢(z) + exp(—iwt)y,(z)

e B.2 for linearizada em torno de ¢, entao ¥ (z) satisfaz (com zo = 0)
" 2 2
_ww + _wa =w ww'
z

Esta equagao tem autovalores positivos, uma vez que w é real.

. (z)= \/% [w = cos(w:z:)] .
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APENDICE B. COMPATIFICACAO NA TEORIA DE LIOUVILLE

E importante destacar que nao ha modos de frequéncia zero:

Yumo = 0. (B.14)

Entretanto os modos B.13 sendo de paridade par, sao completos em somente metade

do semi-eixo e estao normalizados.

Retornando agora a teoria quantica de campos, postula-se que B.10 é uma aproxi-
macao do valor esperado do estado fundamental do campo quéintico. Em outras palavras,
postula-se que a invaridncia translacional do espago é quebrada espontaneamente e hi

estados fundamentais equivalentes degenerados, z :

< z/(@)la >= ~F lzm(z)] + cq

onde c.q. denota as corregoes quénticas.

O fato de que a energia é infinita nao é um obstdculo, desde que se considere este
infinito como a energia do viacuo que pode ser subtraida do hamiltoniano. Além disso, o
estado quantico do séliton situa-se no mesmo espaco de Hilbert que aqueles no setor de

vacuo, conforme exposto no capitulo 2.

A consisténcia destes postulados é revelada ao se computar as corregoes quénticas de
ordens superiores. Assim lembrando que pequenas oscilagoes sao completas somente em

metade do intervalo,

T =%y, (B.16)

z < o, (B.17)

postula-se que a coordenada espacial se contrai espontaneamente para B.16 ou B.17.

Esta é a semi-compatificacao da teoria.
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Apéndice C

Energia dos defeitos deformados

A teoria introduzida por Bazeia e colaboradores [8] a fim de gerar novas solugoes BPS, é

definida por meio de um potencial deformado por uma fung¢ao bijetora bem comportada

P VIf(9)
V(g) = TOPE (C.1)
onde V(¢) é o potencial deformado e f'(¢) = df /d¢.

Neste caso

¥i=f1v),i=1,2,..,n, (C.2)

sao minimos da nova teoria conectados pelos defeitos originais por meio da relagao

o(x) = [ (). (C3)

Assim a energia dos defeitos deformados serd

e (8 - [ () (2"

onde E'Bps representa a energia no limite de Bogomol 'nyi.

Claramente vemos na relagao (C.4) que a energia dos defeitos deformados depende

da deformacao introduzida no potencial.
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Apéndice D

Estabilidade das solucoes

deformadas

Conforme exposto na segao (4.3) a estabilidade das solugbes deformadas estavam vin-
culadas a equacao (4.63). Em outras palavras, garantindo a existéncia de H(¢p), asse-
guramos a estabilidade das solugoes mapedveis qualquer que seja g(y) na densidade de
lagrangiana (4.33). Assim, é interessante encontrar uma forma para H(y), que atenda a

exigéncia de estabilidade das solugoes que estamos tratando. Reescrevendo (4.63), onde

- (D.1)

de dp

d [dH dV

dp
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APENDICE D. ESTABILIDADE DAS SOLUCOES DEFORMADAS

Por outro lado

i In
dyp

logo podemos escrever

No entanto se

o que nos leva facilmente a expressao

Hp) =V + [ do |[Flo) -V (;)] , (D.9)

que uma vez integrada, nos fornece a fun¢io H(p) que garante a estabilidade dos kinks

introduzidos nesta dissertagao.
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