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“The mathematician plays a game in which he himself invents the rules while the physicist plays a
game in which the rules are provided by nature, but as time goes on it becomes increasingly evident
that the rules which the mathematician finds interesting are the same as those which nature has chosen.
(Paul A. M. Dirac)



RESUMO

Neste trabalho introduzimos o leitor a dois assuntos em teoria de campos: Sistemas Hamiltonianos
Vinculados (SHV) e Reducao Dimensional a la Kaluza-Klein (KK). Na primeira parte do trabalho, apds
um breve resumo dos formalismos lagrangiano e hamiltoniano, investigamos importantes propriedades
dos SHV através do algoritmo de Dirac-Bergmann, que nos permite analisar estes sistemas de maneira
correta. Em seguida, aplicamos esta técnica em cinco modelos de teoria de campos: Maxwell,
Maxwell-Proca (MP), Einstein-Hilbert (EH) linearizado, Fierz-Pauli (FP) e WTDiff. Na segunda parte,
realizamos redugdes dimensionais KK com o intuito de obter modelos massivos em D dimensdes a
partir do modelo ndo massivo correspondente em D + 1 dimensdes. Com esta abordagem, obtivemos
MP a partir de Maxwell, FP de EH e WTDiffm de WTDiff.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas hamiltonianos vinculados. Algoritmo de Dirac-Bergmann. Redug@o

dimensional. Kaluza-Klein. Spin-1. Spin-2.



ABSTRACT

In this work, we introduce the reader to two subjects in field theory: Constrained Hamiltonian Systems
and Kaluza-Klein Dimensional Reduction. In the first part of the work, after a brief review of La-
grangian and Hamiltonian formalism, we investigate important properties of Constrained Hamiltonian
Systems through the Dirac-Bergmann algorithm, which allows us to analyze these systems correctly.
Then, we apply this formalism to five models in the context of field theory, namely, Maxwell, Maxwell-
Proca (MP), (linearized) Einstein-Hilbert (EH), Fierz-Pauli (FP), and WTDiff. In the second part, we
perform Kaluza-Klein dimensional reductions in order to obtain massive models in D dimensions from
their massless correspondents in D + 1 dimensions. Within this approach, we have obtained MP from
Maxwell, FP from EH and WTDiffm from WTDiff.

KEYWORDS: Constrained Hamiltonian systems. Dirac-Bergmann algorithm. Dimensional Reduc-
tion. Spin-1. Spin-2.
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1 INTRODUCAO

Basicamente o objetivo deste trabalho de graduacao € dotar o leitor, ja familiarizado com alguns
topicos de mecanica analitica e teoria de campos, de conhecimentos de: Analise Hamiltoniana de
Sistemas Vinculados, que pode ser utilizada para andlise do conteddo fisico das teorias, ¢ Reduc¢ao
Dimensional, utilizada neste trabalho como método para obter modelos massivos em D dimensdes a
partir de um modelo ndo-massivo em D + 1 dimensdes.

O assunto Sistemas Hamiltonianos Vinculados (SHV) €, em certo ponto, pouco abordado na maioria
dos cursos de graduacdo, e até mesmo de pds-graduagdo, de mecanica analitica. Embora sua existéncia
possa até passar desapercebida para um estudante, este assunto € de fundamental importancia. Em
teoria de campos, por exemplo, as teorias de gauge sdo descritas por lagrangianas que possuem matriz
hessiana singular! e isso exige um certo rigor na andlise hamiltoniana dessas teorias, caso contrario, as
equagdes de Hamilton nao reproduzem as equacdes de movimento de Euler-Lagrange.

A técnica adotada neste trabalho para a andlise Hamiltoniana correta de tais modelos segue a
exposicao de Dirac (DIRAC, 1964). Longe de ter a pretensdo de abordar todos os aspectos destes
sistemas?, faremos uma breve revisio de mecanica analitica, baseada em (LEMOS, 2007), para que
possamos introduzir o assunto visando sua aplicacdo na andlise do conteudo fisico dos modelos de
Maxwell (spin-1) e Einstein-Hilbert linearizado (spin-2), e suas versdes massivas Maxwell-Proca e
Fierz-Pauli. Analisaremos também um modelo alternativo de spin-2, chamado de WTDiff. Através
do chamado “Algoritmo de Dirac-Bergmann", encontraremos a dimensao do espago de fase reduzido
de cada um desses modelos e checaremos que de fato descrevem particulas de spin apropriado com
hamiltoniana reduzida positivo-definida. De quebra, o método ainda explicita a presenca de alguma
simetria de calibre na teoria. A andlise do conteudo fisico foi baseada na apostila (SANTOS, 2018) e
na dissertacio (RODRIGUES, ).

O leitor poderd perceber que a andlise hamiltoniana dos modelos acima citados nos leva a concluir
que as teorias nao massivas em D + 1 dimensdes possuem o mesmo nimero de graus de liberdade
da teoria massiva em D dimensdes. Embora isso ja fosse esperado do ponto de vista da teoria de
grupos, encontramos uma maneira explicita de relacionar as teorias massiva e ndo-massiva através
de uma Redug¢do Dimensional a la Kaluza-Klein, que foi tema de um trabalho de graduacido em 2015
(GRACIA, ). Além deste, também utilizamos a tese (BONIFACIO, ) e os artigos (BONIFACIO; FER-
REIRA; HINTERBICHLER, 2015; OVERDUIN; WESSON, 1997, KHOUDEIR; MONTEMAYOR;
URRUTIA, 2008).

Durante todo o texto utilizamos a notacdo de Einstein para a soma de indices repetidos, o sistema

de unidades naturais com ¢ = 1 = fi e a assinatura {—1,1,...,1} para a métrica de Minkowski.

' Adiante explicitaremos o que isso significa. Associamos o termo SHV a tais modelos.

2 Para um estudo aprofundado recomendamos as referéncias (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992; SUNDERMEYER,
1982; HANSON; REGGE; TEITELBOIM, 1976).
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2 ANALISE HAMILTONIANA DE SISTEMAS VINCULADOS

A principal motivacao de estudar SHV neste trabalho de graduagdo (TG) € o fato de que teorias
fisicas modernas de significado fundamental sdo descritas por lagrangianas com matriz hessiana
singular.

Lembremos que a dimensao do espago de configuracdo de um determinado sistema se reduz na
presenca de vinculos e, de certa forma, as equacdes de Lagrange ja levam isso em conta'. Porém a
passagem do formalismo lagrangiano para o formalismo hamiltoniano € mais sutil. Neste caso, o
espaco de fase que € reduzido. As equacdes de Hamilton nao fornecerdo os resultados corretos se
existirem vinculos a nivel hamiltoniano. Para tratar destes sistemas, utilizaremos a exposi¢do de Dirac
(DIRAC, 1964).

Comecemos fazendo uma breve revisdo do formalismo hamiltoniano, onde esperamos deixar claro

a utilidade do tratamento de Dirac para a anélise hamiltoniana.

2.1 UMA BREVE REVISAO DO FORMALISMO HAMILTONIANO

Um sistema mecanico com um ndmero finito N de graus de liberdade pode ser descrito por N
coordenadas generalizadas, com as quais podemos escrever a Lagrangiana L = L(q;, ¢;,t) onde
1=1,2,...,N.

As N coordenadas generalizadas e as respectivas N velocidades generalizadas ¢; constituem o
chamado espaco de configuracio de dimensdo 2V do sistema.

Em mecéanica analitica sabemos que as equacdes de Euler-Lagrange podem ser obtidas através do

principio de Hamilton, no qual a acdo S
to
t1

¢ minima para a trajetéria real, mantendo fixos os pontos inicial e final no espago de configuragcdes
(5q<t1) =0= 5q(t2), isto €,

d (0L oL
08 =0 = — — =0 =1,2, .., N 2.2
que constituem um conjunto de N equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem, que podem ser
resolvidas dadas NV condigdes iniciais (¢;(0), ¢;(0)).

Definimos o momento candnico p; como

L
b= 0a

(2.3)

A transicao do espaco de configuracdo para o espaco de fase formado pelas coordenadas generali-

zadas e pelos momentos candnicos sO € possivel se as N quantidades p; acima forem independentes

' Na presenca de certos vinculos ndo-holdnomos é necessdria a introducdo de multiplicadores de Lagrange.



12

entre si. Caso contrdrio, passaremos de um espaco (¢;, ¢;) de dimensdo N para um espago (g;, p;) de
dimensdo menor. Basicamente, o assunto SHV estuda os casos onde ndo é possivel obter esses N
momentos independentes.

Note que podemos reescrever as equacdes de Euler-Lagrange (2.2) como

0L 0*L oL oL
——q; + —q; + — ——=0. (2.4)
0¢;04; 0q;04; dq;0t  0q;
Definindo a matriz Hessiana W 2
W)ij = == (2.5)
( ) J anaQJ

vemos que ndo é possivel determinar unicamente todas as aceleragdes §;(¢) em fung@o dos ¢; e ¢; se
DetW = 0. Neste caso, o sistema € dito vinculado ou singular.
Da ultima definicdo e de (2.3) segue que a condi¢@o sobre o jacobiano J;; da transformagao, do

espaco de configuragdo para o espaco de fase (¢, ) — (g, p), coincide com a condigdo sobre a matriz

: Ip; : .

hessiana J;; = a_pz = W;;. Assim temos dois casos:
95

e Se detW = 0, a matriz hessiana é singular e as quantidades p; nao sdo independentes. Nao ha
relacdo um-a-um entre todos os ¢; € 0s p; € o0 espaco de fase ndo possui 2N dimensdes. Neste

caso, existem relagdes fundamentais entre as coordenadas e os momentos do tipo

Sml@pi) =0 (m=1,..,n). (2.6)

Essas n relagdes sdo vinculos que restringem o espaco de fase do sistema. Por dependerem
unicamente da forma da lagrangiana, damos a essas rela¢cdes o nome de vinculos primarios.

Esse € o caso em que estamos interessados neste trabalho.

e se detWW # 0 entdo as N equagdes (2.3) podem ser resolvidas para as N velocidades generali-
zadas. Desse modo, existe uma relagcdo um-a-um entre ¢; e p; e € possivel fazer a transi¢ao do
espaco de configuracdo para o espago de fase I', ambos de dimensdo 2NV, introduzindo a funcdo

Hamiltoniana H(g;, p;,t) por meio de uma transformacdo de Legendre:
N
H(qi,pit) = Y _ d4ipi — L(qi, G t) 2.7)
=1

com ¢; = fi(qi,pi,t). Em geral, essa condi¢do é assumida por hipétese na maior parte dos

problemas de mecénica analitica em um curso tradicional.

A partir da defini¢do (2.7) podemos obter, vide por exemplo (LEMOS, 2007), as equacdes de

Hamilton:

oH . oH B
Opi — 0q; B

um conjunto de 2N equacdes diferenciais parciais de primeira ordem, soltveis a partir de 2/V condicdes

iniciais (¢;, p;) e que determinam a dindmica no espago de fase.
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Podemos definir também os parénteses de Poisson de duas fungdes dindmicas arbitrarias f(g;, p;) e

9(qi, pi) como N
_ of 9g  Of 9y
[f7 g] B ; (8% Op; Op; 8%’) . (29)

Segue de (2.8) e (2.9) a equagdo de movimento para uma variavel dindmica f(q, p,t):

af

af _ of
ot

=)+ 2.10

Se as relagdes acima forem utilizadas para o caso DetlV = 0, sem levar em consideracao os

vinculos hamiltonianos (2.6), a dindmica do sistema serd descrita de maneira equivocada!

2.2 SISTEMAS HAMILTONIANOS VINCULADOS

Consideramos agora o caso em que DetW = 0, seguindo a exposi¢ao de Dirac em seu influente
livro (DIRAC, 1964), onde o autor consolidou seus pensamentos a respeito do formalismo candnico de
sistemas vinculados.? Essa parte do TG foi fortemente influenciada pelo texto de (SANTOS, 2018).

Chamamos o sistema de vinculado devido a presenca dos vinculos primérios (2.6). Tais vinculos
ndo nos permitem escrever todas as velocidades generalizadas em funcdo dos momentos e isso significa
que a Hamiltoniana candnica (2.7) ndo é bem definida em todo o espaco de fase.

Suponha que a partir de (2.3) apenas M das N velocidades generalizadas ¢; (i = 1,2,...,N)

possam ser escritas como
Ga = fa(qis ) (a,b=1,2,..M < N), (2.11)
sendo as demais N — M velocidades indeterminadas no espaco de fase. Por outro lado, temos:

Pa = ga(Qiadb) ((I, b= 1727 M)v
Pk = gk(Qi»Fa) (k =M + 17 cey N)a (212)

que definem os n = N — M vinculos primarios:

Ok (qisPa) = Pk — 96(¢i,pa) =0 (k=M+1,..,N). (2.13)

Esses n vinculos definem um subespaco I'. do espaco de fase I', sendo 0 movimento restrito a este
subespaco, cuja dimensdo é 2N —n = N + M.

A Hamiltoniana candnica (2.7) ndo esté definida em todo o espaco I' diante da indeterminagdo das

2 Paul A. M. Dirac e, independentemente, Peter G. Bergmann e colaboradores, com propésitos distintos, iniciaram no fim

da década de 1940 um estudo sistemdtico de SHV no contexto de teorias de calibre (gauge), influenciando os posteriores
trabalhos. Referéncias podem ser encontradas em (PONS, 2005).
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n velocidades ¢;,. Note que?

H = pgo + pd — L(q, 4, 1) = p"da + ¢"d — L(g, §)
= =¢"———=4¢"—p" =0, (2.14)
Ady; Ady,
onde utilizamos (2.3), (2.12) e (2.13). Logo H ndo depende de ¢, e é apenas no subespacgo I'. que ela
estd definida. Nosso objetivo é definir uma nova hamiltoniana, véalida em todo I'.
Procedendo de maneira similar a inclusdo de vinculos ndo-holénomos ao formalismo lagrangiano
através dos multiplicadores de Lagrange, vide por exemplo (LEMOS, 2007), definimos uma nova

quantidade Hp chamada de Hamiltoniana primadria:

Hp=H+> M\, (2.15)

k=1

onde introduzimos n multiplicadores de Lagrange, fun¢des a priori arbitrarias. Note que com a
defini¢do (2.15) H = Hp em I'. porém a dinamica de Hp € diferente da dindmica de /{ uma vez
que ¢ = dk(q;, pa)- Logo, as equacdes de movimento obtidas a partir de Hp sdo diferentes daquelas
obtidas com H.

As equagdes de Hamilton, sujeitas aos n vinculos ¢ (q, p) = 0, oriundas do principio variacional

to N
t1 i

sao:
. 0H . Oy
i = + A , 2.16
Gi= 5 ; T, (2.16)
. OH <~ . Oy
=22 N , 2.17
=5 ; . 2.17)

2.2.1 Igualdade fraca

Antes de reescrevermos as equacgdes de movimento utilizando parénteses de Poisson vamos
introduzir o conceito de igualdade fraca e igualdade forte.

A igualdade fraca ¢ utilizada para ressaltar que uma varidvel dindmica F'(q, p) ~ 0 s6 é nula no
subespago I'.. Duas fungdes sdo ditas fracamente iguais se F' ~ G.*

Jd uma varidvel dindmica F'(q, p) ~ 0, ou simplesmente F'(q,p) = 0, é dita ser fortemente nula se

ela for nula ndo s6 em I'., mas também em alguma vizinhanca desse subespaco. Para tal, exigimos que

F(q,p)

Usaremos sempre que possivel a,b = 1,2,.... M ek = M +1,..., N = 1,....,n. Estamos utilizando a notac¢io de
Einstein em algumas equacdes para despoluir o texto.

4 Por exemplo, dadas as fungdes (F, G : R x R — R) F = e(**+¥) e G = cos(2z + 2y) temos F' # G mas F ~ G no
subespaco definido por ¢ = x 4+ y = 0.

r.— 07
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o0 0

= d;x, devemos expressar os vinculos (2.13) como igualdades fracas.

o

C
omo p;

2.2.2 Parénteses de Poisson

Considere uma varidvel dinimica g = g(q, p):

St 5 2.18)
Utilizando (2.16) e (2.17) temos a equacdo de movimento para a variavel dindmica g(q, p):
g=lg,H] + ZAk 9, D]- (2.19)
Proposicao: g ~ [g, Hp|.
Demostracao: Utilizando a linearidade dos parénteses de Poisson temos
lg. Hp] = [g, H + Z Aer] = [9, H] + [g, i Ak @]
k=1
H]+ Z (lg, Meldr + Aelg, oil).- (2.20)
k=1
Como ¢, ~ 0 segue de (2.19) que
lg, Hp] ~ [g, H] + Z Aklg, &) = < 2.21)

Fica clara a diferenca entre este resultado e o seu andlogo para o caso em que o sistema nao €
vinculado: ¢ = [g, H]. A expressdo (2.21) nos informa que a evolugdo temporal de uma varidvel
dinamica ¢(q, p) depende dos parénteses de Poisson de g com os vinculos ¢y. Isso significa que os
vinculos sé podem ser postos iguais a zero depois que todos os parénteses de Poisson forem calculados.

Note que as equacdes de Hamilton podem ser reescritas como

. a H P . (9[-[ P
i ~ i, Hp| = ) i = |Pi, Hp| = — : 2.22
G~ lai Hel = 5> pi = [pi; Hp] 94, (2.22)
Como gf = 0 segue da primeira equagdo acima que os n multiplicadores de Lagrange \; estdo

diretamente relacionados com as n velocidades generalizadas ¢:

Veremos a seguir em que condi¢des as quantidades A\, permanecem arbitrarias.
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2.3 ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

Por consisténcia, exigimos que os vinculos primdrios devam ser preservados no tempo: ¢ ~ 0.

Entdo, utilizando g(q, p) = ¢, em (2.21), obtemos as condicdes de consisténcia:
O = (o, H] + > Nlon. 1] ~ 0 (k,1=1,2,...n). (2.24)
=1

Essas n equagdes podem determinar alguns dos multiplicadores de Lagrange \; como também
podem levar a novos vinculos, que serdo chamados de vinculos secunddrios. Exigindo que esses
vinculos também sejam preservados no tempo, podemos obter novos vinculos® ou determinar algum
dos multiplicadores. Repetimos esse processo até que todos os multiplicadores sejam determinados ou
até que nenhum novo vinculo apareca (relagdo de consisténcia identicamente satisfeita). Esse processo
€ chamado de Algoritmo de Dirac-Bergmann.

De (2.24), para os vinculo primdrios, temos trés casos:

1. As condigdes de consisténcia sdo identicamente satisfeitas:

[(ék,H} =0 U [¢l7¢k] =0.

Se este for o caso para todos os vinculos primérios da teoria, ela ndo conterd mais vinculos e

todos os multiplicadores de Lagrange ficardo indeterminados.

2. As condi¢des de consisténcia determinam univocamente os multiplicadores de Lagrange®

[on, H#0 U [dr.dn] #0.

Se todos os vinculos primarios se enquadram neste caso, de (2.24) € possivel expressar os A

como
n

Ao~ = (P Mwlér, H] (2.25)

1=1
onde Py = [, ¢1] sdo os elementos da matriz formada pelos parénteses de Poisson dos vinculos

primadrios, tais que det P # 0.

3. As condig¢des de consisténcia geram vinculos secundarios y:

[¢k7H} 7&0 U [¢la¢k] :07

xr(q,p) = 0. (2.26)

E comum chamar os vinculos secundérios, tercidrios, quaterndrios, ... , simplesmente de vinculos secunddrios. A razdo
disso é simplesmente diferenciar os vinculos primarios, dependentes unicamente da forma da lagrangiana, dos demais
vinculos, decorrentes das equagdes de movimento.

Se [¢r, H] = 0 a solugdo é trivial.
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A aplicagdo das condi¢des de consisténcia sobre cada um dos m vinculos secundérios

n
X = Do H] D Melxe, &) = 0 (r=1,2,...m<n) (2.27)
k=1
pode nos levar a um destes trés casos. O processo termina apds um numero finito de etapas
quando nao houver mais nenhum novo vinculo. Note que a dindmica do sistema contera
tantas fungdes arbitrarias quantos forem os multiplicadores de Lagrange )\, que permanecerem

indeterminados ao final do processo.

Exemplos ilustrativos:

1) Para ilustrar a aplicacdo do algoritmo, considere a lagrangiana’
L.
L= §(x — 7). (2.28)
Os momentos candnicos sao

Pe=T—Y , py=y—, (2.29)

e através de (2.5) podemos calcular a matriz hessiana:

w= (!t (2.30)
I | '

cujo determinante € nulo. Temos um vinculo primério ¢ = p, + p, ~ 0 e a hamiltoniana candnica €
_ 1,2 . e PR
H = 5p;. Assim, a hamiltoniana primaria €

1
Hp = 5p; + A0, (2.31)

A aplicagdo da condicdo de consisténcia (2.24) é identicamente satisfeita uma vez que [¢, H] ~ 0,
e o multiplicador de lagrange A permanece indeterminado. Caimos, portanto, no caso 1.
As equacdes de Hamilton (2.16) e (2.17) dao:

TRpr+A , pa=0, (2.32)
y= AN, py=0, (2.33)
cuja solugdo geral € p, = —p, = a (note que s6 agora usamos ¢ = p, + p, = 0 como igualdade forte)

e x(t) = y(t) + at + b onde a e b sdo constantes e y(t) é uma fungdo arbitraria do tempo.

2) Neste segundo exemplo considere a lagrangiana

1. .
L= 5@12 + q1G. (2.34)

7 Exemplos 8.8.1 e 8.8.2 (LEMOS, 2007)
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Os momentos candnicos sdo p; = ¢; + ¢z € po = 0. Através de (2.5), podemos calcular a matriz

10
= 2.35
W <O O) (2:3)

cujo determinante € nulo. Temos um vinculo primério ¢ = p, ~ 0 que nos permite escrever a

hessiana:

hamiltoniana priméria como

1. 1.
H, = 5]912 —P1g2 + 56122 + Ao. (2.36)

As equacdes de Hamilton (2.16) e (2.17) fornecem:

Grp—q , p~=0, (2.37)
o= AN, Pa=RpL— Q. (2.38)

Neste caso, a condi¢@o de consisténcia (2.24) aplicada ao vinculo primdrio fornece o vinculo secundério

X=p—q~=0, (2.39)
pois [¢p, H] = p; — ¢ (caso 3). Aplicando novamente a condi¢do de consisténcia, uma vez que
[x, H] = 0 mas [x, ¢] = —1, determinamos o multiplicador de Lagrange A ~ 0 (caso 2).

Finalmente tomando os vinculos como igualdades fortes, concluimos que a solu¢ao geral do
problema é ¢ = A, ¢ = B, py = Be p, = 0, onde A e B sdo constantes. O leitor pode verificar

rapidamente que essa é a mesma solucdo obtida através das equacdes de Euler-Lagrange.

3) Um exemplo mais elaborado é deixado como exercicio ao leitor. Considere a lagrangiana®

o 1. . . B
L(q1, G2, 41, Go) = 5(112 + @21 + (1 = )aigo + 5 (o = ¢@)? (2.40)

onde « e (5 sdo constantes arbitrdrias e a matriz hessiana é singular para qualquer valor de a e 3. O
leitor deve procurar por todos os vinculos do sistema e verificar qual dos trés casos serd obtido, para as

quatro possiveis situagdes, dependendo dos valores de a e 3.
<

E importante salientar que apds a obtencdo dos vinculos secunddrios o conceito de fracamente nulo
muda pois I'. — I'; definido como o espaco de fase reduzido onde ®(¢, y) = 0. Podemos compilar

todos os j vinculos (n primdrios e m secunddrios) em

(¢, x) =0 (p=1,2,...,n+m=7j), (2.41)
8 Exemplo 8.8.3 (LEMOS, 2007).
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todos satisfazendo de alguma maneira as 7 condi¢des de consisténcia
b, = [®p, H + Y Me[®,, 6] = 0. (2.42)
k=1
Temos j equacgdes para n < j incognitas A, cuja solucdo geral pode ser escrita como

A~ U + ZvaVk(a) (a=1,...,n1 < n), (2.43)

a=1

onde Uy, sdo as solucdes particulares (caso ii) de (2.42) e Vk(a) sdo as solugdes linearmente independentes
da equagdo homogeénea V;[®,, ¢i] ~ 0. Note que existem n; pardmetros arbitrdrios v,.

Podemos escrever a Hamiltoniana primdria omitindo os somatérios como
Hp=H+ Uk + 0V, = H + vo0a (a=1,...,n1), (2.44)

onde
H=H+Ud. ., =V "% (2.45)

Para que essa notacdo fique mais clara, note que todos os multiplicadores de Lagrange que foram
determinados estdo compilados em Uj. Se para o 1-€simo vinculo primdrio, o multiplicador de Lagrange
associado \; ndo for determinado entdo U; = 0. Ja se ele for determinado, V; = 0.

De (2.21) temos ¢ ~ [g, Hp] de forma que a dindmica de g(q, p) possui n; fungdes arbitrarias do
tempo. Ainda assim todos os requisitos da teoria dinamica foram satisfeitos. A fisica do sistema ndo

deve depender dessas fungdes arbitrarias.

Conforme comentado em (LEMOS, 2007), essa é uma situagdo com a qual ndo estamos acos-
tumados a lidar em problemas elementares’. Essas funcdes arbitrdrias indicam a utilizacdo de uma
estrutura matematica contendo atributos arbitrarios, tipico das teorias dotadas de invariancia sob trans-
formacoes de calibre (gauge), as quais costumam ser descritas por um niimero maior de varidveis do
que o numero de graus de liberdade da teoria. Compreender essas transformacoes € de fundamental
importancia em teoria de campos. Para isso vamos definir o conceito de vinculos de primeira e segunda

classe.
2.4 VINCULOS DE PRIMEIRA E SEGUNDA CLASSE
Uma fungdo F'(q, p) é dita ser de primeira classe se:
[F,®,] ~ 0 (p=1,2,....5). (2.46)

Se para algum dos vinculos @, isso ndo acontecer, a fung¢do € dita ser de segunda classe.

®  Em problemas elementares de mecénica analitica a solugiio é completamente determinada dadas as condig¢des iniciais,

ndo restando nenhuma fung@o arbitrdria apds a obten¢do da solucdo.
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Com essa definigdo, tanto H' como ¢, definidos em (2.45) sdo fungdes de primeira classe. Note
que os vinculos primarios ¢, que aparecem em H’ sdo necessariamente de segunda classe enquanto
0s que aparecem em ¢, sdo de primeira classe. Além disso, os ¢, formam um conjunto completo
de vinculos primdrios de primeira classe pois qualquer combinagdo linear de vinculos primérios de
primeira classe também € um vinculo primério de primeira classe. Sendo assim, o nimero de fung¢des
arbitrérias v, € igual ao nimero de vinculos primdrios de primeira classe.

Para discutir uma importante propriedade dos vinculos primarios de primeira classe, considere uma

varidvel dindmica ¢(q, p, t) com valor inicial go. Ap6s um intervalo de tempo infinitesimal 0t :

9(dt) = go + got
= go+ 0t{[g, H' + Y _ valg, ¢al}- (2.47)

Como os valores v, sdo arbitrarios, podemos escolher um outro conjunto v; sem alterar a fisica do

sistema, tal que

Ag(6t) = 6t(v), — va)lg, Pl = Y _ €alg, Pal (2.48)

a
onde €, = dt(v], — v,) é um nimero pequeno e arbitrario.

Embora a escolha dos v, possam mudar as varidveis dindmicas g; € p; do sistema, vide (2.16),
(2.17) e (2.45), g(6t) e g(6t) + Ag correspondem ao mesmo estado fisico'®. Por outro lado, note que
(2.48) corresponde a uma soma de n; tranformagdes candnicas infinitesimais'!, cada uma gerada por
v, com parametro infinitesimal associado ¢,.

Conclusido: Os vinculos primdrios de primeira classe ¢, geram transformacdes de calibre.

ApO6s explorar essa importante propriedade dos vinculos primarios, Dirac havia conjecturado
(DIRAC, 1964) a possibilidade de se mostrar que todos os vinculos secundarios de primeira classe
também eram geradores de transformacdo de calibre. O préprio Dirac ndo conseguiu provar tal
conjectura e de fato ha contra-exemplos, como em (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992). Mas, em
geral, postula-se que todos os vinculos de primeira classe geram transformacoes de calibre!?.

Vamos separar os j vinculos da teoria em j; vinculos de primeira classe (v,) € jo vinculos de

segunda classe (&,):

ald,x) =0 a=1,..01 (vinculos de primeira classe); (2.49)
Eu(od,x) =0 w=1 .. 79 (vinculos de segunda classe). (2.50)

No exemplo 1 da subsegdo anterior, por exemplo, diferentes escolhas de v, 14 significavam diferentes fungdes y(t).
Note que corresponder a um mesmo estado fisico ndo significa, necessariamente, corresponder a uma mesma equagio
de movimento. Em geral, e nos exemplos que veremos em teoria de campos, as propriedades observaveis de um dado
sistema independera das funcdes arbitrdrias que possam existir nesse sistema.

Transformagdes candnicas infinitesimais mudam os q’s € p’s mas nao alteram o estado fisico do sistema.

Diante de certas condic¢des simplificadoras, mas que genericamente costumam ocorrer, é possivel provar tal conjectura,
vide a subsecdo 3.3.2 de (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992). Neste TG ndo consideraremos os casos patolégicos
onde isso nao valha.
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As condi¢des de consisténcia (2.42) podem ser reescritas, omitindo os somatérios, como

(Yo, H] = 0, (2.51)
(0, H) + Mal€, €] = O (k=1,...,n<n). (2.52)

Da mesma forma que o indice a estd contando os n; vinculos primdrios de primeira classe, o indice x
acima conta apenas os vinculos primdrios de segunda classe, j& que ndo existem multiplicadores de
Lagrange para vinculos secundérios na hamiltoniana primdria.
A matriz C formada pelos C,,, = [£,,, &, ] é ndo-singular'® e nos permite determinar os 7 multipli-
cadores de Lagrange associados:
A R —(C71) w8, H)- (2.53)

Os n; = n — n multiplicadores restantes (\) permanecerdo indeterminados. Podemos reescrever a

hamiltoniana primdria em fun¢do dos vinculos primérios como
HP =H+ j\awa + AHSH =H" + j\a@ba (254)

onde H" = H — &,(C™ )€y, H] e compare (2.54) com (2.45).

Uma pergunta natural que pode ser feita é se ha necessidade de incluir os vinculos secundérios na
hamiltoniana primaria, tal qual fizemos com os vinculos primérios na hamiltioniana candnica. Bem, se
quisermos fazer isso teremos de adicionar novos multiplicadores de Lagrange a hamiltoniana primaéria.

Se fizermos isso, seremos capazes de determinar todos os novos multiplicadores associados aos
vinculos secunddrios de segunda classe e nao haverd informacao nova alguma.

Por outro lado, afirmamos que vinculos secunddrios de primeira classe também sdo geradores de
transformacoes de calibre. Mas, olhando para Hp nao é nada ébvio que alguma transformacao de
calibre seja gerada por um vinculo secundério j4 que eles ndo aparecem em Hp. Dirac propde entdo
uma hamiltoniana extendida Hz

Hp = H" + A%, (2.55)

que contempla todos os vinculos de primeira classe e faz da Hamiltoniana extendida o verdadeiro

gerador da evolugio temporal. Essa é, porém, uma condic@o totalmente ad-hoc imposta por Dirac'?.

De fato, sdo as equacdes de movimento obtidas a partir de Hp, ¢ = |g, Hp|, que sdo as mesmas obtidas
)

a partir da equacgdo de Euler-Lagrange. As de H g ndo. Note que, para varidveis dindmicas invariantes

de calibre (que sdo as observaveis) a evolug¢ao dinamica regida por Hg é a mesma regida por Hp ou

H" uma vez que os parénteses de Poisson dessas varidveis com os vinculos de primeira classe ¢, sdo

fracamente nulos'?.

13" Como a matriz C' é antissimétrica, isso implica que a ordem da matriz é par e portanto deve haver um nimero par de

vinculos de segunda classe. Com espinores essa afirmacao ja nao é valida.

Recomendamos a leitura de (PONS, 2005), onde o autor expde alguns motivos que levaram Dirac a definir essa nova
hamiltoniana. Em suma, Dirac, confiando mais em sua intui¢do fisica do que em uma demonstragdo matemaética
rigorosa, estava convencido de que uma transformagao de calibre deveria ter seu gerador aparecendo explicitamente na
hamiltoniana, como acontecia com os vinculos primarios em Hp. Define assim uma hamiltoniana extendida para se
livrar de qualquer contradicdo. Uma andlise completa mostra, porém, que essa proposta era desnessaria.

Essas varidveis, chamadas aqui de observdveis (SUNDERMEYER, 1982), sao fungdes g determinadas completamente
pelas equacdes de movimento e pelas condi¢des iniciais, ndo podendo depender portanto de fungdes arbitrarias e para

14
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2.5 FIXACAO DE CALIBRE

Postulamos que todos os vinculos de primeira classe geram transformacdes de calibre. Assim, a
presenca de tais vinculos implicam na presenca de fungdes arbitrérias na teoria. Essas funcdes alteram

6 sem alterar o estado fisico do sistema'”.

o conjunto de varidveis candnicas'

Eliminamos essa ambiguidade impondo restricdes sobre as varidveis candnicas, sem afetar as
propriedades observaveis (que nao dependem das fun¢des arbitrdrias). Para isso, introduzimos j;
fungdes €2, (q, p) chamadas de condigdes de fixacdo de gauge em uma teoria que possua j; vinculos

de primeira classe, transformando-os em vinculos de segunda classe:

Va0 Qalgp) 0 (a=1,2,... 1),
det [, 0] # 0. (230

Devemos tratar essas j; fungdes €2, como vinculos, que ndo podem ser obtidos a partir da lagrangiana
do problema. Isso nada mais é do que uma escolha de gauge ou calibre, necessaria para acessarmos a
dindmica das varidveis do problema pois com a fixacdo de gauge as fungdes v, deixam de ser arbitrarias.
Novamente lembramos que tal escolha ndo afeta o estado fisico do sistema.

Definindo a matriz G como G.p = (2, 95| segue que os n; multiplicadores de Lagrange até entdo
indeterminados sdo dados por A\, = —(G™1).5[Qs, H"]. Além disso, como agora todos os vinculos
sdo de segunda classe podemos generalizar a matriz C),,, construindo adequadamente uma matriz

M,, = [®,,®,] de forma a incluir todos os 2j; + j, vinculos. De (2.19) com A = A(q, p) temos
Aw A H] - [A®,M,}[®,, H]. (2.57)
Definicao: os parénteses de Dirac de duas fungdes F' e G sdo
[F,G]" = [F,G] — [F,®,|M,,'[®,,G]. (2.58)

Os parénteses de Dirac possuem as mesmas propriedades algébricas dos parénteses de Poisson'®. Sua
introducdo estd intimamente ligada ao processo de quantizacdo, vide (DIRAC, 1964), que era inclusive
uma das grandes motivac¢des de Dirac e Bergmann em estudar SHV. Ademais, note que [F, ®]* ~

os parénteses de Dirac de um vinculo de segunda classe com uma func¢ao arbitréria sdo nulos. Assim
[F, Hp|* ~ [F, H]*. Portanto os vinculos de segunda classe podem ser postos iguais a zero antes de se

calcular os parénteses de Dirac. Finalmente podemos escrever os vinculos como igualdades fortes e

isso basta que [g, 1] ~ 0.

Relembrando (2.48), todos 0s {qq, p, } determinados pelo conjunto de fungdes {v, }, dada uma condigéo inicial (qo, po),

pertencem a uma mesma classe de equivaléncia [(7,D)]: (go,p0) — (¢,p)1 ~ (¢,p)2 ~ -+ ~ (q,P) € [(T,D)]-

Vale destacar uma diferenca conceitual importante entre o que Dirac e Bergmann entendiam por transformacdo de gauge

em SHV (PONS, 2005): em (DIRAC, 1964), Dirac apenas considerava transformagdes que ocorriam nas vizinhangas

de um certo instante de tempo, quando as condi¢des iniciais eram dadas, vide (2.48). J4 Bergmann adotava o conceito

de transformacdes de gauge como simetrias que mapeavam solu¢des completas da dindmica de um sistema em um novo

conjunto de solugdes, igualmente aceitdveis. Este € o ponto de vista comumente adotado.

18 Sdo elas: [A,B]* = —[B,A]*, [A,BC]* = [A,B]*C + B[A,C]* e a identidade de Jacobi [[A, B]*,C]* +
[[C, A]*, B]* + [[B,C]", A]* = 0.
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concluir de (2.57) que a evolucdo de uma grandeza dindmica € regida pelos parénteses de Dirac:

A=A, H]". (2.59)

2.6 CONTAGEM DE GRAUS DE LIBERDADE

Quantos graus de liberdade do problema sao fisicos?

Relembrando os passos adotados nas se¢des anteriores, diante da presenca de vinculos, a dimensao
2N do espago de fase I' foi reduzida. Os j; vinculos de primeira classe e os j, vinculos de segunda
classe definiram um subespaco de dimensao 2N — j; — jo. Mas apds a implementagdo de ¢ fixacoes de
gauge a dimensao do subespaco se reduziu a 2N — j; — j» — t. No final das contas, t = j; e obtém-se
o espaco de fase reduzido I, da teoria. Nesse subespaco, os vinculos podem ser postos iguais a zero e
passamos a trabalhar com uma hamiltoniana reduzida H..

Assim, o nimero de graus de liberdade fisicos de uma teoria em sua formulacdo hamiltoniana n é
dado por:

n=FF—-SC—-PC—-FG

onde

EF: dimensao do espaco de fase completo I,
SC: numero de vinculos de segunda classe,
PC: niimero de vinculos de primeira classe,

FG: numero de condi¢des de fixacio de gauge.
A fim de eliminar a arbitrariedade temos F'G' = PC de modo que
n=FEF—-SC-2(PC) (2.60)

e por isso dizemos que cada vinculo de segunda classe elimina 1 grau de liberdade enquanto que cada

vinculo de primeira classe elimina 2 graus de liberdade!®.

2.7 TEORIA DE CAMPOS

A aplicacdo do método desenvolvido nas secdes anteriores também € ttil no contexto de teoria de
campos. Por isso, precisamos generalizar os resultados anteriores para um nimero infinito e continuo
de graus de liberdade, com as coordenadas generalizadas ¢;(¢) sendo substituidas por campos® ¢(z, t),
J& no contexto relativistico. Vamos apresentar uma prescri¢do de como as quantidades sdo redefinidas.

Os detalhes podem ser encontrados em livros de mecanica analitica.

19" No formalismo lagrangiano, ny, = 5 um ndmero inteiro, ja que tanto EF como SC s@o niimeros pares.

20" O campo pode ser um escalar, um espinor, um vetor ou um tensor sob transformacdes de Lorentz. Cada componente
desse campo possui infinitos graus de liberdade - o indice discreto da coordenada generalizada é subsituido por
uma varidvel continua z. Os graus de liberdade da teoria, no nosso caso, referem-se ao nimero de componentes
independentes do campo no final da andlise hamiltoniana.
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Se em lagrangiana L(q, ¢, t) de sistemas discretos a soma é sobre todos os N graus de liberdades,
no caso continuo podemos substituir a soma por uma integral de uma densidade lagrangiana’' £

que agora passa a depender do campo, das derivadas do campo, da posicdo e possivelmente do tempo
L= L(Parfar ¥ oa, T.1):
L= /d%; L(gar Pas ¥ pa, 7.1, (2.61)

Aplicando o principio variacional a acdo

to
S = / dt / &1 L(Pa, 0pPa, ) (2.62)
t1

obtemos as equacdes de Euler-Lagrange

oL oL
On (a@m) T . (2.65)

e definimos 0 momento canonicamente conjugado a ¢, como

e
Opa(x)

Da mesma maneira do caso discreto, se as equacdes (2.64) forem inversiveis, ndo serd necessdria a

m(x)

(2.64)

andlise de vinculos e serd possivel escrever a densidade hamiltoniana can6nica como
He=1%0 — L (2.65)
definida em todo espaco de fase. A hamiltoniana candnica é dada por®?
H. = / &r He(@a, ™, 0jpa, T®). (2.66)
Uma varidvel dindmica A[p, 7| é expressa em termos de sua densidade

Alp, ] = / &Pz A(pa, ™, 0itpa, Om™) (2.67)

de forma que definimos sua derivada funcional como

0Afp, m] / B {5’«4@) dpp() N 0A(x)  6(0ips(x))
50a(y) Dpp(x) 0paly)  O(0sps(x))  daly)

: (2.68)

Opg(x .
onde Pslz) _ 000> (z — ).
0pa(y)
2l Apesar disso, em um abuso de linguagem, é comum chamar tais densidades simplesmente de lagrangianas.
22 Exigimos que os ¢ e 7, bem como suas derivadas, anulem-se na fronteira desse espaco, possivelmente no infinito.
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Com o principio variacional, podemos deduzir as equacdes de Hamilton :

 SH.p, 7] OH, oM

Pa e ona aim; (2.69)

. d0H. [p, 7] OH. OH.
a - _ + az . (270)

&pa 89004 a<8190a>
Redefinimos também os parénteses de Poisson [4;, B;| = {A(x), B(y)}:
0F(y) 0G(2) _ 0F(y) 0G(2)

= [d — 2.71
(-Gl = [ e | e~ St e 27

Ja se as equagdes (2.64) ndo forem soliveis para todos os ¢, em termos dos momentos 7
entdo aparecem vinculos do tipo ¢, [y, 7] = 0 e todo o formalismo das se¢des anteriores devera ser
aplicado. Com algumas adaptagdes, o algoritmo de Dirac-Bergmann se repete de modo que as mesmas

conclusdes apresentadas anteriormente valem para as teorias de campo. As adaptagdes sdo:
e Os vinculos agora sdo relagdes funcionais: ¢i[p., 7, dp, O] ~ 0;
e A Hamiltoniana primdria é dada por Hp = [ d*z H, onde

My =Het+ > MNo(@)on(2), (2.72)
k

¢ a densidade de hamiltoniana primdria, implementada com os vinculos primérios através dos

multiplicadores de Lagrange, andlogo a (2.15);

e As condi¢des de consisténcia continuam sendo qﬁk ~ 0:
u(a) = {onla), B} + [ Py M) (0u(0). 0,0)} = {oulo), Holw)} ~0i 273
e O andlogo das transformacdes de calibre (2.48) sdo

Solor] = {0.GlEl} . Gl = / Pz (@) (), 2.74)

onde G|[e] é o gerador da transformagdo, £(x) é um pardmetro funcional arbitrdrio e ¢(x) é um

vinculo de primeira classe.

Da definicao (2.71) seguem relagdes tteis utilizadas no cdlculo das condi¢Ges de consisténcia:

{pa(®), 05(y)} = 0= {r*(z),7"(y)}, (2.75)
{a(@), 7 (y)} = 65 6¥ (2 —y). (2.76)

Essas informagdes sdo suficientes para aplicar o método a algumas teorias de campo, mote do

préximo capitulo. Vale destacar que novamente o método nos permite identificar simetrias de gauge
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e contar os graus de liberdade fisicos da teoria; a desvantagem, porém, € a perda da covariancga das
equagdes, o que torna o célculo relativamente trabalhoso.

Um aprofundamento do assunto pode ser feito nas referéncias (HENNEAUX; TEITELBOIM,
1992), (SUNDERMEYER, 1982) ou (HANSON; REGGE; TEITELBOIM, 1976), além de uma
interessante discussao em (PONS, 2005). A relacdo entre SHV e o processo de quantizag¢do ndo faz
parte deste TG mas o leitor pode encontrar o tema nestas referéncias ou entdao no proprio livro do Dirac

(DIRAC, 1964). Vamos entdo dar inicio as aplicacdes do método.
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3 APLICACAO DA ANALISE HAMILTONIANA

Neste capitulo vamos aplicar o método apresentado no capitulo anterior em modelos conhecidos
em teorias de campo: trabalharemos com os modelos de spin-1 Maxwell (Eletromagnetismo) e
Maxwell-Proca (Eletromagnetismo com massa) e os modelos de spin-2 Einstein-Hilbert linearizado
(Relatividade Geral linearizada), Fierz-Pauli (Einstein-Hilbert com massa) e WTDiff (uma teoria
de spin-2 alternativa, invariante por transformag¢des de Weyl e difeomorfismos transversais - TDiff).
Usaremos o método de Dirac para checar o contetdo fisico e a positividade da Hamiltoniana reduzida

destes modelos.

3.1 MODELO DE MAXWELL

O modelo de Maxwell, livre de fontes, é dado pela seguinte densidade lagrangiana'

1
Lyax = _ZF;WFHV 3.1

onde F* = oF A — 9" A" € uma espécie de quadrirotacional do quadrivetor potencial. Note que (3.1)

¢ invariante pela transformacao local
JAH = 0" A(x) (3.2)

para uma funcdo escalar arbitraria A. Portanto hd uma simetria de gauge na teoria e esperamos checar
com o método de Dirac a presenca de uma fungdo arbitrdria no final do procedimento.

Para analisar, separamos as componentes> espaciais das temporais em (3.1):

L= %AiAi — 4,040 + %&AO&AO — iFijFij. (3.3)
Os momentos candnicos sao
R (3.4)
04,
m = S_fi = A; — 0,A,. (3.5)

Neste caso a matriz hessiana da teoria € singular pois ndo é possivel relacionar Ay com 0 momento

candnico 7 e a teoria é vinculada. A relagio (3.4) nos fornece um vinculo primario

o(z) = 7°(z) = 0. (3.6)

1" Todos os modelos neste TG serdo abordados na auséncia de fontes.

2 Trabalhando em D dimensdes: i = 1,2,...D — 1. Lembramos que N = (—1,+1,...,+1) e definimos A; = O A;.
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A densidade hamiltoniana candnica da teoria é dada por

. . . 1
H=1'A,— L=n"Ag+7'A; + ZFWFW
1 .. , 1 g
= §7TZ7TZ + WlaiAQ + ZE]‘F”. (37)

Escrevemos a hamiltoniana candnica (2.66) e adicionamos o vinculo (3.6) com um multiplicador

de Lagrange, obtendo a hamiltoniana primadria (2.72):
po1 |1 i i 1 ij
Hp = d X 571' T+ 81140 + ZFZ]F J + )\(,0 . (38)

Agora aplicamos o algoritmo de Dirac-Bergmann. A condicao de consisténcia (2.73) para ¢ requer
que

0~ oly) = / P [{ip(y), H(z)} + M@)o W), o(@)}]. (3.9)

Calculando os parénteses de Poisson com o auxilio de (2.75-2.76) obtemos

{o(y), H(x)} = —m'(2)0 0Pz — y),
{e(y), o(x)} =0,

que substituindo em (3.9) nos dd 0 &~ ¢(y) = ;7' (y) e concluimos que ha um vinculo secundario:
x = 0" =~ 0. (3.10)

Notando que 7! = E*, essa rela¢do nada mais € que a lei de Gauss, na auséncia de fontes. Aplicando a

condic¢do de consisténcia para esse vinculo x

0~ i(y) = / 2 () M)} + M@ (), o(@)}] G.11)

chegamos a conclusdo de que tal condi¢do € identicamente satifeita e portanto ndo ha mais vinculos
na teoria. O multiplicador de Lagrange \(x) permanece indeterminado, o que justifica a presenca da
simetria de gauge na teoria de Maxwell. Uma vez que {¢(y), x(z)} = 0 segue que ¢ ~ 0 e x ~ 0 sdo
vinculos de primeira classe, que implementam a simetria de gauge.

Em D = 3+ 1, o espago de fase do modelo de Maxwell { A, 7#} possui 8 componentes mas como
cada vinculo de primeira classe elimina 2 graus de liberdade a andlise hamiltoniana desse modelo
nos ensina, vide (2.60), que existem apenas n = 4 graus de liberdade no espaco de fase reduzido
da teoria de Maxwell, o que corresponde aos 2 graus de liberdade fisicos do féton (helicidade +1)
no formalismo lagrangiano. Note que em D dimensdes, o resultado é n = 2D — 4 no formalismo
hamiltoniano e n;, = D — 2 no lagrangiano.

A hamiltoniana reduzida nada mais € do que utilizar os vinculos como igualdades fortes na
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hamiltoniana primdria (3.8). Escrevemos a hamiltoniana parcialmente reduzida

1 . .
H(pr) = 5 /dD_ll’ [71'152‘]'71'] - AZ(V25W — 818])14]] . (312)
Em seguida utilizamos os operadores de projecdo’ - ou projetores - de spin-0 e spin-1 dados respectiva-

mente por
9,0,
= v 2 y

Como y = 9;7" = 0 entdo w;;7 = 0 e escrevemos a hamiltoniana reduzida como

wi]‘ Qij = 51 — wij.

H, = % / AP [7'0,m7 — A;V?0,,A;] . (3.13)
Como os operadores de proje¢do sdo hermitianos e idempotentes, 70;;77 = 7'0;,0x;77 = (0;;77)* >
0; e os autovalores do operador laplaciano sdo negativos* segue H, > 0. A hamiltoniana reduzida
€ positivo-definida, o que garante a estabilidade classica da teoria. Note também que ela depende
apenas do projetor de spin-1, como esperado para um féton.
Por fim, em D = 3 + 1 € interessante reescrever (3.13) em termos dos campos elétrico e magnético.
Notando que 7 = E‘ e integrando por partes o segundo termo (lembrando que E=A-VVe
B =V x ff) temos

H, = %/d% (E* + B?) (3.14)

que expressa corretamente a energia armazenada pelo campo eletromagnético.

3.2 MODELO DE MAXWELL-PROCA

O modelo de Maxwell-Proca (PROCA, 1936; PROCA, 1938; POENARU, 2005) ¢ dado pela

lagrangiana
1 v m’ 1
£MP = _Z ul/F - 714“14 (315)

e é uma versdo massiva do eletromagnetismo de Maxwell. O termo de massa quebra a invariincia
de gauge do modelo por (3.2). Neste caso, ndo esperamos ter nenhum multiplicador de Lagrange
arbitrario no final do procedimento de Dirac.

Conforme fizemos no modelo de Maxwell comecamos separando as componentes espaciais das
temporais de (3.15), obtendo

2

1. . . 1 1

Uma breve introdugao a esses operadores estd apresentada no apéndice B.

Chegamos a essa conclusdo através da transformada de Fourier F'. Assuma que seja possivel tomar a transfor-
mada dos campos e dos operadores de projecdo, e que a inversa exista. Entdo, através da transformada inversa, se
AOA(z) = F7Yf(k)] = [dk e** f(k), entdo d, F~1[f (k)] = ikF 1 [f(k)] e 2F~ [f(k)] = —k>F~[f(k)] =
d2(AOA(z)) = —k? (AOA(z)).

4
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e os momentos candnicos sdo idénticos aos do modelo de Maxwell (3.4) e (3.5). Novamente temos

uma teoria vinculada, cujo vinculo primario é
o(z) =7(z) =~ 0. (3.17)
A densidade hamiltoniana candnica se escreve como

. . .. 1 2
H= Ay — L= Ao+ 74+ [Fu P+ A A

1, i 1 ij m?
e a hamiltoniana primaria é
p-1 |1 i i 1 ij m?
Hp = d T 571' T 4w &Ao + ZLFUF - 7(140140 — AZAZ) + )\(,0 . (319)

Aplicamos a condicao de consisténcia para o vinculo primério :

0~ ply) = / P [{p(y), Hx)} + Ma) o), o(0)}]. (3.20)

Calculando os parénteses de Poisson obtemos

{p(y), H(z)} = —7'(2)0" 6PV (@ — y) + m2 Ay ()6 P (z - y),
{o(y), p(x)} =0,

que substituindo em (3.20) nos dd 0 ~ ¢(y) = d;7(y) + m?2Ay(y) e concluimos que hd um vinculo
secunddrio na teoria:
X = Ot +m* Ay = 0. (3.21)

Aplicamos a condi¢ao de consisténcia nesse vinculo

0~ i(y) = / P (), M)} + M) {x(v), o(2)}] (3.22)

Calculando os parénteses de Poisson,

{x(w), e(z)} =m?*6P D (x —y), (3.23)
(X)), H(z)} = —=0W[m>A; — 8,4,0; + 0,A:0;)(x) 6P~V (z — y), (3.24)

e substituindo-os em (3.22) obtemos 0 ~ m?(\ — 9;A;)(y). Logo, o multiplicador de Lagrange estd

determinado

e nio ha mais vinculos na teoria. De (3.23) segue que ¢ ~ 0 e x ~ 0 sdo vinculos de segunda classe.

A inexisténcia de funcdes arbitrdrias no tempo vai ao encontro do fato do modelo de Maxwell-Proca
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ndo possuir simetria de gauge.

Quanto a contagem dos graus de liberdade, em D = 3 + 1, o espago de fase do modelo de Proca
possui 8 componentes, entretanto os 2 vinculos de segunda classe retiram 1 grau de liberdade cada um,
de forma que no formalismo hamiltoniano o modelo de Maxwell-Proca possui n = 8 — 2 = 6 graus de
liberdade. No formalismo lagrangiano sdo 3 graus de liberdade, como esperado para uma particula
massiva® de spin-1 (helicidades —1, 0, +1).

Em D dimensdes, n = 2D — 2 eny = D — 1. Note entdo que um féton massivo em D dimensdes
possui 0 mesmo ndmero de graus de liberdade que um f6ton ndo massivo em D + 1 possui. Essa
informagao serd levada em conta mais adiante no assunto Redu¢do Dimensional.

Utilizando os vinculos como igualdades fortes obtemos a hamiltoniana reduzida

Hr = /dD 1.1' |:§7T T+ T (91140 + ZE]F J + TAlAZ + 2_TTL28Z7T ajﬂ'j:| s (326)

que reescrita em termos dos projetores fica

1 - m? — V2 ,

Com os mesmos argumentos utilizados para o modelo de Maxwell, concluimos que H, > 0. Note
que a contribui¢io de cada helicidade (+1,0) é positivo-definida separadamente®, o que garante a

estabilidade classica da teoria.

3.3 MODELO DE EINSTEIN-HILBERT LINEARIZADO
O modelo de Einstein-Hilbert linearizado é dado pela lagrangiana
1 pp B 1 1z 1 pv 1 Hr 9A
Lpy = —Zauhagﬁ " + Za#ha h — §8uh6,,h + §8Nh 0" hxy (3.28)

onde h = 1), W € o trago do tensor simétrico h* = h"*. Esse modelo € obtido a partir da linearizagdo
da acdo de Einstein-Hilbert, da relatividade geral.

A simetria de gauge de (3.28) ¢’
Ohy = 0, + 0,€, (3.29)

onde §,(x) € um pardmetro vetorial.

> Em D = 3 + 1, uma particula massiva de spin s possui 2s + 1 graus de liberdade, vide apéndice B. J4 uma particula

sem massa e de spin s # 0 possui apenas 2 graus de liberdade, correspondente as helicidades +s.

De acordo com o apéndice B, em D = 3 + 1 o operador 0;; projeta nas 2 diregdes espaciais transversais (associadas as
helicidades +-1) enquanto o operador w;; projeta na dire¢do longitudinal (helicidade 0).

Dizemos que (3.28) € invariante por difeomorfismos (Diff). Consulte o apéndice A.



Separando® as componentes espaciais das temporais de (3.28) obtemos :
1 . . - : )
onde separamos a parte que ndo depende de derivadas temporais em

1 1 1 1

1 1 1 1

Os momentos candnicos sao dados por

8h00 ahOz
= a;hEH - §hij - §5ijhkk - O ;—aj o) + 0ijOkhok-
ij

As equagdes (3.33) podem ser invertidas. De fato, manipulando-as obtemos

. 2
hpp = ————7" + 20,k
kk (D—2)7T + 20k N0k,

hij — 27rij — (Sijﬂ'kk + aih()j + ajh0i7

2
(D —2)
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(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

enquanto que (3.32) nos informa que a teoria € vinculada. Existem D vinculos primdrios na teoria:

900:7.‘_00%0 7 QOZ:']TOZ%O.
A densidade hamiltoniana canOnica é

Ui
HEH - ﬂ-u huy - ‘CEH

= 1%%hgo + 7 ho; + 7 hij — Lrm

g g 1 1
7T]‘77Tkk + 27T2j6ih0j + Z&h]kalhjk + iaihooaihjj—i—

—
e D—2)
1 1 1 1
A hamiltoniana primdria (2.72) € dada por
Hp = /dD_le [HEH + Ao + )\z“PZ] :

Para cada um dos vinculos primérios a condicao de consisténcia (2.73) é:

~ o' (y) = /dD_lif He" (), Hen(x)} + A (2){e"(y), ¢ (x)}].

8

07

hojOihij = hi;0;hoj. Dessa maneira simplificamos os calculos garantindo que 7°° é um vinculo.

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Uma vez que trabalharemos com £y no interior de integrais realizamos integragdes por partes em termos do tipo
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i)° ~ 0:

Calculando os parénteses de Poisson

{°(v), Hen(x)} = —%[@'hﬁ@' — 0;hi; 03 ()6~ (z — y),

{¢"(), " (2)} =0, (3.40)

1
e substituindo-os em (3.39) obtemos 0 ~ 3 [V2hyr — 0;0;h45](y). Logo temos um vinculo secunddrio:
X' = V2hy — 0,0;hy; = 0. (3.41)

i) ~
Calculando os parénteses de Poisson

{¢'W) ¢ (@)} =0, (3.42)
e substituindo-os em (3.39) obtemos 0 = 29,7 (y). Logo temos outro vinculo secundério:
X' = O (y) =~ 0. (3.43)

Devemos aplicar a condi¢do de consisténcia para os vinculos secundarios:

0~ ((y) = / P [ (), Hin (@)} + o (0) " (), 2 ()] (3.44)

Procedendo de maneira andloga aos casos anteriores, para x" & 0 obtemos 0 ~ —29,0;7 (y) =
—20;x*(y). Como x" = 0, a condi¢@o de consisténcia é identicamente satisfeita. Idem para x* = 0, de
modo que ndo ha mais vinculos na teoria.

Terminamos entdo com D vinculos primdrios e D vinculos secundérios. Calculando os parénteses

de Poisson entre eles:

{¢" (W), " ()} = 0 ={¢'(y), X" ()},
D@} =0 = (X' () (@)}
DX @)} = 00007 = 097187 a —y) =, (3.45)

logo, todos os 2D vinculos sdo vinculos de primeira classe e os D multiplicadores de Lagrange \*
mantém-se indeterminados, o que justifica a simetria de gauge (3.29).

Quanto a contagem dos graus de liberdade, um tensor simétrico h,, possui em D dimensdes
w componentes independentes. A contagem (2.60) nos mostra que o espago de fase reduzido
dessa teoria possui dimensao n = D(D + 1) —2(2D) = D(D — 3), o que significa que no formalismo

D(D-3)
2

lagrangiano a teoria possui graus de liberdade fisicos. Em D = 3 4 1, a teoria possui 2 graus

de liberdade, que correspondem as helicidades (4-2) do graviton. Note que em D = 2 + 1, a teoria ndo
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possui conteddo fisico.

Utilizando os vinculos como igualdades fortes, obtemos a hamiltoniana parcialmente reduzida

D—1 ij_ij Uk o 1 s 1 2
Para modelos de spin-2 a base dos operadores de projecao Pf&);, onde (s) indica o setor de projecao,
€ construida a partir de w;; e 0;;. Esses operadores estdo apresentados no apéndice B. Utilizando-os,

reescrevemos a hamiltoniana parcialmente reduzida como

—_ 07 D 3 ]. 0 0 QAL
Hpry = /dD by {7 {p;g + Pod + 5 Pivw — m(ngv = Pv(vg)] it

Pé?—D_1V2Pg2— \/D—Q
4 4

v2

ij,kl
. V2<P§%)V+P$)S)] hit. (3.47)

Com o auxilio dos vinculos podemos mostrar que:

(ng%v)” ikl 0, (Pé%)zg kKl =0, (Pv(g)s)zj,klﬂkl =0, (Pés))zg kKl =0, (3.48)

(PSZ) " iy = 0, (PGy) M g = 0 ¢ (Pgs) Mg = 0. (3.49)

Assim a hamiltoniana reduzida é simplesmente

2
H, = /dD ! { P&k 4 {_%(P&))ZW} hm} ; (3.50)

que € positivo-definida, garantindo a estabilidade classica da teoria. Note também que ela depende

apenas do projetor de spin-2, como esperado para o graviton, uma particula de spin-2 sem massa.

3.4 MODELO DE FIERZ-PAULI

O modelo de Fierz-Pauli € a tradicional versdo massiva do modelo de Einstein-Hilbert linearizado
(3.28) e serve como paradigma para as teorias massivas de spin-2 (FIERZ; PAULI, 1939). Utilizando o
tensor simétrico /1, a densidade lagrangiana € escrita como

2

Lrp = ——a a0 h*P + 8 ho'h — —a ho, hH* + a WOy, — — o (™ = h?). (3.51)

O termo de massa quebra a invariancia de gauge (3.29). Entdo, assim como no modelo de Maxwell-
Proca, esperamos determinar todos os multiplicadores de Lagrange no final da andlise hamiltoniana.
Apresentaremos os resultados de maneira sucinta, uma vez que os calculos sdo andlogos aos da

secdo anterior. Reescrevemos (3.51) utilizando (3.30) como

m2

Lrp=Lpu + T<2h0ih0i — hijhij + hiihj; — 2hoohy;). (3.52)
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Os momentos candnicos sao os mesmos do modelo de Einstein-Hilbert, dados por (3.32) e (3.33),

e a teoria também possui D vinculos primarios:
P =10 | o' =71 = 0. (3.53)

Utilizando (3.37), a densidade hamiltoniana candnica € dada por

Hrp = W“Vihw — Lpp=Hgn — %(2h0ih0i — hijhij + hiihj; — 2hoohi;) (3.54)

e a hamiltoniana primaria (2.72) é
Hp = / dPa [Hrp + Ao’ + N (3.55)
Ao aplicarmos a condicao de consisténcia (2.73) nos vinculos primdrios, obtemos os vinculos

secunddrios
0 X! = V2, — 0,0;hi; — mPhyy = 0; (3.56)
. . .. m2

(,bz ~0: XZ = 6j7’(’” + 7h01 ~ 0. (357)

Aplicando a condi¢do de consisténcia (2.73) nos vinculos secundérios (3.56) e (3.57), constatamos

que o multiplicador de Lagrange \; é determinado
Xi ~0: )\z ~ 8jhij + aihoo — &hkk, (358)

enquanto que para x° geramos um novo vinculo (tercidrio) 1:

2
0 m

RO = Ty

2
S %0kh0k ~ 0. (3.59)

Repetindo o processo, encontramos um vinculo quaterndrio &:

m*(D — 1)

IESKE = —————F(hoo — hyx) = 0. 3.60
(G £ 2(D —2) (hoo — Puk) (3.60)
Finalmente, ao aplicarmos a condi¢do de consisténcia para ¢ ~ (0 determinamos o multiplicador de
Lagrange \o:

79 4 20, hy;. (3.61)

(D —2)
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Assim o processo termina e temos 2(D + 1) vinculos:

0 7]_OO ~ 0;

AS
|

SDZZWOZ%O;

X" = V2hy — 0,0;hi; — m*hyy. = 0;
2
X' =0, + %hm ~ 0;

2 2
__m kk TV ~ 0-
’QD— (D_2)7T + 9 8kh0k O,
m*(D — 1
522(_<D——2))(h00_hkk) ~ 0.

Calculando os parénteses de Poisson entre eles, concluimos que todos sdo vinculos de segunda
classe. Note que nao ha fungdes arbitrarias na teoria, em pleno acordo com o fato de que o modelo nao
possui simetria de gauge.

Em relagdo aos graus de liberdade, o espaco de fase possui D(D + 1) componentes. Como cada
vinculo de segunda classe retira um grau de liberdade, terminamos com um espaco de fase reduzido

de dimensdon = D(D + 1) —2(D + 1) = (D + 1)(D — 2). No formalismo lagrangiano temos

_ (D+1)(D-2)
2

Assim, em D = 3 + 1, o modelo de Fierz-Pauli possui 5 graus de liberdade propagantes, o que

nr graus de liberdade fisicos.
corresponde as 5 helicidades (—2,—1,0,+1,+2) do graviton massivo, uma particula massiva de
spin-2.

Note também que existe gravitagcdo massiva em D = 2 + 1, diferentemente da gravitacdo usual
(Einstein-Hilbert). Além disso, note que o nimero de graus de liberdade fisicos do modelo de Einstein-
Hilbert em D + 1 dimensdes € exatamente o mesmo nimero do modelo de Fierz-Pauli em D dimensdes.
Isso esta de acordo com o fato de que uma teoria massiva em D dimensdes corresponde a uma teoria
ndo massiva em D + 1 dimensdes, fato que também ocorre nos modelos de spin-1 e serd explorado no
préximo capitulo.

Utilizando os vinculos como igualdades fortes escrevemos a hamiltoniana parcialmente reduzida

D—1 ij_ij m 2 ija ki 1 o 1 2
Hpry = | &7 a{n 7" — 55 T a0 O +Z—l(aihjk> +Z(8ihjj) +
1 m? m?
= 5(Oihig)* + = hishi; + = hiihy; - (3.62)

Reescrevendo-a com os operadores de projecdo e utilizando os vinculos podemos mostrar que a

hamiltoniana reduzida é dada por
bty [p@, M=V oy D=1 0 1" 4
2 _ 2 2 D—1 ikl
/ 4Pz hy; [L‘I)ng + %PSS) + - v2>pgg>} ha,  (3.63)

de onde novamente concluimos que H, > 0 (assumindo D > 2). Diferentemente de Einstein-Hilbert,
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agora h4 projecdo nos 3 setores (spins 2,1 e 0), cada uma positivo-definida e correspondendo as 5

helicidade (+2, £1, 0) do graviton massivo.

3.5 MODELO WTDIFF

O modelo WTDiff, proposto em (ALVAREZ et al., 2006), € uma teoria alternativa ao modelo de
Einstein-Hilbert, descrevendo particulas ndo-massivas de spin-2 em termos de um tensor de rank-2
simétrico h,,. Este modelo pode ser encarado como uma versao linearizada do modelo de gravitacdo
unimodular (BONIFACIO, ).

A densidade lagrangiana do modelo WTDiff em D dimensdes é

1 D+ 2
Lwrpiss = —50uhasdh* + (;'%hWh —@me+@mm%w (3.64)
que € invariante sob a transformacao
5h;w = ugg + al/fg +77}U/A ) (365)
A — e
TDiff Weyl

o que justifica 0 nome do modelo WTDiff”. Esperamos entiio que os multiplicadores de Lagrange
permanec¢am arbitrdrios no fim da andlise hamiltoniana.

Separamos as componentes espaciais das temporais de (3.64):

(D-1)(D-2), - - (D —2) 1 . (D +2)
L=— 202 hOOhOO - D2 hOthz hzghzj Th“hﬂ—i_
D-2) . : 4
+ 2( )hooaihol‘ — Qthalhoj -+ Bhiﬁjhoj — V, (366)

onde mais uma vez separamos a parte que nao depende de derivadas temporais em

D+1)(D -2 D9 5
V :( 2g2 )&'hoo@‘hgo + ( D )az‘hooaz’hjj _ _&,hooﬁ,hij _ aihOjaihOj
(D + 2)
8ih0iajh0j a h]ja hkk + (9 h”ak ik T 8 h]ka hgk &hwakhkj (367)

Calculamos os momentos generalizados:

w_ _(D-1)(D-

. 2, (D=2

(D -2

i [ hi; + 2 D O;ho; (3.68)

7% = 0 (3.69)
. D — D +2

= hyj — ( e )5Uh00 _ ! [ )5”hkk + 5zjakh'0k (Oihoj + Ojhai)- (3.70)

Ao tomarmos o trago de (3.70), concluimos que 7, ™ = 7 — 7% = 0. Desse modo temos D

E invariante sob transformagdes de Weyl, ou conforme, e difeomorfismos transversais - que ¢ a simetria (3.29) com

parimetro transverso, i.e. 9*{] () = 0. Veja apéndice A.
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vinculos primérios

o' =710, (3.71)
o =m%— 7% 0. (3.72)

Por outro lado, podemos escrever h;; como

. - D+2) .. .
hij = 7% — ﬁﬂ'”’ﬁkk + 251]8kh0k + 8Z'h0j -+ (%hol- — 6ijh00. (373)

Entao utilizando (3.70), (3.72) e (3.73) podemos escrever a densidade de hamiltoniana can6nica como

H = 571' Tt + ﬁﬂ' 7Tkk + 2w akhok + 27 Jaihoj -+ )% (374)
onde
]} =Yy + 8ihoj8ih0j - (9Z-h01-8jh0j. (375)

A hamiltonina priméria é dada por Hp = f dP~rx[H + Ap+ \;p']. Para a condigdo de consisténcia

dos vinculos primdrios calculamos os parénteses de Poisson

{¢'(y), o(x)} =0, (3.76)
{goi(y), H(z)} = —Q[Wkkai + Wijﬁj](x)é([)—l)(x — 1), (3.77)
{o(y), H(x)} =0, (3.78)

e entdo para gp’ ~ () descobrimos um novo vinculo secundério
X' = 20,7 + 20,7 =~ 0, (3.79)

enquanto que para ¢ ~ ( a condi¢do € identicamente satisfeita.

Para o vinculo secundario temos

{X'(v),o(x)} =0, (3.80)
{X'(v). ¢ (x)} =0. (3.81)

Aplicando a condi¢do de consisténcia a esse vinculo obtemos

2(D — 2)

4
V2h00 + 5V2h]’j - 28J8khjk
e portanto temos um vinculo tercidrio &:

2(D — 2 4
i———kﬂmw+—v%ﬂ—2@mmkz0 (3.82)

$=—70p D
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Para esse vinculo

{£(y), p(z)} =0, (3.83)
{&(y), ¢'(x)} = 0, (3.84)

e aplicando a condi¢do de consisténcia obtemos 0 ~ —0;x’ que é identicamente satisfeita e ndo h4

mais nenhum vinculo na teoria. Portanto temos 2D vinculos:

_ 00 W ()
p=mn" —7"=0;

o = 1% ~ 0
Y = 28j7rij + 20,7 ~ 0;

D -2 4
QVQ}LOO S

2
f = D DVthj - 28]8khjk ~ 0.

Note, dos parénteses de Poisson entre esses vinculos, que eles sdo vinculos de primeira classe.
Os D multiplicadores de Lagrange permanecem indeterminados, em acordo com a simetria de gauge
(3.65) da teoria, que depende de D parametros (A e 5/{).

Quanto a contagem dos graus de liberdade, os 2D vinculos de primeira classe retiram 4D graus de

liberdade dos D(D + 1) do espaco de fase. Logo, WTDiff possui n = D(D — 3) graus de liberdade
D(D - 3)

fisicos no formalismo hamiltoniano e n; = 5

no formalismo lagrangiano, assim como no
modelo de Einstein-Hilbert.

Além destes graus de liberdade locais propagantes em cada ponto do espaco, existe um grau de
liberdade global extra oriundo de uma constante de integragdo das equagdes de movimento, vide pagina
98 de (BONIFACIO, ). Isso significa que uma condicao inicial global precisa ser especificada para
determinar unicamente a dindmica do problema. Este € o andlogo linear da constante (cosmoldgica) de
integracdo da “gravidade unimodular".

Utilizando os vinculos como igualdades fortes, escrevemos a hamiltoniana parcialmente reduzida

como
4 L 1D+2 . o (D=2)(D-3
H(p?“) = /dD 11’{577' ]71'] — §m’ﬂ' 7T]J — ( 21;2 )h00v2h00+
D+ 6 3 1
+Whjjv2hkk — 75 hii0; Ok — §hijv2hzj + hi; 00k}, (3.85)
que escrita em termos dos projetores fica
1 i | p@ . p) o APRy (D42, 0 oy u
Hpr) =5 PSS+PSS_(D+1)PSS_D_Q_m(PSW+PWS) T+
1 5 4D =3V o (D-2(D-3)_,
+ §hij{—V2P§S) + Tp;; + o V2P +
2v'D —2(D —3) (D —2)(D—-3)

hooV2hoo. (3.86)

V2 (P + Pis) M g —

D? 2D?

P . .. 1 ..
Com o auxilio dos vinculos podemos mostrar que 7%/ (Pés))”klwkl = 0 e que a parte escalar da
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hamiltoniana parcialmente reduzida se anula, conduzindo-nos ao resultado final

H, = / a0y {W”J(Pé?)”’klwkl + hy [—V%Pé?)%“} hkl} , (3.87)

que coincide com (3.50) apds a transformacao candnica

(7Tkl, hkl) — (\/ﬁﬂkl, %hkl> . (388)

Novamente garantimos a estabilidade clédssica da teoria, com H, > 0. Ambos os modelos descrevem

particulas ndo-massivas de spin 2.

Terminamos assim este capitulo. Nos apéndices E, com resultados originais, e F apresentamos
resumidamente a andlise hamiltoniana do modelo TDiff (invariante por difeomorfismos transversais) e
do modelo de spin-2 de Singh-Hagen (SINGH; HAGEN, 1974), respectivamente. O modelo TDiff
descreve uma particula de spin-2 e outra de spin-0 ambas sem massa, enquanto o modelo de Singh-
Hagen utiliza um tensor de rank-2 simétrico e sem traco mais um campo escalar auxiliar para descrever

uma particula massiva de spin-2.
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4 REDUCAO DIMENSIONAL A LA KALUZA-KLEIN

Neste capitulo introduzimos o que chamamos de Redu¢ido Dimensional “a la Kaluza-Klein"!.
Inicialmente sugerida na década de 20 como uma forma de unificar o eletromagnetismo a gravitagao,
foi revitalizada ap6s o advento das teorias de cordas e suas multidimensdes. A redugdo dimensional
¢é utilizada, neste trabalho, com o intuito de relacionar teorias nio massivas em D + 1 dimensdes
com teorias massivas de mesmo spin em D dimensdes. A técnica utilizada em (BONIFACIO; FER-
REIRA; HINTERBICHLER, 2015; KHOUDEIR; MONTEMAYOR; URRUTIA, 2008; GRACIA, ;
BONIFACIO, ) sera aplicada aos modelos de Maxwell e Einstein-Hilbert com o objetivo de obter em
uma dimensdo mais baixa os modelos de Maxwell-Proca e Fierz-Pauli. Um interessante estudo do
mecanismo de Kaluza-Klein e suas generaliza¢des pode ser encontrado em (OVERDUIN; WESSON,
1997).

4.1 INTRODUCAO A REDUCAO DIMENSIONAL E CONVENCAO

A origem do mecanismo de KK remonta a década de 1920 quando Theodor Kaluza (KALUZA,
1921) propds um método de unificar o eletromagnetismo com a gravitacio?, utilizando D +1 = 5
dimensdes. A métrica em 5 dimensdes possui 15 componentes independentes, das quais 10 estdo
identificadas com a métrica em 4 dimensdes, 4 estdo relacionadas com o quadrivetor A* e a outra estd
relacionada com um campo escalar, chamado de rddion®. Entretanto, para que a dimensdo extra nio
afetasse diretamente as leis fisicas, Kaluza impds uma condicao artificial as coordenadas chamada
de “condicdo cilindrica". Coube a Oscar Klein (KLEIN, 1926), em 1926, sugerir que a 5* dimensao
deveria estar compactificada.

O método de unificacdo proposto pela teoria de KK acabou caindo em desuso pois nado fazia
mencao as demais interagdes, como as forgas forte e fraca, além de problemas com a interpretacao
quantica. Mas € justamente esse mecanismo de compactificacdo de dimensdes extras, originalmente
proposto por Kaluza e Klein, o mecanismo revivido e utilizado mais tarde pelos teéricos do campo
unificado que, na tentativa de unificar as 4 forcas fundamentais, acabaram culminando nas teorias de
cordas.

Nosso objetivo neste trabalho nao €, porém, utilizar o mecanismo de Kaluza-Klein para motivar
o estudo de teorias de unificacdo. Nosso propdsito € fazer uso de uma dimensao compactificada - a
(D + 1)-ésima dimens@o - a fim de efetuarmos uma redugdo dimensional das teorias escritas em D + 1

dimensoes, gerando um outro modelo, agora escrito no espaco-tempo usual de D dimensdes. Por

' Chamaremos de Reducdo Dimensional KK.

2 Citando (KALUZA, 1921): “Die vollstindige Weltmetrik wird dort als gemeinsamer Quell alles Naturgeschehens
hingestellt.", que pode ser traduzido como “A métrica completa é apresentada como a fonte comum de todos os
fendmenos naturais." Note que Kaluza ndo faz mengdo alguma as forgas forte e fraca, que na aquela época ainda nao
eram encaradas como forcas fundamentais.

Antes de Kaluza, Nordstrom (NORDSTR6M, 1914) ja havia proposto em 1914 que o campo eletromagnético poderia
ser unificado com o campo gravitacional. Note porém que em 1914 a relatividade geral de Einstein ainda nio havia sido
publicada e Nordstrom, ao invés de utilizar um tensor de rank-2, utilizou um potencial gravitacional escalar.
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fazer uso do mecanismo de KK, o processo de redu¢do dimensional que vamos apresentar a seguir é
chamado de reducao dimensional KK.

No mecanismo de reduc¢do dimensional vamos assumir que a dimensao extra estd compactificada
e que a dependéncia dos campos em relacdo as coordenadas z* esteja fatorada da dependéncia em
relacdo a coordenada extra y. Reservando indices latinos quando se inclui a dimensao extra (), usamos
indices gregos exclusivamente para as D dimensdes (z#, p=0,1,...,D —1).

No caso de Kaluza, dirfamos que em D + 1 = 5 a métrica seria dada por N4B(xz, y) = N45(z)
(condic@o cilindica: sem dependéncia explicita da dimensdo extra), a métrica quadridimensional g (x)
seria escrita em termos de N*(x), o quadrivetor A*(z) em termos de NY*(z) e o escalar em termos de
NY¥(x). Assim seria possivel obter a partir da acdo de Einstein-Hilbert em D = 5 a a¢do de Maxwell
em D = 4 acoplada ao radion e a métrica g,,, ().

Em outras palavras, se foj)g = 0 € o tensor de Einstein em 5 dimensdes entdo em 4 dimensoes
temos G,(fy) = T,Eff)EM além de uma equacdo de Klein-Gordon (sem massa) para o radion.

Para o caso geral, a condi¢dao de compactagdo proposta por Klein é expressa como
TAB (2, y) = TP (2,y + L) 4.1

onde a dimensdo extra tem uma topologia circular e L = 27r € o comprimento da circunferéncia
de raio r (parametro de escala) da dimensdo extra. Klein assumiu que o parametro de escala era
pequeno. Um ansatz natural para esse tipo de condi¢@o € supor que a parte dependente de y seja senos
ou cossenos de modo que as componentes de 745+ (x, /) possam ser expandidos em uma série de
Fourier:
+00
45 (z,y) =Re | Y Ty (x)e™/] . (4.2)
n=—oo
Note que Kaluza sé utilizou o modo n = 0 ao assumir a condicao cilindrica. No nosso caso, se fizermos
isso eliminaremos todas as possibilidades de se obter uma teoria massiva apds a reducido dimensional.
2mn|

Lembrando que no sistema natural de unidades [M] = [L]~', vamos assumir* que m,, = =. Note

entdo que a redugdo dimensional nos levard a uma cadeia infinita de termos massivos m,,. Por outro

lado, a ortogonalidade’ dos termos e™™"¥ nos permitird realizar a reducdo dimensional de apenas um
desses modos massivos e chegar, para a parte massiva, nas mesmas conclusdes do célculo feito com

todos os modos® (HINTERBICHLER, 2012). Por simplicidade, utilizaremos apenas o modo massivo

2r
7.

Quanto 2 paridade, assumimos que cada um dos indices do tensor 7% tenha 0 mesmo comporta-

m =

mento em relagdo & troca y — —y que o vetor posi¢do z* = (2#, y), ou seja, campos com um ndmero
impar de indices na dimensao extra terdo sua dependéncia na dimensao extra expressa por senos e

aqueles com numero par de indices por cossenos. Assim, na presenca de um nimero par € impar de

4 Nesse caso, m se comporta como o inverso do raio da circunferéncia definida na dimensao extra. Tal escolha nos

permite identificar m como a massa do termo massivo nos resultados obtidos em D dimensdes.

Isso nada mais é do que a relacdo usual de ortogonalidade fOL dy (e™mnY)* Y = L.

Se realizdssemos a reducdo dimensional utilizando todos os modos, obteriamos um graviton, um vetor e um escalar,
todos ndo massivos, além de uma cadeia infinita de gravitons massivos, vide (HINTERBICHLER, 2012). O que
estamos fazendo neste TG € considerar apenas um desses modos massivos, apresentando uma prescri¢do de como obter
um modelo massivo em D dimensdes a partir de seu correspondente nao massivo em D + 1.
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indices Y, respectivamente, temos

PYYrr = \/?qb“”‘“(x) cos(my), (4.3)

= @gb””(x) sin(my), 4.4)

™

@Y/u/...

onde as constantes |/ emergem como fatores de normaliza¢do durante o processo de integragdo da
dimensao extra e ddao conta de que campos em espagos com dimensdes diferentes possuem unidades
distintas.

Quanto a integracdo, a acdo definida em D + 1 dimensdes deve ser escrita como

L 27
S = /dD+133 £(D+1) = / dy/dxo cee d{ED_l ,C(D+1) = / dy/dD:v E(D+1). (4.5)
0 0

Integrando em y somos conduzidos a acdo reduzida, de onde extraimos a lagrangiana reduzida Lp.

Uma observagdo muito importante (GRACIA, ) nesse procedimento € o fato de que uma particula
ndo massiva com um dado spin em D + 1 dimensdes possui 0 mesmo nimero de graus de liberdade de
uma particula massiva de mesmo spin em D dimensdes. Essa conservagdo dos graus de liberdade na
reducdo dimensional tem uma forte ligacdo com as simetrias de gauge de cada modelo analisado. Tais
simetrias por exemplo, permitem a eliminacdo de graus de liberdade ligados a campos de Stiickelberg’
emergentes da reducdo dimensional. A conserva¢dao do nimero de graus de liberdade pode ser checada,
por exemplo, com o método da andlise hamiltoniana apresentada nos capitulos anteriores.

Estamos prontos para efetuar a redu¢do dimensional dos modelos escritos em D + 1 dimensdes.

4.2 REDUCAO DIMENSIONAL DO MODELO DE MAXWELL

A lagrangiana de Maxwell é dada por (3.1). Logo, a acdo em D + 1 dimensdes é dada por

0 1
gD — /0 dy / dPz (—ZFMNFMN> (4.6)

onde Fyn(z,y) = OpAn — Oy Ap. Seguindo a notagdo (4.3),(4.4) devemos expressar o campo

Ap(z,y) como

Az, y) = \/?Au(l") cos my 4.7)
Aytr) = [ oty snmy @8)

A acdo (4.6) é invariante pela transformagdo de gauge 0A); = Oy A(z,y). Para obtermos a

Campos de Stiickelberg sdo campos, munidos de uma certa simetria, que adicionados a um dado modelo ndo alteram
seu contetido fisico. No nosso caso, esses campos e suas simetrias de gauge serdo naturalmente obtidos com a redugéo
dimensional. Para mostrar que o modelo reduzido ¢ de fato equivalente a um modelo massivo conhecido, vamos nos
livrar desses campos com o auxilio da simetria de gauge.



44

transformac@o correspondente a A,,(z) e ¢(x) em D dimensdes escrevemos

Az, y) = \/g)\(x) cos my (4.9)

obtendo

dA,(x) = 0\ (), (4.10)
dp(x) = —mA(z). (4.11)

Podemos reescrever o tensor antissimétrico F;y em termos de (4.7) e (4.8):
m
Fo(x,y) =4 /;Fuy(x) cos my, (4.12)
m .
Fy(z,y) =— ¥(8V¢ +mA,)sinmy. (4.13)
Substituindo
MN _m- 9 v 2_m .2 2
FynFY (x,y) = — cos” myF,, F*' (z) + sin” my(0,¢ + mA, )" (x) (4.14)
s s
em (4.6), e utilizando a igualdade
2 2
/ df cos’f =1 = / df sin®#, (4.15)
0 0

integramos em ¥, obtendo a acao reduzida
1 2 9,0\ >
§P = / P (=7 Fu " (2) = T (Aﬁ ﬁ) ] (4.16)

4
que € invariante sob as transformacdes (4.10) e (4.11).

O campo ¢ é chamado de campo de Stiickelberg e podemos utilizar® o parametro escalar A em

(4.11) para eliminé-lo:
D D 1 " m? u
SPlp=0]= [ d"x _ZLF‘”'F (x) — 7AuA 4.17)

que € justamente a acdo do modelo de Maxwell-Proca (3.15) em D dimensdes!
Note que a escolha ¢ = 0 destréi a simetria (4.10) de forma que nao ha simetria residual em (4.17),
conforme esperado para essa teoria massiva’. A redugio dimensional KK nos permitiu obter a verso

massiva do modelo de Maxwell em D dimensdes a partir de Maxwell em D + 1 dimensdes.

8 Uma vez que a fixagdo de gauge completamente determina A podemos fixar ¢ = 0 diretamente na agio (MOTOHASHI,

SUYAMA; TAKAHASHI, 2016)(MOTOHASHI; SUYAMA; YAMAGUCHI 2018).

9 O termo de massa quebra a simetria de gauge.



45

4.3 REDUCAO DIMENSIONAL DO MODELO DE EH LINEARIZADO

O modelo de Einstein-Hilbert linearizado é dado por (3.28). A acdo em D + 1 dimensdes é

S(D+1) _

EH =
27T
1 [m
1 / dy / APz (—OaHunO " HMN + 20, HMN 0 Hay — 200 HYNOnH + 04HO ' H)
0
(4.18)
onde H = n*®H ,p é o trago de H(4p)(x,y). Lembramos que a métrica (D + 1)-dimensional ¥ ¢
diagonal com assinatura (—1,+1,--- ,+1). O modelo ¢ invariante por 6 Hyn(x,y) = Onén — OnEnr-
A meta € obter a versdo massiva do modelo de Einstein-Hilbert, tratado na secdo 3.4, a partir da

reducao dimensional KK de (4.18). Para isso decompomos H 45(x, y) como

H,,(x,y) = /@hw(x) cos my, (4.19)
T
m .
Hy,(x,y) =4 /;au(:lr) sin my, (4.20)
m
Hy (z,y) =, /?go(x) cos my. (4.21)
A fim de obter a simetria de gauge em D dimensdes devemos expressar &y (z, y) como
m
Eulz,y) = 4 /?dzu(m) cos my, (4.22)
m .
Ey(x,y) =4/ ?w(x) sin my. (4.23)

Neste caso, as simetrias D-dimensionais sdo

Shy () = 04ty + 01y, (4.24)
dau(x) = 0,0 —m Yy, (4.25)
dp(z) = 2m 1. (4.26)

A substituicdo de (4.19)-(4.21) em (4.18) € trabalhosa. Os resultados da substitui¢do em cada
um dos termos da a¢do estdo no apéndice C. Utilizando (4.15), a integracao em y nos fornece a acdo
reduzida:

SP = /de[

m2

(=00 hy + 0"l = 20,0 D, h 4 20, W Q™) = == (W hy, — 1)

]

1 1
—m hy, (0"a” — 0" 0%,) + 58,@” (0Vat — 0*a”) + §huv (0"9"¢ — " Oyp) |.
(4.27)

Note que a linha superior de (4.27) € justamente a agdo de Fierz-Pauli (3.51) em D dimensdes. Podemos
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reescrever (4.27) como
1 1
SP = / dPx[Lrp— Zlewu(aﬁ) —m hy, (O"a” — 0" 0%a,) + 5 (049" — " Op) |. (4.28)

Os parametros escalar (v)) e vetorial (¢,,) das simetrias (4.24)-(4.26) podem ser usados para fixar'”
a" = 0e ¢ = 0. O resultado final € acdo de Fierz-Pauli (3.51):

SEp = ;1 / dPx [=0,h 0" hyo + 00" b — 20,0 O, h + 20,k 0™ — m* (" by, — B?)]
(4.29)
ndo restando simetria residual alguma, conforme esperado para essa teoria massiva. Novamente a
reducdo dimensional KK nos permitiu obter a versdo massiva do modelo escrito em D + 1 dimensoes.

A pergunta que nos fica é: Qual modelo massivo serd obtido se realizarmos a redu¢ao dimensional
do modelo WTDift?

4.4 REDUCAO DIMENSIONAL DO MODELO WTDIFF

O modelo WTDiff € dado por (3.64). A acdo em D + 1 dimensoes € dada por
Swtbi = / dy / Pz L3 (4.30)
(D+1
onde ‘CWTJIrmf)f

D
O H Vo + 213

M
D+ 1) 2D +1 )(9MH8 H, (4.31)

1
_§aAHMNaAHMN + Oy HynOM HAN —

HMN = HNM O modelo € invariante por 6 Hyy(z,y) =

escrita em termos do tensor simétrico
OnEL + ONEL + Anyrn.

A meta € obter a versdo massiva do modelo WTDiff a partir da reducao dimensional KK de
(4.30). Note que neste caso ainda ndo esta claro qual modelo massivo de spin-2 vamos obter, se serd o
paradigmatico modelo de Fierz-Pauli ou um modelo distinto.

Como de costume decompomos H 45 (z,y) como

H,(z,y) = /%hlw(x) cos my, (4.32)
m .
Hy,(z,y) = ,/?au(m) sin my, (4.33)

H,(z,y) = \/ggo(x) cos my. (4.34)

10" Mas uma vez estamos fixando o calibre diretamente na acio (MOTOHASHI; SUYAMA; TAKAHASHI, 2016). O
procedimento que estamos seguindo foi utilizado em (BONIFACIO; FERREIRA; HINTERBICHLER, 2015). O leitor

pode verificar que em (KHOUDEIR; MONTEMAYOR; URRUTIA, 2008) ¢é feita a redefinicdo A, = a,, — 2—8H<p
m

de modo que as simetrias (4.20) e (4.21) equivalham a simetria d4,, = —m2),,. Fixando A, = 0 chega-se a mesma
conclusdo.
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A fim de obter a simetria de gauge em D dimensdes devemos expressar 4 (z,y) € A(x,y) como

T(m, y) = \/?wﬂ(x) cosmy, (4.35)
(x,y) \/Rw ) sin my, (4.36)
Az, y) = \/; (x) cosmy. (4.37)

Neste caso, as simetrias D-dimensionais sdo

0Ny () = Opthy + Oy + XNos (4.38)
day(x) = 0,0 —m (4.39)
do(x) =2m ¢ + x. (4.40)

Da condicdo de transversalidade 9¢% = 0 obtemos o seguinte vinculo

M, (x) + myp(x) =0, (4.41)

que desempenhard papel importante na andlise do modelo reduzido. Ao utilizar os resultados do
apéndice C e (4.15), a integrac@o em y nos fornece a ac¢ao reduzida invariante pelas simetrias (4.38)-
(4.40)

SP = /dD$ [Lwroite,p + F'(h,a", )] (4.42)
onde F'(h,a”, p) =

2 D? 45D +2 m? D+3 1
———0,M"0,h — ———0,hd"h — h?, — ————h*) — ~F?
50D T O = 3 parp 1y Ouh? 2(“”(D+U2) 5t

2 2(D — 1) D-1 |,

— 2mh*” ” ,0n0" ————ma"d,p — h

m (@a D_'_lnﬂa )—i— D1 e Oup (D+1)2m o+

e D+3 D-
D+1\ " "o+ 1)"™=") 2D+ 1)

(D +2)(09)* — D m*¢?)]. (4.43)

Observando as simetrias (4.38)-(4.40), percebemos que € interessante desacoplarmos 65, de dy.

Para isso, definimos o campo escalar ¢ da seguinte forma
1
Y= Eh —(D+1)o. (4.44)

Assim, 0 novo campo ¢ passa a ter a transformacgao de simetria

2m

5(r) = — 5 v, (4.45)
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e F'(h,a", p) pode ser reescrita como f(h, a*, ¢) =

m2 ) 1 5 1, W 1 N p
—— (2, — Eh — §FW —2mh" ( O,a, — Enwaaa —2(D — 1)ma*0,,¢+

— 2hH (3M8ng§ — %nlw[lgb) — ? (D +2)(8¢)* — D m*¢*] (4.46)

de modo que a lagrangiana D-dimensional é dada por

Lwroitt,p (R, a, ¢) = Lwrpisi.p + f(h, a", ¢). (4.47)

Por causa do vinculo (4.41) nao podemos utilizar a simetria de gauge para fixar 9 = 0e a, = 0
simultaneamente. Essa € a sutileza que a redu¢do dimensional KK do modelo de Einstein-Hilbert nao
apresenta. Temos de examinar as consequéncias de se eliminar o campo escalar e o campo vetorial

separadamente. Mais uma vez estaremos fixando calibre a nivel de acdo.

4.4.1 Eliminando ¢

Utilizando (4.45) para fixar ¢ = 0, (4.47) fica

1, m? [, h? pv U
ﬁmWTDiff,D(h, a) = EWTDiff,D - §Fuv - 7 huu - ﬁ — 2mh (a,ual/ - 3@@ > . (4.48)

Podemos decompor o vetor 1), em uma parte longitudinal e outra transversal (8“1/15 = 0). De acordo
com o vinculo (4.41), ao utilizarmos 1) para fixar ¢ = 0, a parte longitudinal de v, € fixada. Desse
modo apenas a parte transversal de v, permanece arbitraria. Assim temos as simetrias de gauge

residuais

5h;u/ = ;ﬂﬂ;}r + aljd};,l; + XMy (449)
Sa, = —m ). (4.50)

E instrutivo verificar as equagdes de movimento de (4.48):

Sa, : m O,k — %8% +Oa — 99,a” = 0, 4.51)

2 2 D+2
- [ — e Av A A w v uv af Y]
Ohy, : Oh o*o\h 0V O\ + D O*0"h + —n"0,0sh (—2 ) n*Uh 4

2
2
+,n; nuuh _ m2hMV _ m(aMaV _|_ ayaﬂ) _'_ %nuyaaao‘ e 0 (4.52)

Tomando a quadridivergéncia das equagoes de a,, (4.51) obtemos

1
0"y — 5h = 0. (4.53)
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Tome a quadridivergéncia de (4.52) e utilize (4.53) para mostrar que
v m o, v 2-D v a
m 0, — 58 h + Ua” — T& Ona® =0, (4.54)

que quando comparada com (4.51) nos leva a 9”0,,a" = 0. Substituindo em (4.51) deduzimos

1
Ua” = —m (8ﬂh"” — E@”h) : (4.55)
Faca a redefini¢do
- 1
Py = by + E(@,Jay +0,a,), (4.56)
de modo que
Ry = X M- (4.57)

Nesse caso, € eliminada a dependéncia de a* em (4.55), a qual pode ser reescrita como
Ty — ~0,h = 0 (4.58)
v D v - 9 .

que utilizada nas equacdes de (4.52), reescritas com (4.56), fornece
N (7 L=
(O—m?) ( hy — Sl | =0. (4.59)

Utilizando (4.57) para fixar h = 0, obtemos as equacdes de um campo massivo de spin-2 para h;,,:

OHhy, =0, (4.60)
(O —m?) hy,, = 0.

Assim, a descrigdo tensor-vetorial (4.48) produz as equagdes de movimento corretas!! para BW, uma
mistura do tensor original /,,, e do vetor a”.

Podemos obter o modelo (4.48) a partir do modelo de Fierz-Pauli (3.51) justamente através da
substituicao

1 1 1
Py — hyw — an,h + Eﬁﬂa,, + anau 4.61)

que ndo ¢ uma transformacdo inversivel. E apenas uma maneira de gerar o modelo (4.48) a partir da

acdo de Fierz-Pauli.

1" Essas sdo as condi¢des de Fierz-Pauli (FP) para um tensor simétrico de rank-2. Em D dimensdes, a partir de um tensor
de rank-s com D?® componentes, as condi¢des de FP reduzem esse nimero para 2s 4+ 1 componentes independentes,
tornando licito o uso desse tensor na descri¢do de uma particula massiva de spin-s. A demonstracao disso estd no
apéndice D.
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4.4.2 Eliminando A,

Nao vamos eliminar a,, diretamente. Antes vamos desacoplar da,, de d¢. Nesse caso, observando
(4.39) e (4.45), definimos

Doo = 64— —miy (4.62)

A =
m au+2m

Reescrevendo (4.47) e fixando A,, = 0 obtemos

m? 1 1
Lwroite,p (R, ¢) = Lwritt,p — > (hiy — —hz) + (D —2)h,, (3“3”¢ — Enuvmﬁb)

D
(D-1)

3

(D —2)(0¢)* + Dm®*¢*] . (4.63)

Ao eliminarmos A,, fixamos v/,, completamente e, em decorréncia do vinculo (4.41), também ). Assim

as simetrias de gauge residuais de (4.63) sdo

(Sh,u,u = XNuv> (464)
§¢ = 0. (4.65)

Novamente analisaremos as equacdes de movimento:

(D —2)
(D —1)

5¢: (D —2)0¢ — Dm?¢ = (aﬂthW - imh) , (4.66)

D

2 2 D+2
- [ORMr — e Av A A w v uv af ]
Shy : O™ — RO — PO\ + =01 R + — 1 D Dsh (—2 )77 h+

2

+%n“”h — m2h + (D — 2)(9,0,6 — %WD@ = 0. (4.67)

Aplicando 0"0" nas equagdes de h,, :

(D —2)0 (0”8%,“, - %Dh) +m?D (8“6%,“, — %Dh) = (D —1)(D—-2)0%. (4.68)

1
Isolando 0*9" h,,,, — EDh em (4.66) e substituindo em (4.68) obtemos ¢ = 0. Assim podemos
interpretar ¢ como um campo auxiliar. Com esse resultado, uma quadridivergéncia nas equagoes (4.67)
nos leva a

1
0"y — 0,1 =0, (4.69)

que quando utilizada em (4.66) fornece

(O —m? <h#,, — %nwh> = 0. (4.70)
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Da simetria de gauge residual 0/, = x1),,, podemos fixar h = 0 de modo a ter

h=0,
hy =0, @.71)
(O—=m?) hy, =0.

Assim, novamente obtemos as condi¢des de Fierz-Pauli para h,,,.
Podemos recuperar o modelo de Fierz-Pauli a partir da lagrangiana (4.63). Nesse caso, usamos a

simetria de Weyl (4.64) para fixar h = 0 ja na lagrangiana'? para reescrevé-la como

1. . - 2_ _
Liop = 50Nk @ B + Onhy "B — m?hfw + (D — 2)h"0,0,6+

MRS

5 (D =2)(99)" + Dm*¢”]. 4.72)

Escrita dessa forma, (4.72) é exatamente o modelo de Singh-Hagen de spin-2 (SINGH; HAGEN, 1974).
Redefinindo D¢ = h, isto é h,,, = BW + 1,, ¢, recuperamos exatamente o modelo de Fierz-Pauli
(3.51).

Por outro lado, podemos obter (4.63) a partir de (3.51) através da substitui¢io!?

1
By — by = hy,, — 5mwh + N (4.73)

Como em ambos os casos obtivemos uma lagrangiana que esta relacionada com o modelo de
Fierz-Pauli, podemos concluir que a reducio dimensional KK do modelo WTDiff nos leva ao modelo
paradigmatico para particulas massivas de spin-2. Encerramos assim este capitulo e o texto principal

deste TG, cuja leitura pode ser complementada com os apéndices.

12 Issoé licito ja que a fixagdo de gauge determina completamente x: da simetria residual (4.64) segue que h = h+0h = 6h
e portanto i = 0 = y = 0. No entanto, ndo podemos utilizar y para fixar ¢ = 0 em (4.63), antes de calcular as equagdes
de movimento, pois neste caso a simetria residual permite que infinitos x sejam utilizados, vide (MOTOHASHI;
SUYAMA; TAKAHASHI, 2016). De fato, é necessario que ¢, sendo um campo auxiliar, apareca na lagrangiana, de tal
forma que sua equagio de movimento nos auxilie a chegar nas equagdes corretas (4.71) para h,,,, (SINGH; HAGEN,
1974).

E inversivel pois estamos trocando as D(D + 1)/2 componentes do tensor simétrico hy. de (3.51) por um novo tensor
simétrico traceless h e um escalar ¢, que sdo os campos de (4.63).

13
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho de graduacdo discutimos a andlise hamiltoniana de sistemas vinculados e a reducdo
dimensional a la Kaluza-Klein.

O assunto sistemas hamiltonianos vinculados € de essencial importancia em teoria de campos pois
as teorias de gauge sdo descritas por lagrangianas cuja matriz hessiana (2.5) € singular. Vimos que
quando isso acontece, aparecem vinculos que reduzem o espaco de fase da teoria e as equagdes de
Hamilton ndo fornecem os resultados corretos se ndo modificarmos a hamiltoniana. Nesse caso, através
dos multiplicadores de Lagrange, introduzimos a hamiltoniana primaria que rege a evolugdo temporal
de uma varidvel dindmica g ~ [g, Hp| e exigimos que todos os vinculos da teoria sejam preservados
no tempo ® = 0 através do algoritmo de Dirac-Bergmann, seguindo o tratamento de Dirac (DIRAC,
1964).

Verificamos que a presenga de vinculos primarios na teoria estd intimamente ligada a existéncia de
simetria de calibre na teoria. Além disso, o nimero de graus de liberdade fisicos da teoria (dimensao
do espaco de fase reduzido) depende da quantidade de vinculos de primeira e segunda classe. Desse
modo, utilizando o formalismo hamiltoniano checamos com sucesso o conteido fisico dos modelos de
Maxwell, Maxwell-Proca, Einstein-Hilbert, Fierz-Pauli e WTDiff.

J4 o assunto reducdo dimensional KK se utiliza do fato de que teorias de campo para particulas
nao massivas descritas em D + 1 dimensdes possuem o mesmo nimero de graus de liberdade de uma
teoria de campo para particulas massivas, de mesmo spin, em D dimensdes. Compactificando uma
dimensao em D + 1, realizamos a reducao dimensional dos modelos de Maxwell e Einstein-Hilbert,
obtendo, com o auxilio das simetrias de gauge, as teorias massivas de Maxwell-Proca e Fierz-Pauli em
D dimensoes, respectivamente. Posteriormente, aplicamos o método ao modelo WTDiff, um tanto
mais sutil diante da presenca do vinculo (4.41). Nesse caso, obtivemos dois modelos massivos que
estdo relacionados com o modelo de Fierz-Pauli, demonstrando a ubiquidade deste modelo em se
tratando de uma teoria que descreve particula massiva de spin-2 utilizando um tensor simétrico de
rank-2.

O objetivo deste TG € de oferecer ao leitor, possivelmente um estudante em sua iniciagao cientifica,
uma oportunidade de introdu¢do aos dois assuntos tratados neste trabalho, além de familiarizar o leitor
com a aplicacdo das técnicas na andlise do contetido fisico de teorias de campo. A metodologia exposta
nos capitulos 3 e 4 deste trabalho pode ser utilizada para analisar qualquer outro modelo.

Esperamos ter cumprido essa meta e incentivamos o leitor interessado a verificar como o algoritmo
de Dirac-Bergmann € aplicado em teorias com espinores (modelos fermiodnicos), como os parénteses de
Dirac sao fundamentais no processo de quantizac¢io proposto por Dirac (DIRAC, 1964) e a investigar
outras maneiras de explorar o mecanismo de Kaluza-Klein (OVERDUIN; WESSON, 1997), temas

nao abordados neste TG.
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APENDICE A - SOBRE AS SIMETRIAS DIFF E WTDIFF

Neste apéndice vamos discorrer um pouco sobre as simetrias Diff (difeomorfismos) e WTDiff
(transformagdes de Weyl + difeomorfismos transversais) que apareceram neste trabalho. Essa exposi¢ao
¢é baseada no trabalho de (BLAS, 2008).

Uma maneira de entendermos como essas simetrias surgem e para que elas sdo necessarias €
escrevermos uma lagrangiana local, com até duas derivadas nos campos e invariante de Lorentz, mais
geral possivel a partir de um tensor de rank-2 simétrico h(,,). A motiva¢do em se estudar tais modelos
¢ investigar possiveis modificacdes, a nivel linear, da gravitacio (BONIFACIO, 2017; BLAS, 2008).

Temos:

L£(1,8,a,b) = L' + LT +a £ +b LT (A.1)
com
1 1
L= =00 hag . L= 500 0u00
1 1
L = -5 Mhd hy, Ly = Z—laﬂhaﬂh. (A.2)

Sob uma transformagao geral infinitesimal h,,,, — h,,, + 0h,, tais termos se transformam como
1
6" = Sohu Ol LM = —6h" "Rt
1 1
st = 5 (00 0"y, + Ok, 0"O°R) 5Ll = —50h0h, (A.3)

de onde segue que a familia de lagrangianas £(1, 1, a, b), com § = 1, é invariante pelas transformagdes

Ohy, = Mgf + 81,53 (Difeomorfismos transversais) (A4)

tais que 8“55 = 0 (transversalidade do pardmetro vetorial) para a e b arbitrarios. Dizemos que
essa familia € invariante por difeomorfismos transversais, ou simplesmente TDiff. Tal simetria é
necessdria para se livrar da propagacgdo de spin-1 e foi estudada durante a iniciacdo cientifica do autor
deste trabalho. No apéndice E apresentamos a andlise hamiltoniana do modelo TDiff.

Por outro lado, através da redefini¢do h,, — hy, + A h 1, para' \ # —%, obtemos a familia de

lagrangianas £(1, 1, A, B) que gozam das mesmas propriedades de £(1,1,a,b):

A=a+ ADa-2)
B=b+2\(Db—a—1)+N[D*— D(2a + 1) + 2] (A.5)

Sea=1=bentdo L(1,1,1,1) = Ly, lagrangiana do modelo Einstein-Hilbert (EH) linearizado,
dado por (3.28) e que contempla toda a simetria Diff (sem a restri¢do de transversalidade). Assim,

podemos obter toda a familia Diff de lagrangianas que comungam da mesma simetria de £(1,1,1, 1)

' Se A\ = —1/D aredefini¢do se torna singular.
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N
1—2A+4 (D —1)A2

(D—2)

Todo modelo com A e B relacionados dessa maneira é equivalente ao modelo EH, a menos que
A =2/D que é obtido de (A.5) com A = —1/D.

Uma outra possibilidade de aumentar a simetria de um modelo TDiff € exigir que ele também seja

B = (A.6)

. . ~ o 2 . L .
invariante por transformacdes de Weyl, isto € 0h,, = 5¢Ww Agora, a simetria ¢ WTDIff. Neste
caso, o parametro escalar ¢ pode ser usado para se eliminar o trago de h,,,, em Lrp;ss, indicando que

este modelo ndo deve depender do trago. De fato, se em £(1, 1, a, b) fizermos a redefini¢do singular

~

~ 1
Py = hyw = by — Bh 1, obtemos o modelo WTDiff (3.64): Lywrpiffhuw] = Lrpifslhuw]. Note
que essa tltima redefini¢do é equivalente a fazermos A = 2/D em (A.6), de onde podemos ver
2 D+2
D’ D?
Vimos que as familia Diff e WTDiff descrevem particulas ndo massivas de spin-2. O modelo EH,

rapidamente que o modelo WTiff é dado por £ (1, 1,

representante da familia Diff, € a versao linearizada da gravita¢ao de Einstein-Hilbert, enquanto o
modelo WTDiff € a versdo linearizada da gravitacao unimodular (BONIFACIO, 2017). J4 o restante
da familia TDiff descreve duas particulas ndo massivas: uma de spin-2 e outra de spin-0, desde que
(D —2)b < 1—2a+ (D — 1)a® (vide uma analise ndo-candnica de conteddo fisico em (BLAS, 2008)
ou entdo a andlise da positividade da hamiltoniana reduzida no apéndice E, um célculo original).

Do ponto de vista da existéncia de uma teoria que descreva particulas massivas de spin-2, € possivel
verificar (BLAS, 2008) que embora tanto o modelo Diff como o WTDiff descrevam particulas nao
massivas de spin-2 somente a familia Diff pode ser deformada de forma a descrever particula massiva
de spin-2, dando origem ao modelo de FP (3.51). Note que a redu¢do dimensional do modelo WTDiff
nos levou aos modelos (4.48) e (4.72) que estdo relacionados ao modelo de FP.

Sobre a insisténcia em se estudar modelos de gravitacdo massiva, uma contextualiza¢do pode ser
encontrada na tese (FORTES, 2018).
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APENDICE B - OPERADORES DE PROJECAO

Para campos vetoriais, podemos definir os operadores de projecao (projetores) que sdo caracteri-
zados por serem idempotentes, ndo possuirem inversa e cujos tracos determinam a dimensao do espaco

onde projetam :

Wy = , (B.1)

e;w =N — Wyp- (B.2)

Com (B.1) e (B.2) podemos mostrar a propriedade de idempoténcia

0uad™” =0, e Wpaw™ = wy, (B.3)
a de completeza
O = O + W (B.4)

e a ortogonalidade de tais operadores
w0 = 0. (B.5)

Temos ainda a propriedade de transversalidade
0,0" = 0. (B.6)

A mecanica quantica nos ensina que o spin s € uma quantidade quantizada e a helicidade de uma
particula massiva em D = 3 + 1 respeita a relacio m; = —s,—s + 1,...,s — 1, s. Ha portanto
2s + 1 estados quanticos entre —s e s € as particulas massivas t€ém 2s + 1 graus de liberdade. O trago
dos projetores nos informa a dimensao onde projetam, logo podemos relacionar grau de liberdade (e
portanto spin) com os projetores. De (B.1) e (B.2) notamos que Trw = n*"w,, = 1leTr0 = n*0,, =
D — 1 = 3. Logo,

w:(2s+1)=1=s5=0,
0:2s+1)=3=s=1.

Da relagdo 9, = iP, e w; A, = au(a”DAv) = Outp, em que p € um escalar, notemos que w;; A, estd

na dire¢@o do quadrimomento P, enquanto (B.6) implica que ¢ A, € ortogonal ao quadrimomento.
Logo, de (B4), A, =0, A, = A, = 0,A, +w;; Ay, concluimos que todo quadrivetor pode ser de-
composto em uma proje¢do (1 dire¢do longitudinal) de spin-0 (w;;A,) e em uma projecao ( 3 diregdes

transversais) de spin-1 (QZAV).

' Note que para a andlise hamiltoniana definimos os operadores apenas para as dimensdes espaciais, substuindo (I pelo

laplaciano V2 e a métrica 7),,,, por &;;.
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A partir dos operadores de projecdo vetoriais podemos construir a base de operadores que projetam
os tensores em suas diferentes representacdes irredutiveis. Neste texto, vamos nos ater aos operadores
de spin-2 que atuam sobre tensores simétricos de rank-2 (posto 2).

Definimos os operadores de projecio (P2))rves (pymwed (piyuwas o (pI)yimres em termos

dos projetores 0, € w,,,:

1 1
(PR)e = 5 (070" + 0°76) — =60, ®D
1
(PWDywrab = 5 (H“O‘w”ﬂ + OPBr e wtP 4 QVﬁw“a) ; (B.8)
vaf
POy = S5 (PO 2w (B.9)

Nesse caso, além dos projetores temos também os operadores de transi¢ao

g af uu@aﬁ
~ . (POywaes = Y7 (B.10)

POy —
(P2) ! .

sw D—l

Os operadores satisfazem a seguinte dlgebra (suprimindo os indices gregos)
POPY = 5715, P (B.11)
e a relacdo de completeza € dada por:

5 = (P P+ PO+ PO = S ), @a2)

N | —

onde S"# ¢ a parte simétrica do operador identidade?.

Novamente, a dimensao desses operadores - obtida ao tomar o trago - estd relacionada com o spin
s através da relacdo dim = 2s + 1. O valor de s associado ao projetor indica em que spin € feita a
projecdo e esse valor estd indicado dentro dos parénteses superescritos que identificam esses projetores.

Dessa forma, (Pg )) projeta em um setor associado ao spin-7.

Atencdo: Na andlise hamiltoniana, trabalhamos com esses projetores atuando apenas na parte
espacial dos tensores (para diferenciar, escrevemos os indices daqueles projetores com alfabeto latino).

Nesse caso, se a dimensao do espaco-tempo é D, faca D — 1 — D — 2 nas férmulas (B.7-B.10).

2 Da mesma forma, podemos definir operadores de projecio para a parte antissimétrica e de transicdo entre as partes

simétrica e antissimétrica. Assim qualquer tensor pode ser decomposto em suas partes simétrica e antissimétrica através
desses operadores.
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Neste apéndice apresentamos os termos da acdo (4.18) e (4.30) expandidos. Para isso decompomos

H 4p(z,y) como

/m
H,ul/(x7y) = ;h,ul/(x) cosmy,
H

m .
(2, y) = 1/?%(:16) sin my,

H

Im
(T, y) = ?w(x) cosmy,

OAHMNOAH yyn = Tcos2my ((%h”o‘a“hm + 0,0t + 2m2a#a“) +
T

e obtemos os seguintes resultados

m
+ ?sinzmy (2@(1”8"&1, + mghwh’“’ + m2902) ,

O HYNOAH s = ﬂCOSme ((‘Lh’“’@o‘hm +2m a”9"hy, + mzaua“) +
T

+ Tsmzmy (28,;#‘8”@,, —2m d"a, + m2<,02) ,
s

O HMNONH = %cosﬁmy (0,00, (¢ + h) +m a"0u(¢ + h)] +

+ %sz‘any [—0ua" (¢ + h) +m? o(o + h)],

OLHOMH = %coszmy [0,(¢ + h)0" (¢ + h)] + %sinzmy [m? (¢ + h)?] .

(C.1)

(C.2)

(C.3)

(C4)

(C.5)

(C.6)

(C.7)
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APENDICE D - CONDICOES DE FIERZ-PAULI

Vamos demonstrar que as condi¢des ou vinculos de Fierz-Pauli

L 1) Slmetrla qb,ul.../.l,j.‘./.l,k...us - ¢/J'1~~/J'k~~wuj~~-,ufs;
e 2) Transversalidade: 0" ¢, ... = 0;

e 3) Trago nulo: n* "1y, i psns = 0,

reduzem no caso de D = 3 + 1 o niimero de componentes independentes de um tensor de rank-s de 4°

para 2s + 1, ou seja, 0 mesmo nimero de graus de liberdade de uma particula massiva de spin-s.

(D-‘rss—l) _ D(D+1) -;!(DJrsfl)

Lembremos que um tensor simétrico de rank-s em D) dimensdes possui

componentes independentes. Logo a condicao 1) nos informa que ¢, sendo simétrico em qualquer par

(3+s) _ (s+3)! O.1)

de indices, possui apenas

s 3! sl

s s ! ~
St?) = —(s(:;)2!)3! equacgoes que

retiram graus de liberdade do tensor. J4 a condi¢do 3), por si s, € um conjunto de (zfé) = (8(5_;)1!)!3!
equacdes que retiram mais graus de liberdade do tensor. Entretanto, se s > 3, as condi¢des 2) e 3) ndo

componentes independentes. A condicao 2), por si s, € um conjunto de (

sdo independentes! Considere que as condi¢des 1) e 3) tenham sido atendidas:

X(@uk) Uuiuj¢m-~muj~-us =0 = 3“’“77‘”’”¢u1...um]~...uk..-us =0. (D_2)

Mas a altima expressao (trago da condi¢@o 2) é um tensor de rank-(s-3) simétrico, e portanto temos em
!

(D.2) um conjunto de (ng) = (S_S— equacdes independentes. Assim, se impormos 0" @, ;. ., = 0

3)3!
estamos introduzindo nao (S(ii);! equagdes independentes mas sim (5(5_521)!3! — (S_f;)! 51 equagdes.
Dessa maneira o nimero total n de componentes independentes de um tensor que satisfaca 1), 2) e
3) é dado por
(s+3)! (s +2)! s! (s+1)!
s! 3! (s—=1)!3" (s—3)!3l (s —2)!3!
= | n=2s+1]. (D.4)
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APENDICE E - ANALISE HAMILTONIANA DO MODELO TDIFF

Nesta secdo vamos apresentar de maneira resumida a andlise hamiltoniana do modelo TDiff
L(1,1,a,b) (A.1). Os resultados a seguir sdo originais, obtidos durante a iniciag¢do cientifica do autor
deste TG. A novidade deste modelo € que além da particula de spin-2 temos também uma particula de
spin-0, ambas sem massa.

Escrevemos
1 vp A 1 up v @ v b "
Lrprrr = _Za”h 15} hy, + §8Mh o,h p— 58 0 Py + Zauha h (E.1)

explicitamente em termos de suas componentes espacias € temporais:

2a—b—1) - - 1. . b—a) - - b . . )
Lrprrr = %hoohoo + Zhijhij + %hoohn‘ - Zhiihjj + (1 — a)hooOihio+
. : b—1 1 1 1
— hijaihoj +a hiiajhjo + ( 1 >8ih006ih00 + §8ihj081-hj0 — §8ihi08jhjo — Z—l@hkj&hkfr
1 b b a a
+ §alhzjakhk] - §8ih008ihjj + Zazh]]azhkk + §aih008jhji — Edhkkajhﬂ, (E2)

de onde obtemos 0s momentos canOnicos:

w 0L (2a—b-1) (b—a)

8h00 9 00 ( ) 0 ( )
9L 1. (b—a). - b . 1
T = aTU = Qh” -+ T(Sijhoo — égz]hkk — 5(81}%] + 8jh0i) +a 5Z'jakhk0, (E4)
0= 95 g, (ES5)
Oho;

de onde identificamos os vinculos primdrios ¢! = 7% ~ (. Note que teremos também

@O:WOO%O sea=b=1,

; 2 (2+ D)
@ =710 -1 =0 seazﬁeb: Dz

que correspondem respectivamente aos vinculos (3.36) e (3.72) dos modelos EHL e WTDiff. Asumire-
mos que a e b ndo estdo relacionados através de (A.6) pois esses casos ja foram estudados.

Densidade de hamiltoniana candnica Hrprpr = 7 hy,, — Lrprrr:

H =P 19°7% + Q 7%7% + 77 4 R w¥inid 4 27900, hy + Wij(ﬁihoj + 0jhoi)+

1-0b 1 1 b

b a a
— Zaihjjaihkk — Eaihooajhij + iaihjjakhkia (E.6)
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onde

:bD—b—l | Q:2(b—a) | R:b—a2 7
do do do

dy=1—2a+a%(D—1)+b(2— D). (E.7)

P

Aplicando a condi¢ao de consisténcia (2.73) nos vinculos (E.5) obtemos os vinculos secundarios
¥ = 8,1 4 il A 0, (E8)

cuja condigdo de consisténcia nos permite identificar outro vinculo 0;¢ ~ 0 que equivale a
¢ = (1 —a)V?heo + aV>?hy; — 9;0;h;; ~ 0. (E.9)

Como a condi¢do de consisténcia desse vinculo nos leva a b= —20;x? =~ 0, concluimos que ndo ha
mais nenhum vinculo na teoria e o processo termina. Nenhum dos D — 1 multiplicadores de Lagrange
A; foi determinado e assim permanecem arbitrdrios, em total acordo com a simetria TDiff do modelo!.
Todos os 2D — 1 vinculos da teoria sdo de primeira classe.
Quanto ao nimero de graus de liberdade, de acordo com (2.60)n = D(D+1) —2(2D —1)—0 =
(D —2)(D — 1) e no formalismo lagrangiano
(D-2)(D-1)

ng = 5 . (E.10)

Em D = 3+ 1, n;, = 3, em concordancia com a descri¢do de particulas ndo massivas de spin-2 e de
spin-0.

Resta-nos saber se de fato o modelo descreve, pelo menos a nivel classico, particulas fisicas. Para
isso, checamos a positividade da hamiltoniana reduzida.

No mesmo espirito do que foi descrito no capitulo 3 devemos utilizar os vinculos como igualdades
fortes na hamiltoniana priméria e com o auxilio dos operadores de projecdo de spin-2 escrever a
hamiltoniana reduzida. Deixamos como exercicio ao leitor demonstrar que, definindo o momento
escalar generalizado .

a —

O=ar"+ m(@ijﬂ'ij) (E.11)

1—2a+ (D —1)a?

Z=dy(2—D)=0b— D5 , (E.12)
a hamiltoniana reduzida é
N VQ ij,kl
H, = f dP 1z WZ](PS(SQ))U,MFM + hij (_TPS(SQ)> hi | +
D—1 I Z(D —2) 5 p(0)) K
fd T —7 + mhw <V Pss > hkl s (E13)

' Como o pardmetro vetorial £# é transverso, ele possui em D dimensdes D — 1 graus de liberdade.
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que € positivo definida se Z < 0 e contém o0s termos corretos para a propagacdo de uma particula
nao-massiva de spin-2 e outra ndo-massiva de spin-0.

Este resultado, de que a parte escalar da lagrangiana TDiff s6 € positiva se Z < 0, também foi
obtido por (BLAS, 2008) mas 14 nao foi utilizada a andlise hamiltoniana. Os célculos descritos neste

apéndice ndo foram encontrados na literatura.
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APENDICE F - ANALISE HAMILTONIANA DO MODELO DE SINGH-HAGEN (SPIN-2)

Neste apéndice apresentamos os resultados da andlise hamiltoniana do modelo de spin-2 de Singh-
Hagen (SINGH; HAGEN, 1974). Diferente dos demais casos deste TG, agora vamos utilizar um tensor
h,.., simétrico e sem traco, e um campo auxiliar escalar ¢.

Por simplicidade, vamos assumir que D = 3 + 1. A lagrangiana do modelo € dada por!

2

1
Lap = 5O + O = b b +2 6 0,0, — 36T 6+ 6 m*e.  (E)
Separacdo de componentes:
1 . 1 . . . o . .
Lsg = —§(h00)2 + §(hij)2 + 2hooihio — 2hij0ihjo — 2hood + 460;hig — 3% — V, (F2)
onde
m? 2 2 2 2 1 2 2 2
V= 7[(%0) — 2(hoi)* + (hij)*] = (Ojhoi)” + 5 Okhis)” = (Oihik)” + (Dihio)” +

+20;00;hij + %(aihoo)2 — 3(0;0)* — 6m*¢*. (F.3)

Como h = 0, substituimos hgg = hi1 + hay + hss = hyi € entdo calculamos 0os momentos candnicos:

oo
i oL . . .
T J = @T = hij — 51]hkk + 251]8khk0 — 28(1}1_70) — 252’j¢7 (FS)
ij
7% = 5)_£ =0. (F.6)
8h0i

Concluimos que existem D vinculos primarios: ¢ = 1% — 1 ~ 0 e ¢' = 7 =~ 0.

A densidade de hamiltoniana canoOnica é

| g 1 1 1
H = 571‘”77'” + 27'[‘”87;th — Z?TQ + §8khmﬁkh” — 8lhlka]hjk + §8thk8,h” +

2
+20;¢0;hij — 30;00;¢0 — 6m>¢* + %(hkkhjj — 2hgiho; + hijhij), (E.7)

com a qual construimos a hamiltoniana primdria. As condicdes de consisténcia geram vinculos

secundarios:

i a0 X' = 077 + mPho; ~ 0. (E.8)

' Faca D = 4em (4.72).
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Aplicando a condi¢do de consisténcia em x obtemos o vinculo tercidrio

W = Bihiy — g ~ 0, (F.9)

enquanto que para y; determinamos o multiplicador de Lagrange \;

Substituindo o \; obtido na hamiltoniana primdria e aplicando a condi¢do de consisténcia em 1,
obtemos o vinculo quaternario
A=¢p=0 (F.11)

cuja condicao de consisténcia nos determina o multiplicador de Lagrange )\
A & _g (F.12)

e o processo termina, com todos os multiplicados de Lagrange determinados (ndo hé simetria de
gauge).

Temos assim 10 vinculos, todos de segunda classe. Como um tensor simétrico h,,, possui 10
componentes independentes e a condicdo de traco nulo retira 1 grau de liberdade, que € reposto pela
inclusdo do campo escalar, FF' = 20 e o espaco de fase reduzido possui dimensdo n = 20—10—0 = 10.
No formalismo lagrangiano n;, = 5, em concordancia com a descri¢do de particula massiva de spin-2.

Deixamos como exercicio ao leitor, utilizando os vinculos como igualdades fortes e os projetores

de spin-2, mostrar que a hamiltoniana reduzida é

SS

2_ 2
t / i ; 2" { (P2 + V) ey 4 Jp | i
m

[N}

/d% “hij [(m* = V) (P2) + m*(PY) + 3(m* — V?) (P )}”’“hkl, (F.13)

que nada mais é do que a hamiltoniana reduzida do modelo de Fierz-Pauli em D = 3 4 1, apds a

transformacao candnica

(7™, hi) = (V27 %hkl). (F.14)

Checamos assim que o modelo descreve particulas massivas de spin-2.



