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Quando os russos querem desejar sorte a alguém eles dizem; 

HH nyXA HH nEPA ! 

A tradução literal desta expressão é “nem pena, nem penugem”, ou seja, a expressão 

nos alerta para termos cautela e bom senso. 

Não teria acabado nunca esta dissertação se não me lembrasse de minha avó 

sempre me dizendo hh nyxa hh nepa. 

cnacHÕo 6a6a 
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Resumo 

Neste trabalho, tratamos de aspectos clássicos de modelos análogos de relativi- 

dade geral com o intuito de compreender melhor efeitos de gravitação semi-clássica 

tais como a radiação Hawking. Em um fluido ideal barotrópico com um fluxo ir- 

rotacional inomogêneo, a equação para as ondas sonoras é idêntica à equação de 

um campo escalar não massivo em um espaço-tempo curvo (equação de Laplace- 

Beltrami). A métrica lorentziana efetiva que governa a propagação do som depende 

algebricamente da densidade, da velocidade do fluxo e da velocidade local do som. 

O horizonte sônico em um fluxo de fluido supersônico serve como análogo de um 

buraco negro. Vários exemplos de buracos negros acústicos estacionários são dados 

e uma expressão geral para a gravidade superficial acústica é derivada. Comentamos 

a relação entre os análogos acústicos e os condensados de Bose-Einstein. Também 

demonstramos como formular a aproximação eikonal em termos de geodésicas tipo 

luz e campos de Killing dos espaços-tempos acústicos. Ademais, apresentamos co- 

mentários a respeito da generalização da validade destes resultados para além da 

hipótese de um fluido sem viscosidade, barotrópico com fluxo irrotacional. Con- 

cluímos com alguns comentários adicionais e nossas perspectivas. 
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Abstract 

In this Work, we focus on classical aspects of analogue models of general relativity 

aiming to gain a deep understanding of semiclassical gravity effects such as Hawk- 

ing radiation. In an ideal barotropic fluid with a non-homogeneous irrotational flow, 

the sound wave equation is identical to that for a massless scalar field in a curved 

space-time geometry (Laplace-Beltrami equation). The eífective Lorentzian metric 

governing the propagation of sound depends algebraically on the density, ílow veloc- 

ity, and local speed of sound. The sonic horizon in a supersonic fluid flow provides 

a acoustic analog to black holes. Many examples of stationary acoustic black holes 

are given and a general expression for acoustic surface gravity is derived. We com- 

ment about the relation between these acoustic analogue models and Bose-Einstein 

condensates. We also demonstrate how to rephrase the eikonal approximation in 

terms of null geodesics and Killing vector flelds of the acoustic eífective geometry. 

Moreover, we presents comments about the generalization of those results’ valid- 

ity beyond the inviscid, barotropic fluid and irrotational flow hyphothesis. Final 

comments and perspectives are added at the end. 
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Capítulo 1 

Introdução 

1.1 Modelos análogos à relatividade geral 

Esta dissertação é sobre modelos análogos à relatividade geral [1]. Em geral, o 

que se entende por este nome é um sistema de matéria condensada feito de um 

meio material com propriedades espacialmente inomogêneas e variáveis no tempo. 

Neste meio propagam-se ou perturbações ondulatórias em sua estrutura, ou ondas 

eletromagnéticas. A influência do meio na propagação destas ondas é tal que elas 

percebem a geometria de um espaço-tempo curvo especial. As componentes da 

métrica deste espaço-tempo efetivo para as ondas são funções das propriedades do 

meio material. Estas propriedades podem ser ajustadas para simular espaços-tempos 

curvos da relatividade geral. 
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1.2 Um exemplo de modelo análogo: acústica de 

fluidos 

Talvez o exemplo mais simples de um modelo análogo à relatividade geral seja o de 

um fluxo de fluido convergindo em direção a um sorvedouro (Figura 1.1). Quanto 

mais próximo um elemento de fluido está do sorvedouro, maior sua velocidade. 

Se a certa distância do sorvedouro, a projeção da velocidade do fluxo na direção 

do sorvedouro ultrapassar a velocidade do som com relação ao fluido, haverá uma 

região em torno do sorvedouro da qual nenhum som gerado no fluido poderá escapar. 

Esta ação de arraste do som exercida pelo fluxo lembra a ação da gravidade de um 

buraco negro. 

Figura 1.1: Esquema de um buraco mudo bidimensional esfericamente simétrico. 

Um sorvedouro pontual de fluido provoca um fluxo estacionário radial cuja intensi- 

dade aumenta em sua direção até alcançar a velocidade do som no círculo. O círculo 

é um horizonte de eventos para ondas sonoras propagando-se neste fluxo. 

Dado este fluxo, ou outro qualquer, podemos determinar, no limite da acústica 

geométrica, a trajetória dos raios de som. O módulo do deslocamento \dx\ realizado 

3 



num tempo dt por um raio de som em um fluido com fluxo de velocidade v e com 

velocidade do som com relação ao fluido c é tal que 

\dx — vdt\ = cdt. 

Isto implica que 

{dx — vdt) • {dx — vdt) = c^dt^, 

que pode ser convenientemente escrita como 

(1.1) 

(1.2) 

—(c^ — v^)dt^ — 2v ■ dxdt + dx • dx — 0. (1.3) 

A expressão (1.3) nos encoraja a interpretar os raios de som como trajetórias tipo 

luz de uma métrica efetiva 

^ —(c^ — u^) : —V ^ 

gi^^{t,x) oc 
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1.3 Um breve histórico 

(1.4) 

Os primeiros modelos análogos a serem estudados foram os baseados na propagação 

de ondas eletromagnéticas em meios dielétricos. Ao longo do século XX, desde 

a publicação de um artigo de W. Gordon [2], houve um interesse esporádico no 

assunto. Veja [3] para um sumário das conclusões desta primeira fase dos estudos 

dos análogos. 
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0 primeiro a introduzir um espaço-tempo efetivo para ondas sonoras foi V. Mon- 

crief, em 1980, no estudo da estabilidade de discos de acresção em torno de bura- 

cos negros, usando como modelo um fluido ideal isentrópico com fluxo irrotacional 

no espaço-tempo de Schwarzschild [4] (veja também [5]). Independentemente, a 

situação não-relativística foi analisada por W. G. Unruh, em 1981 [6]. A partir das 

equações fundamentais dos fluidos ideais governados pela mecânica clássica newto- 

niana, ele demonstrou que o som propagando-se em um fluido barotrópico com fluxo 

irrotacional é descrito por um campo escalar obedecendo a equação de Klein-Gordon 

em um espaço-tempo curvo efetivo. A métrica deste espaço-tempo é a dada acima 

por (1.4), multiplicada por um fator conforme (veja a equação (3.28), pág. 35). 

Ademais, ele quantizou este campo escalar e estudou seu comportamento na vizin- 

hança de um horizonte de eventos acústico, provando que um buraco negro acústico 

(“buraco mudo”) emite radiação térmica de fônons, pelos mesmos motivos pelos 

quais esperamos que buracos negros emitam radiação térmica (radiação Hawking). 

A motivação de Unruh para delinear esta analogia foi a busca de um mod- 

elo simples que nos guiasse em direção à transcendência das hipóteses básicas da 

atual teoria quântica de campos em espaços-tempos curvos, também chamada de 

gravitação semi-clássica, das quais depende a dedução original do efeito Hawking, a 

saber: 

• Os campos quânticos propagam-se no espaço-tempo sem modificar sua geome- 
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tria. 

• O campo gravitacional não é quantizado. 

• A equação de onda para o campo quântico é válida em todas as escalas, até 

mesmo na escala de Planck. 

Acontece que, para ondas sonoras com comprimento de onda da ordem do caminho 

livre médio das moléculas constituintes do fluido, temos que modiflcar a relação 

de dispersão para levar em conta os efeitos de dispersão e dissipação consideráveis 

nesta escala. Além desta escala, a descrição por um fluido ideal perde o sentido, 

devendo ser substituida pela descrição por muitos átomos em interação. Unruh 

sugeriu que esta situação poderia ser comparada com a esperada quebra da noção 

clássica de espaço-tempo na escala de Planck. Ele também observou que os fônons 

são flutuações quânticas do fluxo do fluido e que perturbam este fluxo de maneira 

possivelmente comparável à maneira como o gráviton perturba o espaço-tempo em 

que se propaga. 

Uma década se passou até que outros pesquisadores se interessassem pelo vislum- 

bre da gravidade quântica que o análogo sônico poderia oferecer. Foram investigados 

os efeitos de relações de dispersão não lineares inspiradas em análogos acústicos no 

efeito Hawking, que acabou mostrando-se insensível às mudanças na teoria para al- 

tas frequências (veja [7]). Detalhes desta questão são fornecidos nos ensaios [8], [9], 

[10] e [11]. 
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No final dos anos 90, iniciou-se uma explosão de interesse por modelos análogos 

motivada não apenas por questões teóricas, mas também pela esperança de realizar 

experiências em laboratório para detectar efeitos análogos aos efeitos de relatividade 

geral clássica e semi-clássica. Os três sistemas físicos mais apreciados, cada um com 

suas próprias vantagens e desvantagens teóricas e experimentais, são os baseados 

em flutuações quânticas em hélio líquido [12], ondas eletromagnéticas em meios 

dielétricos e flutuações quânticas em condensados de Bose-Einstein (analisamos este 

sistema com mais detalhe a seguir). Uma breve descrição dos dois últimos sistemas 

pode ser encontrada em [13]. Amplas bibliografias sobre estes e outros modelos 

análogos, ainda que incompletas e defasadas no tempo devido à abrangência e a 

rápida expansão do tema, são fornecidas em [1] e [14]. Além dos análogos citados 

nestas referências, outros têm surgido como os baseados em ondas de superfície em 

fluidos ideais [15] e gotas de líquidos em substratos metálicos [16]. Esta variedade 

de análogos é, em geral, a manifestação de uma propriedade da linerazição de uma 

certa classe de equações diferenciais [14]. 

1.4 As filosofias de trabalho 

Os trabalhos que lidam com modelos análogos à relatividade geral podem ser clas- 

sificados quanto a três propósitos distintos: 

1. O propósito mais comum é usar as facilidades teóricas e experimentais do 
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modelo análogo para compreender melhor a cinemática da relatividade geral 

clássica e semi-clássica, isto é, a propagação de campos clássicos e quânticos 

em espaços-tempos curvos fixos. 

2. Usar a abordagem de espaço-tempo efetivo para interpretar mais claramente 

a física da matéria condensada. 

3. Em vez de procurar modelos análogos à relatividade geral, procurar modelos 

para a relatividade geral. Isto é, buscar inspiração em sistemas de matéria 

condensada para entender como seria possível uma teoria mais fundamental 

reproduzir a dinâmica da relatividade geral (as equações de Einstein) como seu 

limite clássico. Esta idéia tem um parentesco com a idéia de gravidade induzida 

de Andrei Sakharov [14]. Modelos análogos para a dinâmica da relatividade 

geral são mais raros por que, em geral, a dinâmica dos espaços-tempos efetivos 

não é descrita pelas mesmas leis que a gravidade. 

Como boa parte dos trabalhos motivados por 1 acabam por atingir o objetivo de 2 

e os trabalhos com o propósito 3 sempre tem algo a dizer aos partidários de 1 e 2, 

esta divisão não deve ser levada muito a sério. 

1.5 Panorama da dissertação 

Nesta dissertação, concentramo-nos no modelo análogo à relatividade geral baseado 

na acústica de fluidos ideais que introduzimos na seção 1.2 e que como vimos na 
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seção 1.3, foi o primeiro a ser proposto com a motivação de entender melhor a 

gravitação semi-clássica. Restrigimo-nos a uma análise clássica deste modelo, mas 

sempre procurando apontar os aspectos relevantes para os efeitos semi-clássicos. No 

capítulo 2, deduzimos a partir da mecânica clássica newtoniana e da termodinâmica 

toda a hidrodinâmica que precisamos para construir o modelo análogo. No capítulo 

3, deduzimos a equação de propagação do som e explicamos a analogia com a rel- 

atividade geral. No capítulo 4, sempre tendo em mente os buracos negros, de- 

screvemos as propriedades gerais dos espaços-tempos percebidos pelo som, damos 

exemplos de espaços-tempos efetivos com horizontes de eventos, interpretamos a 

gravidade superficial associada a estes horizontes e terminamos com uma observação 

sobre as condições em que podemos esperar que modelos análogos sigam as leis da 

mecânica dos buracos negros. Construir em laboratório um modelo análogo baseado 

em acústica de fluidos ideais é difícil por causa da tendência à formação de frentes 

de choque em fluxos supersônicos. Mesmo usando configurações que evitem frentes 

de choque, a detecção de efeitos semi-clássicos parece impossível [17]. Felizmente, 

como explicamos brevemente no capítulo 5, existe um modelo análogo similar (as 

mesmas equações no regime adequado) onde o limite entre o clássico e o quântico 

é relativamente mais fácil de manipular: são os baseados em perturbações em con- 

densados de Bose-Einstein no limite hidrodinâmico [18]. Por isso, quando tratamos 

dos espaços-tempos efetivos para o som, vale termos em mente que é possível re- 

alizá-los através dos condensados de Bose-Einstein. O espírito da dissertação como 
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Capítulo 2 

Hidrodinâmica de fluidos ideais 

2.1 Panorama 

Baseados principalmente em [19] e [20], fazemos uma revisão da hidrodinâmica 

necessária para a construção de nosso modelo análogo à relatividade geral. 

Começamos na seção 2.2 por explicar brevemente a descrição da matéria através da 

aproximação por um fluido ideal. Na seção 2.3, deixamos claro o contexto da física 

clássica em que tratamos a seguir os fluidos ideais e definimos nossa notação. Algu- 

mas observações na seção 2.3 podem parecer redundantes mas elas são necessárias 

para evitar confusões adiante quando introduzimos o espaço-tempo efetivo para on- 

das sonoras. Na seção 2.4, estabelecemos a relação entre duas maneiras de descrever 

o fluido: a euleriana, relacionada com medidas feitas num referencial inercial e a 

lagrangeana, relacionada com medidas feitas no referencial próprio de um pedaço 

do fluido móvel. Nas seções 2.5 e 2.6, a partir da conservação do fluxo de massa e 

do momento, deduzimos as equações que governam a dinâmica dos fluidos ideais. 
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Mas ao se mover, a maiorias dos fluidos reais, exceto os superfluidos quânticos, 

desenvolvem resistência a cisalhamento. A medida de sua resistência é a sua vis- 

cosidade, propriedade relacionada com o transporte de momento e energia através 

do movimento microscópico aleatório das partículas do fluido. Outra propriedade 

relacionada com este transporte microscópico de momento e energia é a condutivi- 

dade térmica do fluido. Desprezando a viscosidade, a condução de calor e reações 

químicas e nucleares, podemos considerar que o transporte da energia e do mo- 

mento manifesta-se somente através da pressão hidrostática, da velocidade média 

de conjunto do fluido, das interações gravitacional e eletromagnética associadas às 

densidades de massa e de carga elétrica e de alguma força externa ao fluido. Esta é 

a aproximação por trás da definição de um fluido ideal 

2.3 Física newtoniana e notação 

Os fluidos que descrevemos a seguir são fluidos ideais com carga elétrica líquida e 

gravidade própria desprezíveis, dentro do contexto da física newtoniana. 

Lembramos que a arena geométrica da física newtoniana é um espaço tridimen- 

sional com métrica euclidiana mais um tempo universal. Observadores inerciais em 

repouso com respeito a um sistema de coordenadas que cobre este espaço euclidiano 

medem as propriedades do fluido que existe neste espaço. Os resultados das medidas 

são expressos por campos tensoriais definidos no espaço euclidiano. As leis da física 

são relações entre estes campos. 
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fluido, devemos calcular dv{t\x{t))/dt que, usando a regra de cadeia, é igual a 

dv 

dt 

dv 

dt 
+ (u • V) V. (2.1) 

O operador 

aparece com frequência na física dos meios contínuos e é chamado de derivada con- 

vectiva ou de derivada material. Ele faz a tradução entre as descrições lagrangiana 

(lado esquerdo da equação) e euleriana (lado direito). Notemos que, se há movi- 

mento, d/dt compara uma quantidade no mesmo ponto do espaço para dois ele- 

mentos de fluidos que passam por ele em instantes sucessivos, enquanto que d/dt 

segue o movimento e toma a diferença no valor de uma quantidade em instantes 

sucessivos no mesmo elemento móvel de fluido. A derivada convectiva aplicada a 

uma quantidade é a taxa de variação no tempo desta quantidade no referencial local 

de repouso de um elemento de fluido. 

2.5 Conservação do fluxo de massa 

Consideramos a densidade de massa p(í; x) de fluido (massa de fluido por unidade 

de volume) e um volume V fixo no referencial inercial. Com o fluido a mover-se, há 

um fluxo de massa atravessando cada elemento de superfície dE na fronteira dV de 

V. Contanto que não hajam fontes ou sorvedouros de matéria, a taxa de variação 

no tempo da massa localizada dentro de V será dada pela taxa de transporte líquido 

15 



através de (9V. A taxa de variação de massa atravessando uma unidade de área é o 

fluxo de massa, pv. Portanto, 

^ í pdV = - í pv-dL. (2.3) 
Jv JdV 

Aplicando o teorema de Gauss, obtemos 

^J^pdV^-j^V-(pv)dV, (2.4) 

que deve ser válida para um volume V qualquer, implicando a equação diferencial 

que expressa a conservação de massa, a equação de continuidade, 

^ + V-{fm)=0. (2.5) 

Na presença de fontes ou sorvedouros de massa, devemos adicionar ao lado direito 

da equação (2.5) um termo correspondente ao aumento ou diminuição de massa. 

Escrever a equação (2.5) em termos da derivada convectiva (2.2) mostra-nos 

como a densidade varia ao longo da trajetória dos elementos de fluido: 

= -pV ■ V. (2.6) 

2.6 Conservação do fluxo de momento 

Aplicando o mesmo raciocínio que usamos para o fluxo de massa na seção 2.5, 

consideramos a densidade de momento pvi e um volume fixo V. A taxa de variação 

no tempo da quantidade de momento localizada dentro de V deve ser igual à taxa 
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de transporte líquido de momento através de dV mais a contribuição de uma fonte 

ou sorvedouro de momento no interior de V: 

dt 
/ pVidV = (transporte através de dV) + (fonte ou sorvedouro). (2.7) 

Jv 

Nesta seção determinamos os dois termos do lado direito da equação (2.7). 

Para determinar o fluxo de momento através de qualquer superfície no fluido 

devemos conhecer um tensor tal que 

/ 

TijdYjj 

\ 

(2.8) 

i-ésima componente do momento 

que atravessa o elemento de área dEj 

no seu sentido positivo por unidade de tempo 

Este tensor é chamado de tensor de stress. O tensor de stress de um fluido ideal nas 

V 

condições que impusemos nas seções 2.2 e 2.3 é composto pela soma de dois termos 

que descrevemos abaixo. 

Stress cinético O fluxo do fluido contribui para o fluxo de momento. O momento 

devido ao fluxo do fluido dp que atravessa um pequeno elemento de área dE em seu 

sentido positivo por unidade de tempo é igual a {pv ■ dE)v. Portanto, o fluxo do 

fluido contribui com um termo para o tensor de stress chamado de stress cinético 

que é igual a 

pViVj. (2.9) 
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Pressão isotrópica Existem dois tipos de forças que atuam em um elemento de 

fluido. Um tipo é o das forças aplicadas por agentes externos diretamente ao ele- 

mento, como por exemplo a força aplicada por um campo gravitacional externo. O 

outro tipo é o das forças aplicadas ao elemento pelo resto do meio contínuo ao seu 

redor. Uma força deste tipo é a associada a pressão do fluido que é provocada a 

nível microscópico pela distribuição isotrópica de velocidades das partículas. Inde- 

pendentemente do estado de movimento do fluido, a pressão P{t\ x) é tal que em 

qualquer elemento de superfície dS no fluido é exercida uma força PdS. Portanto a 

pressão do fluido contribui com um termo para o tensor de stress igual a 

Póij. (2.10) 

No que segue, para conservar a energia do sistema (veja seção 2.9), restringimos 

as forças externas que consideramos como fontes ou sorvedouros de momento na 

equação (2.7) àquelas cuja força por unidade de massa / é independente do tempo 

e que possa ser expressa como um gradiente, isto é, 

f(x) = -V$. (2.11) 

Portanto, a taxa de variação no tempo da quantidade de momento localizada 

dentro de V é igual a 

[ fWidV = - í T,,dE, + í pfidV, (2.12) 
Ot Jy jQy Jv 

onde Tij — Pôij 4- pViVj (notamos que Tij é simétrico). Usando o teorema de Gauss 
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no primeiro termo do lado direito de (2.12), obtemos 

(2.13) 

que deve ser válida para um volume V qualquer, implicando a equação diferencial 

Usando = Pôij + pviVj, a derivada convectiva (2.2) e a equação da continuidade 

que pode ser interpretada como a segunda lei de Newton para um elemento de fluido. 

A equação (2.15) é a equação de movimento para os fluidos ideais e é conhecida como 

a equação de Euler. 

2.7 Considerações termodinâmicas 

A equação de Euler (2.15) e a equação de continuidade (2.5) formam um sistema 

de quatro equações para cinco incógnitas (p, P e Vi). De maneira a termos um sis- 

tema fechado de equações, precisamos de uma equação a mais que relacione P com 

p. A maneira como a pressão relaciona-se com a densidade resulta da cinética 

das partículas constituintes do meio, sendo expressa por suas propriedades ter- 

modinâmicas. 

(2.14) 

(2.5), é fácil verificar que a equação (2.14) pode ser escrita na forma 

(2.15) 
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Para o que segue, é útil introduzir a entalpia H = E PV de um elemento de 

fluido e a correspondente entalpia por unidade de massa h = u + Pjp. Inserindo 

u — h — P/p no lado esquerdo da primeira lei (2.17) obtemos a primeira lei na 

“representação da entalpia”; 

dh = Tds + 
dP 

(2.18) 

O estado termodinâmico de um elemento de fluido é completamente determinado 

por quaisquer duas variáveis do conjunto p,T, s e P. De maneira a calcular todas as 

características deste estado a partir das duas variáveis, devemos conhecer as equações 

de estado relevantes. As equações de estado resultam da cinética das partículas 

constituintes do fluido. Por exemplo, a partir de p{t\x) e s{t\x), determinamos 

P{t\x) e T{t]x) através das equações de estado P{p,s) e T{p,s) e por fim, h{t]x) 

via primeira lei, (2.18). Então, nm fluido simples (^^ pjdNj = 0) genérico é descrito 

por sete variáveis dependentes do espaço e do tempo (p, P, Vi, T e s), determinadas 

por sete equações; equação da continuidade (2.5), as três componentes da equação 

de Euler (2.15) modificada com a adição da força de viscosidade (veja o capítulo 7, 

seção 7.1), duas equações de estado e a primeira lei da termodinâmica. Comumente, 

são feitas outras simplificações que descrevemos a seguir. 

Fluido ideal Uma idealização freqüentemente acurada é a de que no fluido não há 

aquecimento resultante de processos dissipativos tais como viscosidade, condutivi- 

dade térmica ou emissão ou absorção de radiação. Quando esta é uma boa aprox- 
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imação, a entropia por unidade de massa s de um elemento de fluido é constante, 

isto é, 

(2.19) 

Esta condição mais a ausência de viscosidade e condutividade térmica são suficientes 

para que haja conservação de energia (veja seção 2.9). Portanto, descrevemos o 

fluxo de um fluido ideal através de seis variáveis (p, P, Vi e s), determinadas por 

seis equações: equação de continudade, equação de Euler, P{p, s) e ds/dt = 0. 

Fluido isentrópico Um caso especial de fluido ideal é o fluido isentrópico. 

Neste caso, a entropia é constante em toda parte, e não apenas ao longo das 

trajetórias dos elementos de fluido. Desse modo precisamos apenas de cinco 

variáveis, (p, P e Uj), determinadas por cinco equações: continuidade, Euler e 

P(p) = P(p,s — constante ). A partir da primeira lei (2.18), deduzimos que para 

um fluido isentrópico 

(2.20) 

O fluido isentrópico é um caso de fluido barotrópico, isto é, de um fluido em que a 

pressão é função apenas da densidade*. 

* Outra maneira de obter um fluido simples barotrópico é impor que sua temperatura é constante, 
isto é, que o fluido é isotérmico. Para um fluido simples isotérmico, ds/dt = -pV-vds/dp. Portanto, 
se desejamos que o fluido isotérmico seja ideal, devemos impor V-u = 0 ou s(p, T = cte) =constante. 
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2.8 Equação de Bernoulli 

o rotacional do campo de velocidade do fluido, 

õj = V X V, (2.21) 

é conhecido como vorticidade. 

Podemos reescrever a equação de Euler em termos da vorticidade. Reescrever o 

termo (u- V) u da equação de Euler (2.15) usando a identidade vetorial 

Esta é a forma mais geral do que se conhece por equação de Bernoulli. Formas mais 

familiares são as de três casos específicos: 

Fluxo estacionário de um fluido ideal Fluxo estacionário é aquele em que 

d{ qualquer quantidade ) /dt = 0. Num fluido estacionário, as curvas integrais de 

V coincidem com as trajetórias dos elementos de fluido. A idealidade implica que a 

entropia é constante seguindo o fluxo, isto é, ds/dt = (F- V) s = 0. Da primeira lei 

da termodinâmica, dh = Tds + dP/p, obtemos 

(2.22) 

resulta em 

(2.23) 

{v • V) P = p {v ■ V) h. (2.24) 
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Agora, definimos a constante de Bernoulli, B, por 

(2.25) 

O produto escalar de v com a equação de Bernoulli (2.23) neste caso é 

(2.26) 

Isto nos diz que a constante de Bernoulli é constante no tempo ao longo das linhas 

de fiuxo. 

Fluxo irrotacional de um fluido isentrópico Um fluxo para o qual íi; = 0 é 

dito ser um fluxo irrotacional. Um teorema de análise vetorial diz que para todo 

campo vetorial irrotacional, v, definido numa região simplesmente conexa, isto é, 

uma região em que qualquer curva contínua fechada pode continuamente ser con- 

traída até tornar-se um ponto sem sair daquela região \ existe uma função escalar 

'ipit; x) tal que 

Para um fluido isentrópico, VP = pVh. Impondo estas condições na equação (2.23) 

obtemos 

^Por exemplo, o espaço exterior a uma esfera sólida é simplesmente conexo. O plano exterior a 
um disco sólido não é. 

V = —V'0. (2.27) 

(2.28) 
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Integrando a equação (2.28) concluímos que a quantidade ^ + 5 é igual a uma 

função dependente de tempo. Absorvendo a constante de integração dependente do 

tempo na definição de podemos escrever 

dib 1 . 
--^ + -v^ + h + ^ = 0, (2.29) 

que é a forma da equação de Bernoulli que usamos adiante (veja o sistema de 

equações (3.9), pág. 30). 

2.9 Conservação do fluxo de energia 

Usando a equação da continuidade (2.5), a equação de Euler (2.15) e a primeira lei 

da termodinâmica nas formas (2.17) e (2.18), podemos deduzir que 

dt 
+ V (2.30) 

(veja [19], seção 12.3.5). O primeiro termo do lado esquerdo da equação (2.30) pode 

ser interpretado como a derivada parcial no tempo da densidade de energia U do 

fluido medida no referencial inercial, 

U = + pu + p$. (2.31) 

O primeiro termo de (2.31) é a densidade de energia cinética, o segundo é a densidade 

de energia interna e o terceiro é a densidade da energia potencial devida a força 

externa independente do tempo. O segundo termo do lado esquerdo da equação 
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Capítulo 3 

Equação para o som e os 

espaços-tempos acústicos 

3.1 Panorama 

Explicamos neste capítulo como pequenas perturbações em fluidos ideais 

barotrópicos e irrotacionais podem ser vistas por um estudante de relatividade geral 

como um campo escalar de Klein-Gordon definido em um espaço-tempo efetivo lo- 

calmente de Minkowski, mas globalmente curvo segundo as leis da hidrodinâmica. 

Na seção 3.2, revisamos a definição de som e a dedução da bem conhecida equação 

de onda para o som em um fluido homogêneo e em repouso. Na seção 3.3, deduz- 

imos a equação de propagação do som para o caso mais geral de um fluido ideal 

barotrópico com fluxo irrotacional. Na seção 3.4, explicamos a analogia com a rel- 

atividade geral, reescrevendo a equação para o som de uma maneira adequada e 

introduzindo os espaços-tempos acústicos. Na seção 3.5, deixamos claro a relação 

entre as duas arenas geométricas que usamos adiante para descrever o som e nossas 
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convenções de notação. 

3.2 Ondas sonoras em um fluido homogêneo em 

repouso 

Rápidas e minúsculas desigualdades na pressão causam o movimento das moléculas 

do fluido em que estamos imersos. As moléculas movem-se alterando a densidade. 

Uma mudança na densidade corresponde a uma mudança proporcional na pressão. 

Desigualdades na pressão causam o movimento das moléculas e o ciclo recomeça 

[22]. Assim o som chega aos nossos ouvidos, por meio do equilíbrio entre a inércia 

do fluido e a força restauradoura devida a sua própria compressibilidade. 

Perturbações lineares de uma solução para as equações de movimento de um 

fluido. Isto é o que entendemos e chamamos por todo o texto de som ou de ondas 

sonoras. 

Linearizamos as equações (2.5) e (2.15) sem forças externas, considerando como 

quantidades muito pequenas todos os desvios de um estado no qual o fluido tem 

densidade uniforme po e está em repouso. Em condições que o fluido é barotrópico, 

isto implica que a pressão tem também um valor uniforme Pq. O resultado é a 

equação de Euler linearizada, 

dv 
ÍH,-^ = -V-P, (3.1) 
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onde desprezamos o termo p{v-V)v,ea, equação da continuidade linearizada, 

^ = -PoV.S, (3.2) 

onde desprezamos o termo v-Vp. Notamos que a equação (3.1) implica que a 

vorticidade nestas circunstâncias permanece constante, isto é , que dujfdt = 0. Por- 

tanto, apenas a componente irrotacional do fluido sofre mudanças com o tempo. 

Por simplicidade, consideremos, então, apenas o fluxo irrotacional. Podemos escr- 

ever V — — V^, o que junto com (3.1) implica que 

por que os gradientes de ambos os lados de (3.3) são iguais em toda parte e por que 

ambos os lados se anulam nas regiões sem perturbação desde que ^ seja a solução 

de V — — V'0 que se anula em tais partes. As equações (3.2) e v = — implicam 

que 

(3.3) 

(3.4) 

Linearizando a relação P (p) em torno de Pq, 

í> = P (p„) + (p - po) 
PO 

(3.5) 

temos que 

(3.6) 
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Substituindo (3.3) em (3.6) e então aplicando a igualdade encontrada em (3.4), 

deduzimos a equação para ijj 

(3.7) 

onde a constante c é definida por 

c‘ .2 (3.8) 

A equação (3.7) é característica de qualquer fenômeno com energia conservada 

envolvendo a propagação de uma onda através de um meio homogêneo a uma ve- 

locidade de onda c independente da forma da onda (que permanece constante) ou 

da direção de propagação [23]. 

3.3 Som em fluidos ideais barotrópicos e irrota- 

cionais 

Deduzimos aqui a equação de propagação do som para um fluido ideal barotrópico 

(e portanto, isentrópico), sujeito a uma força externa por unidade de massa f(x) = 

—V<í>, com um fluxo irrotacional v e uma densidade de massa p quaisquer. O fluxo 

deste fluido é completamente descrito pelas variáveis v{t; x) = -Wtp, p{t; x) e P(í; f), 

obedecendo o sistema de equações 

^ _l_ V . (pu) = 0 Equação da continuidade, 

< + h-\-\ (VV’)^ 4- $ = 0 Equação de Bernoulli, (3.9) 

P = P{p) Equação de estado. 
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onde 

^ , r 1 dP{X) ^ ^ 

no caso isentrópico é a entalpia do fluido (veja a equação (2.20)). De modo a 

linearizar as equações, inserimos neste sistema 

= ipQ{t]x) + si;i{t;x), 

P{t]x) — Po{t-.,x) + ePi{t;x), (3-H) 

p{t;x) = po{t]x) + epi{t]x), 

onde {üo = —Vt^o, Po, Po} é uma solução exata e conhecida para o sistema (3.9) 

e {ui = —Ví/»!, Pi, pi} é uma perturbação linear, isto é, uma solução para o sis- 

tema (3.9) considerando apenas termos de primeira ordem em e. A equação da 

continuidade então implica que 

5íPi + V • (poD + Pii?o) = 0. (3.12) 

Linearizando h como função de P temos que 

h(P) = h[P„)+(~Xj^^^{P-P,) + 0{P^) 

= h(Po) + -(P-Po) 
Po 

= h{Po)+s—. (3.13) 
Po 

Usando (3.13), a linearização da equação de Bernoulli implica que 

Pi = Po (dtipi + Vo ■ , (3.14) 
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e portanto, a barotropicidade 

Po + epi — P {P) — Po + (3.16) 

implica que 

Pi = ^ -Pi = ^ Po (^íV’1 + "^0 • V^i), (3.16) 

onde usamos a definição de c. Inserindo a expressão acima para pi na equação 

derivada da continuidade (3.12) e multiplicando ambos os lados por —1, terminamos 

com uma equação para 'tpi, 

Note que a equação de onda (3.7) pode ser vista como um caso particular da 

equação acima quando ão = 0 e po = constante. Portanto, dada uma solução 

exata {iTo, Po, Po} do sistema (3.9), resolvemos a equação (3.17) para e com a 

sua solução obtemos vi a partir de Üi = — V-^i, Pi a partir de (3.14) e pi a partir 

de (3.16), descrevendo completamente a propagação do som. 

3.4 A analogia com a relatividade geral 

Em busca de uma maneira compacta de escrever a equação (3.17), podemos pensar 

em ípi (í; x) como um campo definido em um espaço euclidiano quadridimensional 

coberto pelas coordenadas cartesianas {t, x, y, z} e na equação (3.17) exprimindo o 
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resultado de um operador diferencial agindo num vetor V = deste espaço: 

d 

dt 
Vt + W-V = 0. (3.18) 

Comparando a equação acima com (3.17), vemos que as componentes de V são 

V = {Vt\ = ^ - vq ■ Vipü - {dti>i)vo - (vo ■ V-^i) vq + c^V-ipi). 

(3.19) 

O vetor V pode ser escrito como o produto de uma matriz coluna de 4 linhas por 

uma matriz 4x4: 

/ 

K 
^2 

-1 -(Uo)a: -Mz 

~(Vo)x - (^'o)^ -(^o)x(?^o)í/ -(Wo)x(í^o) 

-My -{vo)y{vo)x - (uo)J -(uo)j,(Uq) 

^ -{vq)z -{vq)z{vo):x -{^o)z{vo)y - {vo)l j 

\ í \ 

dxipi 

dyi^i 

y dz'tpi j 

(3.20) 

Emprestando da teoria da relatividade geral a sua notação usual para objetos 

definidos em um espaço quadridimensional (índices gregos correndo de 0 a 3, índices 

latinos correndo de 1 a 3 e soma implícita através de índices repetidos), escrevemos 

a equação (3.17) na forma 

(3.21) 
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onde representa as componentes da matriz 4x4 que aparece em (3.20), 

/ 

Po 

-Mj 
\ 

(3.22) 

^ -(uo)í : c^Sij - {vo)i{vo)j ^ 

A semelhança com a relatividade geral fica evidente quando definimos outra 

matriz 4x4, , relacionada com por 

= (3.23) 

onde g éo determinante da matriz inversa de g^^'' que chamamos de 5^^,. Em termos 

de g!^''^ a equação (3.21), multiplicada por em ambos os lados ganha a forma 

da equação de Laplace-Beltrami, 

{V^g'"’'du'ipi) = 0. (3.24) 

A equação de Klein-Gordon em um espaço-tempo curvo de métrica (V^, = 0, 

onde é a derivada covariante associada a p^,^) pode ser escrita exatamente na 

mesma forma (3.24) (veja equação (3.4.10) em [21], seção 3.4, pág. 49). Isto 

sugere que podemos ver como um campo escalar de Klein-Gordon não 

massivo definido em um espaço-tempo curvo cuja métrica é Chamamos este 

espaço-tempo curvo especial percebido somente pelas ondas sonoras de espaço-tempo 

acústico. 

Por definição, 

( determinante de /^'") = det = (\/^)^det = g^g~'^ = g, (3.25) 
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Calculando através da técnica usual o determinante de f^'', concluimos que 

g = -4- & 
(3.26) 

Portanto, a partir da definição (3.23), 

/ 

9^'' = — 
1 

Poc 

-1 -{vo)j 

(3.27) 

^ -{vo)i : êSij - {vo)i{vo)j ^ 

e as componentes da métrica em coordenadas cartesianas (matriz inversa de g^'') 

sao 

^ v^) : ~(vq)j ^ 

9i^u = 
Po 

\ 
-(í^o)i 

(3.28) 

Como vemos, 5'^,, é simétrica e seu determinante não é nulo; propriedades que a 

métrica de uma geometria riemanniana deve ter. 

O intervalo associado à métrica (3.28) é 

ds^ = g^^dxf^dx'' = ^ [- (c^ - "^0) ~ 2(vo)idtdx^ + ôijdx^dx^] 

_ £0 -f (^dx — Vodt) ■ {dx — Vodt)]. 

(3.29) 

3.5 Duas arenas geométricas para o mesmo 

fenômeno 

Como explicamos na seção 3.4, o som propagando-se em um fluido ideal barotrópico 

e irrotacional no limite não relativístico, isto é, um campo escalar definido no espaço- 
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tempo newtoniano (espaço euclidiano tridimensional mais um tempo universal) obe- 

decendo uma relação com outros campos lá definidos (po, vq e c) dada pela equação 

(3.17), pode também ser interpretado como um campo escalar definido em um 

espaço-tempo relativístico artificial cuja métrica (3.28) é uma função dependente 

de campos definidos no espaço-tempo newtoniano (po, vq e c). Em outras palavras, 

podemos usar a equação (3.17) para estabelecer uma nova relação entre os eventos 

do espaço-tempo newtoniano expressa pela métrica (3.28). Temos então, duas are- 

nas geométricas diferentes para descrever o som, sendo uma mais fundamental no 

sentido que serve para todos os fenômenos naturais no limite não-relativístico e a 

outra, construída a partir da mais fundamental, servindo apenas para o som. 

Notamos que por construção, os espaços-tempos acústicos “nascem”já cobertos 

pelo mesmo sistema de coordenadas que cobre o espaço-tempo newtoniano associado 

a uma família de observadores inerciais. Naturalmente, podemos depois cobrí-los 

com quaisquer outros sistemas de coordenadas compatíveis. 

A-Ssim como na seçao 3.4, em toda dissertação, escrevemos os tensores definidos 

oos espaços-tempos acústicos usando a notação usual da relatividade geral (^abstract 

index notation), usando índices gregos e os símbolos usuais para a métrica, a derivada 

covariante, a conexão métrica, o tensor de Riemann, etc (veja [21]). 

O restante da dissertação pode ser resumido como a procura de relações en- 

tre as componentes de tensores nos espaços-tempos acústicos e as componentes 

dos tensores nos espaços euclidianos, de modo a interpretar relações entre tensores 
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dos espaços-tempos acústicos em termos das leis da física newtoniana para o som 

(relações entre tensores no espaço euclidiano) e vice-versa. Por exemplo, um fluido 

no espaço-tempo newtoniano dá origem a um espaço-tempo acústico, sendo que am- 

bos estão cobertos por sistemas de coordenadas que coincidem pelo menos quanto às 

coordenadas espaciais. Um 4-vetor deste espaço-tempo acústico pode ser deflnido 

fornecendo suas componentes neste sistema de coordenadas. A componente aP pode 

ser igual a uma função ã e as componentes a* podem ser iguais às componentes de 

um vetor q do espaço euclidiano. Isto é indicado por uma expressão como 

= (à; Ci) 

ou 

= (6; õ) . 
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Capítulo 4 

Buracos Mudos 

4.1 Panorama 

Neste capítulo, na seção 4.2, utilizamos a terminologia e o ferramental desenvolvido 

para a relatividade geral para enunciar propriedades gerais dos espaços-tempos 

acústicos. Na seção 4.3, damos alguns exemplos de buracos mudos, isto é, de espaços- 

tempos acústicos com horizontes de eventos, que podem ser encontrados na liter- 

atura. Na seção 4.4, mostramos o significado da gravidade superficial associada aos 

buracos mudos em termos das propriedades do fluido. Na seção 4.5, observamos 

quais as condições em que podemos esperar que buracos mudos sigam as leis da 

mecânica dos buracos negros*. 

*Em todo o texto a seguir, suprimimos o índice 0 das quantidades vq, xpo, po e Pq associadas às 

soluções exatas do sistema (3.9) e o índice 1 das quantidades vi, ipi, pi e Pi associadas ao som, 

restaurando os índices onde pode haver confusão. 
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estamos realizando a experiência com o fluido. Nas coordenadas cartesianas as 

componentes deste 4-vetor são 

dx^ 

dt 
(4.2) 

O “comprimento ao quadrado” deste 4-vetor com relação à métrica acústica é 

Portanto, com respeito à métrica acústica, o vetor tangente a uma linha de mundo 

é tipo luz (“tipo som” seria mais apropriado), isto é, = 0, se o módulo de 

sua velocidade relativa ao fluido for igual ao da velocidade do som no meio, o vetor é 

tipo espaço, se a velocidade relativa ao fluido for maior que a do som 

e tipo tempo, s® menor que a velocidade do som. Em particular, 

os vetores tangentes às linhas de mundo dos elementos de fluido = i/j são tipo 

tempo em todos os pontos do espaço-tempo acústico. 

A 4-velocidade de uma partícula é o vetor tangente à sua linha de mundo tipo 

tempo parametrizada por seu parâmetro afim, isto é, o parâmetro r deflnido por 

= am + 2g»,V‘ + g„V‘V^ 
(4.3) 

(4.4) 

de modo que 

dr dr ~ 

dx^ dx^' 
(4.5) 
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Segundo (4.3), o parâmetro afim para a linha de mundo de um elemento de fluido é 

= í dt' 
Jo 

-9tiu 
dx!^ dx'' 

dt' dt' 
= í dt'-/^. 

Jo 
(4.6) 

Portanto, a 4-velocidade de um elemento de fluido é 

dx'^ 1 
(1; v) (4.7) 

dr y/pc 

Vemos que de fato, = — 1. Notamos ainda que é proporcional a = 

g^^d.t: 

= —y/^ VH. (4.8) 

Na teoria da relatividade geral, o parâmetro afim de uma linha de mundo tipo 

tempo tem o significado de tempo próprio medido por um observador associado 

a esta linha de mundo. No caso dos espaços-tempos acústicos, o parâmetro afim 

não possui este significado. O tempo físico universal corresponde à coordenada t 

das coordenadas cartesianas associadas ao referencial inercial newtoniano em que 

realizamos a experiência com o fluido. 

Calculamos a 4~(aceleração, do fluido para descobrir em que condições 

os elementos de fluido seguem geodésicas do espaço-tempo acústico = 0): 

(-\/pc Vt) 

= ^V'^í[V"íV^(Vp5) + V^V^V"í] 

= {^c ) + pc^ V" (V^íV^í) 
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4.2.4 ADM 

A métrica acústica (3.28) é da forma que aparece no formalismo Arnowitt-Deser- 

Misner (ADM) de divisão de espaços-tempos globalmente hiperbólicos (espaços- 

tempos que admitem folheações por hiperfícies tridimensionais tipo espaço) em 

“espaço + tempo”, útil para atacar problemas de condições iniciais para as equações 

de Einstein (veja [24], pág.505 ou [21], pág.255). 

Seja um espaço-tempo folheado por hiperfícies tridimensionais tipo espaço 

parametrizadas por uma função t que serve como coordenada temporal. Considere 

o “sanduíche” de espessura iníinitesimal formado por duas destas hiperfícies. A 

hiperfície inferior é o conjunto de eventos com t constante e a hiperfície superior 

é o conjunto de eventos com t + dt constante. A geometria quadridimensional no 

sanduíche é determinada completamente por 

1. A métrica da geometria tridimensional da hiperfície inferior 

Çij (í, X, y, z) dx^daP 

que nos diz a distância ao quadrado entre pontos daquela hiperfície. 

2. A métrica na hiperfície superior (í + dt, x, y, z) dx^dx\ 

3. A fórmula para o comprimento próprio de um “vetor conector” baseado no 
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vemos que a geometria tridimensonal é gij — ^Sij, a função lapso é N = e 

a função deslocamento é TV* = —Uj. Notamos que isto concorda com o fato do 

“tempo próprio” de um elemento de fluido ser dado pela expressão (4.6). Portanto 

a 4-velocidade do fluido faz o papel de vetor conector de hiperfícies tridimensionais. 

Portanto também, a geometria acústica pode ser vista como aquela experimentada 

por observadores seguindo elementos de fluidos, com relógios fornecendo um “tempo” 

dado por (4.6) e imersos em um espaço euclidiano deformado pelo fator conforme 

p/c. 

4.2.5 O fator conforme 

Se é uma função suave estritamente positiva, então a métrica é 

dita ser relacionada com via uma transformação conforme. Diz-se que é 

conforme a g^,^. Pode-se mostrar que métricas conformalmente relacionadas dão 

origem a espaços-tempos de mesma estrutura causai, ou seja, um vetor que seja tipo 

tempo, lulz ou espaço com respeito a g^i, terá a mesma propriedade com respeito a 

métrica A métrica de um espaço-tempo acústico. 

/ 
(c^ — v^) : —Vj 

\ 

9tJ.v — 

-Vi Sij 
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é portanto conforme à métrica 

/ 
- (c^ - : -vj 

~Vi . Sij 

Neste caso Conhecendo as componentes do tensor de Riemann, tensor de 

Ricci e o escalar curvatura associado a Qui,, podemos calcular diretamente as mesmas 

quantidades para a partir de fórmulas envolvendo derivadas de O (veja [21], pág. 

445 ). As soluções da equação = 0 (equação de Klein Gordon) são invari- 

antes por transformações conformes somente para espaços-tempos bidimensionais. 

Portanto no estudo da propagação do som em uma dimensão espacial, podemos 

resolver a equação de Klein-Gordon usando tanto como 

4.2.6 Não há problemas de causalidade 

A idéia de que a estrutura causai de um espaço-tempo não leva a paradoxos pela 

ausência de curvas causais fechadas é expressa matematicamente pela propriedade 

chamada de estabilidade causai Podemos demonstrar que a existência de uma 

função diferenciável / no espaço-tempo tal que V^/ é um campo vetorial tipo tempo 

dirigido ao passado implica nesta propriedade (veja [21], seção 8.2). 

Como esperado, em espaços-tempos acústicos sempre existe esta função que é o 

tempo físico t do referencial inercial onde a experiência com o fluido se realiza. O 
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campo VH = ^ (1; í') é sempre tipo tempo, 

V^íV^í = -^ < 0, (4.14) 

6 dirigido ao passado. 

4.2.7 Graus de liberdade 

Uma métrica geral possui seis graus de liberdade por ponto no espaço-tempo: Dez 

graus de liberdade por ser uma matriz 4x4 simétrica menos quatro graus por fixar 

as coordenadas do ponto. Sendo a métrica acústica fixada completamente por três 

escalares, ■0(í; f), p(í; x) e c(í; f), a métrica acústica fica com três graus de liberdade 

por ponto no espaço-tempo. Como existe um vínculo entre ■0(í; x) e p{t; x) fornecido 

Pela equação da continuidade, concluímos que a métrica acústica possui de fato dois 

graus de liberdade por ponto no espaço-tempo. 

4.2.8 Espaço-tempo acústico estacionário 

Uspaço-tempo estacionário é aquele que possui um campo vetorial de Killing tipo 

tempo, isto é, um campo vetorial tipo tempo que obedece a equação 

~ ^°^9agjxu + 9audix^ -p Qimx^u^ — 0, (4-15) 

onde a primeira igualdade vem da definição de derivada de Lie C de com respeito 

^ vetor Em termos de derivadas covariantes a equação acima é equivalente a 

+ = (4.16) 
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equação (4.18)). Portanto, a ergoregião corresponde à região do espaço-tempo onde 

o fluxo é supersônico. Esta constatação nos permite generalizar o conceito de er- 

goregião para fluxos não estacionários. Um exemplo de ergoregião é dado na página 

54. 

4.2.11 Horizonte de eventos 

Dentro do horizonte de eventos de um buraco negro, os raios de luz emitidos na 

superfície de uma esfera envolvendo a singularidade, sejam eles emitidos para dentro 

ou para fora, dirigem-se sempre para dentro, acabando por atingir a singularidade. 

Este é um exemplo de superfície de aprisionamento (trapped surfacé). A região 

de aprisonamento é a região do espa.ço-tempo que contêm todas as superfícies de 

aprisonamento. A fronteira da região de aprisionamento é o horizonte de eventos 

aparente. 0 horizonte futuro de eventos do espaço-tempo temporalmente orientável 

e assintóticamente plano de um buraco negro é a fronteira da região do espaço-tempo 

da qual as geodésicas tipo luz não podem escapar para o infinito plano. Sabendo, 

como provamos a seguir no capítulo 6, que os raios de som seguem geodésicas tipo 

luz do espaço-tempo acústico, a definição razoável para superfície de aprisionamento 

neste contexto é a de uma superfície fechada onde o fluxo v aponta para dentro com 

a componente normal à superfície sendo maior que a velocidade do som no meio. 

Definimos o horizonte de eventos acústico H como sendo uma hiperfície do espaço- 

tempo acústico gerado por um fluxo convergente na qual {vf - c^) = 0, onde v± é 
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a componente do fluxo apontando para dentro perpendicular às superfícies que são 

a interseção do horizonte Ti. com as hiperfícies de t constante Notamos que o 

horizonte acústico sempre está contido na ergoregião. O espaço-tempo que possui 

ou ainda de buraco mudo. Pode ocorrer também a situação contraria de um fluxo 

divergente, onde temos superfícies de anti-aprisionamento e horizonte passado de 

eventos (buraco branco), com definições semelhantes mas com o fluxo apontando 

para fora. 

4.2.12 Espaço-tempo acústico estático 

Um espaço-tempo estacionário é dito ser estático se existem hiperfícies ortogonais 

ao campo de Killing Elas existem se e somente se existirem coordenadas tais 

que {dty = dtç^u = 0e goi = 0- 

O intervalo acústico genérico de um fluxo estacionário nas coordenadas carte- 

sianas globais é 

Impondo que o vetor vf {(? — v^) seja integrável, podemos definir uma nova coorde- 

nada temporal por 

um horizonte acústico é chamado de buraco sônico ou de buraco negro acústico, 

(4.19) 

(4.20) 
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o elemento de linha nas novas coordenadas é 

ds^ = ^ 
c{x) 

(c^(f) - v^{x)) dr^ + dx- dx+ 
^ ' c^{x) — v^{x) 

(4.21) 

A métrica nas novas coordenadas mostra que (drY é um campo de Killing global 

tipo tempo e que o espaço-tempo é estático. Para que v/ (c^ — seja integrável, é 

necessário que ele possa ser escrito como o gradiente de um campo escalar, o que é 

possível somente se 

V X _ y2 = 0, (4.22) 

o que junto com V x u = 0 implica que 

X V (c^ - = 0, (4.23) 

isto é, o espaço-tempo acústico é estático no sentido dado ao termo em relatividade 

geral se o fluxo v for estacionário e normal às superfícies de (c^ — v^) =constante. 

Notamos que esta condição demonstra que para espaços-tempos acústicos estáticos, 

a ergoregíão coincide com o horizonte de eventos. No caso de c constante, a equação 

(4.23) nos diz que a velocidade v é paralela à aceleração do fluido [Para uma fluxo 

estacionário e irrotacional, dv/dt = (1/2)V (u^).]. 

4.3 Exemplos de Buracos Mudos 

Mostramos a seguir exemplos de buracos mudos, escolhidos por suas simetrias e por 

suas semelhanças com os buracos negros da relatividade geral. Deduzimos a forma 
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de suas métricas, identificamos ergoregiões e horizontes de eventos e fazemos co- 

mentários a respeito de suas propriedades e de sua possível realização experimental. 

4.3.1 Fluxos estacionários quasi-unidimensionais 

Um fluxo estacionário que aponta e varia praticamente em uma única direção, dig- 

amos, a direção do eixo 2, de modo que v — v (z) z e p{z), pela equação de con- 

tinuidade 

+ V • (pu) = — (pu) = 0, (4.24) 

possui uma densidade de momento 

p{z)v{z) = k = { constante ). (4.25) 

O intervalo da métrica acústica então é 

ds^ = {— íc^ (z) — (2:)] dt^ — 2v {z) dzdt -f dx^ -|- dy^ -f dz^\ . (4.26) 
C (2;) V {Z) j 

Notamos que a localização do horizonte de eventos depende de como a velocidade 

do fluido e a velocidade do som variam. O fluxo pode tornar-se supersônico tanto 

pela velocidade do fluido aumentar como pela velocidade do som diminuir. 

Um fluxo estacionário quasi-unidimensional transônico famoso por sua estabil- 

idade é o obtido por meio do bocal de Lavai (veja [19], seção 16.3, por exemplo). 

Quando o fluxo passando por um cano é subsônico, diminuir a área seccional do cano 

aumenta sua velocidade, e vice-versa. Mas quando o fluxo é supersônico, ocorre o 

oposto: diminuir a área seccional diminui sua velocidade e aumentar a área aumenta 
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sua velocidade. No bocal de Lavai, cujo formato é usado em exaustores de foguetes, 

o fluido passa por um cano que se estreita até atingir uma área seccional mínima 

onde um horizonte acústico é formado, para depois se alargar, mantendo um fluxo 

supersônico. M. Sakagami e A. Ohashi propuseram um experimento usando o bocal 

de Lavai para medir o espectro de potências de uma onda sonora emitida próxima 

do horizonte que deve ser planckiano, sendo portanto um análogo clássico da ra- 

diação Hawking [17]. M. Visser et al. consideraram um fluxo de condensado de 

Bose-Einstein passando por um par de bocais de Lavai ligados pelas extremidades 

largas, formando um par “buraco negro/buraco branco” (veja [25]). 

Simulações numéricas com fluxos estritamente unidimensionais e com relações 

de dispersão das ondas sonoras modiflcadas para altas freqüências foram utilizadas 

por W. Unruh para entender a influência das freqüências transplanckianas na ra- 

diação Hawking ([7]; um relato do desenvolvimento posterior desta pesquisa pode 

ser encontrado em [9]). 

4.3.2 Vórtices, sorvedouros e fontes bidimensionais com 

simetria axial 

Consideramos um fluxo estacionário bidimensional com simetria axial. Para descr- 

ever este fluido é mais adequado usarmos coordenadas polares {t, r, 9}, relacionadas 
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com as coordenadas cartesianas por; 

X = r COS 9 

y = r sin 9 

t = t. 

(4.27) 

A equação de continuidade (2.5) escrita em termos de componentes associadas à 

base ortonormal para o espaço euclidiano é 

dtp + V ■ (pv) = dtp + ^dr {rpv^) + ^de = 0> (4-28) 

onde são as coordenadas de v na base {dr^^dg^ Impondo p — p(r), 

(r) ev^ — v^ (r), temos de (4.28) que 

r 1 pv oc - (4.29) 

A circulação do fluido em um círculo C centrado na origem é 

• ds — j v^rd9 = 2ttv\. (4.30) 

O teorema de Stokes aplicado à área delimitada por dois círculos C quaisquer, mais 

a condição de vorticidade nula (V x u = 0) implicam que a circulação é independente 

do raio de C. Portanto 

n® oc -. (4.31) 
r 

Se além disso, impomos que o torque exercido no fluido é nulo, isto é, que o momento 

angular é conservado. 

’ X {pv) I = rpv^ = (constante), (4.32) 
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a densidade deve ser constante, o que implica velocidade do som constante, e temos 

necessariamente que a velocidade deste fluido é da forma 

“ = 7(a^) + f («3) 

onde A e B são constantes. O potencial que resulta nesta velocidade é da forma 

Íj{r,e) = -A\n(£j -B9, (4.34) 

onde a é uma constante. O potencial está bem definido na região simplesmente 

conexa que exclui o eixo 2 e um semiplano partindo deste eixo. 

Se Ae B são diferentes de zero, temos um vórtice em torno de uma fonte {A > 0) 

ou de um sorvedouro (^ < 0), e as trajetórias dos elementos de fluido, 

r = ro + ^{e-eo), (4.35) 

são espirais de Arquimedes. Se 5 0 e A = 0, temos somente um vórtice. Se 

S = 0, temos somente ou uma fonte (A > 0), ou um sorvedouro (A < 0). 

Aplicando a lei de transformação das componentes métricas, 

verificamos a partir da métrica acústica em termos de suas componentes na base 

{dt, 9a,, dy} escrita em (3.28), que em termos de suas componentes na base {9í, dr, dg} 
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ela assume a forma 

^ — (c^ — ip) —v^ —r‘^v^ 

9iXV 

\ 

—V 1 

0 

0 (4.37) 

onde = (u'')^+ (ru®)^, sendo que (u'", são as componentes de v na base {5,., ^e}, 

relacionadas com por v'^ = v'^ e = rv^. Portanto, a métrica acústica na 

base {dt, dr, de} é 

9ixu 

e o elemento de linha é 

A 
r 

-B 

ds^ — dÁp' — 2jdtdr — 2Bdtd6 + dr^ + r'^d6‘^ 

-c^dt"^ + {dr — ^dtY + {rdO — fdt) 

A fronteira da ergoregião, = 0), é um círculo de raio 

VÃ^~+W 
' ergoregiao 

A componente radial da velocidade é igual à velocidade do som em 

1-41 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

Portanto, para A < 0, r = |A|/c demarca um horizonte de eventos acústico, 

fornecendo um análogo de um buraco negro (com rotação, se 5 0). Ganhamos 
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alguma idéia a respeito da propagação do som neste tipo de espaço-tempo acústico 

Figura 4.1: Esquema para a propagação do som em um fluxo dado por v = A/rr + 

Bjr 9 com < 0. i) O ponto O encontra-se em uma região de fluxo v subsônico, 

como medido por um referencial inercial de repouso. O círculo de raio igual à 

velocidade do som c está centrado na ponta do vetor v. Vetores com origem em 

O e ponta no círculo indicam todas as possíveis direções e intensidades |u 4- c] que 

um raio de som passando por O pode ter como visto pelo referencial de repouso, 

ii) O ponto O encontra-se na fronteira da ergoregião, onde \v\ — c. Se ^ 7^ 0 e 

5 7^ 0 (vórtice com sorvedouro), a reta tangente à superfície fronteira da ergoregião 

no ponto O pode ser como a reta a e nesse caso, o som pode escapar para fora da 

ergoregião. SeA = 0eB7^0 (vórtice), a reta tangente é a reta /5, e nesse caso, 

0 som também pode escapar para fora da ergoregião (de fato, não existe nenhum 

horizonte acústico neste caso), mas dentro da ergoregião precisa girar na mesma 

direção que v. Seyl7^0ejB = 0 (sorvedouro), então a reta tangente é a reta 

7, e nesse caso, a fronteira da ergoregião coincide com o horizonte de eventos, e o 

som passando por O não pode escapar, (iii) O ponto O encontra-se no interior da 

ergoregião, onde o fluxo é supersônico. Quanto maior a magnitude do fluxo v, mais 

estreita é a região acessível ao som a partir de O. O ponto O pode pertencer à 

superfície de um horizonte acústico caso uma das retas, 5 ou e, sejam tangentes a 

esta superfície em O. 
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S. Basak e P. Majumdar estudaram o fenômeno análogo à superradiância no 

espaço-tempo de Kerr neste tipo de espaço-tempo acústico (veja [26] e [27]). No 

espaço-tempo de Kerr, uma onda escalar (solução da equação de Klein-Gordon sem 

massa) entrando na ergosfera é refletida para fora com uma amplitude que, para um 

certo intervalo de frequências limitado superiormente pela velocidade angular do bu- 

raco negro, excede a amplitude da onda incidente. Esta amplificação é conseguida as 

custas da energia rotacional do buraco negro, levando a diminuição de sua rotação. 

Eles mostraram que o coeficiente de reflexão de uma onda sonora plana incidente 

é maior que 1 para um intervalo de frequências indo de 0 até uma frequência pro- 

porcional a que é a velocidade angular do fluxo no horizonte acústico. Eles 

também sugeriram que a realização deste espaço-tempo acústico em um superfluido 

tal como o Hell líquido teria a peculiaridade da velocidade angular do buraco mudo 

ser quantizada, tendo como consequência a perda da energia rotacional por super- 

radiância em passos discretos, dando ao espectro dos fônons refletidos uma forma 

característica. 

4.3.3 Espaço-tempo acústico conforme a um buraco negro 

Para descobrir o quão próximo a métrica de um espaço-tempo acústico pode chegar 

da métrica de um buraco negro estático da relatividade geral, M. Visser, em [28], 

usou no lugar das coordenadas de Schwarzschild, nas quais o elemento de linha do 
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buraco negro escreve-se, em unidades tais que G = c = 1, na forma 

= - ^1 - 0d4>^), (4.42) 

o sistema de coordenadas de Painlevé-Gullstrand. Uma das maneiras de construir 

este sistema de coordenadas é, a partir das coordenadas de Schwarzschild, usar 

as geodésicas tipo tempo radiais apontando para dentro (dr < 0, dd = d0 = 0). 

A norma = — 1 da 4-velocidade dos observadores seguindo estas geodésicas 

e a contração desta 4-velocidade com o campo de Killing {dtY, cujo valor é uma 

constante E, fornecem as equações de movimento 

dt E 

dr (1-^)’ 
(4.43) 

(4.44) 

onde r é o tempo próprio destes observadores. Assumindo que estes observadores 

coincidem no infinito com os observadores estáticos associados às coordenadas de 

Schwarzschild, isto é, que dt — dr para r —^ oo, devemos ter E = 1. Portanto, a 

4-velocidade deles é 

w y- — 2M 
{1-m.y V r 

cujas componentes covariantes u^j, são 

,0,0 , (4.45) 

I 1, 
(1-^) 

,0,0 . (4.46) 
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Podemos ver como o gradiente de uma função T: 

= -df,T, (4.47) 

de modo que 

.f^dr 
dT = dt+ 2My (4.48) 

Subtituindo (4.48) em (4.42), temos 

ds^ = — ^1 dT"^ + 2iJ^^dTdr + dr^ + {dO^ + sin^ Odíj)^^ , 

que é o elemento de linha nas coordenadas de Painlevé-Gullstrand. 

Notamos que o elemento de linha não é singular em r = 2M. Além disso, as 

hiperfícies de T constante são espaços euclidianos de maneira que, na linguagem do 

formalismo ADM, toda a informação a respeito da curvatura do espaço-tempo está 

codificada no vetor deslocamento y/ÕMjrr. Mais informações sobre as coordenadas 

de Painlevé-Gullstrand podem ser encontradas em [29]. 

Passando das coordenadas cartesianas para as coordenadas esféricas através de 

X — rsin0cos0, 

y — rsirup sin 9, 
(4.49) 

z = r COS 4>, 

t = t, 

escrevemos as componentes da métrica de um espaço-tempo acústico genérico na 
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base {dudr,de,d^}: 

( 

r. -P 9tiu — 
c 

{(? — v^) —v^ —r^ sin^ (fn)^ 
\ 

\ 

-v^ 1 

-r^ sin^ (\>v^ 0 

-r^v^ 0 

0 

0 

sin^ 0 
/ 

(4.50) 

onde + (rv^)^ + (rsinôv^)^ e (v‘^,v^,v‘^) são as componentes de v na 

base {dr, de, 5^}. A tentativa natural para simular o elemento de linha de Painlevé- 

Gullstrand é impor um fluxo estacionário puramente radial da forma 

V = - 
2M 

(4.51) 

junto com uma velocidade do som constante igual a 1. Porém, a equação da con- 

tinuidade 

1 d d ^ 1 ô / 2 /2M , 
^P + V-(^) = ^^ -r pá—I =0, 

implica que 

p (X r' -3/2 

(4.52) 

(4.53) 

Portanto, o máximo que conseguimos é uma métrica conforme a um buraco negro: 

ds^ oc - 1- 
2M 

^ dt^ -I- 2\j^^dtdr 4- dr^ + [dO"^ + sin^ 6d(f)^) 

(4.54) 
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4.3.4 Buraco Mudo Canônico 

Chamamos de buraco mudo canônico o espaço-tempo acústico estático e esferica- 

mente simétrico gerado por um fluido de densidade constante e fluxo estacionário 

esfericamente simétrico puramente radial. Como p é constante, a barotropicidade 

implica que c também é constante. Impondo estas condições na equação da con- 

tinuidade temos que 

u" (X i. (4.55) 

Escrevendo a velocidade do fluido como 

V = -c— r, (4.56) 

onde ro é um raio flxo qualquer e fazendo pjc — 1, o elemento de linha é 

ds^ = — dt^ -f 2c^drdt -f -t- -|- sin^ 9d(f)^). 

Usando em vez de í, uma nova coordenada temporal r definida por 

, , V ■ dx 
dr = dt + — — dt— 

tUt^ 
(P. _ y2 c(l -r^/r^) 

dr, 

o elemento de linha fica na forma 

ds^ = -c^ (1 7 dr^ -I- 
dr^ 

1 _ Io. 

(4,57) 

(4.58) 

-1- (dd^ -f sin^ ddd>^) . (4.59) 

Notamos que a ergoregião, que é uma ergosfera neste caso, coincide com o horizonte 

de eventos demarcado por r = tq. Em sua revisão sobre buracos negros acústicos, 

M. Visser afirma que uma versão não estacionária deste espaço-tempo acústico é 

realizada no exterior de uma bolha esférica de raio oscilante ([28], seção 8). 
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4.4 Gravidade superficial acústica 

A idéia de um buraco negro possui uma definição precisa para espaços-tempos glob- 

almente hiperbólicos e assintóticamente planos. Fluxos suaves e que tendem a zero 

no infinito suficientemente rápido dão origem a espaços-tempos acústicos deste tipo. 

Neste contexto, buraco negro é o conjunto de eventos do espaço-tempo que não 

pertencem ao passado causai J~ do infinito futuro Pode-se mostrar a partir 

desta definição que a fronteira do buraco negro, que é o horizonte de eventos H, 

é uma hiperfície tipo luz gerada por uma congruência de geodésicas tipo luz in- 

extendíveis apontando para o futuro e sem cáusticas, isto é, as geodésicas nunca 

convergem até se encontrarem em um ponto. O campo vetorial associado a estas 

geodésicas satisfaz = 0 no horizonte. Uma peculiaridade das hiperfícies tipo 

luz é que os vetores perpendiculares a elas também são paralelos a elas. Portanto, 

como é normal ao horizonte, ele é proporcional a x^- Isto permite definir 

no horizonte uma função k através da expressão 

No caso de x^ ser um campo de Killing deste espaço-tempo, k é uma constante para 

cada órbita de x^ ^ ser calculada por 

-2/cxIh- (4.60) 

limite no horizonte ’ 
(4.61) 
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onde a — iX^'^i>Xix)/ iX’'Xiy) é a aceleração dos observadores seguindo 

X^- Como no espaço-tempo de Schwarzchild é o campo de Killing (c*í)^, a in- 

terpretação física neste caso é que k éo limite no horizonte da aceleração associada 

à força exercida por alguém no infinito plano, transmitida, por exemplo, através 

de uma corda ideal, para manter uma massa teste unitária seguindo uma órbita de 

(veja [21], seção 12.5). Esta é a origem do nome dado à função k, chamada de 

gravidade superficial 

Para determinar uma expressão para a gravidade superficial de buracos mudos, 

precisamos encontrar um campo gerador para o horizonte de eventos acústico. Para 

isto, na superfície EífiTf, decompomos o fluxo do fluido em uma componente paralela 

e outra perpendicular, 

(4.62) 

Um campo vetorial cujo valor no horizonte é 

é sempre tipo luz no horizonte como vemos a partir de 

= g^.uL^L^\n = (c' - vl) , (4.64) 

e portanto é um gerador para esta hiperfície. Substituindo na equação (4.60) 

obtemos 

2 (4.65) 
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Buraco mudo Gerador do horizonte Campo de Killing? K 

Vórtice sorvedouro bidi- 

mensional. 

Fluxo estacionário radial es- 

fericamente simétrico com c 

constante. 

{dty + 

{dtY 

sim 

sim 

çi. 
1^1 

dv’' 
dr 

Tabela 4.1: Gravidade superficial de exemplos de buracos mudos discutidos anteri- 

ormente. Nos dois casos os geradores são campos de Killinge Ké constante em todo 

o horizonte. 

4.5 As leis da mecânica dos buracos negros 

Podemos ter a esperança de criar buracos mudos em laboratório que obedeçam 

aquelas leis da mecânica dos buracos negros (ou apenas certos aspectos delas) que 

podem ser demonstradas de maneira puramente geométrica, isto é, que exijam para 

valerem condições sobre a geometria do espaço-tempo que não dependem explici- 

tamente da geometrodinâmica ditada pelas equações de Einstein. Por exemplo, 

B. Carter provou sem o uso de qualquer geometrodinâmica que, impondo estatici- 

dade, o horizonte de um buraco negro deve ser gerado pelo campo de Killing (dtY 

e que impondo estacionariedade, axisimetria e a propriedade de ortogonalidade dos 

planos t - (f)^ existe um campo de Killing (dtY + ^(d<j>Y Q^e gera o horizonte. De 

maneira semelhante, B. Carter também provou que para qualquer buraco negro que 

seja estático ou estacionário, axisimétrico e com a propriedade de ortogonalidade 

^Um buraco negro estacionário e axisimétrico possui a propriedade de ortogonalidade dos planos 

t- 4> se a, família de planos gerados pelos campos de Killing (dtY e (d<t>Y admitem uma família 
de planos ortogonais. 
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dos planos t — (p a. gravidade superficial k deve ser constante sobre todo horizonte 

(0-ésima lei da mecânica dos buracos negros, veja [11])- 

Um programa de pesquisa interessante seria tomar um fluxo convergente genérico 

que pudesse dar origem a um buraco mudo e impor progressivamente planura 

assintótica, estacionariedade e em seguida a axisimetria, que em relatividade geral é 

imposta naturalmente aos buracos negros estacionários pelas equações de Einstein. 

Então poderiamos verificar como essas restrições na geometria do espaço-tempo são 

traduzidas em restrições sobre o fluxo e se estas condições podem ser satisfeitas pelas 

equações da hidrodinâmica por meio de condições de contorno e forças externas ad- 

equadas. Além disso, poderiamos estudar a evolução das quantidades conservadas 

associadas às isometrias do espaço-tempo (“massa” e “momento angular” do buraco 

mudo) e descobrir como elas se relacionam com a evolução de s: e da área do hori- 

zonte de modo a comparar com as três leis restantes dos buracos negros. Algo nesse 

sentido, foi feito por S. Basak para o caso particular do vórtice com sorvedouro bidi- 

mensional. Ele encontrou uma expressão para a massa do buraco mudo em termos 

de sua gravidade superficial, seu perímetro, sua velocidade angular, seu momento 

angular e da velocidade do som análoga à expressão para o buraco negro de Kerr 

(veja [30]). 
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Capítulo 5 

Espaços-tempos efetivos para 

perturbações em condensados de 

Bose-Einstein 

5.1 Panorama 

Neste breve capítulo, mostramos na seção 5.2 como os condensados de Bose-Einstein 

podem comportar-se como fluidos ideais barotrópicos e irrotacionais, de modo que 

tudo o que discutimos sobre espaços-tempos acústicos e buracos mudos vale para 

estes sistemas físicos. Além disso, usando um fenômeno próprio dos condensados, 

mostramos na seção 5.3 um modelo análogo aos espaços-tempos de Priedmann- 

Robertson-Walker. 
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5.2 O modelo análogo à relatividade geral usando 

condensados de Bose-Einstein 

Um condensado de Bose-Einstein é o estado fundamental de um sistema quântico 

(segunda quantização) de N átomos bosônicos interagindo presos por um potencial 

externo V{x). À temperatura zero, quando o número de átomos é grande e as 

interações atômicas são suficientemente pequenas, quase todos os átomos estão no 

mesmo estado quântico fundamental de modo que, usando uma abordagem de campo 

médio, podemos descrever o sistema por uma distribuição clássica 'ip (í; x), chamada 

de função de onda do condensado, definida como o valor esperado do operador de 

campo bosônico, mesmo se o sistema é levemente perturbado. (Para uma revisão da 

teoria e dos experimentos com condesados de Bose-Einstein, veja [31].) A evolução 

de ip (t\ x) é dada pela equação de Gross-Pitaevskii, 

+ V (x) + , (5.1) 

onde m é a massa dos átomos individuais e A é um fator relacionado com a in- 

tensidade da interação entre os átomos (A = Í7rah^/m, onde a é o comprimento 

de espalhamento entre dois bósons constituintes do condensado). Usando a repre- 

sentação de Madelung, 

^ (5.2) 
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para a função de onda na equação (5.1) e separando a parte imaginária da parte 

real obtemos duas equações: 

+ _v • V 
dt \ m) 2 V ) — I + ^ -I 9 /- m J m 2m y/p 

d V(j) 

m 
= 0. (5.4) 

Dentro do regime de validade chamado de limite hidrodinâmico ou de aprox- 

imação de Thomas-Fermi, ou ainda de aproximação quasi-clássica, é consistente 

desprezarmos o termo {h^/2m){V^y/p)/y/p. Definindo v = -V(f)/m e h = Xp/m, 

verificamos que dentro do limite hidrodinâmico, a equação (5.4) equivale à equação 

de continuidade (2.5) e a equação (5.3) equivale à equação de Bernoulli (2.29) de um 

fluido ideal barotrópico e irrotacional de densidade p, fluxo v e entalpia h — Xp/m 

sujeito a um potencial externo V. De dh = dP/p e = dP/dp, podemos dizer que 

o análogo da velocidade do som neste caso é 

(5.5) 

Seguindo os mesmos passos das sessões 3.3 e 3.4, concluímos que as perturbações 

lineares na fase 4> do condensado obedecem a equação de Klein-Gordon não massivo 

de um espaço-tempo efetivo de métrica 

^ — (c^ — u^) : 

nu 

\ 

V 
-Vi Sij j 

(5.6) 
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As principais vantagens dos condensados de Bose-Einstein como modelos 

análogos à relatividade geral são o crescente desenvolvimento da tecnologia de ma- 

nipulação destes sistemas (buracos mudos feitos de condensados já podem ser con- 

struídos em princípio) e o fato da situação nos condensados (background clássico 

mais flutuações quânticas) ser análoga à situação na teoria quântica de campos em 

espaços-tempos curvos [18]*. Em ambos as situações, as flutuações quânticas obede- 

cem as mesmas relações de comutação; isto nem sempre ocorre para outros modelos 

análogos [33]. Para uma análise mais genérica permitindo a simulação de uma classe 

maior de métricas, veja [34]. 

5.3 Modelos análogos aos universos de 

Friedmann-Robertson-Walker planos 

Podemos criar modelos análogos aos universos de Priedmann-Robertson-Walker 

planos para estudar efeitos análogos à criação de partículas devida à inflação cosmo- 

logica (veja [35] e [36]). Um fenômeno chamado de ressonância Feschbach permite 

a variação controlada do comprimento de espalhamento a do condensado e conse- 

quentemente, pela equação (5.5), da velocidade do som no condensado. Consider- 

amos um fluido associado a um condensado em repouso, com densidade constante 

e velocidade do som variável no tempo c{t). Definindo a constante Cq = p/m, o 

*Unia. rcÍGrêncÍÊt a. Gstc respeito em alemao muito detalhada por sinal e a dissertação [32]. 
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intervalo do espaço-tempo acústico é 

\—(?{t)d£' 4- dx 
c{t) 

(5.7) 

Introduzindo uma nova coordenada temporal por 

Co 
(5.8) 

podemos escrever o intervalo na forma 

ds^ {codrf + 
cq 

c(í) 
dx ■ dx. (5.9) 

Portanto, r faz o papel de tempo próprio dos observadores comoveis com o fluido 

cosmológico e y^Co/c(í) faz o papel do fator de escala. 
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Capítulo 6 

Acústica geométrica 

6.1 Panorama 

Neste capítulo vamos mostrar como usar os espaços-tempos acústicos para estudar 

a trajetória dos raios de som e como a amplitude, a freqüência e o comprimento das 

ondas sonoras variam ao longo deles. Nas seções 6.2, 6.3 e 6.4 revisamos de uma 

maneira genérica os conceitos de ondas planas, pacotes de onda e as leis da acústica 

geométrica dentro do contexto da física newtoniana. Nas seções 6.5 e 6.6 aplicamos 

estas leis ao nosso modelo análogo para derivar a relação de dispersão, a equação de 

geodésica tipo luz para os raios de som, a equação de evolução para a amplitude e 

a lei de conservação do número de fônons. Na seção 6.7, calculamos a curvatura do 

espaço-tempo acústico. Na seção 6.8, ilustramos com exemplos simples a utilização 

do formalismo desenvolvido. 
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6.2 Ondas planas monocromáticas 

Uma onda plana monocromática representa alguma quantidade física oscilatória xjj 

cuja amplitude e direção de propagação são as mesmas em todo espaço e pode ser 

escrita na forma 

^ ^ (6.1) 

onde A é uma amplitude complexa, k é o vetor de onda (|fc| = k = 27t/A, onde A é 

o comprimento de onda) e o» é a frequência angular da onda = 27t/, onde / é a 

freqüência da onda). A quantidade na exponencial, (p — k-x — cot, é a fase da onda. 

É fácil mostrar a partir de d(j) = —udt + k ■ dx, que o vetor k é normal às superfícies 

de (f) constante no espaço. A partir disto mostra-se facilmente que as superfícies de 

(f) constante movem-se com a chamada velocidade de fase 

Vf = jk. (6.2) 

A freqüência uj é determinada pelo vetor de onda k de uma maneira que depende 

da natureza física da onda e que é representada pela relação funcional 

üj = Í2(^), (6.3) 

chamada de relação de dispersão. Por exemplo, para ondas planas que são soluções 

da equação (3.7) a relação de dispersão é Q,{k) = kc. 
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6.3 Pacotes de ondas planas 

Ao contrário das ondas planas, as ondas no mundo real tem sua amplitude localizada 

em uma região do espaço e do tempo. Podemos modelar isto através de um pacote 

de onda que é construído por meio de uma superposição de ondas planas; 

x) = J k{k)é‘^^^^é^^-^-‘^^dk^dkydk,, (6.4) 

onde A é o módulo e a é a fase da amplitude complexa A = Ae*“. Tomamos kik) 

tal que seu valor é altamente concentrado em torno de um vetor de onda específico 

Uq. Na integral (6.4), as contribuições para ^’s adjacentes tendem a cancelar umas 

as outras se a fase oscila muito rapidamente com k. Portanto, o valor de ■0(í; x) está 

concentrado na região do espaço e do tempo onde a fase varia pouco com a variação 

de k. O centro desta região está onde 

-—{a + k-x — u}^ =0. (6.5) 
okj V / k=ko 

Usando a relação de dispersão (6.3) em (6.5), obtemos a equação para a localização 

do centro do pacote. 

Xj — 
dÜ\ í da ^ 
  ) t = — ( 7^ ) = constante, 
dkjJkao dkj / 

(6.6) 

que nos conta que o pacote de onda move-se com a chamada velocidade de grupo 

(6.7) 
k=ko 

Deve ser óbvio, fisicamente, que a energia associada ao pacote também propaga-se 

com a velocidade de grupo. 

76 



6.4 Aproximação eikonal 

Existem situações onde uma onda arbitrária propagando-se em um meio inomogêneo 

pode ser considerada como uma onda plana em um meio homogêneo em qualquer 

região pequena do espaço e para tempos curtos. Para isto acontecer é necessário 

que a amplitude e a direção da propagação variem pouco ao longo de tempos e 

distâncias da ordem do período e do comprimento da onda. Nestas condições, pode- 

mos introduzir o conceito de raios, isto é, linhas tais que os vetores tangentes a 

elas em qualquer ponto apontam na mesma direção que a direção de propagação, de 

modo que podemos ignorar aspectos da natureza ondulatória do fenômeno. O es- 

tudo das leis de propagação nestes casos é o escopo da aproximação eikonal, também 

chamada, dependendo do contexto, de ótica ou acústica geométrica (veja [37] e [19]). 

Podemos dizer que a aproximação eikonal corresponde ao limite de A ^ 0, como 

fica claro nas deduções abaixo. 

Um campo escalar complexo 'il}(t\x) sempre pode ser escrito na forma 

= (6.8) 

Aqui A é uma amplitude complexa e <j) é uma fase, chamada de eikonal. Aqui, 

ijj (í; x) representa uma quantidade física ondulatória qualquer que propaga-se em 

um meio inomogêneo no espaço e no tempo. De acordo com o fato que desejamos ser 

satisfeito, a saber, que em qualquer região pequena do espaço e durante intervalos 

curtos de tempo a onda pode ser considerada como plana, definimos em cada ponto 
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do espaço e do tempo o vetor de onda /cea frequência angular lo por 

k{t\x) = V(f), = (6.9) 

Como discutimos no parágrafo acima, para que a aproximação eikonal seja acurada, 

assumimos que a escala de comprimento £ e a escala de tempo T para variações 

substanciais nas propriedades do meio sejam muito grandes comparadas com o com- 

primento de onda e o período da onda, isto é, 

£>i, r>-, (6.10) 
k u) 

Numa região do espaço e do tempo da ordem de £ e T, expandimos A e (j) em séries 

de Taylor em torno de um ponto arbitrário {to; xq): 

A{t; x) = A(to; xq) + (x- xq) ■ VA(to; xq) + (t - to)dtA(to; xq) + ... (6.11) 

ç5>(í; x) = (p{to; xq) + {x - xq) ■ k(to; xq) + (t - to)dtLü(to; xq) + ... (6.12) 

Por uma questão prática, agrupamos todas as correções para uma fase de onda 

plana, (/> k ■ x — ut, junto com os termos da expansão de A(t;x), de modo que 

assim escrevemos ijj em termos de uma expansão em duas escalas: 

{A + eB + e^C+ ...)e^/^. (6.13) 

Aqui a potência do fator e é um indicador da ordem do termo que ele multiplica com 

relação às escalas de espaço e de tempo do problema, isto é, com relação a 1/A:£ < 1 

e a l/uT -C 1. Substituímos a expansão em duas escalas (6.13) na equação de onda 
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do sistema físico em questão. Coletando os termos de ordem superior em e obtemos 

a relação de dispersão, 

u = 0, (jc] X, tj , (6.14) 

e a equação de movimento para A. Como explicamos na seção 6.3, o centro de um 

pacote de onda move-se com a velocidade de grupo 

= (6.15) 

Portanto, o vetor tangente à trajetória x{t) do raio associado ao pacote obedece 

d . . dQ 

= m 
(6.16) 

Vemos a partir das definições (6.9) e (6.14) que a equação para o eikonal é 

d</> 

dt 
-1- Q, (V(/);x, í) = 0. (6.17) 

Tomando o gradiente de (6.17) obtemos 

d^é dü aV dÜ ^ 

dtdxi dki dxidxi dxi 
(6.18) 

que com as definições anteriores pode ser escrita na forma 

dü 

dxi 
(6.19) 

Tomando a derivada temporal de (6.17) obtemos 

^20 dü d^4> 

df^ dki dxidt dt 
(6.20) 
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que com as definições anteriores pode ser escrita na forma 

^ 
dt' 

(6.21) 

As equações (6.16), (6.19) e (6.21) são as equações fundamentais da acústica 

geométrica; elas determinam a trajetória dos raios e como k e u variam ao longo 

deles. 

6.5 Raios de som são geodésicas tipo luz do 

espaço-tempo acústico 

Substituindo a expansão em duas escalas (6.13) na equação de onda para o som em 

um fluido ideal barotrópico e irrotacional escrita em termos da derivada covariante 

no espaço-tempo acústico, V= 0, os termos de ordem superior (e“^) fornecem 

a equação do eikonal. 

afirmando que o 4-vetor que chamamos adiante de A:^, é tipo luz. Derivando 

covariantemente a equação do eikonal (6.22), encontramos a equação 

verificando que as curvas integrais de são geodésicas tipo luz. (Em termos das 

quantidades no espaço-tempo newtoniano, esta equação é equivalente a (6.19) e 

= 0, (6.22) 

0 = = 2 (V^<^) (V^V,</>) = 2k^V^,K, (6.23) 

(6.21).) 
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Escrevendo a equação (6.22) em termos das quantidades no espaço-tempo new- 

toniano e usando as definições (6.9), obtemos 

— 2 j o» + ^ = 0, (6-24) 

o que impfica na relação de dispersão 

Q = v ■ k + ck. (6.25) 

A relação de dispersão (6.25) pode ser escrita na forma 

üjr = (jo — V ■ k — — {dt V ■ (f) — —-(f) (6.26) 
dt 

e interpretada como a relação entre = ck, isto é, a freqüência angular Ur das 

oscilações medidas em um referencial localmente em repouso com o fluxo do fluido 

e üj = Çl, isto é, a freqüência das oscilações medidas no referencial onde o fluxo do 

fluido év. A velocidade de grupo, eq.(6.15), é portanto 

Vg = v + ck, (6.27) 

o que é ufli resultado intuitivo: Os raios de som vistos pelos observadores inerciais 

viajam com uma velocidade que é a soma vetorial da velocidade do fluxo do fluido 

com a velocidade do som com relação aos observadores comóveis com o fluxo. 

6.6 Leis de transporte e conservação 

Os termos seguintes da expansão (ordem e“^) fornecem a equação para a amplitude, 

FV^A = -i(V;,F)A (6.28) 
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Esta equação para a amplitude em termos àe u), k,Vg, v e c é 

^ ^ - {dt-\-v ■V)(jü+ v ■ {dt-\-v-V)k ~ âV-k A. (6.29) 

A equação (6.28) implica que, no limite da acústica geométrica, o valor de A em 

qualquer ponto do espaço-tempo V é influenciado apenas por A em pontos anteriores 

ao longo do raio de som que passa por V. Neste sentido, diz-se que a amplitude 

propaga-se ao longo dos raios. 

Definindo 

/ = — 
^-\Ay 

provamos usando (6.28) que 

- 0, (6.31) 

isto é, que a fase da amplitude complexa é conservada ao longo dos raios. 

Definindo 

f = (6.32) 

provamos usando (6.28) que 

= 0. (6.33) 

Para interpretar a quantidade conservada associada a escrevemos as compo- 

nentes do vetor k^: 

kf, = (-a;; j 
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Comparando com a média da densidade de energia da onda sonora no ref- 

erencial localmente em repouso com o fluxo, 

Sr = (6.35) 

(esta expressão é deduzida no apêndice A) concluímos que a equação (6.33) equivale 

à lei de conservação da quantidade cuja densidade é £r/oJri isto é, 

dt 
+ v- = 0. (6.36) 

Na mecânica de ondas em fluidos, a quantidade conservada cuja densidade é SrjoJr 

é conhecida como ação da onda (wave action). A partir desta lei podemos deduzir 

diversos aspectos da propagação do som em fluidos. Por exemplo, em uma situação 

estacionária, onde portanto u deve ser constante, se a onda propaga-se de uma região 

onde o fluido está parado até uma região onde há corrente em sentido contrário à sua 

propagação, a relação de dispersão (6.26) implica que deve aumentar. Portanto, 

para conservar a ação da onda, a energia da onda também deve aumentar*. 

Na linguagem da mecânica quântica, dizemos que a equação (6.36) afirma que 

no limite da acústica geométrica o número das partículas associadas às ondas, os 

fônons, é conservado (a densidade do número de partículas é Er/hjjJr)- Portanto, 

variações no fluxo do fluido causam criação de fônons somente se estiverem fora do 

*Esta análise também é válida para ondas superficiais de gravidade e explica, por exemplo, 
as monstruosas ondas que destroem navios na costa da África do Sul. Formadas em distantes 

tempestades na Antártida, elas propagam-se contra a corrente das Agulhas ganhando energia. 
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limite da acústica geométrica^ Esta lei dá apoio à explicação heurística sugerida 

por Unruh em [7] para a insensibilidade da radiação Hawking à física das altas 

freqüências que ele encontrou em seus cálculos numéricos (veja a discussão na seção 

1.3). Para os modos transplanckianos, as perturbações no vácuo causadas pela 

criação do buraco negro ocorrem numa escala relativamente grande, de modo que 

para eles, tudo se passa no limite da “acústica geométrica”, isto é, no regime WKB, 

o que permite que eles se ajustem adiabaticamente às mudanças. Assim, os modos 

transplanckianos que estavam em estado de vácuo antes do colapso gravitacional 

permanecem em estado de vácuo, sem interferir na criação de partículas associadas 

aos demais modos de freqüência menor que estão dentro do regime de validade da 

teoria quântica de campos em espaços-tempos curvos e que dão origem ao espectro 

de corpo negro medido pelos observadores no infinito. 

A lei de conservação de uma ação da onda derivada a partir da equação de 

evolução da amplitude, possui uma generalidade que vai muito além da acústica, 

valendo para diversos fenômenos ondulatórios em fluidos e podendo ser usada até 

onde correções devidas a efeitos não lineares são importantes. Onde quer que não ex- 

ista tendência para efeitos não lineares agirem cumulativamente, como por exemplo, 

6m meios dispersivos, tal analise linear tem uma boa chance de produzir resultados 

razoáveis (veja [23], seções 4.5 e 4.6 e a parte 2 do epílogo, veja também [38], [39] e 

Entre os fenômenos ondulatórios que a aproximação eikonal não dá conta esta a amplificação 

paramétrica das ondas por variações temporais rápidas do meio que está relacionada na mecânica 

quântica com a criação de partículas [19] 

84 



[40]). Podemos especular que talvez, seja o caso da gravidade na escala de Planck, 

onde os efeitos da não linearidade da relatividade geral poderiam ser impedidos de 

agirem cumulativamente pelo efeito dispersor de uma possível quebra da simetria 

de Lorentz. (Para uma idéia de como efeitos dispersivos estão relacionados com a 

quebra da simetria de Lorentz, veja a seção 7.2 do capítulo 7.) 

6.7 A curvatura experimentada pelos raios de 

som 

Aqui calculamos a curvatura do espaço-tempo acústico que afeta as trajetórias dos 

raios de som provocada pelas variações do fluxo do fluido. Já que a equação do 

eikonal (6.22) é conformalmente invariante, ignoramos o fator pjc em (3.28) e tra- 

balhamos com a métrica efetiva 

/ 
-t»,- 

\ 

cuja inversa é 

-Vi 5i 
y 

-1 
\ 

-Vi 

(6.37) 

(6.38) 

^ Vi • c 8ij ViVj j 

Assumimos, purÊi simplifics-r os cálculos 6 puru nos conccntmrmos somente no efeito 

dâs inomogeneidâxles no fluxo ^ velocidu-de do som e constante, convencio- 
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nando ser igual a um. Começamos por calcular os coeficientes de conexão 

-i/A 

o {.^IjíQolv d" dccÇfjLV ■ 

0 cálculo direto destes coeficientes fornece o seguinte resultado: 

(6.39) 

r?. = ^D- 2-^0’ 

Tqo ViVjDij, 

Foj —VjDij, 
(6.40) 

= ViDjk, 

^00 = -^tVi - VkdiVk + ViViVkDik, 

Foj ViVjf^Djk d" 

onde 

Dij = ^ {diVj + djVi) (6.41) 

e 

Qij = — (diVj — djVj) , (6-42) 

são a taxa de deformação e a taxa de rotação do fluxo respectivamenteF Tendo os 

coeficientes de conexão, calculamos as componentes do tensor de Riemann i2oi0i> 

Roijk e Rijkh As demais componentes podem ser obtidas a partir destas através das 

propriedades de simetria do tensor de Riemann, R[a0\'y5 = 0, Rapi-yS] = 0 e Rajs-ys = 

^Mantemos os termos proporcionais a Q,jk apesar de nossa hipótese inicial de vorticicidade nula, 

isto é, iy X xP)^ — Eijk^jk = 0, porque a descrição por espaço-tempo acústico vale também para 

fluxos com vorticidade no limite da acústica geométrica como explicamos no capítulo 7. 
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RySa/3- Calculamos as componentes na base ortonormal {(co)^, (e^)^} 

cujas componentes na base coordenada cartesiana são 

{eo)“ = 1 (eo)* ^ Vi, 

e 

(ej)° = 0 {ejY = 5ij. 

As componentes do tensor de Riemann na base ortonormal são 

Rpafiu (^p) ^x(vJafiu) (®<r) ^x{,^pfj,u) 

—f] ^ [{>Vpi3ij,)(uJ aau ) (S^aPfj,){vJpai/') "b (üJp0a){^ afiu ) {^crl3p){^ 

onde os escalares (uixpu) são os coeficientes de rotação de Ricci definidos por 

{ív\p^) = {exY{epfVcc{eu)p 

(veja [21], seção 3.4b). Os coeficientes que calculamos são 

i^ijk) — 0, 

(^oq) ~ 

i^oio) = 0, 

(oJijo) ~ ^ij- 

(6.43) 

(6.44) 

(6.45) 
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Os demais coeficientes são obtidos destes a partir da antisimetria 

Portanto, as componentes do tensor de Riemann desejadas são 

Rijik DiiDjiç, 

Roijk di^jk, 

RoiOj — ~ DikDkj + Dikfíkj — ^ikDkj- 

As componentes do tensor de Ricci, 

na base ortonormal são 

Roo = Rèok = -í (V • Í7) - Ei,,- (Ai)^, 

Ríq=: Rqí = -Riji = djüji = -|V X (V X Ui), 

Rij = ^A,- ~ {Dik^kj + ^ikDkj) + (V • u) Dij. 

O escalar curvatura é igual a 

R = R^, = -Roo + Rkk = 2j^{V-v) + {V-v}^ + J2iDijf- 

(6.46) 

(6.47) 

(6.48) 

(6.49) 
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6.8 Algumas aplicações 

6.8.1 Seção de choque de absorção de um buraco mudo 

canônico 

A equação de movimento para um fônon propagando-se no espaço-tempo acústico 

dado por (4.59) com c = 1 e restrito ao plano equatorial (^ = 7r/2)§ é 

dx^ dx" 

dX dX 
= - 1- 

dr 

dX 
+ 1 

4\ -1 

Os campos de Killing deste espaço-tempo estático e esfericamente simétrico são {drY 

e Usando o fato de que projeções de campos de Killing sobre geodésicas são 

constantes, obtemos as equações 

Qfiu {dr)' 
dx'' 

~dX 
'i-i' 

dr 

dX 
= Ku (6.51) 

= (6.52) 

onde Kl è K2 são constantes. Segundo (6.51), no infinito espacial, —dr/dX = Ki. 

Escolhemos uma escala adequada para A de modo que Ki = — 1 e que, portanto, 

dX — dr = dt em r 00. Com A escolhido desta maneira, vemos pelo limite de 

(6.52) no infinito espacial que K2 corresponde ao momento angular por unidade de 

^Por causa da simetria de reflexão de paridade 6 ^ tt—0 da métrica, se a posição inicial e o vetor 

tangente de uma geodésica estão no plano equatorial, então a geodésica inteira deve permanecer 

neste plano 
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massa L do fônon. Assim (6.51) e (6.52) tornam-se 

dr 4\ -1 
— = 1 - 
d\ 

(6.53) 

T 

Substituindo (6.53) e (6.54) em (6.50) obtemos 

1 f dr 

2 Ua j 2r2 * ^ 

(6.54) 

1 

2‘ 
(6.55) 

Portanto, o movimento radial do fônon parametrizado por A é o mesmo que o de 

uma partícula clássica de massa unitária com energia total 1/2 movendo-se em um 

potencial V(r), 

V{r) = 
L2 

1 - 2^2 y 

Notamos as seguintes propriedades deste potencial: 

(6.56) 

• lirUr-^oV = —oo. 

• lÍm'r^ooV — 0. 

• V{ro) = 0. 

• Seu único máximo é r = 3^/^ro. 

Um fônon vindo do infinito com parâmetro de impacto b possui momento angular 

por unidade de massa 



Segundo a equação (6.55), em r —> oo, \dr/dt\ = 1. Portanto, 

L = b. 

A energia mínima para vencer a barreira de potencial é 

1 = V{t = 3‘/Vo) . 

(6.58) 

(6.59) 

A partir destes dois resultados acima, obtemos o parâmetro de impacto crítico bc 

abaixo do qual os fônons vindos do infinito são tragados pelo buraco: 

K = (6.60) 

Portanto a seção de choque do buraco mudo canônico é 

7t3\/3 2 
a ^TTb^^ 

2 
(6.61) 

Comparamos com a seção de choque de absorção para fótons de um buraco negro 

com raio de Schwarzchild Tq ([21], seção 6.3): 

'3\/3' 
^buraco negro 

277rro 
•^buraco mudo- (6.62) 

Cálculos semelhantes, porém mais sofisticados, aparecem na literatura, por ex- 

emplo, em análises da deflexão de fônons provocada por vórtices bidimensionais (veja 

[41] e [30]) e em uma análise da deflexão em um espaço-tempo acústico genérico [42]. 

6.8.2 Tempo de percursso 

Deduzimos a seguir a expressão que fornece o tempo (o tempo físico) que um fônon 

demora para atravessar um caminho entre dois pontos do espaço euclidiano. Ini- 
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cialmente, parametrizamos a trajetória do fônon no espaço-tempo acústico pelo 

comprimento (segundo a métrica euclidiana) do caminho percorrido: 

(s) = (í(s);f(s)), (6.63) 

onde s é tal que 

dx 

ds 
= 1. (6.64) 

A natureza tipo luz com respeito à métrica (6.37) da trajetória do fônon, 

dx^dx'' .2 2\ í f dx\ f dt\ f dx\ f dx\ ta 

ds ds J \ds ds) \ds 

notando que {dx/ds) • (dx/ds) — 1, leva a uma equação algébrica para dt/ds cuja 

solução é 

—V ■ dx/ds ^ -\- {v ■ dx/ds)^ 

Ts =   («■“) 

Escolhendo a solução positiva, concluímos que o tempo para atravessar o caminho é 

I ^23^ \!{C^ - V‘^)ds'^ + {V ■ dxf - V ' 
dx (6.67) 

Esta expressão é o princípio do cálculo dos atrasos e avanços provocados por um 

vórtice bidimensional feitos em [30] e a analogia com viagens superluminais {warp 

drive) feita em [43]. 
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Capítulo 7 

Viscosidade, barotropicidade e 

vorticidade 

7.1 Panorama 

Neste capítulo, mostramos como a equação de onda (3.17) é modificada pela in- 

trodução da viscosidade (seção 7.2), a violação da condição barotrópica (seção 7.3) 

e a vorticidade não nula do fluxo (seção 7.4). Verificamos como estas modifições 

restringem a descrição da propagação do som por espaços-tempos acústicos a deter- 

minados regimes de validade. 

7.2 Viscosidade 

Como informamos na seção 2.2, fluidos reais em movimento oferecem resistência 

a cisalhamento. Para a maioria dos fluidos, determinamos experimentalmente que 

essa resistência é proporcional ao gradiente do fluxo do fluido. Levando em conta 
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que descrevemos fluidos isotrópicos e que o tensor de stress deve ser simétrico*, a 

contribuição da viscosidade ao tensor de stress deve ser da forma 

Tij = -C(V • v)ôij - 2r] 
1 

2 
{diVj + djVi) i(V • v)S,j (7.1) 

onde C é o coeficiente de viscosidade volumétrica e rj é o coeficiente de viscosidade 

de cisalhamento (veja [19], seção 12.4.2). Aqui vamos desprezar ( e considerar a 

viscosidade cinemática definida por i/ — rjfp como constante. Acrescentando (7.1) 

ao tensor de stress de um fluido ideal na equação (2.14) e fazendo as aproximações 

descritas acima, obtemos uma equação de Euler (2.15) modificada, que é a famosa 

equação de Navier-Stokes: 

^ + {v-W)v = + f + u (w^v + (V • v)^ . (7.2) 

Repetindo o procedimento descrito na seção 2.8 obtemos uma equação de Bernoulli 

(2.29) modificada: 

-a,lí + A + ^ + ■!■ + íi/VV = 0. (7.3) 

Repetindo o procedimento descrito na seção 3.3 chegamos à equação de onda 

-dt 
1 

Po {dtipi + Vo • V^i) + V 
Po 
C2 

4 Cl/ 

PoVV^i - ^ (df-i/ii + Vo ■ Vipi) Vo 

(7.4) 

‘Podemos mostrar por argumentos elementares de torque que se Tij não for igual a Tji, então 

em um pequeno cubo de fluido com lado L e momento de inércia proporcional a L^, haverá um 

torque líquido {Txy—Tyx)L^ que induz uma aceleração angular proporcional à L~^. Esta aceleração 

angular torna-se infinitamente grande no limite L —> 0, o que é absurdo (veja [24], pág 141). 
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que difere da equação (3.17) pelo aparecimento de um termo à direita. Usando a 

linguagem dos espaços-tempos acústicos podemos escrever (7.4) na forma 

(7.5) 

onde é a 4-velocidade do fluido (4.7). O aparecimento de iio l^do direito 

da equação, que não pode ser posto em uma forma covariante, prova que a viscosi- 

dade quebra a invariância de Lorentz acústica. Para descobrir o alcance dos efeitos 

da viscosidade, usamos a aproximação eikonal introduzindo a expansão (6.13) na 

equação (7.5). Obtemos da equação do eikonal 

O segundo termo à direita mostra que a viscosidade introduz um efeito de dispersão 

(diferentes velocidades de grupo para diferentes comprimentos de onda) e o terceiro 

tude com o tempo). Vemos que os dois efeitos são dependentes do comprimento de 

onda. Para comprimentos de onda suflcientemente grandes, eles são desprezíveis. 

Para ter uma idéia da escala de comprimento relevante para estes efeitos, pre- 

cisamos saber a ordem de magnitude da viscosidade cinemática u cuja dimensão é 

de [comprimento] X [velocidade]. Na seção 2.2, afirmamos que a origem microscópica 

(7.6) 

O que implica na relação de dispersão 

(7.7) 

termo à direita mostra um efeito de dissipação (decaimento exponencial da ampli- 
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da viscosidade é o movimento aleatório das partículas do fluido. O caminho livre 

médio l é a distância que as partículas de massa m do fluido atravessam antes de 

colidir. Se há um gradiente de velocidade diVj do fluxo, temos que em média uma 

partícula transporta uma quantidade de momento da ordem de ~ mldiVj. Se há n 

partículas por unidade de volume viajando com velocidade da ordem de c (o som é 

uma perturbação na pressão do fluido que propaga-se pelo movimento das partículas 

constituintes do fluido), então o momento atravessando uma unidade de área por 

unidade de tempo é ~ nmcldiVj. Portanto, comparando com (7.1), concluímos que 

V = 7]/p cl. 

7.3 Barotropicidade 

Tomar o rotacional da equação de Bernoulli (2.23) resulta em uma lei de evolução 

temporal para a vorticidade ujr. 

düj 

dt 
= V X (u X õl) 

VP X Vp 

p2 
(7.8) 

Podemos ver desta lei que mesmo se a vorticidade for nula inicialmente, se as su- 

perfícies de pressão constante não coincidirem com as superfícies de densidade con- 

stante, o segundo termo à direita não se anula e ocorre geração de vorticidade. Fisi- 

camente, o que acontece é que quando os contornos de densidade e pressão constante 

não coincidem, a força resultante em um elemento de fluido não passa através de 

seu centro de massa, e portanto exerce um torque no elemento, introduzindo algum 
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movimento rotacional (veja [19], subseção 13.2.5). Portanto a violação da condição 

barotrópica implica que a pressão do fluido atua como fonte de vorticidade. 

7.4 Vorticidade 

Como deduzido em [44], para um fluido ideal com fluxo qualquer, não necessaria- 

mente barotrópico ou irrotacional, existe uma equação diferencial parcial para um 

potencial descrevendo as perturbações no fluxo que é correta apenas em primeira 

ordem da razão entre a escala de distância da onda sonora e a escala de distância 

das inomogeneidades do fluido e a razão entre a escala de tempo da onda sonora e 

a escala de tempo das inomogeneidades do fluido. Esta equação é idêntica a (3.17) 

(as equações (21) e (23) de [44] correspondem às nossas equações (3.14) e (3.17) 

em termos da derivada convectiva). Já para fluidos ideais barotrópicos com vorti- 

cidade existe um sistema de equações exato que descreve o som [45]. Nesse caso, a 

perturbação linear vi no fluxo pode ser escrita na forma 

vi = V^i 4-6, (7.9) 

onde = Xi xõlo é o produto vetorial entre o deslocamento de um elemento de fluido 

provocado pela perturbação linear e a vorticidade do fluxo de fundo. As variáveis 

e obedecem o sistema de equações 

1 
Po + uo • V^i) +V- poV^i - ^ {dt'tpí + vq ■ Vipi) Vo = (pofi) 

(7.10) 
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(7.11) Çi = Vlíi] X Wo - (ii ■ vj tí)- 

Notamos que a primeira equação acima é igual a (3.17) mais um termo à direita. 

A magnitude de é da ordem de XiUq, enquanto que a magnitude de é da 

ordem de onde Q é a freqüência da onda. Portanto, no caso em que uq/ÇI <C 1, 

podemos descrever o som aproximadamente por ipi obedecendo a equação (3.17). 

Concluímos então, que para fluidos ideais não barotrópicos e com vorticidade, a de- 

scrição por espaços-tempos acústicos vale aproximadamente nas escalas adequadas. 

dt 
+ VQ-V 
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Capítulo 8 

Conclusões 

8.1 Sumário dos resultados principais 

o som em fluidos ideais pode ser descrito por um escalar obedecendo a equação de 

Klein-Gordon definida em um espaço-tempo acústico curvo globalmente hiperbólico. 

Este resultado é exato para fluidos ideais barotrópicos e irrotacionais e vale aprox- 

imadamente para os demais fluidos ideais para escalas de tempo e distância ade- 

quadas. A métrica é multiplicada por um fator global p/c e depende da 4-velocidade 

dos elementos de fluido. Logo, a dinâmica da métrica é governada pela equação da 

continuidaxle e a equação de Euler. Não é possível simular exatamente a métrica de 

um buraco negro mas é possível conceber fluxos que gerem métricas estacionárias, 

axisimétricas, com ergosferas e horizontes de eventos, o que é o suficiente para que 

ocorram fenômenos análogos aos que ocorrem em buracos negros tais como a 0-ésima 

lei e a radiação Hawking, por exemplo. No limite da acústica geométrica, os raios 

de som seguem geodésicas tipo luz da métrica efetiva cuja curvatura depende dos 

99 



gradientes do fluxo e o número de fônons é conservado. Nossas conclusões valem 

também para perturbações lineares na fase de condensados de Bose-Einstein no lim- 

ite da equação de Gross-Pitaevskii quando é possível tratar o condensado como um 

fluido ideal barotrópico e irrotacional. 

8.2 Observações finais 

Queremos salientar dois tópicos importantes sobre nosso modelo análogo que não 

discutimos nesta dissertação. 

Não abordamos aqui a dinâmica que gera os espaços-tempos acústicos, isto é, 

em nenhum momento tentamos resolver a equação de Euler (2.15) para um dado 

potencial externo $(;r). Naturalmente que dado qualquer um dos fluxos discutidos 

nesta dissertação, podemos encontrar a expressão para um potencial externo que 

permita que a equação de Euler seja satisfeita, mas a questão da estabilidade destas 

soluções supersônicas e o possível aparecimento de frentes de choque deve ser re- 

spondida para que a construção destes modelos em laboratório seja viável. Algo 

nesse sentido foi apresentado em [46]. 

O fato de termos para ondas sonoras duas métricas a nosso dispor, nos leva a 

duas noções distintas de conservação de energia-momento: A simetria de translação 

espaço-temporal da lagrangiana que descreve o fluido implica, pelo teorema de 

Noether, a conservação do tensor de energia-momento total do fluido. Se a la- 

grangiana que descreve o campo das ondas sonoras no espaço-tempo acústico possui 
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esta simetria, então haverá a conservação do chamado tensor de pseudo-energia e 

pseudo-momento, que na verdade sumariza diversas leis de conservação conhecidas 

para ondas em fluidos [47]. 

8.3 Perpectivas 

0 estudo dos análogos em matéria condesada serve como um exercício de separação 

entre as propriedades intrínsecas de qualquer geometria lorentziana e as propriedades 

ditadas pelas equações que governam a dinâmica da geometria. Talvez no futuro, 

experiências com sistemas de matéria condensada possam sugerir conjecturas sobre 

a independência de certas leis da relatividade geral com relação à forma das equações 

de Einstein e as condições sobre o conteúdo de energia do espaço-tempo. 

Finalmente, enfatizamos que o limite hidrodinâmico da equação de Gross- 

Pitaevskii é uma teoria efetiva para baixas freqüências para a física atômica assim 

como acreditamos que a teoria quântica de campos em espaços-tempos curvos é 

uma teoria efetiva para baixas freqüências para a gravidade qüântica. Os efeitos 

de redshift provocados pelos horizontes de eventos tanto em buracos negros e uni- 

versos inflacionários como em seus modelos análogos, funcionam como microscópios 

que podem revelar em um caso, aspectos da bem conhecida mecânica quântica dos 

átomos e em outro, aspectos da mal conhecida gravidade quântica. As experiências 

com matéria condensada podem nos ajudar a entender melhor as potencialidades 

deste microscópio [18]. Para que haja um intercâmbio de idéias entre os dois cam- 
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pos de pesquisa, é necessário um dicionário que traduza o limite hidrodinâmico da 

matéria condensada e suas flutuações quânticas na linguagem geométrica da teoria 

quântica de campos em espaços-tempos curvos. 
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Apêndice A 

Densidade de energia média das 

ondas sonoras em meios 

homogêneos em repouso 

Desprezando a ação de qualquer força externa, a densidade de energia de um fluido 

ideal é 

U = ^pv^ + pu, (A.l) 

onde u é a energia interna. Na presença de uma perturbação linear, podemos dividir 

esta densidade em duas partes: a densidade de energia da configuração de equilíbrio 

do fluido e a densidade de energia da onda sonora. Se o fluido antes da passagem da 

onda sonora encontra-se em repouso, o termo cinético é atribuido somente à onda. 

Para encontrar a parte da energia interna que corresponde à onda sonora, fazemos 

a expansão de Taylor da densidade de energia interna como função da densidade em 
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torno da posição de equilíbrio; 

up = [up] + 
d{up) 

dp 
6p + 

1 &^{up) 
6p\ (A.2) 

Os três coeficientes entre chaves estão evaluados na densidade de equilíbrio a entropia 

constante. O primeiro termo descreve a densidade de energia do fluxo de fundo do 

fluido. O segundo termo tem média zero sobre um ciclo de oscilação da onda. 

O terceiro termo pode ser simplificado usando a primeira lei da termodinâmica 

[equações (2.17) e (2.18)]. Da equação (2.18), temos que 

s \^p)sP P 
(A.3) 

Usando com isto a definição de entalpia, h = u + P/p, temos que 

h = h. (A.4) 

Portanto, 

d^{up) /ô/z\ c 

\dp) ^ 

2 

s P 

Concluímos que a densidade média de energia da onda sonora é 

(A.5) 

P 1 1^2— 
2à ^ P 

(A.6) 

Usando a forma de uma onda plana, isto é, ip — A cos{x • k — toi) e substituindo-a 

na equação (3.3) obtemos 

5P = cpv, (A.7) 
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onde 6P é entendido como P — Pq. A partir da expressão (A.7) e usando a definição 

da velocidade do som, podemos provar que 5p/p = vfc. Portanto, a densidade de 

energia da onda sonora escreve-se na forma 

1 
+ C —r- = pv‘^ = p(V^)2 = P^A'^k^ = 

1 

^2- 
(A.8) 
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