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Resumo

Este trabalho aborda a redugao global de modelos continuos e discretos estdveis, de realizacao
minima, tendo como critério de redugdo a norma H do erro entre os modelos original e
reduzido. Expoe-se primeiramente o método de obtengido da norma He, do erro de redugao
descrito em forma de desigualdades matriciais bilineares (BMIs - do inglés Bilinear Matriz
Inequalities). Ainda, é mostrado o algoritmo branch and bound como um método de solucao
para estas BMIs, com garantia de convergéncia ao 6timo global em tempo finito, para uma
dada precisdao. Sao propostos posteriormente dois métodos que, aliados ao branch and bound,
diminuem o custo computacional para a solu¢do do problema de otimizagdo global em redugio
de modelos usando a norma H,. O primeiro método consiste no uso dos valores singulares
de Hankel como um critério de parada do algoritmo e o segundo na realizagio do modelo
reduzido na forma canénica controldvel ou observavel. Exemplos ilustram a eficiéncia destes

métodos.
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Abstract

This work addresses the global reduction of stable, with minimum realization, continuous and
discrete-time models, using Hoo-norm of the error between original and reduced models as a
rule for reduction. First, it is shown a method to obtain the Hs-norm of the reduction error
described in terms of bilinear matrix inequalities (BMIs). After, it is shown the branch and
bound algorithm as a soluction method for these BMIs, with assured convergence to the global
optimum in a finite time, given a precision. Two methods are also proposed to reduce the
computational cost of the branch and bound algorithm used for the H, global optimization.
The first method use the Hankel singular values of the original model as a rule to stop the
algorithm, and the second use the control or observer canonical forms as a realization of the

reduced models. The eficiency of these methods are illustrated by the examples.
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Notacao e Definicoes

R denota o conjunto dos nimeros reais
RN" ¢ o espago cuclideano real

RMX" 6 o espago real das matrizes reais

Omaz (M) denota o valor singular maximo da matriz M
oi(M) denota o i-ésimo valor singular da Matriz M

I é a matriz identidade de dimensao apropriada

0 ¢ a matriz nula de dimensao apropriada

T ¢é a matriz definida na pagina 35

M’ denota a matriz transposta de M

M > 0 (M > 0) ¢ definida (semidefinida) positiva

M < 0 (M <0) ¢ definida (semidefinida) negativa
Tr(M) representa o trago da matriz M

sup denota o supremo

SISO do inglés Single Input Single Output (sistema monovaridvel, uma entrada e uma

-

saida)

MIMO do inglés Multiple Input Multiple Output (sistema multivaridvel, miltiplas en-

tradas e multiplas saidas)
LMIs do inglés Linear Matriz Inequalities (desigualdades matriciais lineares)

BMIs do inglés Bilinear Matriz Inequalities (desigualdades matriciais bilincares)
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Gréfico e curvas de nivel da norma H, do erro de reducao do modelo de ordem

3 para o modelo de ordem 2 em questdao em fungao das varidveis A,(1,1) e

As(1,:2):

Resposta em freqiiéncia para os trés modelos. Linha continua representa o sis-
tema original (ordem 3), linha tracejada o modelo de ordem 1 ¢ o representado
por trago-ponto o de ordem 2.

Evolugao da norma Hs, dos limitantes inferior e superior para o modelo re-
duzido discreto. A linha tracejada representa o valor singular de Hankel.
Evolugao da norma He dos limitantes inferior ¢ superior para o modelo re-
duzido discreto na forma canonica controlavel. A linha tracejada representa o

valor singular de Hankel.

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



Capitulo 1

Introducao

O problema de otimizagao global em redugao de modelos usando a norma H., como critério
de redugao ¢ abordado neste trabalho.

A obtencgao de equagoes lineares que representem a dinamica de um sistema real é parte
essencial na elaboragao de controladores. Muitas vezes esse modelo matemadtico torna-se
excessivamente grande, dependendo da fidelidade do modelo ¢ de sua complexidade. Na
literatura encontramos muitos métodos de modelagem e identificacdo de sistemas. Alguns
métodos proporcionam modelos de alta ordem, vide por exemplo [Gar97], [Agu00] e [SS99).
Neste caso a redugao de modelos ¢ util para obter descricoes matematicas de menor ordem
sem perda significativa de precisao. A redugao desses modelos tem recebido especial atengao
nas ultimas trés décadas, ja que um modelo reduzido que represente bem uma planta de alta
ordem € muito interessante no ponto de vista do projeto de controladores. Modelos de baixa
ordem sao mais faceis de se analisar e podem ser implementados como controladores digitais
em problemas préticos, vide por exemplo [JIK98]. Muitos outros exemplos préticos de modelos

de sistemas lineares podem ser encontrados em [Che93], [Car00] e [Che99].

Muitos métodos de redugao de modelos aparecem na literatura. Os que mais causaram
impacto foram o método da realizagdao balanceada [Moo81] e o método da norma Hankel
[Glo84], que basicamente eliminam os estados menos significativos (associados aos menores
alores singulares da chamada realizagdo balanceada) para obter o modelo reduzido. Em
geral, esses métodos ndo consideram a norma do erro entre o modelo reduzido e o original

como critério de reducao.

Mais recentemente, estao sendo usados para redugdo de modelos métodos de otimizagao
baseados em desigualdades matriciais lineares - LMIs (do inglés, Linear Matriz Inequalities)
acopladas, usando as normas H; e Ho, como critério de desempenho. Como ¢ bem conhecido,
LMIs podem ser resolvidas por algoritinos de caracteristicas polinomiais de convergéncia,
altamente eficientes. Contudo, as formulagbes propostas sdo nao-lineares e, em geral, sdo

expressas na forma de BMIs, sendo resolvidas por algoritinos que nao possuem convergéncia
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

assegurada [AP99a].

O algoritmo branch and bound tem sido utilizado para otimizagao global de alguns proble-
mas de controle. Apesar de demandar um elevado esforgo computacional, o algoritmo branch
and bound obtém a solugao global em tempo finito. A idéia principal do algoritmo consiste
em subdividir o espago paramétrico enquanto os limitantes superior e inferior para o étimo

global sao calculados, usando uma heuristica para a divisao.

A eficiéncia em se utilizar o algoritmo branch and bound neste tipo de problema pode ser
observada em [Ass00], [AP99b] e [APO1], onde utiliza-se a norma H, como fungio objetivo
para a reducdo. Neste trabalho, é implementado um algoritmo branch and bound para resolver
o problema de reducao He, de modelos lineares continuos e discretos no tempo. Utilizando
representacao em espaco de estados, a minimizacao da norma He, do erro entre o modelo
original e o reduzido pode ser formulada como um problema de otimiza¢ao na forma de
BMIs. Para impor um limite para as varidveis matriciais utiliza-se uma relaxacao retangular
da regido factivel (ndo convexa). Sdo mostradas condigdes que asseguram a convergéncia do

algoritmo para o 6timo global em tempo finito.

No Capitulo 2 ¢ feita uma apresentagao do problema, iniciando com a descri¢do do pro-
blema propriamente dito, em forma de BMIs. Estas BMIs consistem em restrigoes de um
problema de otimizacao cujo objetivo é a norma H,, do erro entre os modelos original e

reduzido.

No Capitulo 3 ¢ apresentado o algoritmo branch and bound como solugao para o problema
das BMIs. Para isso sao utilizados limitantes inferiores e superiores encontrados através
de otimizagoes descritas através de LMIs. O processo de busca do algoritmo forma regides

convexas para cada iteracao do branch and bound que refinam sucessivamente o valor do

otimo global até uma precisao pré-estabelecida. E demonstrada a garantia de convergéncia

do algoritmo em tempo finito para tal precisao.

No Capitulo 4 sao mostrados dois métodos que auxiliam a redugdo do tempo de con-
vergéncia do algoritmo branch and bound. O primeiro deles consiste em um critério de parada
em que o limitante superior alcanca um valor singular de Hankel do modelo original em es-
pecifico antes que o limitante inferior chegue suficientemente préoximo ao 6timo global. Como
o limitante superior nao pode ser menor que este valor singular, entao ele representa o étimo
global ao “tocd-lo”. O segundo método mostra que é possivel reduzir o nimero de iteragoes
do branch and bound for¢cando-se o modelo reduzido a uma forma candnica controlavel ou
observavel, ja que estas duas formas reduzem o numero de varidveis e também de matrizes

bilineares nas BMIs.

Finalizando, o Capitulo 5 expoe exemplos numéricos que ilustram a reducao global de

modelos usando a norma H,. Sao feitas comparacoes fundamentadas no nimero de iteracoes
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

de cada método apresentado, apresentando comentarios das diferencas.
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Capitulo 2

A Norma Hso

2.1 Equacionamento da Norma H

Um sinal y(t) pode ser considerado pequeno se ele possuir pequenas magnitudes para todo
t > 0, ou ainda, se o seu valor maximo absoluto é pequeno [BB91]. A norma L, também
chamada norma de pico, quantifica o quao pequeno é o valor maximo absoluto de um sinal

no dominio do tempo e pode ser definida como:

A
1l = sup |y(t)]
>0

Para o caso de um vetor de sinais com [ componentes, a norma Lo, ¢ definida por:

FAY
lY]leo = e lyi(t) o = g lyi(t)].

Este conceito pode ser aplicado a sistemas dinamicos lineares. Um sistema dindmico é
“pequeno” caso sua fungao de transferéncia H(s) possua pequenas magnitudes em todas as

freqiiéncias. A norma H, quantifica esta medida e para sistemas SISO ¢ definida por:

FAN ;
|H||oo = sup |H(jw)].
w>0

Para sistemas MIMO, a norma H, ¢ definida por:

| H | 2 SUP Omaz (H (jw)).
w>0

Mais do que medir o valor maximo absoluto de um sistema dindmico na freqiiéncia, a
norma He pode ser usada como medida de desempenho na reducao de sistemas dinamicos

[Ass00].
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CAPITULO 2. A NORMA Hq,
2.2 Formulacao da Reducao H,, de Modelos Continuos

Considere o sistema dindmico proprio H(s) estdvel, representado na forma de espago de

estados (A, B, C, D):

x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)
sendo A € R, B € R™™ C € RP*" e D € RP*™ supostamente conhecidas. A matriz de
transferéncia do sistema ¢ dada por H(s) = C(sI — A)~'B + D.
A norma H., do sistema (A, B,C, D) relaciona-se com a existéncia de uma matriz P

definida positiva através do chamado Bounded Real Lemma (veja por exemplo [BGFB94]):
|Hllw<7©3 P=P >0:

A'P+PA+~72C'C PB+~72C'D s (2.1)
B"P-l"Y_QD"C ,){—QDrD_I — ¥

: A " ; )
Usando o complemento de Schur e definindo u = 2, a equagao (2.1) é equivalente a:

-A'P-PA -PB (C'
_B'P I D |>o0
C D ul
No Apéndice A ¢ formalizado o complemento de Schur. Com isso, o cdlculo da norma H, do

sistema pode ser realizado através do seguinte problema de otimizagao:

Y= min p
-A'P-PA —-PB ('
-B'P I D'
C D ul
P30

ou, na forma dual:

4% = min

—AQ - QA" —QC'
~E0 I

D?
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CAPITULO 2. A NORMA H.,

u(t)

An Br; Cn Dr

Figura 2.1: Diagrama de blocos do erro de redugao para sistemas proprios.

O problema de redugao H, 6tima de modelos continuos pode ser formulado como: en-

contre um sistema estavel com ordem r < n, com representacio em espaco de estados
(AnBrsCrsDr)

z.(t) = Arz,(t) + Bru(t)
yr(t) = Crz(t) + Dyu(t)

sendo A, € R™", B, € ™™, C, € RP*" ¢ D, € RNP*™, tal que a norma Hs do modelo do

erro de redugao seja minimizada. A realizagao do erro é dada por:

=1 = A 0 B
[%tﬁ] =0 A4 B, (2.4)
T =C.|D-B

A norma H., do modelo do erro de redugio pode ser formulada utilizando-se (2.2) e (2.4):

v’ = min pu

~AP-PA -PB C'
-B'P I D

C D ul
P>0

Substituindo-se (2.4) em (2.5) e particionando-se a matriz P na forma

Poes Py P
Ply Py

com Pp, € RV Py € R™*T e Py € ™7, tem-se
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CAPITULO 2. A NORMA H,,

min g

By~ Pigill  — A Pg—Prll; —PyB = PiB,
—A'Pl,— PlyA —A'Pyp— PpA, —Pl,B— PyB,
~B'Py = B.P!, —B'Pjs—B'Pp I

8 Bl o Y 5 )

—Pll 1312
; >0 2.7
[ Py Py ] (2.7)

Para uma ordem r fixa para o modelo reduzido, as varidaveis do problema sao A,, B,
Cr, D;, n e P, produzindo os termos bilineares PipA;, PypA,, PiyB, ¢ PyB,. O problema
de redugao o6tima de modelos estd descrito na forma de BMIs. Nos capitulos posteriores é

descrito um algoritmo de otimizagao global para este problema.

Note que a redugao H., de modelos também pode ser aplicada em sistemas estritamente

proprios, ou seja, quando D = 0.

A formulacao do problema na forma dual é dada por:

2= min p

[ —AQn — QuA’ —AQ, — Qi124;, —QuC' + Q12C;
—ArQ), — QA" —A,Qxn — QnA, —Q1,C'+ QxC]
-CQu +C Q1 —-CQiz2+Cr Q2 I
i D’ B! D' - D,
[ Qn Qi
; >0 2.8
@ Qs (2:8)

2.3 Formulacao da Redugao H,, de Modelos Discretos

A norma H, do sistema discreto préprio H(z), estdvel, representado na forma de espago
de estados (A, B,C, D),

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Ca(k)+ D(k)

sendo A € MW", B € WM C € RP*™ e D € RP*™ supostamente conhecidas, pode ser

obtida através do seguinte problema de minimizagao, descrito na forma de LMIs [PTP97]:

7= min p

P 0 C' AP
0 1 D' B'P
C D ul O 20
PA PB 0 P
P>0

1 2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17

18



CAPITULO 2. A NORMA Ho,

A matriz de transferéncia do sistema discreto é dada por H(z) = C(21 — A)"'B+D. O
problema é6timo de redugao Ho, de modelos discretos pode ser formulado como: encontre um

sistema estavel com ordem 7 < n, com representagdo em espago de estados (4,, B, C;, D;)

z (k+1) A,z (k) + Byu(k)
yr (k) Crz,(k) + D,u(k)

sendo A, € R™", B, € ™™™, C, € RP*" e D, € RP*™ | tal que a norma H., do modelo do

erro de redugdo seja minimizada. A realiza¢ao do erro é dada por:

et (O A 0 B
[%{—\—Lj‘:l =10 A By
T = [ D=1

Particionando-se P como em (2.6) e substituindo-se (2.10) em (2.9), tem-se

7= min p
[ P, : 0 C' A' Py
P, 0 -c. AP,
I D'—- D, B'P, + B.P|,
D - D, pl 0
P\ B + Py B, 0 P
r PloB + Py B, 0 P
APy,
APy
B'Py; + B Py,

Pll Pi'Z
. >0 2711
[Pm pn] (2.11)

-

O problema estd descrito na forma de BMIs; no capitulo posterior serd descrito um algo-

ritmo para a solugao deste problema. A formulagdo do problema na forma dual é dada por:
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CAPITULO 2. A NORMA H,,

v =" min p

[ Qi Q2 0 B AQn
er? Q22 0 Br ArQllz
0 0 I L) — Dr CQI! - CrQ’lz
B' B! D' - D, ul 0
QuAd’ QuA; QuC' - Q1C; 0 Qn
| QA" Qudr Q0" -Q2C, 0 P
AQ1
Arcv.?ﬂ
CQ2 — CrQ2
0
Q12
Q22

[Q“ Q12]>0

r12 QZ'Z
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Capitulo 3

O Algoritmo Branch and Bound

3.1 Introducao as BMIs

As LMIs sao conjuntos de restrigoes convexas que, por possuirem fungoes objetivo também
convexas, sao eficientemente resolvidas computacionalmente (veja [VB00] para maiores de-
talhes). Desigualdades lineares, desigualdades lineares convexas, desigualdades de norma de
matrizes e varias restrigoes da teoria de controle como desigualdades de Riccati e Lyapunov
podem ser todas escritas em forma de LMIs. As LMIs sdo de grande valor para a solugao
de problemas em controle mas nao sao aplicdveis a todos eles. A maioria dos problemas em
controle que nao podem ser escritos em forma de LMIs podem ser representados por BMIs.
A BMI foi introduzida por Safonov e seu grupo em 1994 [SGL94] e sua solugdo é computa-
cionalmente muito mais complexa que a LMI. Apesar dos esforcos para a produgao de bons
programas computacionais para a solucao de problemas deste tipo, ainda nao existem grandes
aplicativos no mercado para a solugao de BMIs com relativa complexidade. As BMIs sio tteis
na solugao de problemas de andlise de sistemas, de programagao nao-linear dentre outros e

tém a seguinte forma geral:

m n T T

F(l‘,y) = FU+ZJJ;-E-+Z%GJ- +ZZ$iyJ—Hij >0 (31)

_ i=1 j=1 i=1 j=1
sendo que G e H;; sdo matrizes simétricas de mesma dimensdo que F;, z € ™ e y € RN™.
Uma BMI é uma LMI em 2 para um y fixo e uma LMI em y para um z fixo, e entao é
convexo em x e convexo em y separadamente. Os termos bilineares fazem o conjunto nao ser

simultancamente convexo em z e y (veja [VB00] para maiores detalhes).
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

3.2 O Algoritmo Branch and Bound

Os algoritmos Branch and Bound tém sido extensivamente estudados na literatura de otimi-
zagao nao-linear e foram usados primeiramente no estudo do minimo grau de estabilidade de
sistemas dependentes de parametros [BBB91]. O nome Branch and Bound deriva do préprio
procedimento: primeiro divide-se uma regiao em subregides (“branch”) para entao definir-se
os limitantes da fungdo objetivo em relagdo aos outros parametros dentro dessas subregites
(“bound”). Neste trabalho ¢ abordado o algoritmo Branch and Bound cujos limitantes sao
encontrados pela restricio de uma parametro a um ponto (limitante superior) e pela relaxagao

da conexao bilinear (limitante inferior).

O algoritmo Branch and Bound é ilustrado na Figura 3.1. Primeiro, sdo determinadas uma
fungdo relaxacao inicial L, e uma fungao restrigio inicial U, restringindo a fungao objetivo
nao convexa [, como ilustrado na Figura 3.1(a). Essas funges devem ser determinadas de
forma a garantir que o minimo global da fungéo restri¢do seja maior que o minimo global da
regiao nao convexa e que o minimo global da fungdo relaxagao seja menor que o minimo global
da regiao nao convexa. O dominio factivel é entdo dividido em duas subregioes, & direita e
a esquerda do ponto de divisao (SP) e novos limites inferiores (Lo, L3) e limites superiores
(Uy, Us) sao calculados. O ponto SP é o ponto médio do maior lado do hiper-retingulo. Se o
ralor minimo do limite inferior for maior que o valor minimo de qualquer limitante superior,
essa regiao deve ser descartada pois o 6timo global ndo pertence a essa regidgo. A Figura 3.1(b)
ilustra este procedimento. Neste caso, o valor minimo do limitante inferior L3, indicado por
L, ¢ maior que o valor minimo do limitante superior Us, indicado por U. A Figura 3.1(c)
ilustra a regiao descartada. Apds, a regiao factivel ¢ dividida (Figura 3.1(d)) e o procedimento

é repetido até que a diferenca entre os limites superior e inferior seja menor que .

O algoritmo branch and bound proposto neste trabalho envolve a construgao de uma arvore
de busca com problemas de otimizagdo descritos na forma de LMIs em cada né (essas LMIs
serao descritas na Segao 3.4). Apesar das LMIs serem eficientementes resolvidas, a manipula-
¢ao do hiper-retangulo inicial Q requer uma heuristica com a qual espera-se reduzir o nimero
total de operagoes para resolver o problema, quando comparado com a divisao exaustiva
do hiper-retangulo. A seguir, é apresentado o algoritmo branch and bound, sendo que os
limitantes superior e inferior para o problema de redu¢io H. de modelos continuos serao

apresentados na Se¢ao 3.4.
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

Objetivo o .
Limite superior

Nao convexo

Limite inferior

Varidvel

Objetivo

Regiao
descartada

Objetivo

Varidvel

(¢) Varidvel

Subdivide

(d)

Figura 3.1: Interpretagio grafica do algoritmo branch and bound.

AVA
AVAVAL

cm 1 2 3 4 5 6 if unesp w]. 12 13 14 15

16

17

18



CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND 14

3.3 Procedimentos para o Célculo do Otimo Global U-
sando Branch and Bound

O algoritmo Branch and Bound comega por considerar uma regido inicial cujos limitantes
iniciais formam um hiper-retangulo! Q dentro do qual a regido factivel do problema esta
inserida (veja Figura 3.2). Esta regido inicial é entdo dividida em subregioes menores e,
considerando que o didmetro (tratado aqui como a soma dos comprimentos dos lados do
hiper-retangulo, nao importando sua dimensao) dessas subregides vai a zero, os limitantes
superior e inferior sdo aproximandos entre si, limitando uma regiao muito pequena dentro da

qual estd o 6timo global. O algoritmo é mostrado a seguir:

J
T

Hiper-Retangulo

Limites
emnm T

Limites em y

y

Figura 3.2: Hiper-retangulo englobando inteiramente a regidao factivel do problema. E
mostrada uma regiao em duas dimensoes, mas pode ser dada em qualquer dimensao e, entao,
o hiper-retangulo terd também a mesma dimensao.

Algoritmo Branch and Bound

1. Inicializagao: Selecione k = 1 e defina os limites das varidveis que formam o hiper-

retangulo original Q;

'O hiper-retingulo representa uma regido limitada e fechada formada fixando-se cada varidvel em dois
pontos distintos e variando-se as outras. O procedimento feito com todas as varidveis uma a uma forma um
hiper-retangulo, que se caracteriza por uma reta na visao unidimensional, um retingulo na bidimensional, um
paralelepipedo na tridimensional e assim por diante.
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

2. Corte e Limitantes: Ache a subregidao de menor limitante inferior e faga:

(a) Faca o corte ao meio desta subregido e ache o limitante superior das duas novas
subregioes;

(b) Ache os limitantes inferiores de cada nova subregido;

(c) Substitua a subregiao cortada ao meio pelas duas novas subregioes;

. Limitantes Globais:

(a) Encontre o melhor limitante superior (U(k)) escolhendo o menor dentre todos;

(b) Encontre também o melhor limitante inferior (v(k)) escolhendo o menor entre to-

dos;

. Critério de Parada: se a diferenca v(k) — v(k) for menor que uma tolerancia pré-

estabelecida, entao PARE! A solugdo esta entre os limitantes. Caso contrario, prossiga:
. Critério de Poda:

(a) Se o limitante inferior de uma subregido for infactivel, elimine a subregiao;

(b) Se o limitante inferior de uma subregidao for maior que (7(k)), elimine a subregiao;

. k=k+1

. Va para 2
Considere, para exemplificagdo do método, o problema (3.2):

min T+y

sa. 1<zy<4
0<z<6
0<y<4

(3.2)

Este ¢ um tipico problema de minimizagao com restri¢oes bilineares zy. Sua regiao factivel

-~

¢ mostrada pela Figura 3.3.

Fica claro pela Figura 3.3 que nao se trata de uma regido convexa. Se assim fosse, bas-
taria uma minimizacgao local para se obter o 6timo global. Primeiramente entao, seguindo o
algoritmo, escolhe-se uma varidvel que serd cortada em duas. Neste exemplo, a varidvel y é

escolhida e cortada ao meio, como mostra a Figura 3.4.

Agora a regido inicial foi dividida ao meio em duas novas subregides: a primeira tem como
restrigoes superior e inferior y = 2 e y = 0, respectivamente, e a segunda, y =2cy=4. O
corte de uma das varidveis ¢ sempre o primeiro passo do algoritmo e deverd ser executado

sobre uma das variaveis que compoem o termo bilinear. Uma vez escolhida a varidvel que serd
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

Regiao Factivel do Problema

Figura 3.3: Regiao factivel do problema (3.2).

Corte ao meio do Hiper-retingulo

T

Figura 3.4: Corte ao meio na varidvel y.

cortada, entao os cortes posteriores feitos ao longo do processo iterativo deverao recair sempre
sobre a mesma varidvel do termo bilinear. Se houver mais de uma bilinearidade e, entao, mais
de uma variavel a ser cortada no processo, entao sera escolhida para o corte sempre a varidvel
com a maior diferenga entre sua restri¢ao superior e inferior (maior lado do hiper-retangulo).

As varidveis livres do sistema nao sao cortadas. O segundo passo consiste no cédlculo dos
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND 17

limitantes superior e inferior de cada nova subregiao formada pelo corte de uma das varidveis.

O célculo desses limitantes merece especial atengao e é descrito nas Segoes 3.3.1 e 3.3.2.

3.3.1 O Limitante Superior

A idéia principal de se criar um limitante superior é definir um limite acima do qual o 6timo
global de uma subregido nao se encontra. O 6timo global dessa subregido estd sempre abaixo
ou, no maximo, sobre o limitante superior em um problema de minimiza¢ao nao convexo. Isso
pode ser feito de uma forma relativamente simples: restringe-se uma varidvel a um ponto e
resolve-se o novo problema de minimizagao com uma varidvel a menos. Considere o problema

(3.2) restringindo-se a variavel y a um valor ¢ factivel (0 < g < 4). O novo problema seré:

min T+ 7Yy
sa. 1<zg<4 (3.3)
J<r<6

O problema (3.3) é convexo e se apresenta na forma de uma LMI com matrizes z,y € RR'*!.
Como referido na Se¢do 3.1, uma BMI é uma LMI em z para um y fixo e uma LMI em y
para um z fixo, e entao é convexa em z e y alternadamente. Tirando-se um grau de liberdade
do sistema pela restricio de uma varidvel a um ponto, garante-se que o étimo do problema
(3.3), calculado facilmente através de uma otimizagdo convexa representada por uma LMI, é
sempre maior ou igual que o 6timo global do problema original (3.2), seja qual for a subregiio
em que se estd inserido. O limitante superior se traduz neste caso a um valor de z encontrado

no problema (3.3) somado ao valor de 7.

Concentrando-se novamente ao problema (3.2) em questao, o algoritmo Branch and Bound
tratado aqui utiliza o ponto de corte como restri¢io da varidvel. No caso da Figura 3.4, o
ponto de corte é y = 2 ¢, portanto, os limitantes superiores das duas novas subregioes serao
calculado utilizando-se § = 2. A priori, qualquer ponto factivel dentro de uma subregiao
pode ser usado para o cdlculo do limitante superior para a subregiao em questao, a diferenga
porém € que, se a escolha recair sobre o ponto de corte, o limitante superior podera valer para
as duas novas subregioes simultaneamente, ji que esse ponto ¢ comum para ambas. Assim,

faz-se apenas um calculo para as duas novas subregioes, o que diminui o custo computacional.

3.3.2 O Limitante Inferior

Assim como foi definido um limitante superior acima do qual o 6timo global nao se encontra,
hd a necessidade de se estabelecer um limitante inferior. O limitante inferior define um valor
comprovadamente menor ou igual ao valor minimo da funcao objetivo aplicada a qualquer

valor factivel dentro de uma subregiao. Fornecidas as defini¢des dos limitantes superior e
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND 18

inferior pode-se afirmar, sem sombra de duvidas, que o 6timo global encontra-se na regiao
situada entre o menor limitante inferior e o menor limitante superior, dentre todas as sub-
regioes. Assim percebe-se que, quanto maior for o nimero de iteracoes, mais o valor minimo

dos limitantes se aproximara e entdo a convergéncia ficard mais refinada.

O limitante inferior é a parte mais interessante no segundo passo do algoritmo Branch and
Bound, pois nele se concentra toda a atencao em relagdao ao 6timo global e a factibilidade das
subregides. Com relagdao ao 6timo global, o valor minimo dos limitantes inferiores converge
para ele a medida que sao feitas as iteragoes. Neste caso, o limitante superior serve apenas para
que o numero de iteragoes nao se torne demasiado grande, confirmando uma boa proximidade
do limitante inferior em relacdo a resposta global. Com relagao a factibilidade, pode-se dizer
que se o limitante inferior de uma subregido ¢ infactivel, entdo essa subregidao nao contém
nenhum ponto da regiao factivel original e, portanto, essa subregiao é também infactivel. O
linitante superior nao pode ser usado como critério de factibilidade, pois o corte podera ser
feito sobre uma parte que nao contenha nenhum ponto factivel do problema original. Para
ilustrar este fato considere, por exemplo, a regido factivel do problema (3.2) com uma nova
fungao objetivo (y — z) que leve a um ponto de 6timo global (z,y) = (6;0,16667). Suponha
também que, apés um certo numero de iteragoes a subregidao que contenha o étimo global
esteja entre y = 0 e y = 0,25. Se o corte for feito em § = 0,125 (veja Figura 3.5), chega-se a
conclusao que o limitante superior ¢ infactivel, o que nao implica que as duas novas subregioes
sejam infactiveis. Se por esta razao for desprezado as duas novas subregioes por infactibilidade
do limitante superior, o procedimento estard colocando fora de sua drea de busca o 6timo
global. Assim, ao ocorrer uma situagdo em que o limitante superior é infactivel, tomam-se
os valores relativos ao hiper-retangulo recentemente cortado e procede-se com o cédlculo dos
limitantes inferiores das subregioes adjacentes ao corte em questdo. Deste modo, somente
a subregiao B na Figura 3.5 serd desprezada, pois serd infactivel ao limitante inferior. O
calculo do limitante inferior, baseado na relaxagao das conexdes bilineares, fornece subsidios
suficientes para que uma determinada subregido seja declarada infactivel. Mais abrangente

que o limitante superior, o cdlculo do limitante inferior nao se limita apenas a um ponto

sobre uma varidvel, mas a um intervalo inteiro sobre ela. Através do método de relaxacao a

parte mais complexa de uma BMI, a conexdo bilinear zy, ¢ substituida por uma nova variavel
w. A BMI que até entdo encontrava-se na forma da equagdo (3.1), tornar-se-4 uma LMI

representada pela equagao (3.4) abaixo:

m n m n

F(:L‘,?,:C) — FU+Z:EiF§+Zijj +Zzwijﬂrij >0 (34)

i=1 ij=1 i=1 j=1

Em termos praticos, ao se incluir ao problema um grau de liberdade pela inclusao de

uma variavel, permite-se ao novo problema a busca de um ponto minimo sempre menor ou

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

Regiao Factivel do Problema

sty = 0,125

| Subregiao A
Subregiio B
0 1

4 5 6
Ponto de étimo global

Figura 3.5: Linha de corte e subregioes.

igual ao minimo do problema original dentro de um determinado intervalo. Na verdade, o
valor de w serd igual ao produto zy quando o menor limitante inferior tocar o 6timo global,
e entdo o 6timo encontrado pela LMI (3.4) confunde-se com o étimo da BMI (3.1). Alguns
autores utilizam esse pardmetro como um critério de parada do método. Se |w;; — z;y;| é
suficientemente pequeno, entdo (z;,y;) sdo pontos suficientemente préximos do étimo global
(veja [Ber97] para maiores detalhes). O algoritmo do presente trabalho tem como critério
de parada a diferenga entre os minimos valores dos limitantes superiores e inferiores por se
apresentar como algo mais usual na pratica. Para uma ilustracdo de como ¢ feito o método

da relaxagao das conexoes bilineares, considere o conjunto de inequagoes (3.5) abaixo:

I? < 2; < 57 (3.5)
Y . ] 0
Ij <y; < Sj

d Ifell spond limites inferi d trigoes de x ti t
sendo que I e I} correspondem aos limites inferiores das restrigdes de z e y, respectivamente e
S? e S} correspondem aos limites superiores das restri¢oes das varidveis z e y, respectivamente.
O conjunto de inequagdes (3.5) pode ser desmembrado segundo o conjunto de inequagdes (3.6)

abaixo:

$,—It120
S;-"—:riZU
yi— I} >0
Sj—’—yjzo

Combinando-se cada termo de varidveis distintas do conjunto (3.6) dois a dois:
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

Fazendo z,;y; = w;; no conjunto (3.7) e isolando-se w;; tem-se:

Wij > fj-"l',' + Iny - ffff
wi; < S_-?J:i + Ify; — IfSJL-’
wij < Lz + Sfy; — SEIY
wij > S{xi + Sty; — S§S}

(3.8)

Desta maneira, as conexoes bilineares sdo representadas por w que tem seus limites
definidos pelo conjunto de inequagoes (3.8) além das restrigoes bilineares em que se subs-
tituem os termos zy por w. Assim, para o problema (3.2), considerando-se o hiper-retingulo

inicial, o limitante inferior ¢ calculado por:

min T+y

sa. 1<w<4
0<z<6
0=sy=<4
w>0
w < 4z
w < 6y
w > 4z + 6y — 24

3.3.3 Critérios de Poda

Critérios de poda sio condigoes impostas ao programa principal para que as subregioces
infactiveis ou com solugbes improvaveis sejam eliminadas do critério de busca. Apesar de
nao representarem uma parte essencial do método, suas inclusoes dentro do programa com-
putacional implicam economia de memdria e menor tempo de processamento. A poda por

infactibilidade foi abordada na Se¢ao 3.3.2, quando as regides que nao tinham limitante in-

ferior factivel eram descartadas. As podas por solugdes improviveis foram abordadas na

Secdo 3.2 e ilustradas na Figura 3.1. Ao contrario da poda por infactibilidade, a poda por
solucoes improvaveis nao precisa necessariamente estar incluida no método branch and bound.
Quando uma determinada subregiao tem seu limitante inferior maior que o limitante superior
de qualquer outra subregiao, ela jamais serd escolhida novamente para corte, visto que havera
sempre subregioes com menor limitante inferior. Porém, como o método branch and bound
aumenta o nimero de subregioes a cada nova iteragao, a economia de memoria em um pro-
cesso computacional pode ser imprescindivel. Assim, qualquer subregiao podada pode gerar

uma lacuna na memoria para abrigar informacdes de outra subregiao vélida.
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

3.3.4 Exemplo Comentado

O exemplo que segue ¢ o mesmo que foi apresentado pelo problema (3.2) e é repetido

abaixo;

min T+y
sa. 1<zy<4
0<z<6
0<y<4
Sua drea factivel ¢ dada pela Figura 3.3 e o problema consiste em encontrar o minimo global
do sistema com uma diferenca méxima entre os menores valores dos limitantes superiores e

inferiores de 0,5.

Primeira Iteragao

Na primeira itera¢do definem-se os valores iniciais para as varidveis. Representa-se aqui
Z;j € y,; como os limites inferiores de = e y sendo que 7 é a iteragdo e j a subregiao, T;; e

¥;; representam os limites superiores, [;; o limitante inferior e S;; o limitante superior. Na

primeira iteracdo tem-se apenas uma subregiao (a original) e os valores das varidveis serdo:

Subregidao 1
Ty =6
xy =0
Yu =4
Y, =0
I“ - 0
Sy =10
O limitante I;; para o hiper-retangulo inicial é calculado considerando-se o menor valor
da funcao objetivo quando aplicado todas as combinagoes dos valores extremos de z e y. Da
mesma forma, Sy, é o maior valor dentre todas as combinagoes dos extremos de z e y aplicados
a funcao objetivo. Neste exemplo, é explicito os valores extremos de z e y, 0 que nao ocorre

sempre. Quando isso ndo acontece, é necessario o uso do método descrito na Segao 3.6.

Como min(Sy;) — min(l,;) = 10 > 0, 5, continuam-se as iteragoes.

Segunda Iteragao
Na scgunda iteragao, faz-se o corte ao meio na varidvel y. As restrigoes ¥,; e Y, sao
encontrados diretamente quando procede-se cada corte. Os valores de Sy; e Ty; sao obtidos

do resultado do problema de otimizagao 3.3, com § = 2 (ponto de corte). Da mesma maneira,

Iy; e z,; sdo obtidos do resultado do problema de otimizagao 3.2 relaxado, considerando-

se as restricoes ¥,; ¢ 1y.. de cada subregiao. Essas restricoes fornecem um hiper-retangulo
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND 22

dentro do qual os valores de (z, y) referentes ao minimo local de cada subregido é encontrado.
Assim, definida a subregiao que contém o 6timo global, os valores (z, y) referentes a este 6timo
encontram-se dentro do hiper-retangulo formado pela restrigao das varidveis desta subregiao,
que deve ser a de menor limitante inferior. Assim tem-se Tog; = ZTg9 = 0,5 e So; = Sy = 2, 5.

Procede-se entdao com os limitantes inferiores das duas subregides:

Subregiao 1

Subregiao 2

Como min(Sy;) — min(fy;) = 1,8333 > 0,5, continuam-se as iteragdes. Nido hd podas.

Os limites das variaveis apds a segunda iteragao sao mostrados na Figura 3.6. Note que na

subregido 1, Ty, = z,,, 0 que nao significa que o algoritmo tenha atingido seu 6timo, pois os

limitantes estdo ainda muito distantes.

Terceira Iteracao

Na terceira iteragao, faz-se o corte ao meio do hiper-retangulo da subregiao que possui
o menor limitante inferior. No caso, como a subregiao 1 possui menor limitante inferior, o
corte ¢ feito em g = 1. Acha-se entdo os limitantes superiores para as duas novas subregioes.
Assim tem-se ZT3; = T3y = 1 ¢ S3; = S33 = 2. Procede-se entdo com os limitantes inferiores

das duas novas subregioes e mantém-se o da subregiao que nao foi cortada:

Subregiao 1
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

Limites das Varidveis Apds a Segunda Iteracao

M

"Subregiio 2

A

yne=
TR

Subregiao 1

Figura 3.6: Limites das varidveis apds execugao da segunda iteragao. O hiper-retangulo dos
limites das varidveis correspondente a cada subregido estd hachurado horizontalmente, e na
subregiao 1 os limites em z estao sobrepostos.

Subregiao 2
Ty =1
T3 = 0,0
Yapg =2
Yy =1
I3 = 1,5833
532 = 2

Subregiao 3

33
Z33
Y33

Yss

I33 = 2,3333

533 — 2, )
Como min(Ss;) — min([3;) = 0,8333 > 0,5, continuam-se as iteragoes. Pode-se notar nesta
iteracdo que o limitante inferior da Subregido 3 (I33 = 2,3333) ¢ maior que o limitante superior
das Subregioes 1 e 2 (S3; = Sz = 2). Assim procede-se com a poda da Subregido 3. Cabe
salientar que bastaria o limitante inferior da Subregido 3 ser maior que qualquer um dos
limitantes superiores de qualquer subregido para que se fizese a poda. Os limites das varidveis

sao mostrados na Figura 3.7.
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

Limites das Varidveis Apds a Terceira Iteragao
' ' ' Subregiio 3
A

Subregiao 2

Subregiao 1

Figura 3.7: Limites das varidveis apds execucdo da terceira iteragao.

Quarta Iteragao

Na quarta iteracdo, como na terceira, faz-se o corte ao meio do hiper-retangulo da sub-
regiao que possua o menor limitante inferior. No caso, como a subregiao 1 novamente possui
menor limitante inferior, o corte ¢é feito em § = 0,5. Acha-se entdo os limitantes superiores
para as duas novas subregioes. Assim tem-se T4 = Tqp = 2 € S41 = Ss2 = 2,5. Procede-se
entdo com os limitantes inferiores das duas novas subregioes, mantém-se o da subregiao que

nao foi cortada e despreza-se a regiao podada:

Subregiao 1
T3 =2
T3 =2
¥ =0,9
Yy =0
I3, = 2,1667
S31 - 2,5

Subregiao 2
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

Subregiao 3

Como min(Sy;) — min(ly;) = 0,41666 < 0,5, encerram-se as iteragoes. O valor do étimo
global encontra-se entre o menor limitante superior e o menor limitante inferior da ultima
iteragdo. Sendo assim, o 6timo estd entre 1,5833 e 2. Os limites das varidveis sao mostrados

na Figura 3.8.

Limites das Varidveis Apds a Quarta Iteragio
T 1 T T

Poda por limitantes

Subregido 3

Wubregiio 2

Subregiao 1 | “”””

1
3
T

5

Figura 3.8: Limites das varidveis apds execucao da quarta iteragao.

A evolugao dos limitantes inferiores e superiores no decorrer das iteragoes ¢ mostrado pela
Figura 3.9.

Os valores de z e y correspondentes ao 6timo global encontram-se dentro do hiper-
retangulo referente a subregiao do menor limitante inferior da tltima iteragao. Colocando-se

uma precisiao de 0,01 pode-se observar a evolugao dos limitantes dada na Figura 3.10.
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

Grafico da Evolugao dos Limitantes
T T T

Figura 3.9: Evoluc¢ao dos limitantes.

Grafico da Evolucao dos Limitantes

20
A

[Figura 3.10: Evolugao dos limitantes superior e inferior para uma precisao de 0,01.

6

7
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

3.4 Redugao H, de Modelos Continuos

3.4.1 Limitante Superior

Considere o problema de reducao Ho de modelos continuos formulado na Segio 2.2 pela
equagdo (2.7), um limitante superior vy para a norma H (a0 quadrado) do erro de redugao

pode ser obtido fixando-se A, = lr e B, = Br em (2.7), isto ¢

min u
[ —A'Py — PuA  —A'Py — PpA,
~A Pl — PLA —A Py = Py,
-B'P, - B'Pl, -B'P; - B'P,
[ C —Cy
Pu Pl oy (3.10)

! )
L P]z 22

Note que, fixando-se A, = A, e B, = B, em (2.7), uma restricao foi imposta em Q

implicando que

Yo (Ar, Br) > Yea,.B)e0 (3.11)

Uma observagio importante é que (3.10) é um problema de otimizagao descrito na forma
de LMIs que pode ser eficientemente resolvido por procedimentos numéricos de caracteristicas
polinomiais de convergéncia [GNLC95]. Os valores iniciais de A, ¢ B, sio obtidos usando-se
o valor do ponto de corte.

A forma dual do limitante superior pode ser feita seguindo o mesmo procedimento, diferindo

apenas nas varidaveis a serem fixadas. Assim, fixando-se A, = A, e C, = C, em (2.8) temos:

Y4 = min pu
j —f}Qn - QA —{inz - lefi} -QnC'+ le(?;
"'flrQ}lz = 3 f}szF _ArQ?.2 T 92214:- = ;120.- ZR Q22C:~
—-CQu +CQ, —CQi2+CrQx I
i B B! D' - D;
[ Qu Q2
: >0
| Qla Q2

3.4.2 Limitante Inferior

Um limitante inferior para o problema de redugao H, de modelos formulado pela equacao

(2.7) pode ser obtido através da relaxagao das restricoes, criando-se novas varidveis que re-
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND 28

presentem os termos bilineares, ou seja, definindo-se W) = PpA,, Wy = P4 B,, W3 = PypA,

e Wy = P, B, na equagao (2.7), obtendo-se

v = minpu
-A'Py - PpA —A'P, — W, —-P; B - W,
W] — P,A -W; — W; —P[,B - W,
-B'Py, -1V, -B'P, — W I
C ~GCy D - D,
[ Pn Py } >0

! 2
Ply Py

Claramente, a equagao (3.13) representa um problema relaxado quando comparado com

a equagdo (2.7), implicando que

Y(A,,Br)eQ = VL (3.14)

Assim como o limitante superior, o limitante inferior dado por (3.13), é um problema de
otimizagao via LMI que pode ser eficientemente resolvido. O limitante inferior, portanto, deve
ser representado pelas LMIs (3.13) em conjunto com as inequagoes (3.8), que devem ser feitas
para cada bilinearidade escalar contida nas matrizes Wy, Wy, W3 e Wy. A formulagao dual
do limitante inferior pode ser construida fazendo-se W) = Q2 AL, Wy = Q12CL, W3 = QAL

e Wy = Q92 C’ na equacao (2.8), e é representada por:
2 r 1 G ]

'}f = min p

[ —“1(211 - C;,)]U’lf _AQIQ - I"V] ‘—Q“C’ s IV‘Z B

—-W{ — QA Wy - W. :,f -Q1C' + W,y B,
B’ Bl D' - D

" On Qi
Q' Q:z:z] >

3.5 Reducao H, de Modelos Discretos

3.5.1 O Limitante Superior

O limitante superior para a reducao de modelos discretos segue o mesmo procedimento da
redugao de modelos continuos: restringe-se as matrizes A, e I, em valores fixos e procede-se
com a solugao da LMI resultante. Deste modo, fazendo-se A, = A, ¢ B, = B, em (2.11)

tem-se:
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

’}'Er = min {
[ Py Py C' APy
Py -C; AP,
0 0 D"—D;. B"Pn +B:.P{2
C -C, D — D, pul 0
Py B + P,y B, 0 Py
PL,B+PuB, 0 Pl
APy,
Al Py
B'Py; + B! Py,

1)]1 IJ}? :
7 >0 3.16
[ i ] (3.16)

A formulacao dual segue o mesmo procedimento, desta vez fazendo-se A, = A, e C, = C,
em (2.12):

Yo = min pu

Qn 0 B {1Q11
i 0 B, flr@l}
0 ; I D - Dr CQli - Cr()’rz
B’ D' - D, pl 0
QA 2A] QIIC"_QIQQ‘; 0 Qu
| QA 120" = Q@C. 0 12
AQuz
ArQ2ﬁ2
CQi2 — CrQ2
0

Ql?
Q?‘E

Qll Q]Z
[ ', sz] >

3.5.2 O Limitante Inferior

O limitante inferior também ¢ feito nos moldes do caso continuo, isto ¢é, relaxando-se
as matrizes bilineares. Portanto, definindo-se W, = PjyA,, Wy = PiuB,., W3 = PyA, e

Wy = Py B, na equagao (2.11), obtendo-se
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND

¥ = min pu

[ P]l pu 0 C’ A’Pn
Pfg PQQ 0 —C:. ”"’f
0 0 I D'-D' B'P,+W,
¢ -C. D-D. nl 0
PhnA W, PB4+ W, 0 Py
| PLA Wy PLB+W, 0 P,
AP]Q
W,
B'Py, + W,

Pll 1)12
, >0 3.18
[ Ply P ] (3.18)

No caso dual, faz-se W, = Q24], Wy = Q12C;, W3 = QA ¢ Wy = Q2C] na equagio
(2.12) obtendo-se:

Y = min g
[ Qu Q2 0 B AQ,
Q’m Q?? 0 Br l'Vf
0 0 1 D—-D, CQu—-W;
B B D-D ul 0
QuA" Wy QuC' -Ww, 0 Qu
i QA" W3 QLC' —W, 0 12
AQ12
W;
CQ2 — Wy
0
Q12
Q22

Qu Qu
[ Q. Ox } >0 (3.19)

Da mesma forma que no caso continuo, cada bilinearidade escalar contida dentro das

matrizes 1y, Wy, W3 e Wy, deve ser restrita ao conjunto de inequagoes (3.8).

3.6 Construcao do Hiper-Retangulo Inicial Q

O problema de reducao Ho, de modelos nao impde restrigoes naturais as variaveis do problema,

que sao os elementos das matrizes A,, B,, C;, D,, u, P (ou @, no caso dual), W, W,, W;
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CAPITULO 3. O ALGORITMO BRANCH AND BOUND 31

e Wy. Para construir a regido de busca, definida pelo hiper-retangulo @, uma nova regiao
relaxada pode ser obtida resolvendo-se 2NN, problemas de otimizac¢do via LMIs, sendo IV; o
nimero total de varidveis (veja [MF97) para mais detalhes). Denotando z € R o vetor de

todas as varidveis matriciais (exceto A, e B, (Cy, no caso dual), resolva parai =1,..., N,

max ou min  x;

saa  (LMI Relaxada)

sendo que LMI relaxada pode ser (3.13), (3.15), (3.18) ou (3.19), dependendo do problema

em questdo. Com este procedimento obtém-se, z;, ,, < x; < 2;,..., para todo z; € x.

““Tmin —

Os valores maximo e minimo dos elementos da matrizes A, e B, (C,, no caso dual) sao

obtidos em funcao dos vetores Tin € Tmaz-

3.7 Analise da Convergéncia

Para que o algoritmo branch and bound minimize 7 é necessario a existéncia de duas fungoes,

YL € Yu, sobre a regiao @, tal que as seguintes condigoes sejamn satisfeitas:

C1. 7, ¢ um limitante inferior e 4y um limitante superior para v, isto ¢,

S TE
para todo hiper-retangulo Q.

C2. Seja Size(Q) o comprimento do maior lado do hiper-retangulo Q. Quando Size(Q) — 0,
Y (Q) — 7.(Q) — 0 uniformemente, isto ¢, Ve > 03 6 > 0, tal que,

Size(Q) <6 = w(Q) —7.(Q) <e

Claramente, y;, definido pelas equagoes (3.13), (3.15), (3.18) e (3.19); e yy definidos pelas
equagoes (3.10), (3.12), (3.16) e (3.17) satisfazem as condigoes C1 e C2. A condigao C1
segue imediatamente das equagoes (3.11) e (3.14); se o maior lado de Q é iterativamente
reduzido pelo algoritmo, a condigio C2 também ¢ satisfeita. Assim, as condigoes C1 e C2
sao satisfeitas e portanto, o algoritmo converge para o 6timo global em um tempo finito (veja
[BBBO1)).
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Capitulo 4

Novos Métodos para Melhorar o
Tempo de Convergéencia

4.1 Introducao

Ja foi visto que o método Branch and Bound descrito para a otimizagao global em redugao
de modelos utilizando a norma H, assegura a convergéncia ao 6timo global em tempo finito.
Esse tempo de convergéncia depende de alguns fatores: o tamanho da regiao de busca, a or-
dem do sistema a ser reduzido e a ordem do sistema reduzido a que se deseja. Em relagao ao
tamanho da regido de busca, pode-se dizer que quanto maior essa regiao, maior serd o tempo
de convergéncia. Na pratica, essa regiao é limitada fazendo-se uma restri¢ao ao maximo valor
de cada parametro descrito na Sec¢do 3.6. Os limites de cada pardmetro podem, algumas
vezes, ser ilimitados, o que obriga o projetista a definir um raio maximo a que cada varidvel
pode alcangar. Essa restri¢iao, por sua vez, é arbitrariamente definida pelo projetista que
deve estipular valores que nao ultrapassem muito o limite real. Se essa regidao definida for
muito pequena, o problema de otimizagdo serd degradado e entdo o valor obtido pode nao
corresponder ao 6timo global. Na pratica, normalmente ocorre que no decorrer das iteracoes
o menor valor do limitante inferior dentre todas as regides ultrapassa numericamente o menor
valor do limitante superior, indicando assim parametros pouco relaxados. Se o projetista
definir valores muito relaxados para os parametros, o problema de otimizagdo poderd con-
vergir alternando-se a cada iteragdo para mais de uma realizagio vélida do modelo global,
penalizando sobremaneira o tempo de convergéncia. Uma maneira de se contornar o pro-
blema de convergéncia é fixando-se o modelo reduzido global a uma realiza¢ao conveniente.
Nas Segoes 4.3.1 e 4.3.2, serdo descritos métodos para se restringir os modelos reduzidos a
realizagoes controlavel ou observavel. Pode-se dizer que, como o sistema reduzido, assim como
o original, ¢ estdvel e de realizagdo minima, entao pode-se obter realizagdes na forma candnica

controlavel ou observavel para este modelo.

Outro método que pode ser aplicado para diminuir o numero de iteracgoes é fazer uso

32
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CAPITULO 4. NOVOS METODOS PARA MELHORAR O TEMPO DE CONVERGENCIA33

dos valores singulares de Hankel como critério de parada. Na Se¢do 4.2 é demonstrada uma
maneira de fazer uso deste valor para se terminar mais rapidamente o algoritmo branch and

bound, sem que para isso se perca a garantia de convergéncia ao ¢timo global.

4.2 O Uso dos Valores Singulares de Hankel como Cri-
tério de Parada

A principal vantagem em se utilizar a norma He, como critério de redugao global de
modelos reside no uso dos valores singulares de Hankel do modelo original no critério de
parada do algoritmo. Em [ZDG96] descreve-se que a norma He, do erro entre os modelos
‘original e reduzido, representada por ||H — H;||e, tem como limitante inferior um valor

singular de Hankel do modelo original, como descrito a seguir:

|H = Hlloo > 0r41(H) (4.1)

sendo o; o i-ésimo valor singular de Hankel referente a H(s). Os valores singulares de Hankel
01y 02y <.y Opy Opyl, -+, Op 20 colocados em ordem decrescente. O que sempre se observa
no algoritmo branch and bound aplicado a redugao de modelos é que o limitante superior
converge mais rapidamente que o inferior, mas o 6timo global s aparecerd com a aproximagcao
de ambos. Em alguns casos, o limitante superior ¢ tal que o modelo reduzido gerado por ele
representa uma norma Hy, tal que ||H — Hy||oo < 0r41(H)+e, € suficientemente pequeno. Essa
condigao ¢ suficiente para se concluir que o 6timo global foi obtido com precisdo €. Neste caso
nao ha a necessidade da confirmacao desse valor pelo limitante inferior, o que reduz o niimero
de iteragoes no problema. Vale salientar que nem sempre a norma H, do erro no ponto de
6timo global atinge o valor o,4,(H), nao sendo esta, portanto, uma condi¢ao necessaria ao

otimo global.

Outro ponto importante em uma reducao de modelos utilizando a norma H, é que pode-
se ainda fazer uso dos valores singulares de Hankel para encontrar previamente um méximo
valor para a norma H, do erro de redugao. Em [ZDG96], descreve-se que o valor miximo da
norma H., do erro de redugao pode ser encontrado usando os valores singulares do modelo

original como segue:

|H — Hilloo £ 2 (0741(H) + 0rg2(H) + -+ - + 0, (H)) (4.2)

Esse limitante superior mdximo definido pela equagdo (4.2) tem pouca utilidade na me-
lhora do tempo de convergéncia, mas pode ajudar o projetista a estabelecer metas para uma
reducao, podendo optar por modelos reduzidos de ordem mais elevada, conforme critérios de

projeto.
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CAPITULO 4. NOVOS METODOS PARA MELHORAR O TEMPO DE CONVERGENCIA34

4.3 Usando Formas Canonicas - Caso Continuo no Tem-
po

4.3.1 Reduzindo o Sistema Usando o Método Primal H., e a Rea-
lizacao Canonica Controlavel

Considere um sistema reduzido de ordem 7 estdvel proprio de realizagao minima. Este sistema,
pode ser descrito na forma canénica controldvel em espago de estados (veja [Oga97] para

maiores detalhes) fazendo-se (para sistemas SISO):

a; a

CI"=[C1 Ca ' Gy Cr]; D, = d,.

O método proposto também pode ser aplicado diretamente ao caso MIMO. Ao se optar
por reduzir um sistema a uma realizagao canonica controlavel uma vantagem ¢ imediatamente
notada: o nimero de variaveis ¢ substancialmente reduzido. A matriz A,, inicialmente com
72 varidveis passa a ter r varidveis e a matriz B, passa de 7 varidveis para uma matriz com
clementos constantes. Outra vantagem de extrema importancia ¢ imposta pela forma canonica
controldvel ao método primal He,: como a matriz B, tem agora elementos contantes, reduz-
se também o nimero de matrizes bilineares na equagao (2.7). Isto proporciona um limitante
inferior menos relaxado e menor mimero de parametros a serem cortados no processo iterativo
do Branch and Bound. Note que a forma candnica controlavel seria menos eficiente se aplicada
ao dual H, descrito pela equagio (2.8), pois como a matriz C,. ¢ composta de termos varidveis,
nao seria possivel a eliminacao das matrizes bilineares. Este problema serd discutido mais

adiante na Se¢ao 4.3.2.

Para o caso da reducao a forma candnica controldvel com o método primal H.,, duas
bilinearidades matriciais sao verificadas: Pj2A, e Py A,. Como as restrigdes mostradas em
(3.8) para que o limitante inferior convirja s6 podem ser aplicadas a varidveis escalares, faz-se
necessario exprimir as bilinearidades matriciais em forma de vdrios termos com bilinearidades
escalares. Considere a bilinearidade matricial Pj9A,, descrita abaixo em forma de termos

escalares:
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CAPITULO 4. NOVOS METODOS PARA MELHORAR O TEMPO DE CONVERGENCIA35

|0

Pia(1,1)A,(1,
Piy(2,1)A,(1,
Pis(3, 1)A,(1,

) + Pi2(1, 3)
) + P]2(2! 3)
) + Pi2(3,3)

U
2
2
2

)A (I ].) + .Plg(ﬂ, 2) P]Q(n, 1)1‘1,«(1,2) + Plz(?l,B)
Pia(1,1)A.(1,7) ]
P12(2, 1)A,-(1,T)
Pl2(3: 1)“1r(1:T)

Pya(n, 1) AL, 'r)

Considere agora a matriz T definida como:

00 ---10

A bilincaridade matricial P2 A, pode entdo ser escrita como:
[ Pl?(lrl) r( ) Pl?(lal T :T) |

A(1,1) )AL (1
P12(2, 1).4,~(1, 1) = P12(2) l)Ar(l:T)
Piy(3,1)A.(1,1) <+ Pp(3,1)A.(1,7)

i Plg(ﬂ,, l)A,-(l, 1) })12(?1, 1)/4,-(1,2) e Plg(n, 1)1‘1,-(1,?") |
W, + P;,T

Note que cada termo da matriz W, representa uma bilinearidade escalar, que pode ser

definida segundo a equagao (3.8). Isso facilita a descrigdo dos termos bilineares que podem

ser representados isolando-se cada termo da matriz W,. Neste caso, a descri¢do do limitante

superior nao se altera. Ja o limitante inferior deve agora ser representado pelas seguintes
LMIs:

A‘A
AVAVEY
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Y. = minp
*"fl’P“ == .P“A —Ajplg = ﬁ?l = PIQT
W, TPy~ PhA  =BPj - Pub,
—B' Py~ Wy—"T'Ps  ~B'Pm— B P
C -C;
—)D“B = Wz = )D*ZQT (:”I
—P/,B — Py,B, -C!
I p-p |20
D - D, pul
Py Py
[ IJ{z Py 0

sendo que 117, segue a mesma definigao de W, para a bilinearidade Py A,.

4.3.2 Reduzindo o Sistema Usando o Método Dual H,, e a Reali-
zagao Canonica Observavel

Comentou-se na segio anterior que a redug¢ao na forma canénica controldvel nao traria muitos
beneficios se aplicada ao método dual H, pelo fato de nao haver a eliminacao de termos
matriciais bilineares. Essa eliminagdo porém pode ser feita se for aplicada ao dual H a
forma candnica observdvel. Considere novamente um sistema reduzido de ordem r estdvel
préprio de realizagdo minima. Este sistema pode ser descrito na forma canonica observavel

em espago de estados (veja [Oga97] para maiores detalhes) fazendo-se (para sistemas SISO):

0 a,
0 Ar—)
0 Ay 2

Como na forma candnica observavel o valor de C, é fixo, elimina-se duas bilinearida-
des matriciais no problema dual H,, da mesma maneira que a forma candnica controldvel
eliminava duas bilinearidades matriciais para o problema primal H,,. O nimero de varidveis
envolvidas na solugdo do dual H,, com a forma canoénica observédvel é o mesmo que no primal
Hoo com a forma candnica controldvel, assim como o nimero de bilinearidades matriciais.
Espera-se, portanto, que nao haja grandes disparidades em relagdo ao desempenho de tempo

de convergéncia entre ambos os métodos.
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O problema de redugao feito com a forma canonica observavel no método dual H, apre-
senta duas bilinearidades matriciais: @Q2A4] e Q22AL. Considere a bilinearidade matricial
I.
Qi AL

[ Qu(11) - Qu(lr)]
@12(2,1) -+ Qu2(2,7)
Q12(3,1) Q12(3,7“)

: : U

| Qi2(n,1) -+ Qua(n,7) A (1, 7)

1
[ Qi2(1,7)A(1,7) Q2(1,1) + Qu(l,'.')f A2, T)
Q12(2,7)Ar(L,7) @Q12(2,1) + le@a"")f‘ #(2,7)

| QA (L) Q1) + Quln A 2,r)

Q12(1 = 1) +Q13( . )A (?' T')
Qr2(2,7 ‘“1)+Q12( ,T) AL (1, 7)

Qi2(n,r — 1) + ng(n, ) A (r,T)

Definindo T como em (4.3) a bilinearidade matricial Q12 A] pode entdo ser escrita como:

Qi2(1,7)A-(1,7) Qi2(1,7)A(2,7) -+ Qu2(1,7)A.(r,7)

Qud! QIQ(Q,?‘:}A,(I,T) le(Z,r?A,.(Q,f') Qm(?,?‘:)fl,_(r,r) +0yT

ng(rz,?'j,'lr(l,r') Qu2(n, ) A (2,7) - ng(?z,?'jAr(r,r)
= W+ QT

Novamente cada termo da matriz 1V, representa uma bilinearidade escalar, que pode ser
limitada segundo a equagdo (3.8). A descrigdo do limitante superior também nao sc altera.

Ja o limitante inferior deve agora ser representado pelas seguintes LMIs:

-~

'_::‘1(211 ~Lhid _:le12 -W, - Q12T
—”;1 - T(J’]Q = IIQA" _I'JV.Q = TQ22 EaE W? e CJTJT!
-CQu + C, Q) —CQi2 + Cr Q2
B’ B,
—QuC’ + Q12C; B
-Q1.C" + Q2C, B,
I D L Dr
D' -D. nl

v = min p

Qll (1212
[Qaz O ] >0
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CAPITULO 4. NOVOS METODOS PARA MELHORAR O TEMPO DE CONVERGENCIA38

sendo que TV, segue a mesma definicdo de W, para a bilinearidade QqpA’.

4.4 Usando Formas Canoénicas - Caso Discreto no Tempo

4.4.1 Reduzindo o Sistema Usando o Método Primal H,, e a Rea-
lizacao Canonica Controlavel

Considere um sistema discreto reduzido de ordem 7 estdvel proprio de realizagao minima. Este
sistema pode ser descrito na forma candnica controldvel em espago de estados (veja [FP80]

para maiores detalhes) fazendo-se (para sistemas SISO):

a, ay -+ Qr_1 Qrp
1 0 .-« 0 O
1 -+ 0 0

Co=[6 & = G & |

As vantagens de se reduzir um sistema discreto a uma realizagao canonica controldvel
utilizando o primal H,, sao basicamente as mesmas do caso continuo: reducao das variaveis e
das conexoes bilineares. Nota-se que o método de se encontrar a forma candénica controlavel
de um sistema discreto é também o mesmo. Suprime-se aqui as explicagoes pertinentes as bili-
nearidades matriciais no caso discreto, pois sao numericamente idénticas as do caso continuo,
descritas na Segao 4.3.1. O limitante inferior, considerando as notagoes dadas na Secao 4.3.1,

pode entao ser descrito por:

¥ = min p
i ‘Pl} 1’12 0 C’ AIP“
Py, Py 0 -C] W, +T'Pl,
0 0 I D'- D, B'P, + B|P|,
o -C, D- D, ul 0
PhnA W, 4+ PoT P, B+ P3B, 0 Py,
Pl,A Wy + PupT P,B+ PyB, 0 P,
APy,
W, +T'P),
B'Pyy + B Py,

L
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CAPITULO 4. NOVOS METODOS PARA MELHORAR O TEMPO DE CONVERGENCIA39

P, Py
5 >0 4.6
[Pm pn] (4.6)

4.4.2 Reduzindo o Sistema Usando o Método Dual H,, e a Reali-
zagao Canonica Observavel

A possibilidade de se ter um sistema reduzido na forma canoénica observavel utilizando o
método dual Hy € também vilido para sistemas discretos, visto que hd similaridades re-
ferentes as bilincaridades matriciais ¢ método de obtenc¢ao da forma candnica observivel.
Considere assim o sistema SISO descrito na forma canonica observdvel em espago de estados

(veja [FP80] para maiores detalhes):

aj

g 1]y Be=d

As caracteriticas do uso da forma canonica observavel sio as mesmas do caso continuo.
Sao também andlogas as bilinearidades matriciais e 0 método a que se apresentam dentro dos

limitantes. O limitante inferior para este caso pode ser descrito como:

v = min p
[ Qu Q12 0 B ___1‘1(211
12 Qgg 0 B,. Ir’Vl + TQIU
0 0 I D—-D, CQu - CQ,
B’ B, D' - D pnl 0
QuA" Wi +QT QuC' -QiC, 0 Qu
| Q12 A" Wa+ QT Q,C" — QC] 0 b
” _ AQu
W, + TQ5,
CQi2 — C;Qxn
0
Q12
Q22

Qu Qu
[Qig sz] >
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Capitulo 5

Exemplos Numeéricos

Neste capitulo sao apresentados alguns exemplos que ilustram a eficiéncia dos métodos
apresentados. Para a obtencao dos graficos, foram elaborados programas computacionais que
nao serao apresentados. Porém, alguns aspectos praticos na elaboragao dos programas podem

ser vistos no Apéndice B.

Os tempos de convergéncia dos algoritmos foram obtidos executando-se os programas em

um micro-computador com as seguintes caracteristicas bdsicas:

e Processador AMD Athlon Thunderbird de 1000 MHz;
e 384 MB de memoria SDRAM 133 MHz;

e placa mae ASUS A7V, Front Side Bus em 200 MHz.

Todos os exemplos numéricos aqui apresentados foram executados no Matlab 5.3, sob
um sistema operacional Microsoft Windows NT4 - SP6. A tnica excessao foi a redugao do
modelo para ordem 2 no Exemplo 2, cujo programa foi executado no LMISol sob um sistema

operacional Linux Red Hat 7.2.

5.1 Exemplo 1. Uso dos Valores Singulares de Hankel

O primeiro exemplo.refere-se a reducdo Ho, do modelo de um sistema dado por:

1,0000 -0,1111 —1,0000

z,(t)

[ 1,0000 —1,0000 ] [28 }

Os valores singulares de Hankel para (5.1) sdo: o, = 4,74370 e 0, = 4,68815. O objetivo

¢ obter um modelo de primeira ordem, isto é, 7 = 1. Neste caso, segundo (4.1), o menor

[2(1) _ [—0,1000 —0,8889] [ml(t) ] +[ 1,0000 ]u(t)

BCpIS - FEIS - UNESP
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CAPITULO 5. EXEMPLOS NUMERICOS 41

valor que a norma H., do erro entre os modelos pode chegar é o, = 4,68815. A Figura 5.1
mostra a evolugdo dos limitantes inferior e superior da fungao -y, equagdes (3.13) e (3.10).
Mostra também o, que, no caso, foi alcangado pelo limitante superior em apenas 8 iteragoes
(8,25 segundos), com precisao de 1072, enquanto o limitante inferior precisou de 2048 (35
minutos e 12 segundos) para chegar ao mesmo resultado. Assim, o algoritmo poderia parar

em 8§ iteragoes.

-
@

]
(=]
T

Limitantes inferior e superior
oo -
o o FS

o
=]
T

«
(=]
T

1 1
1000 _ 1500
Iteragoes

Figura 5.1: Evolugdo dos limitantes inferior e superior (raiz quadrada) para a redugido Heo
do modelo do Exemplo 1. O valor de o, é representado pela linha tracejada.

O modelo reduzido resultante é dado por
z(t) = —34,5020z(t) + 0,9988u(t)
y(t) = 315,9273z(t) — 4,3451u(t)

A norma H,, do modelo do erro de redugao é 4,6919. Estes resultados mostram claramente

que o numero de iteragdes pode ser reduzido em 250 vezes [AMTP].

5.2 Exemplo 2: Utilizando a Forma Canonica Controlavel

Considere o seguinte modelo dinamico descrito em espago de estados:

~2,8615  0,6906 —12,4086 | [ 1(t) 11,3803
—0,2575 —2.9221 14,2841 z(t) | + | —6,8414
12,42510 —14,2697 —3,1102 | | z3(2) 0,0000
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'APITULO 5. EXEMPLOS NUMERICOS

z1(t)
y = [-0,7293 -3,3060 —8,4363 | | x(t) | +4,9777u(t)
z3(t)

Trata-se de um modelo estdvel continuo de ordem 3. Primeiramente, ¢ feita uma redugao
para um modelo de ordem 1. O grdfico resultante mostrado na Figura 5.2 representa uma
redugao em que é usado o valor singular de Hankel como critério de parada, mas nao ¢ restrito
a nenhuma forma candnica. Como via de comparagao, o grafico da Figura 5.3 foi construido

usando-se o algoritmo que reduz a um modelo na forma canonica controlavel.

20

18
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o

-
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-
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—
o

=]

Bt
2
Bt
()
2,
n
@
b=
L2
(=
&
=
L |
w
3]
-
—
—
<
o
- —
g
[ |

600 _
Iteracao

Figura 5.2: Evolugao da norma H, dos limitantes inferior e superior para uma redugio a um
modelo reduzido com realizagdo genérica. A linha tracejada representa o valor singular de
Hankel.

Foi considerado para ambos os problemas uma precisao de 1% do valor de singular de
Hankel. No caso, considerando que o valor singular de Hankel é 7,3637, entao a precisao

estipulada ¢ de 0,073637. O resultado foi que o algoritmo que reduz a um modelo genérico

(Figura 5.2) retornou o seguinte modelo:

~11,7188z(t) + 50u(t)
—5,1792x(t) + 12,2485u(t)

O nimero de iteragoes necessirias (alcangada pelo limitante superior ao valor singular de

Hankel) foi de 1064 (24 minutos e 43 segundos) e a precisao alcancada foi de 0,0659.
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CAPITULO 5. EXEMPLOS NUMERICOS

(=] ra £ =2

Limitantes Inferior e Superior
@

1 1
10 _ 15
Iteragao

Figura 5.3: Evolucao da norma H,, dos limitantes inferior e superior para uma redugiao a um
modelo reduzido na forma canoénica controldavel. A linha tracejada representa o valor singular
de Hankel.

O algoritmo que reduz a uma forma canénica controldvel (Figura 5.3) retornou o seguinte

modelo:

—11,7188z(t) + 1,0000u(t)
—258,9596x () + 12,2461 u(t)

Para este algoritmo o nimero de iteragoes necessarias (alcangada pelo limitante superior
ao valor singular de Hankel) foi de 23 (34,9 segundos) e a precisdo alcangada foi de 0,0568.
Isso representa um ganho considerdvel de tempo, ja que o algoritmo que reduz a uma forma

canonica controldavel foi um pouco mais de 46 vezes mais eficiente em termos de nimero de

iteragoes. Considerando que quanto maior o nimero de divisdes no espago de busca gera

um maior tempo computacional por iteragao, a diferenca de tempo de execucao é consider-
avelmente menor no segundo caso. Esta diferenca é ainda mais sensivel quando se trata de
problemas em que se quer reduzir para um modelo de ordem maior que 1. A redugao de
modelos para as formas canonicas controlaveis/observaveis nio torna o problema ficil para
reducoes de modelos para ordem maior que 1, mas pelo menos fica vidvel em implementagoes

computacionais de menor desempenho.

Ainda para a reducdo do modelo para uma ordem r = 1, foi executado o programa de

otimizagao local utilizando o primal H, descrito em [Ass00] e a norma He, do erro de redugiao
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CAPITULO 5. EXEMPLOS NUMERICOS 44

obtida foi de 13,8452, comprovando assim uma grande diferenga que justifica o maior tempo

de processamento para uma otimizacgao global.

O mesmo problema foi reduzido a um modelo na forma canénica controldavel de ordem 2.

O resultado ¢ mostrado através do grafico da Figura 5.4.

b
w

w

r

Limitantes Inferior e Superior
[\+]
w

n

200 300 400 _ 500 600
Iteragao

Figura 5.4: Evolugao da norma H., dos limitantes inferior e superior para uma reducao a um
modelo reduzido na forma canoénica controlavel de ordem 2. A linha tracejada representa o
valor singular de Hankel.

Neste caso, a precisao foi também de 1% do valor singular de Hankel (1,8273). O niimero
de iteragoes necessarias para que o limitante superior atingisse a precisao estipulada foi de
728 iteragoes (12 minutos e 39 segundos). A precisao alcancada foi de 0,0174 e o modelo

resultante ¢ mostrado em (5.2).

.’Ll(t

~8,8873 —408,2215 | [ @i(t) ] , [ 1,0000 (1)
1,0000  0,0000 a,z(t) 0,0000 | *
)
2(t)

[ 77,7996 —2450,8316 ] [ ] + 3,1330u(t)

O grifico da Figura 5.5 dd uma idéia do comportamento da norma H, do erro de redugao
para o modelo em questdao em funcio de A,(1,1) e A,(1,2) em torno do 6timo global.

As respostas em freqiiéncia do sistema original ¢ dos sistemas reduzidos de primeira e

segunda ordens sao mostrados na Figura 5.6.

A"A
AVAVEY

cm 1 2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



CAPITULO 5. EXEMPLOS NUMERICOS
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Figura 5.5: Grdfico e curvas de nivel da norma H, do erro de redugao do modelo de ordem
3 para o modelo de ordem 2 em questao em funcao das varidveis A,(1,1) e A,.(1,2).
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Figura 5.6: Resposta em freqiiéncia para os trés modelos. Linha continua representa o sistema
original (ordem 3), linha tracejada o modelo de ordem 1 e o representado por trago-ponto o
de ordem 2.
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CAPITULO 5. EXEMPLOS NUMERICOS
5.3 Exemplo 3: Redugao em Modelos Discretos

Considere o modelo discreto estavel descrito a seguir:

0,2530 —0,2209 0,2379 0,4665 ] [ (k) 0,4437
~0,4174 —0,1104 0,1985 0,0502 | | (k) ~0,9499
0.1476  0,3771  0,2762 0,3006 | | 23(k) 0,0000
~0,3564  0,1584 —0,3980 0,4391 | | 24(k) 0,0000

[0,0000 —0,2656 —1,1878 —2,2023 ] | 200 | +0,0000u(k)

2.8

2.6

n
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Figura 5.7: Evolucao da norma H, dos limitantes inferior e superior para o modelo reduzido
discreto. A linha tracejada representa o valor singular de Hankel.

O algoritmo utilizado para a redugao representada na Figura 5.7 ndo forca o sistema
reduzido a um modelo na forma candnica. E interessante notar que o comportamento dos
limitantes na Figura 5.7 nio levam ao valor singular de Hankel limite. I um caso mais dificil
de ocorrer e pode ser observado em igual freqiiéncia para o caso continuo no tempo. Ainda
assim, neste caso, a convergéncia em tempo finito ¢ assegurada, porém com um maior custo

computacional. O modelo reduzido obtido com a reducao ¢ dado a seguir:
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CAPITULO 5. EXEMPLOS NUMERICOS

0,7422, (k) + 4,4000u(k)
0,1774xy (k) — 0,2218u(k)

A precisao exigida do algoritmo foi de 0,010111 (1% do valor singular de Hankel), al-
cangada pela aproximacao dos limitantes superior e inferior em 838 iteragoes (37 minutos e

39 segundos).

Ainda que o sistema globalmente reduzido nao toque o limite imposto pelo valor singular
de Hankel, é possivel reduzir o mimero de iteragdes fazendo o modelo convergir para um
sistema na forma candnica controlavel. A Figura 5.8 ilustra a convergéncia dos limitantes

para este caso.
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Figura 5.8: Evolucao da norma H,, dos limitantes inferior e superior para o modelo reduzido
discreto na forma canonica controldvel. A linha tracejada representa o valor singular de
Hankel.

O modelo reduzido resultante ¢ dado por:

0,7422z, (k) + 1,0000u(k)
= 0,7807x,(k) — 0,2217u(k)

A precisao exigida do algoritmo foi de 0,010111 (1% do valor singular de Hankel), al-

cangada pela aproximacao dos limitantes superior e inferior em 45 iteragoes (1 minuto e 57
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CAPITULO 5. EXEMPLOS NUMERICOS 48

segundos), isto ¢, uma melhora de pouco mais de 18 vezes em relacio ao niimero de iteragdes

de uma otimizagao para um modelo genérico.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

O problema de redugdo global de modelos usando a norma H foi abordado neste tra-
balho. Para isso foi investigada e implementada a técnica de otimizagao nao-linear branch and
bound que possibilita a obtengao do 6timo global em tempo finito para uma dada precisao.
O algoritmo branch and bound visto aqui envolve a construgao de uma arvore de busca com
problemas de otimizacao descritos na forma de LMIs em cada nd. Essas LMIs sao eficiente-
mente resolvidas. O grande custo computacional empregado neste tipo de problema pode ser
reduzido com dois métodos propostos neste trabalho. O primeiro envolve um valor singular de
Hankel do modelo original como um limite inferior que a norma H, do erro de redugao pode
alcangar. Ao chegar suficientemente proximo deste valor, o limitante superior do branch and
bound pode ser considerado o valor étimo, sem que para isso se faga necessdria a aproximagao
do limitante inferior. Este método termina mais rapidamente a execucao do algoritmo, sem

perder a garantia de convergéncia.

Outro método proposto neste trabalho e que também diminui o esforgo computacional do
branch and bound apédia-se no fato de que, se o algoritmo for for¢cado a convergir para um
modelo na forma candnica controldvel no caso de uma otimizagao pela norma H., primal, ou
na forma canodnica observavel no caso de uma otimizagao pela norma Ho, dual, o algoritmo
pode reduzir substancialmente o nimero de iteragoes necessarias para a convergéncia. Esta
constatagao deve-se ao fato que este procedimento reduz o numero de varidveis e de bilinea-
ridades matriciais no problema. Este método pode ser associado ao método em o que valor
singular de Hankel como limite inferior é usado, reduzindo ainda mais o numero de iteragoes.
Foi mostrado ainda que ele reduz o nimero de iteragoes do branch and bound mesmo quando

a norma H, do erro de redugao nao converge para o valor singular de Hankel limite.

A otimizacao global em redugao de modelos é ainda algo recente, e foi primeiramente apre-
sentada a comunidade cientifica através do artigo [AP99b] em 1999. A partir deste momento
um grande leque de possibilidades abriu-se para o problema de otimizagao global. O presente

trabalho ¢ uma extensao do primeiro artigo apresentado e constitui uma pequena parte do

49
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CAPITULO 6. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

que ainda pode ser feito nesta area. Uma visdo estreita no vasto horizonte de possibilidades

pode vislumbrar algumas aplicacoes futuras na drea de otimizagao global. Dentre clas pode-se
listar:
Otimizagao global em redugao de modelos usando as formas candnicas ¢ a norma H,;

Otimizacao global em reducao de modelos para os casos Hy, Hoo, continuos ou discretos,

com incertezas na planta;
Otimizacao global em reducao de modelos com énfase em faixas especificas de freqiiéneia;

Otimizagao global em reducao de modelos utilizando outras normas diferentes do par

%2 & Hooa

Investigacao de solu¢oes abordando algoritmos mistos de otimizacao global e local, uti-

lizando a otimizacao global para uma melhor inicializagao da otimizagao local;
Otimizacao global no problema de redugao da ordem de plantas instdveis;

Investigagao de outras formas de otimizacao nao-linear que podem ser aplicadas.
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Apéndice A

Complemento de Schur

O estudo das propriedades das LMIs pode ser encontrado em [VB00], [BGFB94] e [EN0O0].
Um importante resultado sobre LMI é o complemento de Schur. O complemento de Schur
converte uma classe de desigualdades matriciais nao-lineares, que aparecem regularmente na
teoria de controle, em desigualdades matriciais lineares (LMIs). O complemento de Schur ¢é

ilustrado a seguir.

Seja a desigualdade matricial nao-linear:
Q(z) — S(z)R(z)™'S(z) >0, R(z)>0 (A.1)

sendo Q(z) = Q(z)', R(z) = R(z) e S(z) sdo afins em z. Entdo o sistema (A.1) é equivalente

a

S(z)' R(x)

Uma demostragido do complemento de Schur pode ser encontrada em [VB00] e é mostrada a

{ Qx) S(z) ] 5.0

seguir.

A.1 Deducao do Complemento de Schur

(=) Assuma que:

{ Q(:::)‘ S(xz)
S(z)T R(z)

e defina:

entao
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APENDICE A. COMPLEMENTO DE SCHUR

Considere, inicialmente, u = 0. Entao

F(0,v) = v "R(z)v >0, Yv# 0= R(z) > 0.

Considere, agora,

—R(z)7'S(z)"u, com u # 0.

Entao,
F(u,v) = u’(Q(z) = S(z)R(z)'S(z)")u >0, Yu#0

= Q(z) - S(z)R(z)™'S(2)" > 0.
(«) Assuma, agora:
Q(z) — S(x)R(z)7'S(z)" >0, R(x) >0

com F(u,v) definido em (A.3).

Fixando-se u e otimizando-se em termos de v:

VoFT = 2R(z)v 4+ 25(z)Tu = 0

Desde que R > 0, de (A.G), temos:

v=—R(z)"'S(z)"u

Substituindo (A.7) em (A.3), temos:

F(u) = u"(Q(z) = S(z)R(z)™'S(z)")u

Desde que (Q(z) — S(z)R(z)~'S(z)T) > 0, o minimo de F(u) ocorre para u = 0, que
também implica que v = 0. Entdo, o minimo de F(u,v) ocorre em (0,0) e ¢é igual a zero.

Portanto, F'(u,v) é definida positiva.
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Apéndice B

Aspectos Praticos para a Construcao
de um Programa

B.1 Introducao

A otimizagao global em redugao de modelos envolve exaustivos processos iterativos, tanto
na parte referente ao branch and bound, como na parte que retorna a solugao de cada LMI
envolvida nos limitantes. Basicamante trés programas computacionais foram utilizados para a
geragao dos resultados neste trabalho: o Matlab, plataforma comercial da MathWorks Inc.!, o
Scilab, que ¢ distribuido gratuitamente pela Inria Software? e o LMISol, desenvolvido na Uni-
versidade de Campinas apenas para plataformas Unix e também distribuido gratuitamente?®.
A grande dificuldade em eclaborar um programa desta natureza consiste no fato de alguns
termos de matrizes varidveis estarem também contidos em desigualdades escalares, como é o
caso do conjunto de inequagoes (3.8) no cdlculo do limitante inferior. Inicialmente, apenas
o Matlab teria recursos de programacao suficientes para isolar termos de matrizes varidveis.
Porém, alguns testes com LMIs simples mostraram a pouca confiabilidade desta plataforma de
cdlculo, o que obriga o uso das outras duas que, além de se mostrarem de maior confiabilidade,
sao distribuidas gratuitamente. Apesar de usar o mesmo algoritmo do Matlab para solugao
de LMIs (ver [NG94] para maiores detalhes), o LMISol demostrou-se uma solugdo mais rapida
e confidvel para este tipo de preblema. O fato do LMISol nao permitir que sejam separados
os termos das matrizes de varidveis, levou a elaboracdo de uma maneira de extrai-los sem
que para isto sejam declarados explicitamente o uso em separado de cada um deles. Apesar
de se mostrar eficiente em alguns casos, o operador linear criado ao longo deste trabalho e
descrito neste capitulo, chamado de operador M, nao foi eficiente em alguns casos em que
havia muitos termos a serem isolados. Neste caso, optou-se por desmembrar todos os termos

das matrizes em escalares, o que torna a programacao extremamente dificil, dado o elevado

lwww.mathworks.com
Zwww.rocq.inria.fr/scilab/
3www.dt.fee.unicamp.br/ “mauricio
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APENDICE B. ASPECTOS PRATICOS PARA A CONSTRUGAO DE UM PROGRAMA57

numero de variaveis escalares.

B.2 O Operador Linear M

O operador M ¢ uma manipulagao matricial que tem por objetivo isolar um determinado
elemento de uma matriz genérica A € ™" em uma matriz quadrada de zeros cujo elemento
a ser isolado esteja sobre a diagonal principal. Considere, por exemplo, uma matriz A € 3?2

mostrada a seguir:

A(1,1) A(1,2)
A=| A21) A@22)
A(3,1) A(3,2)

O operador M permite criar, quando aplicado em A, as scguintes matrizes:

[ A(1,1) 0] [A@21) 0] [ A(@3,1) 0]
0 0) [ 0 0]

[0 0
[0 A@2,2) | [0 43,2 |

A(1,2) 0 0
0 0 0],
0 00

Note que entre as matrizes formadas pelo operador M, destacam-se as seguintes pro-
priedades:
1. Cada elemento A(m,n) pode ser isolado nas diagonais (m,m) ou (n,n) apenas;

2. A matriz formada ¢é simétrica.

B.2.1 Utilizagao do Operador M

Suponha as matrizes A e P descritas a seguir:

1AL AQ,2)
A= 421) A22) |

Chama-se de Mec(x,y)[-] o resultado da operagio M que leva o elemento (z,y) para

a posicao (y,y) (deslocamento sobre a coluna) e Mi(z,y)[:] o resultado da operaciao que

cm 1 2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



APENDICE B. ASPECTOS PRATICOS PARA A CONSTRUGAO DE UM PROGRAMAS58

leva o elemento (z,y) para a posi¢do (z,z) (deslocamento sobre a linha), onde todos os

outros elementos da matriz resultante sao zero. Caso deseja-se obter, por exemplo, o valor de
P(3,1) - A(1,2) basta fazer:

Tr(Me(3, 1)[P] - MI(1,2)[A])
(1757 o) 757 5 )

TI_([ 1)(3,1){-}A(1,2) SD — PG,1) A(L2).

Este operador M permite que se contorne um problema na descri¢ido de restri¢goes com
LMIs: muitos programas que resolvem LMI nao permitem isolar termos dentro das matrizes

para que scjam executadas operacgoes em cada varidvel separadamente.

Procedimento do Operador Mec(z,y)[/]

Como ja foi dito, o operador Mc(z, y)[-] faz o deslocamento do elemento (z,y) para a posi¢ao
(y,y) e por isso ¢ chamado delocamento sobre a coluna. Ele é feito da seguinte maneira:

Considere uma matriz genérica A € R™*". Queremos Mc(k,p)[A].

. Controi-se uma matriz Y € R™™ com todos os elementos iguais a zero, exceto o

elemento (p, k), que deve ser igual a 1;

. Controi-se ainda uma matriz X € ™" com todos os elementos iguais a zero, exceto o

clemento (p,p), que deve ser igual a 1.

. Faz-sc a multiplicagio Y - A - X.

Deste modo temos que o trago da matriz Mc(k,p)[A] é o préprio elemento A(k,p).

Procedimento do Operador Mf(l‘,?})[']

O operador Ml(z,y)[] faz o deslocamento do elemento (z,y) para a posi¢do (z, ) e por isso

¢ chamado delocamento sobre a linha. Ele ¢ feito da seguinte maneira: Considere uma matriz
genérica A € ™™, Queremos MI(k,p)[A].

anx m

. Controi-se uma matriz Y € J com todos os clementos iguais a zero, exceto o

elemento (p, k), que deve ser igual a 1;

mxim

. Controi-se ainda uma matriz X € ¥ com todos os elementos iguais a zero, exceto

o elemento (k, k), que deve ser igual a 1.

AVA
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APENDICE B. ASPECTOS PRATICOS PARA A CONSTRUGAO DE UM PROGRAMA59

3. Faz-se a multiplicagdo (A -Y)" - X.

Deste modo temos que o trago da matriz MI(k,p)[A] é o préprio elemento A(k,p).

B.2.2 A Utilizagao do Operador M em LMlIs

Considere o seguinte problema de otimizagao:

2= min p
—-A'P-PA -PB ('
-B'P I Ly
C D ul
P>0

P(1,2) + P(3,1) < 0

A adltima LMI do problema de minimizacao nao pode ser declarada de forma explicita
para muitos programas computacionais e por isso torna-se necessario o uso do operador M.

A scguir é demonstrado como podemos usar esse operador para declarar a LMI em questao:

Tr(MI(1,2)[P] + Mc(3,1)[P]) < 0

Mais explicitamente temos:

sendo que P € RN3*3,
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