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Resumo

Baseado na teoria de cohomologia de grupos, Andrade e Fanti definiram um
invariante algébrico, denotado por E(G,S, M), onde G é um grupo, S ¢ uma
familia de subgrupos de G de indice finito e M é um ZyG-médulo. O objetivo
deste trabalho é definir um invariante dual a F(G,S, M), que denotaremos por
E.(G,S, M), utilizando a homologia de grupos em vez da cohomologia. Com este
invariante, obtemos diversos resultados e aplicagoes, principalmente nas teorias de
grupos e pares de dualidade e de decomposicao de grupos. Estes resultados fornecem
uma maneira alternativa de obter aplicagoes e propriedades nestas teorias. E, para
desenvolver este trabalho, estudamos as teorias de (co)homologia absoluta e relativa
de grupos, bem como suas interpretagoes topologicas, e a teoria de grupos e pares
de dualidade.

Palavras-chave: (Co)homologia de Grupos, Grupos e Pares de Dualidade,
Invariante E,(G,S, M).



Abstract

Based on the cohomology theory of groups, Andrade and Fanti defined an
algebraic invariant, denoted by FE(G,S, M), where G is a group, S is a family of
subgroups of G with finite index and M s a ZoG-module. The purpose of this work
is to define a dual invariant of E(G,S, M), which we denote by E.(G,S, M), using
the homology of groups instead of cohomology. With this invariant, we obtain many
results and applications, especially in the duality and splitting theories of groups.
These results provide an alternative way to get applications and properties in these
theories. And to develop this work, we studied the absolute and relative (co)homology
theories of groups, as well as their topological interpretations, and the theories of
duality groups and pairs.

Keywords: (Co)homology of Groups, Duality Groups and Pairs, Invariant
E.(G,S8,M).
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Introducao

A definigao de (co)homologia relativa, H*(G,S; M) e H,(G,S; M), para um
grupo G e S um subgrupo de G, foi introduzida por Ribes em [17]. Posteriormente,
Bieri e Eckmann, em [8], introduziram a defini¢ao de (co)homologia relativa para
um grupo G e uma familia S = {S;,7 € I'} de subgrupos de G e, em [2], Andrade e
Fanti demonstraram que a definicao dada por Bieri e Eckmann é um generalizagao
da apresentada por Ribes, no sentido que, tomando & = {S}, as duas definigoes

coincidem (a menos de isomorfismo).

Baseadas nesta teoria de (co)homologia de grupos, Andrade e Fanti definiram o
invariante algébrico F(G, S, M), onde G é um grupo, S = {5;,i € I} é uma familia

de subgrupos de indice infinito em G' e M é um ZyG-mddulo.

O objetivo deste trabalho é definir um invariante dual a FE(G,S, M),
que denotaremos por E,(G,S, M), utilizando a homologia relativa de grupos
em vez da cohomologia. Estudaremos o invariante FE.(G,S, M) quando
M é o ZyG-médulo trivial M = Z,, denotado por FE.(G,S), ob-
tendo aplicacoes nas teoria de grupos e pares de dualidade e decompo-
sicio de grupos, e quando M ¢é o ZyG-médulo M = Coind$Z, =

Not. &>~ 7~

= Homg(ZeG,Zy) ~ Hom(Zy(G/S),Z2) =" Zy(G/S), o qual denotamos por
E.(G,S), obtendo aplicagoes na teoria de pares de dualidade.

Os resultados obtidos para o invariante F,(G,S, M) fornecem uma maneira
alternativa se obter aplicagoes, propriedades e exemplos nas teoria de grupos e

pares de dualidade e decomposicao de grupos.

A seguir relatamos o objetivo de cada um dos 5 capitulos em que esta dissertacao

esta dividida.

No Capitulo 1 serao apresentados resultados na teoria de Algebra Homologica, de

fundamental importancia para os capitulos posteriores. Introduzimos inicialmente

11
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os conceitos de RG-médulos e resolugoes de R sobre RG, onde R é um anel
comutativo com unidade (que na maioria das vezes serd considerado como Z ou Zs)
e G um grupo denotado multiplicativamente. Veremos, ainda na primeira secao,
como obter resolugdes de R sobre RG via topologia, por meio de C'W-complexos

denominados K (G, 1)-complexos.

Na secao 2 deste capitulo, apresentamos os médulos coinvariantes e invariantes,
bem como seus isomorfismos com R Qpre - ¢ Hompga(R,-), respectivamente. Na
proxima secao, fazemos um estudo sobre médulos induzidos e coinduzidos, modulos
estes muito importantes em todo o trabalho, principalmente no isomorfismo de
Shapiro e na obtencao de resultados sobre grupos e pares de dualidade e, ainda,

enunciamos alguns resultados importantes utilizando tais modulos.

Encerramos este primeiro capitulo definindo decomposicao de grupos e

enunciando alguns resultados teis para o final do trabalho.

No capitulo 2, apds a apresentacao de alguns resultados sobre ® e Hom,
definimos os n-ésimos grupos de homologia e cohomologia absoluta de um grupo

G, com coeficientes no RG-modulo M:
H,(G;M)=H,(F ®@rg M) e H"'(G; M) = H"(Homga(F,M)),

onde ¢ : FF — R é uma resolugao projetiva de R sobre RG. Como exemplos,
calculamos H,(G; M) e H*(G; M) para os casos em que GG é um grupo ciclico infinito

e ciclico finito de ordem n com gerador ¢.

Na secao seguinte, apresentamos o Lema de Shapiro, que relaciona a
(co)homologia de um grupo G com a (co)homologia de seu subgrupo H. Em seguida,
vendo H, e H* como funtores, observamos que H,(_;_) é um funtor covariante
em uma determinada categoria C, e H*(_;_) é um funtor contravariante em uma
categoria D. Além disso, apresentamos os homomorfismos cor$ e res%, chamados
de aplicacao co-restricao e aplicacao restrigao, respectivamente, que serao muito

utilizadas no ultimo capitulo.

Encerramos o segundo capitulo mostrando uma interpretacao topoldgica para
H.(G;M) e H*(G; M), relacionando a (co)homologia de um grupo G com a
(co)homologia de um espago K(G,1), conseguindo assim, vdrios exemplos com
célculo de (co)homologia de um espago topolégico através da (co)homologia de um

grupo e vice-versa.

Iniciamos o capitulo 3 apresentando o conceito de (co)homologia relativa
H.(G,S;M) e H(G,S; M), para um grupo G e uma familia S = {5;, i € I} de

subgrupos de GG, com coeficientes em um RG-moédulo M, com R um anel comutativo
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com unidade. Em seguida, mostramos que H,(G,S; M) e H*(G,S; M) sao funtores
de duas variaveis ((G,S); M) e obtemos sequéncias exatas longas em (co)homologia

para o par (G,S).

Para finalizar este capitulo, apresentamos o conceito de um par (G,S) ser
realizado topologicamente por um par Eilenberg-MacLane (X,Y) = K(G,S;1),
ilustrando esta teoria com alguns exemplos. E, através deste conceito, temos uma
interpretacao topolégica para a (co)homologia relativa de grupos, um resultado
que relaciona a (co)homologia de grupos com a (co)homologia de pares Eilenberg-

MacLane, a saber:

“Se (X,Y) é um par Eilenberg-MacLane realizando o par grupo (G,S) e M é um

RG-médulo trivial, entao
Hy(G,S; M) ~ Hy(X,Y; M) e H¥(G,S; M) ~ H*(X,Y; M)".

Com este resultado, podemos calcular a (co)homologia relativa de grupos através

da (co)homologia relativa de espagos.

No capitulo 4, apresentamos inicialmente a definicao de dimensao cohomoldgica
de um grupo G (cd G) e alguns resultados importantes usando tal conceito. Em
seguida, estudamos os grupos de tipo FP e FL. Além disso, apresentamos uma
interpretagao topoldgica para os grupos de tipo FP, usando o conceito de espago

finitamente dominado, e relacionamos os grupos de tipo FL com o complexo finito

K(G,1).

Na secao seguinte, apresentamos o importante conceito de grupos de dualidade,
ou seja, grupos que satisfazem certos isomorfismos de dualidade em homologia e
cohomologia. Definimos também grupos de dualidade de Poincaré de dimensao n

(PD™-grupos) e mostramos alguns resultados envolvendo PD™-grupos.

A secao seguinte apresenta uma interpretacao topoldgica para grupos de

dualidade de Poincaré, através da teoria de variedades asféricas, a saber:

“Se G é um grupo tal que existe uma variedade asférica X fechada (compacta e
sem bordo) de dimensao n, com 7 (X) = G, entao G é um grupo de dualidade de

dimensao n”,
conseguindo assim, exemplos de PD"-grupos.

Uma outra teoria bastante importante é apresentada na secao seguinte, os
conceitos de pares de dualidade de dimensao n (D"-pares) e pares de dualidade
de Poincaré de dimensao n (PD"-pares), observando que o conceito de grupo de

dualidade é um caso particular do conceito de par de dualidade.
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Para encerrar o capitulo, temos a interpretacao topolégica para pares de
dualidade, um resultado que mostra a relacao entre PD"-pares e variedades e
também fornece um critério para se produzir exemplos de PD"-pares através de

modelos topolégicos, a saber:

“Se (G,S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg-MacLane
(X,Y) = K(G,S;1), onde X é uma n-variedade orientavel com bordo, compacta e
Y = 0X, entao (G,S) é um PD"-par”.

No ultimo capitulo apresentamos a definicao e alguns resultados principais do
invariante cohomoldgico F(G,S, M), onde (G,S) é um par grupo, S ={S;, i € I}
uma familia de subgrupos de G' e M um Z,G-modulo. Tais resultados podem ser

encontrados em [2] e [3].

Este invariante nao é nosso objeto principal de estudo, mas é utilizado como

motivagao para a definicao e os resultados obtidos com o invariante homolégico
dual E.(G,S, M).

Prosseguimos, entao, definindo o invariante F,(G,S, M), onde novamente (G, S)
é um par grupo, § = {S;, ¢ € I} uma familia de subgrupos de G e M um
ZoG-modulo. Em seguida, provamos que E, é de fato um invariante numa categoria
C e apresentamos uma caracterizacao para F, quando trabalhamos com espacos

vetoriais de dimensao finita.

Em seguida, estudamos o invariante FE,(G,S, M) no caso em que M é o
ZsG-médulo trivial Zs. Denotamos F.(G,S,Zy) por E.L(G,S). Com o invariante
E/(G,S), provamos também resultados em situacoes que (G,S) satisfazem certas

propriedades de dualidade e de decomposicao de grupos.

Na sequéncia, estudamos o invariante F, quando & = {S} e M é o ZyG-mé6dulo

M = CoindSZs = Homs(ZsG, 7)) ~ Hom(Zo(G/S), Zy) 2" Zp(G/S).

Por simplicidade, denotaremos o invariante E,(G,{S},Z2(G/S)) por E.(G,S).

Encerramos o trabalho provando resultados sobre F.(G,S) envolvendo a teoria
de pares de dualidade e, obtemos, por exemplo, uma condicao necessaria para que

um par grupo (G, S) seja um PD"-par, isto é,
“Se (G, S) é um PD™-par, com |G : S| = oo, entao E.(G,S) =1".



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo, estabelecemos alguns dos principais pré-requisitos para o

desenvolvimento da teoria necessaria para essa dissertagao.

Em todo este capitulo, pelo anel comutativo com unidade R entendemos R = Z
ou R = Zs.

1.1 RG-modulos e Resolucoes de R sobre RG

Definicao 1.1.1 Sejam R um anel comutativo com a unidade 1 e G um grupo denotado
multiplicativamente. Seja RG o R-mddulo livre gerado pelos elementos de G. Um elemento de

RG € expresso unicamente na forma Zozg.g, onde ag € R e oy = 0 para quase todo g. Em

geG
RG definimos a multiplicacdo

<Zag.g) . (Zﬁh.h) = > a,Bugh

geG heG g,heG

e a soma

(Z %9) + (Z 5g~9> = (ag+5,).9

geG e geq@

que fazem de RG um anel com unidade 1 (1 representa a multiplicagdo da unidade de R pelo

elemento neutro de G ), chamado de anel grupo de G sobre R.

Definigao 1.1.2 Seja X um G-conjunto, isto é, um conjunto munido com uma ac¢ao de G

em X.

15
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(a) Dizemos que X é um G-conjunto livre se a acio de G em X € livre, isto é, gx = x, para
algum x € X se, e somente se, g = 1.

(b) Dizemos que X €é um G-conjunto trivial se a acio de G em X € trivial, isto €,
gr=x,VreXe Vged.

A seguinte proposicao caracteriza os RG-modulos.

Proposicao 1.1.1 Consideremos R um anel comutativo com unidade, G um grupo
(multiplicativo) e M um conjunto nao vazio. Entao M é um RG-mddulo (a esquerda) se,

e somente se, M é um R-mddulo (4 esquerda) munido com uma a¢ao (a esquerda) de G sobre
M.

Demonstracgao: Se M é um RG-modulo, entao M é R-mddulo, considerando:

rm = (rl)m
e a G-acao dada por
g.m := (1gg)m.

Reciprocamente, se M é um R-modulo e existe uma acao de GG sobre M, entao podemos dar a

M uma estrutura de RG-médulo da seguinte forma:

(Z frgg> m = ng(g.m).
|

Defini¢ao 1.1.3 O homomorfismo € : RG — R definido por e(g) =1, V g € G, e estendido

linearmente, é denominado aplicagao aumentagao (note que € € sobrejetor).

Definigao 1.1.4 Consideremos a aplicacdao aumentacao definida acima. O kernel de tal

aplicagao é chamado ideal aumentacao de RG, o qual denotaremos por A (ker ¢ = A).

Observagao 1.1.1 (a) Sejam ¢ : RG — R a aplicagio aumenta¢ao usual definida
anteriormente e o = Z rqeg € RG. Assim,
geG

ela) =¢ (Z rgg> = nge(g) = ng.

geG geG geG

Se A € um RG-mddulo trivial, temos

am = <Z rgg) m = ng(g.m) = ngm = e(a)m.

gelG gelG geqG
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(b) Todo R-mddulo M pode ser visto como um RG-mddulo se considerarmos em M a G-a¢ao
trivial ¢ : G — Aut(M) tal que ¢(g) = idys, para todo g € G, isto €,

gm=m, VmeM,VgeaG.
Neste caso,
(rigr +rega+ ... + rege)m = (ri+ro+ ... +1x)m, € R, ;€ G, i=1,....k e m € M.

Em particular, o anel R admite tal estrutura (€ o que consideraremos neste trabalho, a menos

que se especifique o contrdrio).

Definicao 1.1.5 Seja X um G-conjunto e x € X. Definimos a G-orbita de x como o conjunto

G(x) ={gr | g€ G}

Observagao 1.1.2 As orbitas de X formam uma particao de X, isto €, existe E, conjunto de

representantes para as G-orbitas de X, tal que
X =[] G
TNEER

Proposicao 1.1.2 Seja X um G-conjunto livre e seja E um conjunto de representantes para
as G-orbitas em X. Entao RX (R-mddulo livre gerado por X ) é um RG-mddulo livre com base
E.

Demonstragao: 9], 1.3.

Corolario 1.1.1 Se H € um subgrupo de G, entao RG ¢ um RH-mddulo livre com base num
conjunto E de representantes para as H-orbitas em G (que sdo as classes laterais gH de H em
G), isto é, RG = @gRH.

geE
Demonstragao: A multiplicacao a direita dos elementos de H pelos elementos de G faz de

G um H-conjunto livre, pois g.h = h se e somente se h = 1. Portanto, o resultado segue da

Proposicao anterior.

Definicao 1.1.6 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e M um R-mddulo. Uma

resolucao de M sobre R, ou uma R-resolugcao de M, é uma sequéncia exata de R-modulos

Foo —F 2% SsM-—0
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onde € : Fy — M € chamada aplicagao aumentacao.
Se cada F; € livre, dizemos que a resolugao € livre.

Se cada F; é projetivo, dizemos que a resolugao € projetiva.
Notacgao: ¢ : F — M denotara uma resolucao de M sobre R.
Observagao 1.1.3 Toda resolugao livre é projetiva, uma vez que todo modulo livre é projetivo.

Proposicao 1.1.3 Dado um R-mddulo M sempre podemos construir uma R-resolu¢ao livre

(e portanto projetiva) de M sobre R.
Demonstragao: [15], III.1.1. [

Lema 1.1.1 Se F ¢ uma resolucao projetiva de R sobre RG, e H é um subgrupo de G, entao

F também € uma resolucao projetiva de R sobre RH.

Demonstracao: Consideremos a seguinte resolucao projetiva de R sobre RG:

e — K, — - — Fy — Fy — R — 0.

Como cada F,, é um RG-mdédulo projetivo, por [9], 1.8.2(iii), temos que F), é um somando

direto de um RG-moédulo livre. Deste modo,

F,®Qu ~ P(RG)..

i€l

Agora, pelo Corolario 1.1.1, temos que RG é RH-médulo livre, assim,

RG ~ @D(RH);.

JjeJ

Portanto,
F, ®Qn~ @(RH)’L]
()
e, novamente por [9], 1.8.2(i), temos que F,, é um RH-mdédulo projetivo.

Logo, F' é uma resolucao projetiva de R sobre RH. [
1.1.1  Obtencao de ZG-resolugoes projetivas de Z via métodos topoldgicos
Nesta secao, veremos como obter resolucoes de R sobre RG via topologia, por meio de

CW-complexos denominados K (G, 1)-complexos.

Definigao 1.1.7 Um G-complexo ¢ um CW -complero X munido de uma acao G em X que
permuta as células, isto é, se S representa o conjunto das células de X, entao ¢S = S, para

todo g em G.
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Se a acao de G em X permuta livremente as células, dizemos que X €é um G-complexo

livre.

Observacao 1.1.4 E importante notar que, pelo fato da ac¢ao de G em X induzir um

homomorfismo dado por
¢: G — Homeo(X)

g = @ X=X
tal que py(x) = g.x, temos que, se o é uma célula de X, entao py(0) = g.o também € uma

célula de X, cuja dimensao é a mesma de o (ou seja, p, preserva dimensdo).

Dado X um G-complexo, podemos formar o complexo de cadeias C, (X, R), onde C,, (X, R)
é o R-moédulo livre gerado pelas n-células de X.

A acao de G em X induz uma agao em C,(X, R) da seguinte forma:
g.(ayo1 + ... + 4,0,) == a19.01 + ... + apg.0p.

Assim, C,(X, R) torna-se um complexo de cadeias de RG-mdédulos.
Definamos a aplicagao
e: Co(X,R) — R
o = e(0?) =1,

para toda 0-célula de X, e a estendemos por linearidade.

0

Temos que € é uma aplicagao de RG-mdédulos, pois se 0 é uma 0-célula, entio e(g.0%) = 1,

pois g.0 também é 0-célula.

Proposicao 1.1.4 Se X é um G-complexo livre contrdtil, entao o complexo de cadeia celular

aumentado de X
5 Cu(X,R) 2 Oy (X,R) — - — C1(X, R) 25 Cy(X,R) <5 R — 0

¢ uma resolugao livre de R sobre RG.

Demonstragao: [9], 1.4.1.

Da teoria de espacos de recobrimento, podemos obter muitos exemplos de G-complexos
livres. Para isto, recordemos alguns resultados sobre espacos de recobrimento.

Sejam Y um C'W-complexo e p : Y — Y, um recobrimento de Y. Por [19], I111.6.9.2, temos
que Y também é um CW-complexo (as n-células de o de Y sdo as componentes conexas de
p (o), onde o é uma n-célula de Y, e plz : & — o é um homeomorfismo). Além disso, G

permuta as células de Y.
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Agora, G atua livremente em Y, pois g.y = y se, e somente se, g = 1 ([16], 5.3.2).
Consequentemente, GG atua livremente nas células de Y.

Deste modo, Y é um G-complexo livre.

Vamos definir agora um CW-complexo particular, que satisfaz as condigoes citadas

anteriormente.

Definigao 1.1.8 Seja Y um CW -complezo tal que:

(i) Y € conexo.

(i) m(Y)=G.

(111) O recobrimento universal Y de'Y € contrdtil (€ fato conhecido que, para C'W -complexos

conexos, sempre eriste tal recobrimento universal e este € reqular) ([19], 111.6.9.1 e [14], 1.6.7).
Nestas condigoes, Y ¢é dito um complexo de Eilenberg-MacLane do tipo (G,1) ou

simplesmente, K (G, 1)-complexo.

Observagao 1.1.5 Pode-se mostrar que a condi¢ao (iii) da definicio anterior pode ser
substituida por uma das condi¢oes abaizo ([9] 1.4):

(iid) H;(Y)=0 parai> 2.

(iii)" m(Y) =0 parai > 2.

Observagao 1.1.6 Se Y € recobrimento universal de um CW -complexo Y, temos que Y éum

G-complezo, onde G = m(Y).

Observagao 1.1.7 E fato conhecido que: “Dado um grupo G, sempre existe um K(G,1)-

complexo, o qual € unico, a menos de homotopia”([9], VIIL.7.1).

Exemplo 1.1.1 Sejam G =< a >~Z eY = SL.
Temos que Y € um K(G,1)-complezo, pois é um CW -complexo conezo, com m(Y) =G e

o recobrimento universal de'Y €Y =R, que € contrdtil.

Exemplo 1.1.2 Sejam G = Z & ... & Z (grupo abeliano livre de posto n) e
Y =Tr=S"x...x S (toro n-dimensional).
Temos que Y € um CW -complexo conexo, m(Y) = G e o recobrimento universal de'Y é

Y =R", que é contrdtil. Logo, Y é um K(G,1)-complezo.

Exemplo 1.1.3 Sejam G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto S) e Y = \/ St (bouquet

ses
de circulos indexados por um conjunto S).

Temos que 'Y é um C'W -complexo conexo de dimensao 1, com exatamente um vértice e uma
1-célula para cada elemento de S e, m(Y) =G ([16], IV.3.4).

Além disso, Y € conexo e, se Y € recobrimento universal de Y, temos que Y tem dimensdo
1 (pois Y Y ¢é homeomorfismo local). Assim, H;(Y) =0 para i > 2.

Portanto, Y é um K(G,1)-complezxo.
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Lema 1.1.2 Se X ¢é um G-complexo livre compacto, entao G € finito.

Demonstragao: Seja X/G o espago das drbitas de X.

Temos que
p: X — X/G
T = z
é recobrimento regular, e G atua livremente em X como o grupo das transformacoes de
recobrimento ([14], p.21 e [9], p.17).
Agora, dado Ty € X/G, temos

P (@) = {r€X;p(r) =T}
= {z e X;T=70}
= {reX;xeCG(x)}

Como a acdo de G em X & livre, p~!(Tp) estd em correspondéncia 1-1 com G. Além disso,
a fibra p~1(Ty) ¢ discreta e fechada ([16], p.165).

Suponhamos que p~*(Zp) seja infinita. Como X é compacto, pela propriedade de Bolzano-
Weierstrass, tal fibra possui um ponto de acumulagao que estd em p~!(Zy), o que é um absurdo,
pois p~1(Ty) ¢ discreta.

Deste modo, p~!(Zp) é finita e, portanto, G é finito.

[ |

g

Exemplo 1.1.4 Sejam G = <a1, g, by, .,bg,H[a,-,bi] = 1> e g um inteiro maior ou
i=1

wqual a 1.

g
Temos que G € o grupo com geradores ay, . ..,aq, b1, ... by, € H[ai, b;| = 1 € a unica relagao,
=1

onde [a;,b;] = a;ba; 'b; . Além disso, G ¢ infinito ([18], 6.4.3).

Temos ainda que G € o grupo fundamental da superficie orientada Y de genus g (soma
conexa de g toros) ([16], IV.5. exemplo 5.3).

Agora, vamos mostrar que Y é um K(G,1)-complezo.

Seja Y BY o recobrimento universal de Y. Como G é infinito, temos, pelo Lema 1.1.2, que
Y ndo é compacto, assim, Y é uma superficie nao compacta e conexa. Dai, por [14], II1.22.25,
temos que HQ(}A}) = 0. Como Hk(}N/) = 0 para k > 2, pois Y tem dimensdo 2, temos que
Hy(Y) =0 para k > 2.

Portanto, Y é um K(G,1)-complezxo.

k
Exemplo 1.1.5 Seja G =< c¢q,...,¢c; HC%Q >.
i=1
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Temos que G € o grupo fundamental de uma superficie Y fechada nao orientdvel de genus
k, k > 2 (soma conexa de k planos projetivos).

Analogamente ao exemplo anterior, temos que Y é um K (G, 1)-complezo.

Proposicao 1.1.5 Se Y é um K(G,1)-complexo, entao o complexo de cadeia celular

aumentado do recobrimento universal Y de Y :
i Oy(Y,R) % Oy (Y, R) % Co(Y,R) =5 R — 0

¢ uma resolucao livre de R sobre RG.

Demonstragao: Como Y é um K(G, 1), entao Y é um G-complexo livre contratil. Logo, pela

Proposicao 1.1.4, temos que o complexo acima é uma resolugao livre de R sobre RG.

Exemplo 1.1.6 Sejam G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto S) e Y = \/Sj

s€S
(bouquet de circulos indexados por um conjunto S).

Vimos no exemplo 1.1.3 que Y é um K(F(S), 1)-complexo.

Sabemos que Cn(?,R) tem um elemento bdsico para cada n-célula de Y (pois, Y é
recobrimento universal de Y, logo, regular).

Tomemos um ponto base yg em Y (go: vértice em }7) Temos que 7, representa a tunica
G-6rbita de vértices de Y (existe uma 0-6rbita de vértices em Y para cada vértice em Y). Dali,
Yo gera o RG-médulo livre Cg(?, R), e assim, 00(37, R) ~ RG.

Como base para 01(37, R), tomamos para cada s € S uma 1-célula orientada e, de 37, que
é projetada sobre S! (orientada no sentido positivo). Temos uma 1-6rbita em Y para cada
1-célula em Y.

Podemos supor que e, tem gy como ponto inicial e, caso isto nao ocorra, tomamos outro
representante e, com ponto inicial go (isto é, se e, tem um ponto inicial 7y, entao, existe g em
G tal que g - e; = e,, pois G atua livremente e transitivamente, permutando as células de }7),

onde o ponto final de e4 serd s - 1.

Note que podemos identificar o grupo das transformacoes de recobrimento G(?) com
m (Y, yo) da seguinte maneira: seja w : I — Y um laco em Y ([w] € m(Y,y0)). Temos que

existe um unico levantamento w de w, comecando em y,. Mais ainda, seja

v: mY,y) — G(?)

Wl = S

onde f, é a tunica transformacao de recobrimento tal que f, (7o) = w(1).



1.1 RG-moddulos e Resolugoes de R sobre RG 23

Temos que ¢ é isomorfismo e, daf, G(Y) ~ m1(Y, o). Além disso, G(Y) atua livremente em

Y, com acao:
GY)xY — Y
(for0) = fu(®).

Olhando esta a¢ao como uma acio de (V) em Y, temos [w]g = f.(7) = &(1).

Como cada S! representa um gerador em 71 (Y, y) =~ F(S), identificamos S! com s através
deste isomorfismo. Assim, temos que existe um unico levantamento s de s, comecando em 7, e
o ponto final deste levantamento é 5(1) = fs(y0) = s - ¥o-

Tal levantamento ¢ a l-célula ey, onde p(e;) = S! = s ( a célula e, é aplicada
homeomorficamente em S?).

Note que G = F(S) ~ G(?), com s ~ f.

Agora, voltando ao exemplo, temos d(es) = s -y — Yo = (s — 1) - yo. Dal,

0 — E(RG), %+ RG 5 R —0

seS

é uma resolugao livre de R sobre RG, onde @(RG)S ¢ um RG-mdédulo livre com base (eg)ses,

seS
d(es) =s—1ee(g) =1, para g € G.

Exemplo 1.1.7 Se S = {t}, entao, G = F(S) ¢ ciclico infinito. Nesse caso, a resolug¢io do

exemplo antertor se reduz a

0— RGEARG 5 R—0.

Veremos agora como ¢é possivel obter uma resolucao livre de R sobre RG, através de um

G-complexo livre X homeomorfo & esfera de dimensao fmpar S%¢~1.

Teorema 1.1.1 Seja X um G-complexo livre homeomorfo a esfera de dimensdao impar S*~*
e considere Cy(X) o ZG-mddulo livre gerado pelas células de dimensdo i (uma em cada drbita

de células).
(a) A acdo de G em Hop—1(X) = Cop_1(X) = Z € trivial.
(b) A sequéncia

07 " Cop (X)) 23— (X)) 28 Cy(X) —5Z — 0

onde n:7 — Co_1(X) € a inclusao, € exata.

Demonstragao: [9], p.20.
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A partir da sequéncia dada pelo Teorema anterior, obtemos uma resolucao livre de Z sobre
7.G, de periodo 2k, do modo a seguir.

Vamos denotar C,(X,Z) por C, e considerar o diagrama:

Assim, construimos a seguinte sequéncia:

Nog

"'—>02k_1—>"'—>01i>00—>02k_1%"'—>00i>2%0 (*)

Ja vimos que Im 0y = kere, além disso, kere = ker(n o g) (n : injetora) e
Im (noe)=1Imn =kerdy,_; (¢ : sobrejetora).

Deste modo, (*) é uma resolucao livre de Z sobre ZG.

Exemplo 1.1.8 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n com gerador t.

N
&l 7

1
Vo

By

Vit

Consideremos S* vista como um CW-complexo com n vértices (que podem ser identificados
com as raizes n-ésimas da unidade) e n 1-células. Vamos denotar por vy, vy, ..., v, 1 0s vértices
e por ¢; = (v;,v;41) as 1-células de S*, e definir a agdo de G em S* por thv; = vy e the; = e,
k,o=0,...,n—1.

Temos que G atua em S como o grupo de rotacoes e, tal acao permuta livremente as células.
Além disso, v; =t'-vg e e; =t - ey, i =0,...,n, assim, existe uma tnica 6rbita de 0-células e
uma tnica érbita de 1-células. Portanto, Co(S') ~ ZG ~ C (S, Z).

Deste modo, temos a sequéncia exata
0— ZG 257G <+ 7 — 0

Mas ker &
er 01

7 ~ H,(S") = = ker ;.

1(57) Im 0y A
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Entao, obtemos a sequéncia exata
0— 772G 272657 —0

e, dai

Nog

s 7G5 76 2 76 2576 2 7G-S 7 — 0

¢ uma resolucao livre de Z sobre ZG.
Agora, vamos determinar 0; e noe.
e Oi(eg) =v1 —vg=t-v9g—vg=(t—1)vp.
Logo, 01 é a multiplicacao por t — 1.
Se N=1+t+...+t"! entdao Neg gera H (S',Z) ~ Z.
Temos
Z ~ H\(S",Z) = ker 0.

Além disso,

Oleg+t-eg4...+t" ey = (L+t+...+t" (o)
= (I+t+...+t"H{Et—-1) v
= 0.

Portanto, ey +t-eqg+t2-eg+ ... +t" L-ey € ker 0.

Agora, se x = apeg + art - eg + ... + a1t - e € ker 0y, temos

81((1060 + ...+ an_lt"_l . 60) =0 = (CLO +ait+...+ an_lt”_l)al (60) =0
= (aptait+...+a ")t —-1)-15=0

o que nos da:

tTL*l .

(an_l — ao)vo + ...+ (CLn_Q — an_l) Vo = 0.

Mas, como Cy(X,Z) é um Z-moédulo livre que tem como base as 0-células
{vo,t - vg,..., 1" 1o}, entdo, ag =a; = ... = a,_;. Assim,

v =agleg+t-eq+...+t""1 ep) =agNeg.

Portanto, Z ~ H,(S*,Z) = ker 9 =< Neg >.
Como Im(n o ) = kerd;, temos que (n o ¢)(vg) = Ney e, deste modo,

(noe)(lzg) = N. Logo, noe é a multiplicagao por N.
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Consequentemente, obtemos a seguinte resolucao periodica, de periodo 2, de Z sobre ZG:

26 526 S 7e B 76 =57 —s 0.

1.2  Coinvariantes e Invariantes

Sejam G um grupo e M um RG-médulo (a esquerda).
Definigao 1.2.1 O grupo dos coinvariantes de M, o qual denotamos por Mg, € dado por
Mg = M/A, onde A é o subgrupo aditivo tal que

A=<g-m—m; geGemeM >.

Observagao 1.2.1 O nome coinvariantes vem do fato de Mg ser o maior quociente de M no

qual G atua trivialmente.
Proposigao 1.2.1 Se R ¢é visto como um RG-mddulo trivial (a esquerda), entao
MG ~ R QRraG M.

Demonstragao: [9], I11.2.1.

Definigao 1.2.2 Seja M um RG-mddulo (a esquerda). O grupo dos invariantes de M,
denotado por M, é dado por:

MC={meM;g-m=m,VgecG}

Observacao 1.2.2 MY ¢ o maior submddulo de M no qual G atua trivialmente.

Proposigao 1.2.2 (Homp(M,N))® = Hompg(M, N).

Demonstragao: Sejam g € G e f € Homgr(M,N). Temos

gf=f(gf)m)=f(m), Yme M & g.f(g"'m)=f(m), Vme M &
& g.f(m') = f(gm'), Vm' € M(m' = g~ '.m).

Logo,

(Homp(M,N)¢ = {f € Homz(M,N) | g.f(m) = f(g.m)} = Hompa(M, N).
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Corolério 1.2.1 Hompg(R, M) ~ MY, onde R é um RG-mddulo com G-agdo trivial.

Observagao 1.2.3 Todo RG-mddulo (4 esquerda) M pode ser considerado como um

RG-mddulo (a direita), definindo a sequinte G-ag¢do em M :

p: MxG — M
(m,9) — mxg=g*'-m, VgeG H

1.3 Moddulos Induzidos e Coinduzidos

Sejam R e S anéis e a : R — S um homomorfismo de anéis.
Consideremos M um S-médulo (a esquerda). Podemos ver M como um R-mdédulo (a

esquerda), definindo em M a R-agao:

w: RxM — M

(r,m) +— r-m=a(r)m

Obtemos, desta forma, um funtor da categoria dos S-médulos (a esquerda) para a categoria
dos R-médulos (& esquerda) denominado restrigao de escalares. Neste caso, M é denotado
por ResyM.

Deste modo, se G é um grupo, H um subgrupo de G, o : RH — RG a aplicagao inclusao
de RH em RG e M é um RG-médulo, podemos ver M como um RH-médulo através de a e o

RH-médulo M é denotado por Res$ M (médulo restrigao).

Seja M um RH-modulo e,
Ind$ M = RG @y M.

Ind% M é um grupo abeliano. Em Ind$% M definimos a seguinte acao:

G x IndGM —s IndGM
(g,a®@m) +— ga®@m.

Com esta acio, Ind%M torna-se um RG-médulo.
Consideremos agora o grupo abeliano (com a operagao de adi¢ao) Hompp(RG, M). Este

grupo tem uma estrutura de RG-modulo, com a G-ag¢ao dada por

(9.f)(x) = f(zg), Vg €G, € RG.

Denotamos por Coind% M o RG-médulo Hompzy(RG, M), isto é,

Coind;M = Hompu(RG, M).
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Observacgao 1.3.1 Se H = {1}, temos RH ~ R. Deste modo
Ind{yM = RG®r M e Coind{yM = Homp(RG, M).

Tais RG-maodulos sao chamados, respectivamente, moédulo induzido e moédulo coinduzido.

Observacgao 1.3.2 Segue de [9] (I1I1.3.2) e (II1.3.5), respectivamente, considerando M = N e

f=1Idy, que as aplicagoes:

it M — IndSM = RG®py M

mo o ilm)=1®m
m: CoindgM = Hompy(RG, M) — M
f = w(f)=fQ1)

injecdo canonica e projecao canonica Sao, respectivamente, RH-monomorfismo e

RG-epimorfismo.

Proposigao 1.3.1 O RG-mddulo Ind$M contém M como um RH-submddulo. Além disso,
considerando E um conjunto de representantes para as classes laterais (a esquerda) de H em
G, e denotando por gM o conjunto obtido de M (visto como RH -submddulo de Ind$M sob a
agao de G), temos:
IndGM = P gM.
ger
Demonstragao: [9], p. 67.

Proposicao 1.3.2 De modo andlogo a indugcao, se considerarmos o  mergulho
p: M — Coind$ M, dado por

gm segeH

0 c.c.

p(m)(g) = {

temos que M é um RH-mddulo de Coind%M e, além disso,

Coind$ M = H gM.

geE
[

Observagao 1.3.3 A aplicacao  p se estende a um  RG-homomorfismo
¢ RG®ry M — Hompgu(RG, M) ([9], 111.3.2). Tal aplica¢do pode ser identificada com a
inclusio canonica da soma direta no produto direto ([9], p. 70) e, assim, podemos ver Ind M

como um RG-submddulo de Coind$ M.
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Proposigao 1.3.3 Se [G': H] < oo, entdo Ind§M ~ Coind% M.
Demonstragao: [9], I11.5.9.

[
Proposicao 1.3.4 Seja M um RG-mddulo. Ezistem RG-isomorfismos naturais:
(i) Ind§ (Res$ M) ~ R(G/H) @ M (com G-agdo diagonal).
(ii) Coind§ (Res§ M) ~ Homp(R(G/H), M) (com G-agio diagonal).
Demonstragao: (i) [9], I11.5.6.
(ii) Andlogo a (i), [9], Ex. 2(b), p.71.

|
Corolario 1.3.1 Ind$R ~ R(G/H).

|

Proposigao 1.3.5 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G com |G : S| = oco. Entao, para
qualquer RS-maddulo M,
(Ind$M)“ = 0.

Demonstragao: [1], 1.2.11

Proposicao 1.3.6 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G com |G : S| = oco. Se G é
finitamente gerado, entao

(Coind§M)g = 0,
para todo RS-mddulo M.

Demonstragao: [9], p.71, ex. 4(b).

1.4 Decomposicao de Grupos

Definigao 1.4.1 Sejam Gy e Gy grupos dados pelas apresentacoes Gy = (Xg; Ry), k = 1,2,
onde X € um conjunto de geradores e Ry € um conjunto de relacoes para Gj,.
(a) SeTy C Gy eTy C Gy sao subgrupos com um dado isomorfismo o : Ty ~ Ty entao o produto

livre Gy %7 Go de G e Gy com subgrupo amalgamado T =Ty =Ty € dado por

Gy *p Gy = <X1,X2;R1,R2,t = O'(t), Vite T>

(b) Se G; = (X1;Ry) e se T, T" sao subgrupos de Gy com um dado isomorfismo o : T ~T’,
entao o HNN-grupo Gy, sobre o grupo base Gy, com respeito a o : T =~ T'" e com letra

estavel p, € dado por
Griro = (X1, p; Ry,p tp=o(t), t € T).
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Proposicao 1.4.1 (a) Se G = G 1 Gy entao temos a sequéncia exata curta de ZyG-mddulos
0 — Zo(GT) = Zo(G/G1) ® Za(G/Ga) — Ly — 0
onde a € dada por a(zT) = (xG1,x2Gs), v € G e e € a aplicacao aumentagao.
(b) Se G = Gi*1,, entao temos a sequéncia exata curta de ZoG-mddulos
0 — Zo(G/T) = Zs(G/G1) — Zy — 0
onde a € dada por a(zT) = xGy — xpGy.

Demonstragao: [§].

Definigao 1.4.2 Dizemos que um grupo G se decompoe sobre um subgrupo S se G é:

(a) um produto livre nao trivial com subgrupo amalgamado S, isto €, G = Gy *g Go com
Gy # S # Gy, ou

(b) um HNN-grupo com grupo base S, isto é, G = G1*g,.

Observagao 1.4.1 E verdade que, se G = Gy x5 Gy com Gy # S # Gy ou G = Gy*g, entao
(G : Gi] = 0o (ver [6]).



CAPITULO

2

(Co)homologia Absoluta de Grupos

Neste capitulo veremos o conceito de (co)homologia absoluta de grupos e alguns
resultados sobre essa teoria necessarios para o desenvolvimento do trabalho, dentre

eles o Lema de Shapiro.

Antes de definirmos (co)homologia, vamos considerar alguns resultados

importantes sobre @re ¢ Hompgg.

2.1 Alguns Resultados sobre ®pa ¢ Hompa

Seja R um anel comutativo com unidade e considere o anel grupo RG.

Definicao 2.1.1 Sejam M e N RG-mddulos. Entao, M e N sao naturalmente R-mddulos. A
G-agao diagonal, definida em M ®r N, € dada por:

g-(m®n)=g-m®g-n

Proposigao 2.1.1 Sejam M e N RG-mddulos (a esquerda). Temos

_ M®zN

M@RgN:<M®RN)GZ A s

onde A=<g-m®g-n—men; Vmene MrN,V geG >.

Demonstragao: Vamos ver como obtemos M ®@rg N de M ®r N.

Consideremos a seguinte relacao em M ®g N:
(m*xg)@n~m®g-n, Yme MV geQG.

31
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Mas, vendo M como um RG-médulo (& direita), temos pela Observagao 1.2.3, que

mxg=g '-m, VmeM,Vged.

Assim,
(m*g)@n=_(g" m)@n
Logo,
(g-m)@n=m®g-n. (2.1)
Portanto,
M ®r N
M ®pg N = —8°0
Trocando m por g - m em (2.1), temos
men=g-m®eg-n. (2.2)

Definimos, entao a G-acao diagonal de G em M ®pz N:
g-(m®@n)=g-meg-n.

Consideremos em M ®g N tal acdo e A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos
g-(m®n)—men.

Assim, em (M ®r N)g :
com m ® n, para todom € M,n € N,g € G.

M N
= &, estamos identificando elementos da forma g-m® g-n

Isto é o mesmo que identificar (¢~ -m) @ n = (m* g) ® n com m @ n (por (2.1) e (2.2)).

Deste modo,

M ®r N
(M®RN)G:—R =M ®pgra N.
[ |
Corolario 2.1.1 M@RgN ~ N®RG M.
Demonstragao: M Qpg N ~ (M &g N)g ~ (N ®g M)g = N Qrc M. -

Sejam M e N RG-mdédulos (& esquerda), e consideremos Hompg(M, N).
A agdo de G em M e N induz uma acao de G em Hompg(M, N), dada por

G x Homgp(M,N) — Hompg(M,N)
(9, 1) — g-f

tal que g- f(x) =gf(g - x); g€ G, fe€ Homr(M,N)e x € M.
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Observacao 2.1.1 O uso de g~ para definir a agdo € necessdrio devido a contravariancia
de Hom na primeira varidvel. Compensamos esta contravariancia, convertendo M a um
RG-médulo o direita, considerando m g = g~'-m.

Deste modo, a acdo fica:

g-fm)=gf(g~'-m)=gf(mxg).

Assim, Homg(M, N) serd um RG-mddulo (a esquerda).

2.2 Defini¢ao da (Co)homologia Absoluta de um Grupo G

Veremos agora a defini¢do da (co)homologia de um grupo G. Novamente, consideramos
R=7ZouR=12Z,.

Definicao 2.2.1 ((Co)homologia absoluta) Sejam
i B, B — RS E -7 —0

uma resolugao projetiva de R sobre RG e M um RG-mddulo (a esquerda).

Podemos formar os complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente:
On E)
F@RgMI "'—)Fn®RgM—>Fn_1®RgM—>"'—>F1®RgM—1>F0®R(;M—)O

Hompe(F, M) : 0 — Hompa(Fo, M) -2 Hompa(Fy, M) == -+ — Hompa(Fy, M) — - -

O operador bordo ¢ dado por 0,, := 0, ®id e, o operador cobordo, por

0" Hompgg(F.,, M) — Hompgg(Fhi1, M)
/ = 5n(f) = f o001

(a) O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M ¢é definido por
H,(G; M) := H,(F ®grc M).
(b) O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M € definido por
H™(G; M) := H"(Hompq(F, M)).

Observacao 2.2.1 As definicoes de H.(G, M) e H*(G, M) independem da resolugdo projetiva
e : F'— R escolhida (a menos de isomorfismo candnico) ([9], 1.7.5).
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Observagao 2.2.2 Tomando M = 7Z, com G-ac¢ao trivial, temos

Prop.2.1.1

H.(G;7Z) = H.(F ®z¢ Z) H.(F®z2Z)g) ~ H.(Fg).
Proposicao 2.2.1 Dado um RG-mddulo M, temos o isomorfismo:

Hy(G; M) ~ Mg.

Demonstracao: Consideremos a resolucao projetiva de R sobre RG:

i By — o — Fy =5 R — 0.
Aplicando o funtor — ® gg M, obtemos o complexo

s R @M 2 FyopeM —s R@pgM — 0
13,
0

Como tal funtor é exato a direita, temos que I'm 0, = kerg e € é sobrejetora.

kerdy _ Fo @ M rop 1.2
Assim, Hy(G; M) = erdo _ 0®R€ ~ R M TR 0
Im 04 kerg

Logo, Hyo(G; M) ~ Mg.

Proposicao 2.2.2 Dado um RG-mddulo M, temos o isomorfismo:

H°(G; M) ~ M€,

Demonstragao: Consideremos a resolucao projetiva de R sobre RG:

i By — o — Fy = R — 0.
Aplicando o funtor Hompgg(—, M), obtemos o complexo

0 — Hompe(R, M) —= Hompe(Fo, M) 5 Hompa(Fi,M) —

To-1
0
Como tal funtor é exato & esquerda, temos que Im & = ker 6° e £ é injetora.
ker §° _ Corol.1.2.1
Assim, H(G; M) = %5_1 — kerd® = Im &~ Hompg(R, M) =~ MC.
m

Logo, H(G; M) ~ M¢.
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Exemplos de Grupos de (Co)homologia

Exemplo 2.2.1 Sejam M um ZG-mddulo e G o grupo ciclico infinito com gerador t. Vamos

calcular H(G; M) e H*(G; M).
Vimos, no exemplo 1.1.7, que
o 0— 2G5 26 7 — 0 (%)

é resolucao livre de Z sobre ZG.
e Vamos calcular H,(G; M).

Tensorizando a resolugao (x) por M sobre ZG temos:
0 — ZG ®z6 M 25 76 @76 M — T @76 M — 0.
Temos o seguinte isomorfismo
o: M —7ZG Rz M

m—1Q®m.

com inversa ¢! : ZG @z M — M dada por o~} (a ® m) = am.

Como 0; = 0; ® id entdo, através do isomorfismo ¢, obtemos o seguinte complexo
A 3
0—M-—M-—0 (1),

onde 9, = wlodoop.
Assim, 9,(m) = (t — 1)m. Dai, H,(G; M) é a homologia do complexo (1).
Logo,

Mg (Prop. 2.2.1);

Ho(G; M) = § Hy(G; M) = 41 = {m € M|(t — 1)m = 0} = {m € M[tm = m} = M

H,(G;M) =0, parai>2.

Note que: Hy(G; M) = MG "%=**2 go(G; M).
e Vamos calcular agora a cohomologia H*(G; M).

Aplicando Homyg(—, M) na resolugao (), obtemos o complexo:
0 — Homge(Z, M) — Homz(ZG, M) - Homza(ZG, M) — 0,

onde 81(f)(x) = (f o (t — 1))(x) = F((t — D)) = (¢ — 1) f(x).
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Logo, 0; =t — 1 (multiplicacao por t — 1).

Temos o seguinte isomorfismo
Y Homgg(ZG, M) — M

f=fQ).

com inversa
Yt M — Homya(ZG, M)

m ¢t (m) : ZG — M
definida por ¢~!(m)(g) = gm.
Dai, usando esses isomorfismos, temos o complexo

0— MM -0 (2)

onde §;(m) = (o dy 0y~ (m) = (t — )m.

Assim, H*(G; M) ¢é a cohomologia do complexo (2) e, temos entao:

MCE  (Prop. 2.2.2);
H (G M) = § HY(G; M) = A0 = M = M

Im(t—1) —
HY(G;M) =0, parai>2.

Prop. 2.2.1

Note que: HY(G; M) = Mg Ho(G; M).

Em particular, se M = Z, com G-acao trivial, temos

Z=HYG;7Z);
Ho(G5Z) = H\(G;Z) = Z = H°(G; Z);
H;(G;Z) = H(G;Z) =0, parai> 2.

Exemplo 2.2.2 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n com gerador t.

Pelo exemplo 1.1.8, temos a seguinte resolugao de Z sobre ZG:
26 526 e S na 57—,
n—1
onde N = Z t.
i=0

Vamos calcular H,(G; M) e H*(G; M).

Tensorizando a resolucao por M, obtemos o complexo:
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L LZG ®ge M TS TG @pe M2 76 @pe M 55 26 056 M~ 7@y M —s 0.

Através dos isomorfismos ZGRzaM ~ M e 7Z.Qzc M ~ Mg, este complexo toma a seguinte

forma: —1 N 1
oo — M — M —M — M —10
Dal, »
Mg, se 1 = 0;
Hi(G; M) = q 5l se i for fmpar;
ker N se ¢ for par.

Tm (t—1)°

Aplicando Homye(—, M) a resolugao acima, temos:
0 — Homue(Z, M) —=5 Hompa(ZG, M) =% Homua(ZG, M) %5 Homye(ZG, M)

e, através dos isomorfismos Homyg(ZG, M) ~ M e Homyg(Z, M) ~ M, obtemos:

02 M= 5 m

Assim: .
Mg, se i =0;
. . — ker NV . ¢ .
H;(G; M) = Tn (1-1) 5€ for impar;
kert—1 .
T se i for par.

Em particular, no caso M = Z (com G-agao trivial), temos que (t—1) =0e N = n,Vr € Z.
Daf, ker(t — 1) = Z, Im(t — 1) = {0} = ker N e Im N = nZ e, assim obtemos:
Z, se 1 =0;
H(G;Z) = < 7, sei for impar;

0,se i for par.

Z, se 1= 0;
H'(G;Z) = 0, se i for fmpar;

Ly, se i for par.

2.3  Lema de Shapiro

Vimos que, se H é um subgrupo de G' e M é um RH-médulo, Ind§M e Coind$M sao
RG-médulos. Considerando tais RG-moédulos, temos o seguinte resultado que relaciona a

(co)homologia de um grupo G' com a (co)homologia de seu subgrupo H.
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Proposicao 2.3.1 (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um
Z.H-mdodulo. Temos os sequintes isomorfismos:

(a) H(H; M) ~ H,(G; Ind%M)

(b) H*(H; M) ~ H*(G; Coind%M).

Demonstracao: Seja ¢ : F' — Z uma resolugao projetiva de Z sobre ZG.

Pelo Lema 1.1.1, esta também é uma resolucao projetiva de Z sobre ZH .

(a) Temos:

F®ZHM2 (F Rza ZG) ®ZHM: F®ZG (ZG®ZH M) = F®ZG Ind%M

Assim,

H.(H; M) = H.(F @z M) ~ H.(F ®z¢ Ind5;M) = H.(G; Ind$M).

Logo,
H,(H; M) ~ H,(G; Ind%M).

(b) Por [9] II1.3.6, temos:

Homzp(F,, M) ~ Homyg(F,, Homzy(ZG, M)), ¥V n.

Deste modo,

Homygy (F, M) ~ Homyg(F, Coind$M).
Assim,

H*(H; M) = H*(Homgy (F, M)) ~ H*(Homgg(F, Coind5,M)) = H*(G; Coind$M).

Portanto,
H*(H; M) ~ H*(G; Coind%M).

Exemplo 2.3.1 Se M =7, entio H.(G;Z) ~ H.(G; Z(G/H)).

Shapiro Corol.1.3.1
~Y ~Y

De fato, H.(H;Z) =~  H.(G;Ind%Z) =" H.(G,Z(G/H)).
Logo, H.(H;Z) ~ H.(G;Z(G/H)).

Exemplo 2.3.2 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G, com |G : H] < oco. Entdo,
() H'(H:Z) ~ H*(G5 Z(G/H));
(ii) H*(H;ZH) ~ H*(G;ZG).
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De fato,
(i) H*(H;Z) H*(G; Coind$Z)
Logo, H*(H;Z) ~ H*(G;Z(G/H)).

Shapzro Prop 1.3.3 Corol 1.3.1
H*(

H*(G; Ind$.Z.) G:Z(G/H)).

Shapiro Prop 1.3.3

(i) H*(H;ZH) ~  H*(G;Coind$7ZH)
~ H*(G; ZG).
Portanto, H*(G;ZH) ~ H*(G; ZQG).

H*(G; IndSZH) ~ H*(G:ZG @y ZH) ~

24 H, e H* como Funtores de duas variaveis

Seja C uma categoria cujos objetos sao pares (G; M), onde G é um grupo e M é um
RG-médulo. Um morfismo em C de (G; M) em (G'; M') é um par (o, f), onde o : G — G’ é um
homomorfismo de grupos, e f : M — M’ é um homomorfismo de RG-mdédulos, considerando
M' como um RG-médulo via «, isto é, um homomorfismo de RG-mddulos satisfazendo:
f(gxm) = alg).f(m).

Consideremos (o, f) : (G; M) — (G'; M'), F uma resolugao projetiva de R sobre RG e F'
uma resolucao projetiva de R sobre RG' (podemos ver F’ como uma resolucao de R sobre RG
via «, pois cada F), pode ser visto como um RG-médulo, definindo a acao: g * ' = a(g).2’).

Como F é RG-projetiva e F” é aciclica para i > 1 (pois F’ é RG'-resolugao), temos por [9)],
I1.6.2., que existe uma aplicacao de cadeia 7 : ' — F’, estendendo a identidade de R, tnica a
menos de homotopia.

Temos que 7(g.x) = g * 7(x) = a(g).7(z), pois 7 é homomorfismo de RG-mdédulos.

Consideremos agora:

T®f: F®RGM — F/®RG’M/
r@m = 71(x)® f(m).
Tal aplicacao é uma aplicacao de cadeia entre os complexos F Qrg M e F' @pe M. Assim,

7 ® f induz uma aplicacao bem definida:
Ho o, f) "2 (a,f)e: HJ(G;M) — H.J(G;M)
[z@m] = [(r® f)z@m)]=[r(z)® f(m)].
Verifica-se facilmente que:
(a) Se M =M' G =G, a=idge f=idy, entao
(a, f)« = idm, @)
(b) Se (a, f) : (G; M) — (G'; M) e (¢, f) : (G'; M') — (G"; M"), entéao
(0, f)e o (0 [l = (@ 0, f 0 ), "2 (@, ') 0 (@, f))..

Logo, H,(—;-) é um funtor covariante em C.
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Para a cohomologia, vamos considerar uma categoria D cujos objetos sao os mesmos que
em C, e os morfismos sao pares (a, f), onde a : G — G' e f: M' — M (f é desta forma pois
Hom é contravariante na primeira variavel).

Sejam F' e F’ resolucos de R sobre RG e RG', respectivamente. Pelos mesmos argumentos
usados anteriormente, temos que existe uma aplicacao de cadeia 7 : F' — F”, tinica a menos de
homotopia. Temos que 7(g.z) = g * 7(z) (pois 7 é a aplicagao de RG-médulos).

Consideremos a aplicacao de cocadeias:

Hom(a, f): Hompe (F',M') — Hompgg(F, M)
¢ = fogor

Tal aplicacdo é uma aplicacio de cadeia entre os complexos Hompg (F',M') e
Hompg(F, M). Assim, Hom(7, f) induz uma aplicagao bem definida:

Hom(a, f)* "2 (a, f)*: H*(G'; M) — H*(G;M)
(9] = [fogor].
Verifica-se facilmente que:
(a) Sea=ids:G—Ge f=idy: M — M, entao

(Oé, f)* = idH*(G;M)-
(b) Se (o, f) : (G; M) = (G', M) e (8,9) = (G'; M") — (G"; M), entdo
((B,9) o (e, )" = (e, f)" o (B, 9)"
Logo, H*(_;_) é um funtor contravariante em D.

Observagao 2.4.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Consideremos o« : H — G
a inclusio e as RH-aplicagoes candnicas jd vistas na Observagdo 1.8.2: i : M — Ind%M e
7 Coind%M — M. Por [9], p.80, ex.2, temos que o0s isomorfismos da Proposicdo 2.3.1 (Lema
de Shapiro), sao dados, respectivamente, por
(v, i), : H (H; M) — H,(G; Ind$ M)
(o, )"« H*(G; Coind% M) — H*(H; M).
Tais isomorfismos sao chamados isomorfismos de Shapiro.
Observagao 2.4.2 Sejam G um grupo e M, M' RG-mddulos. Consideremos a aplicag¢ao

a=id : G — G eseaf: M — M unm RG-homomorfismo. Usando a teoria anterior,

temos que existem homomorfismos induzidos

(id, f)« : HJ(G; M) — H.(G; M")

(id, f)* : H*(G; M) — H*(G; M').
Temos, entao, que H.(G;-) e H*(G;_) sdao funtores covariantes na categoria dos
RG-maédulos M.
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Usando isto, mostra-se o seguinte resultado:

)

Proposicao 2.4.1 Seja0 — M' — M I M" — 0 uma sequéncia exata de RG-mddulos.
Temos:
(i) Para todo inteiro n, existe uma aplica¢ao natural 0, : H,(G; M") — H,_1(G; M"), tal que

a sequéncia:
o Hy(Gy M) -2 Hy (G5 M) -2 Ho(Gy M) %5 Ho(G; M) 2% Ho(G; M") — 0
€ exata, onde as aplicacoes 1y, € ji sao as induzidas em homologia, isto €,
ik = (Zd,l)* : Hk<G, M/) — Hk(G,M)

g = (id, ). : Hi(G: M) = Hy(G; M").

(ii) Para todo inteiro n, existe uma aplicagdo natural 6" : H"(G; M") — H""Y(G; M), tal que

a sequéncia:

0 — HY(G; M) %5 BO(G; M) L5 HOG My 2 HY (G M) S HYN(G M) — -

¢ exata, onde as aplicagoes i* e j* sao as induzidas em cohomologia, isto é,
i* = (id,i)* : H*(G; M') — H*(G; M)

¥ = (id, j)* - H*(G; M) — H*(G; M").

Demonstragao: [9], I11.6.1.

Observagao 2.4.3 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um RG-mddulo.
Consideremos a aplicacao inclusio o : H — G e a aplicacao id : M — M. Entao, temos
induzidos, em homologia e cohomologia, os sequintes homomorfismos:
(1) (a,id), : H.(H; M) — H.(G; M), e
(ii) (a,id)* : H*(G5 M) — H*(H; M).

Denotaremos o homomorfismo («,id), por cor$ (ou simplesmente cor) e o homomorfismo
(a,id)* por res$ (ou simplesmente res).

O homomorfismo cor$ ¢ chamado aplicagao co-restrigao e o homomorfismo res§ é
chamado de aplicagao restricao.

As aplicagoes res§; e cor$y sio importantes no desenvolvimento do Capitulo 5.
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2.5 Interpretagao Topoldgica para H.(G; M) e H*(G; M)

Nesta segao, relacionamos a (co)homologia de um grupo G' com a (co)homologia de um
espaco K(G,1) (que é um CW-complexo conexo, cujo m(Y) = G e tem seu recobrimento
universal contrétil).

Vamos denotar C(—,Z) por Ci(—), e proceder do mesmo modo para a cohomologia.

Proposigao 2.5.1 Sejam X um G-complexo livre e Y o complexo de érbitas X/G. Entao
C.(Y)~C.(X)g.

Demonstracgao: Consideremos a projecao canonica

p: X — X/G
r — px)=Gx)={g z; g€ G}

Em nivel de complexo de cadeias, temos a aplicacao induzida

px: Cu(X) — Cu(X/G)
dYaio; = Y aG(oy)

onde o; sao n-células de X.

Agora, seja

onde A= (g-a—a; g€ G, acC,(X)).

Vamos definir

p: Gu(X)e — Cu(X/G)
a = (@) = e aio) = pyla) =30 aG(o)

e ¢ estd bem definida.

De fato A C ker py, pois, se 0; ¢ uma n-célula e g € GG, temos

pu(g-0i — 0i) = py(g - 0i) — py(oi) = G(g - 03) — G(03) = 0.
Entao,

reA = x:Z(gi-ozi—ozi),oziECn(X)

i

SRS (03550 38 B oI Rl

i 2
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Assim, py(x) = py (Zi,j(gi i U§)> =0
Deste modo,

1 =0 = (a1 —ag) € A Cker py = pular) = pu(az) = ¢(a1) = p(az).

E facil ver que ¢ € homomorfismo de grupos.

Além disso,

e ( ¢ sobrejetora.
De fato,

Vo =3 a0(o) € Cul(X/G), 3y =Y a7 € Cu(X)g tal aue p(y) = .

e ¢ ¢ injetora.
De fato,

(O ao) =0= Y a,G(0;) = 0= a; = 0.

Logo,

Zaiai:():>2aiai:0.

Portanto, ¢ é isomorfismo.

|
Lema 2.5.1 Seja A um grupo abeliano com G-acao trivial. Temos:
(a) F KRza A~ FG Xz A,‘
(b) Homgg(F, A) ~ Homy(Fg, A).

|

Proposicao 2.5.2 Se M € um ZG-maodulo trivial, entao
(a) H (G; M) ~ H(K(G,1); M);
(b) H*(G; M) ~ H*(K(G,1); M).

Demonstragao: Seja Y = K(G,1) e X o recobrimento universal de Y. Entao, o complexo

celular aumentado do recobrimento universal X de Y, ¢ : C.(X) — Z é uma resolucao livre
de Z sobre ZG (ver Prop. 1.1.5).

Deste modo, H,(G; M) = H,.(C.(X) ®zc M). Como Y ~ X/G, pela Proposicao 2.5.1,
C.(Y) =~ C.(X)g. Dal,

Lema2.5.1(a)

(a) H.(G; M) = H.(Co(X) @ M) ~ H.(C.(X)e ® M)



2.5 Interpretagao Topoldgica para H,.(G; M) e H*(G; M) 44

Portanto, H.(G; M) ~ H,(K(G,1); M).

B HNG: M) = H(Homaa(Co(X), M) " m(Homy(Cu(X) 6, M)
~ H*(Homz(C.(Y), M))
= H*(Y; M).

Portanto, H*(G; M) ~ H*(K(G,1); M).

Exemplo 2.5.1 Consideremos o bouquet de circulos Y = \/ Sk

seS
Pelo exemplo 1.1.3, temos que Y é um K(F(S),1), onde F(S) é o grupo livre gerado pelo
conjunto S.

Assim, pela Proposicao anterior

Y/ se 1=0
H;(Y) = Hi(F(S)) = @Z se i =1

seS

0 c.c.

Exemplo 2.5.2 Seja Y a soma conexa de n toros.

g
Pelo exemplo 1.1.4, Y é um K (G, 1), onde G = <a1, coog, by, by | e b)) = 1>.
i=1

Portanto, pela Proposicao anterior

Z se 1 =0
Hy(Y)=H,(G) = Z&... 0L (2gvezes) se i=1

Z se 1 =2

0 se 1 > 3.

Exemplo 2.5.3 Sejam G ~Z" ~7.&.. . ®Ze Y =T" = S'x... xS (toro n-dimensional).
Pelo exemplo 1.1.2, 7" é um K (G, 1). Logo,

n!

H;(G) = H;,(T") = ZFi =
(G) = H(T™) ’ i il(n —i)!

Observacao 2.5.1 Euziste, também, uma interpretacdo topoldgica para H.(G; M) e H*(G; M),
considerando-se M como um ZG-modulo nao trivial:

e H.(GiM)~ H.(K(G,1); M),

o H*(G;M)~ H*(K(G,1); M),

onde M ¢é o sistema de coeficientes locais associado so ZG-mddulo M ([13]).



CAPITULO

3

(Co)homologia Relativa de Grupos

Ribes introduziu em [17] a definicao de (co)homologia relativa, H*(G,S; M) e
H,.(G,S; M), paraum grupo G e S um subgrupo de G. A definigao de (co)homologia
relativa para um grupo G e uma familia S = {S;, i € I} de subgrupos de G foi
introduzida por Bieri e Eckmann em [8]. Esta defini¢cao introduzida por Bieri e
Eckmann é uma generalizacao da apresentada por Ribes, no sentido que, tomando
S = {5}, as duas defini¢oes coincidem (a menos de isomorfismo). Este fato é

demonstrado em [2].

Em [8], a teoria de (co)homologia relativa estd definida sobre o anel Z com
coeficientes em um ZG-mdédulo. Trabalharemos aqui com a (co)homologia definida

sobre um anel comutativo com unidade R, com coeficientes em um RG-mddulo M.

3.1 A Definicao de H*(G,S; M) e H.(G,S; M)
Nesta secao, apresentamos a definigao de (co)homologia relativa para um grupo G e uma

familia S = {S;, i € I} de subgrupos de G.

Defini¢ao 3.1.1 Um par grupo (G,S) consiste de um grupo G e uma familia S = {S;,i € I}

de subgrupos de G, nao necessariamente distintos.

Consideremos (G, S) um par grupo e Z(G/S) o Z-mdédulo livre gerado pelas classes ¢5;, na

qual G atua por multiplicagao a esquerda. Assim,

Z(G/S) _ @Z(G/SZ) Corol:.1‘3»1 @[nc@Z = @ZG Rzs; Z

el il el

45
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Seja € : Z(G/S) — Z a aplicagdo aumentacao usual que leva cada gerador ¢gS; em 1 € Z e

denotemos por A o nucleo de .

Definigao 3.1.2 Sejam (G,S) um par grupo, S = {S;,;i € I} ¢ M um ZG-mddulo. Os
grupos de (co)homologia relativa para (G,S) com coeficientes em M sao definidos, para
todo k € Z, por:

HMG,S; M) = H*"Y(G; Homz(A, M)

onde as agoes de G em Homz (A, M) e A®QzM sao dadas respectivamente por g f(x) = gf(g~ ')
e g(x ®z m) = gr @z gm (agoes diagonais).

Observacao 3.1.1 (i) Segue da defini¢ao que, para k < 0,
H*(G,8; M) = H,(G,S; M) = 0.
(ii) Se S =0, por convengio, temos
H*G,0; M) = H*(G; M) e Hy(G,0; M) = H,(G; M).
(iii) E conveniente, escrever para qualquer familia S = {S;,i € I} de subgrupos de G,

H,(S, M) = @D Hi(S; M) e H¥(S, M) = [ [ H*(S:; M),

i€l el

onde M ¢é um ZS-modulo, isto €, um ZS;-maodulo para todo i. Se M € um ZG-modulo entao

M é um ZS-mddulo por restricao de escalares.

Proposicao 3.1.1 Os grupos de homologia relativa se anulam para o modulo induzido
M = ZG ®z L, onde L é um grupo abeliano qualquer, para todo k # 1 se S # 0 e para
todo k # 0 se S = ().

Demonstragao: Para S # () e k # 1, temos

= H_1(G ZG @z (A @z L)) = Hi1(G; Indfyy (A @ L)) ~

Shapiro

~ H, 1({1};A®z L) ={0}

Para S = () e k # 0, temos

Hy(G; M) = Hy(GZG ® L) = Hy(G: Ind%, L)~ 2" Hy({1};: L) = {0}
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Proposicao 3.1.2 Os grupos de cohomologia relativa se anulam para o modulo coinduzido
M = Homyz(ZG, L), onde L é um grupo abeliano qualquer, para todo k # 1 se S # 0 e para
todo k # 0 se S = ().

Demonstragao: Para S # () e k # 1, temos

H*(G,8; M) = H*(G,S; Homz(ZG, L)) = H"(G; Homz(A, Homz(ZG, L))) ~

~ H*"N(G; Homz(ZG, Homz(A, L)) = H*!(G; Coind(yy (Homz(A, L)) ~

Shapiro
~

~  H" ({1}, Homz(A, L)) = {0}

Para S = () e k # 0, temos

HY(G; M) = HY(G; Homy(ZG, L) = HY(G; Coind€, L) "2" H¥({1}: L) = {0}

3.2 H.((-,-);-) e H*((-,-);~) como funtores de duas variaveis

Nesta secao, veremos que H,((-,-);-) e H*((-,-);-) sdo funtores de duas varidveis
(G, 8); M),

Mostremos inicialmente que H,.((_,_);_) é um funtor covariante em uma determinada
categoria C.

Seja C a categoria cujos objetos sao pares ((G,S); M), onde G é um grupo, S = {S;,i € I}

¢ uma familia de subgrupos de G e M é um RG-médulo, cujos morfismos sao aplicagoes
U (G, 8); M) — (L, R ={R;,j € J}); N)

consistindo de:

(a) Um homomorfismo a: G — L;

(b) Uma aplicacao 7 : I — J tal que «(S;) C Rxg);

(c¢) Um homomorfismo ¢ : M — N tal que ¢(g.m) = a(g).¢(m), isto é, ¢ é um homomorfismo

de RG-médulos onde consideramos N como RG-médulo via a.
Vamos ver que nestas condigoes existe um homomorfismo (induzido por ):

VU, H(G,S8; M) — H,(L,R;N).
Sejam
eq: R(G/S) = EPR(G/S;) — R

el
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er: R(L/R)=ER(L/R) — R
" IR; +— 1

as aplicagoes aumentagoes.

Denotemos por A o nicleo de g e por A’, o ntcleo de ¢;.

Usando (b) nés temos uma aplicagao, definida nos geradores de R(G/S) e estendida por

linearidade

p:R(G/S) — R(L/R)
xS; — a(z) Rrgiy.-

Temos: p estda bem definida, é homomorfismo e p(A) C A/,
De fato:
Seja p=pla: A — A,

Temos entao:

(p,0)s : AR M — A ®rN
r®@rm — p(x) Qr ¢(m)

onde ¢ : M — N ¢é dada em (c).

Por simplicidade, denotemos A ®p M por M e A’ @z N por N.

Temos que M é um RG-mddulo com G-acao diagonal:
g(x ®@m) = gr®gm, paratodor € Ame MegeQG.
Da mesma forma, N’ é um RL-mdédulo com L-acao diagonal.

Lema 3.2.1 A aplicagio (p,¢). : M — N satisfaz a condi¢io (p,d).(g9.(Z @ m)) =
= a(g).(p,9)«(T @ m), para todo t @ m € M e g € G, isto é, (p,¢). € uma aplicacio de

RG-méddulos onde N é visto como RG-mddulo via .

Demonstragao: Inicialmente, note que p : R(G/S) — R(L/R) é tal que

p(g.u) = a(g).p(u) (3.1)

para todo g € G e u € R(G/S).
De fato: basta verificarmos isto nos geradores de R(G/S).
Seja xS; um gerador de R(G/S). Temos:
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p(g.(xS;)) p(gxS;) (definigao da acao de G em R(G/S))
= a(gz) R4 (pela definigao de p)
a(g)a(z) Ry (v é homomorfismo)
= a(g)-(a(z ) vr(z'>> (agao de L em R(L/R))
= a(g).p(xS. (definicao de p).

Portanto, temos que 3.2 é verdadeira.

Sejam agora T @ m € M, g € G.

(2, 9):(g-(z®@m)) =

Logo, (5,8).(9:(z ® m)) = a(g).(5.6).(z & m), ou seja, (7,¢). ¢ uma aplicagio de
RG-mdédulos
[ |

Teorema 3.2.1 H,.((_,_);-) é um funtor covariante na categoria C.

Demonstragao: Denotemos por 1 a aplicacao (G — L, M =% ®0 N).

Pelo Lema anterior,(p, ¢). é uma aplicagao de RG-mé6dulos e dai, por [9](p. 75), temos que

1 induz, para todo k € Z, um homomorfismo
Mas, por definicao,

Hk(G,S; M) = Hk_1<G;M) (& Hk(L,R, N) = Hk_l(L;N>.

Logo, considerando 9, = ¥;_1 temos o homomorfismo induzido

U, Ho(G,8; M) — H,(L,R;N).

Dai, H,.((-,-);-) é um funtor covariante da categoria C na categoria A dos grupos abelianos.
De fato, verifica-se que:
e Se: ((G,S); M) — ((G,S); M) é a aplicagao identidade, entao 1, : H.((G,S); M) —
— H,((G,8); M) é o homomorfismo identidade.
e Sev: (G,S);M) — (L,R;N) e~ :((L,R);N) — ((K,0); P) sao morfismos em C,
entao (7o), = Vi 0 s, [ |
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Mostraremos agora que a cohomologia relativa é um funtor contravariante em uma
determinada categoria D.
Seja D a categoria cujos objetos sao pares ((G,S); M), onde G é um grupo, S = {S;,i € I}

¢ uma familia de subgrupos de G e M é um RG-mdédulo, cujos morfismos sao aplicagoes
v ((G,8); M) — (L, R ={R;,j € J}); N)

consistindo de:

(a) Um homomorfismo o : G — L;

(b) Uma aplicacdo 7 : I — J tal que o(S;) C Rxp);

(¢) Um homomorfismo ¢ : N — M tal que ¢(a(g)n) = ga(n), isto é, ¢ ¢ um homomorfismo

de RG-médulos onde consideramos N como RG-médulo via «.

Vamos ver que nestas condigoes existe um homomorfismo (induzido por ):
v H(G,8; M) — H*(L,R;N).

Sejam
eq: R(G/S) = EPR(G/S;) — R
el
rS; — 1

er: R(L/R) =@ R(L/R) — R
jeJ
le — 1
as aplicagoes aumentagoes.

Denotemos por A o nucleo de eg e por A/, o ntcleo de ¢;.

Definamos
p: R(G/S) — R(L/R)
xS; — a(r) Ry
nos geradores e estendamos p por linearidade.
Temos: p estd bem definida, é homomorfismo e p(A) C A'.

Deste modo, podemos definir p = p [a: A — A/,

Temos entao:

(p,0)* : Homgr(A',N) — Homp(A, M)

dada por:
(7, ¢)"(f) =¢o f P,
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onde ¢ : M — N é dada em (c).

Por simplicidade, denotemos Homp(A', N) por N e Homp(A, M) por M.

Temos que N é um RL-médulo com L-acao diagonal:
(yf)(x) =yf Yy 'x),para todox € A", f e N ey € L. (T)
Da mesma forma, M é um RG-moédulo com G-acao diagonal.

Lema 3.2.2 A aplicagio (p,¢)* : N — M, definida anteriormente, satisfaz a condigdo

(2, 0)"(a(9)f) = 9(p, 0)"(f),

para todo f € N e todo g € G, isto €, (p,p)* € uma aplicagio de RG-mddulos onde N é visto

como RG-mddulo via o.

Demonstragao: Inicialmente, note que p : R(G/S) — R(L/R) é tal que

p(g.u) = a(g).p(u) (3.2)

para todo g € G e u € R(G/S).
De fato: basta verificarmos isto nos geradores de R(G/S).
Seja x5; um gerador de R(G/S). Temos:

p(g-(xS:)) = p(gxSi) = algr) Rry = a(g)a(z) Regy = a(g)(a(x) Reiy)) = a(g).p(xS:).

Logo, p(g.(xS;)) = alg).p(xS;), para todo xS; gerador de R(G,S).
Portanto, p(g.u) = a(g).p(u), para todo g € G e u € R(G/S).
Sejam agora f € M,u € A = ker(eg). Temos:

(P, @) (eg)f)(u) = (do(a

Por outro lado,

Logo, (p, )" (a(g).f) = g.(p, )*(f), ou seja, (p, »)* é uma aplicagdo de RG-mdbdulos
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Teorema 3.2.2 H*((_,_);-) € um funtor contravariante na categoria D.

Demonstragao: Denotemos por 1 a aplicacao (G — L, N oy M).

*

Pelo Lema anterior, (p, ¢)* é uma aplicagdo de RG-mddulos e, assim, temos que 1 induz,

para todo k € Z, um homomorfismo

OF HYL; N) — HY(G M).

Mas, por definicao,

HMG,S; M) = H"1(G; M) e H*(L,R; N) = H* ' (L; N).

Logo, temos o homomorfismo induzido

v H(L,R;N) — H*(G,S; M).

Verifica-se que:
e Sev: ((G,8); M) — ((G,S); M) é a aplicagao identidade, entao ¢v* : H*((G,S); M) —
— H*((G,S); M) é o homomorfismo identidade.
e Sev: ((G,S); M) — (L,R;N)e~:((L,R); N) — ((K,0); P) sao morfismos em D,
entdo (y o) =" o*.

Segue entao que H,((-,-);-) ¢ um funtor contravariante da categoria D na categoria A dos

grupos abelianos. [ |

O resultado a seguir é muito importante em nosso estudo. Ele é fortemente utilizado nas

defini¢oes e demonstragoes presentes no tltimo capitulo.

Proposigao 3.2.1 Sejam (G,S = {S;, i € I}) um par grupo e M um RG-mddulo. Entao,

temos as sequéncias exatas longas:

res$ / !
(i) oo HYG M) 'S HYNS; M) S HY(G, S M) D HY (G M) — -
COT’G
(ii) oo Hy (G M) 2 Hy oy (GLS; M) S Hy(S; M) S Hy(G M) — - -
que sa0 naturais no RG-mddulo M e no  par  (G,S), onde

res$ : H¥(G; M) — H¥S; M) = HH'“(SZ-;M) ¢ dada por resG([f]) = (resg[f])ier e
iel
cor§ : Hy(S; M) := @Hk(s,;; M) — Hy(G; M) € dada por corgf(Z[fik]) = Zcorg’;[fik] G0
il iel il

as aplicagoes induzidas, no nivel k de (co)homologia, pelas inclusoes S; <4 G

Demonstragao: [8], Proposigao 1.1. -
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3.3 Interpretagao Topoldgica da (Co)homologia Relativa

Nessa se¢ao, definiremos Pares Eilenberg-MacLane, e veremos um dos principais resultados

dessa teoria, que é a interpretacao topoldgica da (co)homologia relativa de grupos.

Definicao 3.3.1 Um par grupo (G,S) ¢ realizado topologicamente por um par
Eilenberg-MacLane (X,Y) = K(G,S,1), S ={S;,i € I} se:

(i) X € um K(G,1) complexo celular;

(i) Y € um subcomplexo cujas componentes conexas Y;, i € I, sao K(S;, 1) complezxos, de
tal modo que a aplicagao i, : m(Y;) — m(X) induzida da inclusio i : Y; — X € injetiva e aplica

m(Y;) sobre S; C G, depois de uma conveniente mudanca de ponto base.

Exemplo 3.3.1 Sejam G = (a) @ (b) ~Z D7Z e S ={S}, onde S = (a) ~7Z. Considere X o

toro T? e, o e B 0s lacos mostrados na figura abaizo:

Seja Y o lago representando por «. Temos que (X,Y) € um par FEilenberg-MacLane
realizando (G, S).

De fato, m1(T?) = {[a]) ® ([8]) = G e S ~ ([a]), identificando [a] com a e [3] com b. Assim,
sendo o T? conexo e o recobrimento universal do T? contratil, temos que X = 7% é um K (G, 1).
Como Y é o homemorfo a S! temos que Y = K (S, 1)-complexo.

Além disso, a aplicagao i, : m(Y) — m(X), definida por i.([a]) = [i o ], para todo
[a] € m(Y), ondei:Y — X é a inclusdo, é injetora.

Portanto, (X,Y’) é um par Eilenberg-MacLane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.2 Sejam G = (a) x (b) e S = {S}, onde S = (bab~'a™'). Temos que (G,S) é
realizado topologicamente por um par Eilenberg-MacLane, onde X é o toro T? menos um disco
aberto D e Y € o bordo de X.

De fato, considere a e 8 como na figura acima.
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Temos que X tem o mesmo tipo de homotopia da figura oito que denotaremos por F'.
Logo, n(X) ~ nm(F) = ([a]) x ([8]) ~ G = m(X) = G, identificando [a] com a e [f] com b.
Além disso, X é um CW-complexo conexo e, como F' tem recobrimento universal contratil

e X tem o mesmo tipo de homotopia de F', temos que X tem recobrimento universal contratil.

Portanto, X é um K (G, 1)-complexo.
Representando X como na figura abaixo, vemos que 7(Y) ~ (sts~'¢') = S, identificando

a com t e com S.

Como Y é homemorfo a S! temos que Y = K(S, 1) complexo.
A aplicacao
ie s m(Y) = m(X)

o] — [ioal,

onde 7 : Y — X ¢é a inclusao, ¢ injetora.
Portanto, (X,Y) ¢ um par Eilenberg-MacLane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.3 Em geral, seja G = (a1) * (b1) * -+ * (a) * (by), onde a; = [oy] e
bj = (5], 7 =1,....k, sdo as classes de homotopia dos lagos o, 3; mostrados na figura abaizo,
eSS ={S, =m;), i =1,..,n}. Temos que (G,S) € realizado topologicamente por um par
Filenberg-Maclane (X,Y"), onde X € a superficie orientada de genus k menos n discos abertos,

eY € o bordo de X.

Veremos agora um resultado que relaciona a (co)homologia de grupos com a (co)homologia
de pares Eilenberg-MacLane.

e

Teorema 3.3.1 Se (X,Y) € um par Eilenberg-MacLane realizando o par grupo (G,S) e M é

um ZG-maodulo trivial, entao
Hy(G,S; M)~ H,(X,Y; M) e,
H*G,8; M) ~ H*(X,Y; M).
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Demonstragao: [8], Teo. 1.3.

Observagao 3.3.1 Como no caso da (co)homologia absoluta, se M for um ZG-mddulo

qualquer, também existe uma interpretacao topologica, a saber:

Hy(G,8; M) ~ Hy(X,Y; M) e H*(G,S; M) ~ H*(X,Y; M),

onde M denota o sistema de coeficientes locais no K(G,1) associado ao ZG-mddulo M.



CAPITULO

4

Grupos e Pares de Dualidade

Antes de estudarmos os conceitos de grupos e pares de dualidade, apresentamos
algumas definicoes e resultados sobre condig¢oes de finitude, tais como dimensao
(co)homoldgica e grupos de tipo F'P e FL, bem como a interpretacao topolégica

destes dois ultimos.

4.1 Alguns Resultados sobre Condicoes de Finitude

Dimensao (Co)homoldgica

Seja R um anel comutativo com unidade.
Definicao 4.1.1 Sejam G um grupo e = {n € N | H"(G; M) # 0, para algum RG-mddulo M }.
Se H for limitado superiormente, a dimensao cohomolégica do grupo G sobre R, € dada

por: cdr(G) = supH. Caso H nao seja limitado superiormente, cd(G) = 0o.
Observagao 4.1.1 A dimensao homoldgica, denotada hd(G) € definida similarmente:
hdrG = sup{n | H,(G; M) # 0, para algum RG-mddulo M}.

Observagao 4.1.2 Pode-se mostrar que, se cdpG < 00, entao

cdrG = sup{k | H*(G; F) # 0, para algum RG-mddulo livre F}.

56
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Proposicao 4.1.1 Seja H um subgrupo de G. Entao,

cd H<cd(G.
A igualdade € vdlida se cd G < 0o e |G : H] < 0.

Demonstragao: Seja ¢d H = n. Entdo, por definigdo, existe M tal que H"(H; M) # 0 e
HY(H; M) =0, k> n.
Mas,

Shapiro

0#H"YH; M)~ H"(G;Coind%M).
Deste modo,
H"(G; Coind$% M) # 0,
ou seja, existe N = Coind% M tal que H"(G; N) # 0. Assim, cd > n.
Portanto,
cd H <cd .
Consideremos agora as hipéteses cd G < 0o e [G: H] < 0.
Seja cd G = n. Pela Observacao 4.1.2, existe um RG-médulo livre F'; com H"(G; F') # 0.

Suponhamos F' um RH-mdédulo do mesmo posto de F. Assim, podemos escrever

F = P(RG); e F' = B(RH);.

Temos:

IndF' = RG @py F' = RG @py D(RH); = @P(RG @ry RH); ~ H(RG); = F.
jeJ jeJ jeJ

Deste modo,

HY(G; F) = H*(G; IndS.F') T %" H(G; CoindS F') "2 B (H; F").
Visto que H"(G; F) # 0, temos H™(H; F') # 0. Logo, existe I’ tal que H"(H; F") # 0 e,
deste modo, cd H > n =cd G, isto é, cd G < cd H.
Portanto, ¢d G = cd H = n.

Observagao 4.1.3 Se R admite uma resolucao projetiva sobre RG, de comprimento finito,
sto €,

0O—F, — - —F —R—0
entao, cdrG < n e hdrG < n.

Observagao 4.1.4 Temos cdrG > 0, pois

Prop.2.2.2
~Y

HY(G;R) =" " R°~R#0.
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Grupos de Tipo FPe FL

Defini¢ao 4.1.2 Um grupo G € de tipo FP (tipo FL) sobre R se R admite uma resolu¢ao
projetiva (livre) finita € : P — R sobre RG:

0O—PFP, —P, 41— —FP—R—CG,
com cada P; finitamente gerado como RG-mddulo.

Observagao 4.1.5 Se G € do tipo FP sobre Z, entao G ¢ do tipo F'P sobre R, pois se
e : P — 7Z é uma resolucao projetiva finita de Z sobre ZG, entao € : P ®gr R — R € uma
resolucao projetiva finita de R sobre RG.

Exemplo 4.1.1 Segue diretamente dos Ezemplos 1.1.6 e 1.1.7, respectivamente, que F(S),
onde S = {s1,....,s,}, € Z sao do tipo F'P sobre 7.

Observagao 4.1.6 E claro que, se G € de tipo FL, entao G ¢ de tipo FP.

Interpretacao Topoldgica para Grupos de Tipo FP e FL

Ser um grupo de tipo F'P significa, intuitivamente, que certas condigoes de finitude (tais
como dimensao cohomoldgica finita) sao satisfeitas por G.

Quando se trata de CW-complexos, satisfazer condi¢oes de finitude significa ter um nimero
finito de células ou dimensao finita. Como para todo grupo G existe um CW-complexo
Y = K(G,1), veremos agora quais condi¢oes de finitude deve satisfazer Y se G for do tipo
FPou FL.

Proposigao 4.1.2 Se existe um complero K(G, 1) finito, entao G € de tipo FL (e portanto de
tipo FP).

Demonstragao: Seja Y um K(G, 1) complexo finito. Pela Proposicao 1.1.5, o complexo de

cadeia celular aumentado do recobrimento universal ¥ de Y é uma resolugao livre de Z sobre
ZG. Logo, G ¢é de tipo FL.
|

Em vista da Proposi¢ao anterior, temos os seguintes exemplos de grupos de tipo F'L:

Exemplo 4.1.2 Grupos livres de posto finito: G = F(S), S : finito (bouquet de circulos) sao
do tipo F'L.

Exemplo 4.1.3 Grupos de superficie: Y = soma conexa de g toros ou g planos projetivos,
(Y # 8% Y # P?) sdo do tipo FL.
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Exemplo 4.1.4 Grupos abelianos livres de posto finito: Y = S* x ... x S (toro n-dimensional)
sao do tipo FL.

A propriedade F'P também admite uma interpretagao topolédgica e, para isso, precisamos

da definicao a seguir:

Definicao 4.1.3 Um espago topologico Y € finitamente dominado se existe um
CW -complexo finito K, tal que Y ¢é um retrato de K, isto é, existem aplicacoes continuas
1Y >Ker: K=Y, com roi=1idy.

Teorema 4.1.1 Seja G um grupo. Se existe um K(G, 1) finitamente dominado, entio G € do
tipo F'P.

Demonstragao: [9],VIIIL.6.4. |

Se G for finitamente apresentado ( isto é, existe um nimero finito de geradores e relagoes

para (3), as reciprocas da Proposigdo e do Teorema acima sao validas, ou seja,

Teorema 4.1.2 Seja G um grupo finitamente apresentado. Se G € de tipo FL (respec. FP),

entdo existe um complexo K(G,1) finito (respec. finitamente dominado).

Demonstragao: [9], VIIL.7.1. [

4.2 Grupos de Dualidade

Veremos agora o importante conceito de grupos de dualidade, isto ¢, grupos que

satisfazem certos isomorfismos de dualidade em homologia e cohomologia.

Definicao 4.2.1 Um grupo G é denominado grupo de dualidade de dimensao n sobre R,
ou stmplesmente um D"-grupo, se existe um RG-modulo C, chamado médulo dualizante

de G, e isomorfismos naturais tais que
H*(G; M) ~ H,_(G;C ®r M), (4.1)

para todo k € Z e todo RG-mdédulo M, onde C @ M € visto como RG-maddulo com a G-ag¢ao

diagonal.

Se C' ~ R como RG-modulo, dizemos que G é um grupo de dualidade de Poincaré
de dimensao n sobre R, ou simplesmente um PD™-grupo. Neste caso, se a acdo de G em

C ~ R ¢ trivial, dizemos que G ¢ orientavel. Caso contrdrio, G ¢ dito nao orientavel;

Observagao 4.2.1 Se R = Zs, a unica a¢ao possivel de G em R € trivial. Assim, PD™-grupos

sobre 7o sao sempre orientdveis.



4.2 Grupos de Dualidade 60

Mostremos agora que o médulo dualizante C' e a dimensao n que aparecem na definicao de

um grupo de dualidade sao determinados por G.

Proposicao 4.2.1 Seja G um D™-grupo com mddulo dualizante C, entao:
(i) C #0;

(ii) C ~ H"(G; RG)

(iii) cdr(G) = n.

Demonstracgao:

(i) Usando k =0 e M = R no isomorfismo de dualidade, temos

H°(G; R)~H,(G;C ®p R)~H,(G;C).
Agora, H°(G; R) ~ R“ = R (pois R é visto como RG-médulo com a G-acdo trivial). Assim,
H,(G;C) ~ R # {0}.

Portanto, C' # 0.

(ii) Usando k =n e M = RG no isomorfismo de dualidade, temos:

Hn(G,RG) ~ HO(G;C®R RG) ~ (C KRR RG) Qpra R>~C®p (RG Rra R) ~(C®rR~C.
Portanto, C' ~ H"(G; RG).

(iii) Por (i) e (ii), temos que H"(G; RG) # {0}. Logo, n < cdgr(G).

Por outro lado,

H*(G; M) ~ H,_(G;C ®r M) = 0,se k > n, poisn — k < 0.

Assim, cdg(G) < n. Portanto, cdr(G) = n. [

Observacao 4.2.2 Foi demonstrado em [7], Teo. 3.9.2, que todo grupo de dualidade sobre R
€ de tipo F'P sobre R.

Logo, para definirmos grupos de dualidade, poderiamos nos restringir a categoria dos grupos
de tipo F'P.

Em [9],VIII.10.1, é demonstrado que as sequintes condi¢des sao equivalentes para um grupo
de tipo FP:

(i) Existem um numero inteiro n e um RG-médulo C' tais que
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HY(G; M) ~ H,_(G;C ®r M)

para todos os RG-médulos M e todo inteiro ¢ € Z.

(ii) Existem isomorfismos naturais

H(G; _)~H,,(G;C® _),
onde n = cdrG e C'= H"(G; RG), para todo inteiro i € Z.

(iii) Existe um inteiro n tal que H(G; RG ® A) = 0, para todo i # n e todos os grupos

abelianos A.

Assim, se GG é um grupo do tipo F'P e quisermos mostrar que GG é um grupo de dualidade,
basta mostrarmos que a condigao (i) é verdadeira.

Usaremos este resultado nos exemplos a seguir.

Exemplo 4.2.1 Se G é um grupo ciclico infinito, entao G é um PD*'-grupo sobre Z.

De fato, temos que G é de tipo F'P e, vimos no Exemplo 2.2.1, que

Hy(G; M) = MC TR 5o .
HYG; M) = Mg T2 Ho(as M),
H"(G;M)=0~H""(G;M), ¥V n>2.
Portanto, G' é um PD'-grupo.

Exemplo 4.2.2 Seja G = F(S) o grupo livre com k geradores, 1 < k < co. Temos que G €

um D'-grupo, mas nao é um PD'-grupo, se k > 1.

De fato, temos que G é de tipo F'P sobre Z e que cdzG = 1 pois, pelo Exemplo 1.1.7,
0— (Z&)Y) —ZG —Z —0

¢ uma resolucao livre de Z sobre ZG de comprimento 1.
Assim, pela Observagao 4.1.3,
Cde S 1.

Se ¢dzG = 0, terfamos G = {1}. Portanto, cd;G = 1.
Vamos mostrar que a condigdo (iii) do Teorema acima é verdadeira, isto é, que
HY(G;ZG ®7 A) = 0, para todo grupo abeliano A e i # 1.
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De fato,
Prop.2.2.2

Prop.1.3.5
HY(G;ZG @7 A) = HO(G; Ind{y A) - =" (Indf, A)¢ "=

0

e, H(G;ZG @7 A) =0, para i > 1 (pois cdG = 1).

Logo, G é um D'-grupo.

Agora, consideremos k > 1.

Temos que H°(G) = Z, o qual é finitamente gerado, e H;(G) = Z* é também finitamente
gerado.

Agora, consideremos F; e T} denotando, respectivamente, a parte livre e de torgao de H;(G),

temos &
F1 =7" e T1 = {0}

Como Z é dominio de ideais principais temos, por [14], p. 136, Prop. 23.18, que
HYG)~ F,® {0} =7Z"® {0} = 7"

Por outro lado, como G é um D!-grupo, temos

HYG) = HY(G;Z) ~ Hy(G; C 03 7) ~ H(G; C).

Se C' ~ Z, com G-agao trivial, temos
HY(G;0) ~ Hy(G; Z) ~ 7.
Mas, Hy(G;C) ~ HY(G) ~ Z*. Logo, Z ~ Z*, o que é um absurdo, pois k > 1.

Se C' ~ Z, com G-ag¢ao nao trivial, temos que gn=-n, VneZe VY geGq.

Deste modo,
B=(9gn—n: neZegecG)~2L

Assim,
Hy(G;C)~Cqg=7Z/B ~7Z]2Z ~ Zs.

Logo, B ,
Hy(G;C) =7Z" ~Zs, o que é um absurdo.

Entao, C nao é isomorfo a Z e, portanto, G nao é um PD'-grupo sobre Z.

Exemplo 4.2.3 Se G ~ Z, (grupo ciclico finito de ordem r) entdo, G nao é um grupo de
dualidade de Poincaré (sobre 7).

De fato, se GG fosse um P D"-grupo, para algum n, teriamos

H*(G; M) ~ H,_(G; M),

para todo k € Z e todo ZG-médulo M.

Em particular, para M = Z, teriamos
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HMG,Z) ~ H, (G5 Z)  (¥).

Mas, pelo Exemplo 2.2.2; temos
H*(G;M)=7,, VkeL.

Se (x) for verdadeira, teremos

H" "G, 72) =7,V k € Z.

Seja ko € Z tal que 2ky > n. Logo, n — 2kg < 0 e, assim, H,,_ox,(G;7Z) = {0}, o que nos da

uma contradigao.

Nos exemplos acima, o anel R usado foi sempre o anel dos inteiros Z. A classe de grupos
de dualidade sobre Z esta contida na classe de grupos de dualidade sobre R, onde R é qualquer

anel comutativo com unidade, como mostra o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.2 Se G é um grupo de dualidade de dimensao n sobre Z com maodulo
dualizante C', entao G € um grupo de dualidade de dimensao n sobre R com maddulo
dualizante C ®7 R.

Demonstragao: Seja M um RG-mddulo. Temos que:

H*(G; M) ~ H, 1(G;C @z M) ~ H,_1(G;C @z (M ®gR)) ~ H, +(G;C ®z (R®r M)) ~
Logo, existe ' = C ®z R tal que H*(G; M) = H,,_x(G;C' @z M).
Portanto, G é um grupo de dualidade de dimensao n sobre R, com moédulo dualizante
C'=C®zR.
[ |

Observagao 4.2.3 Os grupos que aparecem nos exemplos anteriores sao, de acordo com a
Proposicao acima, grupos de dualidade sobre R. Em particular, sao grupos de dualidade sobre
Zo.

Proposicao 4.2.3 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se G é um PD"-grupo com
|G : H] < o0, entao H é um PD™-grupo.

Demonstragao: Sendo G um PD"-grupo, temos

H*(G; M) ~ H,_(G; M), para todo k € Z e todo ZG-médulo M.

Assim,

Shapiro dualidade Prop.1.3.3

HYH; M)~ H"G;Coindi M) "~ H,_(G;CoindG M) =~
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Prop.1.3.3 Shapiro
~Y ~Y

~ Hy (G, IndS M) "~ H,_(H, M).

Portanto, H é um PD"-grupo. [ |

4.3 Interpretacao Topoldgica para Grupos de Dualidade de Poincaré

A teoria de grupos de dualidade de Poincaré esta relacionada com a teoria de variedades
asféricas, ou seja, variedades X que tém o mesmo tipo de homotopia de um complexo K (G, 1),
onde G = 7 (X), que chamaremos de K (G, 1)-variedades.

Para uma K (G, 1)-variedade n-dimensional fechada (compacta e sem bordo), sao
validos os seguintes resultados:

(I) G é de tipo F'L e cdG =n ([9], VIIL8.1).
. 0, se i #n;
(I1) H'(G;7) =
Q, sei=n.
onde © é o mddulo de orientagao do recobrimento universal X de Y. (][9], VIIL.8.2).
Segue entao da dualidade de Poincaré para variedades fechadas (compactas e sem bordo) a

seguinte interpretacao topoldgica para grupos de dualidade de Poincaré:

Teorema 4.3.1 Se G é um grupo tal que existe uma variedade asférica X fechada (compacta e
sem bordo) de dimensio n, com m(X) = G, entao G € um grupo de dualidade de Poincaré de
dimensao n sobre 7, (e consequentemente sobre R), orientdvel ou nao, dependendo da orientagdao
de Y.

Demonstragao: Seja X uma variedade asférica n-dimensional fechada, isto é, uma K (G, 1)-
variedade fechada. Por (I), G é de tipo F'L (logo, ¢ FP) e cdG = n.

) . 0, se i # n; )
Além disso, por (II), H'(G;ZG) = onde Q ~ 7Z como grupo abeliano.
Q, sei=n.

Pelo Teorema [9], VIII.10.1, p. 220, G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n

(orientavel < Y for orientavel).
|

Exemplo 4.3.1 O toro T" = S' x ... x S! ¢ uma variedade asférica fechada de dimensao n.

Logo, m(T™) = Z" é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n.

Exemplo 4.3.2 Seja X uma superficie fechada. Pelo Teorema de Classificagdo de Superficies
([16], 1.5.1), temos as sequintes possibilidades para X :

i) X=252

i) X =T°

ii) X = P? (plano projetivo)

w) X =T?*#..#T? (soma conexa de n toros)

v) X = P?#..#P?% (soma conexa de n planos projetivos)
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Destas, somente S? e P? ndo sdo asféricas. Portanto,

7 (T%) = (a,b : [a,b] = 1),

i=1

7T1(T2#...#T2) = <CL1, ...,an,bl, ,bn . H[a“bl] = 1> s
71 (P?3#..#P?) = <a1, ey Oy Ha? = 1> (n > 2),
i=1

sao grupos de dualidade de Poincaré de dimensao 2.

Nao é conhecido se todo grupo de dualidade de Poincaré G de dimensao n, n > 2, sobre Z
admite uma variedade asférica fechada X, com m (X) = G.

O caso n = 2 foi provado por Eckmann-Miiller e Linell em [11] e [12]. Dai, G é um grupo
de dualidade de dimensao 2 sobre Z se, e somente se, G é um grupo superficie infinito (isto é,
G é o grupo fundamental de uma superficie fechada diferente de S* e P?).

Em [10] Dicks e Dunwoody estenderam este resultado para PD?*-grupos livres de torgao
sobre qualquer anel comutativo de caracteristica zero.

Se G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao 3, que é solivel, entao Thomas
provou em [20] que a conjectura é verdadeira. No entanto, o caso geral n > 3 esta ainda em

aberto.

4.4 Pares de dualidade

Defini¢ao 4.4.1 Seja (G,S) um par grupo. A dimensao cohomolégica de (G,S) sobre R,
denotada por cdgr(G,S), é dada por

cdr(G,S) = sup{n | H"(G,S; M) # 0, para algum RG-mddulo M}.
Se nao existe tal numero inteiro n, dizemos que cdgr(G,S) = 0.

Definicao 4.4.2 Um par de dualidade de dimensao n sobre R (D"-par), consiste de
um par grupo (G,S8) e um RG-mddulo C, onde S = {S;, i € I} é uma familia finita de
D"t _subgrupos de G com médulo dualizante C (visto como RS;-mddulo por restri¢io) e, temos

0s isomorfismos naturais:
HYG M) ~ H,_1(G,S;C @ M) (4.2)
H*(G,8; M) ~ H,_,(G;C @ M) (4.3)
para todo RG-mddulo M e todo k € Z.

SeC ~ R, (G,S) é chamado par de dualidade de Poincaré de dimensao n (PD"-par ).
Neste caso, cada S; € S é um PD" '-subgrupo de G.
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Observagao 4.4.1 O conceito de grupos de dualidade é um caso particular do conceito de par

de dualidade, considerando S = ), pois:
Hy(G,0; M) := H,(G; M) e HG,0; M) := H*(G; M).

Proposigao 4.4.1 Se (G,S) é um D"-par com mddulo dualizante C, entio G € um

D" _grupo como médulo dualizante A ®@p C.

Demonstragao: Sendo (G,S) um D"-par, temos:

Hk<G, M) ~ Hn_k(G,S, C®RM) = Hn—k—l(G7 A®R<C®ZM>) ~ H(n—l)—k(G7 (A®R0)®RM>

Como todos os isomorfismos acima sao naturais, temos que G é um D" !-grupo. -

A categoria dos pares de dualidade sobre Z esta contida na categoria sobre R, onde R é um

anel comutativo com unidade, como mostra o seguinte resultado:

Proposigao 4.4.2 Se (G,S) é um par de dualidade de dimensdao n sobre Z, entio (G,S) € um

par de dualidade de dimensao n sobre R.

Demonstragao: Se (G,S) é um par de dualidade sobre Z, com médulo dualizante C, entao

temos que S = {S;,i = 1,...,7} é uma familia finita de D" !-subgrupos de G (sobre Z) com
moédulo dualizante C'.
Pela Proposicao 4.2.2, cada S; é um D" -subgrupo sobre R com médulo dualizante C ®y R.
Consideremos M um RG-modulo. Logo, M é também um ZG-mdédulo e, temos:
D™ —par
HYG,8;M) "~ Hy o(G;C @z M) ~ H,_(G; (C &z R) @ M)

par

B M) T2 Hy (G, 8:C 95 M) ~ Hy (G, S; (C @5 R) @5 M).

Como os isomorfismos envolvidos sdo naturais, temos que (G,S) é um PD"-par sobre R
com modulo dualizante C' = C ®7 R.
[ |

Exemplo 4.4.1 Sejam R =7y, G = () ® (s) =Z D Z e S = (t*) ® (s) ~ 2Z & Z. FEntao,
(G,S) é um PD™-par sobre Zs.

De fato, temos que G/S = {(t,1), (1,1)} = {(, 1), (T,1)} =~ {1,T} ~ Zs.
Calculemos A = kere, onde ¢ : Zy(G/S) — Zs é a aplicacao aumentagao.

Temos:
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Portanto, Homgz, (A, M) =M e A @z, M = M.
Como G é PD?*grupo, temos:

Hy (G, 8; M) := Hs_j,_1(G; A @z, M) = Hy_1,(G; M) ~ H*(G; M) e,
H*(G,8; M) := H* Y (G, Homz,(A, M)) = H" "(G; M) ~ Hy_(,1)(G; M) = H3_;(G; M)

e, deste modo, como os isomorfismos envolvidos sao naturais, temos que (G,S) é um PD3-par.

4.5 Interpretacao Topoldgica para Pares de Dualidade de Poincaré

O seguinte resultado, que segue da dualidade de Poincaré-Lefschetz, pode ser encontrado
em (8] e mostra a relagao entre PD"-pares e variedades, e também fornece um critério para se

produzir exemplos de PD"-pares através de modelos topologicos.

Teorema 4.5.1 Se (G,S) € realizado topologicamente por uwm par Eilenberg-MacLane
(X,Y) = K(G,S8,1), onde X €é uma n-variedade compacta orientdvel com bordo e Y = 0X,
entao (G,S) é um PD"-par sobre Z (consequentemente, (G,S) é um PD™-par sobre R).

Demonstragao: [8], 6.3.

Usando este resultado, veremos alguns exemplos de P D"-pares.

Exemplo 4.5.1 Consideremos X o toro T? menos um disco aberto e Y = 0X.

N

Sejam G =m(X) ~{a)* 0) ~Z*Z ¢ S =7(Y) ~ (bab'a™') ~Z, onde a = [a] e b= [f]
sao as classes de homotopia dos caminhos o e B mostrados na figura.
Pelo Exemplo 3.3.1, (X,Y) é um par Filenberg-MacLane realizando (G,S).

Como X € uma variedade de dimensao 2, com bordo, compacta e orientdvel, e Y = 0X,
entao (G,8) é um PD?*-par sobre R (=7 ou Zs).

Exemplo 4.5.2 Seja X a superficie orientada de genus k > 1 da qual um disco aberto foi
removido e consideremos Y = 0X.

Considere a; = [oy] e by = [5;] as classes de homotopia dos caminhos «; e ;.

Assim, G = m(X) é um grupo livre com 2k geradores ay, by, ...;ar, by ¢ S = m(Y) =
= {[a1,b1], ..., [ax, b]), onde [a;, b;] = bsa;b; 'a; .

Pelo Exemplo 3.3.3, temos que (X,Y") é um par Filenberg-MacLane realizando (G, S).

Logo, pelo Teorema anterior, (G,S) é um PD?-par.
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Observagao 4.5.1 A reciproca do Teorema acima, isto €, “Se (G,S) é um par de dualidade de
Poincaré sobre 7 de dimensao n, entao (G,S) € realizado topologicamente po um par Eilenberg-
MacLane (X,Y), onde X é uma n-variedade compacta com bordo e Y = 0X 7, € verdadeira,
paran > 2. ([11] e [12]).

Em [10], Dicks e Dunwoody provaram que, se (G,S) é um par de dualidade de Poincaré
de dimensao n < 2 sobre um anel comutativo com unidade R e G € livre de tor¢ao, entao a

reciproca do Teorema € verdadeira.



CAPITULO

5

O Invariante Fy(G,S, M)

Baseado na teoria de cohomologia de grupos, foi definido por Andrade e Fanti
em [2], um invariante cohomolégico denotado por E(G,S, M), onde S = {S;,i € I}
é uma familia de subgrupos de G com [G : S;] = o0, Vi€ I.

Através desse invariante foram provados resultados em teoria de grupos e pares

de dualidade e decomposic¢ao de grupos (ver [2], [3] [4], [5]).

Neste trabalho, definimos um invariante “dual” a E(G,S, M), denotado por
E.(G,8, M), usando, ao invés da teoria de cohomologia, a teoria de homologia
de grupos, com o objetivo de obter resultados similares aos ja demonstrados em [2]
e [3].

5.1 O invariante cohomoldgico E(G,S, M)

Iniciaremos este capitulo apresentando o invariante cohomolégico F(G,S,M). Serao
apresentados aqui dois casos particulares: quando S = {S} e M = Zy(G/S), denotado
por E(G,S), e quando M é o ZyG-médulo trivial Zy, o qual é denotado por E (G,S). As

demonstragoes serao omitidas e podem ser encontradas em [2] e [3], respectivamente.

5.1.1 A definigao do invariante F(G,S, M)

Nesta subsegao, introduzimos o invariante F(G,S,M). Maiores detalhes podem ser
encontrados na referéncia [2].
Sejam G um grupo e § = {S;, i € I} uma familia de subgrupos de G. Pela Proposi¢ao

3.2.1(a), temos a seguinte sequéncia exata longa:

69
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! ’ T@SG
0— HYG; M) S T H(S: M) 5 HYG, S, M) 5 HY(G; M) "5 T HY(Si M) — -+ (5.1)
il il
Definigao 5.1.1 Sejam (G,S) um par grupo, com S = {S;, i € I} uma familia de subgrupos
de G (nao necessariamente distintos), e M um ZyG-mddulo. Suponhamos [G : S;] = 0o, para

todo i € I. Definimos
E(G,S,M) = 1 + dim ker res§,

onde resg : HY(G; M) — HHl(SZ-; M) € a aplicagdo dada na sequéncia exata longa (5.1).
iel

E(G,S8,M) é um invariante algébrico na categoria D cujos objetos sao pares ((G,S), M)
onde (G,S) é um par grupo com [G : S] = oo, para todo S € S, e M ¢é um ZyG-médulo, e

cujos morfismos sao aplicagoes:

¢((G78:{Sza lEI}),M)—) ((LvR:{RJ’ jE J}),N)

consistindo de
(a) um homomorfismo de grupos o : G — L;
(b) uma aplicacao 7 : I — J tal que «(S;) C Rx();
(c) uma aplicacao ¢ : N — M tal que ¢(a(g).n) = g.¢(n), isto é, ¢ é um ZyG-homomorfismo
viaa: G — L.
Mais precisamente, se 1) é um isomorfismo em D, isto é, « é um isomorfismo de grupos, =

é uma bijecao e ¢ é um ZyG-isomorfismo, entao

E(G,S,M) = E(L,R,N).

O resultado abaixo dd uma caracterizacao do invariante F(G,S,M) em termos de

“Caracteristica de Euler Parcial”.

Lema 5.1.1 Sejam (G,S) um par grupo onde S = {S;, i € I} com [G : S;] = o0, Vi € I,

e M um ZyG-mddulo. Se os grupos de cohomologia H°(G; M), H*(S; M) := HHO(Si;M) e
i€l

HY(G,8; M) sio espagos vetoriais de dimensdo finita, entdo

E(G,S,M)=1 + dim H*(G; M) — dim H*(S; M) + dim H'(G,S; M).
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5.1.2 O Invariante E'(G,S)

Veremos agora o invariante F(G,S, M) no caso em que M é o ZyG-mdédulo trivial Z,. Neste
caso, B(G, S, M) é denotado por E'(G,S). Os resultados desta subsecao podem ser encontrados
em [3].

Consideremos S = {S} uma familia contendo um tnico subgrupo de G. Neste caso, temos

o seguinte resultado:

Proposigao 5.1.1 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G com [G : S] = co. Entdo

E'(G,S) =1+ dim HYG, S;Z,).

O invariante E' (G, S) e dualidade

Veremos agora o invariante F (G, S) quando (G,S) é um par de dualidade.

Proposicao 5.1.2 Se (G, S) é um D"-par com mddulo dualizante C' e [G : S] = oo, entdo

E(G,S)=1+dimH, ,(G;C).
|

Teorema 5.1.1 Sejam (G,S) um PD"-par, S = {S;, i = 1,...,7}, com [G : S;] = 0 ¢ G

finitamente apresentado. Entdo

E(G,S)=2—r+dimH, 1(G;Z,) < cc.
|

Corolario 5.1.1 Se (G,S), S = {S;, i = 1,..,r}, € um PD"-par com G finitamente

apresentado e |G : S;] =00, i =1,...,r, entdo

r<1+dimH, (G;Zsy) < cc.

E'(G,S) e decomposicao de grupos

Apresentaremos a seguir uma relagao entre o invariante E/(G ,S) e decomposigao de grupos.
Temos que, se G = Gy xp Go com Gy # T # Gy entdo [G: G| =[G : Gy = 0 e se G = Gy#r,
entdo [G : G] = co. Assim, neste caso, o invariante E' (G, S) pode ser definido quando S é
uma familia de subgrupos de G ou Gs.

O proximo resultado nos da uma condig¢ao necessaria para que G se decomponha sobre um

subgrupo T'.
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Teorema 5.1.2 Sejam G um grupo e T um subgrupo de G e suponha que G se decompoe sobre
T.
(i) Se G = Gy *r Gy entio E'(G,{G1,Gy}) = 1.
(ii) Se G = Gi*r, entio E'(G,{G1}) = 2.
[ |

Corolario 5.1.2 Sejam G wum grupo e n um numero inteiro, n > 1, tal que
dim H,,_1(G;Zs) > 1. Entao:
(i) Se Gy e Gy sdao subgrupos de G tal que (G,{G1,G2}) é um PD"-par, entio G # G1 %1 G
para todo subgrupo T de G e Gs.
(ii) Se G € um subgrupo de G tal que (G,{G1}) é um PD"-par, entio G # Gi*r,, para todo
subgrupo T de G1.

|
5.1.3 O invariante F(G,5)

Nesta subsegao, veremos o invariante F(G,S, M) no caso em que S = {S} e M é o
ZyG-médulo M = Ind$Zy = Zy(G/S), que serd denotado por E(G,S). Estes resultados
podem ser encontrados em [2].

Veremos inicialmente algumas desigualdades envolvendo o invariante E(G, S, M).

Proposigao 5.1.3 (i) Sejam S, T subgrupos de um grupo G satisfazendo S < T < G. Se
[G:T) =00 entao E(G,T,M) < E(G,S, M) para todo ZoG-mddulo M.

(ii) Sejam N, M ZyG-mddulos. Se existe um ZsG-homomorfismo ¢ : N — M tal
que a aplicagao induzida ¢* : HY(G;N) — HYG;M) é wm monomorfismo, entdo
E(G,S,N) < E(G,S, M) para todo subgrupo S de G com [G : S] = c0.

|

Proposicao 5.1.4 Sejam S, T subgrupos de G com S < T < G e M um ZyS-maédulo. Se
[T:S] =0 e¢*: H(G, IndS(Ind5M)) — HY(G; CoindS(Ind5M)) é um monomorfismo,
onde ©* é a aplicagdo induzida do mergulho natural ¢ : IndS(Ind5M) — Coind$ (Ind5M),
entio E(G, S, Ind$M) < E(T, S, Ind5M).

|

Corolario 5.1.3 Sejam S, T subgrupos de G, satisfazendo S <T < G, e M um ZoG-maodulo.
Se|G:S]=00 e[G:T] < oo entao

E(G, S, Ind$M) < E(T, S, Ind5M).
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E(G,S) e dualidade

Com o resultado a seguir, podemos ver que o invariante F fornece uma condigao necessaria

para que (G,S) seja um D"-par.
Proposicao 5.1.5 Se (G,S) é um D"-par com [G : S] = oo entdo

E(G,S) = 1.
u

Exemplo 5.1.1 Considere G = (a) * (b) =Z*7Z e S = (aba~*b~') = Z. Entio E(G,S) = 1.

De fato, seja X o toro menos um disco aberto D? e Y = X ~ S!'. X ¢é homotopicamente
equivalente & figura oito. Assim, m(X) = (a) * (b)) = Z* Z e m (Y) = (aba"'b~') = S. Temos
entao que (X,Y) é um par Eilenberg-MacLane realizando (G, S). Assim, (G, S) é um PD?-par
e, portanto, E(G,S) = 1.

Proposicao 5.1.6 Sejam G um D™-grupo com modulo dualizante C' e S um subgrupo de G.
(a) Se S é um D" L-subgrupo com médulo dualizante Res$C entao E(G,S) < 2.
(b) Se hdS < n —2, entao E(G,S) = 1.

5.2 O Invariante E.(G,S, M)

Vimos na segdo anteior, a definicdo do invariante cohomolégico FE(G,S, M), onde
S = {S;,1 € I} é uma familia de subgrupos de G com |G : S;] = 00, Vi € I. Recordando,

E(G,S8,M) =1+ dimker res$,

onde res§ : HY(G; M) — H H'(S;; M) é a aplicacdo induzida pelas inclusdes S; < G.
iel
Vamos agora definir o invariante “dual” F.(G,S, M), usando a teoria de homologia de

grupos, e estabelecer resultados similares aos enunciados na secao anterior.

Os resultados provados a seguir fornecem uma maneira alternativa de obter aplicagoes e
propriedades na teoria de dualidade e decomposicao de grupos, trabalhando com enfoque maior
na homologia de grupos, em lugar da cohomologia.

Vejamos a seguir a defini¢ao de F.(G,S, M) e os resultados obtidos com este invariante.

5.2.1 A definigao do invariante E,(G,S, M)

Sejam G um grupo e § = {5;, i € I} uma familia de subgrupos de G. Denotemos

@ H.(S;; M) por H,(S; M). Da Proposicao 3.2.1, temos a seguinte sequéncia exata longa:

i€l
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aq e}
corg coro,g

oo Hy(S; M) ZS H{(Gy M) S Hi(G,S; M) 2 Ho(S; M) 3% Ho(G; M) — 0. (5.2)

Definicao 5.2.1 Seja (G,S) um par grupo, S = {S;,i € 1} uma familia de subgrupos de G
com [G: S| =00, Viel, e M um ZsG-médulo. Definimos:

E.(G,8,M) =1+ dim coker corg

onde cor§ : @Hl(Si;M) — Hy(G; M) é o homomorfismo que aparece na sequéncia exata
i€l

longa (5.2) e é induzida em homologia pela inclusao S; 4 a.

Observagao 5.2.1 Como dim coker cor§ = codim Im cor§, podemos definir o invariante E,
da sequinte maneira:
E.(G,S, M) =1+ codim Im cor§.

Observagao 5.2.2 Note que, da sequéncia exata longa (5.2), obtemos:

H{(G; M) Hy(G;M)
k — ’ = L~ Tm J.
CORCLCOT's Im corgf ker J m

Portanto, o invariante E, também pode ser considerado da sequinte forma:

E.(G,S,M)=1+dimIm J.

Seja C a categoria cujos objetos sao pares ((G,S); M), onde G é um grupo, S = {S;,i € I}

é uma familia de subgrupos de G e M é um Zy;G-mddulo e, cujos morfismos sao aplicagoes

b (G, 8); M) — (L, R = {R;,j € J}); N)

consistindo de:

(a) Um homomorfismo a: G — L;

(b) Uma aplicacao 7 : I — J tal que a(S;) C Rr);

(¢) Um homomorfismo de ZyG-médulos ¢ : M — N tal que ¢(g.m) = a(g).¢(m), onde N é

visto como ZyG-médulo por extensao de escalares via aplicacao « ( g.n = a(g).n ).

Observemos que um isomorfismo na categoria C, ¢ : ((G,S); M) — ((L,R), N) consiste
de:
(a) a: G — L um isomorfismo de grupos;
(b) m: I — J bijecao tal que a(S;) = Rr);

(c) ¢ : M — N isomorfismo de grupos abelianos que é um isomorfismo de ZyG-méodulos.
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Vamos agora provar que FE,(G,S, M) é um invariante na categoria C.
Teorema 5.2.1 Se, na categoria C, ((G,S); M) e ((L,R); N) sdo isomorfos entao
E.(G,S8M)=E.(L,R,N),

isto €, E.(G,S, M) € um invariante na categoria C.

Demonstragao: Consideremos o isomorfismo p : Zy(G/S) — Zs(L/R) definido nos
geradores por p(xS;) = a(r)R.u), cuja inversa  : Zy(L/R) — Zy(G/S) é dada por
BR;) = a™ (1) Sa-1(5)-

Como p(A) = A’, segue que a restrigdo p: A — A’ é também isomorfismo.

Considere o diagrama comutativo com linhas exatas:

0—=A—"$7,(G/8) =7y —>0

CE T

0—= A —27y(L/R)E—~Zy —0

Como Zsy é Zs-projetivo, as aplicagoes ¢ e £ tém inversas a direita. Por ([15], 1.5.10), ig
e i7, tém inversas a esquerda.

Logo, este diagrama induz o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

0—AQM—Zy(G/S) @M —=Zy @ M —0 (1)
lﬁ®¢ lp®¢ Lid@tﬁ
0—AQN—7Z3(L/R)® N —7Zy@ N——=0 (2)

Chamando M = A®@ M, N' = A’® N, denotando p® ¢ por ¢ e lembrando que Zy, @M ~ M,

temos o diagrama:

0 M——Zs(G/S) O M ——=M——=0 (1)

T

0—>N—=7Zy(L/R)@N—=N—=0 (2)

As aplicagoes horizontais da sequéncia (1) sao todas ZsG-homomorfismos e as da sequéncia
(2) sao ZyL-homomorfismos. As aplicagoes verticais sdo ZyG-isomorfismos, considerando os
Zo L-médulos como Z,G-médulos via a.

Seja P — Zs uma resolucao projetiva de Zsy sobre ZsL. Logo, P — Zo é também resolucao
projetiva de Zy sobre ZsG. De fato, a« : G — L induz a seguinte acgao de G em F;:
gxx=a(g).x, Vg€ Gex e P. Dali, cada P; é um ZyG-médulo. Como « é isomorfismo, cada

P; é Z,G-projetivo.
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Seja 7 : P — P a aplicagao identidade. Temos que 7 é compativel com «, isto é,
(g *x) = a(g)T(z).
Aplicando P ®z,¢ — a sequéncia (1) e P ®z,, — a sequéncia (2), temos o seguinte diagrama

comutativo de complexo de cadeias:

0— PRz, M—P Qg6 (Z2(G)S) @ M) — P Qp,c M —0 (1)
lr@xﬁ l7®(P®¢) lr®¢>
OﬁP(X)ZQLNﬁ-P@ZQL (ZQ(L/R)@N)ﬁP@)ZQLNﬁO (2,)

As sequéncias (1’) e (27) sdo exatas pois P —» Zy é uma resolugdo ZsG-projetiva e
ZoL-projetiva. Além disso as aplicagoes verticais sao todas isomorfismos.
Aplicando o funtor H,(_), junto com o Lema de Shapiro e a definigao de homologia relativa,

temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas ([9], 1.0.4)

coos

CO’I”G
= D Hi(S5 M) P Hy(G; M) % H(G, 83 M) S @) Ho(Si; M) 5~ Ho(G: M) — 0

el
lfv v~ L~

L
- —— P Hi(R;; —>H1(LN)—>H1(LRN—>@HO " %HO(L;N)—>0
jed jeJ

el
P ~

As aplicacoes verticais sao todas isomorfismos pois sao induzidas por isomorfismos. Além

. P . -~ . . .
disso, como ker Jg =~ ker Jy,, segue que a aplicagao induzida no quociente

- H(G; M) Hy(L,N)
: —
ker Jg ker Jy,
¢ isomorfismo.

H(G;M H(G;M
Dai, E,(G,S; M) = 1 + dim(coker cor$) = 1 + dlmLG) =1+ dim UGEM)
Im corg ker Jq
Hy(L;N Hy(L;N
=1+ dim A(L; ) =1+ dim I(—’L) = 1+ dim(coker corg) = E.(L,R; N).
ker Jg, Im corg

Apresentamos a seguir uma caracterizagao do invariante E,(G,S, M) quando os espagos

vetorials envolvidos tém dimensao finita.

Proposicao 5.2.1 Seja (G,S) um par grupo onde S = {S;;i € I} com [G : S;] = oo,

Viel, e M um ZoG-mddulo. Se os espagos vetoriais Ho(G; M), Hy(S; M) @Ho i M
el
e Hi(G,S; M) tém dimensao finita, entdo:

B (G, 8, M) =1+ dim Hy(G; M) — dim Hy(S; M) + dim H,(G, S; M).
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Demonstragao: A sequéncia exata longa (5.2) fornece a seguinte sequéncia exata curta:

cor ,G
0—Im J 2% H(G,S; M)~ Hy(S; M) —° Ho(G; M) — 0,

onde Yy denota a aplicagao inclusao.

Como os espacos envolvidos sao todos de dimensao finita, temos:

Ho(S; M)
ker corg,$
= dim Hy(S; M) — dim ker corg,

= dim Hy(S; M) — dimIm ¢

= dim Hy(S; M) —dimHl(G’—é;;m

= dim Hy(S; M) — [dimHl(Cg,rS; M) — dim ker 0]
=dim Hy(S; M) — dim H,(G,S; M) + dimIm J.

dim Hy(G; M) = dim

Logo,
dimIm J = dim Hy(G; M) — dim Hy(S; M) + dim H,(G, S; M)
Portanto, usando a Observacao 5.2.2, temos:

E.(G,S,M)=1+dimHy(G; M) —dim Hy(S; M) + dim H,(G,S; M).

5.2.2 O Invariante E.,(G,S)

Nesta secao, apresentamos os resultados obtidos com o invariante dual E.(G,S, M) no caso
em que 0 ZyG-médulo M é Zsy. Denotaremos E,. (G, S, Zs) por EL(G,S). Os resultados a seguir
podem ser comparados com aqueles contidos na Subsecao 5.1.2 anterior.

Proposicao 5.2.2 Sejam G um grupo e S = {S} a familia com um inico subgrupo de G com
(G : S] = 00. Entao:

Demonstragao: Consideremos a sequéncia exata:

COT’G corT G
o Hi(S;Z) I8 H(GZ0) —L Hi (G, S; 7o) —25 Ho(S;Z0) %8 Hy(G;Zs) — 0.

Como Hy(G;7Zs) = (Zo)g =~ Zs, Ho(S;Zs) = (Zo)s ~ Zy e cory,§ é sobrejetora, segue que

corg,S é isomorfismo, e assim, a sequéncia exata longa acima toma a forma

cor§
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Além disso, Im J = H,(G, S;Z,). Portanto, da Observacao 5.2.2, segue que

E.(G,S) =1+ dim H,(G, S;Zy).
|

Exemplo 5.2.1 Sejam G = (a) & (b)) ¥ Z B Z e S = (a) ~ Z, onde a = [a] e b= [f] sao as

classes de homotopia dos caminhos o e 3 mostrados na figura abairo. Considere X o toro T?

/ ™
\a_"_i.i_f
Pelo Exvemplo 3.5.1, temos que H\(G,S;Zy) = H\(T?,S"; Zy) = Zs.
Portanto: E(G,S) = 2.

eY o laco representado por o.

E(G,S) e dualidade

Neste topico, os grupos e pares de dualidade sao considerados sobre Zs.
Estudaremos agora o invariante F’ (G, S) no caso em que (G, S) é um par de dualidade com
G : S;] =00, VS, €8.

Proposicao 5.2.3 Se (G,S5) é um PD"-par com [G : S] = oo, entdo:

E(G,S)=1+dim H" Y (G; Zy).

Demonstragao: Como (G, S) é um PD"-par, temos:

Hl(G, S, Zg) ~ Hl(G, S, ZQ ®Zz Zg) = Hn_l(G;ZQ).

Pela Proposi¢ao 5.2.2, temos que E.(G,S) =1+ dim H"1(G; Z,).

Corolario 5.2.1 Se (G,S) é um PD"-par com |G : S] = oo, entdo

E.(G,S) =1+dim Ag,
onde € : Zo(G/S) — Zy € a aplica¢io aumentagio e A = ker(e).

Demonstracao: Temos, pela Proposicao 4.4.1, que G é um grupo de dualidade com médulo

dualizante A. Dali,

H"Y(G;Zy) ~ Hy(G; A) = Ag.
Portanto, E.(G,S) =1+ dim Ag.



5.2 O Invariante E.(G,S, M) 79

Exemplo 5.2.2 Sejam G = (a) x (b)) e S = {S}, S = (bab 'a™ '), onde a = [a] e b =[] sdo
as classes de homotopia dos caminhos « e 3 mostrados na figura a sequir.
(G,S) éum PD?-par e, pelo Exemplo 3.5.2, temos H'(G; Zy) = HY(X;Zy) = Zy D Zs, onde

X € o toro T? menos um disco aberto D, mostrado na figura abaizo.

Portanto,

E(G,S) =1+dim H(G;Zy) = 1 +dim H'(X;Zy) = 3.

Teorema 5.2.2 Sejam (G,S) um PD"-par, S = {S;;i = 1,...,r}, com [G : S| = o0,

Vi=1,..,r, e G finitamente apresentado. Entao

E(G,8S)=2—r+dim H" 1 (G;Z,) < oo.

Demonstragao: Se (G,8S) é um PD"-par, S = {S;,i = 1,...,7}, entdao G é um D" -grupo e,

consequentemente, pela Observacao 4.2.2, G é do tipo F'P. Como G é finitamente apresentado,

existe um K (G, 1)-complexo finitamente dominado (Teorema 4.1.2).
Assim, temos: Ho(G;Zy) ~ Zo, Ho(S;Zs) = @D Ho(SiiZ2) ~ @ Z> e Hi(G,S;Zs) ~
i=1 i=1

~ H"Y(G;7Z,). Como dim H" 1(G;Zy) < oo, temos, pela Proposicao 5.2.1 que

=1+1—r+dimH" YG;Zy) =2 —r +dim H" 1(G; Zy) < <.

Exemplo 5.2.3 Considere X o toro menos k discos abertos como na figura abaizo, G = m(X)
eS={S;=m((¥;),i=1,....k}. E conhecido que G é um grupo livre com k + 1 geradores.

Seque entao que (G,S) é um PD*-par e, pelo Exemplo 3.5.3, temos que HY(G;Zs) =
=HYX;Zy) =Zo® ... ® Zsy (k+ 1 cdpias).
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Logo,

E(G,S)=2—k+dimH (X;Zy)=2—k+(k+1)=2—k+k+1=3.

Coroldrio 5.2.2 Se (G,S), § = {S;,i = 1,...,r}, € um PD"-par, com G finitamente

apresentado e [G : S| =00, Vi=1,...,r, entao

r < 1+dim H"YG;Zy) < 0.

Demonstracao:

E(G,8)>1=1<2—7r+dim H" (G;Z;) < 0o =

— r <1+ dim H" 1 (G;Zy) < 0.

E.(G,S) e decomposicao de grupos

Veremos agora uma relagao entre o invariante F.(G,S) e decomposigao de grupos.

Pela Observacgao 1.4.1, se G = Gy 7 Go com G # T # Go entao [G: G1] =[G : Go] = o0 e
se G = Gy*r, entao [G : G1] = 0o. Assim, neste caso, o invariante E. (G, S) pode ser definido
quando § é uma familia de subgrupos de G; ou de G,. O proximo teorema fornecerda uma

condicao necesséria para GG se decompor sobre um subgrupo 7.

Teorema 5.2.3 Seja G um grupo, T um subgrupo de G e suponha que G se decompoe sobre
T.

(a) Se G = Gy *r Gy entio EL(G,{G1,G3}) = 1.

(b) Se G = Gi*7,, entio E.(G,{G1}) = 2.

Demonstragao:

(a) Como G = Gy #r Go, temos, pela Proposigao 1.4.1(a),a sequéncia exata curta
0— ZQ(G/T) i) ZQ(G/Gl) D ZQ(G/GQ) L> ZQ — 0.

Segue entao que A = kere = Im (a) ~ Zy(G/T).
Dai,
H(G,{G1,Gs};Zs) = Ho(G; ARy, Zs) = Ho(G; A) ~ Hy(G; Zo(G)T))
Além disso, Ho(G;Zs) = Zy e Ho({G1, Ga}: L) = Lo & Lo,
Assim, pela Proposigao 5.2.1, temos: EL(G,{G1,G2})=1+1—-2+1=1.

Shgiro H[)(T, ZQ) = Zg.
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(b) A demonstragao é analoga ao item anterior, usando a Proposicao 1.4.1(b), que fornece a

sequéncia exata curta

0— ZQ(G/T) i) ZQ(G/Gl) L) Zg — 0.

Coroldrio 5.2.3 Seja G um grupo e n um nimero inteiro, n > 1, tal que dim H" *(G; Zy) > 1.
Entao:

(a) Se Gy e Gy sao subgrupos de G tais que (G,{G1,Gs}) é um PD"-par, entio G # Gy 1 G
para todo subgrupo T de G e Gs.

(b) Se Gy é um subgrupo de G tal que (G,{G1}) é um PD"-par, entao G # Gi*r,, para todo
subgrupo T de G .

Demonstragao: Se (G,S) é um PD"-par, entao H,(G,S;Zy) ~ H" 1(G;Zy). Assim,

EN(G,8) 72?2 — 2+ dim H" (G Zy) > 1 se S = {G1, G},

Prop_.5.2.3

FE.(G,S) 1+ dim H" (G, Zy) > 2 se S = {G4},

e o resultado segue do Teorema 5.2.3.

5.2.3 O Invariante E.(G,5)

Nesta segao consideramos o invariante dual E,(G,S, M) onde S = {S} e M é 0 ZyG-médulo
dado por:
M = CoindSZy = Homg(ZsG, Zs) ~ Hom(Zs(G/S), Z) 2" Za(GS).

Por simplicidade, denotaremos o invariante E,(G,{S},Z2(G/S)) por E.(G,S).
Os resultados aqui apresentados podem ser comparados com aqueles contidos no artigo [2].
Estabelecemos inicialmente alguns limitantes para E,(G,S). Para isso, necessitamos do

seguinte resultado:

Proposicao 5.2.4 Sejam S, T subgrupos de um grupo G satisfazendo S < T < G. Se
|G : T] = o0 entao

E.(G,T,M) < E.(G,S, M),
para todo ZoG-mddulo M.

Demonstragao: Para estabelecer o resultado temos que provar que

dim coker cor§ > dim coker cor$.
Como S < T < G, temos as seguintes inclusoes

sSTd G
Sejar=jo0i:5—=G@G.
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Temos: cor§ = cor$ o cork. Além disso,

Vaclm cor§ = a € Imcorf ocorl =
— 3 B€ H\(S;M) tal que a=cor$(cork(f)) = a €Im corl.

Logo, Im cor§ C Im cor$.

Temos entao bem definida a aplicacao

H,(G; M) . H,(G; M)

G G
Im corg Im corfy

a+Im cor§ ~ a+Im cor§.

E claro que @ € sobrejetora. Logo,

H,(G: M H,(G: M
Im cory Im corg

Ou seja,
dim coker cor$ < dim coker cor§.
Temos entao:
E.(G,T,M) < E.(G,S,M).
n

Corolario 5.2.4 Sejam S, T subgrupos de um grupo G satisfazendo S < T < G com
[G:T] = o0.

(i) Se M = Z5(G/38) entio E.(G,T,Zs(G/S)) < E.(G, S).

(ii) Se M = Zy(G/T) entao E.(G,T) < E.(G, S,Z:(G/T)). =

Provaremos agora um resultado que nos fornecerda em uma relacao entre os invariantes
E.(G,95) e EL(G, S), visto anteriormente.

Proposicao 5.2.5 Sejam N, M ZoG-modulos. Se existe um ZoG-homomorfismo ¢ : N —» M
tal que a aplicagdo induzida ¢.. : Hi(G; N) — H1(G; M) € um epimorfismo, entio

E.(G,S,M) < E,(G,S,N)

para todo subgrupo S de G com [G : S| = oo.

Demonstracao: Considere o seguinte diagrama comutativo:

H,(G; N) 2% H,(G: M)

cor N T cor g T

Hy(S; N) -5~ H,(S; M)

onde cory = corgN, cory = corgM, bic = (idg, s € bus = (idg, @)s.
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Temos:

COT M © ug = Gy © COTN. (5.3)

Queremos mostrar: dim coker (cory) > dim coker (coryy).
Observe que ¢.q(Im cory) C Im cory,.
De fato:

V€ due(Imeory) = o€ Hi(S;N) | v = duc(cory(z)) = corp(ous(z)) € Im coryy.

Podemos definir entao a seguinte aplicagao

H,(G; N) H,(G; M)

R —— H .

Im cory Im cory
a+Im cory +  ¢ug(a) +Im cory.

(R

e 1) estd bem definida. De fato:
Sejam «a, 8 € Im H,(G, N). Temos:
a+Imcory =+ Imcory = a— f € Im cory = ¢.g(a — ) € Im coryy =
= ¢uc(@) + Im cory = dua(B) + Im coryy.
e 1) é sobrejetora, pois ¢.q é sobrejetora por hipdtese. Assim, temos:

Im cory,

Hl(G§N)

< dim .
Im cory

dim
Logo, dim coker (corys) < dim coker (cory). E portanto,

E.(G,S, M) < E.(G, S, N).
[ |

Observagao 5.2.3 Considere G um grupo, S um subgrupo de G e o ZoG-modulo M = Z,.
Temos CoindSZy ~ Hom(Zy(G/S), Zs) "2 Zo(G]S).
Entao existe um ZoG-epimorfismo canénico w : Zo(G/S) — Zo definido por w(f) = f(1).

Pela Observagao 2.4.1, o isomorfismo induzido (a,m)* @ H*(G;Zo(G/S)) — H*(H;Zs),

onde o : S — G € a inclusdo, é o isomorfismo de Shapiro.

O préximo resultado nos dd uma relagao entre os invariantes E, (G, S) e EL(G,S).

Coroldrio 5.2.5 Sejam o0s ZyG-mdédulos M = Zy e N = Coind$Zs Mot Z5(G/S). Seja

7w Zo(G/S) — Zy a projegao candnica definida acima. Se m, : Hy(G;Z2(G/S)) —
— H1(G;Zs) € epimorfismo, entao
E.(G,S) < E.(G,S),

para todo subgrupo S de G com [G : S| = oc.
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Demonstragao: Basta usar 7, no lugar de ¢, na Proposicao anterior.

O objetivo agora é estabelecer uma desigualdade envolvendo E,(G,S) e E.(T,S), onde
S < T < @. Para isso necessitamos de um resultado mais geral. Faremos primeiramente

algumas observacoes importantes:

Observagao 5.2.4 Seja G um grupo, T um subgrupo de G e M um ZsT-mddulo. Temos as
sequintes aplicagoes:

(a) um ZyG-monomorfismo candnico o : Ind$M —s Coind$ M tal que

seggyo €T

ggom
©(g0 @ m)(g) = .
0 caso contrario

que € um isomorfismo se |G : T < oo ([9], I11.5.9).

(b) um ZyT-monomorfismo candnico i : M —s Ind$ M, definido pori(m) = 1@m ([9], p.67).
O isomorfismo do Lema de Shapiro (o, i), : H,(T; M) — H,(G; Ind$M) ¢ induzido por (a, i),
onde o : T'— G € a inclusao (Observagao 2.4.1).

(c) um ZyG-isomorfismo canénico 1 : Coind$Coinds M — Coind$ M, onde S < T < G ([9),
p.64 (3.6)).

(d) um ZyT-homomorfismo x : Coindi M — Coind$M, S < T < G, dado pela composicio
Coind§ M — Ind$Coinds M~ CoindECoinds M N Coind$ M, isto é, x =1 opoi.

Teorema 5.2.4 Sejam S, T subgrupos de G com S < T < G e M um ZoG-modulo. Se
T : S = oo e p. : H(G;Ind$(CoindiM)) — Hi(G;Coind$(Coind5M)) ¢
epimorfismo, onde . é a aplicagdo induzida do mergulho natural ¢ : Ind$(Coind5M) —
— Coind$(CoindL M), entdo

E.(T,S,Coind5M) < E.(G, S, Coind§ M).

Demonstragao: Considerando as aplicacoes definidas na Observacao 5.2.4, temos o seguinte

diagrama comutativo:

COT’T
H,(S; Coinds M) —>~ H,(T; Coind5 M)
l(id&x)* (C%X)*j
Hy(S; Coind§ M) —— H,(G; Coind§ M)
COTS
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A aplicacio induzida (a,x). : Hy(T;Coind5M) — H(G;Coind$M) é dada pela

COMPOosicao:

H\(T; Coind§ M) =% (@2 % H(G; IndSCoind5 M) 25 Hy(G; Coind$Coinds M) ey H,(G; Coind§ M),
)

onde ¢, = (id, @), e v, = (id, V)..
Assim, (@, X)« = ¥y 0 s 0 ().
Como (i), é o isomorfismo de Shapiro, v, é isomorfismo e ¢, é epimorfismo por hipétese,
segue que (a, x)« é epimorfismo.
Além disso, (o, x)«(Im corl) C Im cor§.

De fato, pelo diagrama acima,

(v, X)x 0 corl = cor§ o (id, x)..

Assim, V y € Imcorl = y = corl(z), paraalgum =z € H(S;CoindiM) =

= (o, X)«(y) = (a, X)«(cor§(z)) = cor§ o (id, x).(x) € Im corg.
Temos entao bem definida a aplicagao

Hy(T; CoindL M) . H,(G; Coind$ M)

T G
Im corg Im corg

(, X)x

dada por (a, x).(a + Im cork) = (a, x).(a) + Im cor§.

Como (a, x)« ¢ um epimorfismo, segue que («, x). é um epimorfismo.
Logo, dim coker (cor§) > dim coker (cork).
Portanto, E.(T, S, Coind5 M) < E.(G, S, Coind$ M).

Segue entao uma relacao entre F,(T,S) e FE.(G,S)

Corolario 5.2.6 Sejam S, T subgrupos de G satisfazendo S < T < G, e M o ZsG-maddulo
trivial Zs. Se [G: S| =00 e [G: T] < 00, entdo:

E.(T,S) < E.(G,S).

E.(G,S) e dualidade

Neste topico, veremos alguns resultados em teoria de dualidade de grupos e pares usando o
invariante E,(G,S).

Proposicao 5.2.6 Seja G um PD"-grupo e S um subgrupo de G.
(i) Se S é um PD" '-grupo entao E.(G,S) < 2.
(ii) Se cd S <n —2 entio E.(G,S) = 1.
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Demonstragao: Como GG é PD"-grupo, segue das Proposicoes 4.2.3 e 4.1.1 que, nas hipdteses

de (i) e (ii), [G : S] = co0. Assim, E,(G,S) pode ser definido.

Do fato de G ser um PD"-grupo e usando o Lema de Shapiro, temos:

H\(G;Zy(G/S)) = H"G; Zs(G/S)) =~ H" (S Zy).

o _ H'(G;Z5(G/S))

(i) Se S é um PD"-grupo temos H"(S;Zy) =~ Z, e assim, coker corg = i e =
m corg
= 5 pod 0 ZLs.
T corG s6 pode ser {0} ou Zs

Assim, F.(G,S5) < 2.

(ii) Se cd S < n — 2 temos H" 1(S,Zy) = {0} e daf coker cor§ = {0}.
Logo, E.(G,S) = 1.

Exemplo 5.2.4 Sejam G =7Z" ¢ S ~ 7", com S subgrupo de G en >r > 2.
Observe que G € um PD"™-grupo e S é um PD"-grupo.
Ser=n—1, temos E.(G,5) <2 eser <n-—2, temos E.(G,5) = 1.

O resultado a seguir é importante, pois fornece uma condigao necessaria para que (G, 5)

seja um PD"-par.
Teorema 5.2.5 Se (G,S) é um PD"-par com [G : S] = oo entdo

E.(G,S) = 1.

Demonstragao: Considere a sequéncia exata longa (5.2), onde S = {S} e M = Zy(G/S5),

s HY(S:Z2(G9)) 8 HY(GTR(GTS)) — (G, $:Z(GS)) —
2y Hy(S;Z5(G/8)) — Hy(G;Za(G/S)) — 0.

Como (G, S) é um PD"-par, temos:

H\(G,S;Z5(G/S)) ~ H"'YG;Zy(G/S)) (dualidade de Poincaré)
H"Y(G; Coind$SZy)

H"Y(S;Zs) (Lema de Shapiro)
Ho(S;Zs)

(Z2)s

~  Zo.

12

12

12

12
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Pela Proposicao 1.3.6, temos Hy(G;Zo(G/S)) = 0.

Mostremos que Hy(S;Z2(G/S)) = (Z2(G/S))s # 0.

Temos Zy(G/S) ~ Hom(Zy(G/S),Zs) com a G-acao diagonal (g.f)(a) = g.f(¢g7'a), Vg €
G, VaeZ(G/SY).

Agora, como em Z, a G-agao é trivial temos g.f (g~ 'a) = f(g~'a), Vg € GeVa € Zy(G/S).

Em particular, para@ =1 = 1.5 e s € S temos:

(s-£)(1) = f(s71.1) = f(s7) = f(1).

Ou seja,

sf(D) = fI) =0,V f € Zs(G/S), ¥ s € S. (+)

Considere agora a aplicagao aumentagao

€:22(G/S) — Zo.

Hom(Z2(G/S),Z2)
A

Vamos verificar que € fornece um elemento nao nulo € em Zy(G/S) 4 = , onde

A= (sf—f| f €Zs(G/S), s €S).

Vamos supor £ = 0 em Zy(G/S)g. Logo, e € A. Assim, existem s, g,...,5, € S e

f1s fo, s fr € Zo(G)S) tais que

e=(s1fi = fi) + (s2fa = f2) + o+ (s S — fi)-
Dai, aplicando ambos os lados da igualdade na unidade 1 € Zy(G/S) e usando () temos:
1=¢(1) =0,

o que nos da uma contradigao.

Logo, € é um elemento nao nulo de Zy(G/95)s.

Concluimos entao que {0,8} ~ Zy C Hy(S;Z2(G/S5)).
Voltando a sequéncia exata longa acima, obtemos:
— cor§ — —
o Hy(S;Z5(G]S)) =5 Hi(G5 Zo(G[S)) = Zy — Hy(S: Zo(G]S))(# 0) — 0.
Como 0 é sobrejetor, segue Hy(S;Z2(G/S)) ~ Zs e Im J = kerd = 0.
Portanto, pela Observacao 5.2.2, temos

E.(G,S) =1.
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Exemplo 5.2.5 Seja X o toro menos um disco aberto e Y o bordo de X.  Temos:
G={(a)x ) =m(X)eS = (babla™t) = 7 (Y) onde a = [a] e b = [B] sdo as classes de
homotopia dos caminhos a e 8 mostrados na figura. Sabemos que o par (G,S) é um PD"-par

e, pelo Teorema anterior, E.(G,S) = 1.

As técnicas da demonstragao anterior nos fornece o seguinte resultado:

Proposicao 5.2.7 Se (G,S) é um par grupo com [G : S] = 0o e S € um subgrupo normal em
G, entao (G,S) nao é PD"-par.

Demonstragao: Se (G,S) fosse um PD™-par, teriamos, pela demonstragdo do Teorema

anterior,

Ho(5;25(G/S)) = Zo. (%)
Mas, como S é normal em G, a acao de S em Zy(G/S) é trivial.

De fato, V f € Zo(G/S) e s € S,

(s.f)(g) = f(s7'g) (acdo diagonal e Zy : ZyG-mbdulo trivial)
= [fls7'9)
= f(sL9) (S normal em G)
= f(9)
Logo: sf = f.
Assim,
Ho(S;Zo(G/S)) = Za(G/S). ()

Como [G : S| = oo temos, de (x) e (%), uma contradigao.

5.3  Conclusao

Conseguimos provar com o invariante F,(G,S, M), a medida em que a teoria era aplicavel,
varios resultados andlogos aos contidos em [2] e [3].

A cohomologia é mais comumente utilizada nos livros e artigos, e por este motivo, tem-se
um numero maior de resultados e ferramentas prontos para serem usados, como por exemplo,
o cdlculo de alguns grupos de cohomologia e propriedades da aplicagao restrigao resg.

Como consequéncia destes fatos, existem alguns resultados que garantimos apenas para

casos particulares dos estabelecidos em [2] e [3], para o invariante E(G,S, M).
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