- UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
unesp Ny Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE COMPUTAGAO E ESTATISTICA

ANALISE DA ESTABILIDADE DE
SISTEMAS DINAMICOS PERIODICOS
USANDO A TEORIA DE SINHA

Amabile Jeovana Neiris Mesquita

Dissertagao de Mestrado
Pos-Graduacao em Matemética Aplicada

Rua Cristovao Colombo, 2265
15054-000 - Sao José do Rio Preto - SP - Brasil
Telefone: (017) 3221-2201

Fax: (017) 3221-2203



Analise da estabilidade de sistemas dinamicos periédicos
usando a Teoria de Sinha

Amabile Jeovana Neiris Mesquita

Dissertagao apresentada ao Instituto de Bioci-
éncias, Letras e Ciéncias Exatas da Universi-
dade Estadual Paulista “Jalio de Mesquita Fi-
lho”, Campus de Sao José do Rio Preto, Sao
Paulo, para a obtencao do titulo de Mestre em

Matematica Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. Masayoshi Tsuchida

Sao José do Rio Preto

Junho de 2007



Aos meus pais e a minha doce filha Camila,

dedico.



Agradecimentos

A Deus, por tudo.

Aos meus pais Mesquita e Jenir que sempre me apoiaram, incentivaram e acreditaram em
mim. Agradeco também pelos almogos deliciosos diarios que ofereceram ao meu companheiro,
a minha filha e a mim pelo simples fato de poupar meu tempo tao escasso. Agradego por
levarem e buscarem minha filha aos seus compromissos de crianca. Agradeco pelo “mutirao
de limpeza” que realizaram todos os finais de semana para que, com isso, estudasse tranqiiila
sem me preocupar com os servicos de casa. Fizeram tudo isso com a maior boa vontade e sem

cobrar nada em troca, somente desejando que alcangasse os meus objetivos.

Agradeco a minha filha Camila simplesmente por ela existir em minha vida, proporcionando-
me os momentos mais felizes. Agradeco-a por compreender que nao podia acompanhé-la em

todos os passeios.
Agradego ao meu companheiro Rafael pelo carinho, paciéncia e compreensao.

Aos meus amigos pos-graduandos Adriana, Daniel, Orestes, Eduardo, Rildo, Daniele,
José Renato, José Maricato, Fernando Rafaeli, Fabio, Altamir, Danilo, Gabriela, pelas ami-
zades sinceras, pelos momentos de descontracao, pela paciéncia que tiveram em me fazer
relembrar vérios conceitos basicos de Algebra Linear e Calculo (apos 10 anos de formada e
sem o contato com a matéria nao foi facil...) e, principalmente, pelas horas de discussoes que

foram fundamentais para a realizagao deste trabalho. Adriana e Gabi, muito obrigadal!!

Agradego ao professor Dr. Masayoshi Tsuchida, pela orientacao e paciéncia (e quanta

paciéncia) na elaboracao deste trabalho.

Aos professores Dr. Ranga e Dr*. Cleonice pela disposi¢ao em tirar minhas davidas e

por emprestar livros sobre polinémios ortogonais.
Ao Getiilio pela sua simpatia.

Ao pessoal da Diretoria de Ensino de Sao José do Rio Preto, pela maneira como fui



recebida.

A todos da escola E.E. Leonor da Silva Carramona e E. E. Maria de Lourdes mas

principalmente a coordenadora Lucia, pela confian¢a que teve em mim e pelo acolhimento.

Aos professores do Projeto Recuperacao que acreditaram que juntos poderiamos realizar

um 6timo trabalho, e realizamos!!!

A Secretaria de Educacao do Estado de Sao Paulo pelo auxilio financeiro.



“A persisténcia é o caminho do éxito.”

Charles Chaplin



Resumo

Neste trabalho estuda-se alguns sistemas dinamicos utilizando um novo método para
aproximar a matriz de transi¢ao de estados (STM) para sistemas periodicos no tempo. Este
método é baseado na transformagao de Lyapunov-Floquet (L-F), e utiliza a expansao polino-
mial de Chebyshev para aproximar o termo periédico. O método iterativo de Picard é usado
para aproximar a STM. Os multiplicadores de Floquet, determinados através deste método,
permitem construir o diagrama de estabilidade do sistema dinamico. Esta técnica é aplicada
para analisar a estabilidade e os pontos de bifurcagao do sistema dindmico formado por um
péndulo elastico com excitacao vertical periddica no suporte. Além dessa aplicagao, é ana-
lisada também a equagao de Mathieu e a estabilidade do sistema dindmico constituido por

particulas carregadas e imersas em um campo magnético perturbado.

Palavras-chave: Transformacao de Lyapunov-Floquet, Polinomio de Chebyshev, Iteracao

de Picard, Péndulo elastico, Estabilidade e Bifurcacao.



Abstract

In this work some dynamic systems are studied using a new method to approach state
transition matrix (STM) for time-periodic systems. This method is based on Lyapunov-
Floquet transformation (transformation L-F) and uses the Chebyshev polynomial expansion
to approach the periodical term. The Picard iterative method is used to approach the STM.
The Floquet multipliers determined through this method, allow to draw the stability diagram
of the dynamic system. This technique is applied to analyze the stability and bifurcation
points of the dynamic system formed by an elastic pendulum with periodic vertical excitation
on support. Besides this application, the Mathieu equation is analyzed and also the stability
of the dynamical system constituted by charged particle in a perturbed magnetic field is

discussed.

Keywords: Lyapunov-Floquet Transformation, Chebyshev Polynomial, Picard Iteration,

Stability, Bifurcation.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas dinamicos governados por um conjunto de equagoes diferenciais
ordinarias, lineares ou nao lineares, e com coeficientes periddicos sempre teve uma grande
importancia em diversos ramos da ciéncia e engenharia. A analise da estabilidade, bifurcacao
e da resposta sob varios tipos de excitagoes sao motivos de uma vasta quantidade de trabalhos
na literatura classica e atual. Numerosas aplicagdes praticas podem ser encontradas nas
adreas de mecanica quantica, dinamica estrutural, dinamica de sistemas rotacionais, entre
tantas outras. Para a analise da estabilidade, primeiro é preciso linearizar as equagoes do
movimento em torno de uma posicao de equilibrio. A estabilidade e a condi¢ao de bifurcacao
sdo determinadas pelos autovalores da matriz fundamental (STM) do sistema linearizado
calculada no final do periodo principal, e que é conhecida como Matriz de Transi¢ao de Floquet
(FTM). E bem conhecido que solucdes exatas de sistemas com coeficientes periodicos sdo
possiveis somente em um ntmero limitado de casos e, em geral tais solugoes sao obtidas apenas
aproximadamente. Varios métodos sao usados para investigar a estabilidade de sistemas com
coeficientes periddicos, como o método da perturbagao, o método de Hill e a teoria de Floquet.

O método da perturbacao é aplicado somente se o parametro que multiplica os termos
periodicos é pequeno. O método requer mais conhecimento do comportamento do sistema e
cada regiao do sistema requer uma anélise separada. O método da média é também restrito
a sistemas com parametros pequenos.

O método do determinante infinito de Hill ¢ um dos métodos mais antigos, usado para
calcular a curva de transi¢ao ou de fronteira. Ele determina a fronteira entre a regiao estavel
e instavel no espaco de parametros, sem calcular de fato o vetor resposta. Para conseguir a

combinagao dos valores dos parametros que correspondem aos pontos de transigao, a solucao é



expandida na forma de séries de Fourier e substituidas nas equacoes dinamicas. Igualando os
coeficientes de cada termo trigonométrico a zero, um ntmero infinito de equagoes algébricas
lineares homogéneas é obtido. O determinante da matriz dos coeficientes é zero somente
nos pontos de transicao. A solucao precisa do determinante infinito produzird os pontos
de transigao. Entretanto, na pratica, usa-se uma série de Fourier finita e entao o ponto de
transicao é determinado. Aumentando o numero de termos, encontra-se um novo ponto de
transicao. Este procedimento é repetido varias vezes para encontrar o ponto limite da série,
e o ponto limite corresponde ao ponto de transicao. Este processo consome muito tempo de
computacao, e nao produz o vetor resposta para um ponto qualquer arbitrario no espago de
parametros. Ademais, o método de Hill nao é muito conveniente para computacao digital se
o sistema possuir muitos graus de liberdade.

A teoria de Floquet é a mais geral delas. No passado recente nao se tinha eficiéncia
computacional para calcular a matriz de transi¢ao de estados (STM) e, portanto, o seu uso
ficou reduzido a uma classe de problemas, a classe dos sistemas comutativos.

Recentemente surgiram novas técnicas computacionais onde a matriz do sistema perio-
dico e o vetor estado sao expandidos em termos de polinémios alterados de Chebyshev . A
idéia de resolver equacgoes diferenciais em termos de polindmios ortogonais nao é nova. Uma
excelente referéncia deste assunto é o livro de Fox e Parker [12], dentre numerosos artigos na
literatura. Contudo, as primeiras investigacoes foram restritas somente as equagoes escalares
com coeficientes constantes. Muitos autores, como Chang (1986) [5], Chou e Horng (1985)
[6, 8, 7] e outros, tém usado polindmios ortogonais para resolver problemas provenientes no
campo de sistemas e controle. A primeira aplicacdo de polinémios ortogonais para equagoes
diferenciais com coeficientes periddicos foi relatada por Sinha e Chou (1976) [25] e Sinha
(1979) [26]. Estas aplicagoes foram limitadas simplesmente as equagoes escalares de segunda
ordem. Com o desenvolvimento da teoria de varias matrizes operacionais |2, 5| associado
com polindmios ortogonais foi possivel aplicar esta técnica a varios sistemas periddicos. Em
um estudo posterior de Sinha e Wu (1990) [27| foi apresentado um esquema para obter uma
aproximagcao para a matriz fundamental (STM), em uma forma fechada, para um sistema de
equacoes de segunda ordem. A aproximacao foi baseada na idéia de que o vetor estado e a
matriz do sistema periddico podem ser expandidos em termos de polinomios de Chebyshev
sobre o periodo principal. Aplicando as matrizes operacionais de integracao e do produto asso-

ciadas com os polinémios, esta expansao reduz o problema original a um conjunto de equacgoes



algébricas, cujas solugdes sao obtidas no intervalo de um periodo. Entretanto, os coeficientes
de Chebyshev da solugao deveriam ser obtidos usando a regra de Cramer, matriz inversa, etc.,
e portanto, esta aproximagao ¢ impraticavel para sistemas de dimensao superior. Em 1997
[24], Sinha e Butcher desenvolveram um algoritmo para calcular explicitamente a matriz solu-
¢ao fundamental (STM) para sistemas dindmicos periddicos no tempo de qualquer dimensao,
em funcao de seus parametros e do tempo, onde se aplica tanto a iteragao de Picard como a
expansao em termos de polinémios alterados de Chebyshev. Este algoritmo envolve somente
operagoes de adi¢ao e multiplicagao de matrizes, e é facilmente executado usando softwares
simbolicos como o Matlab®. Como este método nao é baseado na expansao em termos de um
parametro pequeno, pode ser aplicado em sistemas que nao possuam parametros pequenos.
Como nos outros estudos, as matrizes operacionais de integragao e de produto associadas com
os polinémios alterados de Chebyshev sao aplicadas. Entretanto, a necessidade de resolver al-
gebricamente os coeficientes de Chebyshev é completamente evitada pelas iteragoes de Picard
(seqiiéncia de aproximagoes). Por fim, calcula-se facilmente a matriz de transi¢ao de Floquet
(FTM) e é feito o estudo da estabilidade e bifurcagao do sistema através de seus autovalores.

O objetivo deste trabalho ¢ a analise da estabilidade do péndulo elastico excitado pa-
rametricamente e de uma particula carregada em campo magnético dependente do tempo
aplicando essa nova teoria (conforme Figura 1.1) . O trabalho foi dividido em 5 capitulos. No
capitulo 2 apresenta-se uma introducao a teoria de sistemas dinamicos.

No capitulo 3 é desenvolvida a técnica para aproximar a matriz de transicao de estados
para sistemas periodicos no tempo. Para esse fim, apresenta-se a teoria de Floquet, a teoria
dos polindémios ortogonais (em particular o polinémio de Chebyshev), as matrizes operacionais
e o método iterativo de Picard.

No capitulo 4 aplica-se a técnica desenvolvida no capitulo 3 em dois sistemas com co-
eficientes periodicos no tempo: no péndulo elastico excitado parametricamente e em uma
particula carregada em um campo magnético dependente do tempo.

No capitulo 5 contém conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Sistemas Dinamicos: Conceltos

Preliminares

Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados por alguma
interacao ou interdependéncia, de modo que existam relagoes de causa e efeito nos fendémenos
que ocorrem com os elementos desse conjunto. Um sistema é dinamico quando algumas
grandezas que caracterizam seus objetos constituintes variam no tempo. Leibniz foi o primeiro
a usar a palavra dindmica nesse contexto. A posi¢ao no futuro e no passado de muitos sistemas
fisicos, quimicos, bioldgicos, econémicos e sociais podem ser previstos até certo ponto, pelo
conhecimento de sua posi¢gao no presente e as leis que governam sua evolugao. Com a condig¢ao
de que suas leis nao mudem no decorrer do tempo, o comportamento é tal que um sistema
pode ser considerado como completamente definido por sua posic¢ao inicial. Deste modo, a
nogao de sistema dinadmico inclui o conjunto de suas possiveis posi¢oes e uma lei de evolugao da
posi¢ao no tempo [14]. Neste Capitulo é apresentado, de forma introdutoéria, alguns conceitos

de sistemas dinamicos que sao utilizados nesta Dissertagao.

2.1 Espaco de estados

Todas as possiveis posi¢oes de um sistema sao caracterizadas pelos pontos de algum con-
junto X. Este conjunto é denominado o espaco de estados do sistema. A especificacao de um
ponto z € X deve ser suficiente nao somente para descrever a presente “posi¢ao” do sistema,
mas também determinar sua evolugao. Freqiientemente o espago de estados é denominado de

espaco de fases , seguindo uma tradi¢ao vinda da mecéanica classica. A dimensao do espaco de



2.2. Tempo 6

fases equivale ao nimero de equacoes de primeira ordem necessarias para descrever o sistema.
Um plano de fases é, portanto, o espaco de fases para um sistema formado por duas equagoes

de primeira ordem.

2.2 Tempo

A evolucao de um sistema dinamico significa a mudanga de posicao do sistema no de-
correr do tempo ¢t € T, onde T" é um conjunto numérico. Existem dois tipos de sistemas
dindmicos: aqueles com tempo continuo (7' = R), e aqueles com tempo discreto (T = 7).
Sistemas do primeiro tipo s@o denominados sistemas dindmicos de tempo continuo, enquanto
os do segundo tipo sao denominados sistemas dinamicos de tempo discreto. Neste trabalho é

analisado sistemas dindmicos de tempo continuo.

2.3 Operador evolucao

A principal componente de um sistema dindmico é uma lei de evolu¢ao que determina a
posicao x; do sistema no tempo ¢, contanto que sua posicao inicial xy seja conhecida.
A maneira mais geral de especificar a evolucao é assumir que para t € T, uma funcao

¢! esta definida no espaco de estados X, isto é

o X — X,

a qual transforma uma posicao inicial zo € X em alguma posicao x; € X no tempo t

t
Ty = @ To

A fungao ¢ é denominada operador evolugao do sistema dinamico e pode ser conhecido
explicitamente, no entanto, em muitos casos é definido indiretamente e s6 pode ser calculado
de forma aproximada. No caso de tempo continuo, a familia {¢'},c7 de operadores evolugao
¢ denominado um fluxo. Note que 'z pode nao ser definida para todo par (z,t) € X X
T. Sistemas dinamicos com operador evolucao ¢! definido para todo ¢t € T sao chamados
invertiveis. Em tais sistemas a condi¢ao inicial xy nao s6 define completamente a posicao

futura do sistema, como também seu comportamento no passado. No entanto, ha sistemas



2.3. Operador evolugao 7

dindmicos nos quais o comportamento futuro (¢ > 0) é completamente determinado por sua
posicao inicial o em ¢t = 0, mas seu comportamento para ¢t < 0 nao pode ser reconstruido.
Tais sistemas dinamicos (nao invertiveis) sao descritos com operador evolugao definido somente
para t > 0 e sao denominados semi-fluxos.

E possivel ainda que @'z, esteja definida apenas localmente, por exemplo, para 0 <
t < ty, onde tg depende de xy € X. Um exemplo importante de tal comportamento é um
“blow-up” quando um sistema de tempo continuo em X = R" aproxima-se do infinito com
tempo finito, isto é,

I ¢'zo [|— +o0,

para t — ig.
O operador evolucao tem duas propriedades naturais que refletem a caracteristica de-

terministica do comportamento dos sistemas dinamicos. A primeira,

¥ =id, (2.1)

onde id é a fungao identidade em X, isto é, id x = x para todo x € X. A propriedade (2.1)

implica que o sistema nao muda sua posi¢ao “espontaneamente”. A segunda,

" = ploy’, (2.2)

ou seja,

para todo x € X e t,s € T, tal que ambos lados da equacao anterior estao definidos. Essen-
cialmente, a propriedade (2.2) implica que o resultado da evolugao do sistema no decorrer de
(t + s) unidades de tempo, partindo de um ponto x € X, é o mesmo se o sistema permitir
primeiro a mudanga da posi¢ao de x para s unidades de tempo acima e entao evoluir nas ¢
proximas unidades de tempo & partir da posicao resultante p°z, como mostra a Figura 2.1.
Esta propriedade significa que a lei que governa o comportamento do sistema nao muda no
tempo: o sistema é “auténomo”.

Para sistemas invertiveis, o operador evolugao ' satisfaz a propriedade (2.2) para t

t

e s ambos negativos e nao negativos. Em tais sistemas, o operador ¢t é a inversa de !,

()™t = o7, desde que
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Figura 2.1: Composicao do operador evolugao.
2.4 Definicao de um sistema dinamico

Um sistema dindmico é uma tripla {T, X, o'}, onde T € um conjunto de tempo, X € um
espaco de estados, e o' : X — X € uma familia de operadores evolugio parametrizados por

t € T e satisfazendo as propriedades (2.1) e (2.2).

2.5 Sistemas dinamicos deterministicos

Sistemas dindmicos deterministicos sao aqueles onde o estado do sistema é caracterizado
por variaveis com valores bem definidos, sua evolucao temporal é governada por regras bem
definidas, previsoes sao possiveis dentro de certas limitagoes e sao matematicamente expressos
por equagoes diferenciais (parciais ou ordinarias). Exemplos de sistemas deterministicos: mo-
vimento de um ponto material - leis de Newton do movimento junto com as leis da gravitacao

universal. [29]

2.6 Caos

Caos é um termo usado para definir os movimentos aparentemente irregulares de sistemas
dinamicos deterministicos. Tal comportamento é caracterizado pela dependéncia as condig¢oes

iniciais e pela presenga de uma faixa continua de ruido no espectro de freqiiéncia. [3]

2.7 Orbitas e retrato de fases

A geometria associa ao sistema dinamico {T', X, ¢’} suas 6rbitas no espago de estados e

o retrato de fases exibe estas orbitas.
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Uma orbita partindo de xq € um subconjunto ordenado do espacgo de estados X,
Or(zo) ={r € X :2=¢'zy, paratodo t€T talque ¢'ry esta definido}.

Orbitas de um sistema de tempo continuo com um operador evolug¢ao continuo sao
curvas no espaco de estados X parametrizadas pelo tempo %, e orientadas para suas direcoes

de crescimento (Figura 2.2). As orbitas mais simples sdo os pontos de equilibrio.

Ve

Figura 2.2: Orbitas de um sistema continuo.

Um ponto z* € X € denominado um ponto de equilibrio se p'z* = x* para todo t € T.
O operador evolugao leva um ponto de equilibrio nele mesmo. Equivalentemente, um sistema
permanece no ponto de equilibrio indefinidamente. Isto representa o comportamento mais
simples do sistema.

Outra orbita relativamente simples é um ciclo. Um ciclo é uma orbita periddica Ly, tal
que cada ponto xg € Lg satisfaz o'tz = play com algum Ty > 0, para todo t € T.

O menor Ty que satisfaz esta propriedade é denominado o periodo do ciclo Ly. Se um
sistema comeca sua evolucao de um ponto x( no ciclo, ele ira retornar exatamente neste ponto
apo6s 1y unidades de tempo, exibindo oscilagoes peridédicas. No caso de sistema de tempo
continuo o ciclo Ly ¢ uma curva fechada (Figura 2.3). Um ciclo de um sistema dindmico de
tempo continuo em que nao existem outros ciclos na sua vizinhancga, ¢ denominado um ciclo
limaite.

O retrato de fases de um sistema dindmico € uma divisio do espaco de estados em
orbitas. O retrato de fases contém muitas informacgoes do comportamento do sistema dindmico.
Analisando o retrato de fases, podemos determinar o nimero e os tipos de convergéncias para
as quais o sistema tende quando ¢t — oo (e parat — —o0 se o sistema ¢ invertivel). No entanto,
¢é impossivel representar todas as érbitas em uma figura. Na pratica, somente algumas 6rbitas

principais sao tracadas no diagrama do retrato de fases, como visto na Figura 2.2.
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t"‘
=]

Figura 2.3: Orbita periédica de tempo continuo.
2.8 Equagoes diferenciais e sistemas dinamicos

O modo mais comum de definir um sistema dindmico de tempo continuo é usando
equagoes diferenciais. Suponha que o espago de estados do sistema é X = R" com coordenadas
(21,9, ..., ;). Freqlientemente a lei de evolugao do sistema é dada em termos das velocidades

t; como fun¢do das coordenadas (z1, x2, ..., T,)
;= filwy, 9, oy xy), 1 =1,2,...,m,

ou na forma vetorial

T = f(x), (2.3)

onde o vetor funcao f : R” — R™ é suposto ser diferenciavel.
A fungao do lado direito de (2.3) é denominada um campo vetorial, pois relaciona um ve-
tor f(z) para cada ponto z. A equagao (2.3) representa um sistema de n equagoes diferenciais

ordindrias auténomas, ou simplesmente EDO.

2.9 Diferenca entre variavel e parametro

Poincaré usa o péndulo simples para exemplificar conceitos e idéias. O péndulo é, de fato,
um sistema paradigmatico no estudo de comportamentos dindmicos. A variagao da posi¢ao
angular 6 de um péndulo de massa m e comprimento [, nao-amortecido, e sujeito apenas a

acao da gravidade g, é descrita pela seguinte equacao diferencial:

o) % nO(t) =0 (2.4)

a2

O angulo 6 expressa o deslocamento angular do péndulo em relagao ao eixo que é paralelo
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a forga gravitacional e passa pelo seu ponto de sustentagao. Observe que esse sistema apresenta

grandezas que podem ser classificadas em trés categorias diferentes

e 0 tempo é uma variavel que evolui livremente, pois nao se pode interferir na sua veloci-

dade. Esse tipo de variavel é chamada de varidvel independente

e 0 angulo # varia com o tempo. Portanto, tal variavel é denominada de varidvel depen-

dente, ja que sua evolugao ¢ funcao da varidvel independente.

e 0s pardmetros | e g sao quantidades que influenciam o comportamento do sistema, mas
seus valores independem da posi¢ao angular do péndulo. Na equagao, os parametros

assumem valores constantes.

2.10 Sistema linear

A forma geral de se escrever uma equagao diferencial linear para a varidvel dependente

x(t) &
d"x(t) d" 1z (t) dx(t)
CLn(t) dn + an_l(t)w + ...+a (t)w + ao(t)a:(t) = F(t) (25)
sendo t € R, . Uma equagao diferencial é linear se x(t), dx(t)/dt, ... , d"z(t)/dt" aparecem

como termos de primeiro grau, isto €, estao elevados a primeira poténcia, caso contrério, ¢é
nao-linear.

Para sistemas lineares valem o principio da aditividade e o principio da proporcionalidade
entre excitagdo e resposta. O primeiro principio estabelece que se para uma entrada Fj(t) o
sistema exibe uma resposta x1 (), e para uma entrada Fy(t) o sistema exibe uma resposta (),
entao para uma entrada F} (t)+F5(t), a saida do sistema seréa x1 (t)+x2(t). O segundo principio,
também conhecido como principio da homogeneidade, afirma que, se para uma entrada F'(t),
o sistema tem uma saida x(t), entdo para uma entrada kF(t), sendo k uma constante, a
saida serd kx(t). Em sistemas nao-lineares ndo valem, em geral, esses principios. Nao ha
um método analitico geral para se obter a solucao explicita dessa equagao para quaisquer
coeficientes a;(t)(j = 0,1,...,n) e entrada F(¢). Ou seja, ndo ha um método geral para se

obter a formula que expressa como x varia em funcgao de t.
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2.10.1 Diferenca entre parametros fixos e variaveis

Se os coeficientes a;(t) de (2.5) sdo constantes tem-se um sistema a pardmetros fizos ,
assim, o tempo s6 pode aparecer explicitamente na fungao de entrada F'(t). Num sistema a
pardmetros variaveis, um ou mais coeficientes a;(t) sdo funcoes explicitas do tempo t. Nesta
dissertacao estuda-se equagoes em que ha uma tnica variavel independente (tempo) e coefici-

entes que variam periodicamente no tempo.

2.10.2 Equagoes homogéneas e nao-homogéneas

Uma equagao diferencial é chamada de equagao homogénea se a fungao de entrada F'(t)

é nula. Se F(t) # 0, entdo a equagao é chamada de nao-homogénea.

2.10.3 Sistemas auténomos e nao auténomos

Um conjunto de equacgoes diferenciais, lineares ou nao-lineares, a parametros constantes,
sujeitas a fungoes de entrada que nao dependem explicitamente do tempo ¢ é chamado de
sistema auténomo. Se o tempo aparece explicitamente em algum coeficiente e/ou em alguma

funcao de entrada, o sistema de equacoes é chamado de nao-auténomo.

2.10.4 Solucao de um sistema linear homogéneo auténomo

Seja o sistema linear

CCIT;C i —Ar zeR” (2.6)

onde A é uma matriz n X n com coeficientes constantes. Uma solugao do sistema (2.6) é uma

fungao vetorial z(xg,t) que depende do tempo t e da condigao inicial
z(0) = xo. (2.7)
A solugao do sistema linear (2.6) ¢ simplesmente
z(z0,t) = ey, (2.8)

onde e ¢ uma matriz exponencial nxn. Isso pode ser facilmente deduzido do desenvolvimento

At

em série da matriz e, ou seja

n

(n)!

t?
eAt:[[+tA+§A2+"'+ A”_|_] (29)
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onde I é a matriz identidade. Derivando (2.9) termo a termo em relacao a t, temos

ieAf:[A+tA2+---+LA”+---]:AeAt. (2.10)
dt (n—1)!

Portanto, pode-se usar (2.9) e (2.10) para mostrar que (2.8) é solucao de (2.6) e (2.7).

A solucao geral do sistema linear é a superposicao de n solugoes linearmente indepen-

dentes {x'(t),- -, z"(t)}
ilj’(t) = chxj(t)7

onde as n constantes ¢; sao determinadas pela condicao inicial.

Se os autovalores {\1, -+, \,} de A forem reais e distintos , entdao A tem n autovetores
linearmente independentes {vy, - - - , v, }. Além disso, podemos diagonalizar A por meio de uma
transformacao linear. A partir de (2.9), é facil ver que a matriz e' também sera diagonal

com autovalores {e*? ... e!}. Deste modo, a solucdo de cada x7(t) serd

2l (t) = eVl

No caso em que A tem autovalores complexos conjugados \; = a; £ i3; e autovetores

v; = v]Re + iv]’?m, temos as solugoes

x%e = eajt(vfe cos Bt — vjl-m sin 3;t),

x*}m = eajt</()fe Sin ﬂjt + Uj[m COS ﬂ]t>7

j j ~ . . L. .
onde x,, e x7,, sdo, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria de 27 (¢).

De maneira simplificada escrevemos
7 (t) _ eRe()\j)tezIm(/\j)t,Uj ]

Como etmX)t

¢ uma fungao limitada, a estabilidade de 27 (¢) vai depender essencialmente
de Re();). Se Re()\;) > 0, eR)! cresce continuamente com o tempo e 27(t) — oo quando
t — oo. Isso significa que as trajetorias 27 (t) deixam a vizinhanga de um ponto de equilibrio
z*. Inversamente, se Re();) < 0, 27(t) — z* quando ¢ — oo e nesse caso o ponto de equilibrio
é estavel.

As diferentes possibilidades de combinagao dos autovalores, que podem ser reais, imagi-
narios puros, todos com parte real positiva, etc..., vao definir nao sé a estabilidade do ponto

de equilibrio mas também a forma das solu¢oes em sua vizinhanca. Desta forma, os pontos

de equilibrio sao classificados de acordo com a sua natureza.
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2.10.5 Ponto de equilibrio e estabilidade

E apresentado, agora, apenas o conceito de estabilidade de uma solucdo estacionaria
representada por um ponto de equilibrio no espaco de fases, segundo a defini¢ao de Lyapunov.

Seja x* a posigao de equilibrio de um sistema dindmico. Define-se * como um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel se, apés uma perturbagao na condic¢do inicial z(0) = x*,
entao a trajetoria x(t) — x* quando ¢ — oo. Um ponto assintoticamente estavel atrai todas
as trajetorias contidas em uma “esfera” com centro em x*, conforme o tempo passa. Se essa
esfera possui raio finito, * é o ponto de equilibrio localmente assintoticamente estével. Se
essa esfera tem raio infinito, ou seja, abrange todo espaco de fases, o ponto de equilibrio é
globalmente assintoticamente estavel. Em ambos os casos, tal ponto é classificado como um
atrator. O conjunto de todas as condic¢oes iniciais que convergem para um mesmo atrator
formam sua bacia de atracao.

Define-se z* como um ponto de equilibrio neutramente estdvel se, apds uma perturbacao
na condigao inicial z(0) = z*, entdo z(t) permanece dentro de uma esfera centrada em x*,
conforme o tempo passa. Nesse caso porém, z(t) ndo tende para x* quando t — oo.

Define-se x* como um ponto instdvel se, ap6s alguma perturbacao na condi¢ao inicial
z(0) = 2*, entdo z(t) deixa a esfera centrada em z* num tempo finito. A palavra esfera é
usada se o sistema for tridimensional, se fosse unidimensional seria um segmento de reta. No
caso bidimensional um circulo, e para dimensao maior que trés é usado o termo hiper-esfera.

A estabilidade de um ponto no sentido de Lyapunov é definida em termos do compor-
tamento das trajetérias que partem de uma condigao inicial localizada na vizinhanca desse
ponto. A existéncia de um ponto instavel implica que, conforme o tempo passa, a magnitude
das varidveis pode aumentar de maneira ilimitada, distando-se do ponto em questao. Num
sistema fisico real, isso corresponde a elementos mecéanicos que se deformam ou rompem, ou
a elementos elétricos que saturam ou queimam [11].

Considere o sistema de n equagoes diferenciais lineares (2.6). O polindémio caracteristico
é obtido através de det(A — AI) = 0. Quando todos os autovalores da matriz A tiverem a
parte real diferente de zero, o ponto de equilibrio z* é chamado de hiperbdlico, independente
do valor da parte imaginaria. Quando pelo menos um autovalor tem a parte real nula, o ponto
de equilibrio é denominado de nao-hiperbdlico.

Os pontos de equilibrio hiperbdlicos podem ser classificados de trés formas quanto a

estabilidade: atratores, repulsores, e selas.
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e Se todos os autovalores de A tém a parte real negativa, o ponto de equilibrio é chamado

de atrator, sendo que neste caso o equilibrio ¢ assintoticamente estavel. Se todos os
autovalores de A sao complexos, entao o atrator é chamado de foco estdvel, e se todos

os autovalores de A sao reais, o atrator é chamado de no estdvel.

Se todos os autovalores da matriz A tém a parte real positiva o ponto de equilibrio é
chamado de repulsor ou fonte. Se os autovalores sao complexos, entao a fonte é chamada

de foco instdvel e, se todos os autovalores de A sao reais, a fonte é chamada de nd instdvel.

Quando alguns autovalores (mas nao todos) tém a parte real positiva e o restante tem

a parte real negativa, entao o ponto de equilibrio é chamado de sela.
Quanto a estabilidade de pontos de equilibrio nao-hiperbélicos, pode-se dizer que:

Um ponto de equilibrio nao-hiperbélico é instdvel se um ou mais autovalores de A tem

a parte real positiva.

Se alguns autovalores da matriz A tem a parte real negativa, enquanto que os outros
autovalores tem a parte real nula, o ponto de equilibrio é chamado de marginalmente

estdvel.

Se todos os autovalores da matriz A s@o imaginarios puros e nao-nulos, o ponto de

equilibrio é chamado de centro.

2.11 Sistema nao-linear

Em geral é impossivel obter solugoes analiticas exatas de equacgoes diferenciais nao

lineares. Entretanto, um sistema nao linear pode ser aproximado em torno de um ponto de

equilibrio por um sistema linear. Tal procedimento é conhecido como linearizacao. Estudando

a aproximacao linear, pode-se, as vezes, prever o comportamento das solugoes do sistema nao

linear na vizinhanca do ponto de equilibrio.

2.11.1 Linearizacao

Seja o sistema de equagoes diferenciais nao lineares de primeira ordem (2.3)

j"l — fl(xler) ,fL‘n)
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j:2 — f2($17$2, al‘n)

:tn = fn(l‘la'rZ; "'axn)a

para o qual existe um ponto de equilibrio z* = (27,23,...,2%). Em torno desse ponto, as

fungoes f;(x1,x2,...,2,), i = 1,...,n, podem ser aproximadas por equagdes de retas, ou seja,

equacoes lineares. Para isso, expandem-se essas fungoes em série de Taylor

at fi(we, s wn) = filwy, ) + B o (T —27) + D o(T—ad) + .+ o o (T — )+
—82']01 * anl * anl *
8%12 ’x*(ilf — -T1)2 -+ ax22 ‘x* (x — x2)2 + ...+ aan ‘x* (.1' _ xn)Q o
onde 1 = 1,2,...,n. Retendo-se apenas a parte linear obtém-se, em notacao matricial,
dx(t)
= Ju(t 2.11
a ~ 720 (2.11)

sendo z o vetor coluna das varidveis de estado e J a matriz Jacobiana

1 ox1 Oxa e Oxn
T Ofa(z*)  Ofa(x*) Ofa(x*)
et)= 17|, J=| Mmoot
. Ofule”)  Ofula”) Ot (&)
L n | L Ox1 Oxo T Oxn |

2.11.2 Equivaléncia Topolégica

Seja a funcgdo g(z) = y, g = (91,92, -,9) € ¥ = (Y1,Y2, -, Yn), suponha g uma fun-

¢ao bijetora. Uma funcao com essa propriedade é invertivel, isto é, existe a funcao inversa
g_l(y) = 7. Se g é continua, invertivel e sua inversa ¢g—! é continua, entdao ¢ ¢ um homeomor-
fismo e o dominio = e imagem ¥y sao homeomorfos. Quando os retratos de fases dos sistemas
dindmicos & = f(z) e ¥ = h(y) podem ser relacionados por um homeomorfismo g(z) = y
que preserva o sentido do movimento (a orientagao) no espago de fases, entao esses sistemas
sao topologicamente orbitalmente equivalentes. Isso significa que as trajetorias de um sistema
podem ser continuamente deformadas até se tornarem iguais as trajetorias do outro sistema.
Deformacoes continuas envolvem esticamentos e alongamentos, mas nao cortes ou emendas.
Dois retratos de fases que apresentam a mesma estrutura orbital sao qualitativamente equi-

valentes, conseqiientemente eles apresentam comportamentos dinamicos similares. Portanto,
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se as trajetorias na vizinhanca de um ponto fixo do sistema dindmico nao linear sao qualita-
tivamente equivalentes aquelas do sistema linearizado, entao é possivel fazer um estudo local

da estabilidade.

2.11.3 Teorema de Hartman-Grobman

D.M. Grobman, em 1959, e P. Hartman, em 1963, provaram independentemente que, na
vizinhanga de um ponto de equilibrio hiperboélico, um sistema nao-linear de dimensao n apre-
senta um comportamento qualitativamente equivalente ao do sistema linear correspondente
[18].

Portanto, o teorema de Hartman-Grobmam garante que a estabilidade de um ponto de
equilibrio hiperbolico é preservada quando se lineariza o sistema em torno desse ponto, de
modo que o retrato de fases, na sua vizinhanca, é topologicamente orbitalmente equivalente
ao retrato de fases do sistema linear associado. Dois retratos de fases sao topologicamente or-
bitalmente equivalentes quando um é uma versao distorcida do outro. Se o ponto de equilibrio
¢ nao-hiperbolico, ou seja, se ha algum autovalor com parte real nula, entao a linearizagao nao
permite predizer sua estabilidade. Nesse caso, devem-se considerar termos de ordem superior
que foram desprezados na expansao em série das fungoes f;(x;), i = 1,2, ...,n, ou usar outro
método para determinar a estabilidade, como o método direto de Lyapunov ou a teoria da

variedade central.



Capitulo 3

Matriz de Transicao de Estados para

Sistemas Peridédicos

3.1 Sistemas lineares com coeficientes periédicos - Teoria
de Floquet

Neste capitulo sao utilizados os simbolos {.} e [.] para designar respectivamente vetores
e matrizes. Seja o sistema linear de m equagoes lineares de primeira ordem, escrito na forma

matricial
{2} = [A(®){=}, (3.1)
onde z é um vetor m x 1 e os elementos A;;(t) (i,j = 1,2,...,m) da matriz [A(t)] sao fungdes

continuas periddicas no tempo com periodo T, isto é
[A(t +T)] = [A(2)]. (3.2)

Esse sistema admite m solugoes x7(t) 5 = 1,2,...,m linearmente independentes. Tais
solucoes formam um conjunto fundamental e qualquer outra solu¢ao pode ser escrita como
uma combinagao linear destas solugoes. Uma matriz m x m [¢(t)] cujas colunas sao as solugoes
linearmente independentes de (3.1) é chamada Matriz Fundamental para o sistema homogéneo
(3.1) [18]. Como qualquer solugao pode ser expressa como uma combinagao linear do conjunto

fundamental de solugoes, isto implica que qualquer solucao de (3.1) pode ser escrita na forma

{z(0)} = [p(®){K}, (3.3)
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onde {k} é um vetor constante unicamente determinado, com os elementos k; (i = 1,2,...,m)
nao todos nulos.

Se [p] ¢ uma matriz fundamental de (3.1) e [C] é uma matriz mxm constante nao-
singular, entao[p][C] também é uma matriz fundamental de (3.1). Como {z(0)} = [¢(0)|[{k},
entdo a relagdo entre {x(t)} e sua condicdo inicial {z(0)} vale {z(t)} = [¢(t)][¢(0){z(0)}.

A matriz fundamental satisfaz a equaciio matricial
()] = [A@D][ ()], (3.4)
e em vista de (3.2), a equagdo (3.4) pode ser escrita como
[p(t+T)] = [A(t + D)llp(t + T)] = [A)]lp(t + T)] (3.5)

da qual segue que [¢(t + T')] também é matriz fundamental do sistema (3.1).
Como ambos [p(t)] e [p(t + T')] representam solugoes fundamentais, existe uma matriz

constante nao singular[C] tal que

[o(t +T)] = [p()][C]. (3.6)

A relagao (3.6) pode ser vista como um mapa que leva a matriz [¢], calculada em ¢, na
matriz ], calculada em t + T.

Chama-se [C] de Matriz de Monodromia se [¢(0)] = [{], sendo [/] a matriz identidade.
Os autovalores p; de [C] s@o chamados multiplicadores caracteristicos ou multiplicadores de
Floquet. Apesar da escolha de [p] nao ser tnica, existe um tnico conjunto de multiplicadores

de Floquet associado a matriz [A]. Note que a matriz [C] é dada por
[C] = [~ ®]le(t + T)] = [0~ (0)]le(T)] = [o(T)] (3.7)

pois [¢~'(0)] = [/]
G.Floquet (1847-1920) provou em 1883, que a matriz fundamental [p(t)] pode ser escrita

como

(1)) = [Q(1))e'H (3.8)
sendo [R] uma matriz formada por coeficientes constantes, e [Q(t)] = [Q(t +T)] com [Q(0)] =
[1]. Como [p(T)] = [Q(T)]" ¢ [Q(T)] = [Q(0)] = [I], entdo a matriz de monodromia [C]
pode ser escrita como

[C] = eT1Hl (3.9)
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Uma conseqiiéncia desse teorema é que um sistema linear com coeficientes perioédicos
pode ser transformado num sistema linear com coeficientes constantes. De fato, em 1892
Lyapunov mostrou que se a matriz periodica [A(t)] é real, entao existe uma matriz [Q(t)], com

Q(t+T)] = [Q()] e [Q(0)] = [I], tal que a mudancga de coordenadas {x(t)} = [Q(t)[{y(t)}

transforma o sistema 3.1 num sistema linear, homogéneo e autéonomo, dado por

{0} = [RI{y(1)} (3.10)

Os autovalores \; de [R] relacionam-se com os multiplicadores caracteristicos p; através
de
p; = e (3.11)

Os ntmeros \; sao chamados de expoentes caracteristicos ou expoentes de Floguet.

Uma vez que os multiplicadores caracteristicos p; sao unicamente determinados, somente
a parte real dos expoentes caracteristicos \; sao unicamente determinados, como pode ser visto
de

1

Um multiplicador caracteristico é dito simples se sua multiplicidade for 1.

(In |p;| + i arg p;), j=1,2,....,m. (3.12)

Os teoremas provados por Floquet e Lyapunov revelam que estudar a estabilidade do sis-
tema auténomo (3.10) equivale a estudar a estabilidade do sistema com coeficientes periodicos
(3.1)

Sobre a estabilidade do sistema (3.1), tém-se que [17]

e Se todos os expoentes caracteristicos possuem a parte real negativa, entao todas as

solugoes da eq. (3.1) s@o assintoticamente estéaveis.
Re(\;) <0, j=1,2,...,m. (3.13)
Das egs. (3.11) segue-se que Re(\;)< 0 implica |p;| < 1

e Se pelo menos um dos expoentes caracteristicos possui a parte real positiva, o sistema

(3.1) é instdvel.

e Se alguns dos expoentes caracteristicos possuem a parte real negativa e o restante possui
a parte real nula, e se os divisores elementares (Apéndice A) correspondentes aos tltimos
sao simples, entao a solucao é estdvel; se estes divisores nao sao simples, a solugao é

instdvel.
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e Uma solucao puramente periddica é possivel somente quando um dos expoentes carac-
teristicos é identicamente nulo. Mostra-se que se p é um multiplicador caracteristico de
(3.1), entao existe uma solugao {x(t)} tal que {z(t+7)} = p{z(t)}. Mostra-se também
que se uma solucao {z(t)} satisfaz a relagao {z(7)} = p{x(0)}, entdo p é um multi-
plicador caracteristico. Portanto, o sistema (3.1) tem solu¢do periddica de periodo T
somente se algum multiplicador caracteristico vale +1, pois, assim, {x(t+7T)} = {x(t)}.
Se algum multiplicador caracteristico vale —1, entao o sistema 3.1 tem uma solu¢ao

periodica de periodo 2T, pois, neste caso, {x(t +27T)} = —{z(t + 1)} = {z(t)} [18].

A matriz de monodromia [p(T)], que é a matriz fundamental calculada no final do
periodo T', é denominada também Matriz de Transi¢ao de Floquet (FTM), e a matriz funda-

mental [p(t)] ¢ denominada Matriz de Transi¢ao de Estados (STM).

3.2 Aproximacoes de fungoes

Na introducao foi citado um novo método onde é feita a expansao da matriz do sistema
periodico e do vetor estado em termos de polinémios alterados de Chebyshev . Primeiramente
¢ preciso entender por que nao expandir em série de Taylor, ou outra qualquer. Veja um

exemplo simples: pode-se usar a expansao em série de Taylor para a fungao exponencial

x - x
e _Zﬁ (3.14)

Esta é certamente uma formula precisa, mas possui infinitos termos. O que se faz, entao,

é reter um namero finito de termos (truncar) e usar a férmula

I

€I

N 2"
> — (3.15)
n=0 ’

Esta ¢ uma aproximacao e tem-se que considerar o erro que ocorreu através do trunca-
mento de (3.14) para (3.15). Por exemplo, serd que existe uma maneira de calcular €2 mais
eficientemente do que usando (3.15), com uma escolha conveniente de N7 Utilizando alguns
dos principios e métodos de analise numérica, pode-se construir uma aproximacao na qual
produzira o valor desejado, necessitando de um menor ntimero de operagoes aritméticas do
que (3.15). Como no truncamento da série de Taylor, a maneira mais simples de aproximagoes
sao aquelas consistindo de polinomios. Um caminho para obter aproximagoes polinomiais é

truncar a série de Taylor, e outro caminho é truncar a expansao de polindémios ortogonais.
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Uma aproximacao de uma dada forma é melhor do que outra forma se a norma maxima do

erro associada com a primeira é menor que aquela associada com a ultima [28§].

3.3 Polindbmios Ortogonais

Uma seqiiéncia de polindmios ortogonais {m,(x)}22,, onde 7, (x) é um polinémio de grau

n em x, satisfaz a seguinte relacao
b
/ w(z)m, ()T (z)de = Cpdmn (3.16)

onde w(z) é uma fungao peso, C,, ¢ uma constante e o delta de Kronecker ¢ definido como

S = b=, (3.17)
0, m #n.
Se .
f(z) = Z a7 () (3.18)
n=0
entao ,
an = Ci/ w(x) f(x)m,(x)dx (3.19)

Pode ser mostrado, de uma maneira direta, que se for minimizada a expressao

[ e@li@) - 5@ (3:20

onde
fr@) = anm(x) (3.21)

entao os coeficientes (3.19) serdao encontrados. Isto levaria ao estudo de aproximagoes dos
minimos quadrados.

Considere o intervalo [—1,1] e a fun¢do peso, w(x) = 1. Os polinémios ortogonais
associados sdo os polinomios de Legendre, P,(x). Eles podem ser dados pela formula de

Rodrigues
1 a

= el g (2 —1)" (3.22)

Bu(x)

e satisfazem a relacao de recorréncia

Poi(z) = (2“ 1>xPn(x) - ( n >Pn1(a:), N>, (3.23)

n+1 n+1

onde Py(x) =1e Pi(x) = z.
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Também satisfazem a relacao de ortogonalidade

1
2
/ PP (@) = b, (3.24)

Uma outra propriedade interessante desses polinomios é que se eles sao multiplicados por
uma constante b,, de modo que o coeficiente de 2™ fique unitario, ou seja, polinémio monico,
entdo eles tém a menor norma dos minimos quadrados ! entre todos os polinémios em [—1, 1]

com o primeiro coeficiente unitario.
Teorema 3.1. Py(x) possui N zeros reais distintos no intervalo [—1, 1] [28].

Entao, Py(x) oscila em torno de zero com uma amplitude variada. De fato, a amplitude
destas oscilagoes aumentam a medida que se afasta da origem. Este comportamento ¢ indicado

na Figura 3.1

Figura 3.1: Polinomio de Legendre de grau 9.

Os polinémios de Legendre pertencem a uma classe mais geral das fung¢oes, os polindémios
ultraesféricos. Eles sao dados pela relagao
n

d
PY = C,(1— x2)—a%(1 — )" (1< a < o) (3.25)

onde C), sdo constantes. Eles sdo ortogonais sobre [—1, 1] com respeito a fun¢ao peso w(z) =

(1 — 2%)*. Os polinomios de Legendre correspondem a escolha a = 0, enquanto que a escolha

LA norma dos minimos quadrados da diferenca de duas funcoes, f(x) e g(x), sobre um intervalo [a,b] é

1 f g llng= [, w(@)[f(z) - g(z)2de
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a = oo corresponde a série de Taylor. Pelo Teorema 3.1 tem-se que P possui n zeros distintos
reais no intervalo [—1, 1], e entdo exibe um comportamento oscilatorio em todo o intervalo.
Pode ser mostrado que, para —% < a < oo a amplitude dessas oscilagoes aumentam a
medida que se afasta da origem. Por outro lado, para —1 < a < —%, a amplitude da oscilagao
diminui quando se afasta da origem. Para a = —%, a amplitude de oscilagao permanece
constante do comego ao fim do intervalo [—1, 1]. Os polindmios que correspondem a este valor

de « sdo os polindmios de Chebyshev, T),(z). A Figura 3.2 ilustra o comportamento de Ty(x)

Figura 3.2: Polinémio de Chebyshev de grau 9.

Expansoes em polindmios ultraesféricos apresentam convergéncia mais forte quando é

feita a escolha o = —%, que corresponde aos polinémios de Chebyshev.

3.3.1 Polinémios de Chebyshev

Os polinémios de Chebyshev sao historicamente os mais antigos dos varios conjuntos de
polindémios ortogonais. A razao disso é que eles simplesmente se relacionam com as fungoes

trigonométricas pela férmula

T, (costl) = cos(nb) (3.26)
Entao, da bem conhecida identidade trigonométrica, tem-se

cosO0 =1
cost) = cosf

c0s(20) = 2(cosf)? — 1
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fazendo x = cosf, conclui-se imediatamente que

T()(.CL’) =1
Ti(x) =x
Ty(z) =222 — 1

O restante dos polinémios de Chebyshev pode ser facilmente calculado usando-se a

formula de recorréncia
Thi1(z) — 22T, (x) + Tho1(z) =0, n>1, (3.27)

que segue da identidade trigonométrica correspondente.

3.3.2 Polinémios alterados de Chebyshev

Os polindmios alterados de Chebyshev T7(t) sao definidos em termos dos polindomios de
Chebyshev T,,(t) pela relagao
Tr(t) =Ta(2t — 1) (3.28)

Seu dominio natural ¢ o intervalo [0,1]. Podem ser gerados a partir dos dois primeiros

termos T (t) = 1, T} (t) = 2t — 1 e pela lei de recorréncia
Ty (t) =22t — DT (t) — T (1), r>1 (3.29)

Logo, para r =1,2,3, ..., tem-se

Ty(t) =8t> -8t +1

Ty (t) = 32t — 48t2 + 18t — 1

Ty (t) = 128t* — 2563 + 160> — 32t — 1

Tz (t) = 51215 — 1280t* + 1120t — 400t + 50t — 1

Ty (t) = 20485 — 6144¢° + 6912t* — 358413 + 840t% — 72t + 1

Tz (t) = 8192t™ — 286725 + 39424¢> — 26880t* + 9408t* — 15682 + 98t — 1
Ty (t) = 32768t — 131072t + 212992t° — 1802245 + 84480t* — 21504¢3

4268812 — 128t + 1
Ty (t) = 131072t° — 589824¢5 + 1105920t> — 11182085 + 65894415 — 228096t
+44352t3 — 4320t + 162t — 1
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3.3.3 Propriedades dos polindmios alterados de Chebyshev

As relagoes de ortogonalidade sao dadas por

I3 &
3 3
N
3

Il
S
RN

/ 1 wTHOTE (#)dt = { T : (3.30)

A oo
3
I
3

0
=0

Y

onde w(t) ¢ a fun¢do peso. Para os polindmios alterados de Chebyshev, w(t) = (¢ — t2)’%.

Geralmente, uma fungao continua no tempo f(¢) pode ser expandida em uma série de

Chebyshev como

f(t) = ianT;;(t), 0<t<I, (3.31)

n=0

Os coeficientes de Chebyshev, a,,, podem ser obtidos de

1 ].
(n = 5/ w(r)f (7)1 (T)dr, n=0,1,2,3, .. (3.32)
0
onde -
o>, n 07
5 = 2 7 (3.33)
m, n=0.

De acordo com o que ja foi visto, esta série infinita pode ser aproximada por uma série

finita com m termos, e ficara
F6)=>aTi(t), 0<t<1, (3.34)
n=0

Como exemplo, é feita uma expansao da fungao cos(27t) no intervalo [0, 1], com um
nimero finito de termos, isto é,

m—1
cos(2mt) = Z a T (t) = {ag ay as ... a1 }ATy Ty Ty . TF 3, (3.35)
n=0

onde { }* indica vetor transposto. Os coeficientes de Chebyshev sao facilmente calculados da
equacao (3.32). Eles estdo apresentados na Tabela 3.1, onde usou-se software Maple® para a
realizagao dos célculos.

Na Figura 3.3, estao apresentados os graficos da fungao cos(27t) (linha continua) e sua
aproximacao dada pela expansao em polinomios alterados de Chebyshev (pontos), com 10

termos, no intervalo [0, 1]
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ap=0.30424219  a,=0
a9=9.7086799  a3=0
a4=-0.30284708  a5=0
a=0.02909024  a;=0
ag=-0.00139122  a9=0
a19=0.00004022 aq;=0
a12=-0.00000075 a13=0

Tabela 3.1: Coeficientes de Chebyshev na expansao de cos(277)

0.5

0.5

Figura 3.3: Aproximacao da fungio cosseno usando polinémios alterados de Chebyshev .

3.3.4 Matriz Operacional de Integracao

A férmula recursiva geral para integracao dos polinomios alterados de Chebyshev pode

se escrita como

r T* (¢ T (t —1)"
i( n+1(>_ n—l())_ (=1) n=20,234,..

. n+1 n—1 2(n? - 1)’
/ T*(r)dr = (3.36)
0

1

\ g(T;(t)—Tg‘(t)>, n=1

Note que T*, = cos(—0) = cos(0) = Tj. Escrevendo em forma matricial temos
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t
/ {T*(7)}dr = [G]{T"}, onde [G] é a matriz operacional de integracdo, dada por
0
1 12 0 0 0 0o
—1/8 0 1/8 0 0
~1/6  —1/4 0 1/12 0 0
[G] = 1/16 0o -1/8 0 (3.37)
~1/30 0 0 —1/12 0 0
: : : e 1/4(m —1)
—CDM 0 ! 0
L 2m<m - 2) 4(m o 2) 4 mxm
e
{0 ={T5 () TY(t) T3 (t) T (3.38)

é um vetor coluna dos polinémios.

3.3.5 Matriz Operacional do Produto

Considere a relacao associada com os produtos destes polinémios. O produto escalar de

dois polindmios alterados de Chebyschev ¢ dado por

TAOTE () = 5(T7aal®) + T (1)

rk=0,1,2, ..,

(3.39)

enquanto que o produto vetorial de dois vetores de Chebyshev pode ser representado como

{T"OHT (1)} =

Portanto, por exemplo, se

m—1 m—1
f(t) = Z a,T7,  g(t) = Z b1,
r=0 r=0

entao

ft)g(t) ={ao as as ...

Ty

Iy
(15 +13)
(17 +T3)

= N

(T + 15 s)

I3
(17 +T3)
(15 +T7)

1
2
1
2

am_l}{T*}{T*}T{bg b1 bg N

b1}

- mXxXm

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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onde a, e b, sdo coeficientes de Chebyshev das fungoes f(t) e g(t), respectivamente. Usando

a equacao (3.40), reescreve-se a equagao (3.42) como

F6)g(t) ={T"}"Qu{0}, (3.43)

onde [@,] é a matriz operacional do produto correspondente a f(t¢), dada por

ag a1/2 CL2/2 am,1/2
aj ag + a2/2 %(al + a3) . %(am,g + am)
Q=] a  fai+a) aptai/2 ... : (3.44)
i Am—1 %(am_Q + (Im) ... Qg+ az(m,l)/2 Lo
e {b} = {by by by ... by,_1}T. Os coeficientes a, com 7 > m — 1 na equagao (3.44) podem ser

considerados nulos.

3.4 Meétodo iterativo de Picard

Considere um sistema de n equacgoes diferenciais lineares periédicas no tempo

{a(t, )} = [Alt,a){z(t,0)}  {2(0,0)} = {a"}, (3.45)

onde {z(t,a)} € RN é o vetor estado que depende do tempo t € RT, {a} € RY ¢ o vetor
dos parametros (a derivada é com respeito ao tempo), e a matriz [A(t, a)],x, pode ser escrita

[A(t, a)] = [Ai()] f1(t) + [A2(a)] fo(t) + ... + [An ()] [ (D).
As fungoes

sao periodicas com perfodo 3; e as matrizes constantes [A;(a)]nxn, ? = 1,2,...,7 contém os
coeficientes destas fungoes periddicas. Assumindo que as freqiiéncias sejam proporcionais,
o menor nimero inteiro positivo T' tal que ¢;3; = T, para inteiros positivos ¢;, é o periodo
principal da matriz do sistema [A(t + T, «)] = [A(t,«)]. Lembrando que a matriz solugao

fundamental [®(¢, «)] da equagao (3.45) satisfaz

[©(t, )] = [At, )][@(, )] [©(0, )] = [1],
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a solucao para certa condigao inicial ¢ expressa como {z(t,a)} = [®(t,a)]{z°}. A matriz
fundamental das solugoes [®(t, )] é obtida pelas iteragoes de Picard, polinémios de Chebyshev
e das matrizes operacionais.

Uma equivalente forma integral para (3.45) é

(a(t,0)} = {2} + /0 A(r, 0)|{z(r, a) V7 (3.46)

Como “zero™ésima aproximacao, seja {z(9(¢,a)} = {z(0,a)} = {2°}. A partir de (3.46)

tem-se a primeira aproximacao para {z(t,«)}

t

{x(l)(t,a)} = {2°} —i—/o [A(To,oz)]{x(o)(ro,oz)}dm = ([I] +/0 [A(To,a)]dTo) {2}, (3.47)

onde 7y é uma variavel auxiliar. A segunda aproximagao é obtida da equagao (3.46) como

t

O (ta) = () + / [A(ry, o) {zO(ry, @) }dry

0

(3.48)
= (11 [ 1Al + [ e [ 4G, alldndn ) o)

onde 7 é outra variadvel auxiliar. Continuando desta maneira, obtém-se a (k + 1)-ésima

aproximacao

(E (¢ )} = {20} + / [A(r, {2 (1, @)}y
— ([I]—I—/O [A(Tk,a)]d7k+/0 [A(T, )] /OTk[A(Tk_l,a)]di_ldi (3.49)

+...+/Ot[A(Tk,a)].../OTI[A(TO,Q)]CJTO...di){xO},

onde g, 71, . .., Tk, s20 todas variaveis auxiliares. A série de integrais é uma aproximacao para
a matriz fundamental [¢(¢, )], pois ¢ truncada ap6s um numero finito de termos, enquanto
que a solucao exata é uma série infinita.

Infelizmente, a estimativa simbolica da matriz fundamental via equagao (3.49), em geral,
conduz a expressoes complicadas para ®(¢, a) e, somando-se a isso, néo ¢ eficiente quando r > 1
devido as repetidas integracoes por partes. Para evitar isso, faz-se primeiro a transformacao
t = T'T na equagao (3.45) que normaliza o periodo principal do sistema para um e, em seguida,

multiplica-se a equacgao toda por T' e obtém-se

{da(r,a)/dr} = [A(r,0){z(r,0)},  [A(r+1,0)] = [A(r,0)],  {2(0,0)} = {2"}, (3.50)
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onde

[A(r,0)] = [Ar(@)1(7) + [Ao(Q)|fo(7) + ..+ [Ac(@)]fi(7),  filr) = filr +1)

[Ai(a)] = T[Ai(a)], i=1,2,...,7.

Agora, as matrizes dos polindmios de Chebyshev sao usadas na expansao da matriz do

sistema normalizado com m polindmios alterados de Chebyshev como
[A(7,0)] = [T(7)]" [D(a)] = [D'(a)][T(7)], (3.51)

onde [f(T)]nan, []A]nmm e a matriz dos coeficientes de Chebyshev [D(@)|nmxn » [D'(@)]nxnm

sao definidas como

D) = Y[ Ai(e)] @ {ds),

D'(0)] = S0y [Ai(a)] @ {di}7,

()] = [T {T*()}. (3:52)
M= Mo{10...0"

onde ® ¢é produto de Kronecker (definido no Apéndice B).
Os vetores coluna {d;} m x 1 ({d;}* 1 x m ) contém os coeficientes na expansao de
Chebyshev de funcoes 1-periodicas como
filr) = 5 dy Ty (7) = {T* ()} {di} = {d:}"{T"(7)},
{di} = {dio dir .. dim—1}",

onde T7(7) (0 < 7 < 1) sdo os polinomios de Chebyshev. Entao, usando a matriz operacional

(3.53)

de integracao e a matriz identidade dos coeficientes, a equagao (3.47) pode ser reescrita como

)} = (104 [ T @IDdn ) () = O (0+ G D] ) 1), 650
onde o indice (1, m) indica que a primeira iteragao de Picard foi aproximada por m polindémios
de Chebyshev. Além disso, usando a matriz operacional do produto, a equacao (3.48) pode

ser reescrita como

-~

{2®™ (1, a)} = (mwm +[G]T[D(a)]) + / T[D/(Oé)][f(ﬁ)][f(ﬁ)]T[@}T[D(OZ)]dTO {«°}

~ ~

- (mﬂrf(m G D)) + / T[T(ﬁ)]T[@(a)][G]T[D(a)]dﬁ) ()

_ mﬂ]T(m @I ID ()] + [@]T@Dmm@]T’[D(a)}) (),
(3.55)
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onde [Qp(a)] = S [Ai(@)] @ [Qu;] € expresso em termos das matrizes [Qg,] que corresponde
aos coeficientes de Chebyshev das fungdes periddicas f;(t). Continuando nesse caminho, a
aproximacgao para a matriz solugdo fundamental da equagao (3.45) calculada no final do pe-
riodo principal pode ser escrita em termos de polinomios de Chebyshev como

00 (0] = T 171+ (Slp@) ) IP)]| = OBl (3:50)

k=1
onde [B(«a)] contém os coeficientes de Chebyshev dos elementos de [®(7,«)] e & escrita em

termos de [L(o)] = [G)7[Qp(a)] e [P(a)] = [G]T[D()], que sdo nm x nm e nm x n, respec-
tivamente. Escolhendo um valor para p, i.e, o nimero de iteragoes de Picard, esta expressao
truncada da origem a uma solucao aproximada para qualquer grau de precisao desejado. En-
quanto isto ¢ valido somente no intervalo t € [0, 7] ou 7 € [0, 1], a solugao pode ser estendida

para t > T (ou 7 > 1) utilizando a féormula
@™ (7, )] = [@P™ (1, @)][@P™E(1, )], (3.57)

onde 7 = k+mn, n €[0,1], k =1,2,.... A matriz [®®»™(1,a)] ¢ a Matriz de Transigao de
Floquet (FTM) cujos autovalores (multiplicadores de Floquet) determinam a estabilidade do
sistema. Enquanto estas expressoes estao em termos de tempo normalizado, a substituicao
7 = t/T produz o resultado em tempo real. Seria bem notado que, usando a propriedade
especial da operacao do produto de Kronecker, [L(«)] e [P(a)] podem ser escritas em uma

forma mais eficiente computacionalmente como

T T

L(@)] =) (A @ [6]"Qa],  [P(a)] =) [Aile)] ® [G]"{di},

i=1 =1
nas quais o esfor¢o computacional gasto em multiplicagoes de matrizes é minimizado.

Assim, tém-se a aproximacao para a matriz fundamental em termos de polinémios al-
terados de Chebyshev, incluindo um ntimero finito p de iteragoes de Picard e um apropriado
nimero m de polinémios de Chebyshev (que determina o tamanho das varias matrizes). A
expansao de Chebyshev da matriz periodica [A(7, )] ndo somente produz a eficiente aproxi-

macao simbélica da matriz fundamental, mas também mostra um resultado mais compacto

do que se as integragoes na equacao (3.49) tivessem sido feitas de fato [24].

3.5 Bifurcacao

Um sistema dinadmico que descreve um sistema fisico real depende de um ou mais pa-

rametros. No caso de um sistema de tempo continuo e autéonomo podemos representa-lo
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por

T = f(z, ), (3.58)

onde z € R" e a € R™ representam as varidveis e os parametros, respectivamente. Con-
forme um ou mais parametros variam, o retrato de fases também varia. Nesse caso existem
duas possibilidades: o sistema permanecer topologicamente equivalente ao original, ou a sua
topologia mudar drasticamente.

O aparecimento de um retrato de fases topologicamente nao equivalente sob a variacao
dos pardmetros € chamado bifurcagio [14].

Um sistema dinamico é dito estruturalmente estdvel se para qualquer perturbacao sufici-
entemente pequena das equagoes que o define, o fluxo resultante é topologicamente equivalente
aquele associado ao sistema inicial sem a perturbagao. Logo, uma bifurcacao é uma mudanca
na topologia do sistema conforme os parametros passam através de valores criticos (ponto de
bifurcagao), e esses pardmetros sao conhecidos como parametros de controle.

As bifurcagoes podem ser locais ou globais. Bifurcagoes locais sao aquelas que podem
ser previstas estudando-se o campo vetorial na vizinhanca de um ponto de equilibrio ou uma
orbita fechada. Normalmente esse estudo ¢ realizado pelo calculo de autovalores [21], [11].
Bifurcagoes globais sao aquelas que nao podem ser deduzidas a partir de uma anélise local.

Seja algum valor o = ag no sistema (3.58), consideremos o maior conjunto de parametros
proximos (chamado camada) contendo o e composto por aqueles pontos para os quais o
sistema tem um retrato de fases que é topologicamente equivalente aquele de ag. Tomando
todas as camadas tais que estejam no espaco de parametros R™, obtemos o retrato paramétrico
do sistema, que junto com seu retrato de fases caracteristico constituem um diagrama de
bifurcagao.

Um diagrama de bifurcacao de um sistema dindmico € uma estratificacao de seu espago
de pardmetros induzida pela equivaléncia topoldgica, junto com o representativo retrato de
fases para cada camada. [14]

Obtém-se o diagrama de bifurcacao como um resultado da analise qualitativa de um
sistema dinamico. Este classifica de maneira condensada todos os possiveis modos de com-
portamento do sistema e transi¢oes entre eles (bifurcagoes) sob a variagdo do parametro de
controle. O diagrama de bifurcagoes depende, em geral, da regiao do espaco de fases conside-
rada. Uma bifurcacao que necessita de pelo menos m parametros de controle para ocorrer é

chamada bifurcacao de codimensao m.
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No caso de sistemas periddicos no tempo, o tipo de bifurcacao depende de como os
multiplicadores de Floquet, p;, cruzam o circulo unitario em +1 ou —1, e pela existéncia de
um par de nimeros complexos de moédulo 1 [4]. As trés bifurcagoes de codimensao um que

podem ocorrer, nesse caso, sao
e bifurcacao fold, se p; = 1 para algum j =1,2,...,n;
e bifurcagao flip, se pj = —1 para algum j =1,2,...,n;
e bifurcagao de Hopf secunddria, se |p;| = |p;| = 1 para algum j =1,2,....,n

e estao ilustradas na Figura 3.4.

(a} Im (C}

Re

/&
GEd

Figura 3.4: Cenéarios representando como os multiplicadores de Floquet deixam o circulo unitario e suas
respectivas bifurcagoes locais: (a) Bifurcagao fold; (b) bifurcagao flip-duplicacao de periodo; e (c) bifurcagao

de Hopf.

3.5.1 Bifurcacao fold

E 0 mecanismo béasico pelo qual um par de pontos de equilibrio com estabilidades con-
trarias é criado ou destruido [18|. Considere o seguinte sistema dinamico com uma dimensao
dependente de um parametro

i =a+r’= f(r,a) (3.59)

Em o = 0 este sistema tem um ponto de equilibrio nao hiperbélico zy = 0 com autovalor
= f:(0,0) = 0. Para a < 0 existem dois pontos de equilibrio z;3(a) = £v/—a, sendo x;
instavel e zo estavel. Para o > 0 nao existe ponto de equilibrio. Enquanto « passa de valores
negativos para positivos, os dois pontos de equilibrio (estavel e instéavel), ¢ se coalecem”,

formando em o = 0 um ponto de equilibrio com (1 = 0), e desaparece (Figuras 3.5 e 3.6) [14].
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y y Y| r»=flx,)

Y =70x0)
¥y =f{x,a)

a<0 =0 a>0

Figura 3.5: Bifurcagao fold.

X

Figura 3.6: Bifurcagao fold no espago fase-parametro.

3.5.2 Bifurcagao Flip

Quando um multiplicador de Floquet atravessa o circulo unitario em —1, uma bifurcacao
de duplicacao de periodo ocorre e a ramificacao da solugao periddica estavel que existe antes da
bifurcagao (i.é a < ) continua como um ramo instével da soluc¢ao periodica apos a bifurcagao
(v = ). Um ramo de solugoes estéaveis com periodo duplicado ¢ criado se a bifurcagao é
supercritica (Figura 3.7 a), enquanto um ramo de solugoes instaveis com periodo duplicado
¢ destruido se a bifurcagao é subcritica (Figura 3.7 b). Consideragoes locais sao suficientes
para compreender as conseqiiéncias de uma bifurcacao supercritica, que é uma bifurcacao

continua, enquanto consideracoes globais sao necessarias para entender as conseqiiéncias de



Capitulo 2. Bifurcacao 36

uma bifurcagao subcritica, que é uma bifurcagao catastrofica.

o
ok

Figura 3.7: Bifurcagao flip (a)supercritica e (b)subecritica.

3.5.3 Bifurcagao Hopf

Essa bifurcacao é caracterizada pela existéncia de um par de multiplicadores de Floquet
complexos conjugados que saem do circulo unitario pelo semi-plano que contém o eixo real

positivo. Considere o seguinte sistema de duas equagoes dependentes de um parametro

T = ax — 19 — x1(22 + 22),
1 1 2 1( 1 2) (360)

By = T+ awy — zo(z? + 23).

Este sistema possui o ponto de equilibrio 1 = x5 = 0 para todo «, e a matriz Jacobiana
A=

possui auto valores p; o = o £ 4. Introduzindo as variaveis complexas z = 1 + ix2, 7 =

T — iTo, com|z|? = 2Z = 2% + 13, elas satisfazem a equagao diferencial
b=y +idy = a(zy +ixg) + i(zy + ixs) — (2 + ix2) (22 + 22), (3.61)
e reescrevendo o sistema (3.60) na forma complexa, obtém-se
2= (a+1i)z — 2|z
Finalmente, usando a representacao z = pe'®, obtém-se

i = pe' + pige'?,
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ou
pe'? +ippe? = pe'(a +i— p?),

e chega-se & forma polar do sistema (3.60)

(3.62)

Usando coordenadas polares, o sistema torna-se mais facil de ser analisado pois as equa-
¢oes para p e ¢ sao desacopladas. A primeira equagao (considerando somente p > 0) tem
ponto de equilibrio p = 0 para todo valor de a. O equilibrio é linearmente estével se a < 0
e nao linearmente estavel em o = 0; para a > 0 o equilibrio torna-se linearmente instavel
e, além disso, existe mais um ponto de equilibrio pg(a) = y/a. A segunda equagao descreve
uma rotagao com velocidade constante. Entao, por superposicao dos movimentos definidos
pelas duas equagoes de (3.62), obtém-se o seguinte diagrama de bifurca¢do para o sistema

bidimensional original (3.60) (Figura 3.8)

x; X2 X

/ p

a<l a=( (4

Ly

.\\
i

!

.
\\\
L}
_//
>0
Figura 3.8: Bifurcacao de Hopf supercritica.

O sistema sempre tem um equilibrio na origem. Este equilibrio é um foco estével para
a < 0 e um foco instéavel para a > 0. No valor critico do pardmetro o = 0 o equilibrio é
nao linearmente estével e topologicamente equivalente ao foco. E também chamado de foco
fracamente de atragao. Para a > 0, este equilibrio é cercado por uma o6rbita isolada fechada
(ciclo limite) que é tnica e estavel. O ciclo é um circulo de raio po(a) = /. Todas as
orbitas comegando fora ou dentro do ciclo, exceto na origem, tendem ao ciclo com ¢ — +oc.
Esta é uma bifurcacao de Andronov-Hopf. Em 1942, E. Hopf estabeleceu as condicoes para a
ocorréncia de tal bifurcacao num sistema n-dimensional. Entretanto, esse tipo de bifurcacao
jé havia sido sugerido por Poincaré, em 1892, e estudado por Andronov, em 1929, para um

sistema bidimensional. Por isso, as vezes, ela é chamada de bifurcacao de Poincaré-Andronov-
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Hopf. Esta bifurcagao também pode ser apresentada no espago (z1,xq, ) (Figura 3.9). As

a-familias de ciclos limites formam uma superficie paraboloica.

| / /,v-/'/ﬂ\
| A \
| f I,/ {{ \ .
W |I U) 3 _-]> o
% \
;../f \\“\‘\{_‘M‘\\\ /

Figura 3.9: Bifurcagao de Hopf supercritica no espago (z1, z2, ).

Um sistema com termos nao lineares com sinais opostos,

i = axy — @+ x1 (2 + 23),

By = T + amy + To(r? + 23).

que possuem a seguinte forma complexa

= (a+1)z + 2|2|?,

(3.63)

pode ser analisado da mesma maneira (Figuras 3.10 e 3.11). O sistema sofre uma bifurcagao

de Hopf-Andronov em e = 0. Ao contrario do que aconteceu no sistema (3.60), existe um ciclo

limite instdvel em (3.63), que desaparece quando « passa de valores negativos para positivos.

Para a # 0, o equilibrio na origem tem a mesma estabilidade que o sistema (3.60): ¢é estavel

para o < 0 e instavel para @ > 0. A estabilidade no valor do parametro critico é oposto ao

que aconteceu em (3.60), 1.6, é nao linearmente instavel em « = 0.

<l a=0 a0

Figura 3.10: Bifurcagiao de Hopf subecritica.
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Figura 3.11: Bifurcagio de Hopf subcritica no espaco (21, o, @).

Observagoes:

(1) Foi visto que existem dois tipos de bifurcagoes de Hopf-Andronov. A bifurcagao
no sistema (3.60) é freqiientemente chamada de supercritica, pois o ciclo existe para valores
positivos do parametro « (“apds” a bifurcac¢do). A bifurcacao no sistema (3.63) é chamada de
subcritica pois o ciclo esté presente “antes” da bifurcacao.

(2) Em ambos os casos tém-se uma perda de estabilidade no equilibrio para o« = 0

(132

com o aumento do pardmetro. No primeiro caso (com na frente dos termos ctbicos),
o equilibrio estéavel é trocado por um ciclo limite estavel de pequena amplitude. Portanto
o sistema “permanece” em uma vizinhancga de equilibrio e tem-se uma perda de estabilidade
amena (“soft”) ou ndo catastréfica. No segundo caso (com “+” na frente dos termos ciibicos), a
regiao de atracao do ponto de equilibrio é limitada por um ciclo instavel, que vai se contraindo
conforme os parametros se aproximam dos valores criticos e desaparece. Entao o sistema é
“empurrado para fora” da vizinhanca do equilibrio, ocasionando uma perda de estabilidade
brusca (“sharp”) ou catastrofica. Se o sistema perde a estabilidade nao catastroficamente
ele é bem controlavel: se o parametro for tomado negativo novamente, o sistema retorna ao
seu estado de equilibrio. Caso contrario, se o sistema perde a estabilidade catastroficamente,
retomando um valor negativo para o parametro, o sistema pode nao voltar ao seu estado de
equilibrio, pois pode ter a sua regiao de atracao ao lado esquerdo. O tipo de bifurcacao de
Hopf-Andronov é determinada pela estabilidade do equilibrio no valor critico do parametro.
(3) Ambas interpretagoes de bifurcagoes super e subcritica sao consideradas com cuidado.
Se é considerado o com uma lenta variacao e adiciona-la ao sistema (3.60), a terceira equagao

torna-se
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com € pequeno mas positivo, entdo o resultado da série temporal (x(t), y(t), a(t)) demonstrara
alguns graus de “catastrofe”. Se a solugdo comega em algum ponto inicial (xg, yo, ag) com
(cvg < 0), ele entdao convergera para a origem nao demonstrando nenhuma oscilagao. Somente

o . ~ . 2 L e : 14 79
quando « alcanca alguns valores positivos a solucao deixard o equilibrio “catastroficamente
e comegara a oscilar com um amplitude relativamente grande.

(4) Finalmente, considere um sistema sem termos nao lineares
Z=(a+1i)z.

Este sistema também tem orbitas periddicas com amplitudes que aumentam, mas to-
das elas sdo apresentadas em o = 0 quando o sistema possui um centro na origem (Figura
3.12). Pode ser dito que, neste caso, o ciclo limite paraboldico “degenera” no plano a = 0 no
espago(zy, Ta, ar) [14].

X

d

/

&

Figura 3.12: Bifurcagio de Hopf em um sistema linear.
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Dinamica de Sistemas com Coeficientes

Peri6dicos

A teoria apresentada nos capitulos anteriores foi aplicada por Peruzzi [22] no estudo da
dinamica e controle de sistemas vibrantes. Neste capitulo, essa teoria é aplicada ao sistema di-
namico formado por um péndulo eléstico com excitagao peridédica vertical, o qual foi estudado
por Oliveira [20] através de simulagbes numéricas.

O modelo simplificado, onde o péndulo nao possui haste elastica, tem sido objeto de
intimeros estudos e ja constitui um exemplo classico de sistemas dinamicos. Inicialmente, a
técnica de analise através da matriz de transi¢do de estados (STM) ¢é aplicada a esse sistema,

com o objetivo de assegurar a correta implementacao do programa utilizando o software

Matlab®.

4.1 Analise da Estabilidade Estrutural

Um dos primeiros passos dados na direcao da anélise da estabilidade estrutural ¢ encon-
trar os valores dos parametros que tornam o sistema com coeficientes periddicos critico, isto
é, os valores para os quais se tém multiplicadores de Floquet 1 ou -1.

O gréafico obtido com a variagao de um dos parametros, de modo que os multiplicadores
de Floquet tenham valor absoluto 1, é chamado de Diagrama de Estabilidade. Nele é possivel
observar o comportamento do sistema e os tipos de bifurcagoes. Neste estudo, sao utilizados
pontos vermelhos para indicar a ocorréncia de bifurcagao flip, pretos para bifurcacao fold e

azuis para bifurcagao de Hopf. Na aproximacao, o grau do polinémio de Chebyshev alterado
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utilizado é m = 20, e o ntimero de iteragoes de Picard é p = 40.

4.2 Péndulo Excitado Parametricamente

Nesta secao ¢ apresentado o estudo do sistema constituido pelo péndulo excitado para-
metricamente, o qual foi analisado por Peruzzi [22|. Neste problema, um péndulo amortecido
oscila num plano, e cujo pivo vibra verticalmente devido a uma forca peridédica. A equacao

do movimento é dada por

= — 6 — (1 + pcos(wt))send (4.1)

onde 0 é a medida do deslocamento angular, pcos(wt) a for¢a externa aplicada ao pivo e [
é o coeficiente de amortecimento. O termo peridédico é aproximado pela série de polindmios
de Chebyshev, e a matriz de transicao de Floquet é determinada com o método iterativo de
Picard. A Figura 4.1 mostra o diagrama de estabilidade, e este resultado esté perfeitamente
de acordo com o resultado obtido por Peruzzi [22] (Figura 4.2, pagina 53). Essa concordancia
atesta a correta implementacao do programa, e entao o mesmo ¢ utilizado para estudar o

sistema de péndulo eléstico.

2.5
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Figura 4.1: Diagrama de estabilidade para 0 < p <3 e 0.5 < w < 2.5.
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4.3 Péndulo Elastico com Excitacao Vertical no Suporte

Um grau de complexidade pode ser acrescentado ao sistema dinamico analisado na secao
anterior, se considerar que a haste do péndulo é elastico, conforme estd mostrado na Figura
4.2. Essa consideragao aumenta um grau de liberdade, e os detalhes da sua modelagem podem

ser encontrados em [1] e [20].

Figura 4.2: Tlustracao do péndulo elastico excitado parametricamente.

Utilizando o formalismo Lagrangiano obtém-se as equagoes de movimento

20 Aw?sen(wt)send sen(0) —c1

4 = 0 4.2

L) (+2) 9052  mi+2p (42)

5 — Aw?sen(wt)cost — (I + 2)62 — gcos(f) — Ez S " (4.3)
m- m m

onde os parametros estao descritos na Tabela 4.1

l: comprimento da mola em repouso
m: massa do péndulo

z: deformacao da mola

k: coeficiente linear da mola

€: coeficiente nao linear da mola

c1: amortecedor angular

co: amortecedor radial

A: amplitude da excitacao externa

w: fregiiéncia da excitacao externa

Tabela 4.1: Parametros fisicos do sistema
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4.3.1 Equagoes Adimensionais

Introduzindo as relagoes 7 = \/?t = vt e Z= lz, obtém-se as equagoes de movimento

na forma adimensional como

- 27 n : senf
6 0+ (asen(Q7) + 1 =0 4.4
+<1+Z+(1+Z)2) + (aQ”sen( 7')+)1+Z (4.4)
7497 — (14 2)0% — (aQ%sen(Q7) + 1)cos — kZ — NZ> =0 (4.5)
com o = %, Q=wrt n= %Vﬁl, Y = %I/fl, \ = ePv? = %f/—z e Kk = Wir~?, com

Wy = \/% ee= \/% A derivada, agora, é em relacao a 7

4.3.2 Solucoes Estacionarias

O ponto de equilibrio, também chamado de ponto fixo, é uma solucao estacionaria do
sistema. Na determinagao dessas solugoes, as equagoes (4.4) e (4.5) sdo escritas como um

sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem em termos das variaveis de estado
9:$1:>9:33:1:£C2
Z:JZ3$Z:I:3:JZ4,

isto ¢, (x1, w9, x3,14) = (0,0, 7, Z). Assim, o sistema é reescrito como

(

.fl = T2
_ (Psen)T + 1)senz; 224 n
XTo = — - + 2 | %2
1+ a3 L+as  (1+235) (4.6)
.17'3 = T4
| 74 = (PsenQ7 + 1) cosay + (1 + 23)a3 + ks + Az3 — Yy

com P = aQ?.
Fazendo (21, %2, 23, 74) = (0,0,0,0) em (4.6), os pontos de equilibrio P} e Py sao deter-

minados.
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e
(
Ty =T
T59 =0
J e (4.8)

T3y =24 (%)

\

*
Tyo =0

A mola nao linear é considerada macia se A < 0, e a relagao existente entre os coeficientes

K= —3A (2)\) .

Linearizando as equacoes (4.6) em torno do ponto de equilibrio P} 1, tém-se a matriz

linear (k) e nao linear (\) da mola é

Jacobiana
0 1
(Psen7 4 1) n
J = 1+ a3 (14 x%)?
0 0
0 0

O sistema linear associado tem periodo 25”, e fazendo a transformagao 7 =

K+ 3\(x3)? —

é normalizado. Portanto escreve-se o sistema linear como

com
J = Aifi(7) + As fo(7)
onde
0 1 0 0
N 0 0
k| T T
Q 0 0 0 1
0 0 K+ 3AN(2%)2 —o
fi(r) =1 e fo(1) = sen(2wT)

X=JX

0
0

0

0
0

1

'nota: uma vez escolhido o ponto P; para a linearizagio, suprimimos o indice 1 de z%;

2

Q

T, o sistema

(4.9)

(4.10)
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A estabilidade ¢ analisada pelos autovalores (p;) da matriz de transigao de Floquet, que
é aproximada a partir da equac@o (3.56). A Figura 4.3 ilustra o diagrama de estabilidade no
plano de parametros P e (), nota-se uma boa semelhanga com o caso nao elastico mostrado
na Figura 4.1. De acordo com a secao 4.1, as bifurcagoes sao distingiiidas pela cor, sendo

vermelha para a bifurcacao flip, preta para fold e azul para a bifurcacao de Hopf.

25

o5k o . " :

i

Figura 4.3: Diagrama de estabilidade do sistema péndulo eléstico.
Os valores utilizados para os demais parametros foram
k=15 ¥v=08 A=-05 n=0.2.

Uma anélise mais detalhada da estabilidade estrutural pode ser feita através dos diagra-
mas de bifurcagao. Uma maneira de obter tal diagrama é variar a freqiiéncia {2 e selecionar
os valores méximo e minimo locais de € e z apds a fase de transicao.

A Figura 4.4 mostra o diagrama de bifurcacao da amplitude de oscilagao 6 do péndulo,
correspondente ao intervalo 0.5 < ) < 1.8, e a Figura 4.5 representa o diagrama de bifurcacao
da oscilagao da mola. Ambas figuras foram obtidas fixando-se o valor P = 1.

Verifica-se a correspondéncia existente entre a Figura 4.3 e as Figuras 4.4 e 4.5. De fato,
imagine a reta P = 1 na Figura 4.3, de modo que as interseccoes desta reta com as fronteiras

de estabilidade indicam os pontos de bifurcagoes. Para 2 = 0.598 ocorre a bifurcacao fold, e
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para ) = 0.866 e 2 = 1.4221 a bifurcagao flip. A Tabela 4.2 indica as regioes de estabilidade

para P =1

0.5 < Q< 0.598 | instavel
0.598 < Q< 0.866 | estavel
0.866 < Q< 1.4221 | instéavel

1.4221 < estavel

Tabela 4.2: Valores de e estabilidade do sistema

Estas regioes de estabilidade podem ser melhor ilustradas através dos gréaficos de historico
no tempo escolhendo-se uma freqiiéncia na regiao instavel e outra na regiao estével. Para estas
simulagoes utilizou-se o sistema de coordenadas com a origem sobre o ponto de equilibrio
estatico P;. O numero de periodos envolvidos na oscilacao da mola pode ser determinado
através do espectro de freqiiéncias, bem como pelas curvas no espaco de fases.

Na Figura 4.6, a qual foi obtida fazendo 2 = 1.22, verifica-se que o péndulo oscila em
torno da origem, e na Figura 4.7 o péndulo tende para sua posicao de equilibrio. Nesta regiao
instavel, a mola oscila com duas amplitudes, porém nao é em torno da origem (Figura 4.8).
O espectro de freqiiéncia (Figura 4.10) mostra claramente o movimento biperiddico.

Na regiao estéavel (2 = 1.62), a mola oscila em torno da origem com apenas uma ampli-
tude (Figura 4.9) e o espectro de freqiiéncia na Figura 4.11 indica a presenga de apenas uma
freqiiéncia.

Este comportamento da mola pode ser confirmado pelas curvas no espaco de fases. Na
Figura 4.12 esta representado o estado estacionario da mola para {2 = 1.22, e na Figura 4.13

para {2 = 1.62.
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Figura 4.4: Diagrama de Bifurcagao do péndulo, para P = 1.
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Para 2 = 1.22 tem-se a FTM

—1.8821 —0.0457 0 0
—0.3455 —0.4822 0 0
p1020(1) = (4.12)
0 0 0.0753 —0.0352
0 0 0.215 0.1111

que possui multiplicadores de Floquet

p1 = —1.89
p2 = —0.47
ps = 0.087 + 0.081¢
ps = 0.087 — 0.081:

(4.13)

A presenca de |p;| > 1 indica a instabilidade do sistema. E feita a transformacio L-F
(3.10), para converter o sistema periddico e variante no tempo (4.9) na forma invariante no

tempo, dinamicamente equivalente

()] = [R][y(t)]
onde
0.6273 0.0447 0 0
0.3379 —0.7418 0 0
R = (4.14)
0 0 —2.2241 —0.3063
0 0 1.8683 —1.9134

Os autovalores de R (expoentes caracteristicos) sao

A1 = 0.6383

Ao = —0.7527

Az = —2.068 + 0.74042
Ay = —2.068 — 0.7404¢

(4.15)

Como A > 0, tem-se a instabilidade do sistema.

Para 2 = 1.62, tem-se a FTM
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—1.2291 1.2069 0 0
—0.5823 —0.1745 0 0
P1020(1) = (4.16)
0 0 —0.1624  0.0477
0 0 —0.2582 —0.2006
que possui multiplicadores de Floquet
p1 = —0.7018 + 0.6518%
p2 = —0.7018 — 0.6518¢
(4.17)
p3 = —0.1815 + 0.1094:
ps = —0.1815 — 0.1094¢
onde verifica-se a estabilidade do sistema pois |p;| < 1 para j = 1,2,3,4.
Aplicando a transformacao L-F, encontra-se a matriz invariante no tempo
0.5623 —1.3859 0 0
0.6687 —0.6485 0 0
= (4.18)
0 0 —1.6461 —0.2368
0 0 1.2802 —1.4566
que possui expoentes caracteristicos
A = —0.043 4+ 0.74841
Ay = —0.043 — 0.748412
(4.19)

A3 = —1.5514 + 0.5424i
My = —1.5514 + 0.5424i

Como Re(\;) < 0 para j =1,2,3,4, tém-se a estabilidade do sistema.

4.4 Equacao de Mathieu

Uma importante equacao diferencial e freqiientemente encontrada em fisica matematica

é a equagao de Mathieu, que consiste em um oscilador com sua freqiiéncia natural variando

harmonicamente com o tempo [17]. A equagao diferencial do oscilador é

i+ (a + beost)y =0

(4.20)
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sendo a e b os parametros. Normalizando o tempo, encontra-se a sua forma em coordenadas

de estado
X = [Ai(a) + Ay(b)cos2nT] X, (4.21)
com
_ 0 1 _ 0 0
Ai(a) =27 , Ay(b) =27 (4.22)
—a 0 -b 0

onde X7 = (z1 z9) = (y 9), e as derivadas sdo com respeito a 7. Variando o parametro a no
intervalo —0.75 < a < 1.5 e b no intervalo 0 < b < 1.6, obtém-se o diagrama de estabilidade
mostrado na Figura 4.14. E interessante comparar essa figura com a Figura 4.15 obtida por
Sinha e Butcher [24]

O diagrama da Figura 4.15 fornece as fronteiras de estabilidade, e na Figura 4.14, além
de fornecer a fronteira de estabilidade, tem-se também que no interior destas fronteiras (regiao
totalmente preenchida) aparecem pontos que caracterizam bifurcagoes de Hopf. Portanto, esta

regiao sera considerada estavel e fora, instavel.

Figura 4.14: Diagrama de estabilidade.
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o

1.2

Figura 4.15: Fronteiras de estabilidade da equagao de Mathieu no plano a — b.

Paraa=—-0.5e b =04 tém-se a FTM

37.5209 74.2058
18.9583 37.5209

90(40’20) 1) =

cujos multiplicadores de Floquet sao
p1 = 0.0133 e py = 75.028

onde verifica-se que |ps| > 1, caracterizando a instabilidade do sistema. Fazendo a transfor-

macao Lyapunov-Floquet, obtém-se a matriz constante

0 8.5425
R =
2.1824 0
com expoentes caracteristicos \; = —4.3178 e \y = 4.3178. Como Ay > 0 o sistema é instavel

para esse conjunto de parametros.

Paraa =0.5e b =0.2 encontra-se a F'TM

—0.3512 —0.8428
1.0400 —0.3512

<)0(40,20) ( 1) =

que possui os multiplicadores de Floquet

p1 = —0.3512 4 0.93627 e p; = —0.3512 — 0.93621
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onde tém-se |p;| = 0.999, para ¢ = 1,2. Fazendo a transformagao de Lyapunov-Floquet

encontra-se a matriz constante

0 1.090
R =
—1.3462 0
cujos expoentes caracteristicos sdo A\; = 1.2113i e Ay = —1.2113i, que possuem Re(\) = 0,

caracterizando a presenca de solucao periddica e bifurcacao de Hopf.

4.5 Particula carregada em um campo magnético pertur-

bado

Este problema, representado na Figura 4.16, propoe estudar a dindmica de uma particula
) )
carregada e imersa em um campo magnético constante, o qual é orientado na diregao do eixo

coordenado z e perturbado por um campo periédico na direcao x.

z

g :v

Figura 4.16: Tlustragao de uma particula carregada em um campo magnético.

Da definicao de forca de Lorenz sao obtidas as equagoes do movimento da particula

carregada, que sao dadas por [15] e [16]

mi = q(B,y — By2),

mZ = q(Byt — B,y),
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onde B, By, e B, sao as componentes do campo nos eixos coordenados x, y e z, e a carga e

a massa da particula sao q e m respectivamente. As componentes do campo sao dadas por

B, = Bysin(wpt), B, =0, B, = By, (4.24)

onde é assumido que B; é muito menor do que By. Substituindo (4.24) em (4.23), as equagoes
do movimento sao agora
mi = q(Boy),
mij = q(Blsen(wpt)z — Box'), (4.25)
mZi = q( — Bisen(wyt)y).
Como os valores de By e By sao constantes, sao definidas duas freqiiéncias de acordo

com as relagoes

B B
We = 20 wy = Lty (4.26)
m m

Substituindo (4.26) em (4.25) vem

= wcya
j = wrsen(wpt)z — w.t, (4.27)
Z= —wssen(wpyt)y.

Escrevendo as equagdes (4.27) em termos das variaveis de estado, sdo obtidas as equagoes

diferenciais de primeira ordem

1= X9

Tog = Wely

T (4.28)
Ty = wyrsen(wpt)rs — Wy

Ts = Tg

T = —wrsen(wyt)ry

com (r7 To T3 T4 T5 Tg) = (T T Y Y 2 2)
Observa-se nas equagoes (4.28) que a posigao de equilibrio s6 depende das velocidades.
Se a velocidade for nula, a particula permanecerd parada em qualquer posicao. Fazendo a

» 2T . )
mudanca de variavel ¢ = — o tempo ¢é normalizado e encontra-se
W
P

X = [Ay(we) + Ag(wy)sen(2n7)) X (4.29)
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com
0O 1 0 0 0O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 w, 0O 0 0 0 0 0 0
_ s 0O 0 01 0O _ s 0 00 0 0 0

A (we,wp) = — e Ay(wpwy) =—

Wp 0O wo 0O 0 0 O Wp 0 00 0 0 wy
0O 0 0 0 01 000 O 00
0O 0 0 0 0O 000 —wp 0 O

(4.30)

O diagrama de estabilidade foi construido no plano de parametros w,—wy. Considerou-se

os seguintes valores para as freqiiéncias
we = 1215 10 < wy <100 1200 < wp < 1230.

Para quaisquer valores de freqiiéncias, foram obtidas bifurcacao de Hopf e bifurcacao
fold, portanto, houve um preenchimento total do diagrama. Como na equacao de Mathieu,
onde apareciam pontos preenchendo a regiao interior a fronteira de estabilidade, o sistema
(equagoes 4.27) seréa considerado estével para quaisquer valores de freqiiéncias.

Para wy = 10 e w, = 1200, encontra-se a F'TM

1 00000 0 0 0 0
0 0.9966 0 0.0785 0 —0.0260

oy _ [ 00 1000010 0 (@31)
0 —0.0785 0 0 0 0.0010
0 00001 0 0 1 0.0052
0 0020 0 0 0 09997

com multiplicadores de Floquet

pi= lparat=1234
ps = 0.9966 + 0.08277 (4.32)
pe = 0.9966 — 0.0827:

onde |[p;|=1 i=1,2,....,6
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Fazendo a transformacao L-F
0 0.0001 0 0 0 0
0 0 0 0.0786 0 —0.0260
0 0 0 0.0001 0O 0
R— (4.33)
0 —0.0786 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.00520
0 0.0260 0 0 0 0
com expoentes caracteristicos
Ai= Oparai=1,2,3,4
As = 0.0828¢ (4.34)
A = —0.0828:¢

onde Re()\;) =0 parai=1,2,...,6 o que indica bifurcacao fold e bifurca¢ao de Hopf.



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho estudou-se sistemas dinamicos periédicos no tempo aplicando-se um nova
técnica numérica (desenvolvida por Sinha) para aproximar a matriz de transi¢ao de estados
(STM). Esta técnica consiste em aproximar os coeficientes periodicos da parte linear usando
os polindmios ortogonais de Chebyshev e o processo iterativo de Picard.

Os coeficientes periddicos foram aproximados utilizando-se uma série de 20 termos de
polinémios alterados de Chebyshev, e efetuando-se 40 iteracoes no método de Picard.

Obtida a STM, essa matriz é calculada no final do periodo principal para determinar a
matriz de transicao de Floquet (FTM). A partir dos autovalores dessa matriz, elabora-se o
diagrama de estabilidade do sistema dindmico analisado.

Fazendo a transformacao de Lyapunov-Floquet (L-F) obtida através da STM, converteu-
se os sistemas periddicos no tempo em sistemas dinamicamente equivalentes porém invariantes
no tempo. A matriz constante fornece os expoentes caracteristicos.

O diagrama de estabilidade do péndulo excitado parametricamente foi obtido para veri-
ficar a eficicia do programa implementado. O principal objetivo do trabalho foi a aplicagao do
método ao sistema do péndulo elastico com excitacao vertical no suporte. Além desse sistema,
o método foi aplicado a equacao de Mathieu e ao sistema dinamico formado por particulas
carregadas em um campo magnético com perturbagao dependente do tempo.

Para o péndulo elastico com excitagao vertical no suporte, a STM foi obtida & partir da
aproximacao da fungao sen(wt). Construiu-se o diagrama de estabilidade onde determinou-se
as regioes estaveis e nao estaveis do sistema. Foram construidos os diagramas de bifurcagao
do péndulo e da mola e comparados com o diagrama de estabilidade verificou-se, assim, uma

correspondéncia entre eles. Foram escolhidos duas freqiiéncias, uma na regiao estavel e outra
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na regiao instavel. A construcao dos historicos no tempo da mola e do péndulo, juntamente
com os espectros de freqiiéncia serviram para comprovar a estabilidade e instabilidade do
sistema. Na regiao estavel, o péndulo tende a sua posicao de equilibrio estatica e a mola oscila
com apenas uma amplitude em torno da origem. Na regiao instavel, o péndulo oscila em torno
da origem com apenas uma amplitude e a mola oscila com duas amplitudes e nao é em torno
da origem.

Para a equagao de Mathieu, a STM foi obtida através da aproximagao da fungao cost.
O diagrama de estabilidade obtido apresentou uma regiao instavel e outra regiao em que
todos os pontos obtidos correspondiam a multiplicadores com |p| = 1. Em [24] esta regido foi
considerada estéavel e isso serviu de suporte para definir a estabilidade do proximo exemplo.

No estudo de particula carregada em um campo magnético dependente do tempo, a STM
foi obtida & partir da aproximacao da funcao senw,t. Verificou-se que esse sistema nao depende
da posicao inicial e sim das velocidades iniciais. O diagrama de estabilidade foi totalmente
preenchido indicando que em todos os pontos tem-se |p| = 1. Conforme analisado na equagao

de Mathieu, conclui-se que este sistema ¢é estével para quaisquer valores de parametros.

5.1 Pesquisas futuras

Dentro do Grupo de Pesquisa Problemas nao Lineares e Sistemas Complexos do DCCE/
IBILCE/UNESP, Campus de Sao José do Rio Preto, varios sistemas dindmicos ndo ideais
estao sendo estudados. Dentre eles, dois estao relacionados com o péndulo mecéanico, isto é,
um péndulo é acoplado a uma estrutura que vibra devido a uma excitacao. Essa excitacao é
provocada pela rotagao de uma massa desbalanceada por um motor cuja fonte de energia é
limitada. Em um desses sistemas a excitacao é horizontal, e os estudos desenvolvidos foram
aqueles basicos, ou seja, obtencao das equagoes de movimento, determinacao dos pontos de
equilibrio, linearizacao e andlise do comportamento dinAmico com ressonancias internas [9]. O
outro péndulo mecénico possui excitacao vertical, e também foram desenvolvidos os estudos
basicos [10].

Para efetuar estudos mais detalhados sobre esses sistemas dindmicos seria interessante
aplicar o método apresentado neste trabalho, com o objetivo de identificar os parametros de
controle mais interessantes e descobrir as bifurcagoes mais importantes.

Além disso, o controle de sistemas dinamicos constitui uma &area de pesquisa muito
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importante, entao o sistema de péndulo elastico, bem como os péndulos mecénicos nao ideais
podem ser estudados do ponto de vista de controle, utilizando a técnica apresentada por

Peruzzi |22] e Peruzzi e colaboradores [23].



Apéndice A
Divisores Elementares

Teorema A.l. (Decomposicao de Jordan) Seja A € C"*". FEntao, existe uma matriz nao-

singular X € C™*" tal que
XAX = Jy = diag(Jom, (M), - -, Ty (),

onde

€ quadrada e de ordem m; e mi +ms+ ... +my=n coml <n.

Demonstragao: Veja Golub [13], pagina 197.

A matriz J4 é chamada forma canonica de Jordan de A e as matrizes .J,,, sao chamadas
de blocos de Jordan. O ntimero e a dimensao dos blocos de Jordan associados a cada autovalor
sao dnicos, porém a ordem em que eles aparecem na diagonal principal pode se alterar. Como
exemplo, seja A uma matriz com seis autovalores, sendo A\; = ... = A5 # \g, e C sua forma

canodnica de Jordan, onde

C = . (A.2)

J1(Xe)
Agora, em geral, a matriz (C' — A\I) é formada pelos blocos da forma J,.(A; — A). Os de-

terminantes das sub-matrizes da forma canénica (C' — AI') s@o chamados divisores elementares
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da matriz A. Assim, os divisores elementares de qualquer matriz similar & C' sao
(/\1 — /\)2, ()\1 — )\)2, ()\1 — )\)G(Aﬁ — /\)

Podemos observar que o produto dos divisores elementares de uma matriz é igual ao seu
polinémio caracteristico. Quando a forma candnica de Jordan é diagonal, entao seus divisores

elementares sao

A=A, (A=), ..., (A —A)

ou seja, sao lineares (simples). Uma matriz com autovalores distintos sempre possui divisores
elementares lineares, mas, como vimos, se uma matriz possui dois ou mais autovalores iguais,
entao nao podemos afirmar se ela possui, ou nao, divisores elementares lineares.

Se uma matriz possui um ou mais divisores elementares nao-lineares, entao a forma
canodnica de Jordan desta matriz possui pelo menos um bloco com dimensao maior que 1 e,
além disso, m autovetores linearmente independente, onde m < n. Tais matrizes sao chamadas

defectivas.



Apéndice B
Produto de Kronecker

O produto de Kronecker, ou produto tensorial, é util para resolver equagoes lineares em

que a incégnita é uma matriz.

Defini¢ao B.1. (Produto de Kronecker). Dadas duas matrizes A € C™™ e B € CP*?, o

produto de Kronecker de A por B, denotado por A® B, € dado por

CLHB CL12B C alnB
anB axB ... a,B

AgB=| = " ” (B.1)
amlB a/sz “ e ClmmB

Veja que a dimensao de A® B é mp X nq, e que o produto de Kronecker é definido para

matrizes A e B de quaisquer dimensoes [19].



Apéndice C
Programa

Como exemplo de implementacao no Matlab®, apresenta-se o programa para obtencao

da FTM e do Diagrama de Estabilidade da equacao de Mathieu

format long;

conth=1;

contfp=1;

contfd=1;

sinal1=0;

sinal2=0;

sinal3=0;

al=(-0.75:0.01:1.5);

b=(0:0.01:1.6);

for i=1:226

for s=1:161

T=2%pi;

Y1=[0 1 ; -al(i) Of;

Abarl=T*Y1,;

Y2=[0 0 ; -b(s) 0] ;

Abar2=T*Y2; %termo relativo a cos(2*t)
Ich=[1 0 ; zeros(19,2) ; 0 1 ; zeros(19,2)];
Qd1=eye(20);

%coeficientes do cos(2*pi*t) j=1:2:37;
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a(j)=0;
a0 = 0.30424217764409; a(20) = —6.111364188334749¢ — 015;
a(2) = 0.97086786526302; a(22) = 3.297657841343460¢ — 017;
a(4) = —0.30284915526270; a(24) = —1.486813423673221¢ — 019;
a(6) = 0.02909193396501; a(26) = 5.685578136847147e — 022;
a(8) = —0.00139224399118: a(28) = —1.867420621047668¢ — 024:
a(10) = 4.018994451075495¢ — 005; a(30) = 5.325446783539806¢ — 027;
a(12) = —7.782767011815312¢ — 007;  a(32) = —1.331025651671212¢ — 029;
a(14) = 1.082653034185827¢ — 008; a(34) = 2.939643213493515¢ — 032;
a(16) = —1.135109177911508¢ — 010;  a(36) = —5.778609710394926¢ — 035;
a(18) = 9.295206632678742¢ — 013; a(38) = 1.017575641669066¢ — 037;

%matriz operacional do produto
Qd2=[a0 a(1)/2 a(2)/2 a(3)/2 a(4)/2 a(5)/2 a(6)/2 a(7)/2 a(8)/2 a(9)/2 a(10)/2 a(11)/2
a(12)/2 a(13)/2 a(14)/2 a(15)/2 a(16)/2 a(17)/2 a(18)/2 a(19)/2;

a(1) a0+a(2)/2 (a(1)+a(3))/2 (a(2)+a(4))/2 (a(3)+a(5))/2 (a(4)+a(6))/2 (a(5)+
a(7))/2 (a(6) + a(8))/2  (a(7) + a(9))/2  (a(8) + a(10))/2 (a(9) + a(11))/2  (a(10) +
a(12))/2 (a(11)+a(13))/2 (a(12)+a(14))/2 (a(13) +a(15))/2 (a(14)+a(16))/2 (a(15)+
a(17))/2 (a(16) + a(18))/2 (a(17) + a(19))/2 (a(18) + a(20))/2;

a(2) (a(1)+a(3))/2 a0+a(4)/2 (a(1)+a(5))/2 (a(2)+a(6))/2 (a(3)+a(T7))/2 (a(4)+
5) +a(9))/2 (a(6) + a(10))/2 (a(7) + a(11))/2  (a(8)

a(8))/2  (a (8) +a(12))/2 (a(9) +
a(13))/2 (a(10) +a(14))/2 (a(11) +a(15))/2 (a(12) +a(16))/2 (a(13)+a(17))/2 (a(14)+
a(18))/2 (a( )

15) 4+ a(19))/2 (a(16) 4 a(20))/2 (a(17) + a(21))/2;

+a(5))/2 a0+a(6)/2 (a(1)+a(7))/2 (a(2)+a(8))/2 (a(3)+
)/2 (al5) + a(11))/2 (a(6) + a(12))/2 (a(7) + a(13))/2 (a(8) +
/2 (a(10) + a(16))/2 (a(11) +a(17))/2 (a(12) +a(18))/2 (a(13) +
14)+a(20))/2 (a(15) + a(21))/2 (a(16) + a(22))/2;
a(4) (a(3)+a(5))/2 (a(2)+a(6))/2 (a(1)+a(7))/2 ab+a(8)/2 (a(1)+a(9))/2 (a(2)+
/2 (a(4) + a(12))/2 (a(5) + a(13))/2 (a(6) + a(14))/2 (a(7) +
/2 (a(9) +a(17))/2 (a(10) + a(18))/2 (a(11) + a(19))/2 (a(12) +
13) + a(21))/2 (a(14) +a(22))/2 (a(15) + a(23))/2;
a(5) (a(4)+a(6))/2 (a(3)+a(7)/2 (a(2)+a(8))/2 (a(l)+a(9))/2 a0+a(10)/2 (a(1)+

a(1)
(
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)/2 (a(2) + a(12))/2 (a(3) + a(13))/2 (a(4) + a(14))/2 (a(5) + a(15))/2 (a(6) +
)/2 (a(7) +a(17))/2 (a(8) + a(18))/2 (a(9) + a(19))/2 (a(10) + a(20))/2 (a(11) +
)/2 (a(12) +a(22))/2 (a(13) +a(23))/2 (a(14) + a(24))/2;

a(6) (a(5)+a(7))/2 (a(4)+a(8))/2 (a(3)+a(9))/2 (a(2)+a(10))/2 (a(1)+a(11))/2 a0+
a(12)/2 (a(1) +a(13))/2 (a(2) + a(14))/2  (a(3) + a(15))/2 (a(4) + a(16))/2  (a(5) +
a(17))/2 (a(6) + a(18))/2 (a(7) + a(19))/2 (a(8) + a(20))/2 (a(9) + a(21))/2 (a(10) +
a(22))/2 (a(11) +a(23))/2 (a(12) +a(24))/2 (a(13) + a(25))/2;

a(7) (a(6) +a(8))/2 (a(5) + a(9))/2 (a(4) + a(10))/2 (a(3) + a(11))/2 (a(2) +
a(12))/2 (a(1)+a(13))/2 a0+a(14)/2 (a(1)+a(15))/2 (a(2)+a(16))/2 (a(3)+a(17))/2 (a(4)+
) +a(19))/2 (a(6) + a(20))/2 (a(7) +a(21))/2 (a(8) + a(22))/2 (a(9) +
24))/2 (a(11) + a(25))/2 (a(12) + a(26))/2;

a(7) +a(9))/2 (a(6) + a(10))/2 (a(5) + a(11))/2 (a(4) + a(12))/2 (a(3) +
) 2)+a(14))/2 (a(1)+a(15))/2 a0+a(16)/2 (a(1)+a(17))/2 (a(2)+a(18))/2 (a(3)+
a(19))/2 (a(4) +a(20))/2 (a(5) +a(21))/2 (a(6) + a(22))/2 (a(7) + a(23))/2 (a(8) +
a(24))/2 (a(9) +a(25))/2 (a(10) +a(26))/2 (a(11) + a(27))/2;

a(9) (a(8) +a(10))/2 (a(7) +a(11))/2 (a(6) + a(12))/2 (a(5) +a(13))/2 (a(4) +

(3)+a(15))/2 (a(2)+a(16))/2 (a(1)+a(17))/2 a0+a(18)/2 (a(1)+a(19))/2 (a(2)+
) +a(21))/2 (a(4) + a(22))/2 (a(5) + a(23))/2 (a(6) + a(24))/2 (a(7) +
a(25))/2 (a(8) + a(26))/2 (a(9) + a(27))/2 (a(10) + a(28))/2;

(10) (a(9) +a(11))/2 (a(8) +a(12))/2 (a(7) + a(13))/2 (a(6) +a(14))/2 (a(5) +
a(15))/2  (a(4) + a(16))/2 (a(3) + a(17))/2 (a(2) + a(18))/2 (a(1) + a(19))/2 a0 +
a(20)/2 (a(1) + a(21))/2 (a(2) + a(22))/2 (a(3) + a(23))/2 (a(4) + a(24))/2 (a(5) +
2 (a(6) +a(26))/2 (a(7) +a(27))/2 (a(8) +a(28))/2 (a(9) + a(29))/2;
a(11) (a(10) +a(12))/2 (a(9) +a(13))/2 (a(8) + a(14))/2 (a(7) + a(15))/2 (
a(16))/2 (a(5) +a(17))/2 (a(4) + a(18))/2 (a(3) + a(19))/2 (a(2) + a(20))/2 (a(1) +
a(21))/2 ab+a(22)/2 (a(1)+a(23))/2 (a(2)+a(24))/2 (a(3)+a(25))/2 (a(4)+a(26))/2
a(27))/2 (a(6) +a(28))/2 (a(7) +a(29))/2 (a(8) +a(30))/2;

a(12) (a(11) +a(13))/2 (a(10) +a(14))/2 ( )/2 (a(7) +
a(17))/2 (a(6) + a(18))/2 (a(5) + a(19))/2 (a(4) + a(20))/2 (a(3) + a(21))/2 (a(2) +
a(22))/2 (a(1)+a(23))/2 a0+a(24)/2 (a(1)+a(25))/2 (a(2)+a(26))/2 (a(3)+a(27))/2 (a(4)+
a(28))/2 (a(5) +a(29))/2 (a(6) +a(30))/2 (a(7) +a(31))/2;

a(13) (a(12)+a(14))/2 (a(11)+a(15))/2 (a(10)+a(16))/2 (a(9)+a(17))/2 (a(8)+
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a(18))/2 (a(7) + a(19))/2 (a(6) + a(20))/2 (a(5) + a(21))/2 (a(4) + a(22))/2 (a(3) +
a(23))/2 (a(2)+a(24))/2 (a(1)+a(25))/2 a0+a(26)/2 (a(1)4a(27))/2 (a(2)+a(28))/2 (a(3)+
a(29))/2 (a(4) +a(30))/2 (a(5) +a(31))/2 (a(6) + a(32))/2;
a(14) (a(13)+a(15))/2 (a(12)+a(16))/2 (a(11)+a(17))/2 (a(10)+a(18))/2 (a(9)
a(19))/2 (a(8) + a(20))/2 (a(7) + a(21))/2 (a(6) + a(22))/2 (a(5) + a(23))/2 (
a(24))/2 (a(3)+a(25))/2 (a(2)+a(26))/2 (a(1)4a(27))/2 a0+a(28)/2 (a(1)+a(29))/2 (a( )+
a(30))/2 (a(3) +a(31))/2 (a(4) +a(32))/2 (a(5) + a(33))/2;
a(15) (a(14)+a(16))/2 (a(13)+a(17))/2 (a(12)+a(18))/2 (a(11)+a(19))/2 (a(10)+
)/2 (a(9) +a(21))/2 (a(8) + a(22))/2 (a(7) + a(23))/2 (a(6) + a(24))/2 (a(5) +
a(25))/2  (a(4) + a(26))/2 (a(3) + a(27))/2 (a(2) + a(28))/2 (a(l) + a(29))/2 a0 +
a(30)/2 (a(1) +a(31))/2 (a(2) +a(32))/2 (a(3) +a(33))/2 (a(4) + a(34))/2;
a(16) (a(15)+a(17))/2 (a(14)+a(18 ) (a(12)

)
(

no

))/2 (a(13)4+a(19))/2 (a(12)4a(20))/2 (a(11)+
a(21))/2 (a(10) + a(22))/2 (a(9) + a(23))/2 (a(8) + a(24))/2 (a(7) + a(25))/2 (a(6) +
a(26))/2 (a(5) +a(27))/2 (a(4) +a(28))/2 (a(3) + a(29))/2 (a(2) + a(30))/2 (a(1) +

(
a(31))/2 a0+ a(32)/2 (a(1)+a(33))/2 (a(2) +a(34))/2 (a(3)+ a(35))/2;

a(17) (a(16)+a(18))/2 (a(15)+a(19))/2 (a(14)+a(20))/2 (a(13)+a(21))/2 (a(12)+
a(22))/2 (a(11) +a(23))/2 (a(10) + a(24))/2 (a(9) + a(25))/2 (a(8) + a(26))/2 (a(7) +
a(27))/2 (a(6) + a(28))/2 (a(5) + a(29))/2 (a(4) + a(30))/2 (a(3)

a(32))/2 (a(1) 4+ a(33))/2 a0+ a(34)/2 (a(l)+a(35))/2 (a(2)+a

a(18) (a(17)+a(19))/2 (a(16)4+a(20))/2 (a(15)+a(21))/2 (a(14)+a(22))/2 (a(13)+
a(23))/2 (a(12) +a(24))/2 (a(11) +a(25))/2 (a(10) +a(26))/2 (a(9
a(28))/2 (a(7) + a(29))/2 (a(6) + a(30))/2 (a(5) +a(31))/2 (a(4) + a(32))/2 (a(3) +
a(33))/2 (a(2) +a(34))/2 (a(l) +a(35))/2 a0+ a(36)/2 (a(1l)+ a(37))/2;

a(19) (a(18)+a(20))/2 (a(17)+a(21))/2 (a(16)+a(22))/2 (a(15)+a(23))/2 (a(14)+
a(24))/2 (a(13) +a(25))/2 (a(12) +a(26))/2 (a(11) 4+ a(27))/2 (a(10) + a(28))/2 (a(9) +
a(29))/2 (a(8) +a(30))/2 (a(7) + a(31))/2 (a(6) + a(32))/2 (a(5) + a(33))/2 (a(4) +
a(34))/2 (a(3) +a(35))/2 (a(2) +a(36))/2 (a(l) 4+ a(37))/2 a0+ a(38)/2];

)
)

(a
(

(
(

G=CHEBY_G(20); % Matriz operacional de integracdao. Esta matriz foi feita separada-
mente e esta definida logo abaixo.

Gt=G’;

GxQd1=Gt*Qd1;



71

%Calculo de L1

L1=[Abarl(1,1)*GxQd1 Abar1(1,2)*GxQd1 ; Abar1(2,1)*GxQd1 Abar1(2,2)*GxQd1 |;
%Calculo de L2

GxQd2=Gt*Qd2;

L2=[Abar2(1,1)*GxQd2 Abar2(1,2)*GxQd2 ; Abar2(2,1)*GxQd2 Abar2(2,2)*GxQd2 |[;
L—L11L2:

%Calculo de P(alfa)=Abarl x [Gt*d1] + Abar2 x |Gt*d2]=P1+P2
dl=[10000000000000000000];

d2=[a0 a(1) a(2) a(3) a(4) a(5) a(6) a(7) a(8) a(9) a(10) a(11) a(12) a(13) a(14) a(15) a(16)
a(17) a(18) a(19)|’;

%Céalculo de P1 Gtd1=Gt*d1;

P1=[Abarl(1,1)*Gtdl Abarl(1,2)*Gtd1 ;

Abarl(2,1)*Gtdl Abarl(2,2)*Gtdl1];

%Calculo de P2 Gtd2=Gt*d2;

P2=[Abar2(1,1)*Gtd2 Abar2(1,2)*Gtd2 ; Abar2(2,1)*Gtd2 Abar2(2,2)*Gtd2];
P=P1+P2;

%Calculo da Matriz de Transi¢ao de Floquet (FTM)
LL=eye(40)+L+L"2+L"3+L " 4+L"5+L"6+L"7+L"8+L"9+L "10+L" " 11+L" 12+L" 13+
LA4+L M5+ L 6+ LA 7+ LA8+ L A9+ L 20+ LA 214+ LA 22+ 1423+ L 24+ L 25+ L 26+ 127+
LA28+1./29+1L"30+1L"31+L"32+1."33+L"34+1."35+L"36+1"37+L"38+1"39;

tt=1;

ppl=2%tt-1;

pp2=2%*(2*tt-1)"2-1;

pp3=4*(2*tt-1)"3-6*tt+3;

pp4=8*(2*tt-1)"4-8%(2*tt-1)"2+1;

ppH=16*(2*tt-1)"5-20*(2*tt-1)" 3+ 10*tt-5;
PPB—32%(2%tt-1)6-48% (25tt-1)4 + 18*(2%tt-1)2-1;
pp7=64*(2%tt-1)"7-112%(2*tt-1)"5-+56*(2*tt-1)"3-14%tt +7;

pp8=128*(2*tt-1)"8-256* (2*tt-1)"6-+160*(2*tt-1)"4-32% (2*tt-1)"2+1;
pp9—=256*(2*tt-1)"9-576% (2*tt-1)"7-+432*(2*tt-1)"5-120% (2*tt-1)" 3+ 18*tt-9;
pPLO=F12%(2%tt-1)10-1280* (2*%tt-1)"8 + 1120% (2%tt-1)"6-400% (2*£6-1) 4+ 50%(2%tt-1)"2-1;
pp11=1024%(2%tt-1)"11-2816* (2%tt-1)1 0+ 2816* (2¥tt-1)7-1232% (2%tt-1)5+220% (2%tt-1)"3-
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22%tt+11;

pp12=2048*(2*tt-1)"12-6144* (2*tt-1)"10+6912* (2*tt-1)"8-3584* (2*tt-1)"6+840* (2*tt-1)"4-
T2%(2%tt-1)"2+1;

pp13=4096*(2*tt-1)"13-13312% (2*tt-1)"11+16640* (2*tt-1)9-9984* (2¥tt-1)"7+2912* (2*tt-1)"5-
364*(2*tt-1)"3+4-26*tt-13;

ppl4=8192*(2*tt-1)"14-28672* (2*tt-1)"12+39424* (2*tt-1)" 10-26880* (2*tt-1)" 8+ 9408* (2*tt-
1)"6-1568%(2*tt-1)"4+98*(2*tt-1)"2-1;

ppl5=16384*(2*tt-1)"15-61440% (2*tt-1)"13+92160*(2*tt-1)"11-70400* (2*t-1)"9-+28800* (2* tt-
1)N7-6048% (2*tt-1)"5+560* (2*tt-1)"3-30*tt+15;

ppl6=1-128%(2*tt-1)"2+2688* (2*tt-1)"4-+84480* (2*tt-1)"8-21504* (2*tt-1)"6-+32768* (2*tt-
1)M6-131072% (2%tt-1)"144-212992* (2% tt-1)"12-180224* (2*tt-1)"10;

ppl7=34%tt-17-816* (2*tt-1)"3+11424*(2*tt-1)"5+4239360*(2*tt-1)"9-71808* (2*tt-1)"7+65536*
(2%tt-1)"M17-278528* (2*t-1)15-+487424% (2*tt-1)" 13-452608* (2*tt-1)"11;

ppl18=162*(2*tt-1)"2-4320* (2*tt-1)"4+131072% (2%tt-1)" 18-589824* (2*tt-1)"16-+1105920* (2* tt-
1)M14-+1118208% (2%tt-1)"12+658944* (2*tt-1)"10-228096* (2*tt-1)"8+44352* (2*tt-1)"6-

L

pp19=-38*tt+19+1140%(2*tt-1)"3-20064* (2*tt-1)"5-+262144* (2*tt-1)" 19-695552* (2*tt-1)"9+
160512% (2%tt-1)"7-1245184% (2%4t-1)" 1742490368 (2*tt-1) 15-2723840* (2*tt-1) 13+
1770496 (2%tt-1)"11;

Tcht=|pp zeros(1,20);zeros(1,20) pp|; % matriz T chapéu
Fi= Tcht*(Ich +LL*P)
amplitude=b(s)
magnitude=al(i)

MF= eig(F1i)

MF abs= abs(MF)
R=(1/2)*logm(Fi)?
EC=eig(R)

%Diagrama de Estabilidade
mf=1;

while mf<3

MFi=MF (mf,:);
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if isreal(MFi) % MF complexo
if abs(1-abs(MF(mf)))<0.008 % bifurcagao Hopf
conth=conth+1;
xH(conth)=al(i); % valor de a
yH(conth)=b(s); %valor de b
mf=mf+1;
sinall=1;

end

else %MF real
if abs(1+MFi)<0.01 %bifurcagao flip
contfp=contfp+1;
xFp(contfp)=al(i); % valor de a
yFp(contfp)=b(s); %valor de b
mf=mf+1;
sinal2=1;
else
if abs(1-MFi)<0.008 %bifurcagao fold
xFd(contfd)=al(i); % valor de a
yFd(contfd)=b(s); %valor de b
contfd=contfd+1;
mf=mf+1;
sinal3=1;
end
end

end

mf=mf+1;
end
end
end

%Plotagem dos graficos
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figure(1);

title(’Diagrama de Estabilidade’)
axis([-0.75 1.6 0 1.7])

xlabel( a’);

ylabel(’b’);

if sinal2>=1 plot(xFp,yFp,’r.”); % marca os pontos vermelhos
title(’Diagrama de Estabilidade’)
axis(]-0.75 1.6 0 1.7))

xlabel(’a’);

ylabel(’b’);

hold on end

if sinal3>=1

plot(xFd,yFd,’k.”); % marca os pontos pretos
title(’Diagrama de Estabilidade’)
axis([-0.75 1.6 0 1.7])

xlabel(’a’);

ylabel(’b’);

hold on end

if sinall>=1

plot(xH,yH,’b.”); % marca os pontos azuis
title('Diagrama de Estabilidade’)
axis([-0.75 1.6 0 1.7])

xlabel(’a’);

ylabel("b’);

end

Fungao CHEBY_G(20)

function t = cheby_g(m)
Y%matriz operacional de Integragao
%format rat

t(1:m,1:m)=0.0;
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£(2,3)=1/8;

for i=2:m-1

t(4+1,1)=((-1)"1)/(2*(i*2-1));

end

for i=2:m-1
t(i+1,0)=(-1/4)*(1/(-1));
end for i=2:m-2
t(i+1,i+2)=(1/4)*(1/(1+1));

end
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