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Resumo

O principal resultado dessa dissertacao é o Teorema de Poincaré-Bendixson para
campos de vetores planares suaves por partes, que nos diz quais sao os tipos de con-
juntos limite. Estudaremos também detalhes a respeito dos conceitos de conjuntos

minimais e cadticos em campos de vetores planares suaves por partes.

Palavras-chaves: Campos de vetores planares suaves por partes. Teorema de

Poincaré-Bendixson. Conjuntos limite. Minimalidade. Caoticidade. Invariancia.



Abstract

The main result of this work is the Poincaré - Bendizson Theorem for planar pie-
cewise smooth vector fields, which tell us what kind of limit sets arise in this context.

We will also study details about the concepts of minimal and chaotic sets in planar

piecewise smooth vector fields.

Keywords: Planar piecewise smooth vector fields. Poincaré-Bendixson theorem.

Limit sets. Minimality. Chaotic behavior. Invariance.
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CAPITULO

Introducao

Sistemas dinamicos buscam entender o comportamento futuro ou passado dos estados de
um sistema para o qual existe uma regra deterministica de evolucao. Por vezes o entendimento
do comportamento destes sistemas nao passa pela resolucao algébrica das equacoes diferenciais
envolvidas, mas sim pela analise qualitativa e geométrica das suas solugoes. Este é o objetivo
da Teoria Qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias. Toda essa teoria estd abordada em
varios livros como [3], [5] e [6], entre outros. Esta teoria se baseia em alguns resultados cldssicos
importantes, tais como o Teorema de Existéncia e Unicidade, o Teorema de Grobman-Hartman,

o Teorema de Poincaré-Bendixson, o Teorema de Peixoto, entre outros.

Recentemente uma nova classe de sistemas ganhou notoriedade, sao os chamados campos
de vetores suaves por partes (CVSPs). Nestes admite-se que exista uma subvariedade 3 de
codimensao 1 onde o campo de vetores deixa de ser suave e em alguns casos deixa inclusive
de ser continuo. Como os CVSPs estudados nesta dissertacao serao planares, a esta variedade
damos o nome de curva de descontinuidade.

Os CVSPs tornaram-se uma classe de sistemas comuns em modelagem de problemas
de Matematica, Fisica ou Engenharia, alguns exemplos dessa aplicagdo pode ser vista em [7],
como o modelo de circuitos elétricos em dispositivos mecanicos, em problemas de friccao entre
outros.

Esta dissertagao foi baseada nos artigos [1] e [2]. Um fato importante a respeito da

teoria de CVSPs é que muitos dos teoremas classicos para campos suaves nao valem neste

10
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contexto, por exemplo, notamos que o Teorema de Poincaré-Bendixson para campos de vetores
suaves no plano nao ¢ valido quando considerado sob o cendrio de CVSPs, e como em [2],
iremos discutir quais serao as hipoteses deste teorema para que ele continue sendo verdadeiro
em CVSPs. O Exemplo 3 de um CVSPs sem movimento de deslize em ¥ ilustra o Teorema 2
(Poincaré-Bendixson para CVSPs). Mas, como nao existe unicidade da trajetéria passando

por p, os conjuntos w e a-limite podem ser desconexos.

Ao longo desta dissertagao, chegamos a conclusao de que no Teorema 2 sé podemos
admitir regiao de costura e pontos de tangéncia, pois a presenca da regiao de deslize ou de escape
permitem que aparecam conjuntos estranhos que nao conseguimos caracterizar, um exemplo

deste fato é o Exemplo 1.

Um aspecto estudado atualmente é a ocorréncia de caos em CVSPs, e também a
ocorréncia de conjuntos minimais nao-triviais como apresentado em [1]. Apresentaremos a
definicao de conjuntos minimais para CVSPs e exibiremos conjuntos minimais nao-triviais
possuindo regiao de deslize como mostrado em [2]. Observaremos que um conjunto mini-
mal trivial é um ponto de equilibrio ou uma 6rbita periédica fechada. A ocorréncia de caos
nao-deterministico é observada e dos conceitos de minimalidade e minimalidade orientavel sao

introduzidos como em [1].

Ainda, como em [1] definiremos conjuntos positivamente-minimais (negativamente-mini-
mais) para CVSPs e estudaremos algumas relagoes entre eles e com a definigao de conjunto
minimal dada em [1]. Investigamos também a existéncia de conjuntos minimais nao-triviais e

CVSPs cadticos.

Nesta dissertagao apresentaremos dois exemplos de conjuntos minimais nao-triviais, que
sao os Exemplos 2 e 5. Estes dois exemplos serao os mais estudados neste trabalho. Faremos
uma analise detalhada dos seus retratos de fase e verificaremos se estes sao invariantes, minimais,

topologicamente transitivos, exibem dependéncia sensivel e cadticos.

Além disso, corrigimos a demonstragdo da Proposigao 1 do artigo [1]. Esta proposi¢ao
se refere ao Exemplo 5 deste trabalho. Nesta proposicao, temos o conjunto A; = {(z,y); —3 <
r<4e (—4+2)(—2+2)*(3+x) <y < —(—4+z)(3+x)} e queremos provar que este conjunto
¢ minimal. Durante a demonstracao os autores afirmaram que existia um tempo ¢, > 0 tal que
dado um ponto arbitrario u € Ay e uma trajetéria positiva passando por u, entao ela passa por

g e pertence a um subconjunto compacto e invariante de A;. Entretanto, depois de uma analise
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mais completa do retrato de fase do sistema Z;, dado no Exemplo 5 e considerando o conjunto
compacto A; verificamos a existéncia de mais dois pontos de pseudo-equilibrio, denotados por
a e b, e portanto, precisamos modificar essa demonstracao e para isso utilizamos os Lemas 3 e
4. O diferencial dessa nova demonstracao foi que tivemos que considerar estes novos pontos a
e b, aumentando assim a possibilidade de trajetorias. Essa nova demonstracao se encontra no

Capitulo 4, na Proposicao 3.

Para finalizar este trabalho, apresentaremos o Teorema 6 que nos da uma relacao entre
conjuntos positivamente-minimais e negativamente-minimais com conjuntos cadticos. Note
que nao podemos alterar as hipoteses do Teorema 6, pois na Observacao 9 apresentamos o
exemplo do conjunto A; definido na Proposicao 3, e temos que ele é minimal, mas nao é
positivamente minimal nem negativamente-minimal. Entao nesta observacao verificamos que

A1 nao é topologicamente transitivo e portanto, o sistema nao é cadtico em A;.

Concluimos que para um conjunto ser cadtico, ele deve ter medida positiva e ser positiva-

mente-minimal e negativamente-minimal simultaneamente.



CAPITULO

Preliminares

Seja V uma vizinhanca arbitraria da origem em IR? e ¥ uma curva de IR? dada por
¥ = f71(0), onde f : V — IR é uma fungio suave que possui 0 € IR como valor regular, isto
é, Vf(p) # 0 para todo p € f~1(0). Essa curva de descontinuidade separa o plano em duas
regives: X = {q € V;f(q) > 0} e ¥~ = {¢ € V; f(¢q) < 0}. Vamos assumir também que

localmente ao redor da origem f(z,y) = y.

Observagao 1. Em casos mais gerais a curva > pode apresentar quinas e entdo f ndo seria

suave. Mas nao iremos tratar aqui deste tipo de comportamento.

Denotemos por y o espaco de campos de vetores €",r > 1 e {2 o espago de campos de

vetores Z : V — IR? tal que

Z(e.y) = X(z,y), para (z,y) € X* 2.1)
7 Y(z,y), para (z,y) € 3~

onde X = (X1, X3),Y = (Y1,Y,) € x e as trajetérias de Z sao solugoes de ¢ = Z(q).

Considere o produto interno usual em IR?, dado por

Xf(p)=(Vf(p), X(p) = VI@IIX({)|cos®

onde O ¢é o angulo entre os vetores X(p) e Vf(p). Desta forma se cos© > 0 entdo o angulo

entre os dois vetores X (p) e Vf(p) é menor que 90°, mas se cos© < 0 entao o angulo entre

13
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os dois vetores X (p) e Vf(p) é maior que 90°. A partir do angulo entre os vetores X (p) e
V f(p) como também entre Y (p) e V f(p), iremos distinguir as seguintes partigdes da regiao de

descontinuidade:

Py . o

B AN
AN 77

(b) ()

Figura 2.1: (a) Regiao de Costura, (b) Regiao de Escape e (c) Regiao de Deslize

(i) p € X estéd na regiao de costura X¢ se (X f(p))(Y f(p)) > 0.

Em particular,

e se Xf(p) =(Vf(p),X(p)>0eYf(p)=(Vf(p),Y(p) >0 entdope X

e se Xf(p) =(Vf(p),X(p)<0eYf(p)= (Vf(p),Y(p)) <0 entdope X

A partir dessas consideragoes podemos fazer os retratos de fase, como segue na Figura
2.1 (a).
(ii) p € ¥ estd na regiao de escape ¢ se X f(p) >0e Y f(p) <O0.

Ver Figura 2.1 (b).
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(iii) p € X estd na regiao de deslize X% se X f(p) <0 e Y f(p) > 0.

Ver Figura 2.1 (c).

Note que na regiao de costura temos, por exemplo, (X f(p)) > 0 e (Y f(p)) > 0. Neste
caso o angulo entre os vetores X (p) e Vf(p) é menor que 90°. Analogamente, o angulo entre

Y(p) e Vf(p) é menor que 90°, dai resulta a Figura 2.1 (a) do lado esquerdo.

Ja em uma regiao de escape o angulo entre os vetores X (p) e V f(p) é menor que 90° e
o angulo entre Y (p) e Vf(p) é maior que 90°, por isso obtemos o retrato de fase da Figura 2.1

(b). E caso contrario, teremos uma regiao de deslize.

Definicao 1. O campo vetorial deslizante associado a Z € Q é um campo vetorial Z%
tangente a ¥4 e definido com p € X4 por Z%(p) = m —p com m sendo o ponto do segmento que
une p+ X(p) e p+Y(p) tal que m — p € tangente a X9,

Se p € X4, entio p € X° para —Z e podemos definir o campo vetorial de escape as-
sociado a Z por Z¢ = —(—2Z)%. Usaremos a notacio Z* para ambos os casos. Nas figuras

representaremos a dinamica por setas duplas.

Observagao 2. Nesta observacao iremos encontrar o campo deslizante, sequindo a Conveng¢ao
de Filippov, ver [4].

Considere o sequinte caso, como apresentado na Figura 2.2 , onde p = (p1,0), o vetor
X (p) + p tem coordenadas (x1 + p1,x2) € o vetor Y(p) + p tem coordenadas (y1 + pi1,y2) no
qual X = (x1,22) e Y = (y1,y2). Podemos encontrar a equacao geral da reta v que passa pelos

pontos (x1 + p1,x2) € (y1 + p1,y2) através do sequinte determinante

T1+pr w1
yr+p oy 1|=0
T y 1

e concluir que a equacao geral é dada por

(Y2 — @2)x — T1Y2 — Yop1 + Toy1 + Taps
Y — 1 '

y:

Analogamente encontramos a equagao da reta s que passa pelos pontos (p1,0) e tem

como vetor diretor (1,0), logo a equagao geral da reta s € y = 0.
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Se fizermos a intersec¢ao dessas duas retas encontramos o ponto

T1Y2 — 90291’0)‘

]5:<p1+
Yo — T2

Logo, o campo deslizante é dado por

220) =pp =+ "L 0) - (o) = HZETE T 0y
onde f(z,y) =y.
X(p)+p
b =
p p

Y(p)+p

Figura 2.2: Convengao de Filippov.

Definigao 2. Dizemos que p € ¥ € um ponto X-regular se (X f(p))(Y f(p)) > 0 (isto é,
peX) ou (Xf(p)(Yfp) <0 eZ%p)+#0 (isto é, pe X°UX? e nao é ponto de equilibrio
de Z%)

Os pontos de ¥ que nao sao X-regulares sao chamados de Y-singulares.

Observacao 3. Se p ¢ X-singular podemos classificar este ponto em dois tipos:

(i) p € X é chamado de uma singularidade tangencial se (X f(p))(Y f(p)) =0 (isto €, p

¢ um ponto de tangéncia entre X e\ouY com X).
(i1) p € XF é chamado de pseudo-equilibrio de Z se Z*(p) =0

Dado W € y, denotaremos por r a ordem de contato da trajetéria I'yy de W com
¥ no ponto p se W¥f(p) = 0 para todo k = 0,....,r — 1 e W"f(p) #0. Se W = X (res-
pectivamente, Y') dizemos que p € ¥ é uma tangéncia invisivel se a ordem de contato r de
" x (respectivamente, de I'y') passando por p é par e X" f(p) < 0 (respectivamente, Y f(p) > 0).
Analogamente, se W = X (respectivamente, Y') dizemos que p € ¥ é uma tangéncia visivel
se a ordem de contato r de I'x(respectivamente, de I'y') passando por p é par e X" f(p) > 0

(respectivamente, Y7 f(p) < 0).
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Defini¢ao 3. Um ponto de tangéncia p € X é singular se p € invisivel para ambos 0s campos

X e Y. Se ele nao é singular entao p € X € regular.

(h) )

Figura 2.3: Casos onde ocorre pontos de tangéncia regulares.

Observacao 4. Sejamp € ¥ e ['x, 'y as trajetoria de X eY passando por p, respectivamente.
Considere que V,, = V.- U{pt U V" onde V, = {z € ¥;o < p} e V) = {z € X;2 > p}. Seja
m a soma da ordem do contato das trajetorias I'x e I'y com Y em p. Podemos caracterizar o

comportamento do campo Z € ) em uma vizinhanga de V), em termos de m:

VA

(k)

Figura 2.4: Casos onde ocorre pontos de tangéncia singulares.
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(1) Sem € impar, entio V,” C X° e V7 C BYUXC ou vice versa, os grificos (a), (b), (f) e (g)

da Figura 2.3 sao exemplos;
(2) Se m € par, entdio

(i) (V,\{p}) C ¢, os grdficos (j), (k) e (1) da Figura 2.4 e (d) da Figura 2.3 sao exemplos;

ii) (V,\{p}) estd contido em L% ou X¢, os grdficos (c), (h) e (i) da Figura 2.3 sdio
p

exemplos;

(iii) V- C Y oe VF C ¥°, o grdfico (e) da Figura 2.3 ¢ um exemplo.

Seja W € x. Denotaremos o fluxo de W por ¢ (¢, p), assim,

o (t.0) =W (6w (t.p))
¢W(07p) =P

onde t € I C R (intervalo maximal), com p € W.

Definigao 4. A trajetoria local ¢z(t,p) de CVSP dada por (2.1) é definida como seque:

(i) Sep € XT\X ou p € X7\X, a trajetéria é dada por ¢z(t,p) = ¢x(t,p) ou ¢z(t,p) =

oy (t,p), respectivamente.

(ii) Se p € 3¢ € tal que Xf(p) > 0 e Y f(p) > 0, a trajetoria é definida como ¢z(t,p) =
Py (t,p)it € IN{t <0} e pz(t,p) = dx(t,p)it € IN{t > 0}. Se X f(p) <0 eY f(p) <O,
a trajetoria € definida como ¢z(t,p) = ox(t,p);t € IN{t <0} e ¢pz(t,p) = oy (t,p);t €
In{t>0}.

(iii) Se p € 3¢, a trajetdria € definida como ¢pz(t,p) = ¢z=(t,p) parat € IN{t <0} e ¢z(t,p)
€ ou ¢x(t,p) ou ¢y (t,p) ou ¢ys(t,p) parat € IN{t > 0}. Para p € X a definicdo é a

mesma, mas revertendo o tempo.

(iv) Para p um ponto de tangéncia reqular entao a trajetoria € definida por ¢z(t,p) = ¢1(t,p);t €
TA{t <0} e dn(t,p) = ot p)it € TN {t > 0}, onde ¢, d pode ser em bx ou by ou
Gz=.

v) Para p um ponto de tangéncia singular entao ¢z (t,p) = p para todo t € IR.
p p
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Definicao 5. A trajetoria global I'z(t,py) de Z € Q) passando atrdves de py é uma unido
Lz(t,po) = U{Ui(t,pi);ti <t < tip1} de trajetorias locais preservando a orientagdo, o;(t, p;)
satifazendo jjez%ti—i-lapi) = 0it1(tiv1, Pit1) = Pip1 e t; = Fo0 com i — Fo0.

Defini¢ao 6. Dada a trajetoria global Tz (t,po), o conjunto w(Tz(t,po)) = {q € V;3(t,) que
satisfaz I z(tn, po) — q quando t, — +00} € chamado conjunto w-limite de I'z(t, py). Analoga-
mente, a(I'z(t,po)) = {q € V;3(t,) que satisfaz I z(t,, po) — q quando t, — —oc} € chamado
conjunto a-limite de T'z(t,po). O conjunto w-limite (respectivamente, a-limite) de um ponto
p € a uniao dos conjuntos w-limite (respectivamente, a-limite) de todas as trajetérias globais

passando por p.

M <

Figura 2.5: Exemplo de nao unicidade da trajetéria e de (conexidade do) conjunto limite.

Exemplo 1. Neste exemplo da Figura 2.5 podemos observar que o Teorema de Fxisténcia e
Unicidade nao € valido para campos de vetores suaves por partes. Podemos notar também que
o conjunto w-limite de q ¢ a unido dos conjuntos w-limite de cada trajetoria I';, i = 1,2,3. No
qual T'y € um foco, T's é um ponto de pseudo-equilibrio e I's é um ciclo limite, que por sua vez

sao desconexos. E o conjunto a-limite é composto pelo ponto de pseudo-equilibrio p.

Definigao 7. Considere Z = (X,Y') € Q e uma drbita global fechada A de Z. Dizemos que I’

s

e um:

(i) pseudo-ciclo se ANY # () e nao contém nenhum ponto de equilibrio ou pseudo-equilibrio.

(ii) pseudo-grdfico se ANY # () e é uma unido de pontos de equilibrio, pseudo-equilibrio e

arcos de orbitas de Z conectando esses pontos.
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© 2
r
Figura 2.6: Algumas possibilidades de pseudo-ciclos.

LAY AN
A

Figura 2.7: Algumas possibilidades de pseudo-graficos.

Definicdo 8. Um conjunto A C IR?* ¢ Z-invariante se para cada p € A e toda trajetiria

Lz (t,p) passando por p, temos que I'z(t,p) C A.

Definicdo 9. Um conjunto M C IR* ¢ minimal para Z € Q se

(i) M #0;

(ii) M é compacto;

(iii) M € Z-invariante;

(iv) M nao contém nenhum subconjunto préprio que possui as caracteristicas acima.

Observagao 5. Observe que o pseudo-ciclo I' do lado direito da Figura 2.6 € o conjunto c-
limite de toda as trajetorias globais em um vizinhanga dele. Contudo, 1" nao é Z-invariante de
acordo com a Definicao 8, pois existe ponto de tangéncia visivel. Este fenomeno apresenta um
aspecto distinto nao previsto na teoria classica sobre campos de vetores suaves onde 0s conjuntos

a e w-limite sao conjuntos invariantes, pois neste caso o conjunto a-limite nao € invariante.



CAPITULO

3

Teorema de Poincaré-Bendixson e conjuntos

minimais nao-triviais em CVSPs

Neste topico iremos estudar especificamente o Teorema de Poincaré-Bendixson para
CVSPs. Este teorema nos diz qual ¢ o tipo de conjunto limite que pode surgir em uma regiao
compacta do espaco euclidiano IR?. Iremos nos preocupar com conjuntos minimais nao-triviais

e conjuntos limite em CVSPs, como apresentado em [2].

Vamos apresentar um exemplo de conjunto minimal nao-trivial.
Exemplo 2. Considere Z = (X,Y) € Q onde

X(x,y) = (1’ _233)
Y(z,y) = (—2,2x — 423)

A regiao de descontinuidade ¢ dada por: ¥ = f~1(0) = {(z,y);y = 0}. Assim, se y >0

temos o sistema

e se y < 0 temos o sistema
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Considerando a condi¢ao inicial no campo X no qual (z(0),y(0)) = (0, k), onde k; é
uma constante positiva, podemos descrever a solucao algébrica deste campo, que ¢ dada por
y=—x>+k,.

Ja para o campo Y, consideremos a condigao inicial (z(0),y(0)) = (0,k_), onde k_ é

uma constante negativa, podemos descrever a solucao algébrica para este campo, que é dada

4 2
poryzE—EJrk;_.

Portanto, fazendo alguns céalculos para realizar uma analise do retrato de fase, temos
que
Vf(z,y)=(0,1)

X2 f(r,y) = X VX f(r,) = (1, ~20) - (~2,0) = —2
Y2f(z,y) =Y - VY f(x,y) = (=2,20 — 423) - (2 — 122%,0) = —4 + 242>

Verifiquemos agora onde existe regiao de costura:
(Xj.(l.vy)) ) (Yf(l‘,y)) = 8z" —42® >0

Verifiquemos agora onde existe regiao de escape:

Xflz,y) >0=—-2x>0=2<0

2
Yf($,y)<0=>2x—4m3<0:>x>—§

Verifiquemos agora onde existe regiao de deslize:

Xflz,y) <0=—-2x<0=2>0

2
Yf<1’:y)>02>2x—4w3>0:>x<§

Vamos encontrar os pontos de tangéncia no campo X:
X f(z,y) = 0= x = 0. Portanto, a origem é um ponto de tangéncia e como X2f(0,0) = -2 <

0, logo a origem é uma tangéncia invisivel.

Vamos encontrar os pontos de tangéncia no campo Y':
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V2

2
Yf(x,y):0:>2x—4373:(),0useja,2?:001130:7Oua::—7.

2 2
Logo, os pontos de tangéncia sao (0,0), <£, O) e ( — \/7_, O). Como Y2£(0,0) = —4

2
2 2
entao a origem é uma tangéncia visivel e Y2f<\/7_,0> = Y2f< — g,()) = 8 > 0 entao os
2 2
pontos (g, O> e < - \/7_, O) sao de tangéncia invisivel.

Vamos agora encontrar a orientagao do campo deslizante:

O campo deslizante é dado pela Equagao (2.2):
Y- X(xy)—Xf -Y(z,y) (—42®—2x,0)

Yf(x,y)—Xf(x,y) a —4da? + 4w

Zz(gj’y) =

Verificando o sinal do polindémio —42% — 2z sobre o polinomio —4x? + 4x, observamos
que o vetor deslizante aponta para a esquerda no intervalo aberto (p_,p™) e ndo existe ponto
de pseudo-equilibrio.

Portanto, segue na Figura 3.1 o retrato de fase do campo Z, denotaremos a origem por

o= () en =

Figura 3.1: Curvas integrais e pontos de tangéncia.

Proposicao 1. Considere Z = (X,Y) € Q onde

X(a,y) = (1, ~22)

Y(a:,y) = (_27 2r — 4333)
ZE4 1'2

e X =f710) = {(z,y);y = 0}. O conjunto A={(z,y);—1<z<1 e -

<y <1—2?
;g Sysl-a}

¢ um conjunto minimal para Z.
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Demonstracao. Temos que A # () e é compacto, pois é fechado e limitado. Vamos mostrar que

A é Z-invariante.

Pela Definicao 4, temos que em dA\ {p} existe unicidade da trajetéria e que a trajetéria
global de qualquer ponto em A passa por p para algum tempo t*.

Como p é um ponto de tangéncia visivel para o campo Y e (0,0) € 9%¢(0X? entao
pela Definicao 4 qualquer trajetoria passando por p fica em A e portanto A é Z-invariante.

Agora vamos mostrar que A nao contém nenhum subconjunto préprio que possui as
caracteristicas dos itens (i), (i¢) e (4i7) da Definigao 9.

Observemos que se tomarmos p1,ps € A, a trajetéria global positiva por p; chega em
uma regiao de deslize entre p e p, e desliza para p. E a trajetéria global negativa por ps chega
em uma regiao de escape entre p_ e p e desliza para p, logo concluimos que existe uma trajetoria

conectando p; e po.

Seja A" C A um conjunto Z-invariante. Dado ¢, € A e ¢» € A, sabemos que existe uma
trajetéria conectando esses dois pontos e como A" é Z-invariante entdo ¢o € A'. E portanto

A = A. Logo, A é um conjunto minimal. O]

Proposicao 2. Seja A como definido na Proposicao 1. Se q € A entdo existe uma trajetoria

passando por q que nao € densa em A.

Demonstracao. Pela Definicao 4, existe uma trajetéria I'g de Z que coincide com a curva fechada

O\, que é a fronteira de A.

Além disso, como mostramos na Proposicao 1, dado um ponto arbitrario ¢ € A, cada
orbita global passando por ¢ atinge a origem em algum tempo finito, lembremos que a origem
foi denotada por p. Seja I'y um arco da trajetoria de Z que conecta p e q. Assim, I' =T U T

é uma trajetoria nao densa de Z em A passando por q € A. O]

Um outro exemplo de conjunto minimal nao-trivial com interior nao-vazio é ilustrado

na Figura 3.2.

Agora iremos discutir o Teorema de Poincaré-Bendixson para campo de vetores suaves
por partes e através dos exemplos anteriores notamos que a presenca da regiao de deslize ou de
escape destrdi a unicidade das trajetorias globais pois aparecem conjuntos estranhos que nao

conseguimos caracterizar, um exemplo deste fato é o Exemplo 1. Entao para analisarmos o
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Figura 3.2: Conjunto minimal nio-trivial com interior nao-vazio.

conjunto w-limite iremos considerar que a regiao de descontinuidade possui somente pontos de

costura ou de tangéencia.

Seja A um subconjunto aberto de IR? e X um campo vetorial de classe C*, k > 1 em A.
Denotaremos a semidrbita positiva passando por p € A por 7,7 = {¢(t,p);t > 0}. Para o caso

de campos de vetores suaves no plano o teorema, é o seguinte:

Teorema 1 (Teorema de Poincaré-Bendixson para campos suaves no plano). Seja
o(t) = @(t,p) uma curva integral de X, definida para todo t > 0, tal que 7; esteja contida
num compacto K C A. Suponha que o campo X possua um niumero finito de singularidades

em w(p). Tém-se as sequintes alternativas:

(i) Se w(p) contém somente pontos regulares, entio w(p) € uma drbita periddica.

(ii) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entio w(p) consiste de um conjunto de

orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — +oo.

(iii) Se w(p) nao contém pontos requlares, entao w(p) € um ponto singular.

Este Teorema, como também sua demonstracdo podem ser encontrados em [6].

Para o caso de campos suaves por partes sua versao ¢é:

Teorema 2 (Teorema de Poincaré-Bendixson para CVSPs). Sejo Z = (X,Y) € Q.
Assuma que Z nao tem movimento de deslize ou de escape e que tem trajetoria global T z(t,p)
cuja trajetoria positiva I'}(t,p) estd contida em um subconjunto compacto K C V. Suponha
também que X e Y tem um numero finito de pontos criticos em K, e um numero finito de
pontos de tangéncia em 3. Entao, o conjunto w-limite w(T'z(t,p)) de T'z(t,p) € um dos casos

abaizo:
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(i) um ponto de equilibrio de X ouY;
(ii) wma orbita periodica de X ou'Y;

(iii) um grdfico de X ou'Y;

(iv) um pseudo-grdfico;

(v) um pseudo-ciclo;

(vi) um ponto de tangéncia singular.

Demonstracao. Considere p € K C V| se existir um to > 0 tal que a trajetéria global I' (¢, p)
nao atinge Y para t > ty, entao pelo Teorema de Poincaré-Bendixson para campos suaves no
plano concluimos que ocorrem um dos trés primeiros casos. Caso contrario, ird existir uma
sequéencia t; C IR cujo t; — +00,7 — 400 tal que I'z(t;,p) = p; € 2.

A hip6tese de que nao existe movimento de deslize e nem de escape implica que X f(p;)-
Y f(p;) > 0. Observamos que se X f(p;) = 0 e Y f(p;) # 0 entdo a trajetéria de X que passa
por p; tem contato de ordem fmpar com 3, e se X f(p;) # 0 e Y f(p;) = 0 a trajetoria de Y
que passa por p; tem contato de ordem impar com 3, pois se o contato fosse de ordem par

apareceria movimento de deslize.

Para cada ¢ € IN, dizemos que p; € T}, se um dos casos abaixo acontecem:

(6) Xf(pi)-Y f(pi) >0

(ii) Xf(pi)=0eY f(p:) #0

(tii) X f(pi) #0eY f(pi) =0

(i) X f(p;) =Y f(pi) =0 e em ambos os casos os campos tem contato de ordem fmpar com

2.

Se Xf(p:)) = Yf(p;)) = 0 e a tangéncia é invisivel em ambos os campos ou se p; é um
ponto de equilibrio, dizemos que p; € S,. Para o caso em que X f(p;) =Y f(p;) = 0 e a ordem
de contato com X de um campo é par e a outra é impar aparece uma regiao de deslize ou
escape, por isso nao consideramos este caso.

Ou seja,

Sy = {pi; pi ¢ um ponto de tangéncia singular ou de equilibrio de X ou Y},
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T, ={pi; se nao existe qualquer ambiguidade sobre a escolha da trajetdria local passando
por p; e p; ¢Sy},

N, ={pi;pi €5, UT,}

Observe que, S, tem no maximo um elemento p; e por hipdtese, N, ¢ um conjunto
finito. Se S, # 0, entao p = I'z(t,p) = p1 = w(p).

Separamos a prova em dois casos: T}, ¢ finito e 7, ¢ infinito.

Suponhamos que o conjunto 7}, é finito e denotemos por n, o nimero de elementos do
conjunto NN, e por t, o nimero de elementos do conjunto 7;,. Denotemos também por I',, um
arco de I'z(t,p) conectando dois pontos consectivos p; e p;+1 no qual cada p; € 3. Como s6
existe regiao de costura e pontos de tangéncia hd no maximo 2" +t, arcos I',, de I'z(¢, p), pois
um ponto na regiao de tangéncia tem duas possibilidades de caminhos e um ponto na regiao

de costura sé tem uma possibilidade.

Assim, existe um subconjunto T C {1,2,...,2™ +t,} tal que I' = U I';. Temos que

jex
I' ¢ uma orbita fechada, pois o conjunto de pontos N, é finito e como o tempo converge para
infinito entao em algum momento iré repetir e portanto a orbita é fechada. Se por acaso, o
arco nao voltasse a bater em I, entao poderiamos aplicar o Teorema de Poincaré-Bendixson e

encontrariamos quem seria o w-limite. Mas como o arco volta a bater em X, entao segue o que
foi dito anteriormente.

Provemos agora que w(I'z(t,p)) = I'. De fato, tomemos ¢ € I' entdo existe uma
sequéncia (t,,) tal que I'(t,,p) = q e t,, — 400, logo q € w(I'z(t,p)).

Por outro lado, se ¢ € w(I'z(t,p)) entdo existe uma sequéncia s, em que s, — +00
tal que I'z(sg,p) = 2 — ¢q. Cada arco I';, é um arco de I'z, como existem finitos arcos T,
e infinitos pontos xj, entao ird existir um arco I'; que contém infinitos pontos, e como I'; é
compacto, entao existe um subsequéncia em I'; que é convergente e converge para z,, pela

unicidade do limite, temos que xg = ¢q. Portanto, ¢ € I'.

Dai, provamos que o w-limite é uma érbita fechada interseccionando 32, e como por

hipétese nao temos pontos de equilibrio, entao w-limite é um pseudo-ciclo.
Agora, assumimos que 7}, é um conjunto infinito.

Neste caso, existe um ponto ¢ € ¥ e uma subsequéncia (t;;) = (s;) de t; tal que
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lim z(s;,p) =g (3.1)
visto que I'}(¢,p) C K e K é um compacto.
Observamos que ¢ € w(T'z(t,p)) N3 # 0.
Como nao hd movimento de deslize em K, temos {¢} =S, ou ¢ € T, ou ¢ € N,

Se {¢} = S, ent@o ¢ ou é ponto de tangéncia singular ou um ponto de equilibrio. Se
q é ponto de tangéncia singular entao w(I'z(¢,p)) = {q}. De fato, como ambos os campos
X e Y tem pontos de tangéncia invisivel e se zop € w(I'z(t,p)) entao existe uma sequéncia
sk C IR, sk — +oo tal que I'z(sg,p) = xr — ¢. Logo, existird uma vizinhanga V, de ¢ em V
tal que que toda trajetéria de Z converge para q. Portanto, w(I'z(t,p)) = {q}, pois o limite é

unico. Portanto, concluimos que o w-limite é um ponto de tangéncia singular.

Se ¢ é ponto de equilibrio entao segue que o w-limite é o primeiro caso do Teorema 2.

Figura 3.3: Caso onde existe pontos de tangéncia singular em w(I'z(¢,p)) N X.

Na sequéncia vamos separar a andlise em dois casos: se w(I'z(t,q)) contém pontos de

equilibrio ou se w(I'z(t, ¢)) ndo contém pontos de equilibrio.
Vejamos o segundo caso, se w(I'z(, ¢)) nado contém pontos de equilibrio.

Se ¢ € N, e como ¢ nao ¢ uma tangencia singular entao ¢ ¢ uma tangencia visivel
para ambos os campos X e Y. Assim, pela Definicao 4 ha duas possibilidades de escolha
para a trajetéria local positiva de Z passando por g e pelo menos uma delas esta contida em
w(T'z(t,p)). Por continuidade, a trajetéria global I'(¢, ¢) de Z esta contida no w(I'z(t,p)) e deve
voltar numa vizinhanga V, de ¢ em X, pois ¢ € w(I'z(t,p)) e como a trajetéria que passa por p

deve voltar numa vizinhanca de ¢ infinitas vezes entao por continuidade a trajetoria que passa
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por g também deve voltar numa vizinhanca dela, pois as trajetorias que passam por p e ¢ estao

préximas uma da outra.

f\\\/ N g

Figura 3.4: Exemplos que ¢ € N,.

Para mostrar que a curva I'z(t, q) é fechada, suponhamos que a trajetéria que passa por
g nao volta em ¢, seja q; esse ponto. Tomamos como exemplo, o primeiro grafico da Figura 3.4

e considere a curva fechada a seguir:

Figura 3.5: Exemplo que ¢ € N, e a curva fechada.

Dai, pelo Teorema da Curva de Jordan temos que toda trajetoria que estiver dentro da
curva fechada nao escapa dela, logo criamos uma caixa de fluxo contendo as trajetérias 'z (¢, q)
e I'z(t, p) na qual ¢ nao pertence. Assim, as trajetérias que passam por p e ¢ nao voltam numa
vizinhanca de ¢, isso gera uma contradicao, portanto I'z(¢,q) NV, = {¢}, ou seja, a curva que
passa por ¢ é fechada. Como por hipétese, w(I'z(,¢)) ndao contém pontos de equilibrio, entao
w(lz(t,p)) =T4(t,q) é um pseudo-ciclo.

Considere ainda ¢ como na Equacao (3.1).

Se q € T, entao a trajetéria local passando por ¢ é tunica e I'z(e,q) € w(I'z(t,p)) para

€ > 0 suficientemente pequeno.
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De fato, temos que ¢ € w(I'z(t,p)) entao existe (t,),(t,) — +oo tal que I'z(t,,p) =
Ty — q.

Definimos, agora a seguinte sequéncia s,, = t,, + €, com (s,) — +oo tal que ['z(s,,p) =
=Tty +¢,p) =Tz(e,T'z(t,,p)). Dai, nh_}rgo Lz(e,Tz(tn,p)) = FZ(E’T}E& [z(tn, ) =Tz(€,q),

pois I'z é continua.

Assim, por continuidade a trajetéria global I'(t,q) de Z esta contida no w(I'z(t,p)) e
deve voltar numa vizinhanca de ¢, ja que g € w(I'z(t,p)). Como a trajetéria deve voltar numa
vizinhanca de ¢ infinitas vezes entao por continuidade a trajetéria que passa por ¢ também

deve voltar, ja que as trajetorias estao proximas uma da outra.

U

Figura 3.6: Exemplo que ¢ € Tj,.

Para mostrar que a curva I'z(t, ¢) é fechada, suponhamos que a trajetéria que passa por

g nao volte em ¢, seja ¢ esse ponto. Considere a curva fechada como na Figura 3.7.

Pelo Teorema da Curva de Jordan, temos que a trajetoria que estiver dentro da curva
fechada nao escapa dela, logo crfamos uma caixa de fluxo contendo as trajetérias I'z(t, q)
e I'z(t,p) na qual ¢ ndo pertence. Assim, as trajetérias que passam por p e ¢ nao voltam
numa vizinhanga de ¢, o que gera uma contradi¢do. Logo, I'z(t,q) é fechada e segue que
w(lz(t,p)) =Tz(t,q) é um pseudo-ciclo.

Vejamos o primeiro caso, se w(I'z (¢, q)) contém pontos de equilibrio.

Entao suponhamos que exista algum ponto ¢ que nao ¢ de equilibrio e considere a orbita

local I'z(t, ) que esta contida em w(I'z (¢, p)). Temos que o conjunto w(I'%(t,¢)) ndo pode ser



C@PI/T ULO 3. TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON E CONJUNTOS MINIMAIS
NAO-TRIVIAIS EM CVSPS 31

FZ(t7 q

ry P)

Figura 3.7: Exemplo que ¢ € Tj, e a curva fechada.

uma 6rbita periddica e nem um grafico em LT ou em X7, pois a érbita I'z(¢, p) deve visitar uma
vizinhanga de ¢ infinitas vezes. Como w(I'z(t,q)) contém pontos de equilibrio entdo a tnica
opcao é que w(I'z(t,G)) = {2} onde z; é um ponto de equilibrio de X ou Y. Analogamente, o
conjunto a-limte, a(I'z(¢,G)) = {z;} onde z; é um ponto de equilibrio de X ou Y.

Logo, com uma ordem apropriada dos pontos de equilibrio 2z, k = 1,...,m e Orbitas
regulares I'y C w(I'z(t,p)),k = 1,...,m temos que a(I'y) = zx e w(l'y) = zx41 para k =
1,...,m. Dal segue que a trajetéria global I'z(¢, p) ou converge espiralando ou para a diregao
do w(l'z(t,p)) com t — +oo. Isso significa que neste caso, w(I'z(¢,p)) é um pseudo-grafico

composto por pontos de equilibrio z; e por arcos I'y, conectando eles.

Portanto, concluimos a demonstracao do Teorema 2. O]

Coroldrio 1. Sob as mesmas hipdteses do Teorema anterior, o conjunto w-limite w(p) de um
ponto p € V' é um dos casos descritos nos itens (i), (i), (iii), (iv), (v) e (vi) ou uma unido

deles.

O mesmo vale para o conjunto a-limite, revertendo o tempo.

Demonstracao. Pela definicao do conjunto w-limite de um ponto, temos que este é a uniao do

conjunto w-limite de todas as trajetorias passando por p, dai concluimos o resultado. O

Exemplo 3. Considere a Figura 3.8. Neste campo de vetores suaves por partes sem movimento

de deslize em X, podemos concluir que o conjunto w-limite é exatamente um dos casos do
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Teorema 2, pois as hipoteses do Teorema estao satisfeitas. Como nao existe unicidade da
trajetoria passando por p tanto os conjuntos w e a-limite podem ser desconexos. O a-limite de
p € composto pelo foco ay e o ponto de tangéncia singular cg. O w-limite de p € composto pela

sela wy e pela orbita periodica T'y.

~_~

¢

7\

X1e

\g!
/‘
84
\v}

Figura 3.8: Tanto o conjunto w-limite {wy,T'1} e o conjunto a-limite {ay, @z} do ponto p sdo

desconexos.

Quando consideramos regiao de escape ou de deslize em 3, cada subconjunto N C
¢ U X4 é necessariamente nao invariante, pois nestas regioes nao existe unicidade da solucao.
Por isso, se tomamos um ponto ¢ € N, percebemos que existem infinitas solucoes passando
por g (ver, por exemplo, Exemplo 1 e Observacao 5) e por esta razao é possivel que ocorra
fenomenos interessantes onde as propriedades classicas tanto dos conjuntos limite quanto dos
conjuntos minimais nao sao observadas. Por isso, nao trabalharemos com esses casos e portanto

nao estabeleceremos uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para este cenario.



CAPITULO

4

Conjuntos caoticos em CVSPs

Neste topico iremos apresentar alguns aspectos de comportamento cadtico e de minima-
lidade em campos de vetores suaves por partes no plano, como dado em [1]. A ocorréncia do

caos nao-deterministico é observado, como também o conceito de minimalidade orientavel.

Abordagem sera geométrica e envolve técnicas comuns utilizadas em campos de vetores

suaves por partes.

Definicao 10. O sistema (2.1) é topologicamente transitivo em um conjunto invariante
W se para cada par de conjuntos abertos nao-vazios U e V em W, existem q € U, T'5(t,q) uma

trajetoria global positiva e to > 0 tal que T} (to,q) € V.

Um exemplo simples de conjunto que nao é topologicamente transitivo ¢ um ponto de

equilibrio.

Defini¢ao 11. O sistema (2.1) exibe dependéncia sensivel (ou sensibilidade em relagdo as
condigoes iniciais)em um congunto compacto W se existe v > 0 satisfazendo que r < diam(W)
tal que para cada x € W e € > 0 existe um y € B.(x) N W e as trajetorias globais positivas T'}

e F; passando por x ey, respectivamente, satisfazendo
dy(T5 (), Ty (8) > r

para algum tempo t > 0, onde o diam(W) é o diametro de W e dy € a distincia Euclidiana.

33
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Definicao 12. O sistema (2.1) € cadtico em um conjunto compacto invariante W se ele €

topologicamente transitivo e se exibe dependéncia sensivel.

Observacao 6. Embora essa seja a definicao mais popular de conjunto cadtico existem vdrias

defini¢oes para o caos, mas nesta dissertacao iremos considerar a defini¢ao acima.

Teorema 3. Considere Z = (X,Y) € Q o sistema dado no Ezemplo 2, onde X(x,y) =
(1,—22),Y (z,y) = (—2,2z —423) e X = f~' = {(x,y);y = 0}. Entdo o campo Z é cadtico no
4 2

x
conjunto compacto invariante A = {(z,y);—1 <z <1e CRD) <y<1-—a2?}.
Para demonstrar este teorema iremos apresentar o seguinte Lema.

Lema 1. Considere o conjunto A definido no teorema acima. Entao, para qualquer x,y € A,

existe uma trajetoria global positiva T'"(t,x) passando por x e tq > 0 tal que Tt (tg, x) = y.

Demonstracao. Basta notar que a trajetéria global de qualquer ponto em A encontra p em
algum tempo t*. Entao quaisquer dois pontos =,y € A, considere a trajetoria positiva passando
por x até o ponto p e considere a trajetéria negativa passando por y até o ponto p. Entao,
conseguimos formar uma trajetéria global positiva passando por x tal que I'*(tg, x) = y, para

to > 0. [
Agora, provaremos o Teorema 3.

Demonstracao. Primeiramente provaremos que o campo Z ¢ topologicamente transitivo.

Observe que A # () e considere os conjuntos abertos nao-vazios U e V em A. Como U e
V' sao nao-vazios, existe pelo menos um elemento oy em U e outro as em V. Pelo Lema 1, existe
uma trajetéria global positiva I't (¢, ;) passando por ay e ty > 0 tal que I'"(tg,a1) = ap € V.
Portanto, o campo Z é topologicamente transitivo no conjunto invariante A.

Agora, provemos que Z exibe dependéncia sensivel em A.

De fato, tomemos m = diam(A). Como r < m, existem dois elementos a e b em A tal
que d(a,b) > r.

Agora, considere x € A,;e > 0eum y € B.(x)NA fixo. Pelo Lema 1, existe uma trajetéria
global positiva T'F(t,z) de x e T (¢,y) de y e os nimeros t1,t; > 0 tal que I'"({1,2) = a
e I't(t3,y) = b. Sem perda de generalidade assuma que ¢, > t; e que ambas as trajetérias

passam pelo ponto de dobra-dobra na origem. A trajetéria por x, insira um lago homoclinico
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que demora tempo ty — t; para retornar a origem. Chame esta nova trajetoria de I',. Entao,

dg(Ta(t2), T (t2,y)) = d(a, b) > r e consequentemente Z exibe dependéncia sensivel em A.

Portanto, o campo Z é cadético no conjunto A. O]

Definicao 13. Seja I'z(t, q) uma trajetéria global de Z = (X,Y'). Dizemos que I'; € peridédica
se I'y € periddica na varidvel t, isto é, se existe T' > 0 tal que U'z(t +T,q) = 'z(t,q), para todo
t € R,

Teorema 4. Considere Z e A como mencionado no Teorema 3. As trajetorias periodicas de

7 sao densas em A.

Demonstracao. Se mostrarmos que para cada ponto x € A passa uma Orbita periddica entao

a prova estd completa. Pelo Lema 1, existe oy um arco fechado conectando o ponto x com

ele mesmo. Entdo, consideramos a trajetéria global I'z(t,z) = U{ai(t, o)ty <t <t}
icZ

satisfazendo que o; = 0 € t1-periddica e passa por x para todo ¢ € Z, ou seja, iremos considerar

todas as trajetorias ti-periddicas que passam por z, mas nao iremos considerar a trajetoria

oo = {z}.
Observe que o;(kty,z) =z Yk € Z e Vi € Z. O

Uma érbita passando por uma regiao de deslize ou de escape pode sair da reta de des-
continuidade quando o tempo vai para o futuro ou passado. Por isso, apresentaremos algumas
defini¢coes de conjuntos minimais distinguindo invariancia para trajetorias globais positivas e
negativas. O que chamamos de minimalidade orientavel. A vantagem, tendo em conta
tal abordagem, é considerar alguns conjuntos interessantes que nao sao somente minimais mas

também que apresentam invariancia e compacidade.

Verificamos a existéncia de alguns conjuntos minimais que nao possuem uma estrutura
canard, isto é, coincidéncia de uma tangeéncia visivel e uma tangéncia invisivel que separam
uma regiao de deslize e uma regiao de escape na reta de descontinuidade, em outras palavras,

como foi definido anteriormente, estes conjuntos sao chamados de pseudo-ciclos.

Definicao 14. Um conjunto A C IR* ¢ positivamente-invariante (respectivamente, negati-
vamente-invariante) se para cada p € A toda trajetéria global positiva % (t,p) (respectiva-

mente, T',(t, p)) passando por p permanece em T'}(t,p) C A (respectivamente, T',(t,p) C A).
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Observacao 7. Um conjunto € invariante se, e somente se, € positivamente-invariante e

negativamente-invariante. FEsse fato decorre diretamente da defini¢do.

Definicao 15. Considere Z € Q. Um conjunto M C IR? ¢ positivamente-minimal (respec-

tivamente, negativamente-minimal) se:

(i) M #0,

(ii) M é compacto,

(iii) M € positivamente-invariante (respectivamente, negativamente invariante),
(iv) M nao contém nenhum subconjunto proprio satisfazendo (i) - (1ii).

Lema 2. Considere M C IR? e Z um CVSP. Se M ¢ positivamente-minimal e negativamente-

minimal, entao M € minimal.

Demonstracao. De fato, como M é positivamente-minimal e negativamente-minimal, entao M é
um conjunto compacto nao-vazio positivamente e negativamente-invariante, dai pela observacao
anterior M ¢é invariante. Como M nao contém nenhum subconjunto préprio nao-vazio compacto
e positivamente e negativamente-invariante, entao nao contém nenhum subconjunto proéprio

nao-vazio compacto e invariante. Portanto, M ¢é minimal. O

Observe que a reciproca deste lema nao é vélida, veja a Proposicao 3.

Figura 4.1: Neste exemplo o pseudo-ciclo é negativamente-invariante e nao é

positivamente-invariante.

Exemplo 4. O pseudo-ciclo € um exemplo de conjunto compacto positivamente-invariante ou

negativamente-invariante. Mas ele nao € positivamente-invariante e negativamente-invariante
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ao mesmo tempo, isso acontece pela Definicao 4 de trajetorias locais. Pois se considerarmos,
neste caso, um ponto deste conjunto como sendo o de tangéncia, pela definicao de trajetoria
local, a trajetoria positiva deste ponto pode sair do pseudo-ciclo, e portanto nao é positivamente-
wmvariante. Ele € positivamente-minimal ou negativamente-minimal dependendo da orientacdo

mas nao € minimal, pois nao € invariante.
Exemplo 5. Considere Z; = (X,Y) € Q2 onde

X(z,y)=(1,—2z+1)
Y(z,y) = (—1,(2 — 2)(—22 + z(—7 + 4x)))

e a regiao de descontinuidade € dada por ¥ = f~1(0) = {(z,y);y = 0}.

Se y > 0 temos o sistema

e se y < 0 temos o sistema

T =—1

§ = (2 — 2)(=22 + 2(—7 + 4z))

Com as condigoes iniciais (z(0), y(0)) = (0, k4) e (2(0),y(0)) = (0, k_), respectivamente.
A partir dessas condi¢oes podemos descrever a solucao algébrica do campo X que é dada por
y(z) = —2® + x + ky e a solugao algébrica do campo Y que é dada por y(z) = 44z — 42* —
Sud +at + k.

Se derivarmos a soluc¢ao do campo Y, observaremos que 2 é raiz de multiplicidade 1 em
y'. Assim, se substituirmos o 2 na solucao algébrica e igualarmos a zero, encontramos o valor
de k_, que por sua vez é, -48. Portanto, a solucao algébrica que consideraremos do campo Y
serd dada por y(x) = (=4 +x)(—2+2)?(3+ ) + L_ = —48 + 44w — 4x? — 523 + 2 + L_.

Se substituirmos -3 na solugao algébrica do campo X e igualar a zero, encontramos o
valor de k., que por sua vez é 12. Portanto, a solugao algébrica que consideraremos do campo
X serd dada por y(z) = —(—4+2)B3+z)+ L, =12 — 2>+ 2+ L,.

As constantes L_ e L, descrevem o comportamento da solugao em todo o campo X e

Y. Ao variarmos as constantes preenchemos todo o espaco das curvas integrais.



CAPITULO 4. CONJUNTOS CAOTICOS EM CVSPS 38

Portanto, fazendo alguns calculos para realizar uma analise do retrato de fase, temos

) =(0,1)
Xflx,y)=(1,—2x+1)-(0,1) = —2z+1

flz,y) = (1,2 = 2)(—-22 + 2(—7+4x))) - (0,1) = —44 4 8z + 152* — 4
X2f(x,y) =X -VXf(z,y)=(1,-22+1)(=2,0) = =2

Y2f(z,y) =Y - VY f(z,y) = (—1,(2 — 2)(—22 + (=T + 4x))) - (8 + 30z — 1222 0) =
—8 — 30z + 1222

h<

Verifiquemos agora onde existe regiao de costura:
(X f(z,y) Y f(r,y)=—(—2z+1)(—2+x)(—22+x(=7+4x)) >0
(222 — b + 2)(42? — Tx — 22) > 0
Observando o sinal de cada polinomio, temos que aparece regiao de costura ocorre para

7 —+/401 1 7+ V401

T < , para — < r < 2 e para r >
g Py P 8

Verifiquemos agora onde existe regiao de escape:

1
Xf(x,y)>0:>—2m+1>0::r<§
7 — 401 1

Yf(m,y)<0:>(2—x)(—22—7x+4x2)<0:>T<x<5

Verifiquemos agora onde existe regiao de deslize:

1
Xf(x,y)<0=>—2x+1<0:>x>§

7+ 1401

Yi(z,y) >0=2—-2)(-22—Tz+42°) >0=2<x< 3

Vamos encontrar os pontos de tangéncia no campo X:

1 1
Xflx,y) =0= 2z = 3 Portanto, <§,0> é um ponto de tangéncia, e denotemos por p este

ponto, como X?f(p) = —2 < 0 temos que p é uma tangéncia invisivel.

Vamos encontrar os pontos de tangéncia no campo Y':

Y f(z,y) = 0= (2 —2)(—22 — Tz + 42*) = 0, e portanto os pontos que anulam sao q = (2,0)
7+ /401 0

)

Assim, Y2 f(q) = —20 < 0, o que implica que é um ponto de tangéncia visivel para o

epj::<

campo Y.
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(L) /Y

Analogamente, Y?f(p,) = —8 — 30

7 — /401 (7—\/ﬁ>2
8 8

>0eY?f(po) =

—8 — 30< ) +12 > (), sao pontos de tangéncia invisivel para o campo Y.

Temos também que o campo deslizante é dado pela Equagao (2.2):

75z, y) = V- X(x,y) - Xf-Y(r,y) (—42° +152% + 62 — 43,0)
S Yf(o,y) — Xf(z,y) —4a3+ 15224 100 — 45

Verificando o sinal dessa divisao de polinomios, observamos que surgem dois pontos
de pseudo-equilibrio na regiao de X¢ e um ponto de pseudo-equilibrio na regido de ¢, cujas
coordenadas sao p ~ (—1.57,0), a =~ (2.18,0) e b ~ (3.13,0). Percebemos também que o vetor
deslizante aponta para esquerda nos intervalos de (p_,p), (¢,a) e (b,p™) e aponta para direita
nos intervalos de (p,p) e (a,b).

Considere em particular as trajetorias de X e Y para os casos quando Ly =0e L_ =0,
respectivamente. Estas curvas delimitam uma regiao do plano que denotaremos por Ay, e com

base na analise feita podemos fazer o retrato de fase do campo Z;, como apresentado na Figura

4.2.

Figura 4.2: Curvas integrais e pontos de tangéncia.

Proposicao 3. Considere Zy do exemplo anterior. O conjunto Ay = {(z,y); -3 < = <
4 e (-4+2)(-2+2)°B+2z) <y < —(—4+ )3+ )} € minimal para Z;, mas ndio é

positivamente-minimal e nem negativamente-minimal.

Observemos que a Proposigao 1 do artigo [1] é esta Proposicao 3. No artigo [1] os

autores afirmaram que existe um tempo ¢, > 0 tal que dado um ponto arbitrario u € A; e
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uma trajetéria positiva passando por u temos que I't(t,,u) = ¢ € A|. Entretanto, devido a
existéncia dos pontos de pseudo-equilibrio a e b obtidos acima tal fato nao ocorre. Dessa forma
precisamos modificar a demonstracao da referida proposicao. Isso foi feito através dos Lemas

3 e 4 que constituem em resultados inéditos na literatura.

Antes de demonstrar tal proposicao vamos apresentar dois lemas que vao auxilar na

demonstracao da Proposicao 3.

Lema 3. Toda trajetoria de qualquer ponto de Ay converge para a ou para b ou passa por q.

Demonstracao. De fato, dado u € A arbitrario, a trajetéria global sempre ira cair no intervalo

aberto (¢,4). E portanto, temos os seguintes casos:

(i) Se a trajetéria cair no intervalo de (¢,a), entdao a trajetéria desliza até ¢ pelo campo

deslizante.
(ii) Se a trajetéria cair no ponto a, logo temos o 6bvio.
(iii) Se a trajetéria cair no intervalo de (a,b), entao ela desliza para b pelo campo deslizante.
(iv) Se a trajetéria cair no ponto b, logo temos o Gbvio.
(v) Se a trajetdria cair no intervalo de (b, p™), entao ela desliza para b pelo campo deslizante.

(vi) Se a trajetdria cair no intervalo de (p™,4), entao a trajetéria pode cair em um dos casos

citados acima.

Portanto, qualquer trajetéria passa por ¢, converge para a, ou para b. ]

. . ~ . / .
No lema seguinte iremos provar que os pontos a,b e g estao contidos em A, para isso
usaremos arcos das trajetorias de X e Y. Deixemos claro aqui, que esta demonstragao nao quer

dizer que os trés pontos podem ser conectados.

Lema 4. Se a € A} entio b € A e ¢ € A}. Analogamente, se b € A} entdo a € A} e ¢ € A}

Como também, se ¢ € A entdo a € A} e b€ Aj.

Demonstragio. De fato, suponhamos que a € A}. Denotemos por 'y um arco da trajetéria

negativa que parte do ponto a e percorre pelo campo X até essa trajetoria atinguir X, entao
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existe um t,, < 0 tal que Ty(ty,,a) ~ (—1.17,0), como A} é invariante, a trajetéria negativa

que passa pelo ponto a também esta contida em A'l. Logo, (—1.17,0) € A'1 e portanto, I'y C A’l.

Denotemos por I'; um arco da trajetéria positiva que sai de (—1.17,0) e desliza para
(—1.04,0) pelo campo deslizante, entao existe t,, > 0 tal que I'y(¢,,, (—1.17,0)) ~ (—1.04,0)
como (—1.17,0) € A} e A| é invariante, (—1.04,0) € A| e portanto, temos que I'; C A].

Denotemos por I'y um arco da trajetdria positiva que parte do ponto (—1.04, 0) e percorre
pelo campo Y até essa trajetéria atinguir X, entao existe um t,, > 0 tal que
[y(te,, (—1.04,0)) ~ (=2.12,0) como (—1.04,0) € A} e A} é invariante, (—2.12,0) € A e
portanto, temos que I'y C A’l.

Agora, denotemos por I'; um arco da trajetéria positiva que parte do ponto (—2.12,0)
e percorre pelo campo X até essa trajetéria atinguir X, entao existe um ¢,, > 0 tal que
[3(t,, (—2.12,0)) ~ b. Como (—2.12,0) € A} e A} é invariante, b € A} e portanto, temos que
I3 C A

Portanto, construimos uma trajetéria I' = I'y U 'y U I'y U I'3 passando por a, tal que

FcAjebeA.

Figura 4.3: Exemplo das trajetérias ' e I passando por a.

Supondo ainda, considere I'y e I'y como denotados acima. Logo, I'y C A/1 el'; C A’l.

Denotemos por F; um arco da trajetéria positiva que parte do ponto (—1.04,0) e percorre
pelo campo X até essa trajetéria atinguir X, entao existe um ¢,, > 0 tal que

[ (tag, (—1.04,0)) =~ 2.04. Como (—1.04,0) € A} e A} é invariante, (2.04,0) € A} e portanto,

temos que Iy, C A].
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Agora, denotemos por Fg um arco da trajetéria positiva que parte do ponto (2.04,0)
e desliza para ¢ pelo campo deslizante, entdo existe um t,. > 0 tal que I';(t,., (2.04,0)) ~ q.
Como (2.04,0) € A} e A} é invariante, ¢ € A} e portanto, temos que I'; C A].

Portanto, construfmos uma trajetéria I' = Ty UT; UT, U F;) passando por a, tal que
I"c A eqgeAl.

Analogamente ao que foi feito para o ponto a faremos para o ponto q.

Se q € A’l. Denotemos por I'y um arco da trajetéria negativa que parte do ponto
q e percorre pelo campo X até essa trajetoria atinguir X, entao existe um ¢,, < 0 tal que
To(te,,q) = (—1,0). Como A} é invariante, a trajetéria negativa que passa pelo ponto g
também estd contida em A}, [y C A} e (—1,0) € A;.

Denotemos por I';y um arco da trajetéria negativa que sai de (—1,0) e desliza para
(—1.17,0) pelo campo deslizante, entdo existe t,, < 0 tal que I'1(t4,,(—1,0)) ~ (—1.17,0).
Como (—1,0) € A} e A} é invariante, I'; C A} e (—1.17,0) € A}.

Denotemos por I'y um arco da trajetdria positiva que parte do ponto (—1.17,0) e percorre
pelo campo X até essa trajetoria atinguir ¥, entao existe um ¢,, > 0 tal que
[y(te,, (—1.17,0)) =~ a. Como (—1.17,0) € A} e A} é invariante, 'y C A] e a € A].

Portanto, construimos uma trajetoria I' = 'y U I'; U I'y passando por ¢, tal que I' C A/1
eacA.

Se ¢ € A}. Considere Ty como denotado acima. Logo, (—1,0) € A} e Ty C A].

Denotemos por I'; um arco da trajetéria negativa que sai de (—1,0) e desliza para
(—1.04,0) pelo campo deslizante, entdo existe t,, < 0 tal que I'}(tq,, (—1,0)) ~ (—1.04,0).
Como (—1,0) € A| e A} é invariante, I’} € A} e (—1.04,0) € A].

Denotemos por F; um arco da trajetéria positiva que parte do ponto (—1.04,0) e percorre
pelo campo Y até essa trajetdria atinguir X, entao existe um t,, > 0 tal que
[ (tas, (—1.04,0)) ~ (—2.12,0). Como (—1.04,0) € A} e A] é invariante, I', C A} e (=2.12,0) €
A

Agora, denotemos por I's, um arco da trajetoria positiva que parte do ponto (—2.12,0)
e percorre pelo campo X até essa trajetéria atinguir X, entao existe um ¢,, > 0 tal que
[3(tag, (—2.12,0)) ~ b, como (—2.12,0) € A} e A} é invariante, I's € A e b € A].

Portanto, construimos uma trajetéria I'' = I'y U F’l U F; U I's passando por ¢, tal que

I"'cAjebe Al
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Analogamente ao que foi feito para os pontos anteriores faremos para o ponto b.

Se b € All. Denotemos por I'y um arco da trajetoria negativa que parte do ponto
b e percorre pelo campo X até essa trajetéria atinguir ¥, entao existe um ¢,, < 0 tal que
[o(ta,,b) ~ (—=2.12,0). Como A é invariante, a trajetéria negativa que passa pelo ponto b
também estd contida em A}. Logo, Ty C A} e (—2.12,0) € A].

Denotemos por I'; um arco da trajetéria negativa que parte do ponto (—2.12,0) e
percorre pelo campo Y até essa trajetéria atinguir X, entao existe um ¢,, < 0 tal que
To(ta,, (—2.12,0)) ~ (—1.04,0). Como A] é invariante, a trajetéria negativa que passa pelo
ponto (—2.12,0) também estd contida em A}. Logo, Iy C A} e (—=1.04,0) € A].

Denotemos por I'y um arco da trajetéria positiva que sai de (—1.04,0) e desliza para
(—1,0) pelo campo deslizante, entao existe t,, > 0 tal que I's(t,,, (—1.04,0)) = (—1,0). Como
(—1.04,0) € A} e A} é invariante, Ty C A} e (=1,0) € A].

Agora, denotemos por I'; um arco da trajetéria positiva que parte do ponto (—1,0)
e percorre pelo campo X até essa trajetoria atinguir X, entao existe um t,, > 0 tal que
[s(ta,, (—1,0)) = ¢. Como (—1,0) € A} e A} é invariante, I's C A} e ¢ € A].

Portanto, construimos uma trajetoria I' = 'y UT'y UT's UT'3 passando por b, que I' C A/1
eqe .

Se b € A}. Considere I'y e I'; como denotados acima. Denotemos por I', um arco da
trajetoria negativa que sai de (—1.04,0) e desliza para (—1.17,0) pelo campo deslizante, entao
existe t,, < 0 tal que I'y(t,,, (—1.04,0)) ~ (=1.17,0). Como (—1.04,0) € A} e A} é invariante,
I, C A) e (—1.17,0) € A}.

Agora, denotemos por F; um arco da trajetéria positiva que parte do ponto (—1.17,0)
e percorre pelo campo X até essa trajetoria atinguir X, entao existe um t,, > 0 tal que
[ (ta, (, —1.17,0)) &~ a. Como (—1.17,0) € A} e A} é invariante, I'; C A} e a € A].

Portanto, construimos uma trajetéria I'' = I'y UT; U F’Q U F’B passando por b, tal que

I"'cAjeacA,.

Vamos agora, para a prova da Proposicao 3.

Demonstracao. Temos que Ay # () e é compacto, pois é fechado e limitado.
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Pela Defini¢ao 4, para pontos em dA; \ {¢} hé unicidade da trajetéria. Como ¢ é um
ponto de tangeéncia visivel para o campo Y, de acordo com a Definicao 4, qualquer trajetoria

passando por ¢ fica em A;. Assim, A; é invariante.

Vamos mostrar que A; nao tem nenhum subconjunto préprio compacto e invariante.
Suponhamos que exista A} C A; compacto e invariante. Seja u € A; e considere a trajetéria
global I'(t,u). Temos que a trajetéria converge para a, ou para b ou passa por ¢, pelo Lema 3.

Toda trajetoria que passa numa vizinhanga de a e b, converge para b ou passa por q.

Em particular, todos os pontos de A} também convergem para a ou para b ou passa por
q, como A} é compacto-invariante, segue que a € A/1 oubecAjouge A/l.

Dai pelo Lema 4 mostramos que {a,b, ¢} € A}. Como A} é invariante e pelos Lemas 3
e 4 segue que u € A}. Portanto, A = A; e assim, A; é minimal para Z;.

Além disso, como {p} é um compacto negativamente-invariante entdo A; nao é negativa-
mente-minimal. Analogamente, temos que {b} é um compacto positivamente-invariante entao

A1 nao é positivamente-minimal. m

Proposicao 4. Considere o conjunto minimal da Proposi¢do 1. Ele € positivamente-minimal

e negativamente-minimal.

Demonstracao. De fato, A # () e é compacto, pois é fechado e limitado.

Temos que todo ponto p; € A e toda trajetéria global positiva '} (¢, p;) passando por
p1 encontra p em algum tempo t*. Como qualquer trajetéria passando por p fica em A, entao

I'7(t,p1) C A. Dai, A é positivamente-invariante.

Vamos mostrar que A nao contém nenhum conjunto proprio nao-vazio, compacto e
invariante. Suponhamos que exista A C A um conjunto nao-vazio compacto positivamente-
invariante, entdo p € A'. Agora tomemos u € A, existe ¢, < 0 tal que I'*(t,,u) = p € A'.

Como A’ é positivamente-invariante u € A’.
Portanto, A" = A e A é positivamente-minimal.

Analogamente, provamos que o conjunto A é negativamente-minimal. m

Exemplo 6. Considere Zy um CVSP cujo retrato de fase é exibido na Figura 4.4. Considere o
conjunto compacto Ny delimitado pelas trajetorias de X eY . Temos que p1 € p3 sao pontos de

tangéncia invisivel de X, pa € ponto de tangéncia wisivel de X, py e ps sao pontos de tangéncia
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visivel de Y e po,pe € ps sao pontos de tangéncia invisivel de Y. Suponhamos também que

exista um ponto de pseudo-equilibrio p entre pi e ps.

Figura 4.4: Retrato de fase do campo Z5

Proposicao 5. Considere a notacao do exemplo anterior. O conjunto Ny € minimal para Zsy

e também € positivamente-minimal mas nao € negativamente minimal para CVSP.

Demonstracao. Mostremos que Ay é minimal.

Temos que Ay # () e é compacto. Temos também que A, é invariante. De fato, pela
Definigao 4, para pontos em OAs\{p1,p2,ps} existe unicidade da trajetéria. Como p; e p3
sao tangéncias visiveis de Y entao qualquer trajetoria que passa por eles fica em A,, e como
po é tangencia visivel de X qualquer trajetoria que passa por ps fica em Ay. Portanto, A, é
invariante.

Mostremos que Ay nao contém nenhum subconjunto nao-vazio, compacto e invariante.
Seja A, C Ay compacto e invariante. Observemos que qualquer ponto de Ay passa por p;, em
particular os pontos de A/2 também irao passar por pi, assim p; € AIQ.

Dado u € Aj, existe uma trajetéria e um tempo ¢, tal que I'(¢,,u) = p; € A, pois A, é
compacto. Como A, é invariante, u € A,.

Portanto, A/2 = Ay e Ay é minimal para Z,.

Segue também que As nao é negativamente-minimal, pois {p} é compacto negativamente-
invariante.

Além disso, qualquer trajetéria positiva passa por p; ou ps ou p3, entao Ay € positivamente-
invariante, pois qualquer trajetéria que passa por esses pontos permanece no conjunto.

Como nao contém nenhum subconjunto compacto positivamente-invariante segue que

Ay é positivamente-minimal. De fato, seja A;, C Ay positivamente-invariante. Dado u € As,
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existe uma trajetéria positiva e um tempo ¢, > 0 tal que I't(t,,u) = p; € A,. Como A, é
positivamente-invariante, segue que u € A’Q.
Portanto, A, = A e Ay é positivamente-minimal.

]

Observacao 8. Considere um CVSP da Figura 4.4 com a orientacao oposta. Observamos que

Ny € minimal para Zs e negativamente-minimal mas nao € positivamente-minimal.

As proposicoes, exemplos e observagoes anteriores nos dizem que conjuntos minimais
nao-triviais podem ocorrer em conjuntos nao-simétricos.

Nos exemplos dados observamos algumas relacoes entre conjuntos simétricos minimais
e sistemas que sao positivamente-minimal e negativamente-minimal simultaneamente.

Devemos notar que o caso onde nao existe regiao de escape ou de deslize foram estudados

no capitulo anterior e mostramos que neste caso nao ha conjuntos minimais nao-triviais.

Teorema 5. Considere um CVSP Zy como na Proposicao 5. Entao Zy é cadtico em As.

Demonstracao. Primeiramente provaremos que o campo Zs é topologicamente transitivo.

Observe que A, é minimal e considere os conjuntos abertos nao-vazios U e V em As.
Como U e V sao nao-vazios, existe pelo menos um elemento oy em U e outro ap em V. A
partir de um resultado andlogo ao Lema 1 s6 que para o conjunto A,, existe uma trajetoria
global positiva I't (¢, a;) passando por a;y e to > 0 tal que I'" (g, ;) = s € V. Portanto, o
campo Zs é topologicamente transitivo no conjunto invariante A,.

Agora, provemos que Z exibe dependéncia sensivel em As.

De fato, tomemos m = diam(Ay). Como r < m, existem dois elementos a e b em A, tal
que d(a,b) > r.

Agora, considere x € Ay, e > 0 eum y € B.(x) N A, fixo. Por um lema andlogo ao Lema
1, existe uma trajetéria global positiva T'"(¢,2) de x e Tt (¢,y) de y e os nimeros ¢,y > 0
tal que 't (t1,2) = a e I'"(t3,y) = b. Sem perda de generalidade assuma que ty > t; e que
ambas as trajetorias passam pelo ponto de dobra-dobra p;. A trajetoria por x, insira um laco
homoclinico que demora tempo ¢, — t; para retornar a p;. Chame esta nova trajetoria de I',.
Entao, dy(Ty(t2), I (t2,y)) = d(a,b) > r e consequentemente Z exibe dependéncia sensivel em

A.

Portanto, o campo Z, é cadtico no conjunto As. O
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Teorema 6. Seja Z um CVSP e A C IR? um conjunto compacto invariante. Se A é positivamente-

minimal e negativamente-minimal satisfazendo que med(A\) > 0, entdo Z € cadtico em A.

A medida med utilizada é a medida de Lebesgue. Para demonstrar o Teorema 6 vamos

enunciar e provar os dois lemas a seguir.

Lema 5. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 6, para quaisquer x,y € A existe uma trajetoria

global T'(t,y) passando pory e t* tal que T (t*,y) = x.

Demonstracao. Como med(A) > 0, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson para CVSP existe
pelo menos um conjunto A C XN (X¢U X9). Pois, caso contrario, se ¥ N A = ¢ U X! entdo
pelo Teorema de Poincaré-Bendixson teremos med(A) = 0.

Para cada a € A, denotaremos por HZ o conjunto de todas as trajetérias globais
positivas passando por a e por [ [ o conjunto de todas as trajetérias globais negativas passando

por a.

Considere, os conjuntos

A7 = |J Tult.a)cA

LoellF

Ay = |J Tult.a)cA
raell;

Note que A} é positivamente-invariante, pois se tomarmos p € AT e I', (¢, p) a trajetéria
global positiva de p. Como p € A existe uma trajetéria global positiva f‘a(t, a) passando por
a ety >0 tal que Ty(ty,a) = p. Consequentemente, T',(t,p) € AF, pois existe uma trajetéria
To(t,a) tal que To(t,a) = To(t,a) UT,(t, p) C AF.

Como, por hipétese, A é positivamente-invariante entao A7 = A.

Analogamente, provamos que A7 é negativamente-invariante e A, = A.

Considere, pontos arbitrdrios x,y € A. Como A} = A = A, existe I'J(t,a) € A e

I, (t,a) € A, e valores t, > 0et, <0 tal que I'}(t,,a) =z e ', (t,,a) =y.

Assim, existe uma trajetéria global I'(¢,y) e t* = t,+ | ¢, |[> 0 tal que I'(t",y) =z. O

Lema 6. Sob as mesmas hipdteses do Teorema 6, se quaisquer dois pontos de A podem ser

conectados por um trajetoria global de Z, entao Z ¢ cadtico em A.
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Demonstracao. Primeiramente provaremos que o campo Z ¢é topologicamente transitivo.

Observe que A é compacto invariante e considere os conjuntos abertos nao-vazios U e
V em A. Como U e V sdao nao-vazios, existe pelo menos um elemento oy em U e outro s em
V. Pelo Lema anterior, existe uma trajetéria global I'(t, o) passando por a; e ty > 0 tal que
['(tg, 1) = ay € V. Portanto, o campo Z é topologicamente transitivo no conjunto invariante
A.

Agora, provemos que Z exibe dependéncia sensivel em A.

De fato, tomemos m = diam(A). Como r < m, existem dois elementos a e b em A tal
que d(a,b) > r.

Agora, considere x € Ay, e > 0 eum y € B.(x) N A fixo. Por um lema andlogo ao Lema
1, existe uma trajetéria global positiva ' (¢,x) de z e 't (¢, y) de y e os nimeros t1,t; > 0 tal
que I'(t1,2) = a e T (ty,y) = b. Usando um argumento similar ao feito nas demonstragoes do

Lema 1 e do Teorema 5, concluimos que Z exibe dependéncia sensivel em A.

Portanto, o campo Z é cadético no conjunto A. O]

A prova do Teorema 6 segue diretamente dos dois lemas anteriores.

Por fim, apresentaremos uma observagao ressaltando a razao de que nao podemos alterar

as hipoteses do Teorema 6.

Observagao 9. Note que nao podemos mudar as hipoteses do Teorema 6 considerando conjun-
tos minimais em vez de conjuntos positivamente-minimais e negativamente-minimais simulta-

neamente.

De fato, considere Z; CVSP e A; como na Proposicao 3.

Mostramos que A; é minimal para Z;, mas Z; nao é cadtico em Aj, pois nao é topolo-

gicamente transitivo em A;.

Se considerarmos um conjunto aberto nao-vazio U localizado em ¥ acima do segmento

de deslize S entre g e pT, todos os pontos de U alcangam S de X7 a X e nao encontra 37\ X.

Considere também, um conjunto aberto nao-vazio V' abaixo das mesmas condigoes sobre
U, contudo localizado abaixo de S em »~. Entao, todos os pontos de U e V alcancam S e

desliza para 0A; atraves de g ou converge para o ponto b. Como 0A; é positivamente-minimal
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e b também é positivamente-minimal, segue que as trajetorias de U e V nao escapam de 0A;
ou de b para um tempo positivo.
Consequentemente, nao podemos conectar U e V' atraves de uma trajetoria global po-

sitiva, e portanto Z; nao é topologicamente transitivo em A;.

Observacao 10. Com o resultado do Teorema 6 concluimos que o campo Z dado na Proposicdao

1 € cadtico, pois mostramos que N € positivamente-minimal e negativamente-minimal.
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