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Resumo

Com os avancos da computagao, a matematica discreta passou a ser objeto de no-
vas e mais complexas pesquisas. Uma das razoes é que os fundamentos da computagao
encontram-se nos principios da matematica discreta. No que se refere aos centros de
pesquisa, cada vez sao mais numerosos e avancados os trabalhos que visam dar siste-
maticidade e rigor aos principios da matematica discreta como aqueles ja conquistados
pela matematica continua. Nesse contexto, nossa proposta no presente trabalho, ao
atuar na formacao de base relativa ao ensino da matemética discreta no ensino médio,
foi apresentar um texto que ao mesmo tempo compilasse tOpicos que ja existe a res-
peito e, também, introduzisse novas questoes e teorias que colocassem em compasso
o ensino médio com os significativos avancos da matematica discreta produzida nos
grandes centros mundiais. Dentro dessas novas questoes e teorias, privilegiamos a in-
trodugao das fungoes geradoras como assunto a ser abordado no ensino médio como
aprendizado para eventuais desenvolvimentos posteriores no ensino superior, tanto das
faculdades de mateméatica quanto das faculdades de computagao. O presente trabalho
apresenta-se como obra de base, redigida em linguagem acessivel a professores e alunos

do ensino médio, sem abrir mao do rigor necessario proprio dos estudos matematicos.

Palavras-chave: Algebra, Binomios, Matematica Discreta, Funcoes Geradoras.



Abstract

With the advances in computing, discrete mathematics has become the subject of
new and more complex searches. One of the reasons is that fundamentals of computing
are the principles of discrete mathematics. With regard to research centers, there has
benn a growing number of advanced studies aimed at providing systematics and rigor
to the principles of discrete mathematics, such as those in continuous mathematics. In
this context, while acting on the basis of training on the discrete mathematics teaching
in high school, which practically is restricted to combinatorics, this paper presents a
brief state of the art and introduces new issues and theories deal with high school with
the significant advances in discrete mathematics produced in large centers worldwide.
Within these new questions and theories, we have highlighted the introduction of ge-
nerating functions to be introduced as a subject to be taught in high school as an
important topic for subsequent developments in higher education, both in mathema-
tics and computing sciences colleges. This work is presented as an introduction, written
in language accessible to teachers and high school students, without giving up the very

necessary rigor of academic studies.

Keywords: Algebra, Binomials, Discrete Mathematics, Generating Functions.
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1 Introducao

Combinatoria é a parte da matematica que estuda os problemas relativos aos con-
juntos finitos, abrangendo a contagem de subconjuntos que satisfazem certas condigoes
e também aqueles que se referem a construgao de bije¢coes de conjuntos.

A combinatéria assumiu as questoes de contagem que antes eram estudadas pela
analise algébrica, pela séries formais, pela teoria aditiva dos ntmeros, pela geometria
finita, pela teoria dos grafos e dos matroids. Com a expansao da combinatoria esses
anteriores estudos tiveram uma mudanga de perspectiva, na medida em que mudou seu
enfoque dos ntimeros para os conjuntos. Assim sendo, por exemplo, a demonstracao
das propriedades dos coeficientes binomiais nao mais se faz com base nas relacgoes
numéricas, mas sim com base nas bijecoes de conjuntos. De modo analogo, no estudo
das fungoes geradoras nao mais se limita & manipulagao de coeficientes, mas avangou-se
para associar a série a entidades geométricas, de onde surgiu, por exemplo, a teoria
geométrica dos polindmios eulerianos.

E verdade que a combinatéria ndo atingiu ainda uma homogeneidade disciplinar e,
segundo nosso entendimento, muito trabalho ainda deve ser feito, o que talvez se expli-
que porque ainda nao se sabe ao certo suas reais potencialidades para fins de aplicacao,
tanto que muitos matematicos ainda preferem usar os procedimentos classicos da ma-
tematica do continuo ao invés de desenvolver novos métodos proprios da matemética
discreta, como tem sido a postura, por exemplo, do destacado Professor Herbert Wilf,
da Universidade da Pennsylvania, através daquilo que denominou como sendo uma
"ponte entre a matematica discreta, de um lado, e a analise do continuo, de outro"!,
assim como, no Brasil, o também destacado Professor José Plinio de Oliveira Santos,
da Universidade Estadual de Campinas, dentre outros. Isso, porém, significa uma certa
dependéncia da matemética discreta em relagao & matematica do continuo, algo que,
talvez, num futuro desconhecido podera ser modificado com a absoluta independéncia
da matematica discreta. No momento, essa discussao estd restrita ao territério das
conjecturas.

Segundo a nossa perspectiva, a combinatoria somente atingird sua maturidade

quando suas poderosas aplica¢oes, sobretudo aquelas relativas & computacao e a crip-

YWILF, H.S. Generatingfunctionology, Pennsylvania :Academic Press, 1994. <https://www.math.
upenn.edu/"wilf/gfology2.pdf, acessado em 21.12.2015, as 9h42>
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tografia, forem explicadas por uma teoria prépria, obra ainda a se completar.

O presente trabalho nao pretendeu atuar nos fundamentos, mas sim no ensino,
introduzindo algumas inovacoes de contetido da anélise combinatoéria, parte da mate-
mética discreta presente no ensino médio, tais como novos problemas e a introducao
do método das fungoes geradoras para resolucao de problemas de contagem.

A estrutura da dissertagao é apresentada pela presente introducgao, que corresponde
ao capitulo 1, e mais cinco capitulos assim distribuidos:

No capitulo 2 apresentamos a teoria do matemético Giuseppe Peano que axioma-
tizou o conjunto dos nimeros naturais e possibilitou a fundamentagao do principio da
inducao finita.

No capitulo 3 apresentamos os nimeros binomiais, dividindo o capitulo em duas
partes. Na primeira parte, comecamos com o conceito de fatorial para em seguida
definir nimero binomial e alguns teoremas caracteristicos. Na segunda parte, procura-
mos mostrar que as teorias das combinagoes, dos arranjos e das permutagoes derivam
diretamente da nocao de ntimero binomial.

No capitulo 4 foram expostos alguns principios relevantes para a resolugao de pro-
blemas de contagem, particularmente, o principio multiplicativo, o principio aditivo e
o principio da inclusao e exclusao.

No capitulo 5 apresentamos a teoria das func¢oes geradoras e sua potencialidade
para resolver problemas de contagem, mostrando que em algumas situagoes somente o
método das fungoes geradoras possibilita uma solugao.

No capitulo 6 sao apresentadas algumas propostas de ensino de anélise combinatoria
para o ensino médio bem como algumas questoes interessantes sobre o assunto extraidas

de vestibulares e outras provas de alto desempenho matemético.



2 Numeros Naturais e Principio da

Inducao Finita

Neste capitulo, elaborado com base em [7] e [9], vamos estudar o conjunto dos ni-
meros naturais que sao os mais adequados para a contagem, lembrando que o objeto de
estudo da analise combinatoéria sao os problemas de contagem, desde sua axiomatizacao
pelo matematico italiano Giuseppe Peano. Os nimeros naturais ji eram conhecidos
bem antes de Giuseppe Peano, porém foi esse matematico quem atribuiu coeréncia a
esse conjunto numérico a partir de cinco axiomas que veremos a seguir.

Outro dado histérico que é relevante mencionar é que no texto original de Giuseppe
Peano foram apresentados nove axiomas, porém, os estudos posteriores de aritmética o
reduziram a cinco axiomas por terem chegado & conclusao que quatro daqueles axiomas
seriam redundantes. Por isso na atualidade afirma-se que sao cinco os axiomas de Peano
[9].

Vejamos esses axiomas e sua relagao com a construcao do conjunto dos niimeros
naturais.

O conjunto N, dos niimeros naturais, tem como elementos os nimeros 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, --- HA quem também coloque o nimero 0 como clemento de N, o que nao
tem qualquer problema desde que se deixe isso bem claro. Historicamente, Giuseppe
Peano (1858-1931), que formulou os axiomas que fundamentam o conjunto dos nimeros
naturais, nao incluia o 0 no conjunto N, o que nos parece correto, pois ninguém comega
contando com 0. Para noés, seguindo a formulacao feita por Giuseppe Peano, o conjunto

N comega com o ntimero 1.

Definicao 2.1. O conjunto dos nimeros naturais, N, € aquele que observa os sequintes

cinco axtomas, denominados axiomas de Peano:

I) 1 é um nimero natural
I1) Cada nimero natural tem um outro nimero natural chamado sucessor;
II1) Dois niumeros naturais distintos tém sucessores distintos;

IV) O nimero 1 nao é sucessor de nenhum nimero natural;

11
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V) Qualquer subconjunto A de N tem duas propriedades:

i)1eA;

ii) n € Ny,n € A= o sucessor de n € A.

2.1 Principio de Inducao Finita

A partir do quinto axioma de Peano construiu-se um importante instrumento para
demonstracoes de propriedades envolvendo os niimeros naturais denominado principio
de inducgao finita.

Esse método de demonstracao é de importancia fundamental para verificar a vali-
dade, ou nao, das formulas da analise combinatoria que vamos estudar neste trabalho.

Apesar de o principio de inducao finita ter surgido a partir do conjunto dos ntimeros
naturais, também ¢é valido para o conjunto dos nimeros inteiros, de maneira que as
propriedades envolvendo tanto os ntimeros naturais, quanto os nimeros inteiros, sao
demonstradas através do principio de indugao finita. Com isso, o principio de inducao
finita nao é o método adequado para a demonstracao de propriedades relativas a ntime-
ros racionais, nimeros reais ou niimeros complexos, porque nao sao conjuntos discretos,
mas conjuntos continuos, motivo pelo qual suas demonstracoes sao feitas através de
outras técnicas.

O principio de indugao finita ¢ um método de demonstracao e nao um método de
descoberta. Muitas das proposi¢oes matematicas foram descobertas, nao demonstra-
das, a partir da intuicao. Depois da descoberta foi que entraram em ac¢ao os métodos
de demonstracao de sua validade, para que tivessem vigéncia universal.

Vamos ilustrar esse método de demonstracao provando a féormula que nos fornece a
soma dos n primeiros nimeros naturais impares.

Antes, porém, cabe registrar que o principio de inducao finita pode garantir que
essa formula ¢ valida, mas se nao soubéssemos dessa féormula, o principio de inducao
finita nao seria suficiente para descobri-la. Na descoberta entram outros fatores que
nao sao matematicos, como o mero acaso, a criatividade, a habilidade, etc. O principio
de indugao finita s6 entra em agao para verificar se uma féormula ja descoberta, relativa
a nimeros naturais ou inteiros, é matematicamente valida.

O raciocinio relativo ao principio de indugao finita é composto de duas partes, a
base indutiva e o passo indutivo.

A base indutiva consiste em mostrar que a propriedade é valida para um primeiro
numero natural ny, que nao necessariamente precisa ser 1, o primeiro nimero natural,
pois basta que seja vélida para qualquer niimero natural inicial, podendo ser n; = 2 ou
n, = 3 e assim por diante. Ja o passo indutivo é uma afirmacao condicional se...entao,
ou seja, se vale para n = k, entao deve valer para n =k + 1.
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Feitas essas consideragoes, vejamos o mencionado exemplo da férmula da soma dos

n primeiros ntimeros naturais impares.

Exemplo 2.1. A soma dos n primeiros nimeros naturais impares ¢ dada pela férmula:

dRi-1)=1+3+5+...+(2—1)=n’
i=1
Base indutiva: Vamos a validade desta igualdade, vamos verificar se a formula é

valida para n = 1, pois ¢ o primeiro clemento do conjunto de validade da féormula:

n=1=12=1.

Assim, verificamos que a féormula é vélida para n = 1.

Passo indutivo: Por sua vez, vejamos o passo indutivo supondo que a férmula é
valida para n = k, cujo n-ésimo termo sera (2k — 1), para verificar se também vale
para n =k + 1, cujo (n+1)-ésimo termo sera [2(k+ 1) — 1] = (2k+1). Em linguagem

simbolica escreve-se assim:

p(k) = p(k+1)
O que significa que se a propriedade p vale para n = k, entdo deve valer para

n = k+ 1. Ou seja, p(k) é a hipdtese, enquanto p(k + 1) é a tese que devemos

demonstrar.

k
hipotese —>p(k:):Z(Qz’—l):1—|—3—|—5—|—...—|—(2k:—1):k:2.
i=1

A partir de agora é que demonstraremos a tese:

tese = p(k+1):Y (2i—1)=[1+3+5+...+(2k—1)]+(2k+1) =

=1
= k> +2k+ 1= (2k+ 1)

Exemplo 2.2. Para todo niimero natural n > 3, ¢ valida a desigualdade 2" > 2n + 1.
Devemos demonstrar que é valida a proposicao 2" > 2n+1 para Vn > 3, com n € N.
Para isso, mostramos a validade da base indutiva e a validade do passo indutivo, da
seguinte maneira:
Base indutiva: Para n = 3 temos 2% > (2-(3) + 1) = 8 > 7, afirmagao valida.
Passo indutivo: 2" > 2n+1 = 2" > 2(n+1)+1, ou seja, supondo vélida a hipotese
indutiva 2" > 2n + 1, entao devemos mostrar que a tese indutiva 2" > 2(n + 1) + 1

também é valida.



Variag¢oes do principio de indugao finita.

De fato,

2" S o2n+1)+12:-2">2n+2+12"+2" > (2n+ 1) +2
Pela hipotese indutiva temos que 2" > (2n 4 1), porém, falta ainda mostrar que
2" > 2 Como o valor minimo de n é 3, basta fazermos 2* > 2 = 8 > 2, que é

verdadeira. Com isso, temos:

2" > (2n+1) ,Yn >3

=2"+2">2n+1)+2 &
M > 2 ,VnZ?)} ( )

&2.2">2m+3 2" > 2n+ 3 2" > 2(n 4+ 1) + 1, isto &,

isto é,
2" > 2(n+1) + 1.

2.2 Variacoes do principio de inducao finita.

O principio da indugao finita admite uma invariante chamada de principio da in-

dugao finita forte que enunciamos a seguir. [9, 10])

Teorema 2.1. (Principio da Indugao Finita Forte). Seja P(n) wma propriedade rela-

tiva aos inteiros. Se
e P(n) € verdadeira paran =1 e;
e P(n) € verdadeira para 1 < n < k implica que P(k+ 1) € verdadeira,

entao P(n) € verdadeira para todo inteiro n > 1.

Note que na inducao forte no passo indutivo deve-se supor que vale nao apenas
para n = k, mas para todos os primeiros k elementos de um dado conjunto para em
seguida mostrar que também vale para k£ + 1.

Vejamos um caso de relagao de recorréncia que sao aqueles casos em que as fungoes
sao definidas por mais de um conjunto de valores iniciais, que constituem o conjunto
base, e por uma regra que permite calcular os valores posteriores em termos dos valores

anteriores’.

Exemplo 2.3. Dada a relacao de recorréncia assim definida:

ap = 8;

I'TOWNSEND, Michael. Discrete Mathematics: Applied Combinatorics and Graph Theory, Menlo
Park: The Benjamin/Cummings Publishing Company, 1987, p.132
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ay = 10,
Ap = 4an—1 - 3an—27vn > 27

mostre que a, =7+ 3",¥n € N.

De inicio, devemos perceber que a partir de as todos os termos dessa recorréncia
dependem de dois antecedentes, o que significa que teremos que usar o principio da
indugao finita forte para a demonstragao.

Uma questao que pode suscitar davidas é saber se o primeiro elemento sera ag ou
ai. Isso tanto faz, desde que se tome cuidado em notar que se o primeiro elemento da
validade for ag, entao o ap_1 = k e 0 ap, = k + 1, enquanto se o primeiro elemento da
validade for a,, entao o ap = k e 0 a1 = k+ 1, ou seja, deve-se tomar cuidado com a
contagem dos elementos, pois o conjunto 0,1,2,---,n tem n+ 1 elementos, enquanto o
conjunto 1,2, ---,n tem n elementos. Tomando-se esse cuidado, tanto faz comecar com
ag ou a1. Em nosso exemplo, tendo o proprio enunciado da questao adotado ag, vamos
adotar o mesmo critério, apenas tomando cuidado com a indexacao dos elementos.

Feitas essas consideragoes, a demonstracao pode ser feita da seguinte maneira:

Base indutiva - Ja nos foi dada pelo enunciado, ou seja, ag = 8 e a; = 10.

Passo indutivo - Sendo valida a suposi¢ao para qualquer n entre 1 e k, basta mostrar

que também ¢é valida para n = k + 1, o que é representado da seguinte maneira:
ayg =7—|—3k1 <k< n = Ag4+1 =7+3k+1.
De fato,

apy1 = 4ay, — 3ag_1
= 4(7+3F) = 3(7+ 31
—28+44-3"-21—3.3"1
=28 — 21+ 3" (4-3-3)
=7+3"1.(12-3)
—7+31.9
—743k1.32
=T7+3

Portanto, a,, =7+ 3",Vn € N.



3 Numeros Binomiais

Neste capitulo, vamos estudar os ntmeros binomiais que sao essenciais para os
calculos de analise combinatoria relativos as combinagoes, arranjos e permutagoes, ou
mesmo o calculo dos coeficientes das fung¢oes geradoras. Por isso, trata-se de requisito
indispensavel para se iniciar o estudo da anélise combinatoria. As principais referéncias
para o desenvolvimento do presente capitulo foram [9, 4, 3]).

Para conceituarmos os niimeros binomiais serd necessario esclarecer o significado
de fatorial de um nimero natural.

Em seguida, mostraremos como a nocao de fatorial pode ser estendida para os
ntmeros inteiros negativos e racionais, algo que nao serda mais pensado em termos de
subconjuntos mas através de uma teoria desenvolvida por Isaac Newton, que sera de
grande utilidade para os estudos de analise combinatoria.

Por fim, cabe esclarecer que é possivel até mesmo falar de binomial de ntimeros reais
e complexos através da fungao gama , que também nao se refere a ideia de subconjuntos,
mas que nao sera abordado no presente trabalho porque o fatorial de ntimeros reais ou

complexos nao tem utilidade para os problemas de contagem.

3.1 Fatorial

Definicao 3.1. Sejam n € N e k € N. Denomina-se fatorial, representado por n! , o

sequinte produtorio:

nl=[]k vneN
k=1

Exemplo 3.1. O fatorial de 5, sera:

5
5!=Hk=1-2-3-4-5=60.

k=1
Uma importante propriedade do fatorial é a seguinte:

n!l=n.(n—1)!

16
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Como consequéncia, (n+2)!=(n+2)-(n+1)! e
. Da mesma maneira, temos (n +2)!'= (n+2)-(n+ 1) e (n+1)!=(n+1)-nl
Logo, (n+2)!'=(n+2)-(n+1)-nl

Exemplo 3.2. Um caso que merece particular atencao é o calculo do fatorial de 0

usando essa propriedade:

l=1=1-(1-1)!=1-0!
Portanto, 0! = 1.

Com essas nogoes de fatorial, podemos definir os ntimeros binomiais nos seguintes

termos:

Definicao 3.2. Sejamn € N e k € N. Denomina-se coeficiente binomual, representado

por (’Z) , 0 numero definido por

(-1om! (3.1
k 0,n <k

O coeficiente binomial também pode ser chamado de niimero binomial ou combi-
nacao, de um namero n na classe k.

O ntamero binomial nada mais é do que a quantidade de conjuntos nao-ordenados,
pois é irrelevante a ordem dos elementos do conjunto. Por exemplo, nas combinagoes
o conjunto {a, b, c} & igual a {a,c, b}, {b,a,c}, {b,c,a}, {c,a,b} ou{c,b,a}.

Note que aqui estamos falando apenas de niimeros naturais, o que significa que essa
definigdo nao se aplica nem aos ntmeros inteiros e nem aos nimeros racionais. Isso
significa que de um conjunto com n elementos, podemos extrair (Z) subconjuntos com
k elementos. Note que essa ideia de subconjuntos somente faz sentido em relagao aos

numeros naturais.

Exemplo 3.3. Quantos grupos com 3 alunos podemos formar em uma classe com 20

alunos?

/

Basta fazermos (20

3 )7 sendo que o niimero binomial é calculado da seguinte maneira:

20\ 20!
3)  31-(20-3)

Outra maneira de fazer essa mesma conta seria:

k elementos
7\

(Z) :n-(n—l)-(n—lj).--(n—k—i—l):>

3 elementos

A

(230) 20+ (20— :13') (20 — 2)
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Ainda nessa ideia de subconjuntos, a defini¢ao também diz que se k > n, entao o
ntmero binomial serd 0. De fato, basta pensarmos que nao seria possivel, por exemplo,

extrairmos subconjuntos de 5 elementos a partir de um conjunto com 2 elementos, por

2
(5) =0, pois 5>2.

No que se refere aos nimeros naturais, a definicao parece ser confirmada pela in-

isso o resultado seria:

tuicao.
Vejamos outros exemplos de cédlculo de nmeros binomiais:

Exemplo 3.4. Para calcular o valor de (g) fazemos:

5 5! 5!
= = = 1
(2) G2 a0

ou também podemos calcular assim:

5\ 5-4
=~ =10
(2) 51 Y

Note que o denominador sera o produto de 2 elementos em ordem decrescente, pois

o denominador binomial é 2.

1 "
Exemplo 3.5. Para calcular o valor de ( 40) fazemos:

10 10! 10!
<4> A(10—4)! ~ 216l

ou também podemos calcular assim:

4 elementos

o N—
10 _10-9.8-7_210
4)  4.3.2.1 7

Note que o denominador serd o produto de 4 elementos em ordem decrescente, pois
o denominador binomial ¢ 4.

3.2 Expoentes binomiais

Além de nos possibilitar o calculo do niimero de combinagoes, os nimeros binomiais

também sao importantes por permitirem também o calculo dos coeficientes de binomios.

Defini¢ao 3.3. Um bindémio é uma expressao do tipo (z + y)", ou seja, € a poténcia

de uma soma de dois termos.
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Sao conhecidos os bindmios mais simples, por exemplo, (z+y)' =z +y, (x+y)? =
2% + 22y + y?, ou ainda (z + y)® = 2% + 322y + 3zy® + 93, dentre outros. Porém, se
quisermos obter a expansao do binémio (z + ¥)”, j4 nao ¢ mais tao simples obter o
resultado.

Com o desenvolvimento de mais poténcias binomiais, foi possivel observar uma

relacao entre esses binémios e os coeficientes binomiais, pois:

r+y= : T+ !
Yy = 0 1 Y
2 2 2
29 2 _ 2 2
e+ 22y +vy (0>9: +(1>$y+<2)y

3 3 3 3
2 + 327y + 3vy* +o° = <0>x3+ <1>x2y+ <2>xy2+ (3>y3

A partir dessa observagao, deduziu-se uma equagao geral para o desenvolvimento

de ntumeros binomiais da forma (z + y)", que é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.1. (Teorema do binémio com expoente natural) [9]. Sejam n,
ke N, com k <n, entao:

(x+y)" = (Z) "Ry,

E importante destacar que neste exemplo o expoente n do binémio (z 4 y)" é um

numero natural. Assim sendo, temos:

Exemplo 3.6.
(z+y)" =

(oo (TN i (TN 5o (T oaa (TNo3a, (T 25, (T 6. (7).07_
—<O>xy+<1>xy+ 9 ry+ 3 Ty + 4 Y+ 5 Y+ 6xy+ 79[:3/—

= 2" 4 T2y + 2125y? + 352%y> + 352%* + 212%y° + Ty’ + o7

Em relagao as variaveis a e b cabe esclarecer que para as finalidades da matematica
discreta interessam apenas os seus expoentes, motivo pelo qual nao hé qualquer res-
tricao a tais variaveis, podendo ser niimeros reais ou complexos e, na realidade, nem

precisam ser nameros, de maneira que nao passam de meros simbolos do bindémio.
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3.2.1 Expoentes binomiais generalizados

Vimos o calculo dos coeficientes binomiais do tipo (Z), com n,k € N, incluindo
0 0. Porém, é possivel calcular coeficientes binomiais nao apenas para n € N, mas
também para qualquer ntimero real, ou seja, hd uma generalizagao que possibilita o
calculo de coeficientes binomais sendo n um ntmero real qualquer. E bom lembrar que
em qualquer caso k sempre serd um namero natural, incluindo o 0. Atribui-se a Isaac
Newton a generalizacao dos expoentes naturais para os expoentes reais.

Neste trabalho nos interessa apenas os casos em que n for um ntmero racional ou
um numero inteiro negativo, que serao de grande utilidade para o estudo das fungoes
geradoras. Nao avangaremos para outros ntmeros reais, porém, deixamos registrado
que isso é possivel.

A utilidade da generalizagao do teorema binomial encontra-se na possibilidade de
se obter os coeficientes de binomios do tipo (1 +x)% ou (1+x)73, dentre outros, através
de uma série, que é uma soma infinita ', em torno de 0, da fungao f(z) = (1 + z)",
sendo « um nimero real qualquer e com |z|< 1, cujo resultado encontramos no seguinte

teorema:

Teorema 3.2. (Teorema binomial generalizado) [9]. Seja w um nimero real

qualquer, temos:

(1+a) = (g) + (?)H (g>a:2+ <§>x3+---+ (Z):ck+ = ; (Z)m’f

w\ u(ufl)(ufi!)---(uflﬁLl)7 se k>0
k 1, se k=0

O niimero (Z) definido acima é chamado de coeficiente binomial generalizado. Se

u
k

volvimento acima se reduzird ao caso do teorema do binémio com expoente natural.

u for um nimero natural, o nimero ( ) serd o coeficiente binomial usual e o desen-
Porém, se u for um ntmero inteiro negativo ou um racional, insere-se na regra geral
do expoente real, ou seja, o desenvolvimento acima se reduzird a uma série, quer dizer,

uma soma infinita.

[SSINIE

Exemplo 3.7. Calcular (

).

IEssa soma infinita denominada série é obtida pela expansdo polinomial de Taylor. Sobre o as-
sunto, podera ser consultado o livro Cdlculo de uma Varidvel, volume I, de Hughes-Hallet, Gleason,
McCallum, cuja 3* edi¢ao tem tradugao brasileira pela LTC, 2011, a partir da péagina 362, dentre
outros livros de célculo ou de anélise real.
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Note que no numerador fazemos o produto de 3 termos diminuindo cada um de

uma unidade e dividimos por 3!.

Exemplo 3.8. Calcular (_35)

Note que no numerador colocamos em evidéncia (—1), de maneira que a subtragao

transforma-se em uma soma, conforme verifica-se a seguir:

(—5) 50 (5D (52 ()-GO (-)-(B5+1)- (1) (5+2)
3 ) 3! o 3! -

= —35.

3! 3!

(=12 (5+0)-5+1)(5+2) (=1)2-(6)-(6)-(7)  5-6-7
3.2-1

D=

Exemplo 3.9. Calcule o coeficiente de ¥ na expansdo do binémio (1 + z)2.

Pelo teorema do binémio com expoente real,

N_@G-1-G-9 &P _
3 3! 3-2-1
Isso significa que na expansao do binémio teremos %:c
1

sera 16

3, ou seja, o coeficiente de 3

Exemplo 3.10. Calcule o coeficiente de z* na expansao do binémio (1 + 33)_%.

Pelo teorema do binémio com expoente real,

=3\ _ (3 (53-1-(=5-2) (=3)-(=39)- (-3 _ ¥ _ 5
3 3! 3-2-1 6 16°
Isso significa que na expansao do bindémio teremos —%x?’, ou seja, o coeficiente de

3 qord 3
I~ sera 16

3.3 Triangulo de Pascal

O Tridgngulo de Pascal, também chamado de tridngulo de Tartaglia, é uma disposi-
cao geométrica de forma triangular dos coeficientes binomiais, ou seja, dos coeficientes
obtidos pela expansao do binémio (z + y)*.
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O matemaético italiano Tartaglia (Niccolo Fontana 1499-1557) o teria estudado em
1556, motivo pelo qual alguns o denominam por Tridngulo de Tartaglia. Cerca
de um século depois, o matemaético francés Blaise Pascal (1623-1662) o usou em seus
estudos sobre probabilidade e que teve grande divulgagao sobretudo na Franga e na Gra-
Bretanha, razao pela qual nessas regioes é mais conhecido como TridAngulo de Pascal.
Ja na Alemanha o tridngulo é atribuido ao matematico Michael Stifel (1487-1567) por
té-lo mencionado em uma publicagao de 1544. No Brasil, costuma-se denominé-lo por
Triangulo de Pascal, em referéncia ao francés, porém pode-se encontrar quem o chame
apenas de Tridngulo de Tartaglia, em referéncia ao italiano, ou, ainda, Tridngulo de
Pascal-Tartaglia, em referéncia a ambos, e ainda Tridingulo de Stifel, em referéncia ao
alemao, mas qualquer uma dessas denominagoes significa matematicamente a mesma
coisa. |9

Nos célculos combinatorios o que nos interessa sao os coeficientes da expansao da
poténcia de um bindémio. Se tivessemos um conjunto com duas bolas, uma amarela,
que poderiamos representar pela letra x, e outra branca, que poderiamos representar
pela letra y, o polinémio expandido 22 + 2xy + y* = (x + y)?, nos revelaria que de um
total de quatro possibilidades, que corresponde & soma dos coeficientes do polinomio
expandido (1 4 2 + 1), teriamos uma tunica possibilidade de tirar duas bolas brancas,
duas possibilidades de tirar uma bola branca e outra amarela e uma tinica possibilidade
de tirar duas bolas amarelas. Se fossemos tirar trés bolas, bastaria expandir o biné6mio
(r+v)? que resulta em x° + 32%y + 3ry? +y* para concluirmos que de um total de oito
combinagoes possiveis, teriamos uma tnica possibilidade de extrair trés bolas amarelas,
trés possibilidades de extrair duas bolas amarelas e uma branca, trés possibilidades de
extrair uma bola amarela e duas brancas e uma tinica possibilidade de extrair trés bolas
brancas. Tudo isso nos ¢é revelado pela leitura dos coeficientes do bindémio expandido.

A partir da expansao do binoémio (z + y)", extrai-se uma caracteristica importante
em relacao aos coeficientes dessa expansao. Se fizermos a expansao atribuindo a k os

valores 0,1,2, -, n, teremos o seguinte:

(z+y)P° =1

(z+y) =z+y

(z+y)=2"+2zy+y°

(x+9)? =2+ 327y + 329° +9°

(x +19)* = 2* + 42’y + 62%y? + 4ay® +
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(z +y)° = 2° + baty + 102%y* + 102%y> + 5ay* +9°

(z +y)° = 2% + 625y + 152"y? + 2023y + 150%y* + 62y° + ¢/°

n __ n n n n—1 n n—2 2 n n—1 n n
(x+y) —(O)x +<1)x y+(2>x Y-+ +(n_1)xy +(n>y

Se usarmos a mesma disposicao em forma de tridngulo apenas com os coeficientes
da expansao, teremos a seguinte disposi¢ao triangular desses niimeros conhecida por

Triangulo de Pascal:

(") () )

Note que o numerador binomial em cada linha, corresponde ao expoente do binémio
(z+y)* k=0,1---n.
Assim, se quisermos expandir o binémio (x + y)ﬁ, para encontrarmos os coeficientes

basta seguir a linha paran = T7:

(z + )% = 2% + 625y + 152%% + 2023y + 1502y + 62y° + ¢/°.



Triangulo de Pascal

24

A partir do triangulo de Pascal, varios outros teoremas podem ser extraidos, alguns
dos quais apresentamos a seguir.

3.3.1 Teorema das Linhas
Teorema 3.3. [// Seja n um nimero inteiro nao-negativo, entao:
" /n
= 2",
> (1)
k=0

Demonstragao.

Como 2" = (1 + 1)", podemos usar o Teorema 3.6 para obter sua expansao.

2 = (14+1)" = zn: (Z) Rl L zn: <Z>

k=0 k=0
]

Este teorema nos diz que a soma de todos os ntimeros de uma linha é igual a 2

elevado aquele nimero que associamos a linha.

Exemplo 3.11. Vamos calcular

(o) () () + () () G)

Pelo teorema das linhas trata-se da soma dos ntimeros binomiais para a linha n = 5,

cuja soma corresponde a 2° = 32.

3.3.2 Teorema das Colunas

Teorema 3.4. [/ A soma dos coeficientes binomiais de uma mesma coluna, desde o
primeiro elemento até um qualquer, € igual ao coeficiente binomial que fica imediata-
mente abaixo e na coluna a direita da somada. FEsse teorema pode ser algebricamente
expresso da sequinte maneira:

()= () e () = ()
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Esse teorema pode ser assim apresentado para o caso den =0e p = 3:

)+ @)+ () +(0)- ()

O que graficamente no tridangulo de Pascal corresponde ao seguinte:

1
!

11

!

12 1
!

1 3 3 1
1 4 6 4 1

3.3.3 Teorema dos Binomiais Complementares

Teorema 3.5. [}/ Sejam n e k nimeros inteiros nao-negativos, tal que n > k, entao:
ny n
k) \n—-k)

Exemplo 3.12. Vamos calcular

Pelo Teorema 3.5:
pois

no que resulta

3.3.4 Teorema das Diagonais

Teorema 3.6. [/ A soma dos nimeros binomiais situados numa mesma diagonal em
um triangulo retingulo de Pascal, desde a primeira coluna até outra qualquer, € igual

ao numero imediatamente abaixo da mesma coluna do dltimo a ser somado.
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Algebricamente, essa propriedade pode ser assim expressa:

" n+k n n+1 n+ 2 n+3 n+p n+p+1
> = + + + +oot = :
k 0 1 2 3 D P
k=0
Demonstragao. Pelo teorema 3.5,

<n+p+1>_< n+p+1 )_(n+p+1)
n+1 n+p+1—(n+1) P

kzi;(nzk) _ <n+§+1>_

Logo,

Podemos ainda obter uma visualizacao grafica dessa propriedade dispondo o trian-
gulo de Pascal em forma de triangulo retangulo da seguinte maneira:

1
11
N
12 1
N

1 3 3 1
!

1 4 6 4 1

Note que a soma dos ntmeros da diagonal 14243 é igual a 6, namero imediatamente

abaixo de 3 da mesma coluna.

Vejamos um exemplo.
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Exemplo 3.13. Calcule
7
k+5
S = .
> (")
k=0

Expandindo o somatoério, temos:

=) () () 6) ) (6)+ () (7)

Pelo teorema das diagonais temos:

O+ T7+1 13
s (TN (9) 2

E importante destacar que o teorema das diagonais vale desde que a soma comece
com o o primeiro elemento da diagonal. Porém, se quisermos uma soma que nao
comega pelo primeiro elemento da diagonal, é possivel o uso desse teorema desde que
se subtraia os elementos ausentes da diagonal.

Aproveitando o exemplo anterior, vejamos alguns casos:

Exemplo 3.14. Calcule (2) + () + (150) + (161) + ().

Note que nao podemos usar diretamente o teorema das diagonais porque a soma
nao comecga com o primeiro elemento da diagonal que corresponde ao coeficiente bino-
mial ((5)) Alias, também faltam os coeficientem binomiais (g)) e (;) Por outro lado,
em algumas situa¢oes nao serd tao simples calcular um por um todos os binomiais a
serem somados. Por isso, em certas situagoes pode ser interessante usar o teorema das

diagonais fazendo as devidas subtracgoes. No presente caso, faremos:

(€))L Q- oo

ou seja, primeiro calculamos a soma da diagonal através do Teorema 3.6 para depois

excluir apenas os elementos que faltam.

Exemplo 3.15. Calcule () + (5) + () + (V) + (1)) + (P).

Também aqui nao podemos usar diretamente o teorema das diagonais porque ainda
que comece desde o primeiro elemento da diagonal, faltam os coeficientes binomiais (2)
e (Z). Para resolver esse problema, podemos usar o teorema como se a diagonal estivesse

completa e depois subtraimos os coeficientes binomiais que faltam:
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() () () ()23 0)- ) rmwrmoson

Ou seja, em certas situagoes o teorema das diagonais pode auxiliar na solugao de

problemas desse género.

3.3.5 Teorema de Lallo ou Teorema da Soma Zero

Teorema 3.7. [}/ Seja n um nimero inteiro nao-negativo, entdo:

Zn:(—nk(?;) — 0.

k=0

Demonstragao.

0=0"=(1-1)"=[1+(-1]"= Y (Z) 1n=k) (—1)k = Y <Z> (—1)k.

Exemplo 3.16. Vamos calcular

() -0+ ()-6)+0)-6)

Pelo Teorema de Lallo trata-se das somas e diferengas alternadas dos ntimeros bino-

miais da linha n = 5 do triangulo de Pascal, cuja soma é 0.

Note que neste teorema temos somas de coeficientes binomiais complementares com

sinais invertidos. No exemplo dado, temos:

Por isso a soma é 0.
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3.3.6 Teorema de Stifel ou Relacao de Stifel

Teorema 3.8. [/] Sejam n e k nimeros inteiros nao-negativos, tais que 1 < k < n,

n—1 n n—1 _(n
k-1 E ) \k)
Demonstragao.

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
(k—1)+( k )Z =R k=1 i—k=DlK
(n— 1)k N (n—k)(n—1)! _ (n—Dk+ (n—Fk)] _

(n—k)l(E=1)'k (n—Fk)(n—k—1)k! (n— k) k!

nin—1)1 n! _(n
(n—EK (n—Fk)K (k)

Exemplo 3.17. Calcule ((1)) + (})

entao:

Pela relagao de Stifel, temos:

o)+ ()-()-2

Graficamente, poderfamos representar no tridngulo de Pascal do seguinte modo:

Exemplo 3.18. Calcule (‘;’) + (g) Pela relagao de Stifel, temos:

() 0-0)-

Graficamente, poderiamos representar no tridangulo de Pascal do seguinte modo:

1
1 1
1 2 1
1 3— 3 1
!
1 4 6 4 1
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3.4 Operacoes Fundamentais da Contagem

Todas as operacoes de contagem parte de um ponto em comum, o principio funda-
mental da contagem, também denominado por principio multiplicativo.

Por isso, apresentaremos o mencionado principio fundamental da contagem para,
em seguida, mostrarmos o que estamos denominando como operagoes fundamentais da
contagem, que sao o arranjo ¢ a combinac¢ao. Também abordaremos a permutacao,
porém, como um caso particular de arranjo, razao pela qual nao a apresentaremos
como uma terceira operacao fundamental, mas uma variante da operacao de arranjo.

Essas duas operagoes fundamentais, arranjo e combinagao, se distinguem pela or-
dem, ou seja, na combinacao a ordem dos elementos do agrupamento nao altera o
resultado, enquanto no arranjo a mudanga de ordem corresponde a uma nova solugao.

Adotaremos a notagao {a, b, ¢} para o conjunto nao ordenado correspondente a uma
combinagao, e (a,b, ¢) para o conjunto ordenado correspondente a um arranjo.

No primeiro caso, combinacao, temos um conjunto e isso significa que a ordem dos
elementos é irrelevante, de maneira que tanto faz escrevermos {a, b, ¢} ou {c, b, a}, pois
ambos sao absolutamente iguais. J& no segundo caso, arranjo, nao temos um conjunto,
mas uma tripla ordenada, o que significa que (a, b, ¢) nao é a mesma coisa que (¢, b, a),
pois ainda que os elementos permane¢am os mesmos, a ordem desses elementos mudou
e por isso sao diferentes.

Dentro da cada uma dessas operagoes fundamentais da contagem, devemos ainda
distinguir em cada uma delas os casos em que hé repeticao de elementos daquelas onde

nao ha repeticao de elementos.

3.4.1 Principio Fundamental da Contagem

O Principio Fundamental da Contagem é o principio béasico de toda a teoria da
contagem.

Sejam dois conjuntos, A = {ay, ag, as, -+, ay,} e B ={by, by, b3, -+, by}, comm,n €
N. Isso significa que o conjunto A tem m elementos, enquanto o conjunto B tem n
elementos. O principio fundamental da contagem nada mais significa que o nimero de
pares ordenados (a;, b;) nos quais a; € A e b; € B. Podemos elencar todos os pares

ordenados possiveis da seguinte maneira:

(ay,b1), (a1, b2), (a1,b3), -+, (a1,b,) — n pares ordenados
(ag,b1), (ag, ba), (asz,bs),- -, (a2, b,) — n pares ordenados
(as, b1), (as, ba), (as,b3),- -, (as, b,) — n pares ordenados

(@, b1), (Am, b2), (@m, b3), -+ -, (am, by) — n pares ordenados
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Note que se trata de uma tabela com m linhas e n colunas, ou seja, um total de m - n
pares ordenados.
Esse principio é fundamental para a contagem. Vejamos alguns exemplos de sua

aplicacao:

Exemplo 3.19. Sabendo-se que entre as cidades A e C existem 5 caminhos e entre
as cidades C e B existem 3 caminhos, conforme ilustra a figura abaixo, de quantas

maneiras podemos ir da cidade A até a cidade B passando pela cidade C?

Cidade A Cidade B

‘RN
N

Vamos chamar cada uma das estradas entre A e C de estrada ay, estrada ao, estrada as,
estrada ay e estrada as. Da mesma maneira, vamos chamar cada uma das estradas entre
C e B de estrada by, estrada by e estrada bs3. Desta maneira, usando uma tabela podemos
montar todos os pares ordenados possiveis, considerando que estamos interessados nos
pares ordenados entre os conjuntos {ai, as,as,as,as} e o conjunto {by, by, b3, by}, ou

seja:

S
=
=
N
\_/
s
=
<
w
~—
w
o]
&
=
@
»n
Q
=
(oW
]
=
©
oL
@}
%

Q
ot
o~
[\]
\_/
=
g
o>
w
~—
w
ko)
It
=
@
3
@]
=
o,
@
=
o
Q.
o
53

Q
=
<>
=
Q
=
o
S
:_/
Q
=
o
w
N~—
w
e}
&
=
@
wn
Q
=
o,
@
=
o
Q.
@]
w2

que totalizam 15 pares ordenados.
Uma maneira mais direta de obter esse resultado é pela multiplicagao do niimero

de elementos do conjunto {ay,as,as,as,as} pelo nimero de elementos do conjunto
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{b1,b9,b3,bs}. Assim, se entre as cidades A e B existem 5 estradas, enquanto entre as
cidades B e C existem 3 estradas, entao teremos pelo principio multiplicativo que o

total de caminhos possiveis entre as cidades A e B, passando pela cidade C sera:

5-3 =15

Uma outra maneira de ilustrar esse raciocinio ¢ o uso do diagrama de arvores:

3.4.2 Arranjo com Repeticao

B

(ay, b1)
(ar,b2)
(a1, b3)
(az,b1)
(a2, b2)
(a2, bs)
(as, br)
(a3, b2)
(as, bs)
(as,01)
(a4, b2)
(a4, bs)

(as,b1)
(as, b2)

(as, b3)

Os arranjos com repeticao também sao chamados de arranjos completos. Usaremos

a notagao AR para representar arranjo com repeticao.
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Seja A um conjunto com m elementos, ou seja, A = {ay, as,as, - -, ay,}. Chamamos
de arranjo com repeticao dos m elementos, tomados n a n, n < m, toda n — upla
ordenada formadas pelos elementos do conjunto A nao necessariamente distintos, ou
seja, os elementos podem aparecer repetidos nas n — uplas ordenadas. Usaremos a
notacao AR, , para representar os arranjos com repeticao de m elementos, tomados n
a n.

Note que cada arranjo com repeti¢ao é uma sequéncia de n elementos do conjunto

A:

n elementos
7\
7 )
(e

Assim sendo, na primeira posi¢ao teremos m escolhas. Também na segunda posicao

teremos m escolhas, pois os elementos a serem escolhidos podem se repetir. Da mesma
maneira, na terceira posicao teremos m escolhas e assim sucessivamente até a n-ésima
posicao, quando novamente teremos m escolhas. Usando o principio fundamental da

contagem, podemos calcular o arranjo com repeticao da seguinte maneira:

n elementos
7\

ARpp=m-m-m---m=m",n <m.

Vejamos alguns exemplos para ilustrar o que estamos dizendo:

Exemplo 3.20. Quantas senhas de trés digitos podemos ter escolhendo os nitimeros
do conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}? Trata-se de arranjo com repeti¢ao pois com os
mesmos trés nimeros podemos obter senhas diferentes, ou seja, as senhas sao triplas
ordenadas. Por exemplo, a senha 123 é diferente da senha 321, portanto, trata-se de
um caso de arranjo. Além disso, os niimeros escolhidos podem se repetir, por exemplo,

a senha por ser 112 ou 121, dentre outras. Assim sendo, teremos:

3 elementos

—N—
AR5 =10-10-10 = 10* = 1.000 senhas.

Exemplo 3.21. Quantos niimeros de trés digitos podemos ter escolhendo os ntimeros
do conjunto {1,2,3,4,5,6}7 Devemos escolher 3 digitos de um conjunto com 6 digitos.
Além disso, os mesmos 3 digitos escolhidos podem dar origem a niimeros distintos pela
diferenca de ordem, por exemplo, 123 é diferente de 321. Por fim, os digitos podem ser
repetidos, de maneira que sao validos niimeros tais como 111 ou 223, dentre outros.
Para o digito da centena, temos 6 escolhas. Para a dezena, também temos 6 escolhas.
Por fim, para a unidade, temos novamente 6 escolhas. Portanto, trata-se de um caso
de arranjo com repeticao, que resolvemos da seguinte maneira:
3 clementos

——
ARg3= 6-6-6 = 63 = 216 numeros.
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3.4.3 Arranjo sem Repeticao.
Seja A um conjunto com m elementos, ou seja, A = {ay, as, as,- -, ap}. Chamamos

de arranjo sem repetigao dos m elementos, tomados n a n, n < m, toda n-upla ordenada
formadas pelos elementos do conjunto A distintos entre si, ou seja, os elementos nao
podem aparecer repetidos nas n — uplas ordenadas. Usaremos a notagao A,,, para
representar os arranjos sem repeticao de m elementos, tomados n an, n < M. Note que
cada arranjo sem repeticao, ou simplesmente arranjo, € uma sequéncia de n elementos

do conjunto A:

n elementos
7z N
(_7_7_7“'7_)

Porém, como os elementos nao se repetem, na primeira posi¢ao teremos m escolhas,

mas na segunda escolha teremos (m—1) escolhas porque o elemento da primeira escolha
foi retirado, enquanto na terceira escolha teremos (m — 2) escolhas, porque os dois
elementos das duas escolhas anteriores foram retiradas, e assim sucessivamente. Usando
o principio fundamental da contagem, podemos calcular o arranjo sem repeticao da

seguinte maneira:

n elementos
7\

Appn=m-(m—1)-(m—2)---(m—n+1)

Vejamos alguns exemplos para ilustrar o que estamos dizendo:

Exemplo 3.22. Quantas sequéncias de 3 cartas, extraidas sucessivamente, podemos
ter de um baralho com 52 cartas diferentes? Note que a ordem das cartas dao origem
a sequéncias diferentes, o que significa que estamos calculando o numero de triplas
ordenadas. Por exemplo, a tripla (valete, dama, rei) é uma sequéncia diferente da
tripla (rei, dama, valete), apesar das cartas serem as mesmas. Isso significa que se
trata de arranjo. Além disso, cabe notar que nao hé possibilidade de repetigao pois
além das 52 cartas serem diferentes entre si a retirada sucessiva impede que uma carta
extraida seja devolvida para eventual nova extragao, o que significa que é sem repeticao.

Assim sendo, teremos:

3 elementos
7\

N

Aso 5 = 52. (51 — 1) (52 —2) = 5251 - 50 = 132.600 sequéncias.

Exemplo 3.23. Quantos ntiimeros com 3 algarismos distintos podemos ter do conjunto
{1,2,3,4,5,6}7

Note que a ordem dos digitos dao origem a numeros diferentes, o que significa que
estamos calculando o nimero de triplas ordenadas. Por exemplo, a tripla (1, 2, 3) da
origem ao numero 123, que ¢é diferente do nimero 321 que se extrai da tripla (3,2,1),

apesar dos digitos serem os mesmos. Isso significa que se trata de arranjo. Além disso,
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cabe notar que nao ha possibilidade de repeticao pois os digitos devem ser distintos
entre si, o que significa que é sem repeticao e nao estaria valendo por exemplo o ntimero
232, pois o digito 2 foi repetido. Assim teremos 6 opc¢oes para a centena, H opgoes para

a dezena e 4 opgoes para a unidade, ou seja:

3 elementos

—
Ag3 = 6-5-4 =120 ntmeros.

Exemplo 3.24. Quantas fungoes injetoras f : A — B podem ser definidas entre dois
conjuntos finitos sendo o dominio o conjunto A = {ay, as, as, -+, ay,} e contradominio
o conjunto B = {by, by, b3, -+, b, }?

Para termos fungoes injetoras do tipo f : A — B, o namero de elementos do
conjunto dominio A tem que ser menor ou igual ao nimero de elementos do conjunto
contradominio B, ou seja, m < n. Trata-se de uma classica questao de arranjo simples,
pois o primeiro elemento do dominio pode se relacionar com quaisquer dos n elementos
do contradominio, o segundo elemento pode se relacionar com quaisquer dos demais
(n — 1) elementos do contradominio, o terceiro elemento do dominio pode se relacionar
com quaisquer dos demais (n — 2) elementos do contradominio e assim sucessivamente
até chegarmos no m-ésimo elemento do dominio que podera relacionar-se com quaisquer
dos (n—m+1) elementos do contradominio. Assim sendo, o nimero de fungoes injetoras

¢ dado pelo seguinte arranjo simples:

n elementos
N\

A =m - (m—=1) - (m=2)---(m—n+1) =

n!
(n—m)!’

No caso de m = n, teremos o caso particular de fungoes injetoras que também sao
sobrejetoras, denominadas bijetoras, que serd simplesmente n!.

No caso em que m < n, obtemos o nimero de fung¢oes que sao apenas injetoras,
pois neste caso nao podem ser sobrejetoras. Ja para calcular o ntmero de fungoes

sobrejetoras, serd necessario o principio da inclusao e exclusao, conforme veremos.

3.4.4 Permutacao sem repeticao

Uma permuta¢ao nada mais é do que um caso particular de arranjo.
Se nos arranjos tinhamos m # n, as permutacoes seriam os casos de arranjos nos

quais m = n, ou seja:

n elementos
N\

Apn = Apm=m-(m—1)-(m—=2) - (m—m+1) =

)

n elementos
7\

=m-(m—1)-(m—2)---1=ml= P,

2

Assim sendo, podemos concluir que a permutacao de m elementos, sera:
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P, =m!

A notagao para permutacao de m elementos serd P,. Vejamos alguns exemplos

para ilustrar o que estamos dizendo.

Exemplo 3.25. Calcular o ntimero de permutacoes sem repeticao dos elementos do

conjunto A = {a, b, c}.
Trata-se de uma permutagoes sem repeticao de 3 clementos, assim:

Pa=3'=3-2-1=06,
ou seja, podemos ter 6 permutagoes.

Exemplo 3.26. De quantas maneiras diferentes 6 pessoas podem estar numa fila?

Cada fila corresponde a uma sequéncia ordenada de pessoas, ou seja, mudando
a posicao de uma pessoa na fila, esta se altera. Além disso, todas as pessoas do
grupo participam de todas sequéncias ordenadas possiveis. Em suma, trata-se de uma

permutacoes sem repeticao de 6 pessoas:

Ps=6!=6-5-4-3-2-1=T720,
ou seja, podemos ter 720 filas diferentes a partir de um grupo com 6 pessoas.

Exemplo 3.27. Quantos anagramas podemos obter com as letras da palavra FUTE-
BOL?

E importante destacar que todas as letras da palavra FUTEBOL séo diferentes
entre si, ou seja, nao ha repeticao de letras. Além disso, trata-se de uma sequéncia
ordenada com todas as 7 letras da palavra. Em suma, trata-se de uma permutacao

sem repeticao de 7 letras:

P,=7=7-6-5-4-3-2-1=5.040.

ou seja, é possivel ter 5.040 anagramas com as 7 letras da palavra FUTEBOL.

3.4.5 Permutacao com Repeticao.

Comparando as permutacoes sem repeticao com as permutagoes com repeticao hé
repeticao dos elementos a serem permutados. Por exemplo, ao calcularmos os anagra-
mas da palavra FUTEBOL nao havia nenhuma letra repetida. Porém, se quiséssemos
calcular os anagramas da palavra PAPA, hé repeticdo de letras a serem permutadas,
pois temos duas letras A e mais duas letras P. Em tais situagoes, temos que tomar

cuidado para nao contar mais de uma vez um mesmo anagrama.
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A palavra PAPA tem quatro letras. Se fossem quatro letras diferentes entre si, o
célculo do niimero de anagramas seria um caso de permutac¢ao sem repeticao, ou seja,
4!'= 24. Porém, como ha letras repetidas, nesse total de 24 anagramas contamos um
mesmo anagrama mais de uma vez. Vamos utilizar sub-indices para ilustrar o que

estamos dizendo. Colocando sub-indices nas letras repetidas, temos:

PLA P Ay

Os 24 anagramas sao os seguintes:

PAPA,
P,A P A,
Pl AP A,
PyA, P A,

AP AP,
APl APy
APy Ay Py
Ay P AL Py

P PyA A,
PP A Ay
P PyAY A,
PP Ay A,

A1 AP Py
A AP Py
A1 AP Py
A A1 P Py

A1 P AP,
As P APy
A1 P A Py
Ay AL Py
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PAASP,
P,A AP,
PiAA P
PyAA Py

Porém, desse total de 24 anagramas, temos apenas 6 anagramas distintos:

PAPA
APAP
PPAA
AAPP
APAP
PAAP.

ou seja, cada um desses anagramas distintos ¢ repetido 4 vezes por conta da repeticao
de duas letras A e duas letras P, ou seja, dos 24 anagramas restam apenas 6 anagramas
distintos.

Em termos gerais, podemos definir a permutagao com repeticao da seguinte ma-

neira:

Definicao 3.4. Consideremos n elementos, dos quais temos ny elementos iguais a aq,
ng elementos 1guais a as, ng elementos iguais a as, e assim por diante, até n, elementos
1guais a a,, ou seja, n =mnq +no +ns+---+n,.. O nimero de permutacoes distintas,
ou seja, sem repeticao, serd representado por:
n!
PR?L”LMVWW =

nylngl - n,l

Na notagao que estamos usando, PR significa permutagao com repeticao, sendo o
primeiro subindice representa o fatorial do numerador, ou seja, o total dos elementos
a serem permutados, seguido dos fatoriais que vao para o denominador e representam
o nimero de repeticao de cada clemento.

Voltando ao exemplo dos anagramas da palavra PAPA e usando a definicao dada,
temos um total de 4 letras e duas repeticoes com 2 letras A e mais 2 letras B, de

maneira que:

227910 (2-1)-
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Exemplo 3.28. Quantas permutacoes distintas, sem repeti¢ao, temos com a palavra
BATATA?

A palavra BATATA tem 6 letras, sendo que repetidas temos 3 letras A e 2 letras

B, de maneira que:

PRg30 =

6/  6-5-4-3-2-1
3120 (3-2-1)-(2-1)

Exemplo 3.29. De quantas maneiras podemos dividir 9 objetos em dois grupos, um

com 5 objetos e outro com 4 objetos?

Para resolver este problema sugerimos pensar em uma fila com os 9 objetos e calcular
todas as permutacgoes simples possiveis, sem restri¢oes, ou seja, 9!. Em seguida deve-se
ter o cuidado de perceber que estamos perante um caso de permutacao com repeticao,
pois note que a fila abecde — fghi apesar de ser diferente da fila edcba — ihgf, por
exemplo, ambas representam um tnico grupo de 5 objetos do conjunto {a, b, c,d, e}, e
outro tnico grupo de 4 objetos do conjunto {f, g, h,i}.

Portanto, teremos que eliminar os casos de repeticao que serd dado pela divisao
por 5! em relagdao ao grupo com 5 objetos e também pela divisao por 4! em relacao ao

grupo com 4 objetos. Assim, teremos:

99 9.8:7-6-5-4-3-2-1
5141 (5-4-3-2-1)-(4-3-2-1)

PRos4 = — 126.

Note que este problema tem a mesma estrutura do problema dos anagramas, ou
seja, poderfamos compara-lo com os anagramas distintos da palavra ABABABABA,
que tem 9 letras, sendo repetidas 5 letras A e mais 4 letras B, cuja solu¢ao ja vimos
que seria o mesmo, PRgs 4.

Outras variagoes desse problema dos anagramas com repeticao podem aparecer de

diversas formas. Vejamos mais um exemplo:

Exemplo 3.30. De quantas maneiras podemos distribuir 5 livros para as estudantes

Alice e Beatriz, de maneira que Alice receba 3 livros e Beatriz 2 livros?

Novamente sugerimos pensar em uma fila dos 5 livros, dos quais 3 sao para Alice e
2 sao para Beatriz.
Se representarmos Alice pela letra A e Beatriz pela letra B, teremos as seguintes
10 possibilidades:
AAABB

AABAB
AABBA
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ABAAB
ABABA
ABBAA
BAAAB
BAABA
BABAA
BBAAA.

Note que este problema equivale ao célculo dos anagramas distintos da palavra
ABABA, cujo resultado é:

5! 5-4-3-2-1

3!é!=(3-2-1):(2-1)=10'

PR532 =

O que significa que esta também é a solugao do problemas dos livros de Alice e Beatriz,
ou seja, ha 10 maneiras de distribuir 5 livros, sendo 3 livros para Alice e 2 livros para

Beatriz.

Exemplo 3.31. Quantas sequéncias distintas podemos fazer com os seguintes 9 sim-
bolos?

AAAA KX K k¢

9!
PR9y473,2 == m == ].260
Exemplo 3.32. (Problema da Soma dos Inteiros). Quantas sdo as solugoes in-

teiras e nao negativas da equacao x; + 9 + r3 = 67

Trata-se de uma questao classica de contagem e que pode nao parecer, mas se reduz
ao problema do exemplo anterior relativo as sequéncias distintas de simbolos. Esse
problema seria equivalente a questao de saber de quantas maneiras podemos distribuir
6 bolas entre 3 caixas distintas. Tudo isso sao varia¢oes de um mesmo raciocinio de

contagem. A seguinte ilustracao pode nos ajudar a visualizar o que estamos dizendo:
ooo0oo000+-+

Nessa ilustragdo temos as 6 bolas e 2 sinais + que separam as 3 variaveis (ou 3
caixas). Assim, uma das solugoes possiveis seria colocar 3 bolas na primeira caixa,
2 bolas na segunda caixa e 1 bola na terceira caixa, o que na ilustracao assim seria
representado o o o + o 0 4-o.

Outra possibilidade seria colocar 4 bolas na primeira caixa, duas bolas na segunda

caixa e nenhuma bola na terceira caixa, o que na ilustragao corresponderia a cooo+oo+,
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e assim por diante. Com isso, estamos querendo dizer que o problema da soma de
inteiros pode ser reduzido ao problema das sequéncias distintas de 8 simbolos, dos
quais hé repeticao de 6 o e 2 4+, que nada mais é do que a seguinte permutagao com
repeticao:
8!
PR8,672 = W = 28.

Cabe registrar sobre o assunto que também ¢é possivel resolver este problema usando
as combinagoes com repeticao, conforme veremos posteriormente, mostrando que ape-
sar de na matematica a resposta ser unica, os métodos de resolucao validos nem sempre

sao anicos.

Exemplo 3.33. (Problema da Soma dos Inteiros Generalizado). Quantas sao

as solugoes inteiras e nao negativas da equacao x; + xo + - x, = p?

Generalizando o raciocinio anterior, podemos estender para o caso do numero de
solugoes inteiras e nao negativas de n nimeros cuja soma seja igual a p. Na soma de n
nimeros inteiros temos (n — 1) simbolos +. Assim, temos (n — 1) simbolos + e mais
p simbolos o, e o problema pode ser resolvido pela permutacao com repeticao de um
total de (n+ p— 1) simbolos, dos quais hé repetigao de (n— 1) simbolos + e p simbolos

o, assim:

PRip-1),(n—1)p =

(n+p—1)! _ <n+p—1>.

pl(n—1)! D

Exemplo 3.34. Quantas sao as solugoes inteiras e positivas da equagao x + xo+x3 =
67

Diferentemente do Exemplo 3.32, aqui nenhuma das variaveis pode ser igual a 0, pois
as solugoes inteiras devem ser positivas. Uma maneira de resolver esse problema é fazer
uma mudanca de variavel transformando a equagao no caso anterior ja conhecido. Para
isso, realizamos uma troca de variaveis de maneira que possam admitir 0 nas varidveis.
No caso, o menor valor que as variaveis podem assumir seria 1, o menor niimero inteiro
permitido pelo problema. Assim sendo, subtraimos 1 de cada uma das 3 variaveis e
para manter a igualdade, também subtraimos de 6 o total de 3 unidades subtraidas do
lado das variaveis:

r—l=yp=0=y+1
To—l=y=>2,=9y+1

r3—l=ys=>w3=9ys+ 1.

Em seguida, reescrevemos a equagao original com as novas variaveis:
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SB1+I2+IE3:6

(i +1)+ (ot 1)+ (g3 +1)=6

y1+y2+ys+3=56

Y1 +y2+ys=6-3

Y1+ Y2 +y3 = 3.

Neste momento, poderemos resolver o problema assim reformulado pelo método
conhecido, pois agora as novas variaveis yi, yo e y3 podem assumir o valor 0. Portanto,
a solucao sera encontrada pela permutacao com repeticao de um total de 5 simbolos
(0 00+ +), dos quais hé repetigao de 3 o e 2 +:

Exemplo 3.35. Quantas sao as solugoes inteiras da equagao r; + 9 + x3 = 12, sendo

que Ty > 2, x5 > 2 e r3 tem que ser inteiro e nao negativo?

Aqui também transformaremos o problema para que seja reduzido a um caso que
possa ser resolvido pelo método dos exemplos anteriores. No caso, teremos que mudar
as variaveis de x; e de x5, nao sendo necessario em relacao a x3 pois pode assumir
qualquer valor inteiro nao negativo, o que inclui o 0. O menor valor possivel para z; é
3, enquanto o menor valor possivel para x é 5.

Assim, fazemos as seguintes mudancas de varidveis:

T —2=p ==y +2

x2—3=y2:>a:2=y2+3.

Retornamos a equagao reescrevendo-a com as novas variaveis:

$1+IL’2+$3:12

(y1+2)+ (y2 +3) + 23 =12

Y1 +y2 +a3+5=12
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i +y2t+r3=12-25

Y1+ Y2 +x3="7.

Neste momento, o problema foi reduzido ao caso cujo método ja sabemos, ou seja,
sequéncias distintas de 9 simbolos (0o 000000+ +), com repeti¢ao de 7 simbolos o e

de 2 simbolos +. Assim, teremos:

3.4.6 Permutacao Circular.

Outro caso interessante de permutagao sao as permutacoes circulares, que nao po-
dem ser confundidos com os casos anteriores de permutagao. Usaremos a notacao PC'
para indicar permutacao circular.

Enquanto nos casos anteriores usamos a ideia de fila, no caso das permutagoes
circulares usaremos a ideia de roda. Com isso estamos querendo dizer, por exemplo,
que a fila ABC é diferente da fila BCA, mas a roda ABC é igual a roda BCA. O mesmo
ocorre na fila CAB que ¢é diferente da fila ABC, mas a roda CAB ¢é a mesma coisa que a
roda ABC, pois sendo circular ndo muda se o comeco for em quaisquer das letras A, B
ou C, diferentemente do que ocorreria se fosse uma fila. As figuras seguintes ilustram o
que estamos dizendo, pois basta ir girando o disco ABC para notar que sempre teremos

a mesma roda:
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A B
roda ABC roda BAC
B C
© A
C
roda CAB
A B

Essa é uma caracteristica importante das permutagoes circulares em relagao as per-
mutagoes simples e que justificam o seu estudo em particular, ou seja, com um mesmo
naumero de elementos, a quantidade de permutacoes circulares é sempre menor que o
numero de permutacoes simples porque cada uma das rodas possiveis de uma permuta-
¢ao circular de n elementos repete aquilo que nas permutagoes simples corresponderiam
a n filas diferentes.

Aquilo que estamos aqui chamando de roda alguns livros denominam por classes.
Assim, diz-se que as permutagoes circulares calculam o ntmero de rodas ou classes
diferentes que podemos ter com n elementos, enquanto as permutagoes simples calculam
o numero de filas. Tendo em vista que de um conjunto com n elementos, uma roda
equivale a n filas e sabendo que o niimero de filas corresponde a permutagao simples de

n elementos, ou seja, P, = n!, podemos calcular o nimero de permutagoes circulares,
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PC,,, da seguinte maneira:

n-n’ derodas =n" de filas

Exemplo 3.36. Quantas permutagoes circulares teremos de uma ciranda de roda com
4 criancas, Alice, Beatriz, Claudia e Débora?

Cada uma dessas criancas representaremos pelas iniciais de seus nomes, ou seja,

pelas letras A, B e C, e teremos os seguintes casos de permutacgoes circulares:
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A B A B A C
ABCD ABDC ACBD
D C C D D B
A C A D A
ACDB ADCB ADBC
B D B C C B

Com 4 elementos, temos (4-1)! = 3! = 6 permutagoes circulares. Neste exemplo de
permutacao circular com 4 elementos, note, por exemplo, que os casos ABCD, BCDA,
CDAB e DABC sao os mesmos em uma disposicao circular. Da mesma forma, sao os
mesmos os casos ABDC, BDCA, DCAB e CABD. Os casos ADBC, DBCA, BCAD e
CADB, também se reduzem a um tnico caso. Ainda temos os casos ACDB, CDBA,
DBAC e BACD, que sao apenas um tnico. Também os casos BACD, ACDB, CDBA e
DBAC, reduzem a um tnico. Por fim, teremos os casos BADC, ADCB, DCBA e CBAD,
também um tnico, ou seja, excluindo as repeti¢oes teremos 6 permutagoes circulares
distintas, sendo que cada uma delas é repetida 4 vezes no caso circular, confirmando o

que dissemos que 4 - PCy = Py, ou seja, que PCy = % = 411 = 4‘73! =31=06.

Exemplo 3.37. De quantas maneiras podemos colocar trés pessoas sentadas em torno

de uma mesa circular?

Trata-se de um caso classico de permutagao circular de 3 elementos, cuja solucao
sera:
3—1)=21=2.
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Porém, deve-se estar atento para situagoes inesperadas, conforme mostraremos no

seguinte exemplo.

Exemplo 3.38. Quantos colares podemos montar com 3 pérolas de cores diferentes?

Nao hé davidas que se trata de um problema de permutacao circular, porém é um
caso diferente do exemplo anterior.

Diferentemente do caso dos 3 alunos sentados em torno de uma mesa circular, no
caso do colar de pérolas é possivel ainda vird-lo do avesso, o que significa que uma
lnica permutacao circular é repetida duas vezes. Assim, para resolver este problema
faremos o seguinte:

PCg_(3—1)!_2_!_2_1
2 2 2 2 7
Note que se no exemplo anterior havia duas possibilidades porque nao era possivel

virar a mesa do avesso, aqui essa possibilidade de virar o colar do avesso apenas repete
a mesma possibilidade antes de virar do avesso, ou seja, s6 hd uma tnica possibilidade

de montarmos um colar com 3 pérolas diferentes.

Exemplo 3.39. De quantas maneiras podemos colocar 7 pessoas sentadas em uma

mesa circular, de maneira que duas delas permanegam juntas?

A estratégia para resolver este problema sera considerar as duas pessoas que per-
manecem juntas como um unico elemento, de maneira que terfamos uma permutagao

circular de 6 elementos, e nao os 7 elementos iniciais, ou seja:
(6 — 1) = 5= 120.

Porém, isso nao encerra o problema, pois ha 2 maneiras das duas pessoas que
permanecem juntas serem dispostas, ou estara sentada & direita ou & esquerda da outra.
Por isso, a contagem somente se encerra quando levarmos em conta essa situagao, o
que significa que devemos multiplicar por 2 o resultado da permutacao circular de 6

elementos:
2-PCg=2-(6—1)=2-51=2-120 = 240.

3.4.7 Combinacao sem Repeticao

Nos casos de combinagao, com ou sem repeticao, a ordem é irrelevante.
No caso especifico de combinacao sem repeticao, também denominada de combi-
nacao simples, calcular o nimero de combinagoes sem repeticao nada mais ¢ do que

calcular o niimero de subconjuntos com k elementos que podemos formar a partir de
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um conjunto com n elementos. Usaremos a notacao Cy, ; para indicar combinagao sem
repeticao de n elementos tomados k a k.

Cada subconjunto com k elementos ¢ uma combinacgao simples de classe k£ dos n
elementos do conjunto inicial. Do conjunto com cinco elementos {a,b,c,d, e} temos
combinagoes simples de classe 3 que sao {a, b, c},{a,b,d} {a,b, e} {a,c,d}{a,c, e},
{a,d, e} {b,c,d},{b,c,e},{b,d, e} e {c,d,e}.

O célculo da combinacao simples de classe k de n elementos é o coeficiente binomial
(1)

Pode-se representar a combinagao simples de classe k de n elementos pela seguinte

n n!
O = <k:) " kl(n—k)!

Vejamos alguns exemplos.

notagao:

Exemplo 3.40. Numa classe com 30 alunos, quantos grupos de 4 alunos podemos

formar?

Note que temos um conjunto com 30 elementos e queremos formar subconjuntos
com 4 elementos. E também importante registrar que cada elemento desses conjuntos
é uma individualidade, ou seja, se mudar um tnico desses elementos, o conjunto ou o

subconjunto muda. Nesta caso, a resposta é dada pelo coeficiente binomial:

! ! .29.28.27
(30) 30 30030292827 o

1) T A@Eo—4) 41260 4-3-2-1

Exemplo 3.41. Quantos times de basquete podemos formar com 20 atletas?

Cabe esclarecer que um time de basquete é composto por 5 atletas. Assim, temos
que escolher 5 atletas dentre os 20 atletas disponiveis.

Note ainda que é irrelevante a ordem que o atleta foi escolhido, o que mostra ser
um problema de combinagao. Além disso, nao é possivel que um mesmo atleta seja
escolhido duas vezes, o que significa que nao ha repeticao de elementos. Portanto,

trata-se de um problema de combinac¢ao sem repeticao, cuja solucao sera:

20 20! 20!
Caos = — = = 15.504.
203 (5) 5-(20 — 5)! ~ 5!.15!

Portanto, podemos montar 15.504 times de basquete escolhendo 5 dentre 20 atletas

disponiveis.
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Exemplo 3.42. (Problema das Retas). Quantas retas distintas podemos tragar por

2 pontos dentre 6 pontos distintos de um plano, dos quais 3 nunca estao alinhados?

Sejam os pontos A, B, C, D, E e F de um plano, nao alinhados trés-a-trés, conforme

mostra a figura a seguir:

e

Para termos uma reta precisamos de 2 pontos distintos. Isso significa que um
determinado ponto nao pode ser escolhido mais do que uma tnica vez. Além disso, é
irrelevante a ordem da escolha, ou seja, se escolhermos primeiro o ponto A e depois o
ponto C teremos a mesma reta ao escolhermos primeiro o ponto C e depois o ponto

A, dentre outros casos possiveis, ou seja, trata-se de um problema de combinacao sem

6

ou seja, nas condigoes dadas podemos ter 15 retas distintas.

repetigao. Assim, teremos:

Exemplo 3.43. (Problema dos Triangulos). Quantos triangulos distintos podemos
tragar por 3 pontos dentre 6 pontos distintos de um plano, dos quais 3 nunca estao

alinhados?

Sejam os pontos A, B, C, D, E e F de um plano, nao alinhados trés-a-trés, conforme

mostra a figura a seguir:
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Para termos um triangulo precisamos de 3 pontos distintos. Isso significa que um
determinado ponto nao pode ser escolhido mais do que uma tunica vez. Além disso, é
irrelevante a ordem da escolha, ou seja, se escolhermos primeiro o ponto A, depois o
ponto C e, por fim, o ponto D teremos a mesma reta se escolhermos primeiro o ponto
C, depois o ponto A e, por fim, o ponto D, dentre outros casos possiveis, isto é, trata-se

também de um problema de combinagao sem repeti¢cao. Assim, teremos:

6
06,3 = <3> = 207

ou seja, nas condigoes dadas podemos ter 20 triangulos distintos.

Exemplo 3.44. (Problema das Diagonais). Quantas diagonais distintas podemos

tracar num hexagono regular?

Este problema é quase igual ao problema das retas, sendo que a diferenca esta no
fato de termos que excluir os segmentos de retas que sao os lados do hexdgono. As
diagonais sao os segmentos que ligam dois vértices do hexadgono e que nao sejam um

de seus lados, conforme ilustra a seguinte figura:
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diagondl AF

Portanto, resolvemos como se fosse o problema das retas, tomando o cuidado de
excluir os segmentos que sao lados. No caso, deveremos excluir os 6 lados do hexagono.

Assim, teremos:

6
Con— 6= (2>—6:15—6:9,

ou seja, em um hexégono podemos tracar 9 diagonais.

Exemplo 3.45. (Formula do Numero de Diagonais de um Poligono Convexo).

Quantas diagonais podemos tracar em um poligono convexo de n lados?

Generalizando o problema das diagonais podemos obter a féormula do nimero de
diagonais de um poligono convexo estudada na geometria. Para tanto, basta consi-
derarmos um poligono de n lados, calcular a respectiva combinagao simples, C;, o, €

subtrair os n lados. Assim, teremos:

o f{n\y  n-(n-1)  n-(n—3)
Cho n—<2> n-—z n-—z .

Esse resultado é a conhecida formula do niimero de diagonais de um poligono con-

vexo estudada na geometria.
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3.4.8 Combinacao com Repeticao.

No caso das combinagoes com repeti¢ao os elementos dos subconjuntos podem ser
repetidos.

De um conjunto com cinco elementos {a,b,c,d, e}, aléem das combinagoes simples
{a,b,c}, {a,b,d}{a,b, e} {a,c,d} {a,c,e} {a,d e} {b, c,d} {b, c,e},{b,d e} e {c, d, e},
devem ser acrescidos subconjuntos tais como {a, a,a}, {a,b,a}, {b,b, e}, dentre outros.
A ordem dos elementos continua sendo irrelevante.

A notagao para combinacao com repeticao de n elementos tomados p a p, serd C'R,, .
Porém, no caso de combinagao com repeticao nao podemos simplesmente calcular o
ntmero binomial (Z), pois nos casos de repeticao é possivel p > n, o que pela Defini¢ao
3.2 ¢ igual a zero, algo que obviamente esta errado. Por isso, perante um problema
de combinagao com repetigao temos que converter C'R,, ,, em um ntimero binomial que

possibilita o célculo nos termos da Definicao 3.2, o que é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.9. (Teorema das Combinagcoes com Repeticao). [9] O nimero de
combinagoes com repeticao de n elementos do congunto {a,as,as, - a,}, tomados p

a p, serd:

CRn,p = Cn-i—p-l—l,p = (n e 1) .
P
Demonstracao. A demonstragao sera feita transformando a combinagao com repeticao
em um caso de combinag¢ao sem repetigao.
CR,, ¢ o nimero total de maneiras de escolhermos p objetos dentre n objetos
distintos onde cada objeto pode ser tomado até p vezes, o que equivale ao nimero de

solugoes inteiras nao negativas da equacgao:
Ty +TotTz+-+Tp=p

o que corresponde & combinagao sem repetigao:

n+p—1
C —-1p = ( )7
Assim sendo, podemos concluir que
n+p—1
CRn,p = C’n—i-p-i-l,p = ( P )

O

Note que esse resultado ja vimos no Exemplo 3.33, ao estudar as permutagoes com
repeti¢ao, onde ja tinhamos alertado que esse problema também poderia ser resolvido
através de uma combinagao com repeticao. Porém, entendemos que neste método hé a

desvantagem de ser necessario conhecer o teorema das combinagdes com repetigao para
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soluciona-lo, sendo que através da permutagao com repetigao nao havia necessidade de
saber sobre qualquer teorema.
Vejamos alguns exemplos de resolucao de problemas de combinagao com repeticao

utilizando o mencionado teorema.

Exemplo 3.46. De quantas maneiras podemos comprar 3 sorvetes em uma sorveteria

que oferece 5 sabores?

Desde logo é bom deixar claro que esta errado pensar que a resposta seja Cs3 =

(2)7 pois nao se trata de um caso de combinagao sem repetigao, até porque podemos

5
3

se tivéssemos que escolher 3 sabores diferentes, mas nao é esse o caso.

comprar todos os 3 sorvetes do mesmo sabor. A resposta ( ) somente estaria correta

De fato, estamos perante um caso de combinacao, pois a ordem das 3 escolhas é
irrelevante, o que exclui a possibilidade de ser arranjo ou permutac¢ao, pois nestes a
ordem é relevante.

Como as escolhas podem ser repetidas, entao estamos perante um caso de combina-
¢ao com repeticao que deveré ser convertida em uma combinagao sem repeticao através
do Teorema 3.9.

Vamos representar os 6 sabores pelas letras {a, b, ¢, d, e}. Sabemos ainda que o

total de sorvetes a serem escolhidos sao 3. Assim sendo, teremos:

a+b+c+d+e=3.

Se escolhermos 1 sorvete de sabor a, 1 sorvete de sabor ¢ e 1 sorvete de sabor e, a

solugao deste caso particular seria:

1+0+14+0+1=23.

Uma outra escolha possivel seriam 2 sorvetes de sabor b e 1 sorvete de sabor d, de

mancira que esta outra solugao particular seria:

0O+2+0+1+0=3.

E assim podemos ir elencando outras solucoes particulares. E importante notar que
o valor maximo que cada uma das varidveis pode atingir é 3.

Para sabermos a quantidade de possibilidades de escolha, devemos raciocinar que
dentre os 5 sabores disponiveis podemos escolher um desses sabores em até 3 vezes.
Isso indica que temos um problema de combinagao com repeticao de 5 sabores que
podem ser escolhidos até 3 vezes. Assim sendo, temos C'Rj 3.

Usando o Teorema 3.9:

CRs3 = <5+§_ 1) — (;) — 35.
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Exemplo 3.47. Quantas sao as solugocs inteiras ¢ nao negativas da equagao xy + xg +
I3 = 67

Este problema ja resolvemos no Exemplo 3.32, porém, conforme ja haviamos aler-
tado, uma outra maneira de resolve-lo seria através das combinag¢oes com repeticao.
Assim, o motivo de voltarmos a esse problema é mostrar uma outra maneira de resolve-
lo. Vejamos essa outra maneira.

Se ao invés das variaveis x, T e 3, fossem 3 sabores de sorvetes, cada um desses
sabores poderia ser repetido até 6 vezes, logo terifamos uma combinagao com repeticao
de 3 elementos tomados 6 a 6 e usando o Teorema 3.9, o célculo seria da seguinte

maneira:

—1
CRs6 = <3 +2 ) =Cs6 = (2) = 28 solugoes inteiras,

cujo resultado é o mesmo do Exemplo 3.32, como tinha que ser.



4 Principios da Contagem

Neste capitulo, elaborado de a partir de [9, 4, 3|, estudamos alguns principios fun-
damentais da contagem que muito nos podem ajudar a resolver problemas de conta-
gem. Estamos nos referindo a trés principios que sao fundamentais para a contagem,
o principio multiplicativo, o principio aditivo e o principio da inclusao e da
exclusao.

A ideia de contagem tem implicita a ideia de uma correspondéncia um-a-um, sendo
de um lado os objetos a serem contados e do outro o conjunto dos niimeros naturais.
Se o namero de objetos a serem contados for relativamente pequeno, a contagem é
relativamente facil, pois associamos a cada objeto um ntimero natural, come¢ando com
1 e seguindo com 2, 3, 4, --- e assim por diante. Porém, hé situagoes em que esse
método basico de contagem ¢é inviavel. Imagine, por exemplo, contar quantos niimeros
de telefone com oito digitos podemos obter com os algarismos 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,
0. Nesse caso sao possiveis 1.073.741.824 (um bilhao setenta e trés milhoes setecentos
e quarenta e um mil e oitocentos e vinte e quatro) numeros telefonicos, algo dificil
de contar. Apenas para se ter uma ideia da dificuldade dessa contagem, se cada um
desses numeros telefénicos fosse pronunciado em um segundo, seriam necessérios mais
do que trinta e quatro anos para ler todos. Por isso, existe a teoria da contagem
para possibilitar obter os resultados da contagem sem a necessidade de fazer contagem
um-a-um dos elementos.

Vamos apresentar essa teoria mediante uma série de exemplos que representam
modelos de diversos problemas de contagem e que podem ser estendidos para diversas

outras situacoes.

Exemplo 4.1. De quantas maneiras podemos obter a soma menor do que 5 langando
dois dados?

Cada um dos dados s@o numerados de 1 até 6. Assim, o conjunto das possiveis
somas pelo langamento de dois dados seria 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, que totaliza
11 elementos. A soma menor do que 5 seria o conjunto 2, 3, 4, que totaliza 3 elementos.
Um jeito errado de resolver esse problema seria responder %, pois conforme veremos,

alguns resultados sao mais comuns que outros. Enumerando exaustivamente todas as

95
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possiveis somas com o langamento de dois dados, terfamos o seguinte conjunto formado

pelos 36 seguintes pares ordenados:

(1,1),(1,2),(1,3), (1, 4), (1,5), (1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5), (2,6),
(3.1),(3,2),(3,3),(3,4), (3,5), (3,6),
(4,1),(4,2),(4,3), (4, 4), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2), (6,3),(6,4),(6,5), (6,6).

Desses eventos a soma menor do que 5 seria o seguinte subconjunto dos 6 pares
ordenados a seguir:

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2), (3, 1),

ou seja, lancando dois dados, h4d um total de 6 possibilidades de obter soma menor do

que 5, dentre o total de 36 somas possiveis.

Exemplo 4.2. Quantas comissoes com 3 alunos podemos formar em uma classe com
25 estudantes?

Note que neste caso a ordem nao é importante e a resposta é dada pelo coeficiente

25
= 13.800.
(5)

Generalizando, se quisermos saber quantos subconjuntos com k objetos podemos for-

binomial

mar de um conjunto com n elementos, nos quais a ordem nao é importante e a repeticao

nao é permitida, ja vimos que a solucao serd o coeficiente binomial

(&)

Porém, em muito problemas podemos ter que relacionar diversos subconjuntos, de
maneira que em algumas vezes a solucao serd dada pela multiplicagao e outras pela

adi¢ao. Vejamos isso por etapas, através de exemplos.

Exemplo 4.3. Considerando o conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, quantas senhas de

trés digitos podemos formar com esses algarismos?
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Diferentemente do exemplo anterior, aqui a ordem ¢é relevante. Por exemplo, a senha
123 é diferente da senha 321. Talvez seja intuitivo supor que o nimero de elementos
nessas situacoes em que a ordem ¢ relevante seja maior que naquelas situacoes nas
quais a ordem nao é importante.

Outro dado relevante neste problema é que pode haver repeticao de digitos. Por
exemplo, a senha pode ser 122, 222, 010, 221 e assim por diante.

Para resolver este problema escolhemos sucessivamente trés digitos. Em cada uma

das trés etapas, temos 10 opgoes para escolher. Assim sendo, temos:

10-10 - 10 = 1.000.

Exemplo 4.4. Considerando o conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, quantas senhas de

trés digitos diferentes podemos formar com esses algarismos?

Aqui, diferentemente do exemplo anterior, os digitos nao se repetem na senha. Por
exemplo, nao é valida a senha 122 ou 777, dentre outras. Porém a ordem continua
sendo relevante, pois a senha 123 ¢é diferente da senha 321, ainda que sejam utilizados
os mesmos algarismos. Neste caso, o problema é resolvido em trés etapas, mas & medida
que vai se avancando em cada uma das trés etapas, o niimero de op¢oes de escolha vai
diminuindo.

Na primeira escolha temos a disposicao os 10 digitos iniciais. Porém, ja para a
segunda escolha teremos 9 digitos disponiveis, pois nao podendo haver repeticao, esta
excluido o digito selecionado na primeira escolha. Por fim, na terceira escolha teremos
a disposicao 8 digitos, pois estao excluidos os dois digitos escolhidos nas duas escolhas

anteriores. Assim sendo, temos:
10-9-8 = 720.

Exemplo 4.5. Quantas comissoes podemos formar em uma classe com 25 estudantes,

composta de um presidente, um vice-presidente e um tesoureiro?

Note que neste caso a ordem é importante. Os mesmos 3 estudantes de um subcon-
junto da origem a 3 solugdes diferentes. Se os 3 estudantes escolhidos forem {A, B, C},
a comissao em que A é presidente, B vice-presidente e C tesoureiro é diferente da co-
missao em que B é presidente, C vice-presidente e A tesoureiro, ou da comissao em que
C é presidente, A vice-presidente e B tesoureiro. Se fosse caso de combinacao, na qual
a ordem nao é relevante, bastaria calcularmos o coeficiente binomial (235), mas sendo
arranjo, no qual a ordem é relevante, temos que multiplicar o coeficiente binomial pelo
fatorial correspondente ao nimero de elementos do subconjunto, para incluirmos todos
os casos que se diferenciam apenas pela ordem dos elementos dos subconjuntos. No

caso, os subconjuntos a serem ordenados tém 3 elementos, o que significa que o ntmero
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binomial sera multiplicado por 3!:

25
< 5 ) -3!1=13.800 - 3! = 13.800 - 6 = 82.800.

Exemplo 4.6. Considerando que a figura abaixo representa as quadras de uma cidade,
de quantas maneiras podemos sair do ponto A e chegar no ponto B, podendo apenas

percorrer as ruas para cima ou para a direita?

Estamos aplicando a teoria das combinacoes do capitulo anterior para acrescentar

os principios que vamos expor neste capitulo passo a passo.

B

A

Note que para se deslocar da cidade A até a cidade B percorrendo as ruas ou para
cima ou para a direita, deve-se percorrer um total de 10 quadras, sendo 6 na horizontal
e 4 na vertical. Podemos identificar cada uma das 6 possibilidades horizontais como
H,.H,, H3, Hy, H; ¢ Hg, enquanto as 4 possibilidades verticais como Vi, Vs, V3 e Vj.
Um dos casos possiveis sera subir as 4 verticais e depois virar a direita para percorrer
as 6 horizontais, ou seja, ViVoV3VyH HyH3HyHsHg. Outra possibilidade sera subir
2 verticais, virar a direita percorrendo 2 horizontais, virar a esquerda e subir mais 2
verticais e finalizar virando a direita percorrendo as 4 horizontais restantes, ou seja,
ViVoH Hy V3V, HsHyHs Hg. Observe que o problema pode ser reduzido em uma combi-

nacao de um total a ser percorrido de 10 quadras, sendo que destas 6 sao horizontais:

10
= 210.
(6)

Também poderia ser a combinagao de um total a ser percorrido de 10 quadras,

10
= 210.
(1)

Aqui nada mais é do que o caso de igualdade de nimeros binomiais complementares,

sendo que destas 4 sao verticais:

que ja mencionamos, porém, recordando:

(6)= ()
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Agora, vejamos algumas situagoes em que tais resultados sao parciais e temos que
relaciona-los entre si. Em tais situacoes, serao importantes os principios multiplicativo

¢ aditivo.

4.1 Principio Multiplicativo

O Principio Multiplicativo também é conhecido como principio fundamental da
contagem.
Principio Multiplicativo da Contagem. Dados os conjuntos finitos A, As, Az,

-+, Ay, disjuntos ou nao, o nimero de combinagoes possiveis e sem repeticao sera:

k
A As - Ag - Agl= |Adl-[Agl | gl [ A= [ TIAdl-
=1

Os proximos exemplos ilustram o principio multiplicativo.

Exemplo 4.7. Por ocasiao das festas de final de ano, uma livraria resolveu presentear o
cliente que mais gastou com livros naquele ano permitindo-lhe que escolhesse dois livros
de brinde, sendo que um deveria ser dentre 10 titulos de literatura e o outro dentre 15
titulos de matematica. De quantas maneiras o cliente premiado pode escolher os dois

livros de brinde?

Pelo principio multiplicativo basta multiplicar 10---15 = 150 maneiras.

Exemplo 4.8. Um restaurante serve 3 tipos de entradas, 6 tipos de pratos e 5 tipos
de sobremesa. De quantas maneiras pode-se escolher uma refeigao composta por uma

entrada, um prato e uma sobremesa?’

Pelo principio multiplicativo basta multiplicarmos 3 - 6 - 5 = 90 maneiras.

Exemplo 4.9. Um estudante estd programando de que maneira ird desfrutar um
feriado apos longos meses de estudo. Através da internet verificou que no cinema
proximo de sua residéncia estd em cartaz 5 filmes, no teatro terd a apresentacao 3
pecas, no estddio havera 2 jogos e foi convidado para 15 festas que seus colegas de
classe estao organizando. O estudante decidiu que ird em apenas um tnico desses

eventos. Quantas opgoes tem o estudante para passar o feriado?

Pelo principio multiplicativo basta multiplicarmos 5 - 3 - 2 - 15 = 450 opgoes.

4.2 Principio Aditivo

Estudaremos agora o principio aditivo que corresponde na teoria dos conjuntos a

operacao de uniao e de grande utilidade para resolver diversos problemas combinato-
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rios. Poderiamos dizer que semelhante ao principio multiplicativo, o principio aditivo
também aumenta o ntimero de casos, porém, a diferenca em relacao ao principio mul-
tiplicativo é que esse aumento nao ¢, geralmente, tao amplo.

Principio Aditivo da Contagem. Dados os conjuntos disjuntos Ay, As, As, -, Ay,

entao o nimero de elementos da uniao de todos esses conjuntos sera:

k
[ AL U Ay U A U~ U Ayl = | A+ Aol | Ag |+ - + [Agl= ) | Ail.
i=1
Vejamos alguns exemplos para ilustrar esse principio.

Exemplo 4.10. Um restaurante serve 3 tipos de entradas, 6 tipos de pratos e 5 tipos
de sobremesa. De quantas maneiras pode-se escolher uma refeicdo composta por uma
entrada e um prato ou por um prato e uma sobremesa?

H4 duas opgoes no restaurante, quais seja, ou se escolhe entrada-prato, que deno-
taremos por Ap, ou se escolhe prato-sobremesa, que denotaremos por As. Note que A;

e As sdo conjuntos disjuntos, pois A; N As=¢. Pelo principio aditivo temos:

|A1 U A2|: |A1|U|A2|

Por sua vez, usando o principio multiplicativo dentro de cada uma das duas opc¢oes,
temos ainda:

(3-6)+ (6-5) =48,
ou seja, nesse caso havera 48 opcgoes.
Exemplo 4.11. Considerando que a figura abaixo representa as quadras de uma ci-

dade, de quantas maneiras podemos sair do ponto A e chegar no ponto B, podendo

apenas andar para cima ou para a direita?
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Para resolver este problema, vamos reduzi-lo a trés casos do Exemplo 4.6 introdu-
zindo trés pontos auxiliares C'; D e E, adequadamente escolhidos, conforme mostra a

figura a seguir:

Em seguida, decompomos o trajeto em trés trajetos que passam respetivamente
pelos pontos C, D e F, resolvendo cada um destes através do principio multiplicativo,

conforme ilustram as figuras que mostraremos em seguida.
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A primeira decomposi¢ao dos trajetos ¢ aquela que passa pelo ponto C, assim

ilustrada:

Em seguida, resolvemos essa decomposicao passando pelo ponto C' através do prin-
cipio multiplicativo. Inicialmente, resolvemos o percurso do ponto A até o ponto C' e
depois o percurso do ponto C' até o ponto D, para em seguida multiplicarmos.

O percurso do ponto A até o ponto C' significa percorrer um total de 7 quadras,
sendo 3 horizontais e 4 verticais.

Se escolhermos os 4 trajetos verticais, teremos:

(5)

Porém, se escolhermos os 3 trajetos horizontais, teremos:

(1)

Apenas lembrando que tanto faz escolher os trajetos verticais ou horizontais, pois

sendo binomiais complementares, o resultado serd o mesmo:

([-()-

Em seguida, calculamos o total de trajetos entre o ponto C e o ponto B. Esse
percurso envolve um total de 9 quadras, sendo 6 horizontais e 3 verticais. Da mesma

maneira que o caso anterior, tanto faz escolhermos os 6 horizontais ou os 3 verticais,

(-0

teremos:
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Agora, usamos o principio multiplicativo, pois deve-se percorrer o trajeto do ponto

A ao ponto C' e também o trajeto do ponto C' ao ponto B, ou seja:
30 - 84 = 2.520.

Essa é a resposta da primeira decomposi¢ao dos trajetos passando pelo ponto C.
Em seguida, fazemos a mesma coisa em relagao ao ponto D.
A segunda decomposicao dos trajetos passando pelo ponto D, pode ser assim ilus-

trada:

O percurso do ponto A até o ponto D significa percorrer um total de 7 quadras,
sendo 4 horizontais e 3 verticais.

Se escolhermos os 3 trajetos verticais, teremos:

([-=

Porém, se escolhermos os 4 trajetos horizontais, teremos:

()=

Apenas lembrando que tanto faz escolher os trajetos verticais ou horizontais, pois

sendo binomiais complementares, o resultado serd o mesmo:

([-()-»
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Em scguida, calculamos o total de trajetos entre o ponto D e o ponto B. Esse
percurso envolve um total de 10 quadras, sendo 6 horizontais e 4 verticais. Da mesma

maneira do anterior, tanto faz escolhermos os 6 horizontais ou as 4 verticais, teremos:

10 10
= = 210.
()= (5)
Agora, usamos mais uma vez o principio multiplicativo, pois deve-se percorrer o
trajeto do ponto A ao ponto D e também o trajeto do ponto D ao ponto B, ou seja:

30 - 210 = 6.300.

A terceira e ultima decomposicao dos trajetos é aquela que passa pelo ponto E, que

pode ser assim ilustrada:

O percurso do ponto A até o ponto E significa percorrer um total de 7 quadras,
sendo 5 horizontais e 2 verticais.

Se escolhermos os 2 trajetos verticais, teremos:

)-n

Porém, se escolhermos os 5 trajetos horizontais, teremos:

)-n

Apenas lembrando que tanto faz escolher os trajetos verticais ou horizontais, pois

sendo binomiais complementares, o resultado serd o mesmo:

0-()-»
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Em scguida, calculamos o total de trajetos entre o ponto E ¢ o ponto B. Esse
percurso envolve um total de 9 quadras, sendo 5 horizontais e 4 verticais. Da mesma

maneira do anterior, tanto faz escolhermos os 5 horizontais ou os 4 verticais, teremos:

(0-()-m

Agora, usamos mais uma vez o principio multiplicativo, pois deve-se percorrer o

trajeto do ponto A ao ponto E e também o trajeto do ponto E ao ponto B, ou seja:
21 - 126 = 2.646.

Com esses trés resultados parciais, finalizaremos o exercicio usando o principio
aditivo, pois podemos realizar o trajeto do ponto A até B passando pelo ponto auxiliar
C ou D ou E. Note que no principio aditivo hd uma alternativa, ou passamos pelo
ponto C, ou passamos pelo ponto D, ou passamos pelo ponto F, enquanto no principio
multiplicativo percorremos o trajeto do ponto A até C' e (e nao ou) o trajeto do ponto
C até B. Por isso, geralmente se vincula o conectivo ou com o principio aditivo,

enquanto o conectivo € com o principio multiplicativo.

Exemplo 4.12. Considerando que a figura abaixo representa as quadras de uma ci-
dade, de quantas maneiras podemos sair do ponto A e chegar no ponto B, podendo

apenas andar para cima ou para a direita?
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Para resolver este problema, devemos marcar nove pontos auxiliares a, 3, v; 0, €,

¢, n, 0, k, decompondo em varios caminhos, conforme a figura abaixo:
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Em seguida efetuamos a decomposigao nos seguintes trajetos, onde (i — j), significa

que saiu do ponto ¢ e foi para o ponto j. Usando essa notacao, fazemos:

(A— ) - (« —mn)-(n — B)

(A—B)-(B—n)-(n — B)
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(A—7)-(y —n)-(n— B)
(A—0)-(0 — B)

(A—¢)-(¢— B)
+

(A—¢)-((—B)

Usando o mesmo raciocinio dos exemplos anteriores, passamos aos seguintes calcu-
los, multiplicando o ntimero de possibilidades de realizar o primeiro trajeto, do ponto
A até o ponto auxiliar, pelo ntunero de possibilidades de realizar o segundo trajeto, do

ponto auxiliar até o ponto B:

(A—>a):1-(a—>77):1-(n—>B):(5)

:
.
w—m=(1)¢—n=()-u—n=-())
+
i Qo (o)
+
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(A—se) = @ (- B) = (110)

_|_

== (}) c—m=1

ou seja:

(10
o) () ()]+16)-C)]
() AOINION

=10+ (7-5-10) + (28 -10- 10) + (56 - 45) + (28 - 10) + 8
= 10 4 350 4+ 2.800 + 2.520 + 280 + &
= 5.968 caminhos.

_|_

4.3 Teoria das Particoes

Um caso particularmente importante dentro do principio aditivo é da teoria das
particoes. Particoes sao casos especiais de subconjuntos que tém caracteristicas pro-
prias que as diferenciam dos demais tipos de subconjuntos. Essa caracteristica consiste
no fato de que as parti¢oes sao subconjuntos de um dado conjunto universo que nao
tem elementos em comum com outros subconjuntos desse mesmo conjunto universo
e cuja uniao é o préprio conjunto universo. A seguinte ilustragao pode nos ajudar a

compreender o conceito de particao:
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Sendo U o conjunto universo, todos os subconjuntos A, B e C' sdo parti¢oes porque
nenhum desses subconjuntos tém elementos em comum com os demais e todos reunidos

formam o conjunto universo:

ANB =1

ANC =1

BNnC =1
ANBNC =10
AUuBUC =U.

Por causa dessas caracteristicas, cada um dos subconjuntos A, B e C' sao partigoes.

Vejamos alguns exemplos para ilustrar o que estamos dizendo:

Exemplo 4.13. Numa classe ha 30 alunos, sendo 15 meninos e 15 meninas. Sendo
a classe o conjunto universo U, temos o subconjunto A composto pelos meninos e

o subconjunto B composto pelas meninas. Esses subconjuntos sao partigoes, pois
ANB=0e AUB=U.

Exemplo 4.14. Seja o conjunto universo U = {1,2,3,4,5,6}. Seja A o subconjunto
de U composto pelos nimeros pares e B o subconjunto de U composto pelos niimeros
impares. Assim sendo, teremos A = {2,4,6} e B = {1,3,5}. Esses subconjuntos sao
partigoes, pois ANB=0e AUB =U.
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Uma caracteristica importante das parti¢oes ¢ que o ntimero de clementos da uniao
de duas particoes é dada pela simples soma dos ntimeros de elementos de cada um dos
subconjuntos, pois nao tendo elementos em comum, nao hé risco que os elementos dos

conjuntos sejam contados mais de uma tnica vez. Assim sendo:
|AU B|= |A|+|B|.

4.3.1 Principio da Inclusao e da Exclusao

Podemos dizer que o principio da inclusao e da exclusao é um caso mais geral do
principio aditivo. Lembre-se que no caso do principio aditivo, os conjuntos tinham que
ser disjuntos. No caso do principio da inclusao e da exclusao os conjuntos nao precisam
ser disjuntos. Por isso o principio da inclusao e da exclusao seria um caso mais geral que
o principio aditivo. O essencial esta no fato de que nao sendo os conjuntos disjuntos,
entao a intersecgao entre os conjuntos nao é vazia, o que significa que os elementos da
interseccao acabam sendo contados mais de uma vez. Através do principio da inclusao
e da exclusao evita-se que um mesmo elemento seja contado mais de uma vez.

Se A e B forem conjuntos de um conjunto universo U, conforme ilustra a figura
abaixo, entao podemos representar A U B como a unidao dos seguintes trés conjuntos
mutuamente disjuntos A— B, B—Ae ANB :



Teoria das Particoes

Portanto, a uniao dos conjuntos A e B seria igual & unidao dos conjuntos (A — B),
(B—A)e (AN B):
AUB=(A-B)U(B—-—A)U(ANDB).

Assim, o numero de elementos da uniao dos conjuntos A e B corresponde ao niimero
de elementos da uniao de trés conjuntos mutuamente disjuntos, sendo que neste caso
basta somar o nimero de elementos de cada um dos conjuntos disjuntos, nao havendo
nada a ser eliminado porque sendo disjuntos a interseccao é vazia, o que nos da o

seguinte teorema:

Teorema 4.1. (Teorema da Inclusao e Exclusao de Dois Conjuntos). Sejam
A e B dois conjuntos quaisquer de um mesmo conjunto universo U. O numero de

elementos do conjunto AU B ¢ dado por:

|AU B|= |A|+|B|-|AN B.

Demonstragao.
|JAUB|=|(A-B)U(B—A)U(ANB)|.

(A—B)U(B—A)U(ANB)|=|A—- B|+|B — A|+|AN Bj.

Deve-se ainda saber que:

|A = Bl=[A]-[AN B|

B — A= |B|-|AN B|.

Assim, teremos:

|AUB|=|(A—B)U(B—-A)U(ANDB)|.

Consequentemente:

(A= B)U(B—-A)U(ANB)|=|(A=B)|+|(B = A)[+|(AN B)|.

Efetuando as substituicoes adequadas, obtemos:

|(A— B)|+|(B— A)|+|(An B)|= |A|-|AN B|+|B|—-|An B|+|AN Bj.

O que equivale a:
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|AU B|= |A|+|B|-|AN B.

O exemplo a seguir mostra a aplicabilidade do Teorema 4.1:

Exemplo 4.15. Em um grupo de turistas, 8 falam inglés, 10 falam francés e 3 falam
inglés e francés. Qual o total de turistas desse grupo e quantos falam apenas inglés ou

apenas francés?

Neste caso nao podemos simplesmente usar o principio aditivo, pois os conjuntos
nao sao disjuntos, pois héa 3 turistas que falam ambas as linguas. Assim, estaria errado
dizer que o total de turistas seria 18, ou seja, a soma dos 8 turistas que falam inglés e
dos 10 turistas que falam franceés.

Note que dos 8 turistas que falam inglés, 3 falam também francés. Ainda cabe
notar também que dos 10 turistas que falam francés, 3 também falam inglés, ou seja, o
erro de usar diretamente o principio aditivo esta no fato de que os 3 turistas que falam
ambas as linguas foram contados duas vezes.

Dessa maneira, a solugao correta seria a seguinte:

Somamos os 8 turistas que falam inglés, inclusive os 3 que também falam francés,
mais os 10 turistas que falam francés, inclusive os 3 que também falam inglés. Note que
nesse momento, os 3 turistas que falam ambas as linguas foram contados duas vezes.
Por isso, subtraimos 3, que nada mais é do que eliminar a contagem repetida.

Usando a linguagem dos conjuntos, sendo A o conjunto dos turistas que falam inglés

e B o conjunto dos turistas que falam francés, terfamos:

|AU B|= |A|+|B|-|ANB|=8+10 — 3 = 15.

Com isso, também podemos saber quantos desses turistas falam apenas inglés ou
apenas francés. Dos 8 turistas que falam inglés, 3 também falam francés, o que significa
que 5 turistas falam apenas inglés. Analogamente, dos 10 turistas que falam francés,
3 falam também inglés, o que significa que 7 falam apenas francés.

Vejamos a seguinte ilustracao:
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Note que nao podemos simplesmente somar o nimero de elementos de cada con-
junto, pois na intersecgao (cor vermelha) foram contadas duas vezes os turistas bilin-
gues. Por isso, corrigimos a dupla contagem pela exclusao da contagem repetida.

Usando a linguagem dos conjuntos, sendo |A| o namero de elementos do conjunto
A, |B] o ntmero de elementos do conjunto B e |A N B| o namero de elementos da
intersecgdo (A N B), terfamos:

|AU B|= |A|+|B|—-|AN B.

Se fossem trés conjuntos, o namero de elementos da interseccao dos trés conjuntos
teria sido contado trés vezes sendo que para corrigir esse excesso de contagem exclui-
rfamos as trés intersecgoes, dois a dois, para no final somarmos a interseccao dos trés
conjuntos.

v
\/

|JAUBUC|=|A|+|B|-|[ANB|-|ANC|-|BNC|+|ANnBNC|,

e assim sucessivamente.
Com essas nogoes, podemos generalizar o que vimos para dois conjuntos para um
ntmero qualquer de conjuntos, através do seguinte teorema:

Teorema 4.2. (Principio da Inclusao e da Exclusao Generalizado). O nimero

de elementos da uniao de n conjuntos finitos Ay, Ag, Az, -+, A,, comn > 2, serd:
n
[AjU Ay UAs U UA =D n(A) = Y AN A+
=1 1<i<j<n

+ ) JANA A

1<i<j<k<n
(=D)"HANA NAL N AN A

A demonstragao sera feita através do principio da inducgao finita:
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Demonstracao.

Base indutiva:  Para n = 2, ja demonstramos ao provar o teorema da inclusao e
exclusao de dois conjuntos.

Passo indutivo: Supondo que o teorema seja vélido para n = k, devemos mostrar
que também é valido para n = k+1, o que faremos aplicando sucessivamente o teorema

da inclusao e exclusao de dois conjuntos, tomando-os dois a dois da seguinte maneira:

|AjUAs U U Agyy]. =
(A UAyU - U Ap) U Ay =

= A UA U U A+ Apa|—[(A U Ay U - - U Ap) N A | =

=) Al = D AN+ ) JANANA,| =+ (= DR AINAN- - Ay -

1<i<k 1<i<j<k 1<i<j<m<k

—(Z|Aiﬂf4k+1\ - Z [Ai 0 A; N A | +- -

i<i<k 1<i<j<k

(DR Y (AN Ag) N (A N Ag) 00 (A N Ag)]

1<<g<-<m<k

+ (=DM A NN A ).

Usando a hipotese da indugao, temos que Ay N A1, AoNAgyq, -+, AN Ap.q sera:

doolAl= D0 AN Y [ANANAL|= (=D AN A
1<i<k+1 1<i<j<k+1 1<i<j<m<k+1
encerrando a demonstracao.

O

Vejamos outros exemplos que ilustram outras situagoes que sao resolvidas pelo

principio da inclusao e da exclusao generalizado:

Exemplo 4.16. (Problema dos Idiomas). Numa classe de 30 alunos brasileiros a
diretora quis organizar uma viagem cultural para o exterior e apenas a acompanhariam
os alunos que soubessem pelo menos uma lingua estrangeira. A diretora verificou que
12 falavam inglés, 6 falavam francés e 5 falavam espanhol. Sabendo-se que 3 falam
inglés e francés, 3 falam inglés e espanhol, 2 falam francés e espanhol e 3 falam as trés
linguas, calcule o nimero de alunos que nao iriam viajar porque nao falavam nenhuma

lingua estrangeira.
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Seja A o conjuntos dos alunos que falam inglés, B o conjuntos dos alunos que
falam francés e C' o conjuntos dos alunos que falam espanhol. Dessa maneira, terfamos
|A|=12, |B|=6, |C|= 5, |AUB|= 3, |JAUC|= 3, |[BUC|=2e |AUBUC|= 3. Usando
o teorema do principio da inclusao e da exclusao podemos saber quantos alunos dessa

classe falam pelo menos uma lingua estrangeira:

|A|+|B|+|C|-|ANB|—-|ANC|—-|BNC|+|ANBNC|=

=1246+5-3-3-2+3=18,

ou seja, dos 30 alunos daquela classe, 18 falam pelo menos uma lingua estrangeira,
enquanto os demais 12 alunos nao falam nenhuma lingua estrangeira.
Portanto, 12 alunos daquela classe nao irao viajar porque nao sabem nenhuma

lingua estrangeira.

Exemplo 4.17. (Problema dos Divisores). Quantos sao os nimeros inteiros entre

1 e 3.600, inclusive, sao divisiveis por 3, 5 ou 77

Note que os conjuntos nao sao disjuntos, pois ha multiplos comuns a 3 e 5, 3 e 7,
5 e 7 e aos trés simultaneamente, motivo pelo qual usaremos o principio da inclusao e
da exclusao.

Sejam A o conjunto dos miltiplos de 3, B o conjunto dos multiplos de 5 e C' o
conjunto dos multiplos de 7. Considerando que os possiveis multiplos comecam com
1 e vao até 3.600, para sabermos o ntumero de multiplos em cada um dos casos em
questao basta dividirmos da seguinte maneira:

|A|= 3.600 + 3 = 1.200 multiplos de 3;

|B|= 3.600 = 5 = 720 multiplos de 5;

|C|= 3.600 =~ 7 = 514 multiplos de 7.

Em seguida, calculamos o niimeros de multiplos de dois em dois. Assim, os multiplos
de 3 ¢ 5 sao os miultiplos de 3-5 = 15; os miltiplos de 3 ¢ 7 sao os multiplos de 3-7 = 21
e os miltiplos de 5 e 7 sao os multiplos de 5 -7 = 35. Assim sendo, teremos:

|AN B|= 3.600 + 15 = 240 maltiplos de 3 e 5;

|ANC|=3.600 + 21 = 171 multiplos de 3 e 7;

|B N C|=3.600 =+ 35 = 102 multiplos de 5 e 7.

Por fim, calculamos o ntimero de multiplos dos trés niimeros simultaneamente, ou
seja, multiplos de 3 -5 -7 = 105, obtendo:

|AN BN C|=3.600 + 105 = 344 maltiplos de 3 e 5 e 7.

Em seguida, pelo principio da inclusao e da exclusao podemos obter a resposta da

seguinte maneira:
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|A|+|B|+|C|-|AN B|—-|ANC|—|BNC|+|ANBNCl|=

= 1.200 + 720 4+ 514 — 240 — 171 — 102 4 34 = 1.955,

ou seja, entre os nameros inteiros 1 até 3.600 ha 1.955 ntimeros que sao divisiveis

simultaneamente por 3, 5 ou 7.

Exemplo 4.18. Problema dos Anagramas Condicionados sem Letras Repeti-
das. Quantos sao os anagramas da palavra EQUADOR nas quais E ocupa o primeiro

lugar ou Q em segundo lugar ou D em terceiro lugar?

Esses anagramas sao denominados condicionados porque hé condi¢oes a serem obe-
decidas na formacao dos anagramas. Observe também que todas as letras da palavra
aparecem uma unica vez, ou seja, nao hé repeticao de letras. Sejam A o conjunto dos
anagramas em que a letra E ocupa o primeiro lugar; B o conjunto dos anagramas em
que a letra Q ocupa o primeiro lugar e C' o conjunto dos anagramas em que a letra
D ocupa o terceiro lugar. Note que os conjuntos nao sao disjuntos, motivo pelo qual
deverao ser excluidas as contagens repetidas. Outro dado importante a se notar é que
nao ha letras repetidas, pois todas as sete letras sao diferentes entre si.

Inicialmente, vamos calcular o nimero de anagramas de n(A), n(B) e n(C), lem-

brando que fixada uma das letras sobram outras seis letras a serem permutadas:

|A|= 6! = 720 anagramas com a primeira letra E;
| B|= 6! = 720 anagramas com a segunda letra Q;

|C'|= 6! = 720 anagramas com a terceira letra D.

Em seguida, calculamos o ntimeros de miltiplos de dois em dois. Assim, n(A U B)
¢ o conjunto dos anagramas com a primeira letra E e também a segunda letra Q;
n(AUC) é o conjunto dos anagramas com a primeira letra E e também a terceira letra
D; n(BUC) é o conjunto dos anagramas com a segunda letra Q e também a terceira
letra D. Em todas essas situagoes, sao fixadas duas letras e sobram outras cinco letras

a serem permutadas:

|A N B|= 5!= 120 anagramas com a primeira letra E e a segunda letra Q;
|ANC|=5!= 120 anagramas com a primeira letra E e a terceira letra D;

|B N B|= 5!'= 120 anagramas com a segunda letra ) e a terceira letra D.

Por fim, calculamos o niimero dos anagramas que simultaneamente tém a primeira
letra E, a segunda letra Q e a terceira letra D, ou seja, sao fixadas trés letras e sobram

outras quatro letras a serem permutadas:
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|AN BNC|=4!= 24 anagramas com primeira letra E, segunda letra QQ e terceira
letra D.
Em seguida, pelo principio da inclusao e da exclusao, podemos obter a seguinte

resposta:

|A|+|B|+|C|-|AN B|—-|ANC|—|BNC|+|ANBNCl=

= 720+ 720 + 720 — 120 — 120 — 120 + 24 = 1.824,

ou seja, ha 1.824 anagramas com as letras de EQUADOR com primeira letra E ou

segunda letra (Q ou terceira letra D.

Exemplo 4.19. (Problema dos Anagramas Condicionados com Letras Repe-
tidas). Quantos sdo os anagramas da palavra ITALIA nas quais a letra I ocupa o
primeiro lugar, ou a letra T ocupa o segundo lugar, ou a letra A ocupa o sexto lugar

ou que comegam ou terminam por vogal?

Aqui é diferente do exemplo anterior porque héa letras repetidas, pois temos duas
letras I e duas letras A.

Sejam A o conjunto dos anagramas em que a letra I ocupa o primeiro lugar; B o
conjunto dos anagramas em que a letra T ocupa o segundo lugar; C' o conjunto dos
anagramas em que a letra A ocupa o sexto lugar; D o conjunto dos anagramas que
comegam ou terminam por vogal. Note que ha diversas situacoes de intersecgao o que
significa que serd necessario o uso do principio da inclusao e da exclusao.

Vamos comecar contando o nimero de elementos do conjunto A, os anagramas em

que a letra I ocupa o primeiro lugar:

ol

T2l
Vejamos agora o conjunto B, que corresponde ao niimero de casos em que a letra

n(A) = 60.

T ocupa o segundo lugar:

5!

Vejamos agora o conjunto C, que corresponde ao niimero de casos em que a letra

30.

A ocupa o sexto lugar:

5!
=51 =
Em seguida, vejamos o conjunto D, que corresponde ao nimero de casos em que 0s

n(C) 60.

anagramas terminam por vogal. Aqui note que ha quatro casos. No primeiro caso, o
anagrama comega com a vogal I e termina com a vogal A. No segundo caso, o anagrama

comega com a vogal I e termina com letra I. No terceiro caso, o anagrama comega com
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a letra A e termina com a letra A. No quarto e ultimo caso, o anagrama comega com

a letra A e termina com a letra I. Assim sendo, temos:

A4l
n(D) = Altg 4 o +Al= 24+ 12412+ 24 = 72.

Agora, vejamos as intersecgoes dois a dois que sao seis casos. O primeiro desses
casos serd n(A N B), que corresponde aos anagramas em que primeira letra é I e a
segunda letra é 7. O segundo caso serd n(A N C'), correspondente aos anagramas
em que a primeira letra é [ e a tltima letra é A. O terceiro caso serd n(A N D),
correspondente aos casos em que a primeira letra é [ e a primeira ou a ultima letra
serd vogal. O quarto caso serd n(B N ('), correspondente aos casos em que a segunda
letra é T' e a ultima letra ¢ A. O quinto caso serd n(B N D), correspondente aos casos
em que a segunda letra é T" e comecam ou terminam por vogal. O sexto e ultimo caso
serd n(C' N D), correspondente aos casos que terminam com a vogal A e comecam ou
terminam por vogal. Assim, teremos:

4!
n(ANC)=4l=24,

4!
n(AmD):§+4!:12+24:36,

4!
n(BNC) == =12,
2!
3t 3!
n(BND)=3l4+5 +5 +31=6+3+3+6=18

4]
n(C’ﬂD):4!+§:24+12:36.

Vejamos agora os casos de interseccao de trés conjuntos, que sao quatro casos. O
primeiro desses casos sera n(A N B N C), que corresponde ao caso em que a letra I
ocupa o primeiro lugar, a letra T ocupa o segundo lugar e a letra A ocupa o sexto, ou
tltimo, lugar. O segundo serd n(A N BN D), que corresponde ao caso em que a letra
I ocupa o primeiro lugar, a letra T ocupa o segundo lugar e comegam e terminam por
vogal. O terceiro serd n(A N C N D), que corresponde ao caso em que a letra I ocupa
o primeiro lugar, termina com a letra A e terminam e comeca por vogal. Por fim, o
quarto serda n(B N C N D), que corresponde ao caso em que a letra T ocupa o segundo
lugar, a letra A ocupa o sexto, ou ultimo lugar, e comecam ou terminam por vogal.

Assim, teremos:

n(ANBNC)=3=6,

3!
n(ANBND)=—=+3=34+6=09,
2!
n(ANCND)=4l= 24,
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3!
n(BmCmD):3!+5:6+3:9.

Por fim, temos um tnico caso de intersec¢ao dos quatro conjuntos, n(ANBNCND),

que simultaneamente ocorrem todas as situac¢oes possiveis:

n(ANBNCND)=3!=6.

Em seguida, pelo principio da inclusao e exclusao faremos:

n(AUBUCUD,)

n(A) +n(B) +n(C)+n(D) —n(ANB) —n(ANC)
— n(AND)—n(BNC)—n(BND)—n(CND)
n(ANBNC)+n(ANBND)+n(AN(ANCND)
n(BNCND)—n(ANBNCND)=
60 + 30+ 60 + 72 — 12 — 24 — 36 — 12
— 18-36+6+9+9+24—-6
126.

m + +

Exemplo 4.20. (Namero de Fungoes Sobrejetoras). Quantas fungoes sobreje-
toras f : A — B podem ser definidas entre dois conjuntos finitos sendo dominio o

conjunto A = {ay, as,as, -, any} e contradominio o conjunto B = {by, by, b3, -+, b,}7

Trata-se da classica questao do nimero de fungoes sobrejetoras entre dois conjuntos
finitos. Além disso, cabe registrar que fungoes sobrejetoras entre um conjunto dominio
A, com m elementos, e um conjunto B, com n elementos, podem ocorrer tanto para
m < n, m =noum > n. Porém, aqui o problema ¢ mais complexo que o célculo
do nimero de fungoes injetoras ou bijetoras entre dois conjuntos finitos, que ja vimos
ao tratar do arranjo simples, pois no célculo do niumero de fungoes sobrejetoras sera
necessario o principio da inclusao e da exclusao. Vamos comecar analisando alguns
casos particulares para encontrar a solugao geral desse problema.

Se o conjunto dominio A tivesse apenas trés elementos e o conjunto contradomi-
nio B tivesse apenas dois elementos, terfamos A = {ay,as,a3} — B = {by, by}, que
totalizaria um total de 2% funcoes quaisquer, das quais apenas as funcoes constantes,
[ = {(a1,b1), (az,b1), (a3, b1)} ou f = {(a1,b2), (as,b2), (az, ba)}, ndo seriam sobreje-
toras, ou seja, o nimero de funcoes sobrejetoras neste caso particular seria 23 — 2.
Prosseguindo na analise de casos particulares, vejamos o niimero de fungoes sobrejeto-
ras caso o conjunto dominio A tivesse quatro elementos e o conjunto contradominio B
tivesse trés elementos, ou seja, A = {ay,a9,a3,a4} — B = {by, by, b3}, que totalizaria
um total de 3* funcoes quaisquer. Agora, porém, terfamos que considerar o nimero
de subconjuntos do conjunto contradominio B, que corresponde a ( ) de maneira que

nao seriam sobrejetoras as fungoes nas quais os quatro elementos do conjunto dominio
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A se relacionassem apenas com dois elementos do total de trés elementos do conjunto
contradominio B, ou seja, deveriamos em principio excluir 2* (g) funcoes que nao sao
sobrejetoras, porém, nesse caso em que os subconjuntos do contradominio tem ape-
nas dois elementos, estamos excluindo duas vezes essas fun¢des nao sobrejetoras. Por
exemplo, em relagao aos subconjuntos do conjunto contradominio B que fossem {by, by }
e {be, b3}, estariamos excluindo por duas vezes as fungoes que tivessem como elemento
do conjunto imagem by. Por isso é que através do principio da inclusao e da exclusao
reincluimos os casos excluidos duplamente, acrescentando os subconjuntos do conjunto
contradominio B com um tunico elemento, de maneira que neste caso, o nimero de
funcoes sobrejetoras seria 3* — 24 (g) + 14 (g) que totalizaria 36 funcgoes sobrejetoras.
Generalizando esse raciocinio para o caso em que o conjunto dominio A tem m ele-

mentos e o conjunto B tem n elementos, o ntmero de fungoes sobrejetoras seria dado

(Z)nm - (n i 1) (n—1)"+ (n i 2) (n—2)™ — ... 4 (=1)®D (?) s

SO (R0

por:



5 Funcoes Geradoras

As funcgoes geradoras constituem um outro método de se resolver problemas com-
binatorios através da anélise dos coeficientes e dos expoentes de funcgoes adequadas a
cada um dos problemas em questao.

Conforme veremos, em algumas situagoes podem facilitar a resolugao dos problemas
e noutros podem se revelar a tinica maneira de soluciona-los. Para o desenvolvimento

deste capitulo, as principais referéncias foram [9, 10, 11, 2|.

5.1 Funcgoes Geradoras

Definigao 5.1. A funcao f: R — R,z — f(x), serd fun¢ao geradora, de R — R, da
sequéncia de coeficientes (ag, ay,as,as,...), com a, € R, em relagio a sequéncia de

fungoes (fo(x), fr(2), fo(@), fs(@), - ) se:

f(x) =aofo(x) + a1 fr(z) + asfo(x) + asfs(x) + - - -

Vejamos alguns exemplos de conjuntos ordenados e as respectivas fungoes geradoras:

Exemplo 5.1. Encontre a fungao geradora da sequéncia de coeficientes a; = (1,1,1,1,1)
em relacao a sequéncia de fungoes z* = (1, z, 22, 23, z%).

Basta efetuarmos a seguinte operacao entre essas duas sequéncias, conforme a seguir:
p(m) = (1 17 1a 17 1) ’ (17$)$27$37$4) =14+z+ 1’2 -+ 1'3 + 1’4.

Exemplo 5.2. Encontre a funcao geradora entre a sequéncia de coeficientes (1,1,1,--- 1)
e a sequéncia de fungoes (1, x, 22, -+, z").

Da mesma maneira que o exemplo anterior, fazemos:
p(l’) - (1,1,1,---,1)'(1,517,([7%-",1‘”) - 1+’E+$2++£I‘":Z$L

Exemplo 5.3. Encontre a func¢ao geradora entre a sequéncia de coeficientes (2, 3, 1,0, 7)

e a sequéncia de funcoes (1, x, 22, 23, 2%).
Seguindo o método dos exemplos anteriores, fazemos:

p(z) =(2,3,1,0,7) - (1,m, 2%, 2° %) = 24+ 32 + 2* + T2°.

82
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Exemplo 5.4. Encontre a funcao geradora entre a sequéncia de coeficientes (1,0, 0,0, 1)

e a sequéncia de funcoes (1, z, 22, 23, 2%).

Seguindo o método dos exemplos anteriores, fazemos:

p(ll) = (17070707 1) : (1711,1'2,1‘3,1'4) =14+ SL‘4,

Cabe esclarecer por qual motivos interessam apenas os coeficientes e as poténcias.
As poténcias representam as combinagoes possiveis enquanto os coeficientes repre-

sentam a quantidade de cada uma dessas combinagoes.

5.2 Série geométrica e funcao correspondente

No estudo de fungoes geradoras aplicada a problemas combinatoérios, de particular
relevancia encontra-se a funcao geradora, que sera tutil em diversos problemas a serem
resolvidos pelo método das fungoes geradoras.

De particular importancia sera o conceito de série geométrica, que é dada por uma
sequéncia na qual cada a partir de um termo inicial, todos os demais termos sao um
multiplo constante do termo que o antecede [5]. Uma série geométrica pode ser finita
ou infinita. A série geométrica finita é aquela que tem a forma ax +ax*+ax®+- - -+az™.
Ja a série geométrica infinita é aquela que tem a forma ax + ax? +az® +az™ +---. Em
ambos 0s casos a razao entre um termo e seu antecessor é x. Interessa-nos apenas uma

particular série geométrica infinita, dada por:

fle) =

Se o valor de x estiver dentro do intervalo aberto (—1, 1), isto é, |z|< 1, essa soma

infinita terd um resultado certo. O que nos interessa é a fungao geradora correspondente

a essa série geométrica infinita, dada a seguir:

1 ‘
f(w):—l_x:1+x+x2+x3+:ﬂ4+x5+---. (5.1)

Esse resultado seréd muito utilizado na resolu¢ao de problemas combinatorios através
do método das fungoes geradoras. Cabe ressaltar que em analise combinatoéria, nao
seré necessario averiguar se |z|< 1, pois aqui interessa apenas o aspecto formal da séria
geomeétrica, ou seja, os coeficientes e os expoentes, sendo irrelevante a variavel x. Por
isso, sao denominadas séries formais de poténcias.

Mediante uma simples manipulagao algébrica, temos que

1—a)-Q+z+2?+23+2t+2° 4+ ) =1
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Esse resultado pode ser ampliado, conforme podemos verificar nos seguintes exem-

plos:

1

7 dentro de um

Exemplo 5.5. Obtenha a série de poténcias da funcao f(z) =
intervalo de convergéncia valido.

A série de poténcias correspondente a funcao dada sera:

f) = 1=

= (2*)° + (2®) + (2°)* + (2®)* + ()" + (&%) + - -
=1+ +a* +2°+2+ 2"+

Essa é a série formal de poténcias correspondente a funcao dada.

1

1—a®

dentro de

Exemplo 5.6. Obtenha a série formal de poténcias da fungao f(z) =
um intervalo de convergéncia valido.

A série de poténcias correspondente a funcao dada sera:

f) = 1=

= (2°)° 4 (2°) + (2°)* + (2°)* + (2°)* + (&°)° + - -
=145 0 g1y 20y 25

Essa é a série formal de poténcias correspondente & funcao dada.

5.3 Classificacao das Funcoes Geradoras e sua Rela-

cao com a Contagem

Para finalidades combinatoérias, podemos classificar as funcoes geradoras em ordi-

ndrias e exponenciais, distingao que é relevante para fins de contagem.

5.3.1 Funcgoes Geradoras Ordinarias

Definigao 5.2. A fungao geradora serd ordindria da sequéncia de coeficientes (ag, ay, as, asz, - +)

se a sequéncia de fungoes for (1,x, 22 x3,---). Assim, teremos:

f(z) = ag + a1x + azx® + agz® + -+ -.

Exemplo 5.7. Para encontrar a fungao geradora entre a sequéncia de coeficientes

3

(1,1,1,0,0,0---) e a sequéncia de fungoes (1,z, 2% 23,...), basta fazermos:

p(z) =(1,1,1,0,0,0--)- (1, z,2* 2% -- ) = 1 +2+2°+02° +02* +02° - - - = 1 + 2+ 22
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Exemplo 5.8. Para encontrar a fungao geradora entre a sequéncia de coeficientes

(1,1,3,0,0,0---) e a sequéncia de fungoes (1,z,z? 23, ...), basta fazermos:
p(z) =(1,1,3,0,0,0---)-(1, 2, 2%, 2%, ---) = 1+24+322+02° +02*4+-02° - - - = 1+2+32°.

Exemplo 5.9. Para encontrar a funcao geradora entre a sequéncia de coeficientes

(1,1,3,1,1,...) e a sequéncia de funcoes (1, z, 2% 23,...), basta fazermos:

p(.l’): (1,173,171,"')'(17IE7J}2,I’3,SL’47$5,"'):
—l+z+322+2°+ - =14ao+ @+ 2 +2° + 2"+ =

=2+ (1+z+2*+2°+2*+..) =
=227 +

1—2z
5.3.2 Funcgao Geradora Exponencial

Outra série geométrica importante e de relevancia para a solugao de problemas de
contagem através do método das fungoes geradoras é f(z) = e*, que é dada por
o0
> 2

z"
__1 zoZ
EO PR TR

Com isso, apresentaremos a seguinte defini¢ao.

Definicao 5.3. A funcdo geradora serd ewponencial da sequéncia de coeficientes
3
1’

(ag, ar,as, as,--+) se a sequéncia de fungoes for (1 T, 5, 5.

) . Assim, teremos:

ZL‘Q 11)3

f(x)—a0+a1x+a22 +a33'

Exemplo 5.10. A fungao geradora exponencial da sequéncia (1,1,1,--+) é dada por:

20 ! x? 3 xk
1(0,)+1(1,)+1(2,)+1(5,)+ +1<k')+ .

2 a8 xk

—1+T—|—§+§+ +E+

= c”.

Note que todos os coeficientes de quaisquer dos termos k, sao iguais a 1.

Exemplo 5.11. A fung¢ao geradora exponencial da sequéncia (1,0,1,0,1,0,---) é dada

por:
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)43 o)) -

L2 4 L2k
— 14+ 4. R
LTI TR YA TR
xT —x
= % = senh(x).

Essa funcao geradora exponencial é o seno hiperboélico. Note que todos os coefici-
entes de quaisquer dos termos de expoentes pares sao iguais a 1 enquanto os termos de

expoentes impares sao iguais a 0.

Exemplo 5.12. A fungao geradora exponencial da sequéncia (0, 1,0,1,0,1,---) é dada

Ox—0+1$—1+0$—2+1$—3+ +1ﬂ+ =
0! 1! 2! 3! (2k +1)! B

por:

- 2K+

=F+§+E+...+m+...=
r __ -
:%:cosh(:ﬂ).

Essa funcao geradora exponencial é o cosseno hiperbolico. Note que todos os co-
eficientes de quaisquer dos termos de expoentes fmpares sao iguais a 1 enquanto os

termos de expoentes pares sao iguais a 0.

Exemplo 5.13. Usando o Exemplo (3.12) segue que a fungao geradora exponencial

da sequéncia (2,2,2,---) é dada por:

(2.’17)2 (25(])3 (2:(:)k B
1+2$+T+T+...+T+...
(233)1 (2%)2 (QI)B (QI)k
1+ 1' + 2' + 3! toet k' T
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Exemplo 5.14. A funcao geradora exponencial da sequéncia (1,1,1,0,1,1,---) pode

ser obtida considerando primeiramente a fungao geradora de e*:

ZED fl?l ZEZ $3 LU4 k

€:O|+ +§+§+E+ +F+

x4

Como na série de poténcias o coeficiente de 7; é 0, subtraimos de ambos os lados

1 . . ~ 4
77, de modo que do lado direito tenhamos o coeficiente 0 para a expressao 7;:

564 ZCO xl 3:2 373 $4 fL’4 k
e—zza+—+§+y+(z—z>+ +F+

O que significa que a funcao geradora exponencial sera:

1'4

24
Essa classificagao é muito importante para usar a funcao geradora adequada ao

problema combinatério a ser solucionado.

5.3.3 Funcao Geradora Ordinaria e Combinagoes.

A funcao geradora ordinaria é propria para a contagem do nimero de elementos de
um conjunto na qual a ordem ¢ irrelevante, ou seja, corresponde aquilo que na anélise
combinatoria tradicional é chamado de combinacao.

Isso significa que as questoes que anteriormente resolvemos usando a combinacao,
com ou sem repeticao, podem todas serem resolvidas pelo método das fungoes gera-
doras. Porém, h& questoes que os métodos da tradicional andlise combinatéria nao
conseguem solucionar e nas quais ainda mostra-se inviavel a enumeragao de todos os
casos possiveis. Sera sobretudo nessas situacgoes que o método das fungoes gerado-
ras mostra sua grande potencialidade de resolver problemas de contagem que pelos
métodos tradicionais seria inviavel.

Seguem alguns exemplos.

Exemplo 5.15. Em uma classe com 6 alunos, quantos grupos podemos formar com 3

membros dessa classe, usando o método das fungoes geradoras?

Cada um dos 6 alunos pode estar ou nao no grupo a ser formado. Se um determinado
aluno nao fizer parte do grupo, isso sera expressado como x”, no qual o expoente 0
significa que esse determinado aluno nao faz parte do grupo. Porém, se esse aluno fizer

parte do grupo isso sera expressado como !

, no qual o expoente 1 significa que aquele
aluno faz parte do grupo. Assim, cada aluno seré representado pelo seguinte binémio,

que representa as duas situacgoes possiveis, ausente ou presente:

(«" +2') = (1 +2).
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Vamos supor que os 6 alunos sejam Ana, Beatriz, Carlos, Diego, Edson e Fernanda,
de maneira que representamos cada um desses alunos pela letra x com sub-indice
correspondente a primeira letra do nome. Assim, x4 serd Ana, xp scrd Beatriz, o
serd Carlos, xp serd Diego, xp serd Edson e zp serd Fernanda. Todos os grupos
com 3 alunos pode ser representado por x%x%xéx%x%x?, de maneira que cada um
dos expoentes a, b, c,d, f é o nimero de vezes que cada um desses alunos comparece
no grupo de 3 pessoas. Perceba que qualquer grupo de 3 pessoas sera representado
por 3 expoentes iguais a 1 e os outros 3 expoentes iguais a 0. Por exemplo, o grupo
2Yrhrlr) 2%zl mostra que estdo no grupo Beatriz, Carlos e Fernanda, pois o expoente
é¢ 1, bem como estao fora do grupo Ana, Diego e Edson, pois o expoente é 0. Ja o
grupo zhrhrbaha%z) mostra que estdo no grupo Ana, Beatriz, Carlos e Fernanda,
pois o expoente é 1, bem como estao fora do grupo Diego, Edson e Fernanda, pois o
expoente é 0. Com isso, o binémio (1 + x) representa todas as situagoes possiveis de
cada um dos 6 alunos da classe.

Por sua vez, como a classe tem 6 alunos, o total de situacoes possiveis em termos
de contagem sera expressado pelo mencionado binémio elevado & poténcia 6 e fazendo

a seguinte expansao:

(14 2)% = 2%+ 62° + 152" + 202° + 152° + 62 + 1.

A expansao do binémio nos exibe a resposta da seguinte maneira:

Considerando que o grupo deve ter 3 alunos, verificamos o coeficiente com expoente
3, que no caso corresponde & expressao 20x°.

Isso significa que podemos formar 20 grupos (coeficiente 20) com 3 alunos (expoente
3), ou seja, em uma classe com 6 alunos podemos formar 20 grupos com 3 alunos.

Esse resultado pode ser comparado pelo método usado anteriormente relativo a

combinacgao sem repeti¢ao de 6 elementos tomados 3 a 3, isto é,

6 6!
Cos = - —90.
63 (5) 313!

Esse é o resultado esperado, pois o método da combinacao sem repeticao e o método

das funcoes geradoras devem resultar na mesma resposta.

Exemplo 5.16. Quantas sao as solugoes inteiras e positivas da equagao r; + 9+ x3 =
67

Note a semelhanca com a soma dos expoentes do exemplo anterior, sendo que aqui
a soma sera igual a 6 e cada um dos valores a serem somados variam de 1 até 6, ou
seja, cada uma das varidveis podem assumir algum dos valores do seguinte conjunto de
inteiros positivos 1,2, 3,4, 5,6. Cada uma das varidveis serd representada pelo seguinte

polindémio:
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(4 2° + 2% + 2" + 2° + 29).
Como sao trés variaveis, r, ro e 3, elevamos o polinémio anterior & poténcia 3 e

o expandimos para obter:

(x+ 2% +2° + 27+ 2° + 2%)3 = 2" 4+ 32" 4+ 62'° + 102" +
1521 4 212" 4 26212 4 272! 4 27210 4 2527 4 212° + 1527 4+ 102° + 32 + 2°.

A soma igual a 6 buscamos no expoente de °, que no caso corresponde & expressao
1025, o que significa que ha 10 solucoes possiveis.

Note que esse polindmio expandido ja mostra diversas solugoes. Se o problema fosse
T, + x9 + 23 = 10, bastaria verificar que para o expoente 10 temos 272'°, ou seja, ha

27 solugoes possiveis para variaveis inteiras e positivas.

A validade desse método pode também ser verificada se o problema fosse x1 + xo +

3

x3 = 1, cujo coeficiente é 1, pois se refere ao termo x°, o que estd correto, pois ha

apenas uma unica solugao que seria (1,1,1), pois 21 = 9 = 23 = 1.

Exemplo 5.17. Quantas sao as solugoes inteiras e nao negativas da equagao xy + xg +
T3 = 67

Note que diferentemente do exemplo anterior, aqui os coeficientes podem ter valor
0 (zero).

Assim, os valores possiveis de cada uma das variaveis varia de 0 até 6, ou seja,
cada uma das varidveis pode assumir algum dos valores do seguinte conjunto de intei-
ros positivos 0,1,2,3,4,5,6. Cada uma das varidveis seré representada pelo seguinte

polinémio:

0 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
@+ttt +22+2%) =1+ +2°+2° + 2" +2° +2°).
Como sao trés variaveis, 1, To e T3, elevamos o polindémio anterior & poténcia 3 e

o expandimos para obter:

(l4+z+z*+2°+a2" +2°+2°° =
=% 4+ 3217 4+ 621° + 102 + 152 + 212 + 2822 + 332 + 3620 + 3727+
+ 362° + 332" 4+ 2825 + 152* + 102% 4+ 622 + 3z + 1.

A soma igual a 6 buscamos no expoente de 2% que no caso corresponde a 28z°%, o
que significa que ha 28 solugoes possiveis.

A validade desse método pode também ser verificada se o problema fosse x1 + x5 +
x5 = 0, cujo coeficiente é 0, pois se refere ao termo 1 = 2°, o que esté correto, pois ha

apenas uma tunica solugao que seria (0,0,0), pois 1 = xo = 13 = 0.
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Além do método das fungoes geradoras, estas questoes podem ser também resolvidas
pelos métodos tradicionais da analise combinatoria usando arranjo, permutacao ou
combinagao, com ou sem repeticao.

Porém, como ja mencionamos, tais problemas podem ser resolvidos com maior
seguranga através do método das fungoes geradoras.

Alguns desses casos veremos nos proximos exemplos:

Exemplo 5.18. Quantas sao as solugoes inteiras e positivas da equagao x + xo+x3 =
10, sendo que x1 > 3, 19 > 3 e x3 > 07

Os valores possiveis de x; sao {4,5,6} e de x3 sdao {0,1,2,3,4,5,6}. Esses valores
possiveis vao para o expoente, pois temos que calcular os coeficientes das respectivas

fungoes geradoras, o que faremos da seguinte maneira:

x1 x2 z3
A N
- I

(' + 2% + 25 (2P + 2t + 25+ 28) - (2 + 2t +2? + 2P 42t 4 2% 42
=2+ 32" 4+ 62" + 92 + 112" + 122" + 122" + 112" 4 92" 4 62" 4 32° + 7.

Buscamos o coeficiente de z'°, que ¢ 9, o que significa que ha 9 solucoes possiveis ao

problema dado.

Exemplo 5.19. Quantas s@o as solugoes inteiras e positivas da equacao x1+2xo+3x3 =
127

Note que 7 pode assumir os valores {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Ja x5 pode
assumir os valores {2,4,6,8,10,12}. Por fim, z3 pode assumir os valores {3, 6,9, 12}.
Conforme ja dissemos, no método das fungoes geradoras os valores possiveis das

variaveis sao manipuladas nos expoentes da seguinte maneira:

z1

(m+a¢2+m3+374—|—m5+.776—|—m7+m8—|—m9+m10+:1:“—|—.7:15)

X2 xr3

-~

(P4t a2+ 20+ 2" (2P + 28+ 2 2 =

= 230 4 3% 4 223 + 3038 4+ 423 4 53t 4 7250 + 8220 4 10278 4+ 12277 + 142%° + 162%+
+ 162 4 182 4+ 1827 + 182 + 182% + 182" + 162" + 1627 + 142'® + 12217+

+ 102 + 8213 + 72! + 52!t + 4210 32 4+ 228 + 27 + 2f.

O resultado encontra-se no coeficiente de z'2, que é 7, ou seja, ha 7 solucoes possi-
veis.

Esse é um caso em que é perfeitamente possivel enumerar os casos possiveis, que
sao (742+3), (5+4+3), (3+6+3), (1+8+-3), (44+2+6), (2+4+6) ¢ (2+2+8), porém a

solugao por enumeragao tem o inconveniente de nao se ter certeza se algum caso nao
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foi percebido, algo que o método das fungoes geradoras possibilita uma certeza quanto

ao nimero de casos enumeraveis.

Exemplo 5.20. Quantas sao as solugoes inteiras e nao negativas da equacao x;+ 2,4+

Diferentemente do exemplo anterior, aqui todas as trés variaveis podem assumir o

valor 0. Por isso, a variavel x; pode assumir os valores {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}.

Ja x4 pode assumir os valores {0, 2,4, 6,8, 10, 12}. Por fim, x5 pode assumir os valores

0

{0,3,6,9,12}. Nos trés casos, o caso correspondente a x° serd registrado como 1, pois

2% = 1. Temos:

x1
A\

El—l—x—l—x2+:c3—|—x4+:c5+x6+x7+x8+x9+x10+x11+:€12)

x2 x3
7\

A\

_’(1+$2+x4+$6+x8+x10_’_g:12)‘_21+I3+m6_i_g:g_i_mlz)‘:

— 1:536 + 1$35 + 2([34 + 31,33 _’_41,32 + 5ZE31-|—
+72° + 82% 4+ 102% 4 12227 + 142°° + 162+
+1922 4 202% 4 22222 + 2327 + 2427 + 242"+
+25218 + 2427 4 2426 4 2321° + 2241 4 2023+
+192'2 + 162" + 1420 + 122° 4+ 102° + 82"+
+725 + 5% + 42t + 323 + 222 + 1 + 1.

O resultado encontra-se no coeficiente de z'2, que é 19, ou seja, ha 19 solucoes

possiveis.

Um cléssico exemplo de uso das fungoes geradoras ordinarias encontramos no deno-
minado jogo de dados de Galileo Galilei, pois se atribui ao notavel fisico a formulagao
e resolucao desse problema.

Todos sabemos que o dado tem seis faces numeradas com 1,2, 3,4,5 e 6, conforme
ilustra a figura a seguir:

Ao lancarmos um dado, os resultados possiveis estardao representados na funcao

geradora como expoentes de z da seguinte maneira:

flx)=x+2*+2° + 2 +2° + 2°
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Figura 5.1: Dado de jogo

Como nao existe a face com o niimero zero, entdo nao existe a poténcia x° = 1.
E por isso que a funcdo geradora comeca com x e nido com 1, como cada resultado
possivel aparece uma tnica vez, segue que os coeficientes sao todos iguais a 1.

Apenas para ilustrar, se fosse um dado de dez faces com dois lados com niimero
1, dois lados com ntimero 2, dois lados com ntimero 3, dois lados com ntimero 4, dois
lados com ntmero 5 e dois lados com nimero 6, entao a fungao geradora seria escrita

assim:

p(z) = 20 + 22° + 2% + 22* 4 22° + 225,
Note que o coeficiente seria 2 porque cada um dos resultados aparece duplicado.

Ainda, se tivéssemos um dado de seis faces com dois lados com namero 1, trés lados

com namero 2 e um lado com ntmero 3, entao a funcao geradora seria escrita assim:

f(z) =27+ 32> + 2°.

Note que é o expoente que registra os resultados possiveis e os coeficientes registram
quantas vezes esse resultado aparece.

Voltando ao tradicional dado de seis faces numerados de 1 até 6, a possibilidade de
obtermos o resultado 3 langando um tnico dado todos sabemos que serda 1. Em termos

de fungao geradora, bastaria ver o coeficiente da poténcia 3, que é 1.
p(z) =2 + 22 4+ 1.2% + 2 + 25 + 2b.

A vantagem do método das fungoes geradoras comeca a ser notado quando estamos

perante um problema envolvendo, por exemplo, o lancamento de dois dados.

Se quisermos saber quantas possibilidades de obter a soma 7 lancando simulta-
neamente dois dados, basta expandir o polinémio correspondente & func¢ao geradora

composta pelo produto:

p(r) = (z+ 2>+ 2° + 2" + 2° + 25)?
=22 4+ 2% + 32 + 42° + 52% + 627 + 528 + 427 + 3210 + 221 + 212,
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O coeficiente da poténcia 7 é 6, o que significa que jogando dois dados simultanea-

mente ha 36 resultados possiveis dos quais 6 somam 7.

Tudo parece resumir-se a uma expansao de polinémios para verificar a poténcia e
o coeficiente, o que nao deixa de ser verdade. Porém, o problema pode encontrar-se
exatamente na expansao de polinémios. Os seguintes casos ja nos darao uma mostra
de como a obtencao da expansao do polinémio pode ser um problema tormentoso.

Se quisermos obter a fungao geradora relativa ao lancamento de trés dados, bastara
realizar a seguinte multiplicagao:

p(z) = (z+ 2% + 2° + 2" + 2° + 2°)°
= 2% 4+ 32 +62° + 1025 + 1527 + 212® + 252° + 27210 + 272 + 252124
+ 212" + 152 + 102" + 626 + 3217 + 28,

Vejamos a funcao geradora relativa ao lancamento de cinco dados:

p(z) = (z + 2> + 2° + 2* + 2° + 2°)°
— 230 4 52% + 1522 4 35227 4 7022° 4+ 1262% 4 2052 + 30527 + 420222+
+ 5402 + 65127 4 73521 + 780" + 78027 4 73520 + 6512 + 5402+
+ 4202 + 30522 4 20511 + 1262 + 702 4 352° + 1527 + 5 + 5.

Por fim, vejamos a fungao geradora relativa ao langamento de dez dados:

p(z) = (v + 2% + 2% + o' + 2° + 25)1°
= 2% + 102 + 552° + 2202°7 + 7152°° + 20022 + 49952%" + 1134025+
+ 237602°2 + 4642025 + 85228250 4 14794021 4 2439252 4 383470247+
+ 5765652 + 8312042% + 11513702** + 15350402* + 197263022+
+ 24463002 + 29304552 + 33936102 + 38015352 + 412126027+
+ 43253102% + 43954562° 4 432531023 + 412126023 + 38015352°2+
+ 33936102 + 293045520 + 24463002 + 19726302% 4 1535040%"+
+ 115137027 + 8312042% + 5765652 + 3834702 + 24392527% 4
+ 1479402" 4 8522827 + 464202 + 237602'® 4 113402'7 + 49952'%+
+ 20022 + 7152 + 2202 4 55212 + 102t + 21,

Note que a expansao da multiplicacao polinomial pode significar um tormentoso
problema.
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5.3.4 Encontrando coeficientes de fungoes geradoras ordinérias.

Os exemplos anteriores mostram que encontrando a expansao polinomial das fun-
¢oOes geradoras ordinarias, a solugao dos problemas de contagem encontra-se nos coefi-
cientes correspondentes & poténcia desejada. Porém, nota-se também que a expansao
da série formal correspondente & fungao geradora ordinaria adequada nem sempre é
algo féacil de obter, pois nos ultimos exemplos os resultados dessas expansoes chegaram
a algumas dezenas de termos e nao é dificil imaginar que isso pode ir bem mais longe.
Em algumas situagoes, serd possivel encontrar o coeficiente de uma funcao geradora
sem a necessidade de ter que expandir todos os termos.

A partir do teorema binomial generalizado é possivel extrair o teorema a seguir que

sera de grande utilidade para encontrar os coeficientes de fungoes geradoras ordinarias.

Teorema 5.1. (Teorema do Coeficiente Binomial Ordindrio) O coeficiente de

2P na expansio de (1 +x + 2%+ 2% +-- )", comn € Z, é igual a

("“;_ 1). (5.2)

Demonstragao. Pela definicao 3.2 e substituindo x por —x e u por —n, temos:

(1—2)" = f) (7’) (—z)". (5.3)

r=0

Por sua vez, pelo teorema 7?7, temos:

. 1 "
(1+m+xz+x3+---)"=( ) =(1—z)™"
Substituindo em 5.3, obtemos:
> [—n = [—n
1 _ —n — _ r — _1 T T"
o =3 (V) =2 () v

r=0 r=0
Usando a defini¢ao de coeficiente binomial generalizado, fazemos:

() = EmonDn =2 o p Dy

D p!
_EDPm)n+ Hn+2)---(ntp—1(=1)F
p!
_ (=D)*Mn)(n+1)(n+2)---(n+p—1)
p!
_=DPP)(n+ )(n+2) - (ntp—1)
p!

m)n+1)(n+2)---(n+p—1)
p!

B (n+p—1)
) .
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0

Vejamos alguns exemplos de como calcular coeficientes através do teorema do coe-

ficiente binomial.

Exemplo 5.21. Calcule o coeficiente de z® da expansio de (1 + z)3.

Pelo 3.2, temos:

oS (o ()

r=0

Para r = 3, temos o seguinte coeficiente:

3! 32

(%-3-1)2 (-5): E-0+1)-3-14+41)-(t-2+1)(3-3+1) 3

3 3 N
Exemplo 5.22. Calcule o coeficiente de z® da expansao de (1 — x)7>.

Pelo teorema do coeficiente binomial, temos:

(- 2) = i (;5) (1) = (—5 +7»T — 1) (—1)72"

r=0

Sendo r = 3, o coeficiente sera:

(_5 +33 ) 1) (=1 = <_33> (1 = 222 _;!)(_3 =2 _ —3';# = —10.

Mostraremos através de exemplos como podemos calcular os coeficientes sem ne-
cessidade de expandir a série formal correspondente & funcao geradora ordinaria em

dezenas de termos.

Exemplo 5.23. De quantas maneiras podemos extrair 3 bolas de um conjunto com 2

bolas amarelas, 3 bolas pretas e 3 bolas vermelhas?

Note que a ordem dessa extragao ¢ irrelevante. Por exemplo, se primeiro for extraida
uma bola preta, depois uma amarela e por fim uma vermelha, esse conjunto serd o
mesmo se primeiro for extraida a bola vermelha, depois a preta e por fim a amarela, ou
seja, a ordem é irrelevante. Portanto, estamos perante um caso de combinagao, o que
significa que podera ser resolvido mediante uma funcao geradora ordinaria. Por isso,

formulamos a func¢ao geradora ordinaria correspondente. No caso das bolas amarelas
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podemos retirar 0, 1 ou 2 vezes. Ja as bolas pretas e vermelhas podemos retira-las 0,

1, 2 ou 3 vezes. Em termos de funcao geradora ordinaria teremos:

amarelas pretas vermelhas
7\ N\
7 N 7 N 7

(:I:O—I—xl+x2).(x0+x1+x2+x3).($0+x1+x2+x35.

O que equivale a:

amarelas pretas vermelhas
7\ 7\ 7\
7 ) 7 7 )

(I+z4+2%) Q1+a+2>+2%) 14z +2°+2%),

isto é,

(1+z+2%)  (1+z+2>+2°)%

4

Como (1 +x +2%) =222 ¢ (1 + 2 + 2% +2%) = =2 a multiplicagio das funcoes

geradoras podem ser escritas como:
1—a3 (1—3:4)2_(1—953)-(1—1:4)2
l—2 “1—2’ (1 —x)?

Neste caso, podemos desconsiderar (1 — z)?, pois sendo seu resultado igual a (1 +

22 + 28), nao influenciard no expoente 3, que nos fornecera a solucao do problema.

Assim sendo, fazemos:

A=) oy L g (2R
Goap o) g = E(k)

k=0

—(1-a%). Kg)xu G))xl ; (;‘)yﬂ @xu] _

=(1—2% - [1+32+62°+ 102"+ -]

Aqui também nao serd necessario multiplicar todos os termos, apenas aqueles que
resultam no expoente 3. Manipulando apenas os termos que fornecerao a resposta,
temos:

102 — 23 = 923,

ou seja, sao possiveis 9 grupos com 3 bolas extraindo de um conjunto com 8 bolas,
sendo 2 amarelas, 3 pretas e 3 vermelhas.

Exemplo 5.24. Quantas solugoes existem na equacao 4z, + 2x9 + x3 = 16, sendo que
Ty > 1,19 > 1ex3={0,2}7

Note que para 4x; temos o conjunto de possibilidades {4,8,12,---}, o que corres-

ponde & seguinte série formal de poténcias (z* + 2% + 212 + - --). Porém, vimos que:
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_
(1—a%)

Fazendo uma pequena manipulagao algébrica, obtemos:

l+at+ 284+ 22+

1 1—(1—2a" z!
2! ot ot (1—m4) 1—at 1— a4 (5:4)

Para 2z, temos o conjunto de possibilidades {2,4,6,---} que corresponde & série

formal (22 + 2* + 25+ --.), que resulta em:

1 1 x?
1+22+at+ab r = = —— 1= —. (8.5
+xi a2+ — 2+t + a0+ (1_x2) - (5.5)

Por fim, para x3 temos o conjunto de possibilidades{0, 2}, que corresponde a (1 + z?).
Multiplicando 5.4, 5.5 e (1 + )%, temos:

(1 f4.r4) ’ (1 igz) (1+2%) = &

Manipulando algebricamente essa tltima expressao e fazendo uso do Teorema 3.2,

obtemos o seguinte:

6 o0
(1_x2)2_m'(1_3:2 Z( =

[ e (e (- ()

=25 (14222 4 32* 4+ 42° + 52% + 620 - ) = 254+22° + 3210+ 42" + 521 +62'0 +- - ..

Podemos parar a série em 62'® pois como os coeficientes que representam o resul-
tado da soma e os nimeros a serem somados sao inteiros e nao negativos, nenhuma
das varidveis pode assumir valor superior a 16. Assim, a expressao interrompida no
expoente 16 ja nos fornece a resposta procurada, qual seja, sao possiveis 6 solugoes.

A titulo de curiosidade, vejamos um caso no qual o uso sem critérios do Teorema

3.2 pode levar a equivocos, algo que podemos verificar no seguinte exemplo:

Exemplo 5.25. Quantas sao as solugoes inteiras e nao negativas da equacao x + 2y +
3z =127

Usando o Teorema 3.2, terfamos:
A variavel x pode assumir os valores do conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}.
Aqui a razao da progressao geométrica é x.
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Ja y pode assumir os valores do conjunto {0,2,4,6,8,10,12}. Se ao invés de y, a
variavel fosse x, a razao da progressao geométrica seria x2, ou seja, diferente razao do
caso anterior.

Por fim, z pode assumir os valores do conjunto {0,3,6,9,12}. Se ao invés de z, a

3

variavel fosse x, a razao da progressao geométrica seria x°, ou seja, diferente razao de

ambos 0s casos anteriores.

0

Nos trés casos, o caso correspondente a 0, 2°, y° e 29 sera registrado como 1, pois

2¥ =y =2 =1, e assim temos:

x
A

Q4+o+z?+23 +2* + 25 + 2%+ 2" 2%+ 27 + 210 + 2! 4+ 21?)
Yy z

N A
7 N\ N\

T e T N R N T R I SR Ry R

() () (72 -

_oo 1+k—1 k = 24+m—1 om = 3+n—1 3n k 2m 3n
S (T (B e (P e e
k=0 =0 n=0
B = [k . /m+1 . /n+2 k. 2m . 3n
)220 e

Note que para obtermos a poténcia 12, teriamos que resolver o problema k + 2m +

3m = 12, ou seja, retornariamos ao inicio do problema caindo num circulo vicioso.

Além de nao resolver o problema, haveria ainda o grande risco de se cair no seguinte
erro.
Se ao invés de z, y e z, tivéssemos montado a funcao geradora como sendo a

multiplicagao de poténcias todas com base x, terfamos:
1

El+IL’+$2+LC3—|—ZE4+LC5+IE6:—LC7+IE8+LC9+ZE10+ZL’H+IL’12)'

2
o\

(T2 a2+ 2+ 20+ 2.

z3
N

~

(1+T3+,L,6+TQ+,L,12)

Nesse caso, poderfamos considerar polinémios, ao invés de séries, pois como in-
terrompemos na poténcia 12, nao sera possivel a quaisquer das varidveis ter poténcia

superior, uma vez que os resultados devem ser inteiros e nao negativos.
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Porém, se ao invés de multiplicar os polindmios (ou séries), usassemos o teorema bi-

nomial generalizado sem os devidos cuidados, poderiamos cometer o seguinte equivoco:

Como estamos procurando z'? farfamos:

2 =% =12 =6k=k=2.

Lk—1\[2+k—1\(3+k—1\ ¢
2 2 ko)t T
121\ (242 1\ 3421\ 4
- 2 2 2 T
o 2 3 4 12 _ 12
=(5) () (3)= =1

ou seja, poderiamos ser induzidos a pensar que haveria 18 possibilidades, o que esta

Logo,

errado, pois vimos que a resposta correta ¢ 19. Isso mostra a necessidade do teorema
5.1 ser usado de modo criterioso, com a cautela de usa-lo apenas nas situac¢oes ou
partes da resolucao que envolvem séries de poténcia de mesma razao. Quando as séries
de poténcia nao forem da mesma razao, o método mais seguro serd a expansao da
multiplicagdo das séries ou dos polinémios, algo também nem sempre facil sem um

recurso computacional, conforme o caso.

5.3.5 Funcao Geradora Exponencial e Arranjos.

A fungao geradora exponencial é propria para a contagem do nimero de casos
nos quais a ordem ¢ relevante, ou seja, corresponde aquilo que na anélise combinatoria

tradicional é chamado de arranjo.
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Isso significa que as questoes que anteriormente resolvemos usando o arranjo, com
ou sem repeticao, podem ser todas resolvidas pelo método das fungoes geradoras ex-
ponenciais.

Novamente, cabe aqui ressaltar que podem surgir situagoes nas quais os métodos
tradicionais podem ser bastante dificeis enquanto que o método das fungoes geradoras
exponenciais pode ser mais facil e seguro.

Vejamos um caso ja resolvido pelo método tradicional sendo solucionado pelo mé-

todo das fungoes geradoras.

Exemplo 5.26. Em uma classe com 6 alunos, quantas comissoes podemos formar com
3 membros dessa classe, sendo que um dos membros serda o presidente, outro sera o

vice-presidente e o terceiro seré o tesoureiro, usando o método das fungoes geradoras?

Aqui também cada um dos 6 alunos pode estar ou nao no grupo a ser formado.
Se um determinado aluno nao fizer parte da comissdo, isso sera expressado como z?,
no qual o expoente 0 significa que esse determinado aluno nao faz parte da comissao.
Porém, se esse aluno fizer parte da comissao isso sera expressado como z', no qual o
expoente 1 significa que aquele aluno faz parte da comissao. Sintetizando, ambas as
situagoes sao expressadas pelo seguinte binémio (z° + z') = (1 + x).

Vamos supor que os 6 alunos sejam Ana, Beatriz, Carlos, Diego, Edson e Fernanda,
de maneira que representamos cada um desses alunos pela letra x com sub-indice
correspondente & primeira letra do nome. Assim, x4 serd Ana, rpg serd Beatriz, o
serd Carlos, xp serd Diego, g serd Edson e xp serda Fernanda.

Porém, diferentemente do que ocorria no caso das fungoes geradoras ordinarias,
aqui cada elemento da comissao representa uma posi¢ao. Por isso, ao invés de chaves,
usaremos parénteses, ou seja, se no caso das fungoes geradoras ordinarias represen-
tavamos cada comissdo como sendo (a, b, ¢), agora usaremos (a, b, c), pois a ordem é
relevante. Lembre-se que quando usamos chaves, estamos representando conjuntos,
de maneira que {a,b,c} = {a,c,b} = {b,a,c} = {b,c,a} = {c,a,b} = {c,b,a}, ou
scja, essas seis representacoes indicam um tnico conjunto, motivo pelo qual em ter-
mos de combinacao ou de fungoes geradoras ordinérias, representam um tnico caso.
Porém, no caso de arranjo ou de funcao geradora exponencial a situagao ¢ completa-
mente diferente, por isso passaremos a usar parénteses no lugar das chaves, ou seja
(a,b,c) # (a,c,b) # (b,a,c) # (b,c,a) # (¢,a,b) # (¢,b,a). Isso é facil de compreen-
der, pois podemos associar que a primeira posi¢ao é ocupada pelo presidente, a segunda
posicao é ocupada pelo vice-presidente e a terceira posicao pelo tesoureiro. Assim, a
comissao (a, b, ¢) significa que Ana sera a presidente, Beatriz a vice-presidente e Carlos
serd o tesoureiro, enquanto a comissao (¢, b, a) significa que Carlos serd o presidente,
Beatriz a vice-presidente e Ana serd a tesoureira, ou ainda a comissao (b, ¢, a) significa
que Beatriz seréd a presidente, Carlos o vice-presidente e Ana seré a tesoureira, e assim

sucessivamente, de maneira que com as mesmas 3 pessoas podemos formar 6 comissoes
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distintas. Portanto, note que para cada uma das combinagoes temos que multiplicar
pelo nimero de permutagoes que podem ocorrer dentro de cada grupo. No caso, ja
vimos que ha 20 combinagoes possiveis de 6 alunos tomados 3 a 3, desconsiderando a
ordem. Para introduzirmos a ordem dentro dessa contagem, que seriam os arranjos,
temos que multiplicar por 3!, pois cada um dos grupos com 3 elementos podem ter
3! permutacoes. Essa mesma situagao pode ser representada através de uma funcgao

geradora exponencial:

a()o a1 a2 o
fz) = 0' +Fx—|—2x—|—3

Temos que construir uma fungao geradora exponencial com essa forma, de maneira
que o coeficiente nos dara a resposta.

Cada um dos alunos a serem escolhidos sera representado por:
0, 1
(" +z)=(1+2x).

No qual o 0 significa que nao faz parte da comissao, enquanto 1 significa que faz
parte da comissao. Como o total de alunos que podem ser escolhidos sao 6, elevamos

a poténcia 6, obtendo o seguinte:

(1+2)% = 2%+ 62° + 152" + 202° + 152° + 62 + 1.

Estamos querendo calcular comissoes com 3 elementos, logo tomamos o termo 2023
e, em seguida, multiplicamos o numerador e o denominador por 3!, de maneira a surgir

ou seja:

202% = 202° (3—') (20-31) L 120 (x?))
31 31 3!

Isso significa que podemos formar 120 comissdes com 3 alunos escolhidos em um

3
a expressao i,

grupo de 6 alunos, sendo um presidente, um vice-presidente e um tesoureiro.

Apenas para confirmar, Ags = 6-5-4 = 120, mesmo resultado. Alids, esse era o
resultado esperado, pois tanto usando o método da combinagao sem repeti¢ao como o

método das funcoes geradoras deve-se resultar na mesma resposta.

Essa maneira de primeiro obter a funcao geradora ordinéria para depois configura-
la em uma fungao geradora exponencial seré possivel se todos os elementos envolvidos
tiverem cada um a mesma func¢ao geradora ordinaria. No caso, todos os elementos
tinham a mesma fung¢ao geradora (1 + x), por isso pudemos proceder do modo que

fizemos.
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Porém, isso ja nao mais serd vélido se algum dos elementos tiver uma fung¢ao ge-
radora diferente das dos demais elementos, situagao em que teremos que realizar a
multiplicagao de cada uma das funcoes geradoras envolvidas. Vejamos um exemplo em

que isso acontece.

Exemplo 5.27. De quantas maneiras podemos formar uma comissao cientifica de 3
professores, na qual um serd o presidente, outro serd o vice-presidente e o terceiro
serd o secretario, escolhidos de uma institui¢ao de pesquisa composta por 2 professores

argentinos, 3 professores brasileiros e 3 professores colombianos?

Note que os 3 membros da comissao cientifica podem ou nao ser da mesma nacio-
nalidade. Assim sendo, serd possivel que a comissao seja composta por 3 professores
colombianos, por exemplo, ou por 1 professor brasileiro e dois argentinos. Note tam-
bém que as comissoes serao distintas se um determinado professor for o presidente da
comissao e em outra for o secretario, o que significa que a ordem é relevante. Portanto,

seré caso de funcao geradora exponencial, que podemos representar do seguinte modo:

Argentinos: (1 + = + 2?)
Brasileiros: (1 4z + 2% + 23)
Colombianos: (1 + x + z? + z°)

Lembrando que 1 estd associado ao expoente 1’ e significa nao fazer parte da
comissao, enquanto o expoente ! significa que tem um tnico de certa nacionalidade, x2
significa dois de certa nacionalidade integrando a comissao e 23 todos os trés membros
da comissao tém a mesma nacionalidade. Assim sendo, multiplicamos os polinémios

observando as seguintes etapas. Em relagao aos professores argentinos, temos:

1 v
+ﬂ7+§ .

Em relacao aos professores brasileiros e colombianos, temos:

2 2 x? a8 22 23\?
<1+SL‘+§+§>-(1+CL’+2—!+§):<1+$+§+§> =

149 1 1 1 9 1 1 1 1 3 1 1 1 4
=142+ a'i‘ +2—! xr° + y'ﬁ‘aﬁ‘a*f‘y xr° + y'ﬁ‘ﬁ‘l—j T+

1 1 5 1 6
+2'—3'+2|—3'x+ﬁx

Como nos interessa apenas as expressoes com o expoente 3, nao vamos multiplicar
toda a expressao, mas apenas aquelas que resultam no expoente 3, de maneira que

podemos reduzir as contas aos seguintes termos:
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) x? 9 1 1 1 9 1 1 1 1 3
+£U+§ - |22 + a'i‘ +5 x° + 54‘54‘54-5 x°| .

E ainda, manipulando apenas os termos que resultam no expoente x>, teremos:

2
23;. .T_ +x- l_|_1_i_l x2+1' l+l+i+l $3=$3+2£C3+il$3=1—3$3.
(22)

2! 2! 2! 32t 2t 3l 3 3
(5.6)
Para aparecer 3! no denominador de 5.6, associamos a expressao na forma %x“
Fazemos:
=27 T3 96 22 ). 5.7
37 T 3.2.1" (3!) (5.7)

E assim chegamos na expressao 5.7, cujo coefiente nos fornece a resposta, ou seja,

podemos formar 26 comissoes.



6 Proposta de ensino de analise

combinatoria para o ensino médio

Conforme dissemos na introdugao, os estudos relativos aos problemas de contagem
tiveram importantes transformacoes nas tltimas décadas, sobretudo pela crescente im-
portancia da computacao na vida das sociedades contemporaneas.

Por conta das transformacoes, entendemos relevante que o ensino desse contetido
matemaético deve ser adaptado aos avangos que a computagao introduziu na vida co-
tidiana, sobretudo no ensino médio, onde os alunos, em geral, ja tem familiaridade e
destreza no uso de computadores e seu aplicativos.

O ensino de analise combinatoéria ainda vigente é aquele que encontramos ha varias
décadas desde quando nem se imaginava que seria possivel obter resultados com relativa
facilidade, através de computadores, algo que atualmente é uma realidade cada vez
mais presente. Isso significa que o mundo real exige avancos no contetido do ensino da
matemética discreta que no ensino médio esta restrito a analise combinatoéria.

Por conta disso, estamos propondo que o contetdo relativo aos estudos de analise
combinatéria podem avancar no sentido de introduzir novos problemas e novas fer-
ramentas de resoluc¢ao de problemas. Esses novos problemas significam a introducao
de questoes mais complexas que os assuntos tradicionais que encontramos nos livros
didéticos disponiveis.

Nossa proposta é de introduzir Ensino Médio, na disciplina de matematica, um
conjunto de 6 aulas a serem ministradas no segundo ano, pois é geralmente neste
periodo que o ensino de analise combinatéria é ministrado.

Esse conjunto de 6 aulas seriam assim dividido:

1* aula - Apresentacao do objeto de estudos da analise combinatéria. Mostrar como
foi construido o conjunto dos niimeros naturais, a partir dos axiomas de Giuseppe
Peano, e sua adequagdo para os problemas de contagem (definicao 2.1). Ainda nesta

KO

aula, mostrar que foi a partir do 5° axioma que surge o principio da inducao finita

como método proprio de demonstragao dos teoremas da matematica discreta.

2% aula - A segunda aula seria dedicada completamente a desenvolver a aprofundar

104
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o principio da inducao finita através de exposi¢ao tedrica e realizacao de exemplos
concretos de demonstragao de teoremas, igualdades e desigualdades relativas a niimeros

naturais usando esse principio (exemplo 2.1, exemplo 2.2, exemplo 2.3).

3% aula - Na terceira aula seriam apresentados os conceitos de fatorial e de ntimeros
binomiais, bem como a construcgao do triangulo de Pascal e os diversos teoremas que dai
decorrem (defini¢ao 3.1, definigao 3.2, exemplo 3.3, exemplo 3.7, exemplo 3.8, exemplo
3.9, exemplo 3.10).

4* aula - Na quarta aula seriam apresentadas as operac¢oes fundamentais da conta-
gem (subsegao 3.4.1), para em seguida, expor individualmente as operagoes de arranjos,
permutacoes e combinagoes, com ou sem repeticao, dando destaque as diferencas entre
as mesmas (subsegao 3.4.1, exemplo 3.20, exemplo 3.21, exemplo 3.22, exemplo 3.23,
exemplo 3.25, exemplo 3.26, exemplo 3.27, exemplo 3.28, exemplo 3.31, exemplo 3.32,
exemplo 3.33, exemplo 3.34, exemplo 3.36, exemplo 3.38, exemplo 3.39, exemplo 3.42,

exemplo 3.43, exemplo 3.45, teorema 3.9, exemplo 3.46, exemplo 4.1, exemplo 4.5).

5% aula - Na quinta aula seriam apresentados outros principios de contagem que
possibilitam a resolu¢ao de problemas combinatorios mais complexos, inclusive aqui
apresentarfamos novos problemas, como o dos caminhos de uma cidade a outra, bem
problemas mais complexos relativos as somas lineares de niimeros naturais com co-
eficiente 1, problemas estes inéditos em livros didaticos (exemplo 4.6, exemplo 4.11,

exemplo 5.25).

6* aula - Na sexta e ultima aula, seriam expostas nocgoes de fungoes geradoras e
como elas podem resolver problemas combinatérios. Os exemplos seriam apresentados
comparando com outros exemplos ja resolvidos nas 4% e 5% aulas, para mostrar que
em diversas ocasioes o método das funcoes geradoras facilita a solugao de problemas
combinatoérios, bem como finalizando com uma série de exemplos que somente sao
possiveis serem resolvidos pelo método das fungoes geradoras, como o caso de somas
lineares com coeficientes maiores do que 1 e o jogo de dados (defini¢ao 5.1, se¢ao 5.2,
exemplo 5.5, exemplo 5.6, subsecao 5.3.3, exemplo 5.15, exemplo 5.23, exemplo 5.24,
exemplo 5.26, exemplo 5.27).

Com esse conjunto de aulas, entendemos que o aluno de ensino médio poderé adqui-
rir um conhecimento panoramico daquilo que tradicionalmente é ministrado no ensino
médio e também terd um contato inicial com o assunto de fungoes geradoras.

Além dos exemplos apresentados, questoes de anélise combinatoéria sao encontradas
em diversos vestibulares e provas, dentre as quais escolhemos algumas a titulo de

sugestao para eventual aprofundamento.
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Exemplo 6.1. (OBMEP - 2014 - nivel 3)! O simbolo n! é usado para representar o
produto dos nimeros naturais de 1 a n, isto é, n!=n-(n —1)---2- 1. Por exemplo,
4!=4.3-2-1=24. Sen!=21%.3%.5%.72.11-...13, qual ¢ o valor de n?

Como n!=21.36.53%.72.11...13, temos que n > 13. Por outro lado, temos:

131=13-(2*-3)-11-(2-5)-3%-2°.7-(2-3)-5.2*.3.2=13-11-7-5%-3°. 2"
que corresponde ao seguinte:

n!  2Y.30.5%.72.11-13
13! 13-11-7-52.3%.210
Por fim, temos:

=2°.3.5.7=14-15-16.

nl=(13!)-14-15-16 = 16!
Assim, n! = 16!, portanto, n = 16.

Exemplo 6.2. (UNESP-2013) Quantos sdo os nimeros naturais que podem ser de-
compostos em um produto de quatro fatores primos, positivos e distintos, considerando

que os quatro sejam menores que 307

Os nimeros primos, positivos, distintos e menores que 30 sao dados pelo seguinte

conjunto P.

P=1{2,3,5"711,13,17,19, 23,29}

Assim sendo, temos dez ntimeros primos menores do que 30.
Temos que escolher quatro desses dez niimeros primos, observando que em se tra-
tando de produto, a ordem dos fatores nao altera o resultado, evidenciando tratar-se

de caso de combinagao simples, sem repetigao:

10\ 10!
= — = 210.
(4) e~ 21

Portanto, ha 210 niimeros naturais que podem ser decompostos em um produto de

quatro fatores primos, positivos e distintos, menores do que 30.

Exemplo 6.3. (FUVEST-2001) Uma classe de Educagao Fisica de um colégio é for-
mada por dez estudantes, todos com alturas diferentes. As alturas dos estudantes em
ordem crescente, serao designadas por hq, hg, -+, hig(hy < hy < -+ < hg < hyg). O
professor vai escolher cinco desses estudantes para participar de uma demonstragao na

qual eles se apresentarao alinhados, em ordem crescente de suas alturas. Dos (150) = 252

L OBMEP - Olimpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas.
O nivel 3 corresponde ao ensino médio
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grupos que podem ser escolhidos, em quantos, o estudante cuja altura ¢ hz, ocupara a

posicao central durante a demonstracao?

Para que o estudante de altura h; ocupe a posicao central na demonstracao, de-
vem ser escolhidos dois estudantes dentre os estudantes de altura menor do conjunto
{h1, ha, h3, hy, hs, hg} e outros dois estudantes de altura maior do conjunto {hsg, hg, 1o}

Assim, o estudante de altura h; ocupara a posicao central em

(g) . (2) = 45 grupos.

Exemplo 6.4. (ENEM-2014) Um cliente de uma videolocadora tem o habito de alu-
gar dois filmes por vez. Quando os devolve, sempre pega outros dois filmes e assim
sucessivamente. Ele soube que a videolocadora recebeu alguns lancamentos, sendo 8
filmes de acao, 5 de comédia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu uma estratégia para
ver todos esses 16 lancamentos. Inicialmente alugara, em cada vez, um filme de agédo e
um de comédia. Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugara
um filme de acao e um de drama, até que todos os lancamentos sejam vistos e sem
que nenhum filme seja repetido. De quantas formas distintas a estratégia desse cliente

podera ser posta em préatica?

Para resolver este problemas, usamos o principio multiplicativo.

Inicialmente, o cliente comeca escolhendo filmes de acao e de comédia. A cada
escolha vai diminuindo um filme de cada género, até terminar os 5 filmes de comédia.
Assim, temos:

(8-5)-(7-4)-(6-3)-(5-2)-(4-1).

Ainda restam 3 filmes de ag@o para serem vistos com os 3 filmes de drama. Analoga-
mente, temos:

(3-3)-(2-2)-(1-1).

Por sua vez, usando novamente o principio multiplicativo, temos:
(8:5) (T-4) (6+3) (5-2) - (4-1) - (3:3) - (2-2) - (1-1) =

=(8-7-6-5-4-3-2.1)-(5-4-3-2-1)-(3-2-1) =
= 815131,

Exemplo 6.5. (ENEM-2015) Uma familia composta por sete pessoas adultas, apos
decidir o itinerario de sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou
que o voo para a data escolhida estava quase lotado. Na figura, disponibilizada pelo
site, as poltronas ocupadas estao marcadas com X e as tnicas poltronas disponiveis
sao as mostradas em branco.

Calcule o numero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo.
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Pela figura constata-se que ha 9 lugares disponiveis a serem ocupados pelos 7 mem-
bros daquela familia. Note ainda que escolhidos 7 lugares, a mudanca entre os 7
membros daquela familia significam novas possibilidades, o que significa um caso de

arranjo simples.

9! 9!
Agr = ———— = = = 181.440.
YT 9-17) 2l

Portanto, ha 181.440 formas dessa familia se acomodar no aviao.

Exemplo 6.6. (PROFMAT - Exame Nacional de Qualificagao - 2015) Sera formada
uma fila com h homens e m mulheres, onde h > 2 e m > 1.
(a) Quantas filas distintas poderao ser formadas, tendo um homem no final da fila?
(b) Qual a probabilidade de uma das filas do item (a) ter um homem na primeira

posicao da fila?

Em relagao ao item (a), temos h possibilidades de escolher uin homem para o final
da fila. Em seguida, formamos uma fila com (h +m — 1) pessoas (h — 1 homens e m
mulheres), que pode ser feito por permutacao simples (h +m — 1)!. Assim, chegamos

ao seguinte resultado:

h-(h+m—1)!

Em relagao ao item (b), para termos um homem no inicio da fila e outro no final
da fila, temos h possibilidades para o homem no final da fila e (h — 1) homens para o
comego da fila, restando a permutagao simples de (m + h — 2)! maneiras de dispor as

demais pessoas da fila (h — 2 homens e m mulheres), resultando em

he(h—1)-(h+m—2)!

Dividindo esse resultado pelo outro resultado obtido no ftem (a) teremos a seguinte
probabilidade:
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(h—=1)-(h+m-2)!  h-1
h-(h+m-1!  hd+m-—-1

Exemplo 6.7. (OBMEP - 2015 - Nivel 3). Em uma Olimpfada de Matemaética, foram

distribuidas varias medalhas de ouro, varias de prata e varias de bronze. Cada parti-

cipante premiado podde receber uma tnica medalha. Aldo, Beto, Carlos, Diogo e Elvis
participaram dessa olimpiada e apenas dois deles foram premiados. De quantas formas

diferentes pode ter acontecido essa premiagao?

Chamando cada participante pela primeira letra de seu nome, as possibilidades de
escolha dos dois premiados sao: AB , AC, AD , AE, BC, BD , BE, CD , CE ,
DE, ou seja, ha 10 possibilidades. As possibilidades de escolha das duas premiagoes
sao: Ouro Ouro, Ouro Prata, Ouro Bronze, Prata Ouro, Prata Prata, Prata Bronze,
Bronze Ouro, Bronze Prata e Bronze Bronze, ou seja, hd 9 possibilidades. Pelo principio

multiplicativo, as diferentes formas de premiacao sao 10 -9 = 90 formas diferentes.

Exemplo 6.8. (Problema dos dados de Galileo) Quantas sdo as possibilidades de

jogando trés dados obter a soma 1072

Para resolver este problema, usaremos o método das fungoes geradoras.

Cada um dos dados tem como resultado o conjunto de ntimeros {1,2, 3,4, 5,6}, nao
importando em qual ordem os trés dados estejam, o que significa a seguinte funcao
geradora ordinaria:

(a' + 2+ 2° + 2t + 27 + ).

Cada um dos expoentes representa um dos resultados possiveis de cada dado.

Como sao trés dados, elevamos ao cubo e expandimos da seguinte maneira:

(' + 2?2+ 2+ 2t + 27+ 2% =2 1+ 2 +2° +2° + 2" +2°)%

Obtendo a correspondente série formal de poténcia, temos:

P (l+r+2+28+ 2+ =1 —2% (T+z+22+--)° =

AO-0-0- Q)01 ]

Em seguida, para obter o coeficiente de z7, fazemos:

(- C7)- () () s

Portanto, jogando trés dados, temos 27 possibilidades de obter a soma 10.

2Extraido do livro de Michael Townsend [10], pagina 110
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