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Resumo

Oliveira, L.F. Fotoassociacdo cadtica no Oscilador de Morse 2014 Dissertagdo
(Mestrado em Fisica Aplicada) - Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas,

Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Rio Claro, 2014.

Na presente dissertacdo investigamos a fotoassociacdo de moléculas diatdbmicas com
pulsos de laser sob o ponto de vista da mecanica cléssica, onde esta consiste na
formagdo de moléculas a partir de atomos em colisdo pela interacdo com campos
externos. Esse sistema ¢ modelado pelo oscilador de Morse forcado que apresenta
dindmica caotica. Resolvemos as equagdes cldssicas de movimento e definimos uma
probabilidade de fotoassociacdo que permite fazer comparagdes com resultados
quanticos. Dessa forma investigamos o comportamento cadtico da dinamica da
formagcdo de moléculas com laser e analisamos os pulsos adequados para a
fotoassociagao através da aplicagdo de algumas técnicas de controle, que incluem pulsos
com forma pré — determinada e pulsos obtidos com uma técnica de controle local.
Encontramos que pulsos com duas frequéncias modulada sdo igualmente capazes de

promover a formagdo de uma quantidade relevante de moléculas a partir de atomos

livres.

Palavras chaves: Fotoassociacao, caos, oscilador de Morse, técnicas de controle.



Abstract

Oliveira, L.F. Photoassociation in chaotic oscillator Morse 2014. Dissertation (Master
in Applied Physics) - Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, Universidade Estadual

Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Rio Claro, 2014.

In this work we investigate the laser-pulse photoassociation of diatomic molecules laser
from the point of view of classical mechanics, the photoassociation consists of the
formation of diatomic molecule from a pair of colliding atoms by the action of external
fields. This system is modeled by the driven Morse oscillator. We solve the classical
equations of motion and we define a probability of photoassociation we define a
photoassociation probability allowing comparisons with quantum results. Thus we
investigated the chaotic behavior of the dynamics of formation of molecules with laser
and analyze appropriate schemes for photoassociation by applying certain control
techniques, which include pulse of pre-defined shape as well as control pulses locally

determined .

Key words: photoassociation, chaos, driven Morse oscillator, control techniques.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O estudo da dinamica de atomos e moléculas bem como sua interacdo com
campos externos dependentes do tempo tornou-se ao longo dos anos uma fascinante
area de estudo. De uma forma geral as interagdes e a dinamica dos processos colisionais
€ o que as torna significativamente interessante um exemplo da importancia desse
processo ¢ que entender a dindmica de colisdes (espalhamento) ¢ fundamental para o

estudo da matéria.

Dois atomos em colisdo podem formar uma molécula devido a emissao de
fotons (a fotoassociagdo pode haver tanto pela emissdo de fétons como pela absorcao
deles. Se os atomos em colisao absorvem um foton eles ganham energia e formam uma
molécula no estado eletronico excitado, por outro lado se ha emissao durante a colisdo
os atomos podem formar uma molécula no estado eletronico fundamental) provenientes
de um campo externo. Esse processo ¢ chamado de fotoassociagdo [1]. Entre as
motivacdes para estudar tal processo estd o controle das reagdes quimicas [2] € a
espectroscopia precisa de colisdes fotoassociativas. A fotoassociagao de moléculas em
um gas ultrafrio foi a primeira abordagem bem sucedida para criar um gas de moléculas
no estado fundamental em temperaturas da ordem de microkelvin [3,4]. Um gas
molecular ultrafrio ¢ um sistema que oferece aplicacdes promissoras tais como novas
plataformas para a computagdo quantica e o controle preciso da dindmica molecular [4-

6] e de condensado de Bose-Einstein moleculares [7].

Em uma primeira aproximacdo, a interagdo de uma molécula diatdmica
heteronuclear com um laser pode ser modelada através do estudo de uma particula em
um potencial unidimensional. Para realizar o presente estudo utilizamos o potencial de

Morse. Este potencial foi proposto em 1929 por Philip Morse descrevendo a interagdo



entre os nucleos de uma molécula diatdmica [8], sendo fundamental para o estudo da
dindmica molecular, pois reproduz de forma realista a anarmonicidade das vibragdes
moleculares. O espectro do potencial de Morse ¢ composto por duas partes disjuntas.
Uma parte contém os estados ligados, representando a molécula em movimento de
vibracdo. A outra parte contém os estados livres ou nao ligados, representando uma
molécula dissociada ou um par de &tomos em colisao. No modelo do oscilador de Morse
sO0 ha a possibilidade dos atomos emitirem fotons perdendo energia, ou seja, durante o

processo de colisdo haverd a emissao de um ou mais fotons.

A interagdo entre a molécula e o laser pode ser tratada na aproximagao de dipolo
através da interacao de dipolo, dessa forma, um termo adicional ¢ adicionado a
Hamiltoniana, consistindo do produto entre o dipolo permanente da molécula e o
componente do campo elétrico do laser na direcao do dipolo [9-10]. Com a adi¢do desse

termo o oscilador de Morse passa a ser forgado.

Um ponto a ser destacado ¢ o fato de que as solugdes classicas do potencial de
Morse forcado apresentam em geral comportamento cadtico, 0 que torna esse sistema
um paradigma no estudo do caos quantico [11-14] bem como para as comparagdes

classico-quantica [15-18].

De maneira analoga ao processo da dissociacdo, a fotoassociacdo classica no
oscilador de Morse apresenta dindmica cadtica e desse modo ocorre através de rotas
caoticas, para campos fracos o espaco de fase ¢ dominado por tori KAM (Kolmogorov-
Arnold-Moser) e as regides caoticas, relacionadas as orbitas periodicas instaveis das
ressonancias ndo lineares, cobrem uma area relativamente pequena do espaco de fases
(caos local)[19]. Quando a intensidade do campo aumenta, as ilhas de ressondncia se
alargam e eventualmente se sobrepdem, enquanto a maioria dos tori desaparece. O
espaco de fases ¢ entdo dominado por orbitas caoticas (caos global) o que leva a
dissociacao da molécula. O espalhamento cadtico ¢ um tema de interesse fundamental
na fisica ndo-linear devido a inlimeras aplicagdes existentes em areas como a mecanica
celeste, fisica atdmica e nuclear, mecanica dos fluidos entre outros [20]. Apesar de sua
grande importancia teorica e pratica, existem até o presente momento poucos trabalhos
que aplicam o potencial de Morse em uma abordagem classica do problema da

fotoassociagao.



A identificag¢@o apropriada dos campos externos otimizados e dos mecanismos
fisicos relacionados ¢ imprescindivel para o controle eficiente dos processos de

fotoassociagao.

O objetivo deste trabalho consiste em estudar o controle da fotoassociagdo entre
os atomos através da aplicagdo de um campo externo dependente do tempo sob o ponto
de vista da mecanica cldssica. Assim, investigamos o comportamento caotico da
dindmica da formagao de moléculas com laser e analisamos os pulsos adequados para a

fotoassociagdo através da aplicag@o de algumas técnicas de controle.
A presente dissertagdo esta organizada do seguinte modo:

O capitulo 2 ¢ dedicado a apresentar o modelo do potencial de Morse, o
problema de dois corpos, o céalculo da probabilidade de Fotoassociacao e as mudancas
de variaveis. No capitulo 3 apresentamos as evidéncias de que o problema apresenta
caos no processo de espalhamento, ja no capitulo 4 apresentamos o método de controle
com pulsos de forma fixa. Utilizamos pulsos bicromadticos e pulsos de frequéncia
modulada que hoje sdo ferramentas disponiveis em laboratorios [14-16,21-22]. Ja no
capitulo 5 utilizaremos técnica de controle local. O controle local recebe esse nome,
pois o campo elétrico € construido durante a propria evolugdo do sistema e, portanto ¢
determinado localmente no tempo, ou seja, o pulso de laser se molda conforme as

necessidades do sistema e finalmente deixamos as conclusdes para o capitulo 6.



CAPITULO 2

MODELOS E METODOS

2.1 Problema de dois corpos

O presente problema consiste em dois atomos em colisdo, ou seja, a tentativa
para que haja a formacdo de uma molécula diatomica e neste caso os 4tomos escolhidos
foram o hidrogénio e o fluor. Faremos uma analogia a formagdo de uma molécula
diatdbmica a um problema de dois corpos. Sendo duas particulas de massa m,; e massa
m, e coordenadas de posi¢do X; e X, em relagdo a origem do sistema. A massa reduzida

do sistema ¢ dada por

mym;
m, =———, (2.01)
mq + m,
¢ a massa total ¢ fornecida pela relagdo abaixo
M = m1 + mz ) (202)
a coordenada do centro de massa € expressa como
. mixX; + myx,
Ry = ———— 22 (2.03)
mq + m,
jé a coordenada relativa entre o 4tomo 1 e o 4tomo 2 ¢ definida por:
X=X —X3. (2.04)

Neste trabalho estamos interessados apenas no movimento vibracional da
molécula entdo iremos desprezar qualquer contribuicdo rotacional, desse modo as

coordenas do centro de massa nao terdo importancia significativa, reduzindo nosso



problema a apenas as coordenadas relativas. Dessa forma a energia do sistema que era

definida por:

1 1
E= EMX”"Z + Emrfcz + V(xem) + V(X) (2.05)

Passa a ser definida por:

1
E= Emrfcz + V(x) (2.06)

Logo um problema de dois corpos foi reduzido a um problema de um unico
corpo. Dessa forma a Hamiltoniana livre do nosso problema (na auséncia de campos

externos) pode ser escrita como:

2

2m,

Ho(x,p) = +V(x), (2.07)

onde p = m,x, V(x) é o potencial que utilizamos para descrever o problema, m, ¢ a

massa reduzida de dois atomos e a x € a distancia internuclear.

Sabendo que o movimento relativo de um par de atomos ¢ andlogo a uma

particula sujeita ao potencial de Morse. Podemos partir para a discussao da se¢do 2.5

2.2 Potencial de Morse nédo perturbado

A func¢do potencial V(x) para o movimento relativo de dois nucleos atdmicos na
presenga das nuvens eletronicas ¢ uma fun¢do complicada de x. Para que V(x) seja
fisicamente aceitavel, ela deve preencher os seguintes requisitos: deve ir a um valor
constante para x — oo, deve ter um ponto minimo em x = X, , ir para infinito em x = 0

e descrever o espectro vibracional corretamente.

Assim Philip Morse prop0s a seguinte forma funcional:

V(x) = D[e—Za(x—xe) _ Ze_a(x_xe)], (2.08)



a — alcance do potencial (largura do pogo potencial),

X, — posi¢ao de equilibrio (Ponto no eixo x onde o potencial tem o seu menor valor),

D- energia de dissociacao (profundidade do pogo),

x — € a distancia internuclear.

onde os pardmetros D, a podem ser determinados a partir de dados espectroscopicos.

Na figura 2.1 podemos notar o comportamento grafico do potencial de Morse e
identificar os parametros mencionados na equacao 2.08 e sua influéncia neste

comportamento.

V(x)

E=0

0400400000000000000 00000000 0000000 O

Figura 2.1 - Potencial de Morse paraxy = 0,a=1eD = %
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Figure 2.2- Imagem ilustrativa dos niveis energéticos do potencial de Morse.

Existem duas regides onde as condi¢des de contorno sdo distintas para as
energias positivas e negativas. Podemos notar que se trata de um potencial atrativo para
distancias acima da posi¢do de equilibrio e repulsivo para distdncias abaixo dessa

posicao.

A figura 2.1 mostra o potencial de Morse onde podemos notar uma regido que
para os valores de energia negativa temos o que chamamos de estados ligados, que sdo
estados de energia discreta, para os quais a molécula esta formada (equagao 2.09). O
numero de estados ligados depende exclusivamente dos parametros da molécula e isso
estd ilustrado também na figura 2.2. Para o caso de energias positivas temos um

continuo de energias que se estende desde zero até o infinito.

E interessante observar que a equacgdo (2.13) foi obtida por meios puramente
matematicos. As solugdes fisicas que representam as autofungdes devem satisfazer as
condigdes de contorno do potencial. O nimero de estados ligados depende

exclusivamente dos parametros da molécula.

Como foi mencionado no capitulo anterior o oscilador de Morse sob a agao de
campos externos em uma abordagem quantica vem sido intensamente investigado a
décadas. Apesar de sua importancia tedrica e pratica existe até o presente momento

poucos trabalhos que aplicam o potencial de Morse em uma abordagem classica do



problema de fotoassociagdo. Portanto, todos os estudos neste trabalho serdo realizados

sob um ponto de vista da mecanica cléssica.

A partir do potencial (equacdo 2.08) ¢ possivel calcular a Forca atuante no

sistema derivando-o com respeito a posi¢do. [25]

_ AV, (x) _ d (D(l - e—a(x—xo))2 _ D)

dx dx ’

d(D — 2De~**~%0) 4 pe=24(x*0) — D)

dx ’
d(_ZDe—a(x—xO) + De—Za(x—xo))
dx ’
2
F= —2DaZ(—1)”e‘a(3‘")("‘x0) . (2.14)
n=1

Podemos obter a equagao de movimento de uma particula sujeita ao potencial de

Morse pela segunda lei de Newton

d?x
F = mﬁ, (215)
d2x <= 4Da
TS ) T (e e = o, (2.16)
n=1
Definindo
4Da
a = 7 ’ (217)
teremos que
2
dzx a n,—a3-n)(x—xy)
F-FZE(—:D e o/ =0, (2.18)
n=1

reorganizando os termos e integrando a equacao temos que:



2 2 _1\n
l(%) N EDT aemeery) - (2.19)

2\dt ] 2a(3 —n)

Onde ¢ ¢ uma constante de integracao e pode ser relacionada diretamente com a
energia do sistema (essa relagdo pode ser obtida lembrando que a energia do sistema ¢

dada pela soma da energia cinética com a energia potencial), onde:
E=—c¢. (2.20)

Reescrevendo as equagdes temos

2
(%) =e— % g~2a(x=xo) 4 %e‘“("‘xo). (2.21)

Declarando como nova variavel

y = ea(x—x0) o dy = ae~**~%o)dx, (2.22)
temos que
(B) —em s 223
dc) ~°¢ 2ay?  ay’ (2.23)
d
4 - dt, (2.24)

1
- = dt, (2.25)

1fy dy —Jtdt 2.26
ayz( ay_a)l/z_ . (2.26)



Assim obtemos

= t—ti, (227)

A solucio de tal equagdo depende do coeficiente y? no denominador do
integrando. De acordo com o valor dado a € encontra-se solucdes diferentes para tal
equacdo. Como ja foi dito anteriormente o valor de & depende diretamente do valor da
energia E e sera calculada separadamente de tal forma que seja dada uma solugao para
os casos de energia (maior e menor que zero). Foi realizada uma comparacao da solucao
analitica com a solugdo numérica onde a solugdo numérica foi obtida através do

algoritmo de Runge Kutta de quarta ordem.
2.2.1 Energias negativas

Para o oscilador de Morse, trajetorias com energia E tal que E <0 sdo
oscilatorias, representando o movimento relativo da vibragdo molecular. Este

movimento relativo ¢ analogo a particula confinada no poco.

L[ 4y = 2.28
_y 2, @ a iz =t~ b (2.28)
(e +37-20)
11 Jy dy t—t;
-z = , (2.29)
aa i (_m)l/Z(_E 2+Q _2)1/2 (_ﬂ)l/Z
2E m Y m”Y " m 2E
organizando os termos chegamos em
y d E 2
y . 2
in oD N iwo(t —t;) (—5) : (2.30)
(2 -Fr+E

Reescrevendo



1

(1 iy—z) J:: [(i : i/]i)l/z ~ (i : ;,:)1/21 dy =i (%E)z wolt— £,

ndo esquecendo que y; e y, sdo raizes do polindmio presente na integral

1 1
D+D(D+E)E D D<D+E)§
= — e e = — = —
YTEIEITIEIN D Y2=1E[ T1EIV D

2
Definindo w? = y — y; e sendo u? =

1-y2)
temos que,
1 1
[ Y=y \"? ~Yi\z ENzZ w, ,
arccos ( ) — arccos ( ) =— (— —) —(t—t),
Vi— Y2 Vi— Y2 D/ 2
ou ainda ,
1/2 E z
arccos I( 1 y) l = - (——) = (t - ti),
Y1i—Y2 D/ 2
tal que,

2 — aN1/2
ti =t + ———5 — arccos l<u> l,
Y1i—Y2

organizando os termos

1

EN2Z wg ,
y=3’1+(3’1_3’2)C052 (‘B) 7(t_ti) )

relembrando a relagdo

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)



cos?(a) + sen?(a) = 1.

E substituindo os valores de y (y = e®**~%0)),y, e y, aplicando o logaritmo

natural temos que

1 | D
x(t)=x0+aln|—— 1-— cos (——) wo(t —t))

- > (2.37)

N — |

Do mesmo modo que expandimos o potencial de Morse em série de Taylor
conseguimos obter a relagdo da posi¢do em funcdo do tempo para o oscilador

harmodnico se expandirmos a equagdo 2.37 do mesmo modo.

Sendo In(1 — x) = x e préximo ao ponto de equilibrio E = —D , conseguimos

obter

x(t) = écos(wo(t — t{)) (2.38)

De tal modo podemos notar que o comportamento sera igual ao de um oscilador
harmoénico proximo ao ponto de equilibrio, podemos evidenciar esse comportamento na

figura 2.3 que mostra como a posi¢ao se comporta em fungao do tempo.

12

Teorhe - mal e rics
- ard.analitlzs

" A

Q 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 2.3- Comportamento da posicio em fun¢io do tempo para energias menores que zero.
Comparacao da solucao analitica com a solucio numérica para o potencial de Morse livre xo = 0,a =

1
1,m—1,D—E



J& as trajetérias com energias positivas com energia maior que zero escapam

para o infinito, representando uma molécula dissociada ou dois 4&tomos em colisdao, ou

seja, a situagdo na qual a molécula ndo esta formada e os dtomos podem se afastar

indefinidamente. E isso fica evidenciado na figura 2.4 onde fica claro que x tende a

infinito no decorrer do tempo.

1Y dy B
al, [, « aNiz o Pt
(o vy )
dy

y :t—ti

1
- 2E 4Da 4Da\2
af, sb o APa aDa

yl(my ma Y Zma)

)

Assim temos que

jy - ylc)l?y e A <g)2’

y

sendo

D

1 1
-D D<D+E)E _—D D<D+E>E

= + _—
V1 E E

D

Resolvendo pelo método de integragdo de fragdes parciais

1

01 iyZ) 'I:: (i : ij) ¥ (1 i3’2) -[y): (i : 2) ay = (gf wolt — 1),

2

Declarando w? = y — dou? = '
eclarando w Yy — Yz €scndou 1-y2)

Temos que

1

y_ 1 (PG-y), (B .
in (y_Y1)dy (3’1—3’2)in w? dy_(D) wolt = tu),

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)



e resulta em

1
y—Y2 Uzl EN2 wg
arccosh ( ) = (—) —(t—t), 2.46
l V1= Y2 D/ 2 ' ( )
onde
2 1
ti=t; — — arccosh (M)Z . (2.47)
EN2 Y1—= Y2
(5)" w0
Organizando os termos
1
5 [ (E\2 Wo ,
y =y2 + (y1 — y2)cosh (5) - =t (2.48)
relembrando a relacao
cosh?(a) = cosh(2a) + 1

2 )

substituindo os valores de y, y; e y, e utilizando o logaritmo natural temos que

N| =

(t) = 1l D(|E+D h (E) t—t 1 2.49
x —x0+anE D Cos D wo(t—1¢) | — (2.49)
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Figure 2.4- Comparacdes da solucio analitica com a solucio numérica para o

potencial de Morse livre E > 0,xg = 0,wo2 =1,m=1,D = %

Uma vez identificada a posicdo e o momento inicial é possivel construir as
trajetorias do espago de fase, j& que o espaco de fases ¢ definido como o espaco
formado pelas posigdes iguais e seus respectivos momentos conjugados. E fisicamente
quando falamos de espaco de fases falamos sobre a representacdo de um possivel estado

do sistema mecanico.



E>0

Figure 2.5- Momento pela posicao (Espaco de fase do potencial de Morse), para
energias menores que zero temos as orbitas ligadas e para as maiores que zero as o6rbitas

de espalhamento.

Na figura 2.5 podemos observar trajetorias fechadas que sdo as oOrbitas ligadas
que surgem quando temos a energia menor que zero (isso indica que a particula esta
confinada no pog¢o) e Orbitas abertas para o caso da energia ser maior que zero, ou seja,

para energias positivas o sistema consiste de estados nao ligados, figura 2.5.

2.2.3 Frequéncia de pequenas oscilacoes

Proximo ao ponto de equilibrio o potencial de Morse se comporta da mesma
forma que um oscilador harmoénico e para verificarmos isso vamos calcular a frequéncia

para pequenas oscilagdes.

Expandindo o potencial em serie de Taylor sobre x = x,, temos que:



2

V(ix) =V(x,)+ liV(x)(x —X,) + ld—V(x)(x —xp)% + -, (2.50)

1!ldx 2! dx?
e sendo a primeira derivada zero em x = Xx,,
1 d? 5
V(x) = V(x,)+ EEV(X)(JC — Xp)“. (2.51)

A aproximagio para a expansdo tem a seguinte forma:
1
V(x) = Ek(x —x,)? (2.52)

. ) A 1 A .
O potencial do oscilador harménico por V,y = Ekx2 e a frequéncia ¢ definida

’k
orwyg = [—.
p 0 -

Assim igualando os potencias

Lxz = 14 [D(e720(%e) — 2g-a(x=%e))] (2.53)
2 2 dx? ’ '
k = 2aD[2ae™20(x~%e) — ge(¥=%e)] (2.54)

Na posicao de equilibrio x = x, dessa forma
k =2a?D. (2.55)

Assim:

2a?D  2a?D my +m, 1
Wy = + = [2a?D—== |2a?D— , (2.56)
my m, mym, m,

2D 1
Wy = a(m—)z, (2.57)

T



2.2.4 Transformacio para variaveis adimensionais

Na realizacdo dos calculos computacionais ¢ conveniente trabalhar com

variaveis adimensionais, para tanto consideraremos a seguinte mudanca de varidveis:

posicao
r=a(x —x,), (2.58)
momento
p= P , (2.59)
2mD
tempo
T = wyt, (2.60)

onde w, foi deduzido no inicio do capitulo. Assim reescrevendo as equacdes de
Hamilton

H= % + D(e720(x=%e) — pe=al¥=xe)) — y(x)e(t), (2.61)
H= \/% +e7?" —2e7 " — u(r)e(t), (2.62)
H=p+e 2 —2e™ " —u(r)e(t). (2.63)
Sabendo
_ar (2.64)
dt
temos que

r
7= G—x)>x=—+re, (2.65)



dx _ ldtdr

dt  adtdr’
dx wq
dt ar

Sabendo as equagdes de Hamilton temos que:

dx OH w

dt dp a

2D . pV2mD

)

Agora analisando o0 momentum

(2.66)

(2.67)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

P= pV2mD,
temos que
dP _ JTD dp
ac ™Y A
) d
P =+V2mD w, —p.
dt
Sendo
dH d d
- —2a(x—xg) _ —alx—x)\] _
I~ dx [D(e 2e )] P (u()e®) (2.73)

Dessa forma temos que

d
b= (e =) = —(ue®)

(2.74)



2.2.5 Transformacgao para variavel acdo angulo

Uma forma util de se apresentar os resultados numéricos ¢ através dos mapas

estroboscopicos, que consiste no registro da posi¢do e o0 momentum do sistema a cada
, 21 , . . .- . .
periodo da onda (T = n — onde n € um inteiro positivo). Este mapeamento simplifica o

reconhecimento de movimentos ordenados ou caoticos do sistema: os primeiros
aparecem sobre curvas bem definidas no plano (posicdo e momento), enquanto os

ultimos preenchem de forma irregular regides mais extensas do espago de fase.

Para que fosse possivel realizar uma melhor andlise dos mapas estroboscopicos
realizarmos a conversdo das coordenadas posicdo e momento para as varidveis: isso,
pois as coordenas acdo e angulo permite uma melhor analise nos sistemas oscilantes e

também uma maior facilidade em visualizar a dindmica dos estados ligados.

Aplicando a transformagdo candnica para Hy (6, 1)

H(r,P) = E, (2.75)
sendo
P? 1
E = - + > (e7?2" —2e7 ") = H(r,P), (2.76)
1
P=2E—(e7?r —2e") - P=+(2E—(e7?" —2e7"))2. (2.77)
Calculando a agao por:

1 1 r2 1

I = —jg P(r,E)dr = — J P(r,E)dr +f —P(r,E)dr (2.78)
2 2m |, Ty

1 r2
I = —j P(r,E)dr. (2.79)
s T

1



Os limites da integral serdo dados pelos pontos de retorno ja que estamos

considerando um unico valor para a energia € como nao ha variacao da energia cinética

logo:
1
E= E(e‘zr —2e") > 2E=(e"*"—-2e"+1) -1, (2.80)
1
2E—1=(e"—1%—5e " —1=+(E + 1), (2.81)
1
e =1+ (2E+ 1)2. (2.82)

Aplicando o logaritmo natural temos:

r,=—In (1 + (2E + 1)%), (2.83)

r, = —In <1 — (E + 1)%) . (2.84)

Que sdo os pontos de retorno do qual precisaivamos

1 —1n<1—(2E+1)%> 1
I = —f W~ (2E = (e7?" - 26'_r))2 dr, (2.85)
n —1n<1+(2E+1)5>
Definindo
(eT"—-1)=y-oe"=y+1, (2.86)
dy = —e7"dr. (2.87)

Substituindo nos limites de integragao

ln<1+(2E+ 1)%>
yi=€ -1, (2.88)

1 1
yic1+ QE+1)Z—1= (2E + 1)z, (2.89)

ln<1—(2E+1)%)
V,-€ -1, (2.89)



1 1
y,-1—RE+1)2—-1=—-QE + 1)z, (2.90)
Dessa forma:

1
2

1
1 (~@E+D 1,4 1 (Y2 ((2E — 1) — v2)2
I(E)=—J 1 ((2E—1)—y2)2< _3])=—j (« ) —y’) dy ,(2.91)
T J2E+1)2 e TTJy, v+1)
I(E) =1—-+-2E. (2.92)
Isolando a energia
1 1—1)?
1—I=(—2E)7—>(1—I)2=—2E—>E=—( 2), (2.93)
1
E= —5(1 - D2 (2.94)
Assim para os estados ligados temos que
1
Hy (6,1 = —E(l — 1) (2.95)
A variavel angulo ¢ calculada por:
6= 65(r.1) 2.96
- a] ) ( . )

onde S(r, 1) ¢ a fungdo geratriz e dessa forma:

E = %(pz +(e72 = 2e™)) - —%(1 —? = %(Pz + (e = 2e™), (2.97)

I=1—+2e " —e2 —p2 (2.98)
onde I = I(r, P).

Calculando a fungdo geratriz

1
(2E +1—-y?)2
G+

S(r, 1) = f P(r,E(D)dr - S(y,I) = (2.99)



_ as(y,E()) dE(I)

ORI (2:100)
9=—f ! n (1-Ddy -6
(26— 1-y2)2(y + 1)
= —f -0 dy.  (2.101)

QE—1-y2)i(y+1)
Substituindoe™ —1 =y

dr

6 =—(1- 1)f
(~(~2E -

1-n dr
=— f -, (2.102)
oS (C2E—2e e )2

1
2e7T + e72")2)

1 (2 (1+2Ee")
0 = arctan| = |—= _ (2.103)
2\E\J(—2E(e")2+1—2e7T)

(a? + b%)V/?2

Sabendo que:

a a
arctan = (E) e que arcsen = (—1> (2.104)
(a®? + b?)2

Definindo e* = B



/1\/7 (1+ 2EB) \

6 = arctan | —— I
kz vE |2 (-EB2 + % - B)]Z)

1 (1+ 2EB)
= arctan T (2.105)

2VE |-EB2 + % - B]E

Colocando em funcao do arcoseno temos que:

1
1 1
(a2 + b?2)z2 , 1 2]?
(EB + l) +( (B2 + E_ EB)*
2 2
EB +%
=t (2.106)
E 1Nz
(z+3)
Colocando em fungdodere I
) 1—e"(1-1)?
6 = arcsin 7 | (2.107)
1-Q0Q-D%2
1-—e"(1-1)?
0 =0, + arcsen 5 (2.108)
1-Q1-D3)2
)
onde 6, = >
Dessa maneira podemos escrever (I, 0) e P(I,0)
sin (9 _E) = —cos0, (2.109)
2
—14+e7A-0D% —-1+e7(1-1)>2
—cos(8) = ( ) = ( ) , (2.110)

1 1
(1-12+21—-1)2 (21 — 12)2



1
_ 1—cosf(2I —I?)2

- , 2.111
1
1 1—cos8(2I —I?)2 2112
r=1n (I _ 1)2 ) ( * )
6(1- (- 1>
1—cosO(1—-({I—-1)%)2
1,0) =1 . 2.113
r(1,6) =In a-12 ( )
Do mesmo modo podemos encontrar P
P2 =2F —e 2" 4+ 2, (2.114)
1
Pz =2 (—5(1 — 1)2> — e 42, (2.115)
P2=—(1-D%—e"2"+2e7, (2.116)
Dessa forma,
P2 = ’
(1 —J1-(00- 1)20059)
1-0n2
1
- ——(I-1)?  (2117)
1-,1-(1—-1)2%cosb
1-D2
1-1)? 1—cos?0)(1 — (1 —I)?
p2 a-n <( cos’ ) - A -1 )>. (2.118)
1—-y1—-(01—-D?c0s6\ 1—/1—(1—1)2%cosO
Tomando 1 — I = § e sendo 1 = sin?8 + cos?6
5 52 5%sin?0(1 — §%) 5%sin%6(1 — 62)
P2 = = -, (2.119)
1—-+v1—-382%cos8\1—V1—8%cosh (1 — V1= 6%cos6)



62sin%60(1 — 62)
P= -, (2.120)
(1 —V1 - 62c059)

P(5,0) = 6 sinf V1 — &2 2.121)
' 1 -1 — 82cos '

2.3 Oscilador de Morse Forgado

Um sistema formado de duas cargas elétricas de valores absolutos iguais e de
sinais opostos (+q e -q), separadas por uma distancia d, geram um dipolo elétrico. Essa
distribui¢do de cargas muito simples tem muita importancia no eletromagnetismo
porque pode ser usada como modelo para varias situagdes de interesse. Em uma
molécula heteronuclear neutra, o atomo mais eletronegativo atrai mais a nuvem
eletronica o que causa um desbalanceamento na distribuicdo da carga elétrica da
molécula. Em primeira ordem de aproximagdo essa distribuicdo de cargas pode ser

representada por um termo de dipolo.

Na aproximag¢do de Born-Oppenheimmer (ou seja, com os elétrons se movendo
bem mais rapidamente que os nucleos) a cada valor de r (distdncia internuclear) os
elétrons se adaptam quase que instantaneamente, resultando em um valor para o dipolo
da molécula. Assim, para cada distancia internuclear tem-se um valor para o dipolo da
molécula. A relagdo funcional entre o valor do dipolo e a distancia internuclear ¢ dado o

nome de fungcdo momento de dipolo u(r).

A partir do momento em que 0 campo externo comecga a atuar sobre o sistema
temos uma Hamiltoniana de interacdo adicionada a Hamiltoniana livre, e ela surge
devido a interagdo entre a molécula e o laser que consiste do produto entre o dipolo
permanente da molécula e a componente do campo elétrico do laser na dire¢do do

dipolo.

Hine = —u(r)e(o), (2.122)



onde p, ¢ o momento de dipolo permanente e €(t) o campo elétrico.

Neste trabalho utilizaremos dois momentos de dipolos distintos, um momento de

dipolo linear

" (2.123)

Il
"
ks

e o momento de dipolo do fluoreto de hidrogénio (HF) que no caso ¢ a molécula

que estudamos neste trabalho

Uyr = q.x.e‘fx4. (2.124)

Usaremos estes dois momentos distintos, pois o dipolo linear representa um caso
que o momento ndo tenderd a zero quando a distidncia entre os 4tomos vai a infinito,
diferente do caso em que utilizamos o momento de dipolo do HF, u, = q.x. i ja
que tem uma representacao exponencial que faz com que ele tenda a zero para grandes

distancias .

De tal modo a Hamiltoniana do nosso problema sera:

H=Hy+Hgy, (2.125)
2
H= - .
2m, + Vi (x) — u(x)(t), (2.126)

onde p ¢ a quantidade de movimento, u, ¢ o0 momento de dipolo permanente e

£(t) o campo elétrico do laser.

Sendo as equagdes de Hamilton determinada por:

__dx_E)H 2126
T T ap (2126)
. dp J0H
p=—= (2.127)

Tdt ox’



Sendo a nossa Hamiltoniana determinada pela equacao (2.103) temos que:

. (2.129)

d
p=[e?—2e7"] - E(ure(t)) : (2.130)

2.3.1 Fotoassociacio

O estudo da dindmica de atomos e moléculas sob a acdo de campos externos
dependentes do tempo vem ganhando cada vez mais destaque e atraindo mais olhares da
comunidade cientifica nas ultimas décadas, processos como a fotoassociagdo e a
fotodissociacdo vem sido intensamente investigado, tanto teoricamente quanto
experimentalmente. A fotodissocia¢do consiste na quebra de uma ligacdo quimica de
uma molécula induzida pela acdo de um laser e ja a fotoassociagdo € o processo inverso.
Analisando o que foi evidenciado anteriormente conseguimos notar que o problema da
fotodissociacdo pode ser estudado classicamente como um problema do escape de
particulas de dentro do poco representado pelo potencial de Morse sob a acdo de
campos externos. De modo andlogo, a fotoassociacdo pode ser estudada como o
problema de colisdo de uma particula com o potencial de Morse na presenga de campos

externos dependentes do tempo. [12,26]

O objetivo central deste trabalho ¢ estudar a fotoassociagdo e um interesse
especial ¢ dado ao célculo da probabilidade de fotoassociacdo cldssica e como ela se
comporta em fun¢do da variagdo do campo externo, sendo que a probabilidade de
Fotoassociar nada mais ¢ do que o numero de particulas que ficam confinadas dentro do
poco potencial, ou seja, aquelas particulas que possuem energia menor que zero apds o
pulso de laser ser desligado. E isso nos permitira fazer comparagdes com a mecanica

quantica.

Essa probabilidade de fotoassociar ¢ calculada pela fracdo de trajetorias
inicialmente livres que sdo transferidas para o pogo potencial apds a agdo do campo

externo.



(2.131)

Onde n ¢ o nimero de particulas fotoassociadas, N ¢ o numero total de

particulas e P, a probabilidade de Fotoassociar.

Claramente a probabilidade de fotoassociacdo depende do campo externo e a

ideia entdo ¢ controlar P, pela escolha apropriada do campo &(t).

J& que a probabilidade de fotoassociagdo depende diretamente do
comportamento do campo externo foram testadas algumas técnicas de controle para que
o pulso de laser pudesse ser otimizado e assim a probabilidade de fotoassociagcdo

aumentasse.
Neste trabalho foram utilizadas trés técnicas de controle:

(1) Pulsos bicromatico
(i1) Pulsos de frequéncia modulada (Chirped Pulses)

(ii1))  Técnica de Controle local



CAPITULO 3

ESPALHAMENTO CAOTICO

“Caos ¢ o comportamento aperiddico em um sistema deterministico que exibe
dependéncia sensivel as condi¢des iniciais”

Nonlinear Dynamics and Chaos (Perseus, 1994) PNc. Strogatz S. H.

Ao abordar o comportamento do oscilador de Morse temos que destacar que as
solucdes classicas deste apresentam comportamento caodtico. Dessa forma neste capitulo
evidenciaremos as marcas que o caos deixa presente no problema da fotoassociagao.

Para realizarmos este estudo inicialmente posicionamos a particula longe da

regido de interacao com o potencial e o campo externo escolhido para esta analise foi:
e(t) = E, sin(wt)

A primeiro momento fixamos uma amplitude nula e a cada simulacdo foi
escolhido um momento linear diferente para a particula. Apo6s isso foi calculado o
tempo necessario para que a particula retorne ao ponto de partida apds a colisdo com o

potencial. A este intervalo de tempo damos o nome de tempo de colisdo (z.). [27,28]
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Figura 3.1-Tempo de colisdo versus o momento inicial da particula sem a acido do

campo externo

Podemos perceber através da analise da figura 3.1 que quando o valor do
campo externo € nulo a representacdo grafica € caracterizada por uma curva monotonica
suave, e que quanto mais proximo de zero esta o valor do momento inicial maior é o

valor do tempo de colisdo.

Ap6s isso foi realizada uma analise para valores de amplitude diferentes de

zero e analisamos o comportamento do problema.



35000

30000

25000

20000

15000

Tempo de Colisao

10000

5000

0

-0.1

Figura 3.2— Tempo de colisao em fun¢ido do momento inicial para ®=1.0 e E;=0.001

A figura 3.2 mostra o tempo de colisdo para a particula inicialmente em x=20

e -MAAJJJ'JLAJ,\J \_}1.,\~A)\Nl.\,Lr‘.LJIH. fJ‘L‘m' MJ “f uJJ't b

wA

-0.04 -0.02

Momento inicial

e com momentos variando de -0.6 a -0.0, onde a frequéncia esta fixaem 1.0 e a

amplitude fixada em 0.001. Observamos que o tempo de colisdo possui diversos picos

para certos momentos iniciais da particula. Nesses picos, o tempo de colisao chega a ter

varias ordens de magnitude maior do que o tempo de colisdo da base da curva e isso se

da, pois o sistema possui sensibilidade as condi¢des inicias.

Também ¢ possivel observar que para valores de momento proximo a zero ha

um aumento no numero de picos assim podemos evidenciar que para estes valores

temos maiores chances de fotoassociar.

Ap0s isso comegamos uma analise dos pardmetros do campo externo,

variando os valores da frequéncia e mantendo a amplitude constante com o valor de

0,001.
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Figura 3.3— Tempo de colisio em funcio do momento inicial para ©=0.08ua e E;=0.001
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Figura 3.4- Tempo de colisio em fun¢do do momento inicial para w=0.8 e E(=0.001
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Figura 3.5 — Tempo de colisio em fun¢io do momento inicial para ©=1.5 e E¢=0.001

Através da comparacao das figuras 3.3, 3.4 e 3.5 conseguimos verificar que o
comportamento geral do grafico ndo se altera para diversos valores de momentos e que
a diferenga consiste nos maximos valores de tempo de colisdo, ou seja, no tempo que a
particula permaneceu confinada no pogo. Desse modo definimos como melhor valor de
frequéncia € 0.8, pois observando as figuras 33, 3.4 e 3.5 foi a que conseguimos
evidenciar uma quantidade maior de picos € um maior valor de tempo de colisao.

Apds a comparagao dos valores da frequéncia comegamos uma analise a respeito
da amplitude promovendo a sua variacao e fixando a frequéncia em 0.8 e assim
obtivemos os graficos abaixo, figuras 3.6, 3.7, 3.8 € 3.9.
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Figura 3.6 — Tempo de colisio em funcio do momento inicial para E,= 0.0005 e w=0.8
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Figura 3.7 — Tempo de colisio em func¢iio do momento inicial para Ey=0.008 e w=0.8
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Figura 3.8 — Tempo de colisiio em fun¢io do momento inicial para Ey = 0.01 e w=0.8



3500 T I T T

3000 -

2500

2000

1500

Tempo de colisao

0
-0.5 -0.

= L ddhii

1
-0.3 -0.2 -0.1
momento inicial

Figura 3.9 — Tempo de colisio em funcio do momento inicial para E, = 0.08 e w=0.8

Conseguimos verificar que altos valores de amplitude fazem com que apareca
um maior nimero de picos, mas também faz com que eles tenham uma magnitude
menor, ou seja, mais particulas entram no pogo, mas permanecem la por um periodo de

tempo pequeno.

E possivel notar que a figura 3.9 possui uma queda brusca e o tempo de colisdo
cai a zero quando o valor do momento inicial se aproxima de zero e isso se deve ao fato
de que a amplitude do campo externo ¢ grande e o valor do momento inicial é muito
pequeno e dessa forma a particula ndo tem chance de ir em dire¢do ao pogo potencial e
acaba indo no sentido contrario, ou seja, o campo ¢ forte o suficiente para mudar a
direcao da trajetoria da particula logo no inicio da evolucao. Isso fica claro quando
comparamos as figuras 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9, pois o valor do tempo de colisdo vai a zero
cada vez num valor de momento mais distante de zero, mas que possui um valor de

amplitude maior.

Desse modo escolhemos valores para E, € w que apresentam um razoavel

numero de picos e um intervalo de tempo consideravel dentro do poco, pois dessa forma



ha mais chances de que a probabilidade de fotoassocia¢do aumente e esses valores

foram selecionados para que fosse possivel tragar os mapas estroboscopicos.

A analise do tempo de colisdo versus momento inicial revela uma grande
sensibilidade do sistema as condigdes iniciais. Foi possivel verificar que pequenas
variagcdes no momento inicial da particula podem causar mudangas de mais de uma
ordem de magnitude no tempo de colisdo com o potencial. Esse fato evidencia a
existéncia de caos no processo de espalhamento.

Os mapas estroboscopicos para quando desligamos o pulso de laser evidencia o

comportamento ordenado de uma particula para certos valores de momento em fungao
de certos valores de posi¢ao, figura 3.10.

I N
C \

05

Momentium
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Figura 3.10 — Secao de Poincaré para a Hamiltoniana sem a acao do campo externo

Feito isso tragamos o espago de fase para o0 mesmo intervalo de momento,
contudo neste caso o laser permanecera ligado durante todo o percurso da particula,
figura 3.11.
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Conseguimos evidenciar que o pulso de laser ligado causa perturbagdes na
trajetoria da particula (figura 3.11), e que apresenta algumas cristas onde estas sao
justificadas devido estar proximo a regido limiar, ou seja, proximo de zero.

Analisando as figuras 3.10 e 3.11 pode ser notada certa semelhanga e a partir
disso podemos notar o comportamento cadtico que o campo externo gerou no sistema.

Como foi mencionado anteriormente o sistema possui sensibilidade as condi¢des
inicias, isso ¢ uma evidéncia de que h4 marcas de caos no problema. Para comprovar
que o sistema ¢ caotico foram feitas algumas sessdes de Poincaré utilizando variaveis
distintas. Nas figuras 3.13, 3.15, 3.16 ¢ 3.18 foi verificado como a varidvel posi¢ao se
comporta em fungdo do momento ja para 3.12, 3.14, 3.17 e 3.19 foi evidenciado o
comportamento da varidvel acdo em fun¢do da varidvel angulo.

Inicialmente fixamos o valor da amplitude e analisamos o comportamento para
alguns valores distintos de frequéncia, isso pode ser observado nas figuras 3.12, 3.13,
3.14e3.15.
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Figura 3.15- Secio de Poincaré para ®=0.8 e E(=0.001

Ap6s isso fixamos a frequéncia e verificamos os mapas para alguns valores de
amplitude e isso pode ser observado nas figuras 3.16, 3.17, 3.18 e 3.19.
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Analisando os graficos conseguimos verificar que quando a amplitude esta fixa
em 0.001 e variamos a frequéncia de ®=0.08 para ®=0.8 notamos que quanto menor o
valor da frequéncia menor a profundidade que as particulas alcancam no pogo. Pode-se



verificar através da equagdo 2.94 que para o menor valor de agdo E = — § (valor da

energia em torno do ponto de oscilagdo). Ou seja, quanto mais proximo de zero estd o
valor de agdo, mais proximo a particula se encontra da posi¢do de equilibrio e isso fica
evidente quando comparamos os valores da a¢@o nas figuras 3.12 e 3.14. Buscando a
conexao com os graficos em func¢ao do tempo de colisdo € possivel notar nas figuras 3.3
e 3.4 que quanto maior o valor da frequéncia maior a magnitude dos picos ou seja maior
0 tempo que a particula permanece no pogo . Tambem pode ser notado que o maior
valor da agdo gira em torno de 0.8 e ha o surgimento das ilhas de ressonancia que sdo
resultado da ressonancia entre o campo externo e as frequéncias naturais do sistema.
Conclui-se entdo que as particulas ficam confinadas nessa regido e ndo conseguem
ultrapassar essa barreira.

J& para o segundo caso que ¢ quando fixamos a frequéncia e variamos a
amplitude percebemos que quanto maior seu valor maior o nimero de picos mas o
tempo que elas permanecem confinados € menor isso pode ser verificado analisando as
figuras 3.6, 3.7, 3.8 € 3.9 . Ja quando fazemos uma correspondéncia aos mapas
estroboscopicos podemos perceber que a variagdo da amplitude influéncia
significativamente para que as particulas cheguem ao fundo do poco e isso fica
evidenciado quando analisamntrado nas figuras 3.17 e 3.19 sendo que na figura 2.19
verificamos que o menor valor de agdo ¢ 0 e isso significa que elas atingiram o fundo do
poco. E interessante mostrar também que a figura 3.20 que surge através de um zoom
da figura 3.3 o aspecto dessa imagem sugere a presen¢a de uma estrutura fractal.
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Figura 3.20 — Tempo de colisio em funcido do momento inicial para ®=0.8ua e Ey== 0.08ua



CAPITULO 4

CONTROLE cOM PULSO DE FORMA FIXA

Nesse capitulo, escolhemos formas funcionais para o campo elétrico oscilante,
chamamos de pulso de forma fixa, que dependem de alguns pardmetros de controle.
Investigamos a Probabilidade de Fotoassociacdo em fun¢do dos diversos pardmetros de

controle.

4.1 Condic0es inicias

Nesta parte do trabalho as condigdes iniciais foram distribuidas em forma de um

pacote de onda gaussiana isso a fim de facilitar as comparagdes classico-quanticas.

No instante t=0, um pacote de onde representando uma particula que ira colidir

com o potencial pode ser escrito como:

1
ﬁ)‘l‘ e—ﬁ(r—ro)z +lp0(g_r0)
/A

W) = ( , (4.01)

onde rye py sdo respectivamente a posi¢do € 0 momento inicial e § indica a largura do

pacote de onda.

Normalizando esta funcao de onda obtivemos a fungao distribuicao gaussiana

1 B2, ®@i=P0)?
plip) = e 20T e (4.02)

y= \/é (r; — 70), (4.03)

_ (pi —po)
;= Pi—Po)

J8pnz '

tomando

(4.04)



dessa forma
5 L o-07+2?)
p(y,Z) = \/—Ee y . (405)

Definindo y e z em coordenadas polares
y=rcos(B)ez=rsin(0), (4.06)
e introduzindo duas novas variaveis

0 " 2 2
n=—ef=2fRe‘RdR=1—e‘r, (4.07)
21 0

que resultam em

r=y—-m(l1-¢&) e 6 =2m. (4.08)

Um grande nimero de pares de &; e n; sdo escolhidos desde que n e & estejam

distribuidos entre 0 e 1 o que resulta em 8; distribuidos entre 0 e 2.

A figura 4.1 representa como as particulas estdo agrupadas inicialmente.
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Figure 4.1-Distribuicio das condicdes iniciais

4.2 Pulsos bicromatico

Escolhemos uma forma de pulso que pudesse ser reproduzida em laboratorio.
Neste caso escolhemos um pulso de laser que possui frequéncia ® e 2o afim de
comparar como a Probabilidade de Fotoassociagdo se comportaria em fungdao da

variacao dos pardmetros deste campo.

e(t) = f®)[sin(wt) + A1sinQRw + ¢)], (4.09)

onde A fornece a relagdo entre as amplitudes das duas frequéncias e ¢ € a fase relativa.

() = {

V, se0 <t < tmax }

0 , para outros valores de t

Testamos o modelo para o momentos de dipolo do HF ( y, = qre=¢™")



4.2.1 Resultados

Para testarmos essa técnica de controle os pardmetros escolhidos sdo aqueles do
fluoreto de Hidrogénio (HF), feita a partir [Guldberg e Billing, 1992]. Em unidades
atOmicas, a massa reduzida m, = 1732au e os parametros de Morse que sao D, =
0.2101au,a = 1.22au e xo = 1.75au e para estes parametros a frequéncia de
pequenas oscilagdes ¢ wy = 0.019au. Os pardmetros para o momento de dipolo
q = 0.4541au e ¢ = 0.064au. Assim para produzir os graficos seguintes usamos um
nimero total de trajetorias igual a 5000 (Ng-qj = 5000) e fixamos o valor inicial de

posicao e momento onde 1y = 14.05 e p, = —1.75au respectivamente [29].

Na figura 4.2 mostramos a probabilidade de Fotoassociagdo em fungdo de

frequéncia para o campo externo.
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Figura 4.2- Probabilidade de Fotoassociar em funcio da frequéncia para quando A=0

v=0,074.

J& na figura 4.3 verificamos como a probabilidade de fotoassociacdo se

comporta em fungcdo da amplitude do campo externo podemos notar que fora as



pequenas oscilagdes a probabilidade de fotoassociagdo cresce com a amplitude para

V' =0.02¢ V = 0.01, para amplitudes maiores ha uma saturacdo da probabilidade de

fotoassociagdo que fica em torno do valor de 0.18. Esse mesmo comportamento pode

ser verificado nas figuras 4.2, 4.4 e 4.5.
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Figura 4.3- Probabilidade de Fotoassociar em funcao da Amplitude para quando A=0,

0)=0.65w0

Como no pulso bicromatico o campo externo depende de quatro pardmetros,

verificamos também como a probabilidade de fotoassociagdao se comporta em fungao de

A e em funcdo da fase relativa ¢ e isso pode ser verificado na figura 4.4 e 4.5

respectivamente.
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4.3 Pulsos de Frequéncia Modulada (Chirped Pulse)

Esta técnica de consiste em uma modelagem do campo elétrico onde o pulso
pode fazer com que a molécula deixe o estado excitado indo assim a baixos niveis

vibracionais, ou seja, o campo elétrico ¢ modulado.

O que ¢ um campo elétrico modulado? Consiste em um campo na qual a
frequéncia se altera no tempo, esse tipo de campo foi muito utilizado no estudo da
fotodissociacdo, isso porque, um pulso de frequéncia modulada pode dissociar uma
molécula com maior probabilidade (com maior facilidade) do que um pulso de
frequéncia fixa com a mesma amplitude. Isso por sua vez, deve-se ao fato do
espagcamento entre os niveis de energia vizinhos do potencial de Morse e vai diminuindo

conforme o oscilador ganha energia.

Assim para manter a frequéncia do campo externo sempre em ressonancia com
a frequéncia de transi¢ao dos niveis fazendo com que o sistema transicione entre esses
estados € necessario que a frequéncia do campo diminua com o tempo. Ja no problema
da fotoassociagdo as transicdes tem que seguir na ordem inversa e a frequéncia tem que

aumentar com o tempo.

No caso classico também temos uma situagdo analoga, pois a frequéncia natural

de oscilag¢do do potencial de Morse depende da energia w(l) =1 — I = /2|E|. Assim
para que o campo permaneca proximo da ressonancia conforme a energia do oscilador

cai, deve-se aumentar a frequéncia gradativamente.
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Figura 4.8- llustracao da particula indo para os estados discretos

A forma do pulso ¢ definida como

e(t) = Vsin(Q(t)r), (4.10)

onde escolhemos uma modulagdo linear para a frequéncia do campo:

t
Q) = w+y7 (4.11)
Calculando a taxa de variacdo da frequéncia no tempo temos:
d Y
—0(t) =~ 4.12
7020 =3 (4.12)

Para a técnica do Chirped pulse foi utilizado o momento de dipolo do fluoreto de

hidrogénio.



4.3.1 Resultados

Do mesmo modo que no pulso bicromatico os parametros utilizados foram o do
fluoreto de hidrogénio, também foram realizados os testes com o nimero total de 5000
trajetorias. Dessa forma realizamos uma analise para verificar o comportamento da
Probabilidade de Fotoassociacdo em funcdo dos parametros do campo externo. Na
figura 4.9 mostramos como a Probabilidade de Fotoassociacao se comporta em fungdo

da frequéncia paray = 0eV = 0.05.
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Figura 4.9-Probabilidade de Fotoassociacdo em fun¢io da frequéncia para quando y=0 V=0,05.

Apo6s isso selecionamos um valor de pico da frequéncia (w = 0.0025w,) e
analisamos como a probabilidade de fotoassociagdo se comporta em fungdo da
amplitude e isso pode ser verificado na figura 4.10. J& na figura 4.11 evidencia o
comportamento da probabilidade de Fotoassociar em fung¢do de y para os melhores

valores de frequéncia e amplitude (w = 0.0025w,, V = 0.05).
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Dessa forma através da analise na figura 4,12 escolhemos um valor de y para
analisar como se comporta para y # 0. Assim foram plotados os graficos abaixo (figura
4.12 e figura 4.13 ) para ver como a probabilidade de fotoassocia¢do varia em funcdo da

frequéncia e da amplitude respectivamente.
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Figura 4.12-Probabilidade de Fotoassociacdo em func¢do da frequéncia para quando y=0,011

V=0,0567.
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Figura 4.13-Probabilidade de Fotoassociacio em fun¢do da amplitude para quando y=0,011

©=0,08w,

Dessa forma escolhemos um bom valor de frequéncia e amplitude e vemos como

se a Probabilidade de Fotoassociacdo se comporta em fungdo de y. Isso pode ser

observado na figura 4.14 para w = 0.08w, e V = 0.08
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Figura 4.14-Probabilidade de Fotoassociacdo em funcio de y para quando ®=0,08w, ¢ V=0,08.

Da mesma forma repetimos a andlise a fim de comparacdo e obtivemos as

figuras 4.15,4.16 e 4.17.
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Na técnica do pulso bicromatico o campo depende de quatro pardmetros
distintos ¢ podemos facilmente notar que a variacao de lambda e da fase relativa foi

onde obtivemos os melhores valores da probabilidade de fotoassociagao.

J4 o uso de campos com frequéncia modulada tem como principal diferenga o
fato da frequéncia variar no tempo

yt

.(2(t)=w+2

Desse modo além de verificarmos o comportamento da amplitude e da
frequéncia temos que lembrar que verificar como v ird influenciar na probabilidade de

fotoassociagao.

Assim foi possivel notar que os melhores valores da Probabilidade de
Fotoassociagao surgem quando variamos y e que os melhores valores surgem em torno

de 0.01.



CAPITULO 5

TECNICA DE CONTROLE LOCAL

Nesta abordagem o campo de controle ¢ construido durante a prépria evolucao

do sistema.
Neste caso para que ocorra o processo de fotoassociacdo ¢ necessario que a

energia do oscilador diminua em fung¢ao do tempo [24, 30], ou seja,

d
—H, < 0. 5.01
—Ho (5.01)

De tal modo que H € o oscilador sem o campo externo atuante

2

Hy = ZI:nr LV, (5.02)

2 () = %(2’:1 n V(r>>, (5.03)

< ) = %(%) + (), (5.04)
G0 = 5+ VO (5.05)

Utilizando as equagdes de Hamilton que foram demostrada no capitulo 2

d d d d
— (Hy) = mi (—Evm + s(t)w(m) F VL (5.06)



d
E(HO)

_P d
= E( (t)au(r))

dH
Para que d_to < 0 deve se escolher £(t) de modo que

mﬁr (e(t)%u(r)) <0.

Por exemplo, para um momento de dipolo linear u(r) = gqr temos que

d d
7 (Ho) = m%(e(t);(qr)),

d
g o) = - (O0),

d
E(HO) < 01
__1
e(t) = = .p.

r

J& para o outro momento de dipolo p, = qre‘Xr4

p

d d 4
%(Ho) = m—r<€(t)a(q7‘9_xr ))

d
E(Ho) =

L (c@er (1 - 1Y),

r

d
—(H

(5.07)

(5.08)

(5.09)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)



e(t) = %pe‘fr4(1 —&rt). (5.16)

Para a implementagdo desta técnica utilizamos dois propagadores temporais afim

de comparac¢do ja que neste método o tempo € discretizado.

5.1 Método de Euler

E o procedimento numérico para aproximar a solu¢do da equacgao diferencial

y' =1ty

que satisfaz a condi¢do inicial y(ty) =y, (Admitindo que a equagdo ¢é
suficientemente bem comportada de forma a garantir a existéncia de uma Unica solucdo

num intervalo que contenha o ponto t , € os pontos t;).

Sabemos que o grafico da solugdo passa pelo ponto (ty,yo) com inclinagdo igual
a y'(ty), ou seja, com inclinagdo igual a f(ty, Vo). Isto serve de ponto de partida para

achar uma aproximagao da solugao.

Comecando pelo ponto (tg, Vo). Podemos seguir na dire¢do dada pela inclinagao.

Usando um pequeno passo h, seguimos ao longo da reta tangente até chegar ao ponto

(t1,y1), onde,
ti=tot+they, =yo+ hf(toYo)

Tomando (t4,y;), como novo ponto de partida, pode-se obter o processe e obter

um segundo ponto.

t, =ty +hey, =y, +hf(t;,y1)

O método de Euler consiste na repeticdo deste processo e gera a sucessdo de

pontos
tTl+1 = tn + h

Yn+1 = Yn + hf (tn, Yn)



Para determinar o valor aproximado da solug¢do que satisfaz y(t,) = y,, num
instante prescrito T, temos que dividir o intervalo [to,r] num numero finito de intervalos
de igual amplitude h. O passo h determina quantas vezes vamos ter que iterar o

processo para seguir a solugdo desde t, até t.

Escrevendo as equagdes em termos das varidveis do nosso problema temos que:

Fooy =7 + At EE (5.17)
T
d d
Pn+1 = Pn + 4t [—5V(rn) +e(to) o () (5.18)
d
g(tn+1) = _E.u(rn+1)pn+1 (5.19)

5.2Runge Kutta de segunda ordem

O método de Runge-Kutta ¢ provavelmente um dos métodos mais populares. O
método de Runge-Kutta de quarta ordem também ¢ um dos mais preciosos para obter
solucdes aproximadas de valor inicial. Cada método de Runge-Kutta consiste em
comparar um polindmio de Taylor apropriado para eliminar o calculo das derivadas.
Fazendo-se varias avaliacdes da fungdo f a cada passo. Estes métodos podem ser

construidos para qualquer ordem §.

Pelo polindmio de Taylor com resto, se uma funcdo y(x) tiver k + 1 derivadas

continuas em um intervalo aberto contendo a e x, poderemos escrever:

x—a
1!

(x _ a)(k+1)
(k+ 1!’

Nk
% + y(k+1)(c)

y(x) =y(@) +y'(a) + -+ y®(a)

onde c¢ ¢ algum numero entre a e x.

Se substituirmos a por x,, € X por X, 1 = X, + h, a formula acima se torna:



2 k+1

h
y(xni1) = y(xy + h) = y(x,) + hy'(x,) + Zy”(xn) + et m)’(k”)(c),

onde c ¢ agora algum ntimero entre X, € Xy 41.

Se k = 1 (Runge-Kutta de primeira ordem) e se considerarmos o ultimo termo

infinitamente pequeno, obtemos a féormula de Euler:

Yn+1 = Yn + hyrll =VYn+1 = Yn T hf(xnfyn)

Podemos entdo concluir que o procedimento de Runge-Kutta de primeira ordem

¢ o método de Euler Basico.

Ja se tomamos k = 2 (Runge- Kutta de segunda ordem) na equacao temos que:

2 k+3

h
y(xni1) =y + h) = y(x,) + hy'(x,) + Ey”(x") + .-+ o

y"'(0),

Fazendo uma aproximag¢@o com o polindmio de Taylor , obtemos :

1
Ynt1 = Yn + hf <xn + Eh;yn+%>

E dessa forma uma estimativa do valor y .1 ¢ encontrado com o auxilio do
2

método de Euler, e d temos:

ky = hf(xn'yn)

kz = hf(xn + h”yTl + kl)

1
Yn+1 =Yn T+ E (kl + kz)

Escrevendo as variaveis em termos das variaveis do nosso problema temos:

Pn
ky=4t( d da ) (5.20)
! <_ Ev(rn) + g(tn) dr.u(rn)

ki = Atp, (5.21)



d d
k% = At <_5V(rn) + g(tn)aﬂ(rn)> (522)

Pn t+ k%
kp =4t{ _d d (5.23)
2 _EV(rn + ki) +e(t, + At)a,u(rn)

k:2L = At(p, + k%) (5.24)

d d
k2 = At (—EV(rn + ki) + e(t, + At) Eﬂ(r”)) (5.25)

Dessa forma:
Th+1\ _ (T 1 k% + k%

(o) = () 3 (kf +r2) (5.26)

5.3 Resultados

5.3.1 Para uma Unica trajetoria

A um primeiro momento para testar a eficiéncia do método aplicamos a teoria
de controle local para apenas uma trajetoria e utilizamos dois momentos de dipolos
distintos, o momento de dipolo linear € 0 momento de dipolo do fluoreto de hidrogénio,
também analisamos a dinamica do problema para quando utilizamos o método de Euler
como propagador temporal e também quando ¢ utilizado o método de Runge-Kutta de
segunda ordem. A figura 5.1, 5.2 e 5.3 corresponde ao uso do momento de dipolo linear

e o0 método de Euler como ferramenta na evolugao temporal.

5.3.1.1 Método de Euler

e Momento de dipolo linear



Na figura 5.1 podemos verificar como o campo elétrico se comporta no decorrer

do tempo.
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Figura 5.1- Variacao do campo elétrico em funcio do tempo para uma tnica

trajetoria

Ja na figura 5.2 comparamos como os valores de energia se alteram no decorrer
do tempo e podemos notar que a particula atinge o menor valor de energia neste

problema (-0,5), ou seja, ela chegou ao fundo do pogo potencial.
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Figura 5.2- Variacio da energia da particula em funcio do tempo para uma tinica

trajetéria

Na figura 5.3 podemos verificar como ¢ a dindmica do momento em fungdo da
posicgao.
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Figura 5.3- Variacao do momento em func¢ao da posicao
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Ap0s isso fizemos a mesma analise, mas agora utilizando o momento de dipolo
do fluoreto de hidrogénio (HF).

¢ Momento de dipolo do HF
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Figura 5.4- Varia¢do do campo elétrico em fun¢do do tempo para uma tnica
trajetoria
Na figura 5.4 notamos o campo variando em fung¢do do tempo e na figura 5.5
também conseguimos verificar que a energia da particula vai a -0.5, ou seja, ela foi

para o fundo do pogo potencial e permaneceu confinada l4.
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Figura 5.5- Variacio da energia da particula em funcio do tempo para uma tunica trajetoria

Na figura 5.6 a particula vai para a posi¢do de equilibrio e se mantem oscilando

como era o comportamento esperado.
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Figura 5.6-Variacio do momento em funcio da posi¢cao ligado

Apo6s isso verificamos a eficiéncia do método para quando utilizamos como

propagador temporal o Runge-Kutta de segunda ordem.



5.3.1.2 Runge Kutta de segunda ordem

e Momento de dipolo linear

Na figura 5.7 podemos notar que o tempo que a particula atingir o menor valor

de energia ¢ muito maior do que no caso anterior, ja na figura 5.8 notamos o campo

variando em fung¢ao do tempo.
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Figura 5.7- Variacio da energia da particula em funcio do tempo para uma tinica

trajetoria
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Figura 5.8- Variacio do campo elétrico em fun¢io do tempo para uma unica
trajetoria

Na figura 5.9 a particula foi para a posicao de equilibrio.
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Figura 5.9 - Variacdo do momento em func¢io da posicao
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Na figura 5.10 podemos ver como o campo elétrico se comporta no decorrer do

tempo quando utilizamos o momento de dipolo do fluoreto de hidrogénio e para quando
utilizamos o método de Runge-Kutta.
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Figura 5.11- Variacao da energia em funcio do tempo para uma vinica trajetoria

Na figura 5.11 podemos notar que o valor da energia da particula primeiro

aumento até sofrer uma queda e atingir o seu menor valor, ja na figura 5.12 a particula
foi para a posi¢ao de equilibrio.
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Figura 5.12- Varia¢ao do momento em funciio da posicio para uma tnica trajetéria

5.3.2 Para duas trajetdrias

Ap0s a analise com uma Unica trajetoria foi realizada uma média de valores de

momentos para assim criar um novo campo externo com base nos valores dessa média.

d
B = (1)L,
onde
w=Pth

Sabendo que o método de Runge Kutta de segunda ordem possui uma precisao

melhor que o método de Euler , foi utilizado apenas o Runge Kutta.

5.3.2.1 Runge Kutta de segunda ordem:

e Momento de dipolo linear




Em primeiro momento escolhemos duas particulas com valores de posi¢do e

momento quase idénticos, como ¢ evidenciado abaixo:

Particula 1 Particula 2
(vermelha) (verde)

Tabela 5.1- Comparagio entre a posicio e 0 momento de duas particulas.

De tal modo obtivemos os graficos abaixo a fim de comparacao, na figura 5.13

fizemos uma analise como o campo externo se comporta no decorrer do tempo.
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Figura 5.13- Comportamento do campo elétrico no decorrer do tempo

As figuras 5.14 e 5.15 mostram que para as duas particulas os resultados
convergem, tanto na figura 5.14 que mostra a variagdo do momento em fungdo da
posi¢do e isso também fica claro na figura 5.15 que mostra a variagdo da energia no

decorrer do tempo.
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Figura 5.14- Comparacao das duas trajetorias quando variamos o momento em funcéo
da posicao
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Figura 5.15- Comparando duas trajetérias no decorrer da variacdo da energia em

funcio do tempo

Ap6s isso foram selecionadas duas particulas onde os valores de posicao e

momento possuem uma pequena diferenca.



Particula 1 Particula 2

(verde) (Vermelha)

Tabela 5.2- Comparacio entre a posicio e o momento de duas particulas.
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Figura 5.16 - variaciao do campo elétrico em funcio do tempo

De tal modo obtivemos os graficos abaixo a fim de comparagdo, na figura 5.16

fizemos uma andlise como o campo externo se comporta no decorrer do tempo.
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Figura 5.17- Comparando duas trajetorias no decorrer da variacio da energia em

funcio do tempo

As figuras 5.16 e 5.17 mostram que para as duas particulas nesse caso os
resultados ndo convergem tanto na figura 5.16 que mostra a variagdo do momento em
funcdo da posicao e isso também na figura 5.17 que mostra a variagao da energia no

decorrer do tempo.
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Figura 5.18- Comparacio de duas trajetérias quando variamos o momento em funcio

da posicao

Na figura 5.18 também fica evidente que o método utilizado ndo foi eficaz para que as

duas particulas convergissem para a posicao de equilibrio.

E por ultimo foram selecionadas duas particulas com valores de posicao e

momento com uma diferen¢a maior, como ¢ evidenciado abaixo:

Particula 1 Particula 2
(verde) (vermelha)

Tabela 5.3- Comparacio entre a posicio e 0o momento de duas particulas.




De tal modo obtivemos os graficos abaixo a fim de comparagdo, na figura 5.19

fizemos uma analise como o campo externo se comporta no decorrer do tempo.
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Figura 5.19- Variacido do campo elétrico no decorrer do tempo

120.

As figuras 5.20 e 5.21 mostram que para as duas particulas nesse caso os

resultados ndo convergem tanto na figura 5.20 que mostra a variagdo do momento em

funcdo da posi¢do e isso também na figura 5.21 que mostra a variagdo da energia no

decorrer do tempo.
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Figura 5.20- Comparando duas trajetorias no decorrer da variacdo da energia em

funcio do tempo
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Figura 5.21-Comparacao de duas trajetorias quando variamos o momento em funcio

da posicao

e Momento de dipolo do HF



Em primeiro momento escolhemos duas particulas com valores de posicdo e

momento quase idénticos, como ¢ evidenciado abaixo:

Tabela 5.4- Comparacao entre a posicio e o momento de duas particulas.

Energia
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Figura 5.22- Comparando duas trajetorias no decorrer da variacao da energia em

funcio do tempo

As figuras 5.22 e 5.24 mostram que para as duas particulas os resultados
convergem, tanto na figura 5.24 que mostra a variagdo do momento em fun¢do da

posi¢do e isso também fica claro na figura 5.22 que mostra a variagdo da energia no

decorrer do tempo.
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Figura 5.23- Variacido do campo elétrico no decorrer do tempo

De tal modo obtivemos os graficos abaixo a fim de comparagdo, na figura 5.23

fizemos uma analise como o campo externo se comporta no decorrer do tempo.
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Figura 5.24-Comparacio de duas trajetorias quando variamos o momento em funcio da

posicio

Apds isso foram selecionadas duas particulas onde os valores de posigdo e

momento possuem uma pequena diferenga.

Particula 1 Particula 2
(verde) (vermelha)

“
m

Tabela 5.5- Comparacio entre a posicio e 0o momento de duas particulas.
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Figura 5.25-Comparacio de duas trajetorias quando variamos o momento em func¢io da

posicao

As figuras 5.25 e 5.26 mostram que para as duas particulas os resultados estdo
muito proximos diferente do que aconteceu quando o momento de dipolo era linear,
tanto na figura 5.25 que mostra a variagdo do momento em funcao da posi¢ao e quanto

na figura 5.26 que mostra a variacao da energia no decorrer do tempo.



Energia

fizemos uma analise como o campo externo se comporta no decorrer do tempo.
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Figura 5.26- Comparando duas trajetorias no decorrer da variacio da energia em

funcio do tempo

De tal modo obtivemos os graficos abaixo a fim de comparagdo, na figura 5.27

0.4 T T T T

03 |

0.1

—
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E por ultimo foram selecionadas duas particulas com valores de posi¢do e momento

com uma diferen¢a maior, como ¢ evidenciado abaixo:

Particula 1 Particula 2
(vermelha) (verde)

Tabela 5.6- Comparacio entre a posicio e 0 momento de duas particulas.
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Figura 5.28- Comparando duas trajetorias no decorrer da variacio da energia em

funcio do tempo

As figuras 5.28 e 5.29 mostram que para as duas particulas nesse caso os
resultados ndo convergem tanto na figura 5.29 que mostra a variacdo do momento em
funcdo da posi¢do e isso também na figura 5.28 que mostra a variagdo da energia no

decorrer do tempo.
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Figura 5.29-Comparacio de duas trajetérias quando variamos o momento em fung¢io

da posiciao

De tal modo obtivemos os graficos abaixo a fim de comparacao, na figura 5.30

fizemos uma analise como o campo externo se comporta no decorrer do tempo.
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Figura 5.30-Variacao do campo elétrico no decorrer do tempo



Conseguimos verificar que o método ¢ muito eficiente para uma Unica particula
tanto para o momento de dipolo linear quanto para o momento de dipolo do HF. J4 para
duas particulas percebemos que o método s6 ¢ eficiente para quando os valores de
momento sdo muito proéximos, mas para momentos distintos as trajetdrias ndo
convergem. Neste caso pode-se notar que quando utilizamos o momento de dipolo do
HF, a diferenga entre os momentos pode ser um pouco maior ¢ ainda assim o método ¢

eficiente.



CAPITULO 6

Conclusoes

Na presente dissertacdo, investigamos a fotoassociagdo cadtica tendo como
modelo o oscilador de Morse for¢ado. Inicialmente consideramos pulsos de forma
senoidal simples, simulando a agao de lasers de onda continua. Evidenciamos o carater
caotico do problema, através de sua sensibilidade as condi¢des inicias, a analise dos
mapas estroboscopicos e das sessdes de Poincaré e conseguimos evidenciar que os
parametros do campo externo como frequéncia e amplitude interferem
significativamente em nosso problema. A partir desse momento podemos perceber que
encontrar um campo elétrico adequado e parametros ajustados influenciaria

significativamente na probabilidade de fotoassociacao.

Em seguida, investigamos a fotoassociacdo com campos externos com forma um
pouco mais complexa que permite controle que vao além daquele para o laser senoidal.
No capitulo 4 consideramos pulsos com duas frequéncias principais (pulsos
bicromaticos) e pulsos com frequéncia modulada (Chirped pulses). Assim estudamos a
probabilidade de fotoassociacdo em funcdo dos parametros do campo externo. Para
pulsos bicromaticos, ¢ possivel perceber que os melhores valores foram encontrados
quando analisamos a probabilidade em fun¢ao da fase relativa, aonde a probabilidade de
fotoassociagdo chegou a quase quarenta e cinco por cento. Para pulsos de frequéncia
variavel, obtivemos probabilidades de fotoassociagdo maxima em torno de quarenta e
cinco por cento para alguns valores da taxa de variacdo da frequéncia. Destacamos
ainda que a fotoassociagao classica com pulsos de frequéncia modulada guarda muitas
analogias com a fotoassociagdo quantica ¢ que o estudo no caso da fotoassociacdo
cadtica, pelo menos até o certo momento e com nosso embasamento na literatura ¢
inédito e servira como base para uma futura publicagdo. Finalmente passamos para a
aplicacdo de uma técnica de controle local para a fotoassociagdo onde o valor do campo
externo ¢ calculado a cada iteragdo temporal. Conseguimos verificar que o método é

consistente e extremamente interessante para o modelo da fotoassociagdo, sendo que



para uma Unica particula o método mostrou total eficacia, isso pode ser evidenciado
quando analisamos o valor final de energia. Quando se trata de duas particulas ele se
mostra inconsistente para valores distantes de momento linear, independente do método
utilizado como propagador temporal. Um desafio futuro que se coloca a formulacdo de
uma teoria de controle local para um ensemble de trajetérias. Que certamente resultard

em campos externos mais eficientes, porém mais complexos.



REFERENCIAS

[1] THORSHEIM, H.; WEINER, J.; JULIENNE, P. Laser-induced photoassociation of
ultracold sodium atoms. Physical review letters, APS, v. 58, n. 23, p. 2420-2423, 1987.

[2] ZARE, R. N. Laser control of chemical reactions. Science, American Association

for the Advancement of Science, v. 279, n. 5358, p. 1875-1879, 1998.

[3] ULMANIS, J.; DEIGLMAYR, J.; REPP, M.; WESTER, R.; WEIDEMULLER,M.;
Ultracold Molecules Formed by Photoassociation: Heteronuclear Dimers, Inelastic
Collisions, and Interactions with Ultrashort Laser Pulses. Chemical Reviews, v.112,

p.4890-4927, 2012.

[§]DULIEU,O.;GABBANINI,C.; The formation ans interactions of cold and ultracold
molecules: new challenges for interdisciplinary physics. Reports on Progress in Physics,

v.72,1n.86401, 2009.

[5] CARR, L.D.; DEMILLE, D. H; KREMS, R.V.; YE.J. Cold and ultracold molecules
:science, technology and applications. New Journal of Physics, v.11, n.55049, pp.87,
2009.

[6] SCHNELL, M.; MEIJER, G.; Cold molecules: Preparation, Applications and
challenges. Angewandte Chemie, v.48, p. 6010-6031, 2009.

[7] ANDERSON,M.,H.; ESHER, J. R;MATTHEWS, M. ,R. ;WIEMAN, C. E., and
CORNELL.E. ,A.; Science, v. 269, n.198, 1995.

[8] MORSE, P. Diatomic molecules according to the wave mechanics. ii. Vibrational

levels. Physical Review, APS, v. 34, n. 1, p. 57, 1929.

[9] LIMA, E. Control of chaotic photoassociation in the driven Morse oscillator. 2011.



[10] LIMA, E. de; HO, T.; RABITZ, H. Optimal laser control of molecular
photoassociation along with vibrational stabilization. Chemical Physics Letters,

Elsevier, v. 501, n. 4, p. 267-272, 2011.

[11] LIMA, E. F. de; HORNOS, J. E. M. The Morse oscillator under time-dependent
external fields. The Journal of Chemical Physics, AIP, v. 125, n. 16, p. 164110, 2006.
Disponivel em: <http://link.aip.org/link/?JCP/125/164110/1>.

[12] HEAGY, J.; YUAN, J. M. Dynamics of an impulsively driven Morse oscillator.
Phys. Rev. A, American Physical Society, v. 41, p. 571-581, Jan 1990.
Disponivel em: <http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.41.571>.

[13] GU, Y.; YUAN, J.-M. Classical dynamics and resonance structures in laser-
induced dissociation of a Morse oscillator. Phys. Rev. A, American

Physical Society, v. 36, p. 3788-3795, Oct 1987.

Disponivel em: <http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.36.3788>.

[14] LIU, W.-K.; WU, B.; YUAN, J.-M. Nonlinear dynamics of chirped pulse
excitation and dissociation of diatomic molecules. Phys. Rev. Lett., American

Physical Society, v. 75, p. 1292-1295, Aug 1995.

Disponivel em: <http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.75.1292>,

[15] GOGGIN, M., E.,;MILONNI, P., W.;, Driven Morse oscilattor: Classical Chaos
quantum theory, and photodissociation. Phys. Rev. A4,v.37,n.796, 1988.

[I6]YUAN, J., M.; LIU, W_K;. , Classical and Quantum dynamics of chirped pulse
dissociation of diatomic molecules, Phys. Rev. A,v. 57,n. 1992 ,1998.

[17] GRAHAM, R.; H'OHNERBACH, M.; Quantum effects on the multiphoton
dissociation of a diatomic molecule, Phys. Rev. A ,v.43,n. 3966 ,1991.

[18] WALKER,R. B., PRESTON,R., K.; Quantum versus Classical dynamics in the
treatment of multiple photon excitation of the anharmonic oscillator, J. Chem. Phys.

V.67,n.2017,1977.



[19] LICHTENBERG, A., J.; LIEBERMAN, M.; A.; Regular and Stochastic Motion
(Spring-Verlag, 1983), applied Mathematics Sciences volume 38.

[20] SEONANE,J..M.; SANJUAN,M.,A.,F.; New Developments in classical chaotic
scattering, Rep. Prog. Phys, v.76 ,v.016001, 2013

[21] LIMA, E.JF.; Control of chaotic photoassociation in the driven Morse
oscillator,2008.

[22]LIMA, E.F.; HORNOS,J. E..M. Multiphoton association by two laser pulses.
Chemical Physics Letters, v.433, p.48-53, 2006.

[23] GRAFE, S.; MARQUETAND, P.; ENGEL, V.; Classical aspect emerging from
control of energy and particle transfer in molecules. Journal of Photochemistry and

Photobiology. V.180, p.271-276, 2008.

[24] MARQUETAND,P.; ENGEL,V.; Analysis of laser fields for photoassociation and
molecular stabilization derived from local control theory. Journal of Physics B: Atomic,

Molecular and Optical Physics. V.41, n.74026, 2008.

[25] MORAES BARBOZA, F.L; COSTA, A.J.; RIBEIRO N.F.; DRIGO FILHO,E.;
Solugdo analitica do potencial de Morse em mecanica cléssica, Revista Brasileira de

Ensino de Fisica , v.29, n.4, p543-547(2007).

[26] JONES,K. M;TIESINGA,E.; LETT,P. D.; JULIENNE,P. S.;, Rev. Mod. Phys. 78,
483 (2006).

[27] LU, Z.; VALLIERES, M.; YUAN, I.; Controlling chaotic scattering: Impulsively
driven Morse potential, Physical Review A , v.45,n.8, (1992)

[28]SEOANE, J.M.; SANJUAN, M.A.F.; New developments in classical chaotic
scattering, Rep. Prog. Phis,v.73, (2013)



[29] Lima, E., F., Control oh Chaotic Photoassociation in the Driven Morse Oscillator,

PHYSCON 2011, Le6n, Spain, September, 5—September, 8 2011

[30] MARQUETAND,P.; ENGEL,V; Local control theory applied to molecular
photoassociation. The journal of chemical Physics, V. 127, 084115, 2007



