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�������� 	
	
 ���� (M, d) �� �	
��� �
������ ���� 	���������� S ⊂ M 
��� 	��

���	�������� �� ���� �������� ���� �� �	
��� �
������ ��	�� ���	������ � ��	������

�� d � S×S� �� 	���� �	�� 
��� �	 ��������	 �� S � ��	�� ��	������ ��� ���	 
�		����

���� ��������	 �� M � ��		�	 ��������	� �� ���	 ��� S 
 �� ��������� �� M � �

�
����� �� S �� !	� 	
���	�� 
��� �� M �

"���	 �
��	����� ��#��	 �$��
��	 �� �
�����	� % 
������� ����	 
 � ��� �& ���!

�������	� � 
���	�� �������
�� '��� M �= ∅ ��(��!	� d : M × M → R 
����

d(x, x) = 0 � d(x, y) = 1 	� x �= y. )��� ��(����� �� �
������ �	 ��������	 i, ii 	�� *���!

(����	 
��� 
�+
��� ��(����� �� �
����� �������
� � 
��� � �������� iii ���	�������	


������������ x �= y � y = z� ����	 �		�� d(x, y) = 1� d(x, z) = 1 � d(y, z) = 0� ,�#��

��	�� ��	�� d(x, y) = d(x, z) + d(y, z)� �� x �= y � y �= z ����	� d(x, y) = 1� d(x, z) = 1

� d(y, z) = 1� d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z). -	 �����	 ��	�	 ������ ��	��	�

.� �$��
�� ��
������� �� �	
��� �
����� 
 � �	
��� ���������� R
n� -	 
����	

�� R
n 	�� 
!�
��	 x = (x1, ..., xn) ���� ���� ��� ��	 n ����������	 xi 
 �� �/����

����� )�����	 ��(��� � ��	������ ����� ���	 
����	 �� R
n �� ��0	 ����	� '���	

x = (x1, ..., xn) � y = (y1, ..., yn)� �	���*���	�

d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 =

∑n
i=1[(xi − yi)

2]1/2 ,

d′(x, y) = |x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn| =
n∑

i=1

|xi − yi|
�

d′′(x, y) = max{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|} = max
1�i�n

|xi − yi|.

%	 1�����	 d, d′, d′′ : Rn×R
n → R 	�� �
�����	� % �
����� d 
 �2����� euclidiana�

�� ��	� 
��������� �� �������� R ��	 �/����	 ����	 � ��	������ ����� ���	 
����	

x, y,∈ R 
 ���� 
�� d(x, y) = |x− y|� "���(��!	� ������������� �	 ��������	 �� i 3 iii


���	 
��
�������	 ����������	 �� *���� ��	����� �� �/����	 ����	� 4	�� 
 � �2�����

�
���	�� �������

'�(���� ��� �
����� �� �� �������� M � �	�� 
� ����� �#��� � ����� �� ��	���!

��� ����� �	 
����	� � 
�+$��� ������*� 
 ��(��� ������������ �� 1�����	� )��������

*�����	 ��#��	 ��������	 �		������	 
��� 	�� ��(������

�������� 	
�
 ����� (M, d) �� �	
��� �
������ a ∈M � r ∈ R
∗
+�

�5 % ���� ������ �� ������ a � ���� r 
 ��(���� �� 	�#����� ��������

B(a, r) := {x ∈M, d(x, a) < r},
�� 	���� 
 � �������� ��	 
����	 �� M ���� ��	������ �� 
���� a 
 ����� �� ���

r�



������� ��	
���� ��

��� � ���� �����	� �� ��	
� �� 
��
�� a � ���� r � ������� ����

D(a, r) := {x ∈M, d(x, a) � r},

�� 	���� � � 
�����
� ������� ����	 ���
�	 �� M ��� �	
�� � ��� ��	
��
�� �����

�� ��� �� ����� � r �� ���
� a�

���� � �
���� �� 
��
�� a � ���� r � ������� ����

S(a, r) := {x ∈M, d(x, a) = r}.

��	�� � ��� 
��� �	��!�  �
����� ������� E � �� �	��!� ��
��
�� 
�� � ��
��
�

d ��� �����
� �� ������ ���� d(x, y) = ‖x− y‖� "�
�� �	
�� ���	�

B(a, r) := {x ∈ E, |x− a| < r}

D(a, r) := {x ∈ E, |x− a| � r}
S(a, r) := {x ∈ E, |x− a| = r}

#� X � �� 	���	��!� �� �	��!� ��
��
� M � ��
�� ���� 
��� a ∈ X � 
��� r > 0�

������	 ������ � BX(a, r) � ���� ����
� �� 
��
�� a � ���� r� ����
� ����
� $ ��
��
�

����%��� �� X� &�	
� 
�	�� 
��'	� BX(a, r) = B(a, r)
⋂

X ���� B(a, r) � � ���� ����
�

�� 
��
�� a � ���� r �� �	��!� M � ����������
� 
���	� DX(a, r) = D(a, r)
⋂

X �

SX(a, r) = S(a, r)
⋂

X�

�	 ����	 ����
�	 �������� �� ��
��
� ��� 	� �	�� ��� �(������ 	� M �	
) ������

�� ��
��
� ����
�� ��
��� ���� 
��� a ∈ M � 
��'	� B(a, r) = D(a, r) = M 	� r > 1

� B(a, r) = D(a, r) = a 	� r < 1� *�� ��
�� ����� B(a, 1) = a � D(a, 1) = M � +��'	�


����� S(a, r) = ∅ 	� r �= 1 � S(a, 1) = M − a.

,�� � ��
��
� �	��� �� ��
�� ���� 
��� a ∈ R � 
��� r > 0� � ���� ����
� ��


��
�� a � ���� r � � ��
�� ��� ����
� (a− r, a+ r)� ���	 � 
����!�� |x− a| < r ���� ���

a < x − a < r� �� 	���� a − r < x < a + r� ����������
�� D(a, r) � � ��
�� ���

[a− r, a+ r] � � �	���� S(a, r) 
�� �����	 ���	 ���
�	� a− r � a+ r�

&� ����� R
2� � ���� ����
� B(a, r) � � ��
����� �� �� 
-�
��� �� 
��
�� a � ���� r ��

� ��
����� �� �� �������� �� 
��
�� a � ����	 �� 
��������
�	 2r� ��������	 ��	 ��(�	�

�� ��
�� � ��
����� �� �� �������� �� 
��
�� a � ��������	 ��������	 ��	 ��(�	� ����	

�� 
��������
�	 2r� "	
�	 
�	�	 
����	������ �� �	����	 �� R
2 �	 ��
��
�	 d� d′

�� d′′ ��	��

� ����
�� � �	���� S(a, r) � � ����� �� ����� 
����	������
� � D(a, r)�

� ����
����
�� � ����� � B(a, r) ∪ S(a, r)�



�� �����������	

��� (x− a1)
2 + (y − a2)

2 < r2� ��� |x− a1| < r � |y − a2| < 2� ��� |x− a1|+ |y − a2| < r�

����� ������	�
�
� � 
������������

�� ��� ��	
��
�� �� �������� � ������� ��
 �
 ���� ���
�����
� �����
� � �
���

������
������� �
 ���
�� 
���� 
��� ��� ���
�������� �� �
	�� 
����
 �� ���
��������


���
 
����  � �
������
� 
��
 ����
��� � �����!��� 
���
 
���"�� �����#$����� ��
 

�
���

� �
$���� %��
"���� ��� � �
���"�� �
 ���
��������� 
���
 
���"�� ��������� ��


� �� ���� ����������� ��� ��� �
��� ���������
�

�������� 	
�
 &
	�� M,N 
���"�� ��������� '�!(�
 ��
 � ������"�� f : M → N �

�������� �� ����� a ∈M ������� ���� ���� ε > 0 ����� � �����

� ���
� δ > 0 ��� ��


d(x, a) < δ ������� d(f(x), f(a)) < ε�

'�!(�
 ��
 f : M → N � �������� ������ 
�� � �������� 
� ����� �� ������ a ∈M �

����
��
��
�
��
� f : M → N � �������� �� ����� a ∈ M ������� ���� ������
�

���� B′ = B(f(a); ε) �
 �
���� f(a)� ���
(�
 
�������� ��� ���� B = B(a; δ), �


�
���� a� ��� ��
 f(B) ⊂ B′�

 � ���������
 ���� ���������� 
� ��
 M ⊂ R 
 f : M → R� ��!
� ��
 f � ��������

�� ����� a ∈ M ��$����� ������ ��
 ���� ���� ε > 0� 
����
 δ > 0 ��� ��
 x ∈ M


 a − δ < x < a + δ ������� f(a) − ε < f(x) < a + ε� )� �
	�� f ���������� ��

������ �
 M ��
 
���� �� ���
�
��� ��
��� (a− δ, a+ δ) 
� ������ �� ���
�
��� ��
���

(f(a)− ε, f(a) + ε)�

)��
�
�"��* + ��"�� �
 �����������
 ��� ����� � ������ ���� �� �
�
��
 ��
���

�� ���������
��� �
 f ��� ����������
� �� ������ ,��� ��
�����
��
� �
 
������ 
�



������� ��	
���� ��

M ��� ���� B	 
� ��
��� a	 ��� ��� f |B ���� ��
��
�� 
� ��
�� a	 �
��� f : M → N

� ��
��
�� 
� ��
�� a� ����� 
�� ���	 �� ���� ��
� ����� ������
� X ⊂ M 	 f |X ���

��
��
��	 �
��� f : M → N � ��
��
���

������� �	
	 ��
� f : M → N 	 ����
����� ��� ������ ��� ��
���
�� c > 0

������
� ��������� �� 	
����
�
  ��� ��� d(f(x), f(y)) ≤ c�d(x, y)	 ��������� ��� �����

x, y ∈M � ��!���� �
��� ��� f � ��� ���
����� �
����
�

���� "���� ����	 f � ��
��
���

#�� ������	 
�
� ε > 0	 ������� δ = ε
c
� $
��� d(x, a) < δ ⇒ d(f(x), f(a)) �

c � d(x, a) < c � δ = ε� �� c = 1	 
�!���� ��� f � ��� ��
���%�� ������ ��� ��������


� ��
���%&�� ������	 �����
�� ��
��
���	 � 
���� || || : E → R �� �� ����%� '�������


����
� E( � �����%�� pi : M1 × · · · ×Mn → Mi 
�)
�
� ��� pi(x1, · · · xn) = xi ����

��
� i = 1, · · · , n � � �����%�� ���� s : E × E → E	 s(x, y) = x + y �� �� ����%�

'������� 
����
� E	 ���

� �� ���� �� E × E � 
���� ||(x, y)|| = |x|+ |y|�
*�� ������%�� f : M → N �����+�� ���������� �
����
�

���	 ���

� ��
� ��
��

a ∈M � ��
��� 
� ��� ���� B = B(a, r)	 ��� ��� � ������%�� f |B � ��������!��
�� *��

������%�� �������
�� ��������!��
� �	 �'�
�
����
��	 ��
��
���

������� �	�	 , ��
%�� f : R → R	 
�
� ��� f(x) = xn	 �n �
����� ������'� �

��������!��
� �� ��
� ����� ������
� 
� R	 ���� �� �� |x| � a � |y| � a �
��� |xn−yn| =
|x−y| · |xn−1+xn−2y+ · · ·+yn−1| � |x−y|(||x|n−1+ |x|n−2|y|+ · · ·+ |y|n−1|) � c · |y−x|	
�

� c = n · an−1� �����+�� ��� �� ����
-��� p(x) = a0 + a1x + · · · + anx

n ������

� ��

�%�� 
� .�������! �� ��
� �
���'��� ������
� [a, b]� #�
�������	 �� ����������	

��� ��
� ����
-��� p : R → R � ��� ��
%�� ��
��
��� �� ��
� �
/����	 ��
����

������� ��� � ��
%�� r : R − {0} → R	 
�)
�
� ��� r(x) = 1
x
	 � ��
��
��� 0��'����

�������� ���	 ���� ��
� k > 0	 r � ��������!��
� 
� ��
��
�� Xk = {x ∈ R : |x| ≥ k}�
1��	 �� |x| ≥ k � |y| ≥ k	 �
��� |r(x)− r(y)| = | 1

x
− 1

y
| = x−y

x·y ≤ c · |x− y|	 �

� c = 1
k2

�

����� 
�� ��� ��
� 
2���� ���� a �= 0 � ��
��� 
� �� �
���'���	 �������� �� ���� r �

��
��
��� .��� r � ��
��
���



�� �����������	

����� ������	
�
	� 	
	�	����	� 
�� ��
�����	� ���������

���������� 	
�
 � �������	 
� 
�	� 	�
��	���� �������	� � �������	� �	�� ������	�

������ �� f : M → N � �������	 �� ����� a � g : N → P � �������	 �� ����� f(a)�

����� g ◦ f : M → P � �������	 �� ����� a�

�
�����������

�	
� ε > 0� 	 ��������
	
� 
� g �� ����� f(a) ��� ������� ����� λ > 0 �	
 ���

y ∈ N � d(y, f(a)) < λ⇒ d(g(y), g(f(a))) < ε� ��� ��	 ���� 
	
� λ > 0� 	 ��������
	
�


� f �� ����� a ���  ������ δ > 0 �	
 ��� x ∈ M � d(x, a) < δ ⇒ d(f(x), f(a)) < λ⇒
d(g(f(x)), g(f(a))) < ε�

��������� 	
�
 � ��������� 
� ��	 	�
��	��� �������	 � �������	� �	�� �!	�	������

�� f : M → N � �������	 � X ⊂M � ����� f |X : X → N � �������	�

�
����������� "�� � ����� f |X = f ◦ i� ��
� i : X → M � 	 ���
����� 
�#��
	

��� i(x) = x, x ∈ X�

��
���� 	
�
 �����������	 �� 
�������
����� $�%	 E �� ���	�� ������	
 ����	
��

"����
��� 	 	�
��	��� m : R×E → E� ��
� m(λ, x) = λ · x� $� [λ], [μ], [x], [y] ��� ≤ a

����� d[m(λ, x),m(μ, y)] = ||λ ·x−μ ·y|| = ||λ ·x−μ ·x+μ ·x−μ ·y|| ≤ |λ−μ| · ||x||+
|μ| · ||x− y|| ≤ a(|λ− μ|+ |x− y|) = a · d[(λ, x), (μ, y)]� $�&����� ��� m � 
����'����	�	

�� �	
	 �	��� 
����	
	 
� R× E �� ��� �����&������ m : R× E → E � �������	� (�

�	�����
	�� 	 ��
���
��	��� 
� �)����� ��	��� m : R × R → R,m(x, y) = x · y� � ��	

 ����� �������	�

�	
�� �� ���	��� �������� M,N1 � N2� 
	� ��	 	�
��	��� f : M → N1 × N2

�����	
� 	 �� �	� 
� 	�
��	���� f1 : M → N1 � f2 : M → N2� �'	�	
	� 	� �����	�


����	����� 
� f � �	�� ��� f(x) = (f1(x), f2(x)) �	�	 ��
� x ∈ M � (��������� f =

(f1, f2)� "����
��	�
���� 	� ���%����� p1 : N1×N2 → N1 � p2 : N1×N2 → N2 � ������

f1 = p1 ◦ f � f2 = p2 ◦ f � � ���������� ��&������ �����	 
� ����
�� 
�������	���� �

 ��
	����	
�

���������� 	
�
 � 	�
��	��� f : M → N1 × N2 � �������	 *�� ����� a ∈ M+ ��� �

������� ��� ��	�  ������ �����
��	
	� f1 : M → N1 � f2 : M → N2 ��� �������	� *��

����� a+�



������� ��	
���� ��

��������	
��� �� f � ���	
��� ��	
� � ����� ������ ��� f1 = p1◦f � f2 = p2◦f
������ �� ��������� p1 � p2 �
� ���	
����� ���� ������ � ���
������ ������ �� N1×N2

� ��	���� d[(x1, x2), (y1, y2)] � ��� {(x1, y1), d(x2, y2)}� ���� ε > 0� ���� f1 � f2

�
� ���	
���� �� ���	� a� ����	�� δ1 � δ2 	��� ��� d(x, a) < δ1 ⇒ d(f1(x), f1(a)) < ε

� d(x, a) < δ2 ⇒ d(f2(x), f2(a)) < ε� ���� δ = ��� {δ1, δ2}� ��	
� d(x, a) < δ ⇒
d(f(x), f(a)) = ��� {d(f1(x), f1(a)), d(f2(x), f2(a))} < ε�  �!� f � ���	
��� �� ���	�

a�


�������� ���� �� f1 : M1 → N1 � f2 : M2 → N2 �
� ���	
����� ��	
� 	��"�� �

���	
��� � ��#����
�

ϕ = f1 × f2 : M1 ×M2 → N1 ×N2

��$���� ���

ϕ(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2)).

%�� �&��	�� ������������ �� ���������

p1 : M1 ×M2 →M1 � p2 : M1 ×M2 →M2

����� ��� �� &������ ����������� �� ϕ �
�

f1 ◦ p1 : M1 ×M2 → N1 � f2 ◦ p2 : M1 ×M2 → N2

��!�� �� ��������
� ��	����� ��� ϕ � ���	
����

�������
�� ���� ����� M �� ������ ��	����� E �� ������ ��	����# ������� � f, g :

M → E,α, β : M → R ��#������� ���	
����� ��� β(x) �= 0 ���� 	��� x ∈ M � ��	
�

�
� ���	
���� �� ��#������� f + g : M → E,α · f : M → E � α/β : M → R� ��$�����

���

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (α · f)(x) = α(x) · f(x),
� (

α

β

)
(x) =

α(x)

β(x)
.

��������	
��� '�� ���	� ��� �� ��#������� r : R − {0} → R� s : E × E → E �

m : R×E → E� ����� ��� r(x) = 1/x� s(x, y) = x+ y � m(λ, x) = λ ·x� �
� ���	
�����
%�������� �� ��!���	�� �����������({

M
(f,g)−→ E × E

s−→ E

x �−→ (f(x), g(x)) �→ f(x) + g(x)

}
f + g = s ◦ (f, g) )��*+

{
M

(α,f)−→ R× E
m−→ E

x �−→ (α(x), f(x)) �→ α(x) · f(x)

}
α · f = m ◦ (α, f) )���+



�� �����������	

⎧⎨
⎩ M

(α,β)−→ R× (R− {0}) (id×r)−→ R× R
m−→ R

x �−→ (α(x), β(x)) �−→
(
α(x), 1

β(x)

)
�→ α(x)

β(x)

⎫⎬
⎭ α

β
= m ◦ (id× r) ◦ (α, β) �����

�� 	�
�	�
� 
���
 ����	 id : R→ R � 
 
����
��� ��	����
�	� �����
� 
�	 f + g�

α · f 	 α/β ��� �������
�� 	� ������	 �
� ���������	� 
���
�

��������� ��	
� �	 f, g : M → R ��� �����	� �������
� ��� �
���	� �	
��� 	���� f+g�

f · g 	 ��
�� g(x) �= 0 �
�
 ���� x ∈M� f/g ��� �����	� �������
��

����� �������	
����

 ��	�	��	 �� 
�	 �����	 	� !�"	#�
 $��	
�� ���	 
 ���	��
 �	 ��
 ��
������
���

���	
� #�%	���
 �
�#�� � ���	
�� �� �
 &	���
 �� '������ ���	 � ���	��� �	 �� (�)

�����*��� #�%	���� � 
���
 �� (������*���� 	� &�����"�
 �����	 � �	�+�	�� �	

	,�����	� �����	� �������
� #�%	���
� f : M → N �
�� 
�	 f−1 : N →M � �	��������
�

� �	"����	 	,	���� � �� ��-����� 	,	���� �	��
 ����
����

��
���� ���� �	%
 S1 = {(x, y) ∈ R
2; x2 + y2 = 1} � ������� ����-��� �� ��
��

	������
��� . ������ f : [0, 2π) → S1� �	*���
 ��� f(t) = (cost, sent) � #�%	���
�

	 � �������
� ���� ��
� �����	� �����	�
�
�� cos 	 sen � ���� . 
����
��� ���	��
�

f−1 : S1 → [0, 2π) � �	��������
 �� ����� P = (1, 0)�

�
������ ��		� �	%
� M 	 N 	��
��� ��������� /� ������������ �	 M ��#�	 N

� ��
 #�%	��� �������
 f : M → N ��%
 ���	��
 f−1 : N → M �
�#�� � �������
�

0	��	 �
��� ��1)�	 
�	 M 	 N ��� ������������

�	 f : M → N 	 g : N → P ��� (��	����*���� 	���� g ◦ f : M → P �
�#�� �

�� (��	����*����

��
���� ���� 	����������� �
��� ��
��� �	%
 E �� 	��
�� �	����
� ����
��� 2
�


���� a ∈ E 	 �
�
 ���� �	
� λ �= 0� 
 ���
�
���� ta : E → E 	 
 ��������� mλ : E → E�

�	*���
� ��� ta(x) = x + a 	 mλ(x) = λ · x� ��� (��	����*���� �	 E�  	 �
��� ta 	

mλ ��� �������
� 	 �����	� ���	��
�3 (t−1a = t−a) 	 (mλ)
−1 = mμ, μ = 1/λ� 
� 
�
��

�
�#�� ��� �������
��  �
� #��
� 
#	��
� B(a, r) 	 B(b, s) 	� E ��� (��	�����
��

4
�� ��	���
�	��	� 
 �������
 ϕ = tb◦ms/r◦t−a �	*�	 �� (��	����*��� ϕ : E → E�

2
�
 �
�
 x ∈ E� �	��� ϕ(x) = b+ s/r(x− a)� 5��� �����
 
�	 ϕ �������	 	�3

6�� &�
���
�
� B(a; r) �	 ���� 
 �+� �	� �	���� �
 ���"	�7

��� 4��������
� ����� �� �	���	� ��� s/r �	 ���� 
�	 �	���	� �	 �������	��� < r

�
��	� 
 �	� �������	��� < s� 5��� ��
������
 B(0; r) 	� B(0; s)7

��� &�
���
�
� B(0; s) �	 ���� 
 �+� �	� �	���� �� ����� b�



������� ��	
���� ��

����� � ���	���
���� ϕ : E → E � 
�� ��	 ϕ(B(a; r)) = B(b; s)� �� �	��� ���	�
�

�	 ���

� ��	 ���� ����� �	������ �������	
 	� E ��� ���	���
���� ������ ���	
��


��	� ��� 	����� ��

��� �
��

�
��� ���� ����� ��	

�� ���	� ��� �	
 ���	���
����  

	!	���� ���� �����	� � � �	 �� 	����� ��

��� M � ��	 ������ �� ���
� ������� a 	 ��

���
� ��� ������� b� "!��
	 �� ����� B(a; r) = {a}� � ���� ��� ���	 �	
 ���	���
��
� ��� ���� ��	

� �	 �	�

� b ����� ��
� 
��� s > 0� B(b; s) � �� ���#��
� �����
��

������� �	
	 � �������� �	
�������
��� $	#�� Sn = {x ∈ R
n+1; x2

0 + x2
1 + x2

2 + · · ·+
x2
n = 1} � 	��	
� ���
�
�� n%���	������� 	 p = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn � �	� �&�� ��

	�

� �
�#	��� 	�
	
	�'
���� π : Sn − {p} → R
n 	�
��	�	�	 �� ���	���
���� 	�

	

� 	��	
� �	��� � �&�� ��

	 	 � 	����� 	��������� R
n� (	��	

����	�
	� π(x) � �

���
� 	� ��	 � �	��%
	
�
→
px 	����

� � ���	
����� xn+1 = 0� ��	 ��	�
������� ���

R
n� � �� �	 �	 ��
	
 ��� �&
���� ��
� π� ���	
�	��� ��	 �� ���
�� �� �	��%
	
�

→
px 
)� � ��
�� p + t · (x − p)� ���	 t > 0� *�� ���
� �	

	��	 �� ���	
����� R

n

������ ��� +�
��� ���
�	���� 1 + t(xn+1 − 1) � ,	
�� ��- 
�
���� t = 1/(1 − xn+1)�

����	����	��� ��
 x′ = (x1, · · · , xn) ������ x = (x1, · · · , xn, xn+1)� "�
��� �	���

π(x) = p + (x − p)/(1 − xn+1)� ���

�%�	 ��	 π(x) = x′/(1 − xn+1)� � 	!�
	����

π(x) = x′/(1− xn+1) ���

� ��	 π : Sn − {p} → R
n � ���
-����

./�
	 ��	 x ∈ Sn − {p} 	!���� � ������������	 xn+1 = 10� 1�
� �	
����
 ��	 π �

�� ���	���
����� ���
� ������	
�
 � ��������� ϕ : Rn → Sn − {p}� �	����� ��

ϕ(y) = x� ���	� �� ��
���� ������ x′ = 2y/(|y|2 + 1) 	 xn+1 = (|y|2 − 1)/(|y|2 + 1)�

����
�
�%�	 �	� ���������	 ��	 ϕ(π(x)) = x′ ��
� 
��� x ∈ Sn − {p} 	 π(ϕ(y)) = y

��
� 
��� y ∈ R
n�
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� �
����	
� ����	
�� ���

����
 � �
	�����
 
��� � �������
 �� ��
��
 	


�����
�

�������� 	
�	
 ���� X �� ����
����	
 �� �� ��
��
 ��	���
 M � �� 

�	
 a ∈ X

�� !�� �� ����� �������� � X �����
 � ���	�
 �� �� �
�� ����	� �
�	��� �� X� 
�

����� �����
 �"��	� r > 0 	�� ��� d(x, a) < r ⇒ x ∈ X� #$���!�� 
 �������� �� X ��

M �
 �
����	
 ��	X %
����
 
��
� 

�	
� ��	���
��� � X�

�� ����
����	
 �� A �� �� ��
��
 ��	���
 M �� !�� �	���� �� M �����
 	
�
�


� ���� 

�	
� ��
 ��	���
���� ��	
 �� ��	 A = A� &��� 
�
��� ��� �� �
����	
 A ⊂ M

� ����	
 �� M � �����
� 
�	��� 
��� ���� x ∈ A� �� ���
 r > 0 	�� ��� B(x; r) ⊂ A�

�
�������� 	
��
 ���� U � �
����
 �
� ����
����	
� ����	
� �� �� ��
��
 ��	���


M � '�	�
(

)*+ M ∈ U � ∅ ∈ U� )
 ������ ������� � � 
������� ����� ��� �	������+

)�+ �� A1, · · · , An ∈ U ��	�
 A1 ∩ · · · ∩An ∈ U� )� ���������� �� �� ������ ����� ��


�������� �	����� � �� 
������� �	���� +�

),+ �� Aλ ∈ U 
��� 	
�
 λ ∈ L ��	�
 A =
⋃

λ∈L Aλ ∈ U� )� ������� �� ��� �������

�������� �� 
�������� �	����� � �� 
������� �	�����+

�������
�����

*+ � ��
��
 ��	���
 M � ������	����	�� ����	
 �� M � -�	
 �
�	�� �
�
 � 
�

���!

���� .X � ����	
. � ����	���� ��	
 �� ��
���� �
 ��
��
 M �� ��� �� �
������� X

�����
( X � ���
�� ����	
 �
 
��
��
 ��
��
 X� &��� �� �"��
�
 ���
� 	�������


�������
� ��� X = [0, 1) � �� ����
����	
 ����	
 �
 ��
��
 M = [0, 1] : ���	�

�
	�� ��� ���� ��	�����
 �
 	�

 [0, ε)� �
� 0 < ε � 1� � ����	
 �� ��	� R� /�����


 ��	�����
 ����	
 (0, 1) �
 ��"
 ��� ��������� �� R
2 � ����	
 ����� ��"
 ��� ��
 �

����	
 �� R
2� �� �
����	
 ��� � ����	
 �� �������� ��
��
 ��	���
 ��� 
 �
�	�!

�$� � 
 �
����	
 �� �
 ∅� #
� �%��	
� 
��� 
�
��� ��� �� �
����	
 X ��
 � ����	
�

����!�� �"���� �� 

�	
 x ∈ X ��� ��
 ���� ��	���
� � X� -�	
 � ������	����	�

��

��0��� �� %� �� �����
 X = ∅� 1
�
 ∅ � ����	
�

�+ ��

�$��
� ��� a ∈ A1, · · · , a ∈ An� #
�
 ��	�� �
����	
� ��
 ����	
�� �"��	��

r1 > 0, · · · , rn > 0 	��� ��� B(a, r1) ⊂ A1, · · · , B(a, rn) ⊂ An� ���� r 
 ���
� �
�

�2���
� r1, · · · , rn� '�	�


B(a; r) ⊂ B(a; r1) ⊂ A1, · · · , B(a; r) ⊂ B(a; rn) ⊂ An

� ��0

B(a; r) ⊂ A1 ∩ · · · ∩ An

1
�
 A1 ∩ · · · ∩ An � ����	
�



������� ��	
���� ��

�� ���� a ∈ A	 
��
�� ������ �� ������ λ ∈ L ��� ��� a ∈ Aλ	 ���� ���� �������� �

������� �� ��� ���� B(a; r) ������� �� Aλ	  �!� B(a; r) ⊂ A	

"���� �#�������� �!��� ��� ���������$�%
� �� &��%'�� ��������� ������ ���������

�������	

���������� 	
��
 ���� f : M −→ N ��� �#����%
� ����� ��#�%�� ��������	 
��
� f

� �������� ��� � ������� ��� � ���!�� ��(���� f−1(A) �� �������� ������ A �� N � ��

����������� ������ �� M 	


����������� 	
��
 ��#������� f �������� � ������������ A �� �����������

������ �������� �� N 	 )��� ���� a ∈ f−1(A)� ���*�� f(a) ∈ A� ��� #�� ��� ������� ���*

��� ��� ���� ������ ��� ������ f(a) � ���� r	 +� ������������ �� f � ������ B(a, s) ⊂
M ��� ��� f(B(a, s)) ⊂ B(f(a), r)) ⊂ A	 )�������� B(a, s) ⊂ f−1(B(f(a), r)) ⊂
f−1(A) � f−1(A) � ������ �� M 	 ,���#���������� ���� a ∈ M ��������	 +���

B(f(a), ε)� ��� � �� �������� ������� #�� ��#-����� � ���!�� ��(���� f−1(B(f(a), ε) �

������ �� M � ������ a	 )�������� ������ ��� ���� ������ B(a, δ) ⊂ f−1(B(f(a), ε).

��!�� ��� f(B(a, δ)) ⊂ B(f(a), ε)), �� ���� f � ��������	


��� #��#���%
� ����(�*��� � ��.��� �� ��#�%� ���� !����� ���� #��� �� &���� ��

#����������� �
� �� ����������� �� �������� �� ��� �������	


������� 	
��
 ���� X �� �������� �
� (�$��	 /�� ��#���!�� �� X � �� ������*

����� τ �� ������������ �� X �����&�$���� �� #��#��������0

12� X ∈ τ � ∅ ∈ τ 	

1�� �� A1, · · · , An ∈ τ ���
� A1 ∩ · · · ∩ An ∈ τ 	

1�� �� Aλ ∈ τ #��� ���� λ ∈ L ���
� A =
⋃

λ∈L Aλ ∈ τ 	

3 #�� (X, τ) � ������� �� ��#�%� ��#��-!���	 3� ��������� �� τ �
� ��������

��������� ������� �� ��#�%� ��#��-!��� X	 +������ ������ ��� �� ����������� ��

X � &������ �� ��� ���#�������� � �� ����������� ������ �� X	

3����(� ��� ����� &����� ��� &��%
� f : X −→ Y � ����� ��#�%�� ��#��-!���� �

�������� ��� � ������� ��� � ���!�� ��(���� �� �������� ������ �� Y � �� ������ ��

X	 4������������ ��� ��#�%�� ��#��-!���� ��#������� � ����� ��#�%�� �� 5������6�

�������� ���#����� � ����������� ����� ��.��%'�� �#���������� � ��!���	


������� 	
��
 /� ��#�%� ��#��-!��� X � �� 5������6 ��� ����� ���� #����� ���������

a � b �� X� ������� ������� ��������� A �������� a � B �������� b	

3����(� ��� ���� ��#�%� ������� � �� 5������6	


������� 	
��
 /� ��#�%� ��#��-!��� X � ������ �� �� 7����� ������������ �� X

��������������� ������� � &������� �
� � #�-#��� X � � �������� (�$��	
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�������� 	
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 �� ����	
 �
�
�
���
 X � �
�����
 �� �
�� �
������� ������ �� X�

���� �� �
�� ������� �� �����
� ���� ������
 � X� ������ ��� ����
������� ������ 
�

����� ������ �� �����
 ����
 �� �����
� ����� ������� ���� ������
 � ����� 
 X�

 ��
�!� ��
�� "�� ���!��
� A �� �
�����
 "���"��� � f : X −→ A ��� ���	�



��� X � �� ����	
 �
�
�
���
� #
���
� ������ �� A ��� �
�
�
���� �!�����

�
�
�
��� "�
������� �������
$�� "�� ����
�����
� U ��
 �����
� �� A ��� � �
�����

��� f−1(U)� ��
 �����
� �� X�

�������� 	
	

 %
� � �
�
�
��� ������ ��&��
� "�� A � �� ����	
 "�
�������

��� 
���� ������� �� ������ ����	
� "�
������� � ������ ��� ����	�
 �� �"��'�$

������ �� �� ����������
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�����
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�
�
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 �������������� 	� 
���� ������	� � ��
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 ������
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���	� �� ����� � � � 
���	� �� �	����� �� P � � 
���	� χ(P ) = v− e+ f � �������
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�� V = 6, a = 12, f = 8, χ = 2

�� V = 14, a = 24, f = 14, χ = 4

�� V = 20, a = 40, f = 20, χ = 0
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� �(������ �� ����
������� 1�
������ ��
 I �

�
��
���� ���-��� [0, 1]�

6� 7���
�
�. � � ������ ������
�� C = I×I
∼ � �
�� ” ∼ ” � � 
������ ��&
��� ��


(x, 0) ∼ (x, 1)�

8� 2�
�. � � ������ ������
�� T 2 = I×I
∼ � �
�� ” ∼ ” � � 
������ ��&
��� ��


(x, 0) ∼ (x, 1) � (0, y) ∼ (1, y)�

�� 9��(� �� :��4���. � � ������ ������
�� C = I×I
∼ � �
�� ” ∼ ” � � 
������ ��&
���

��
 (x, 0) ∼ (1, 1− x)�

)� ;�

��� �� <���
. � � ������ ������
�� KB = I×I
∼ � �
�� ” ∼ ” � � 
������

��&
��� ��
 (x, 0) ∼ (x, 1) � (0, y) ∼ (1, 1− y)�

=� '��
� '
�>�����. � � ������ ������
�� P 2 = S2/ ∼ �
�� x ∼ −x�
?
����
���� 
���� ��������� � �
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��
������� �� ������� ��� �
�
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�������� 6,	��
��
� 12,����
� 6

χ(C) = v − a+ f

χ(C) = 6− 12 + 6

χ(C) = 0

�� � ������ S2�

��� ������	
���
 ������ ��� ������

�������� 4,	��
��
� 6,����
� 4

χ(S2) = v − a+ f

χ(S2) = 4− 6 + 4

χ(S2) = 2
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��	��

��� ������	
���
 ����� �� �
���	� ��� ����� �� �
���	�

�������� 6,	��
��
� 12,����
� 6
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χ(M) = v − a+ f

χ(M) = 6− 12 + 6

χ(M) = 0

�� � ���� T 2

��� �����	
���
� ���� ��� ����

�������� 9,	��
��
� 27,����
� 18

χ(T 2) = v − a+ f

χ(T 2) = 9− 27 + 18

χ(T 2) = 0
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��� �����	
���
� ������� �� ����� ��� ������� �� �����

�������� 9,	��
��
� 27,����
� 18

χ(KB) = v − a+ f
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χ(KB) = 9− 27 + 18

χ(KB) = 0

�� � ����� ����	
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��� �����	
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� ����� ��������� ��� ����� ���������

�������� 6,	��
��
� 15,����
� 10

χ(P 2) = v − a+ f

χ(P 2) = 6− 15 + 10

χ(P 2) = 1
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 ����� S1 � S2 �	�
 
	���
����
� ��������
 � 
�� ������ �
�������


D1 ⊂ S1 � D2 ⊂ S2� 
	�����	���
 ��������
�
 �� ��
�� D2 � 
���� h1 : D1 → D2 �

h2 : D2 → D2� �
 ��
�������
 ���������
��
� �������
 � ���� ������ �� S1 � S2�

� ��������
 ��� S1�S2� ���� 
���� � ����	���

(S1 − intD1) ∪ (S2 − intD2)

∼
���� � ������� x ∼ y � ���� ��� 

�! �� x, y �
��� �� ������������ �� ∂D1 ∪ ∂D2 ����� x ∼ y ⇔ x = y"

��! #�
� �����$���� x ∼ y ⇔ h1(x) = h2(y)�

% 
��� ����&� ��� ������� �� �
����� ��
 
	�����	���
 D1 � D2� � 	�� 
	���
�����

��� � ������'�� (	��������
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 �
�������� S1 = S2 = T 2 ����� S1�S2 = T 2�T 2 � ���� ���� �'	��

����&� 

����&�)���'

���������� 	
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 ����� S1 � S2 �	�
 
	���
����
 
������
 *��������
 � 
�� �����!�

����� χ(S1�S2) = χ(S1) + χ(S2)− 2�

��
����������

��������
 ��� K1 � K2 �����'	���+�
 �� S1 � S2� ��
������������� ����� χ(S1) =

v1 − e1 + f1 � χ(S2) = v2 − e2 + f2� K
′
1 = K1 − �{a0a1a2} � 	�� �����'	����� ��

S1 − intD2� ���� {a0a1a2} 
�� �
 �������
 �� 	� ���,�'	�� � K
′
2 = K2 − �{b0b1b2}

� 	�� �����'	����� �� S2 − intD2� ���� {b0b1b2} 
�� �
 �������
 �� 	� ���,�'	���

-�����
 T =
T

′
1∪T

′
2

∼ � ���� ai ∼ bi� i = 0, 1, 2 � aiaj ∼ bibj� i, j = 0, 1, 2� #��� T �

	�� �����'	����� ���� χ(S1�S2!� �����

χ(S1�S2) = (v1 + v2 − 3)− (e1 + e2 − 3) + (f1 + f2 − 2) = χ(S1) + χ(S2)− 2.
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����
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��� ����&� �� �����
 ���������
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 ��

������� ��	� � ��������	
���� �� 
���� �� �
���� � 2� �� 
��� ������ �� n�����
 �

2− 2n� �� 
��� ������ �� n������
 ���������
 � 2−n� �� 
��� �� �� ����� ���������

� n�����
 � 1− 2n � ��� ��� �� 
��� ������ �� ��� ������� �� ����� � n�����
 � 2n�


�����
������

��  �!���
 "�� χ(S2) = 2�

��� #��
�������
 S = T 2� · · · �T 2 � 
��� ������ �� n�����
� n ≥ 1�  � n = 1 ���$�

χ(S) = χ(T 2) = 2 − 2(1) = 0�  ����%���
 "�� � �����&$� � �'���� ���� ��

����� n � 
��� S = T 2� · · · �T 2 � 
��� ������ �� (n + 1)�����
� "�� ���� 
�� ��
��

���� S = (T 2� · · · �T 2)�T 2� � 
��� ������ �� n�����
 � �� ����� (���

χ(S) = χ((T 2� · · · �T 2)�T 2 = χ(T 2� · · · �T 2) + χ(T 2)− 2

= 2− 2n+ 0− 2 = −2n = 2− 2(n+ 1)

�

)�������� ��� ����&$� ������ � ��������	
���� �� 
���� �� 
��� ������ �� n�����


� χ(T 2� · · · �T 2) = 2− 2n� ∀n ∈ N�

*��������� "�� χ(P 2) = 1 � χ(KB) = 0�

���� #��
�������
 S = P 2� · · · �P 2 � 
��� ������ �� n������
 ���������
� n ≥ 1�  �

n = 1 ���$� χ(S) = χ(P 2) = 2−1 = 1�  ����%���
 "�� � �����&$� � �'���� ����

�� ����� n � 
��� S = P 2� · · · �P 2 � 
��� ������ �� (n+1)������
 ���������
� "��

���� 
�� ��
�� ���� S = (P 2� · · · �P 2)�P 2� � 
��� ������ �� n������
 ���������


� �� ����� ���������� (���

χ(S) = χ((P 2� · · · �P 2)�P 2 = χ(P 2� · · · �P 2) + χ(P 2)− 2

= 2− n+ 1 = −n+ 1 = 2− (n+ 1)

�

)�������� ��� ����&$� ������ � ��������	
���� �� 
���� �� 
��� ������ �� n������


���������
 � χ(P 2� · · · �P 2) = 2− n� ∀n ∈ N�

��� #��
�������
 S = (T 2� · · · �T 2)�P 2 � 
��� ������ �� n�����
 � �� ����� ����

������� n ≥ 1�  � n = 1 ���$� χ(S) = χ(T 2�P 2) = 1 − 2(1) = −1�  ����

�%���
 "�� � �����&$� � �'���� ���� �� ����� n � 
��� S = (T 2� · · · �T 2)�P 2

� 
��� ������ �� (n + 1)�����
 � �� ����� ���������� "�� ���� 
�� ��
�� ����

S = ((T 2� · · · �T 2︸ ︷︷ ︸
n

)�T 2)�P 2� (���

χ(S) = χ(((T 2� · · · �T 2)�T 2)�P 2) = χ((T 2� · · · �T 2) + χ(T 2)− 2)︸ ︷︷ ︸
χ((n+1)−toros)

�P 2



�� �����������	�� 
� ��
��

=

χ (Soma Conexa)︷ ︸︸ ︷
2− 2(n+ 1)︸ ︷︷ ︸
χ((n+1)−toros)

+ 1︸︷︷︸
χ(P 2)

−2 = 2−2n−2+1−2 = −1−2n = 1−2n−2 = 1−2(n+1)

�

�����	��
 ��� �	
���� �	���
 � �������������� 
� ����� 
� ���� ��	��� 
� n������

� �� ���	�� ���������� � χ((T 2� · · · �T 2�P 2) = 1− 2n
 ∀n ∈ N�

�� ��	��
������ S = ((T 2� · · · �T 2)�KB) � ���� ��	��� 
� n������ � ���  ����!�


� "���	
 n ≥ 1� #� n = 1 �	��� χ(S) = χ(T 2�KB) = −2(1) = −2� #����

	$���� %�� � �������� � �&��
� ���� �� ����� n � ���� S = ((T 2� · · · �T 2︸ ︷︷ ︸
(n+1)

)�KB)

� ���� ��	��� 
� (n + 1)������ � ���  ����!� "���	
 %�� ��
� ��� ����� ����

S = ((T 2� · · · �T 2)�T 2)�KB)
 � ���� ��	��� 
� (n + 1)������ � ���  ����!� 
�

"���	� '� �

χ(S) = χ(((T 2� · · · �T 2︸ ︷︷ ︸
n

)�T 2)�KB) = χ((T 2� · · · �T 2︸ ︷︷ ︸
n

) + χ(T 2)− 2)�KB)

=

χ (SomaConexa)︷ ︸︸ ︷
2− 2(n+ 1)︸ ︷︷ ︸
χ((n+1)−toros)

+ 0︸︷︷︸
χ(KB)

−2 = 2− 2n− 2 + 0− 2 = −2− 2n = −2(n+ 1)

�

�����	��
 ��� �	
���� �	���
 � �������������� 
� ����� 
� ���� ��	��� 
� n������

� ���  ����!� 
� "���	 � χ((T 2� · · · �T 2)�KB) = −2n
 ∀n ∈ N�

���� ��������� %�� � �������������� 
� ����� � �� �	�����	�� �����( ���
 ��������

%�� ������ %�� ���������� $�������!�� ������� � ����� ��������������� )� �	��	��


� 
���	������� 
���� �������
� �	����� � 
��	���� 
� �������������� 
� �����
 ��� $��

���� ��
 %�� !� � ��� �*������� 
���� ���*��$�� )���� ��	��
�
 ���������� � �� ��	��

��������

������� ��	� #���� S1 � S2 
��� �����!����� !��$�
��� #� χ(S1) = χ(S2) � ��*�� ���

����	�&���� �� ��*�� ��� 	�� ����	�&����
 �	��� S1 � $�������!� � S2�


�����
������

#���� S1 � S2 �����!���� !��$�
��
 ��*�� ����	�&����
 ���� %�� χ(S1) = χ(S2)� +����

!����
 ��	��
��� �� �����, S1 = T 2� · · · �T 2 � � ���� ��	��� 
� n������ �� S1 = S2 �

S2 = T 2� · · · �T 2 � � ���� ��	��� 
� n������ �� S2 = S2� #� S1 �= S2 �	���,

�� �� ��� 
���� � � ��!���
 ��� �������
 S1 = S2 �	��� S2 = T 2� · · · �T 2 � � ����

��	��� 
� n������� -�� χ(S1) = χ(S2)� '� � 2 = 2 − 2n � %�� ������� n = 0�

.*���
��

��� �� ��� 
���� � � ���� ��	��� 
� n������
 S1 = T 2� · · · �T 2 �	��� S2 = T 2� · · · �T 2 � �

���� ��	��� 
� m������ ��� m �= n� /��
 �� χ(S1) = χ(S2) �	��� 2−2n = 2−2m


� %�� ������� m = n� ��	���
�����



��������	�
 ��

����� S1 � S2 �	
���
��� ��������� ����� ��� ������������ ���� �	� χ(S1) = χ(S2)�

����� ������ ��������� �� ������ S1 = P 2� · · · �P 2 � � ���� ������ �� n 
!���� 
���� 

����� � S2 = P 2� · · · �P 2 � � ���� ������ �� m 
!���� 
��������� ��� n �= m� "��� ��

χ(S1) = χ(S2) ����� 2− n = 2−m� � �	� ��
!��� m = n� #�������$���
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���
��� � �
� ����������� 
�������� �� ������� ����������� � 	 �	�	���������	

�� 
�����

���
��	��� ��������	� �� ��������� �� �� ������ ����������� ��������� 	����	� �

�	���� ����������� �� ������� �������� � 	 ���	��� ����� ���� ��������� � ��	��� ��


����→ V −A+F = 2!� "������#�� ������� ��� �������� � �	����	� 	 �	�	���������	 ��


���� �� 	����� �	��� ��$���	��� %�� &�� ��������	� 	��	��� �� $������� �� ���	����	����
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