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Resumo

Apresentamos nesta tese a quantizagao completa da Eletrodindmica Generalizada através
da abordagem de integracdo funcional. Para este objetivo, primeiro estudamos a estrutura
Hamiltoniana da teoria seguindo a metodologia de Dirac e, entdo, através do procedimento
de Faddeev-Senjanovic obtemos a amplitude de transi¢do. A partir deste objeto obtemos as
equacdes de Schwinger-Dyson-Fradkin na escolha correta da condi¢cao de gauge e bem como
as identidades de Ward-Fradkin-Takahashi. Ainda na parte estrutural, também aplicamos o pro-
grama de renormalizacdo para a teoria. Em seguida, apresentamos o célculo explicito de todas
as funcdes de Green na aproximacao de 1-loop e uma discussao sobre os resultados obtidos. Por
fim, apresentamos a andlise das correcdes da GQ)E'D,: o cédlculo explicito dos contra-termos, o
espalhamento de Coulomb e a constante de acoplamento efetiva; e a contribui¢do a0 momento
magnético do elétron foi igualmente analisada. Ademais, através do resultado do dltimo ponto,
utilizamos um dado experimental, a fim de limitar os possiveis valores do parametro livre de

Podolsky mp.

Palavras Chaves: Quantizacdo; teorias de campos de ordem-superior; sistemas vinculados;

renormalizabilidade.

Areas do conhecimento: Teoria de Campos.
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Abstract

It is presented in this thesis a complete quantization of the Generalized Electrodynamics
through the path-integral approach. To this goal, we first study the Hamiltonian structure of
the system following Dirac’s methodology and, then, through the Faddeev-Senjanovic proce-
dure we therefore obtain the transition amplitude. The Schwinger-Dyson-Fradkin equations in
the correct gauge-fixing and also the Ward-Fradkin-Takahashi identities are both obtained by
functional methods. Next, an explicit calculation of all Green’s functions at 1-loop approxima-
tion and a proper discussion about the results are presented. Afterwards, it is also presented an
analysis of the corrections of renormalized GQ)E D,: the explicit evaluation of counter-terms;
the Coulomb scattering and the running coupling constant; and also the contribution to the elec-
tron’s anomalous magnetic moment. Furthermore, into the last point result, we use experimental

data to set boundaries over the Podolsky’s parameter m p.

Keywords: Quantization; higher-order field theories; constrained systems; renormalizability.

Knowledge Field: Field theory.
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Capitulo 1

Introducao

A Mecanica Quantica € uma teoria consistente que descreve bem uma grande parte da fisica,
em particular: a fisica atdbmica e a molecular. No entanto, ela despreza os efeitos da relatividade
especial e ignora a natureza quantica dos campos de forga, especialmente a do campo eletro-
magnético. Ainda, o nimero de particulas possui um papel distinto na Mecanica Quantica,
de forma que processos de multi-particulas e também processos com criagdo e aniquilacao de
particulas ndo sdo facilmente descritos. Cada um desses pontos de vista (e outros mais) levaram
a uma extensao do quadro da mecéanica quantica que € conhecida como Teoria Quantica de
Campos. O conceito de Teoria Quantica de Campos foi desenvolvido imediatamente apOs a
inven¢do da Mecanica Quantica durante os anos de 1925-29 por Heisenberg, Jordan, Pauli e
Dirac. Ademais, através da teoria de perturbacdo em primeira-ordem eles foram capazes de ex-
plicar a emissdo espontanea de radiacdo eletromagnética e o efeito Compton. Porém, a definicao
de uma série perturbativa foi dada apenas em 1947-49 por Tomonaga, Schwinger, Feynman e
Dyson através do processo de renormalizagdo. No caso da Eletrodindmica Quantica (QE D),
as corregOes calculadas concordam, em notavel precisdo com os valores medidos experimental-
mente. Um exemplo impressionante desses feitos ¢ o momento magnético do elétron.

Entretanto, apesar de seu grande sucesso, a Teoria Quantica de Campos ainda nao possui o
status de uma teoria consistente. A sua comparacdo com experimentos baseia-se tipicamente
em consideragdes heuristicas cuja confiabilidade € dificil de julgar. Porém, existem excecoes,
como os importantes resultados estruturais da conexao spin-estatistica e do teorema C'PT’, que
sdo derivados somente a partir de propriedades fundamentais da teoria.

Embora a Teoria Quantica de Campos apresente tais problemas formais, acredita-se que
nenhum dos modelos conhecidos seja fundamental, i.e., sejam validos em todas as escalas de

energia *. Seguindo essa linha de pensamento, foi desenvolvido ao longo dos anos a ideia de

*Normalmente, um problema fisico envolve uma grande gama de escalas de energia; o que nos permite estudar
a dinamica a baixas-energias, independentemente dos detalhes das intera¢des a altas-energias. A ideia principal
¢é a de identificar aqueles parimetros que sdo grandes (pequenos) quando comparados com a escala de energia
relevante do sistema fisico e, entdo, toma-los a infinito (zero). Isso fornece uma aproximacao sensivel ao problema,
que sempre pode ser melhorada ao levar em conta as correcdes induzidas pelas escalas de energias neglenciadas



que as teorias efetivas [1] sdo as ferramentas tedricas apropriadas para descrever a fisica de
baixas-energias; essa ideia foi fortalecida pelo sucesso de modelos de Teoria de Campos como
a QFED,, o Modelo Padrao e a QC'D,. Dentro desse conjunto de teorias efetivas, existe um
importante ramo que é o de Lagrangianas com derivadas de ordem-superior T[2]. Tais teo-
rias mostram-se interessantes por preservarem as simetrias originais do problema e também,
por serem um método consistente e poderoso de regular divergéncias ultravioleta [3], além de
melhorarem a convergéncia de diagramas de Feynman [4]. Alguns outros exemplos de sis-
temas tratados com Lagrangianas de ordem-superior que podemos citar sao os seguintes artigos
classicos: o estudo do confinamento da cor no setor infravermelho da QC D, [5], tentativas de
resolver o problema de renormaliza¢ao do campo gravitacional [6], e a generalizagdo da teoria
de Utiyma para teorias de segunda-ordem [7]. Ainda, h4 alguns outros artigos atuais nos temas
de: gravitagcdo de ordem-superior [8], teorias supersimétricas [9], quebra da simetria de Lorentz
[10], e, também, em formalismo Hamiltoniano geral [11].

Uma das mais importantes propostas de uma Lagrangiana de segunda-ordem foi feita por
Bopp [12] e Podolsky e Schwed [13], em que se propds uma generalizagdo do campo eletro-
magnético de Maxwell, que hoje é conhecida como a Eletrodinamica de Podolsky, ou ainda
como Eletrodindmica Generalizada. O ponto essencial dessa generalizacdo baseia-se em elimi-
nar as patologias da teoria de Maxwell: por exemplo a singularidade r~! de uma carga pontual
e a corrente de polarizagao do vacuo. Em um belo trabalho [14], Frenkel mostrou que a teoria
de Podolsky fornece a expressao correta para a auto-for¢a de particulas carregadas (o famoso
problema de 4/3 da Eletrodindmica Classica). Ademais, foi provado em [7], que a Lagrangiana
de Podolsky € a tnica generalizagdo de segunda-ordem linear possivel da eletrodinamica de
Maxwell, que preserva a invariancia de gauge sob a simetria interna U (1), bem como a simetria
de Lorentz. Ainda, foi indicado em [15], com diversas propostas experimentais, que a teoria
de Podolsky pode ser fenomenologicamente testada. Com esses pontos, fica claro que, apesar
de todos os resultados experimentais, a teoria de Maxwell ndo € a Unica a descrever o Eletro-
magnetismo. Além disso, ainda podemos dizer que a teoria de Maxwell nada mais € do que um
limite, um caso especial, da teoria de Podolsky.

No contexto tedrico e experimental, acreditamos que uma das maneiras de impor limites
sobre o parametro livre de Podolsky a pode ser através do estudo de fotons de Podolsky em
interacdo com particulas do modelo padrdo e da comparacdo os resultados obtidos com ex-
perimentos de altas-energias. Essa ideia, bem como outros propdsitos, levou Podolsky e al-
guns de seus estudantes a estudarem a interacdo de elétrons com fétons de Podolsky (mais
especificamente, a auto-energia do elétron na aproximacao de 1-loop), teoria essa, que eles
chamaram de Eletrodindmica Quantica Generalizada (GQFE D,) [16]. Uma das premissas dos
trabalhos era que a contribui¢do dos fétons massivos forneceria um resultado ultravioleta finito.
Entretanto, ao final, eles encontraram, como na (QFE D,, uma expressdo divergente. Porém,

analisando esses resultados encontramos um erro no tratamento da teoria que foi utilizada er-

como pequenas perturbacdes.
Para uma discussio sobre teorias com derivadas de ordem-superior, consulte o apéndice B.



roneamente, como a escolha de gauge, a condi¢do de Lorenz usual.

Um importante e esclarecedor estudo cldssico sobre a teoria de Podolsky foi realizado em
[17], através do formalismo Hamiltoniano de Dirac. Nesse trabalho, foi discutida a questao
sobre qual condi¢do de gauge era a correta para a teoria de Podolsky (da mesma forma que
a condi¢ao de Lorenz é para a teoria de Maxwell); estabeleceu-se, assim, que a condi¢dao de
Lorenz generalizada: Q[A] = (1 + «*0J) 9, A* é a apropriada. E, baseados em tais informacdes,
desenvolvemos recentemente um estudo da teoria de Podolsky livre, agora no equilibrio ter-
modinamico, em que calculamos uma correcdo a lei de Stefan-Boltzmann. Em seguida, uti-
lizando dados da radiacdo césmica de fundo foi possivel encontrar um limite termodinamico
para o parAmetro de Podolsky: mp = a~! [18].

Enfim, com todas essas novas informagdes, voltamo-nos para o assunto que serd tratado
nesta tese: a quantizacao completa da Eletrodinamica Generalizada, agora no gauge de Lorenz
generalizada, via métodos funcionais (para revisdo, veja: [19]). Grande parte dos resulta-
dos apresentados aqui nos capitulos 3 e 4, sdo baseados no artigo [20]. Apresentamos, em
tais capitulos, de forma completa e detalhada, a questdo da quantizacdo da teoria. Como
dito, a quantizacdo da teoria serd dada através de métodos funcionais, obtendo as equacdes
de Schwinger- Dyson-Fradkin (SDFE) para as fun¢des de Green, e as identidades de Ward-
Fradkin-Takahashi. Para encerrar o capitulo 3, também discutimos a questdo da renormalizagcdo
da teoria. Ja no capitulo 4, apresentamos o calculo das funcdes de correcao radiativa das fungdes
de Green em nivel de 1-loop, mostrando que, diferentemente das expressdes na condi¢dao de
Lorenz usual [16]¢, aqui, elas sdo ultravioleta finitas. Em uma linha de pesquisa semelhante,
esforcos estdo sendo feitos para analisar a GQ) E'D, a temperatura finita [21] e, até o momento, a
andlise estd nos aspectos formais da teoria. Ademais, uma vez que as motivagdes sobre a teoria
de Podolsky j4 foram apresentadas em diversos trabalhos anteriores, ndo o faremos novamente
aqui.

Um ponto que merece €énfase, € a questdo da condi¢ao de renormalizacdo do féton. Vejamos
a expressao geral do propagador livre:

| AR bk !
Kk, . kyky
K2 (K2 =mp) (k2 —m})

+(1-2¢) - (1.1)

Podemos interpretar, ingenuamente, a expressao acima como a soma de dois setores distintos:
um ndo-massivo e um massivo. De fato, essa afirmacdo é verdadeira na teoria livre. Porém,
como discutiremos na sec¢ao 3.4, ndo podemos considerar os termos dependentes da massa da
equacao acima como verdadeiros graus de liberdade da teoria. Na realidade, como condi¢do de
renormalizacdo do setor do foton, exigimos que o propagador do féton se comporte como um
foton de Maxwell, o que induz a conclusdo de que o termo de Podolsky é, de fato, um termo
regulador, que se comporta como um termo do tipo Raisky-Pauli-Villars [22] (o que é verdade,

uma vez que o limite m?% — oo existe na teoria e faz 0 mapeamento com a teoria de Maxwell).

Para uma discussio sobre o comportamento da GQ E D, no gauge de Lorenz, vide os apéndices C e D.



Dando sequéncia ao desenvolvimento da teoria, bem como encerrando a tese, apresenta-
mos no capitulo 5 o célculo das expressdes dos contra-termos e a discussdo do comportamento
infravermelho da teoria. Ainda, analisamos a questao do acoplamento efetivo da teoria, via o es-
palhamento de Coulomb. Por dltimo, calculamos, a nivel de 1-loop, a contribui¢do de Podolsky
para o momento magnético andmalo do elétron e, através de um dado experimental, impo-
mos um valor para o parametro de Podolsky. Nossas conclusdes sdo apresentadas no ultimo
capitulo. Adotaremos, ao longo do trabalho, a convengdo da métrica 7, = diag.(+,—, —, —);
os indices gragos e latinos correm de 0 a 3 e 1 a 3, respectivamente, e os indices espinoriais
serdo representados por letras latinas.



Capitulo 2

Conceitos Gerais de Métodos Funcionais
em TQC

2.1 Introducao

Ha tempos, o desenvolvimento de métodos precisos (pertubativos ou nao-pertubativos) para
a solu¢do de equacdes de movimento quanticas em teoria de campos mostra-se um grande
desafio a fisica tedrica. Atualmente, sdo conhecidos diversos métodos, cada qual com suas
vantagens e desvantagens. O programa de construcdo da matriz-S foi inicialmente proposto
por Stiickelberg e colaboradores [23] e, de fato, o programa ficou esquecido por algum tempo,
até que Bogoliubov e colaboradores [24] o levassem adiante, com uma formulagdo mais clara
da condi¢do de causalidade. Entretanto, foi apenas com a proposta, de Epstein e Glaser [25],
do método de construcdo indutiva do operador matriz-S — através de requisitos fisicos em que
a causalidade desempenha um papel fundamental, além da invariancia translacional — que tal
programa teve suas bases consolidadas na Teoria Quantica de Campos. Essa abordagem ficou
conhecida como Teoria de Perturbacdo Causal [26].
Um outro trabalho célebre no programa da matriz-S foi feito por Lehman-Simanzyk-Zimmerman
e ficou conhecido como formalismo-LSZ [27]. Ele nos mostra, de uma forma rigorosa, o papel
desempenhado pelas funcdes de Green de n-pontos na teoria. Ainda, existem diversos outros
programas de quantizacdo de sistemas quanticos em teoria de campos. Podemos citar aqui, o
programa de quantizacdo conhecido por formalismo covariante de operadores [28], em que as
simetrias da teoria sdo tratadas, exclusivamente, em nivel quantico. Contudo, devido a sua com-
plexidade em alguns pontos, principalmente alguns relacionados as teorias nao-abelianas, nao é
comumente utilizado. Por fim, acreditando ser de maior sucesso o programa de quantizagado, o
formalismo de integracdo funcional é o mais utilizado nas mais diversas dreas da fisica tedrica.
Partindo da proposta inicial de Dirac, Feynman, Schwinger e outros, esse formalismo foi apli-
cado desde a mecanica estatistica até as mais diversas areas da teoria quantica [19, 29]. Apesar
de as ideias iniciais remontarem a Dirac e Feynman, foi apenas com Schwinger, Simanzyk

e Fradkin, que os métodos funcionais de quantizacdo de teoria de campos ganharam mais



destaque e, assim, foram desenvolvidos estruturalmente, incluindo teorias de gauge gerais e
gravitacdo [30, 31]. Portanto, a proposta deste capitulo € a de provir uma breve introdu¢do aos
métodos funcionais em teoria de campos. Para isso, seguiremos o programa proposto inicial-

mente por Fradkin [32].

2.2 Quantizacao Funcional via Schwinger-Fradkin

Consideraremos aqui, por questao de simplicidade, a Lagrangiana da eletrodinamica quantica
em (3+ 1)—dimensdes (Q) E'D,). Contudo, ndo explicitaremos nenhum dos célculos desta se¢@o,
pois 0 nosso interesse, aqui, € o de introduzir um roteiro (desenvolver de uma maneira geral)
sobre o formalismo de quantizag¢do funcional para a QFE D,. A densidade Lagrangiana inicial

tém a seguinte forma:

L=Lo+ Ly, 2.1
com
i (A " . . 1
Lo= (waw - v @/1) — Y+ e Ay — S Fu I (2.2)
Lr=¢n+iq+ J,A" (2.3)

Em que definimos: F), = 0,4, — 0,A,, O = 0O, e n,n,J, sdo as fontes externas (anti-
comutantes no caso de férmions) relacionadas aos campos 1, 1, A,,, respectivamente. Em toda

a tese, utilizaremos a seguinte definicdao de derivada grassmanniana:

o s} = ~Ba s + Vi 24
A Hamiltoniana responsavel pela evolu¢ao temporal do sistema pode ser escrita na forma:
H= /d%% = Hy + Hy, (2.5)

em que H; possui a forma:
Hy=— / &’z [n +ip + J,AM] (2.6)

Ainda, podemos escrever H;, na seguinte estrutura:
Hy=-Y" / Broy () fo(2). (2.7)
Sendo f,, a fonte (1,7, J,) de um n-ésimo tipo de campo:

vy =07 gp = —yY o= AR (2.8)

Em algumas partes desta se¢@o, abusaremos um pouco de certos pontos tedricos por acreditar-

mos que o leitor tenha familiaridade com conceitos basicos da teoria quantica padrao.
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Neste ponto, caso seguissemos o programa de Dirac para sistemas vinculados [33] (que se
faz necessdrio, ja que estamos lidando com uma teoria de gauge), deveriamos iniciar a andlise
Hamiltoniana com o célculo dos momentos canonicamente conjugados aos campos dindmicos,
seguidos da verificacdo da existéncia, ou nao, de vinculos na teoria; para somente assim dar
sequéncia ao processo de quantizacdo. Contudo, estamos interessados, nesta secdao, em aspectos
gerais da teoria e, por isso, seguiremos a proposta funcional de Fradkin, na qual ndo se faz
necessdrio o estudo de sistema singulares. Apresentaremos uma abordagem baseada na anélise
de sistemas singulares para o modelo de eletrodindmica quantica generalizada (GQ E D), que
analisaremos nos demais capitulos da tese.

As equacdes de campo da () E'D, na representacdo de Heisenberg sdo *:
(zé Ty . m) Y =n, OA® = J° +j°, 94" =0, (2.9)

| -
com jo = 5€ W, Vaw} .
Passamos agora a uma nova representacdo, em que os operadores de campo nao dependam
das fontes externas (andloga a representacao de interacdo de Dirac) e sejam denotados pelo

sufixo (/). Temos, assim, as seguintes equacdes de campo:
(0 + eAD —m) @ =0, DA = joO, orAD 0. (2.10)
Um estado qualquer na nova representacdo evolui no tempo e pode ser escrito como |
O (t) =S (t,tg = —00) U (tg = —0), (2.11)
em que S € o operador de evolucdo temporal e satisfaz a equacdo de Heisenberg:

i%S (t, —o0) = HV'S (t, —00) . (2.12)

Neste ponto, definimos o seguinte objeto:
S (t,tg) = S (t,—00) S~ (tg, —00). (2.13)

E possivel encontrar uma soluco formal (tipo Dyson) da Eq.(2.12), sujeita a condi¢do de con-

torno S (o, o) = 1. Tal solugdo de S possui a seguinte forma integral:

t t
St 1) = 1_@'/ dt HD (1) S (11, to) :1+¢Z/ /d‘lxlw;{) (1) fu (21) S (1, to) -
tc n to

0
(2.14)
(1)

), e a quantidade: 7, ' representa 0s campos ¢y, na

Fizemos o uso da equagdo (2.7) para H}[
nova representagdo. Agora, determinaremos a equagio de campo que a quantidade S (¢, ty),

*Um ponto que deve ser comentado, é que a condi¢@o de Lorenz, no formalismo de Fradkin, ndo é tratada como
uma condicdo de gauge-fixing e, sim, como um vinculo que tanto o operador de campo A,,, quanto as quantidades
S (00) e Z, devem satisfazer; vide Egs.(2.9), (2.29) e (2.36).

A fim de evitar excessos na notacdo, achamos conveniente denotar, apenas nesta se¢do, o parametro temporal
por t; nas demais se¢des, volta a ser .



Eq.(2.14), satisfaz. Para isso, tomamos a derivada funcional da Eq.(2.14) com respeito a uma
fonte externa f,, (£) no ponto &:

55 (t,to) [ imy (€)S (€ to) — i [, dtrH} (t1) Ssle) parat > &,
—_— = s o 0 (2.15)
57 (€) s | At HE (8) S (t,t0)]| = 0, parat < &,
Em que fizemos uso da defini¢do de derivada funcional:
O fk (1)
A = 50 (2 =€) (2.16)
nk
5fn (€) )
Ao tomarmos o limite ¢ty = —oo, obtemos, para a Eq.(2.15), a seguinte relag@o:
. (I .ot 1 6S5(t1,—o0
98 (t,—00) _ [ imp)) (§) S (&0, —00) =i Je, dtnH)” () g parat > &0
0 fn (§) 0, parat < &.

Agora, multiplicando a Eq.(2.14) por iwj(p? (€) S (&, —o0) pela direita, e tomando t, = &,
encontramos:

S (t,&)iny) (€) S (&0, —00) = im\) (€) S (€, —00)

. (2.18)
_i/é dtyHy (1) S (t1, &) i”}? (€) S (€0, —00) .
0
E, desta forma, ao compararmos a expressao (2.18) com a (2.17), determinamos:
08 (t,—00) _ [ S (t,&) 7)) (€) S (¢, —00) ,parat > &, 2.19)
0 fn (§) 0, parat < &. '

Como é bem conhecido, uma operacdo arbitraria (/) (nova representacio) é relacionada com o

operador correspondente na representacdo de Heisenberg através da relagdo:
S7H(t, —o0) DS (t,—00) = ¢ (t). (2.20)

Portanto, pela rela¢@o acima, é possivel escrever a equagio (2.19) como:

08 (1, —00) [ iS (&) [S (€, —00) S7" (0, —00) = 1] my,) (€) S (€0, —00) ,parat > &,
61:(€) 0, parat < &

_ ZS (t7 éO) S (507 _OO) (pfn (g) 7parat > fo,
0, parat < &.

O que nos permite obter, finalmente, a expressao geral:

(2.21)

05 (t,—00) _ | @S (t,=00) ¢y, (§) ,parat > &,
5fu(€) 0, parat < &.



Nio ¢ dificil mostrar que, para dois campos genéricos F (z) e G (z), relacionados por
uma equagdo similar a (2.20), a seguinte férmula é vilida:

O[S (t,—o0) F(x)] o [S (t, —00) S~ (20, —00) G () S (20, —00)]
6.fn (€) B 6.fn (€)
_ 95(t=%0) g 20, —o0) G (2) S (20, —o0
B ICE
o0 —1 . — 00 (I) T 55(.%(],—00)
+5(t,—00) S™" (xg, —00) G\ ( ).76% ©

= S (t,~00) ¢y, (€) S~ (0, —00) GV (2) S (w0, —0)
+i (t, =00) §7* (20, —00) G (2) 8 (w0, —00) ¢y, (€)
= FiS(t,—00) ¢y, (§) F () + S (t, —00) F (x) ¢y, (§);
onde usamos o resultado (2.21). A dltima igualdade acima, ainda pode ser escrita, convenien-
temente, como:
d[S (o0, —0) F (2)]
0.fn (§)

com a seguinte definicdo:

= i (+00, ~00) Payey [F () 5, (€)]. (2.22)

(2.23)

Pfﬂo&) [F(I) (x) Pt (g)} = { F (QZ) P fn (f) ,para g > &,

+p, (&) F (x), parazo < &.

Os sinais (£) na Eq.(2.23), sdo referentes as situagdes em que a fonte f e o campo F (z)
comutam ou anti-comutam, respectivamente. Na realidade, dependendo da convengdo utilizada

da derivada grassmanniana, os sinais = podem aparecer tanto em um, quanto no outro termo de

(2'2];33;1 particular, obtemos, das Eqs.(2.21) e (2.22), as seguintes relagdes:
D) s, S s PE@AG)]. @2
‘5(57 ((jj)) — S (00) ¥ (x) —6776(25) Esojzy) = -S() P (@) AW), @25
S s a0, SO s P[] @29

Em que definimos a notagdo S (oc0) = S (400, —00). Agora, multiplicando as equagdes op-
eratoriais (2.9) pela esquerda por iS (00) e, com o auxilio do conjunto de Eqgs.(2.24)—(2.26),
obtemos um novo sistema de equagdes de campo, agora satisfeitas pelo operador S (c0):

Hli 72'6L —-m 65(00)21' S (00
<’y <a“ 5J“(m)> > S ) S(e0), (2.27)
Dna#m — ZJQ(SC)S(OO)

(2.28)

- limTr (”a [677 (Sgn( ??— SRR <;:52—S (;?537 (a:)D ’



9 48 (c0)
O, 60 (z)

O sistema de equagdes (2.27), (2.28) e (2.29), deve ser resolvido sob as seguintes condigdes de

{ S (o) 55(00)}
075 () 0mna (y) J 4
(

(2.29)

contorno:

= —7008a0® (z —y), (2.30)
f=0

05 (00) S (00) {65 (00) 08 (00) B
Voo 6n<y>} -5y e }0 i
S (o0) i5 ( ) —_ors3) (g
[ S (c00) 68 (0 )] _ {65(00) 55(@} _0

Jo (@) (W) loljmy L0Jo(x)" 0N (y) Joljg

em que o sufixo ( representa que os comutadores, ou anti-comutadores,’ sdo calculados em

tempos iguais; f = 0 indica o limite das fontes externas J = n = 7j = 0, ao final dos célculos.

2.2.1 Solucao das equacoes de movimento

Se o elemento de matriz S (c0) se encontra no estado de vacuo para t = —oo e para
t = oo, entdo, a partir das Eqs.(2.24)—(2.26) é possivel encontrar, através de sucessivas
diferenciagdes funcionais em relagao as fontes externas f,,, os elementos de matriz referentes as
transi¢des do sistema. Portanto, ao invés de resolvermos as equacdes operatoriais em termos de
S (00), (2.27) e (2.28), € suficiente que resolvamos um sistema de equagdes para os elementos

de matriz da transi¢do vacuo-vicuo, definidos através de:
(@5 (+00) , g (—00)) = (V5 (—=00), S (00) ¥ (—00)) = Z 1,7, Ju] = Z. (2.32)

Em que utilizamos a defini¢ao dos estados de vacuo @, e ¥, dada pela Eq.(2.11) e a notagdo

S (00) = S (400, —00). A relagdo de normalizacdo para os estados W ¢ dada por:
U*S* (00) S (00) U = 1. (2.33)

Portanto, a partir das Eqs.(2.27)—(2.29) e da defini¢@o (2.32), encontramos o seguinte conjunto
de equacdes:

) ) 57
<7“ (z@u — Z€W> — m> 57 (@) =in(z) Z, (2.34)
« fe% 6Z I 767
[On* — 9“0H| T ) iJ(x) Z
(2.35)
T 627 827
T2 T(’V [wm)wx—e) +577(f€-8)577(56)D’
o 6z
Dz, 6JF (x) 0 (230

{[A,B] = AB— BAe{A,B} = AB + BA.
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Ainda, através da defini¢ao do elemento de matriz de um campo arbitrario F' (z) (notagao de

Schwinger [34]) (U (—00) S (00) F (x) ¥y (—00))
B \DS —o0) S (00) F (z) ¥y (—o0
) = s (o0 S (o) U (—0) -

encontramos para as Eqs.(2.34) -(2.36), as seguintes expressoes:

e (z'@u +e(A(2)) - ieéjj(@) <5§(Zx)> —m <6$é)> —in (), 2.39)
: (2.39)

_%EL%TT <7a < [577 () fﬁz(x =) o fzez)éﬁ (m)] >> ’
aiu <5JiZ(g;)> =0 (2.40)

Tais equacdes obedecem as condi¢des de contorno:

() (e e

O préximo passo do desenvolvimento é introduzir os seguintes funcionais¥:

Sap (z,y) = ° < i >

ionp (y) \i07a (v)

)

n=n=0

D (2,y) = 5 Jf ) <5JiZ<x) > ‘ o

em que os funcionais S e D sdo as fungdes de Green dos campos do elétron e do féton, respec-
tivamente.

Assim, tomando a derivada funcional em respeito as fontes 1 (y) e J (y), das Egs.(2.38) e
(2.39), respectivamente, obtemos o seguinte sistema de equacgdes para os propagadores:

19
7 (10 ¢ (A (@) — e s ) S ) = mS (o) =3 0 = ). 2.4)
) 1)
SO Dy () = 835 (5 = ) + Sl TS )+ S ), @4
0

Ainda, podemos escrever as equagdes acima no espaco de Fourier (Apéndice A.4):

(h—m)S (p,p1) — e / d'ky" (A (p = k)) S (k. p1) + ien” / d%W _

=0(p—p1), (2.45)

$A relagdo da definigio (F (x)) com as demais segdes é feita através da identificagio dessas quantidades com

o funcional gerador das fun¢des de Green conexas W; i.e., < 6?;(ch 3 > = % = (¢ (x)).
YOutras defini¢des semelhantes dos mesmos funcionais, serdo feitas no préximo capitulo.
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) , d*p 0S (p+k,p)
2 o _ s8a o « ’
KN Dy (k, k1) =056 (k — k1) +ze/ (27T)4Tr <’y 5% (k) > . (2.46)

O que nos permite obter uma visao mais clara da estrutura geral de cada uma das equagdes
funcionais.

No que segue, ¢ interessante reescrevermos as Eqs.(2.45) e (2.46), em termos de novas
quantidades, como:

(p—m) S (p,p1) —€/d4k7“ (Ay (p—k)>5(k‘,p1)+/d4k2 (p, k) S (k,p1) == (p—p1),
(2.47)

K20 Dy (e kr) = 103 (I — ky) — / d'pP* (k,p) Dox (p. k1) (248)

em que as quantidades X e P sdo conhecidas como as fun¢des de auto-energia, as definimos
por auto-energia do elétronl:

4 4
E(p,/{;) Q/dpld ]{?1 AéS(p*Fk?l,k?)

= e (27)’ Y 5 () S (p1. k)

] d*nd*k, d*k
ie? / %W’AS(P+7€1,P1)FV (p1, ki ko) Doy Koy k1), (2.49)

e fun¢do de auto-energia do f6ton:

4
Buw (p, k) = —iez/ﬂTr (7 M)

(2m)* "oed (AY (k)
, d*pyd*k,d*k
= —ie’ / %TT [0S (9 + p1, k1) Ty (ki Koy ) S (Ko, pr)] 2.50)
Aqui, também introduzimos a funcao de vértice I, através da defini¢do:
S~ (p, k) 0% (p, k)
r kik)=———"5=700p—k—Fk)— —F—. 2.51

Do conjunto de equagdes acima, podemos, em particular, obter um sistema infinito de equagdes
acopladas através de diferencia¢des sucessivas das Eqs.(2.47)—(2.51), com respeito ao campo

(A ().

Devido a invariancia de gauge da teoria, segue que as funcoes de Green satisfazem algu-
mas identidades, conhecidas como as identidades de Ward-Fradkin-Takahashi **. A primeira
identidade mostra o carater transversal de P, :

k*P,, (p,k) = 0; (2.52)
e a segunda relaciona a fun¢@o de vértice com o propagador fermiodnico:
kI (p, sk =p—q)=5"(p—q) =S (). (2.53)

Tais identidades serdo importantes na discussdo sobre a renormalizacao da teoria.

ICalculos com maiores detalhes sdo encontrados nas se¢des 3.2.1 ¢ 3.2.2.
**Vide secao 3.3.
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Solucoes para o funcional 7

E possivel encontrarmos, a partir das Egs.(2.34)—(2.36), uma solugdo para o funcional

Z n,n, J,). E natural, como primeira tentativa, definirmos a quantidade:

— P ) o )
Sy = / dtz B (¢8¢ —9d ¢> — miy + epAY = 2FL P (2.54)
em termos da Lagrangiana inicial £, e utilizarmos a defini¢do de derivada (2.4) para calcular:
0.5, .
- =i (V) ap Ot (x) — miba (z) + € (V") 4o Au (2) Ve (2)
5wA (33')
0 que nos leva a relacao:
050 o 4] 4] 4]
I — =1(V) g Oy—"——m——— —ie(y" ; 2.55
soa@| = e @ T e e S e @ 4
da expressao acima para Sy, também segue que:
050 , ) )
i = [Onp*” — 0"0" + ie (y* — . 2.56
54, ()| V@ T 0ae 5w s @) (20)
Nas duas ultimas expressoes, a notacao 5£f?x) representa a transformacgao de Fourier funcional
para os campos:
Va @) > o (1) > A ()
! iona (@) T s () T ik ()

Os resultados acima, Eqs.(2.55)-(2.56), permite-nos que reescrevamos as Eqs.(2.34)—(2.36) da
seguinte forma:

35S,
— A J =
50n (@) + a4 () 0,
35S, . -
a2 (2)Z = 0,
)
H =
15, 5 (a:)Z 0. (2.57)

Porém, para resolvermos o conjunto de equagdes (2.57), é conveniente definirmos a seguinte

quantidade:
Z=2ZnmnJ)= / DA, DD exp [2 / d*z (bn+m + JAY) | Z [, 9, Au] . (2.58)

Ao aplicarmos a defini¢do de (2.58) nas Egs.(2.57) encontramos:

5S , g - 1.
[m @)’ i <x>] [ PADIDes i [ dts (i + 5,4 | Z [ A = 0
_ 59 [ _ 1. -
OV R Ny PRESS PSR
_ 55, 5 A 1= B
[papie [ - | w1 [ ¢ n e mv s g | 215wl = o
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e, integrando o segundo termo por partes, temos:

. 550 6Z[wwA} o _
por fim, obtemos: )
. 550 > T 7 07 [&7 ’l/}u A,u}
= Z A= —————. 2.59
Er R T =
De maneira similar, também encontramos as seguintes expressoes:
. 580 7 .7 o 52 [&7 wa Au}
Z(SAM (j]j) Z [’QZJ, ’QD, AN] = W, (260)
e
A, (z) Z [, 9, Au] = 0. (2.61)

Contudo, a equagdo (2.61) ndo ¢é satisfeita com o funcional Sy. Portanto, diante dessa incon-
sisténcia, € necessario que encontremos um novo funcional que satisfaga as trés equagdes acima,
ao mesmo tempo. Uma possibilidade é definirmos, a partir de (2.54), uma nova quantidade

como:

Sp =S80 — / d*z [b(0"AL)] (2.62)
sendo b uma constante. Dessa forma, as equagdes (2.59), (2.60) e (2.61), sdo escritas como:
. 6Sh 517 52 [&7¢7Au}
Uy 2\, Ayl = ——=———, (2.63)
(SwA (.CE) [ ﬂ} (5¢A (33)
- Sh oo 07 (i, ), Ayl
Z Al =—F7"7~— 2.64
7/514“ (x) |:77ZJ7 ,QD) },L] 614“ (ﬂ')) Y ( )
e
A, (2) Z [, 9, Au] = 0. (2.65)
E, uma possivel solu¢do, das equacdes acima, € dada por:
1
- 'S 1. 2.66
Z[b.0.A) = g e s (2.6
Entéo substituindo o resultado Eq.(2.66) na definicao Eq.(2.58) e, com a escolha do caso geral
b= 25, encontramos '1:
Z 0, J,) = Z10.0.0] /DA DyDy exp { /d4z (Sh + ¥n+ 7y + JMA“)] , (2.67)
com:

S, = / d*z B (&é«p - 1531/1) mh + e Ay — WF“” - —5 (9" A,) }

TTE a mesma expressdo integral do funcional gerador usada nos célculos da tese; vide (3.37) paraa GQED;,.
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Os célculos da secdo 2.2.1 constituem um caso particular para £ = 1.

Uma das maiores contribuicdes de E.S. Fradkin a TQC foi a sua proposta de como se con-
struir uma solugdo de Z através de um roteiro diferente do apresentado anteriormente. Ele
encontrou uma solucdo fechada, tanto na forma operatorial, quanto na forma funcional, para
equacdes do tipo (2.34) e (2.35). Tal solug@o é representada através de uma expressdao com-
pacta de todo o contetido de um dado modelo de teoria de campos. Fradkin também resolveu
um outro problema complicado, que consistia em determinar, a partir do conjunto de equagdes
de Schwinger-Dyson, uma solugdo iterativa de tais equagdes que gerasse diretamente as fun¢oes
de Green renormalizadas. Voltaremos a esse ponto de renormalizaciao logo a seguir. Por en-
quanto, reproduziremos a solu¢do de Z encontrada por Fradkin para a Q F'D,. Das equacdes
funcionais (2.34) e (2.35), podemos encontrar uma representagio para a solucao do tipo:

iz = e |~ [dtaaty [7, @) [D @) 2L ) + I @) [P @] S )]

. ) 5
X exp [—z/d“:vd‘*yn(w)S(x’y; = )n(y)
o

) B)
o 4 v L
Ze/d oI [%iéﬂt (g;)S <:”y Wuﬂ }

Em que D! e D' sdo as componentes transversal e longitudinal do propagador do campo de

(2.68)

gauge, respectivamente, e S (x,y;6/id.J,) € a fungdo de Green do elétron em que um campo
classico arbitrario A, (x) é substituido por

4] ) o

A _
T AT AT VA

e a constante de normalizag@o c € escolhida igual ao lado direito de (2.68), para J = n =7 = 0.

Ainda, podemos escrever a solugdo para Z, Eq.(2.68), da seguinte forma:
O )
Z = —i [ d* — T,
‘ eXp[ Z/ vk Lén’ién’i&]n
X exp [— i/d4xd4yn (z) S (wy %) n(y)

L [ty @) [ @] S )+ ) [0 )] A )]

(2.69)

Em que

ol 0 00 0 u O
o on g | g (x)ion ()| 67 ()]

Temos aqui, que a funcao de Green fermidnica, satisfaz:
(z’g— m+ eA (x)) S (z,y;A) = 0W (z — ), (2.70)

S€

o J d d
s(wnig) =5 (o) o (e mmam)) . @
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Fradkin [32] mostrou ainda que, a partir da equag@o (2.71), é possivel isolar, na equacao (2.68),
a parte longitudinal do campo eletromagnético, deixando apenas as derivadas funcionais com
respeito as componentes transversais; obtém-se, portanto, a dependéncia explicita de todas as
funcdes de Green na parte longitudinal D' do propagador do féton. Voltaremos a discutir esse
assunto em breve, no contexto das transformacdes de Landau-Khalatnikov-Fradkin [35].
Apesar de as solucdes de Z, Eqs.(2.67), (2.68) e (2.69), diferirem em suas formas fun-
cionais, todas elas se equivalem. Ainda, é possivel mostrar que as equagdes (2.68) e (2.69), sdo
derivaveis de (2.67), i.e., sdo expressdes em que as integrais dos campos ja foram resolvidas.

2.2.2 Programa de renormalizacao

O préximo passo do desenvolvimento formal da teoria € iniciar o processo de renormalizagao.

Para isso, introduzimos um conjunto de novas variaveis, que sio denotadas por: S, D(T;), F(r),
s L

A,(f), Jﬁ(f), e, m) ) 7 h() n) e sio relacionadas com as varidveis iniciais (presentes

em L), da seguinte maneira:

(A) =27 (AD), W) =2" "), @)=2" ("), (2.72)
Ju= 25 PO, =2 P, =2, (2.73)

e com as fun¢des de Green por:
S =257, D, =2D), T,=27Z"T. (2.74)

O processo de renormalizacdo das quantidades fisicas da teoria resume-se a uma escolha de
valores para as constantes 2y, Z,, Z3, 1.€., a0 substituir as quantidades m e e por seus val-
ores observados experimentalmente. Para isso, imporemos, através de condigdes fisicas de
renormalizacdo, que os propagadores renormalizados, na auséncia de fontes externas, comportem-
s€ como:

1. A fun¢do de Green fermiodnica deve ter um pdlo de primeira ordem no momento p =
m™), em que m() é o valor experimental da massa do férmion. Portanto, escolhemos a

constante 75 de forma que:

S0 (p) — A;

77+ Quandop — m'). (2.75)
p—m

2. A fungdo de Green do féton tem um pélo em k? = 0. Portanto, escolhemos a constante

/3, de forma que:

1 ki, k
D) (k) — i {W — Z—;] ., parak? — 0. (2.76)

3. Segue da invaridncia relativistica da teoria que I, (p'?, p(®;0) = ~, para p = p(» =

m("), Dessa forma, escolhemos a constante Z; tal que:

e (@, p@;0) =+, (2.77)
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A partir das condigdes de renormalizagdo acima, e também da Eq.(2.47), ndo é dificil provar
que a quantidade
e = 771 72,72 %e (2.78)

€ igual ao valor experimental eyp,.

Para determinarmos as constantes de renormalizacdo 7, Z,, Z3, a partir das condi¢des
fisicas (2.75)—(2.77), é desejavel escrever explicitamente as fun¢des de Green renormalizadas
para o caso J = 0,7 = 0, 7 = 0. Assim, segue das equacdes (2.47)—(2.48) e das condicdes

acima, o seguinte conjunto de equacoes:

(Z2 (p—m) + X (p)] S©) (p) =1, (2.79)
e
[Zs [K*n°" — kOKM] + oo P (k)] DY) (k) = —i6s. (2.80)
Em que:
. d*p1d*kyd*k
20 (p) = Zegxp 1 / %Vﬁg(ﬂ (p+ k1, p) TV (p1, k; ko) D,(,Z) (ko, k1), (2.81)
e
) d*pd*k,d*k
ZP;E:;) (p7 k) = 6gxpzl / %TT [PYMS(T) (p + 1, kl) F(VT) (kh k2a k) S(T) (k27p1)] ;
(2.82)
e também que:
(1)
0 0+ ki pik) = 217, = X (0 + b pi ). (2.83)
onde
M 0 o8

=M

coxpd (AL (k1))
Dessa forma, temos todas as quantidades da teoria renormalizadas. Agora, prosseguiremos com

o cdlculo para determinar as constantes de renormalizacdo, através das condigdes (2.75)—(2.77).
Analisando o setor fermionico, temos, da Eq.(2.79), que:

1

SO0 = o T Ty )

(2.85)

E, expandindo X(") (p) em série de poténcias de (p — m), quando p — m("), encontramos:

1
SO W), e = (2.86)
p—m(r) . ox™ (p@Y)
Za (p— m) + 30 (p)) + 2200 (5 i)
Assim, da condigdo (2.75) e da expressdo anterior, seguem os seguintes resultados:
o) (plo)
m=m" + 2150 (p); Zy=1- () (2.87)



De maneira andloga, temos, das Eqs.(2.80) e (2.76), que o propagador do féton comporta-se

como:
Kk

. Nu\ — —52

DY) (k) = — Lk 2.

o (F) 2 [1+ PO (k2) — P™ (0)] (2.88)
em que P\ (k?) = [k*°" — k*k*] P™) (k2) e, para a escolha:
B 1

1+ P0(0)

Zs (2.89)

vemos claramente que o propagador Eq.(2.88) obedece a condigdo (2.76), quando k? — 0.
E, finalmente, da Eq.(2.83) e da condigéo (2.77), obtemos:

W
21y, =y + S (09, p;0). (2.90)
I

Ademais, através da identidade de Ward-Fradkin-Takahashi (2.53) determinamos:
Zl = ZQ, €(r) = Z§/2€,

o que implica que a renormalizacdo da carga é determinada unicamente pelo fator de renormalizacao
Zs.

2.2.3 Transformacoes de Landau-Khalatnikov-Fradkin

Ao obtermos as expressoes formais dos propagadores renormalizados (das quantidades
fisicas m(") e e(")), e também das contantes de renormalizagdo, praticamente finalizamos este
capitulo introdutdrio sobre o estudo da estrutura formal da () £'D, via métodos funcionais. En-
tretanto, antes de encerrd-lo, acreditamos ser necessario introduzir um conceito que pratica-
mente nio € discutido no estudo de modelos de teorias de campos, que sdo as transformacoes
de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKF) [35]. Desenvolvidas inicialmente com o intuito de justi-
ficar o uso do gauge de Feynman no propagador do f6ton no cédlculo pertubativo da Q) £ Dy, elas
permitem analisar o comportamento dos propagadores em diversas escolhas de gauge, além das
ambiguidades presentes, devido a essa liberdade de escolha.

Estamos aqui interessados em analisar o comportamento das funcdes de Green do foton e
do férmion:

Spe (z,y) = (0|T [¥p (z) e (y)]]0), (2.91)
Dy (z,y) = (0|T[A,(z) A, ()]]0), (2.92)

sob as transformagdes de gauge:
V(@) = ¢ (2) X, AL () = Ay (2) + 0ux (@), (2.93)

As quais deixam a densidade Lagrangiana da Q) F' D,, Eq.(2.2), invariante. 1" denota o ordena-
mento temporal entre os operadores e |0) é o estado de vdacuo. Porém, antes de iniciarmos a

andlise, é necessario destacar duas propriedades do campo de gauge x (x):

18



(1) Como o campo de gauge x ndo interage com os campos do elétron e do féton, assumire-
mos, portanto, que seu valor esperado seja calculado independentemente dos demais cam-
pos;

(ii) O valor esperado no vicuo do campo de gauge x () é nulo, i.e., (0|x (z)]0) = 0.

Primeiro, analisaremos o propagador do campo do f6ton, que, quando sujeito a transformacao
(2.93) fica:

D, (z,y) = (O|T[(A (y) + X (y)) (A (x) + Iux (2))]] 0)
Dy (2,y) + (0T [0,x (y) Dux ()]] 0)
= Dy (2,y) + 0509, (0|T [x (y) x (x)]| 0)
Dy (7,y) + 00, Ap (2,y) (2.94)

z,

w \ Ty

em que usamos a propriedade (7) e assumimos a ndo existéncia de singularidades ao retirar-
mos as derivadas de dentro do produto-T. Na expressdo acima, o propragador de Feynman foi
definido como:

Ap (z,y) = (0]T [x (v) x (2)]] 0) . (2.95)

Agora, fazemos uma escolha de gauge (¢ = 0), tal que, a parte longitudinal do propagador do
campo do féton seja nula, isto é:

Dy, (x,y) = Dy, (€, y) . (2.96)

22

Aqui, o sufixo ? denotara todas as fungdes calculadas nesse gauge. Dessa forma, ao realizarmos

0

o (7,y), toda a contribuigdo do campo

a transformacgao de gauge (2.93) na fungdo de Green D

X (x) se concentrard na parte longitudinal:
0 0 L .
Dy, (2,y) = Dy, (2,y) + Dy, (2,9) 5 (2.97)

pois, tanto o campo de gauge  (z), quanto a parte longitudinal D, ndo contribuem no processo

de interacdo. Assim, comparando as Eqgs.(2.97) e (2.94), encontramos:
Tal expressao também pode ser escrita no espagco do momentos:
Dy, (k) = kyk,Ap (k) . (2.98)

Ainda, trabalhando no espaco dos momentos, podemos escrever a expressdo geral do propa-

gador do féton como:
Dy (k) = D, (k) + Dy, (k)

1 Kk 1 kyk,
= = (mu — %) D" (k) + E%DL (k). (2.99)

19



Por fim, comparando, entdo, as equacdes (2.99) e (2.98), encontramos:

11
Ar (k) = ﬁﬁDL (k). (2.100)

Cuja expressao relaciona, a partir da expressao do propagador no gauge na escolha {¢ =
e, também, sob a transformagdo (2.93), o setor longitudinal D’ (k) do propagador com a
contribui¢do do campo de gauge y (7).

Agora, a fungdo de Green fermidnica Eq.(2.91), sob a transformagdo (2.93), comporta-se

da seguinte maneira:
S (x,y) = S (z,y) (0|T [e*oxWereox®]| o) | (2.101)

em que a fungdo de Green S (z, ) é calculada no gauge definido anteriormente. Para calcular-
mos a quantidade:
(0T [eeoxtw)e—ieox(@)] | o) (2.102)

consideraremos, inicialmente, transformacdes de gauge infinitesimais 0y e escreveremos O

campo de gauge y como uma expansao em pacotes de onda através de:
=Y v (@) = DA () [arfic (@) + alfi ()] (2.103)
k k

Essas novas quantidades nos permite escrever:

eieoéx(ac) — Hei€05Xk(x)‘
k

Logo, expandindo as exponenciais até a segunda ordem em ¢y, temos:
T |: ieodx(y) —7,605)( :E) HT zeo6xk —zeoéxl(x)}

2

=11 {1 +ieo (O (y) — oxa (o)) — 62—0 ((xx ()" + (9 ()" = 2T [5xx () 6x1 ()])

k,l
Cuja expressdo, junto com as propriedades (i7) e (0 |xx () x; (y)| 0) # 0 para k = [, permite-
nos calcular o valor esperado Eq.(2.102). Logo, a partir dessas considera¢des, encontramos o

seguinte resultado:

2
(o[1 [ @eman@ o)~ TT[1=2L( (06w ()] 0)
k
+(0](8xk (2))°] 0) = 2 (01T Bk (3) S ()]]0) ) .
Assim, podemos escrever a expressao (2.102), para uma transformacio de gauge finita, como:
2
(O[T [0y = exp [~ D3( (0] 7] 0) + (0] (5 ()] 0)
k
2017 [o (9) S0k () 0) )|
= exp [eg (Ar (z,y) — Ap (z,2))]. (2.104)
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Portanto, para uma transformagao de gauge geral Eq.(2.93), a fungdo de Green completa do

férmion transforma-se da seguinte forma:
S ([L’, y) = SO (l’,y) exp [63 (AF ($7y) - AF (ZL‘,I))} : (2105)

Para encerrar, seguem algumas consideracdes gerais sobre a transformag¢do LKF para a
funcao de vértice: Na realidade, essa transformacao para o vértice € complicada, o que dificulta
a extragdo de restricdes sobre a sua estrutura funcional. Entdo, de maneira geral, obter qualquer
informagao sobre tal transformagao nao € muito vantajoso devido a complexidade da anélise.
Entretanto, em [36] Burden e Roberts realizaram uma anélise numérica para comparar a auto-
consisténcia de diversos ansitz para a funcdo de vértice [37], por meio de sua transformagdo
LKEF. Ainda, em adicdo a esses vinculos numéricos, uma visao analitica indireta pode ser obtida
a partir da estrutura ndo-perturbativa do vértice, ao exigir propriedades de gauge corretas para
o propagador fermidnico.

O desenvolvimento e discussdo desta secdo seguem a proposta de Fradkin, que consid-
eramos ser formalmente mais simples que as demais. Porém, essas transformagdes também
foram derivadas por Johnson e Zumino através de métodos funcionais [38]. Ainda, em [39]
Fukuda, Kubo e Yokoyama atentaram para um possivel formalismo, em que as constantes de
renormaliza¢do Z; fossem invariantes de gauge.

Como dito anteriormente, tinhamos, como intengdo deste capitulo, apresentar a estrutura
geral da teoria até o nivel de renormalizagdo; uma teoria de campos da forma mais geral
possivel, ndo realizando nenhum cdlculo. Limitando-nos apenas na obtencdo das expressoes
formais das quantidades relevantes da teoria para, assim, deixar o leitor familiarizado com as

discussoes e consideragdes que virdo no estudo da GQFE D,.
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Capitulo 3

Quantizacao da Eletrodinamica
Generalizada

Neste capitulo, atentaremos para o estudo funcional da eletrodinamica quantica general-
izada, a GQED,. No entanto, procederemos de uma maneira diferente aquela apresentada no
capitulo anterior, i.e., construiremos a amplitude de transicdo vacuo—vacuo do modelo através
de métodos Hamiltonianos gerais de teorias de gauge. As expressdes obtidas anteriormente para
o funcional Z, Eqgs.(2.67) e (2.68), sdo gerais, como veremos através da comparagdo destas
com a equagdo (3.37). Em seguida, deduziremos, através de métodos funcionais, as equagdes
de Schwinger-Dyson-Fradkin para os propagadores do elétron e do féton, bem como para a
funcdo de vértice. As identidades de Ward-Fradkin-Takahashi também serdo apresentadas.
Como tépico final do capitulo, introduziremos e discutiremos o programa de renormalizacao

para as quantidades fisicas do modelo.

3.1 Analise Canonica e Amplitude de Transicao

Antes de utilizarmos o procedimento de Faddeev-Senjanovic para a constru¢ao da amplitude
de transicao, apresentaremos um breve estudo cldssico, mostrando os principais pontos da estru-
tura Hamiltoniana da GQ) E D,: o cdlculo dos momentos candnicos, seguido pela determinacao
do conjunto de vinculos e posterior classificagdo entre vinculos de primeira e segunda classe e,
por fim, a escolha de um conjunto apropriado de condicdes de gauge. Sendo necessario utilizar
o método de Faddeev-Popov-DeWitt para obtermos uma expressdo covariante para a ampli-
tude de transi¢ao. Portanto, iniciamos o estudo com a proposta da densidade Lagrangiana da
GQEDy:

. R _<T B o 1 2

L= % (waz/; —¢0 w) — m) + ep Ay — ZF‘“’FW + %a#Fa”aﬁFag; (3.1)

cuja expressao, em nivel classico, € invariante sob as seguintes transformacgdes locais de gauge:
. 1

W () = 2y (2), Al () = A, (z) + Ea,)\ (7). (3.2)
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Na proposta da Lagrangiana (3.1) foram utilizadas as seguintes defini¢des: F,,, = 0,4, —0, A,
e O = 7.O". A densidade Lagrangiana £ preserva todas as simetrias da QE D, usual. As
equacgoes de Euler-Lagrange, procedentes do principio de Hamilton e com as condi¢des de
contorno apropriadas, Eq.(B.11), sdo dadas por *:

oL oL
9,—=__ 9%
"o (00) o
(ié YA - m> b =0, (3.3)
oL oL oL
%0 5oy~ oAy oA,
GEEM CL2

_ ey Fu)\ va Fu/\ — o Fa)\
P (a'uaVAa) 9 [T] a)\ + n a)\ n a)\ } )
oL , N oL
- = |:| Fa . = FQ{IJ/.
TN P R N T W oA,

(1+ a’0) 9,F" = epy*y. (3.4)

= e}

As expressdes dos momentos candnicos 7 e ¢, varidveis conjugadas aos campos A, e I, €
definidos em (B.23) e (B.24), respectivamente, em que as variaveis [', = 0y A, sdo graus de
liberdade independentes, sao dadas por:

w0 oL, 0L
T 9(00A,)  0(80hA,) T 0 (880A,)
= " —a® [ 0,0\ F™ — 000\ F*] | (3.5)
oL
[T — — 2 [0 (O pA] .
P = DAy " [0\ F* — 0\ F*] (3.6)

J& os momentos candnicos associados aos campos fermidnicos ¢ e ¢ sdo:

_ oL i
ba = 9 (807[),4) - 2 (7 Q/J)A ) (37)
V. I
pa = 9 (0ovn) 2 (V") ,- (3.8)

Agora, a partir das expressdes dos momentos acima, estudaremos a estrutura de vinculos da
teoria, seguindo a abordagem de Dirac para sistemas singulares [33]. Portanto, através das
expressoes (3.7) e (3.8), e da componente temporal de (3.6), obtemos, imediatamente, trés
vinculos primarios:

XA = Dpa— % (%) , =0, ¥a = pa— % (¢7°) , =0, 1 = ¢ = 0, (3.9)

*Vide Apéndice B para uma breve introducao e discussao geral de teorias de campo com derivadas de ordem-

superior, em nivel classico.
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Encontramos também, da combinagio entre a componente temporal da expressdo (3.5) e da

espacial da (3.6), um outro vinculo primario:

0o =Ty — Oy, = 0. (3.10)

7’ 2

Em que representa o fato das relagdes (3.9) e (3.10) serem, de fato, equacgdes fracas de
acordo com o procedimento de Dirac. Além dos vinculos primdrios, obtemos, também, das
componentes espaciais das expressdes dos momentos candnicos, duas relagdes dinamicas. Primeiro,

da Eq.(3.5), segue:
B AF = 98 Ay — 7 + a? (950", — 090, F*) (3.1D)

e da Eq.(3.6), provém a segunda:
¢k

QoI = "o+ O F™ + —. (3.12)

O préximo passo do procedimento de Dirac € impor as condi¢Oes de consisténcia sobre os
vinculos primdrios, i.e., de modo que sua evolucdo temporal seja preservada. O que nos leva,

primeiro, a definicdo da Hamiltoniana candnica H:

He = oA + ¢aI' = (O0¥), — (000) , p" —~ £

He = mol® +mT7 + QQW + ¢0'To + G0, F'™ — —l/} i U+ mip — e Ay
1 1 a .
+Z—1ijF’” +5 (0 = 9;A0)7 — 5 (2T, — 9,07 Ap)°, (3.13)

e, também, da Hamiltoniana primdria:
Hp = Heo + /d% (Cax™ + XPCp + Crp1 + Cap) . (3.14)

Objeto que, no atual ponto da andlise, € a quantidade responsavel pela evolugao temporal do

sistema. Os parentéses de Berezin fundamentais da teoria sdo:

W}, = O -7), (3.15)
Py}, = —5F5 (7 - ), (3.16)
Yp = 006D - ), 3.17)
Wiy = 009 (T 7). (3.18)

Todas as condi¢des de consisténcia dos vinculos primdrios sdo satisfeitas. Para o vinculo ¢,
temos:

Aot (z) = — (7% (z) — 99’ (2)) = —2 ~ 0. (3.19)
A partir das condi¢Oes fermionicas, determinamos os seus multiplicadores de Lagrange. Da
condi¢do: Jyx 4 (z) =~ 0 temos:

Ca(z) == (V") 5 00" (z) +ie (V") e  (2) Ay (2) —im (7°) ., 7 (2), (3.20)
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ede: Jyxa (x) =~ 0 segue:

Cp (v) = 0,9° (v) (VjWO)CB +iqp? (2) (7"7°) 4 A () — imy? () (") .5 (32D
Porém, a condic¢ao de consisténcia do vinculo ¢s:

Aoz (x) = {p2 (), Hp}p, (3.22)

gera um vinculo secunddrio:
opa (7) = et () " (2) + 0"my () = 0, (3.23)

que denotaremos por ¢ (z) = ey (v) Y0 (z) + 0%, (v) ~ 0. Logo, é necessdrio impor a

condi¢do de consisténcia ao novo vinculo, prontamente satisfeita em:

Oop (v) = {¢(z), Hp}p = 0. (3.24)

Consequentemente, mostramos que temos o conjunto com todos os vinculos da teoria.

Agora, através da independéncia linear dos vinculos da teoria [33], classificaremos os vinculos
da teoria entre vinculos de primeira ou segunda-classe. Nao € dificil concluir que o conjunto
{1, p2} é composto de vinculos de primeira-classe. Assim, os vinculos restantes, a principio,
sdo de segunda-classe. Entretanto, antes de qualquer conlusdo, € necessdrio construirmos a

matriz de vinculos de segunda-classe:

0 i(y?) —e’®
Clay)=|i(") 0 —epy® |69(T 7).
ey’ ey’ 0
para, assim, verificarmos a independéncia linear de tais vinculos. Nao é complicado mostrar
que essa matriz nao possui posto igual a 3 e, sim, posto 2. Portanto, temos que um dos trés
vinculos de segunda-classe €, na verdade, de primeira-classe.

A forma mais simples de determinar qual vinculo nao pertence a esse conjunto, € a utilizagao
da independéncia linear entre os vinculos e, entdo, a construcdo de uma combinacao dos vinculos
de segunda classe, o que resultard em um vinculo de primeira-classe. Para isso, consideremos:
A(z) = Kox® (2)+X° (z) Ks+ K@ (), em que os coeficientes K sdo determinados ao impor-
mos que A (x) possua parentéses de Berezin nulos com todos os vinculos da teoria (condigdo
para que seja um vinculo de primeira-classe). Entdo, apds determinarmos os coeficientes de A
(através das condi¢Oes descritas acima), obtemos o seguinte conjunto de vinculos de primeira-

classe:
D =¢o~0, Qy=my— 0pd" =0, Q3 = Ohr”™ + ey’ = 0, (3.25)

e o conjunto de vinculos de segunda classe,
1 _ _ (.
Xa=pa—5 (") m0, Xa=pa— 5 (¥7°), 0. (3.26)
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O processo de quantizacao de um sistema singular classico pode ser dado de duas maneiras: via
principio de equivaléncia entre os parénteses de Dirac e (anti-)comutadores ou via amplitude de
transicao do formalismo de integracdo funcional. Aqui, seguiremos a quantizagao pelo segundo
método. Porém, nas duas frentes, faz-se necessario introduzir condi¢cdes subsididrias a fim de
que todos os multiplicadores de Lagrange (dos vinculos de primeira-classe) sejam determina-
dos, i.e., que a dinamica Hamiltoniana seja equivalente a Lagrangiana — se estamos interessados
em quantizar o sistema via principio de equivaléncia, além de introduzirmos os parénteses de
Dirac, a dindmica também € regida por um novo objeto, a Hamiltoniana estendida H g [33].
Assim, iniciamos o processo de quantizagao através do procedimento de Faddeev—Senjanovic

para obter a amplitude de transi¢ao [30], que em sua forma Hamiltoniana é definida por:
Z=N / Dyrexp (i / A7 (90A4,) + G () = (0) P — (008) p — He| ), (B27)

com a Hamiltoniana canonica H¢ dada pela equacdo (3.13). Ainda, temos que a medida de

integracao € definida por:

Dy = D¢, DIV DD A, DY Dy DpDpd (6,) det |[{4, Sy} 5| M2 det [[{xa, X515l
(3.28)
Em que © = {Q, X, x, x} é o conjunto de todos os vinculos e X sdo as condi¢des subsididrias
que fixam os vinculos de primeira-classe. Trabalharemos, aqui, com a condicao de gauge de
radiagdo generalizada:

S1=Ty a0, By = Ay~ 0, By = (1+a20) 9" Ay ~ 0. (3.29)

Como foi demonstrado em [17], tem-se um conjunto apropriado de condi¢des de gauge nao-
covariantes para os vinculos de primeira classe (3.25). Antes de efetuarmos as integragdes
de (3.27), é necessdrio que calculemos os determinantes dos vinculos em (3.28). O deter-
minante associado aos vinculos de segunda classe, Eq.(3.26), det ||[{x4, X5} ||, ndo contém
varidveis de campo, pois {x, X5} = 7 (7") 45 logo, ele pode ser absorvido na constante de
normaliza¢do. Ja o determinante entre os vinculos de primeira-classe, Eq.(3.25), e as condigdes
de gauge, Eq.(3.29), possui a seguinte forma:

det |[{Q0, S5} 5]]* = det |- (1 + aV?) V2| . (3.30)

Obtemos a expressao para o amplitude de transi¢cao através das seguintes manipulagdes: combi-
nando as equacdes (3.28) e (3.30), substituindo o resultado em (3.27), e resolvendo as integrais

dos momentos e varidveis de campo. Primeiro, devido a estrutura dos vinculos presentes nas
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fungdes-d, é imediato resolver as integragdes nas varidveis Ay, ¢°, m° e T'o:
Z = N / D¢y, D" Dr' DA DY Dy DpDp det ||— (1 + a>V?) V?||
<6 (Bt + ed) 5 [(1 - a20) 9 A,] 6 (p - %7%) 5 <p - %w)

X exp (i / d*z [%Wyk%}kw + 9 (0op) — (Bop) p — mpp + ey Y Ay + 77 (Do A;)

. ) ! 1 1
+¢; (0I7) — mT7 — ?—¢ GO F™ + S (T)° — 1

a 2

2
ki Y (aip )2

By + 5 (01))" ).

Também segue da estrutura das fungdes-0, da expressdo anterior, que podemos realizar, sem

maiores dificuldades, a integracdo nos momentos fermidnicos p e p:

Z = N / D¢y, DT* D' DA DY D det || — (1 + a*V?) V2| 6 [(1 — a®0) 0 Ay

X0 (&mk + ez/_ryow) exp (z / d*z [%'z/}y”?uw — ma) + ey P A + 7l (ObA;)

! 1 1
n GO F" + = (T;)* — 1

R+ (0r)7]).
A fungdo 0 (amk + ez/_wozb) ainda pode ser escrita em sua forma integral como:
) (&wk + 61/_1702#) = /da exp [i/d%a (8k7rk + e@/_woz/z)] ,
0 que permite a integracao da variavel m:
I = / Dy, exp [2 / d*z (77 (9yA;) — w17 — ﬁkaka)} =0 [Tk + 0w — Do Ar]. (3.31)

E, a partir do argumento da fungdo-d, descrita acima, vemos, claramente, que ['y e Jy Ay sao
variaveis independentes, como realmente deveria ser no formalismo de ordem-superior. Assim,

encontramos:
Z = N/D@DF’“D@DAlDwa det || (1+a*V?) V?|| 6 [(1 — a’0) 0" Ay ]

X3 [[y + Opae — Dp Ay exp (z / d*z [%1&7“5:1# — map + ey P A, + eapyi

. Tos 1 1 a9
+6; (GI7) — QI—QQ = QOF + 2 (1) = Py FY + = (0'T)) ])

A integracdo da variavel 'y, na dltima expressao, € direta e identificando o — A, obtemos:

Z = N/D@DA#DzﬁDw det ||— (1+a*V?) V2|6 [(1 — a’0) 0 Ay]

— _ _ l
cexp (i [ dialiby0,0 - miv + edrd, + 0P - 5
1 1 2 N
_§F0kFOk - ZFk]Fk] — EauFoﬂa Fﬂa])'
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Por fim, podemos integrar na varidvel ¢y:

I, = /D(bk exp {i/d‘lx ( ¢l¢l + ¢i0 F“k>]
2 12
= exp [—z’ / d%% (aﬂFﬂkf] / D¢, exp [2 / d%%] .

Assim, obtemos que a expressdo para a amplitude de transi¢do vacuo-vacuo tem a seguinte

forma:

Z =N / DA, DDt det ‘ ‘— (1 + a2V2) VQH ) [(1 + aZD) 8’“/1@ exp <i/d4x£).
(3.32)
Embora a expressao (3.32) seja correta, a sua forma ndo-covariante ndo é conveniente para
efeito de cdlculos. Entretanto, podemos usar o ansidtz de Faddeev-Popov-DeWitt [40], para
determinar a forma covariante da amplitude de transi¢do vacuo-vacuo. Desse ansitz, temos a

seguinte identidade:

| = det M / Dgs [Q[A7], (3.33)

0920 [AY(2)]
N (W) x50

de gauge g. Entdo, ao escolhermos a condi¢do de gauge de Lorenz generalizada [17]:

com: Mg (z,y) = onde AY (x) representa o campo de gauge sob uma transformagio

Q[A] = (14 a°0) 0"A, — f =0, (3.34)
como condicao de gauge-fixing, temos que a matriz de Faddeev-Popov-DeWitt € escrita como:

1

My (z,y) = = (1+a’0) 06 (z —y) .
e
Logo, introduzindo a unidade acima na expressao (3.32), obtemos:

=N / DA, Dy D / Dgdet Mc6 [(1+ a*0) 9" Ay ] det M6 [Q[A9]] exp | / d*zL|,
(3.35)
com M¢ (z,y) = — (1 +a?>V?) V26®) (x — 3). Agora, fazendo uma transformacio de gauge:

g — ¢ = g, edevido ao fato de as medidas DA e Dg, bem como o funcional exp [i [ d*zL],
serem invariantes sob tal transformagao, segue:

— N / DA, DDy { / Dy det Med [(1 +a?0) akAg/H det M3 [ [A]] exp [z / d‘{w] ,
= N’/DAHDzZDwdet|(1+a2D) Of6 [(1+a’0) 0*A, — f] exp {i/d‘lxﬁ} .

A menos de um fator numérico na constante de normalizacdo, podemos integrar a expressao
acima no funcional f (z) com o peso exp [—i il d4x2—1€ [f (w)ﬂ . Dessa forma, finalmente, obte-

mos a desejada expressdo covariante para a amplitude de transicado vacuo—vacuo:

Z = N/ DA, DD det H(l + aZD) D| } exp (i/d% [@D (z@ m + eA)
(3.36)

P
—-F, F'”+—28' F,30,F ((1+a D 3”14 })
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Note que, no limite £ — 0 o termo de gauge-fixing tende a uma fungdo-0. Nessa escolha de
gauge covariante, temos que o determinante de Faddeev-Popov-DeWitt ndo contém varidveis
de campo, i.e., 0 determinante pode ser reescrito como —d,¢ (1 + a*0J) 9*c. Assim, vemos
claramente que nao ha interacdo com o campo do féton, de forma que essa contribui¢do pode
ser absorvida na constante de normalizagao.

Embora os campos fantasmas ndo estejam em interagdo com os campos fisicos, eles sdo im-
portantes no estudo do modelo GQ E D, a temperatura finita [21]. Como foi mostrado em [41],
via formalismo de Batalin-Fradkin-Vilkovisky [31], o nlimero de campos fantasmas necessarios
para a teoria de Podoslky livre é de, apenas, um par; esse nimero se preserva em interacao, pois
o determinante permanece inalterado nessa situacao; resultado que estd em concordancia com

o que obtivemos em (3.36).

3.2 Equacoes de Schwinger-Dyson-Fradkin

Embora existam diversas maneiras de se extrair o contetdo fisico de modelos de sistemas
quanticos, acreditamos que a mais elegante e, também, pratica, seja a feita através de funcoes
de Green por derivadas funcionais. O método de derivadas funcionais em teoria quantica de
campos, que foi usado extensivamente por Schwinger e outros [34, 42, 43, 44, 32], utiliza
uma quantidade conhecida por funcional gerador, que gera todas as funcdes de Green através
de diferenciacdes funcionais. As equacdes obtidas através dessas diferenciacdes sdo conheci-
das como as equacdes de Schwinger-Dyson-Fradkin (SDFE). Se estamos interessados em out-
ras caracteristicas do sistema, além dos métodos de obtencdo das equagdes quanticas, sdao
as SDFE que nos permitem uma melhor anélise, sobretudo de informagdes ndo-perturbativas
[43]. Porém, se essas equacdes sdo utilizadas apenas como uma fonte de gerar expansoes
formais em poténcias da constante de acoplamento, ndo ha de encontrar-se nada de novo em
comparacao a teoria de perturbac@o usual. O problema de encontrar um método efetivo de re-
solver tais equagdes, que ndo seja baseado em teoria de perturbacdo estd, até agora, longe de
qualquer solucdo satisfatéria [45]. Porém, existem sistemas quanticos que, em dimensdes mais
baixas, (1 4 1)- e (2 + 1)-dimensdes, sdo exatamente soliveis e permitem extrair informagdes
de carater ndo-perturbativo [46].

Nesta se¢do, derivaremos tais relagdes para os propagadores do foton e do elétron e, também,
para a func¢do de vértice. O primeiro passo do desenvolvimento € definir o funcional gerador da

teoria:
Z [777 1, Ju] = /D,u (wa &7 Au) exXp [iSeff] ) (337)

com a acao efetiva dada por:
4 - (.A ~ 1 v CL2 " af
Sepp=|[ d x[¢ <20—m+eA>¢—ZFWF —1—58 FL30,F

o (D) A 5 e 4]
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em que 7, 7 € J, s@o as fontes (ferramenta matematica auxiliar) para os campos fermidnico
1, anti-fermidnico 1) e de gauge A, respectivamente. Enfatizamos aqui, que as componentes
dos campos (1;, w) (e de suas fontes (7, 7)), sdo elementos da dlgebra de Grassmann e que o
campo A, bem como sua fonte .J,,, sdo c-numbers. Pretendemos, sempre que possivel, discutir
o significado das expressdes da GQED,, para assim elucidar os pontos de equivaléncia ou

inequivaléncia com os resultados conhecidos da QE D,.

3.2.1 A equacao de Schwinger-Dyson-Fradkin para o Propagador do Féton

Derivaremos e discutiremos agora, as propriedades da expressao completa do propagador do
campo do féton, em interacdo com elétrons. Primeiro, para obtermos a correspondente SDFE

para o féton, precisamos resolver a seguinte equagao funcional:

0= |02

5A, () + @) | 27, ] (3.38)

) ) [

Sin> S’ Sidy

sendo que S e S.5¢ diferem apenas pelos termos de fonte e os limites tomados apds o célculo
da derivada serdo compreendidos logo abaixo f. Entdio, ap6s o cdlculo do primeiro termo:

oL - 1 a? 1 2
a _Z o & gu af _ 1 2 7
54, (@) 54, (@) (ez/ry YA, 4FWF + 5 M Fu 0. F 5 ((1+a°0) 9,4") )

_ 0 <e@’y°‘¢Aa + %Aa (2) [naﬂm — 9908 + a’0) [naﬂm - aaaﬂ

6 A, (x)
+ é (1+a°0)° aacﬂ As (z))
) - 1 1
- - « = af _ _ = 2 a 0B 2
54, (2) <ez/ry YA+ 2Aa (2) [Dn [1 ¢ (1 +a D)} 00 } (1 +a D) Ap (z)) ,
oS - 2 8 1 2 2 8
——— =e (2) Y (z) + | (1 +°0) 0T + = (1 + «°0)"OL*’ | Ag (). (3.39)
5Au (z) £
Em que usamos o seguinte conjunto de projetores:
a B
TP 4 L =B [*F = oo E? : (3.40)
Assim, encontramos, para a Eq.(3.38), a seguinte expressio:
0= TW+1(1+a2D)LW (1+¢°0)0O o0 o 0 Z4+J () Z.
13 i0Jv (x)  iom(x)  idn (z)
(3.41)

Lembrando que, a solugdo da equagdo (3.41), também estd sujeita a condi¢des de contorno do
tipo Eq.(2.41). Agora, introduzimos o funcional W, i.e., o funcional gerador das func¢des de

Green conexas W [n, 7, J,,|, que é definido através da relagdo: W [n,7, J,] = —iln Z [n,7, J,,].

TEsse limite faz mencdo a transformagio de Fourier funcional, como em (2.2.1).
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Portanto, podemos reescrever a equagao (3.41), como:

—J* (z) = TW+1(1+aQD) L’W} (1+¢°0)0O oW
3 0. (z)
(3.42)
W v ow. .0 < 5W>
on(z) " onalz) on(z) \" on(w)

A equagdo acima pode ser interpretada como se representasse a forma compacta da equagao
do campo de Podolsky ndo-perturbativa, sujeita a uma fonte externa J,,. Por fim, introduzimos
o funcional gerador das fungdes de Green irredutiveis de uma particula (1°7) I' [IZ, P, Au]

através da seguinte transformacgado de Legendre:

PG, A = Wi J] - / de ((BYn+n(0) + (AN 1), (343)

Seguem, das defini¢cdes acima expressdes dos campos (@D, P, AM) em termos das fontes (1, 7, J,)
e vice-versa, sendo escritas como:

ow oW, - ow

ov e
514”7 77_ 51;7 ?7—61/}

Portanto, através das identidades acima e na situacao em que as fontes fermionicas sao nulas, €

(3.45)

possivel escrevermos a equagdo (3.42) em termos do funcional I'":

or 1 ) 5W
= |T" + = (1+a’0) LM | (1 + a®0) O(Ag (2)) + ie ( )
(3 46)
Consequentemente, ao identificarmos o funcional:
- 6*Wn, 1, J,]
S (v, A) =i — ) (3.47)
VA =T 010 |

como o propagador completo do elétron sujeito a um campo externo A,,, que satisfaz a seguinte
identidade funcional:

6T
i | d*2Ipe(x,2, A - =050 (z — ), (3.48)
/ be 5 A S sen 0 Y
¢ possivel, enfim, expressarmos a Eq.(3.46) como:
Mdr(x) = {T“ﬁ + % (14 ¢°0) Lﬂ (14 ¢°0) O(As (z)) + eTr (v (z,2; A)) . (3.49)
m

Agora, diferenciando a equagdo (3.49), com respeito ao campo A, (y) (no célculo da derivada

§(Au(@))
0As(2)

resultado:

usamos a identidade (3.53)), e indo a situagdo em que J, () = 0, segue o seguinte

oL = w4 1 2 8 27 5(4)
5Ay(y)5AM(x)_[TM +§(1+GD)L”]D(1+CLD)6 (z —y)

(3.50)

+eTr <’y“ S (x, x; A)> .

_ 0
64, (y)
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O tltimo termo do lado direito da Eq.(3.50) pode ser calculado imediamente, ao utilizarmos a

identidade funcional Eq.(3.48). Assim, escrevemos:

) ) 52T )1
S (x,x; A) = —i = )
A @m0 =i (5 ()00 (2)
Ainda, com o auxilio da identidade:

df (x)
dx

d . . .
@) == @ S @),

encontramos o seguinte resultado:

5 82T R 82T s 82T
54, (9) <5w<x>5w<x>) - / d“dw<6w<x>6w<u>> 54, () 59 (u) 60 (w)
52T -t
X(aww)w(x)) ’

2 -1
5Af(y) <5¢ (;) ;Z_) (:v)) = e/d4ud4w=7 (u, ) T (w, u;y) 7 (z,w) . (3.51)

Em que levamos em conta a defini¢do (3.47) e introduzimos uma nova quantidade, a funcdo de

vértice 1 PI da interagdo elétron-féton:

5T

S ()50 (y) 50 (@) (52

el (z,y;2) =

A=yp=¢=0

Similar a equagdo (3.48), a segunda derivada de I" [¢), 1), A,,], com respeito ao campo A,, (z),
gera o funcional 1PI: I',,, (ainversa do propagador fotén ,,,), sendo que ela satisfaz a seguinte
identidade funcional:

5°T
d*22° (z, 2 = in??6W (z —y); (3.53)
a7 @) s o
com a seguinte definicao:
Dy (x,8) = —i oW (3.54)
RO TS SR (8) 6Tk (x) )

Portanto, substituindo o resultado Eq.(3.51), em (3.50), e em decorréncia da discussdo acima,
segue a SDFE para a funcdo 1P completa do féton:

T (z—y) =10, (z,y) + {TW + % (1+a’0) LW} (1+a’0) 36 (z —y).  (3.55)

A quantidade I1,,,, € conhecida como a fun¢do de auto-energia do féton e a definimos por:
I, (v,y) = —¢ / d*ud*wTr [5” (u, x; A) v, (2, w; A) T, (w, u; ) ] (3.56)

O fator (—1) provém, de maneira usual, do loop fermidnico. O tensor 11, descreve a interagdo

de um féton com o campo do elétron-pdsitron e, essa interagao, consiste na criagao e aniquilacao
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de pares virtuais. Ainda, podemos reescrever a equagao (3.56) na representa¢do dos momentos,

da seguinte forma:

62

)

A partir da expressdo (3.55), podemos calcular o propagador do campo do féton de modo

I, (k) = — /d4pT7“ [5/ (p; A) v (p—k; AT, (p, kyp— k) |- (3.57)

perturbativo, ordem a ordem, na constante de acoplamento e. O cdlculo explicito, andlise e
discussdo, na ordem mais baixa de corre¢do radiativa das fun¢des de Green, serdo apresentadas
na se¢io 4.1. Através da identidade (3.53) no espago dos momentos: I, (k) 27" (k) = in); , é
possivel encontrarmos a seguinte expressao para o propagador completo do féton:

kuky
Npy — 22 6 kuklz

RIL(E) + (1— a2k2)] | k2 (1— azk2)’ K2

i D (k) =

(3.58)

Em que a quantidade II é chamada de escalar de polarizacdo. Ela € introduzida devido a in-

varidncia de Lorentz de II,,, e pela identidade, Eq.(3.96); possui a seguinte estrutura:
1L, (k) = (—nuwk® + kuk,) (k) . (3.59)

E necessario enfatizar que a expressdo (3.58) mostra, explicitamente, que a funcio TI(k) é
relacionada apenas com o polo do setor transversal do propagador do f6ton; logo, este € o tnico
setor que recebe contribuigdes das corregdes radiativas. A representacao diagramatica da SDFE
do propagador completo do féton, Eq.(3.58), € apresentado na Fig.3.1.
Ainda mais, o propagador do f6ton, na ordem mais baixa em teoria de perturbacio (tomando
IT (k) = 0 na equagdo (3.58)), pode ser escrito, convenientemente, como:
k;;];”} %— {mﬂr(l —¢) kf“_kl E) i T
kk, N ’ kK, ’
k2(k2_ai2) (k2_al_2)2~

Como pode ser visto claramente através da equag@o (3.60), o nosso interesse em separarmos

iDyy (k) = |1 — (1 =€)

+(1-29)

(3.60)

os polos ndo-massivo e massivo (no maximo possivel, pois o terceiro termo mostra a mistura
entre os pdlos) estd na possibilidade de escrevermos a expressao de tal forma que obtenhamos
o segundo termo no lado direito — que € um dos pontos mais interessantes e belos da teoria
(oriundo, exclusivamente, do termo de Podolsky e da condi¢do de Lorenz generalizada). Note

ainda que esse termo possui pélo massivo m?% = a2

, que pode levar a conclusao, ingénua, de
que as divergéncias infravermelha, presentes no termo de Maxwell, sdo, de fato, canceladas.
Contudo, como mostraremos na secao 5.1, isso ndo acontece. Além disso, a separagao dos
modos ndo-massivo (QQFE D, usual) e massivo, na expressdo do propragador livre (3.60) no
gauge geral &, ocorre devido a linearidade dos campos de gauge nos termos da Lagrangiana
(3.1). Ainda, segue que, em decorréncia da rela¢ao entre o pardmetro de Podolsky no pélo do
propagador, é possivel que imponhamos um valor limite para o pardmetro livre a, através de

experimentos [18, 15]. Voltaremos a essa ultima discussdo na se¢ao 5.3.
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Figura 3.1: Representagdo diagramatica da SDFE 1P/ para o propagador do f6ton.

3.2.2 A equacao de Schwinger-Dyson-Fradkin para o Propagador do Elétron

Dando sequéncia ao desenvolvimento formal da teoria no que se segue nesta subsecao,
apresentaremos a derivacdo de uma expressao integral para o propagador completo do elétron
.. Durante o processo, também introduziremos o operador de massa .#, que € a quantidade
que contém todas as correcoes radiativas ao movimento do elétron (no mesmo sentido que o
operador de polarizag@o II para os fétons). A derivacdo da SDFE para .# segue da mesma
forma aquela apresentada na tltima subsecdo para o propagador do féton. Assim, partimos da

seguinte equagdo funcional:

oS
0= = - Z n,J
O (x) 55 s na () 1.7 T

in’ 8in’didy

para encontrarmos a equagado para o propagador do elétron. Logo, podemos calcular o primeiro

termo através da defini¢ao de derivada de varidveis de grassmann Eq.(2.4):

oL 5 ~ B )
— — _ . n o " A
Svp () Sp (z) (WV LY — mp 4 eyt “) ’

= —0W(x —2) (V") — my + ey A,) .

E, desse resultado, segue a seguinte expressao:

N ) 0z
0= ) Z+i |10 —m —iey” — ) 3.61
5 (%) < L7 <x>)BC 5o (@) (3.81)

A equacdo acima € equivalente a equagdo de Dirac na presenca de fontes externas. E, também,
definird a relacdo entre as quantidades . e .# . Agora, escrevendo a equagdo acima em termos
de W, ao invés de Z, e, em seguida, diferenciando a equagdo (3.61), com respeito a 7 (y),
obtemos:
0=206W(z—y)+in(z) (;;—V(Z) +1 (M“@u —m +iey" (A, (x)) — iey” 5J/f(x)>
" {z W oW oW
on (y) o1 (x)  on(y) on (x)

Lembramos, novamente, que a solu¢do da equagio (3.62) estd sujeita a condi¢des de contorno

} . (3.62)

do tipo Eq.(2.41). Logo, usando as identidades (3.45) e tomando o limite das fontes fermionicas

indo a zero, obtemos:

i@ (z —y) = (Zé —m + ey (A, (x)) — iex” ) S (z,y; A) . (3.63)

)
dJH ()
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Em que a quantidade .¥ é definida em (3.47). A equacdo (3.63) define a funcdo de Green
fermidnica de 2-pontos ndo-perturbativa na presenga de um campo externo.

Contudo, ainda falta calcularmos o tltimo termo de (3.63), que pode ser expresso como:

5 9 5T -
Ty A = —iEs (w (v) 00 <x>) |

0 que nos permite escrever, entdo, através da regra da cadeia da derivada funcional, a seguinte

expressao:

5Jj () (fw (yé)i?w (:E))_ - / d%‘é‘ﬁ ((g)) Mj (u) (cw (;)2;# (w)>_ '

Logo, segue, da definicdo Eq.(3.45) a relacao:

5 o, OW b 52T -
57 (@) (r: )= i [ d 575 () 8 (u) 542 (u) <5w<y>w<x>) |

Por fim, no limite da fonte J,, indo a zero, podemos usar a defini¢io Eq.(3.54) para o propagador

D, €, também, o resultado Eq.(3.51), encontrando, assim, o seguinte resultado:

J
dJH (z)

S (x,y; A) = e/d4ud4zd4w@W (x —u) L (x,w; A) T (w, z;u) & (2,y; A) .

(3.64)
E importante frizarmos aqui que o potencial eletromagnético (A), presente na Eq.(3.63), anula-
se na auséncia de fontes externas, i.e., (4, (z; J, =0)) = 0. Porém, isso ndo é verdade na
situagdo de 7" # 0 [19]. Ao utilizarmos o resultado Eq.(3.64) e o fato de (A, (z; J, = 0)) =0,
segue da equacio (3.63), a seguinte expressao:

i6W (x —y) = (i7", — m) S (x,y; A) — /d422(a:, 2).S (z,y; A) . (3.65)
Em que definimos o operador de auto-energia do elétron . através da seguinte relacao:
Sz —y) = —e*y¥ / d'ud*w.S (x,w; A) Do (u — ) T (w, y; 1) . (3.66)

Cuja expressao na representacdo dos momentos possui a forma:

2
S(p) = —(267)4’)/“ / kS (p—k; A) Dy (k)T (p, ki p — k). (3.67)

Ainda, é possivel reescrever a expressio (3.65) ao denotamos convenientemente a quantidade:
.7 (x,y; A) = [d*2X(z, 2).7 (2,y; A), da seguinte forma:

(iv'0, —m — ). (x,y; A) = i6™W (z —y) . (3.68)
Além disso, ao introduzirmos em (3.68), o operador de massa .Z, através de:
M (z,y) =mé (x —y) + (2, y), (3.69)
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Figura 3.2: Representacdo diagramdtica da SDFE 1P/ para o propagador do elétron.

a expressao do propagador completo do elétron, na representacio dos momentos, assume a

forma: ) .
(3 1

Yip, — A (p) B Vi, —m — X(p)

A expressdo (3.70) para o propagador mostra, explicitamente, a relagdo entre o propagador do

S (p A) = (3.70)

elétron e o operador de massa (as correcdes radiativas). A SDFE correspondente ao propagador
do elétron é apresentada diagramaticamente na Fig.3.2.2. As equagdes (3.68) e (3.70) mostram
que o propagador completo do elétron € a fun¢do de Green para uma equacdo similar a uma
equagdo de Dirac (p — m — )¢ = 0, mas, diferindo da dltima, pela adi¢do a massa nua mt, a
quantidade X.. Logo, por essa razdo, denotamos a quantidade .# como operador de massa.

De maneira similar a descricao do operador II, também podemos dizer que o operador
. descreve a interacdo do elétron com o seu proprio campo eletromagnético. Essa interacao

consiste na emissao e absorcao de fétons virtuais.

3.2.3 A equacao de Schwinger-Dyson-Fradkin para a Funcao de Vértice

Sabemos que, para a Q F' D, € impossivel construir uma equacao integral fechada, que ex-
presse a fungdo de vértice I',,, em termos apenas das quantidades . € & e que, junto com o
conjunto de equagdes (3.58) e (3.70), é fornecido um sistema completo de equagdes, deter-
minando, assim, todas as fun¢des de Green da teoria [47, 24, 48]. Apesar disso, € possivel
encontrar uma relacdo fechada que relacione a funcdo de vértice I', com ., & e com ela
mesma e, ainda, uma quantidade ndo determinada a priori, o vértice de 4-pontos ¢ Eq.(3.84)
[44]. A expressdo (3.63):

(3.71)

M 5 ) 52W
6Jr () ) o (y)on (z)’

€ o ponto de partida para determinarmos a equac@o funcional para a funcdo de vértice I',. E

i (. —y) = in (x) %—i—i (zé —m+ie(A, () y

necessdrio ressaltar aqui que, nesse ponto, ainda ndo tomamos o limite de fontes nulas. Assim,

m é a massa presente na Lagrangiana original (3.1).
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segue, ao tomarmos a derivada funcional da equacdo acima em relagiio ao campo A, (z), que *:

y 5 52 o 52
0 = (i0-m+eidu)y) {6Aa<z> (M@)Ys;(x)ﬂ“” =) s

. 5 5 2} (3.72)
—iey" [(5Aa (2) [&]u (x) (677 (v) 577(90)>” .

Em que fizemos uso da identidade (3.53). Em decorréncia da identidade (3.48), podemos escr-
ever:

@) 52W (A 5 ( 52T >‘1
iey? 8\ (x — z) o (26 m+e(A, (x)W”) 54, (2) \50 (9) 00 (@)
(3.73)
it |8 5 ( 52T >1
"7 (@) |04, (2) \69 () 60 () ’
E, assim, calculamos tais termos de derivada através da identidade (3.51). Logo, temos:
5 52T ! 52T ! 5T
_ = — [ d*ud* ( _ > _
54, (2) (w () 00 <x>> / G0 W) o0 () 54, (2) 8 (u) 60 (w)

Y (w) 69 () - ST
= _/ dud'w (5n () 07 (u)) 04z (2) 09 (u) 8¢ (w)

X <5n(53g7(x)> . (3.74)

Dessa forma, encontramos a seguinte expressao:

W 53T
/ dhudw (517 (y) on <u>> 54, (2) 00 (u) 69 (w)
2
X (z'é —m+e(A, () w)x (‘5 W )

on (w) o7 (x)
iy . ) 82w 83T 52w
7M/d s () K&v () 577(U)> 0 Aq (2) 69 (u) 69 (w) (577 (w) 5?7(96))}
ey (g 5y W _
+iey?sW (z — z) 57 ) 57 (2) 0. (3.75)

Ao tomarmos o limite das fontes fermiOnicas nulas, podemos escrever a quantidade entre
colchetes no primeiro termo como:

W
on (w) 677 ()

e, através da defini¢do Eq.(3.68), obtemos:

(ié —m+e(A, (x)w) < > = (ié —m+e(A, (1:))7“) S (z,w; A),

on (w) 07 ()

§Contudo, como o termo proporcional a fonte 7 se anulard ao final dos cilculos, i.e., quando tomarmos as

(z’é —m+e(A, () w) (W) = (=) () 6@ (z —w) = 6@ (z —w).  (3.76)

fontes indo a zero, jd o descartaremos nesta expressao.
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Consequentemente, ap6s as discussdes e resultados acima, encontramos, para a Eq.(3.75), a
seguinte expressao funcional:

0 - /d4u < 5w > 5°T 5w
o (y) 61 (u) ) 644 (2) 09 (u) 69 (x) on (y) 67 ()

s [ ' (srmonen) i s e (o))

82T
LCOLIAC)

+iey? 6@ (z — 2)

Porém, ainda segue que, a multiplicando pela esquerda, pela quantidade e integrando-

aem d4y, podemos reescrevé-la, de uma forma mais interessante:

P R W 53T
0= / I U Y 50 w) o0 (9) 577(3/)577(”)] 54, (2) 50 (u) 00 (2)
crs@ (o [ [ gty T 52w
ey o )Udy5¢(w)51/7(y)577(y)5?7($)]
iy 4 62T § 4, 4 52w 53T
’Y“/ Y s w) o0 (v) wu(a:)U I dt(cwy)an(u))m (2) 00 (u) 69 ()
><< 2W )}
Snt)on()) )

Agora, utilizando a identidade (3.48) nos dois primeiros termos, e efetuando a mudanga de

varidveis w <> y em toda a expressao toda, logo encontramos:
8T
645 (2) 8 (y) 69 (2)

6T 5
= —ien? 6™ (z — 2)6W (y — z) — ie’y“/d4w5w )00 (@) [&]# @ Ig] .
(3.77)

Em que a forma funcional explicita da quantidade ] ¢€:

7 @)= 7 @) U dudt <5n <3>V6Vn <u>) 54, (7) ff(u) 5 (1) (5n é) 5 <x>>] |

Definimos a quantidade /] apenas por questdo de nota¢@o dos cdlculos que seguem, através da
regra da cadeia:

= [essi it v Grisse) s om s i)

bem como das identidades (3.44):

= [aatitsg s rsiw) s @i (o))

Agora, explicitando como a derivada atua em cada um dos termos:

8 82w
o - 4, 14, 4
SJr (x) H /d ud’td 5Jp (s)6JH (z)

x[ ) ( W ) 53T _ ( W >
54, (5) \ 1 (w) 61 (u) ) "534, (=) 60 (u) 60 (£) \on (1) o ()

i («m (ijvcsvn <u>> <5Ap (s) 04, f)r 5 (u) 00 <t>> (577 <f>2 ZZ <x>>

W 53T ) S2W
! (577 (w) 677 (u)) 5 A, (2) 8 (u) % (t) 04, (s) (577 ) on (x)> } (3.78)
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Enfim, através dos resultados anteriores (3.48) e (3.51), € direto calcular as quantidades que
aparecem nho primeiro e terceiro termos:

5 52W ot 52W 53T 52W
64, (s) <577 (w) 677 (U)> a /d ! (577 (w) 67) (v)> 5A, (5) 69 (v) 69 (r) (577 (r) 61 (U()3>7;)

5 52W gt (W 55T 52W
04, (s) <5n(t) 617(56)) a /d ! <5n(t) 577(@)) A, (5) 69 (v) 8 (r) <5n (r) 517(96)(25())

Portanto, ao substituirmos os resultados das Eqs.(3.79) e (3.80) na expressao (3.78), obtemos

o seguinte resultado:
J 2w
o 4, 24y 74
57 () /d S o sy 6 (@)

X[(5n<52>w<>> s)&Am <>w<>< (ijg@))

- [t (sarsi ) it i)

53F >
dA, (2) 5
A G S
o (w >6n<> 54, (200 ()60 () \ 3 (0 on (v)
6°T 3*W
A, (5) 6 (v) 8% (7) <5n (r) 67 (x)ﬂ' (3.81)

Apesar de ja termos encontrado a expressdo para a quantidade 5—+— /7, ainda temos que calcu-

5J“( ) H
lar:

. 520 5
/ V50 (5) 60 (w) 37 ()

Novamente, com o auxilio da identidade (3.48), temos:

4 52 1) -
/ o (y) 0% (w) 6T+ (sc)l“ a

oL e - 54T S2W
/ R T e R W T E e <5n(t)5ﬁ(w)>
(3.82)

i 5T 52W 53T 52W
+/d ! 5A, (5) 61 (y) 69 (1) (5?7 (r) 61 (U)> 5 A, (2) 69 (u) 59 (t) (577 (t) o7 (:v))

it 53T 52W 53T 52W
*/ v 54, (260 (4) 50 () <5n(t)5n(v)>5Ap(8)5w(v)5¢7(7°) (5n<r>5n<x>>]'

Contudo, devido ao fato de estarmos calculando uma equacdo funcional 1P para a funcado de

vértice, Eq.(3.77), o ultimo termo n@o contribui por ndo pertencer a classe 1 P/. Enfim, segue
o resultado:

, 52T 5 LW 54T
/d%wy)ww)w() /d A 5 ) A T3 () S 9197
Y 83T 52w 83T
[ i 54, (3) 50 (5) 50 () <5n(r)5n(U)>5Aa(Z)5w( 150 (0 ( >
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Em decorréncia dos resultados acima, obtemos, para a equagao (3.77), a seguinte expressao:

RN
6Aq (2) 60 (y) 6 ()

o 48 ; 52 SAT 5°W
e / e <6JP (5)0Jn <x>) 0A, (5) 044 (2) 00 (y) 60 (t) <6n (t) o7 <x>>
—ie Audrdtsd® il o —

Y / drud'rd sd’t <5Jﬂ (s) o]k (37)) 5A, (s) 60 (y) 0% (r) (577 (r) 07 (“)>

y 5°T ( S2W )
A (2) 04 (u) 09 (t) \on () 07 () )~

Agora, com as defini¢des de .7 (x,t; A), 'V (z,y; 2), D, (2, s), Eqs.(3.47), (3.52), (3.54),
respectivamente, e do vértice de 4-pontos 1.

= —ien? 6@ (2 — 2)6W (y — 2)

51T
04, (s) 04, (2) 0 (y) 0% (t)

encontramos, finalmente, a expressao 1P/ para a funcdo de vértice:

2P (t,y; 2;5) = (3.84)

i (z,y;2) = 776W (2 — 2) 6@ (y — 2) — e24* / d*sd*t Dy, (x,8) D7P (t,y; 2;8) 7 (x,t; A)
(3.85)
—iezq/“/d4ud4rd4sd4t@”p (2, 8) TP (r,y;8) S (u,r; A)T9 (t,u; 2) S (2,65 A) .

Expressao essa, que no espaco dos momentos ainda pode ser escrita na seguinte forma:

T (k,p;q) = 770W (k — p— q) —iA (k,p;q) . (3.86)

Em que denotamos a quantidade A como a parte do vértice e a definimos através de:

e2

9 4
(2m) (3.87)
/d4p1d4p2%p (p1) 7 (p2,p;p1) & (—p2; A)T7 (k — p1,p25q) L (k — p1; A) .

iA7 (k,p;q) =~*

/d4p1%p (p1) @77 (k — p1,p;q;p1) & (k — p1; A)

- 2
1€
+AH

(2m)"

Note que, as expressoes para a func¢éo de vértice nas Eqgs.(3.85) e (3.86), além de conterem
o proprio vértice, também contém o vértice de 4-pontos $77. Isso significa que as trés equagdes
de Schwinger-Dyson-Fradkin ndo formam um sistema fechado de equacdes acopladas. Apesar
de a funcdo de vértice de 4-pontos ®7” satisfazer a sua propria equacdo funcional, ela envolve
ainda mais vértices ndo presentes nas equacdes anteriores. Dessa forma, a solucdo completa
da teoria s6 pode ser determinada ao resolvermos um conjunto infinito de equagdes acopladas.
Todavia, na teoria de perturbagio, a situacdo é menos complexa, pelo fato de existirem apenas
trés funcgdes de Green fundamentais: os propagadores livres do elétron, do féton e o vértice livre.
Todos os vértices superiores podem ser definidos em termos dessas funcdes via diagramas de

Feynman [47]. A Fig.3.2.3 representa diagramaticamente a fungdo de vértice de 3-pontos.

YLembrando que nesse momento tomamos as fontes e campos (1PI) indo a zero.
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Figura 3.3: Representacdo diagramatica da SDFE para a funcio de vértice.

3.3 Identidades de Ward-Fradkin-Takahashi

Todas as quantidades fisicas, em particular os elementos da matriz-S, sdo independentes da
escolha da condicao de gauge. Esse fato, que € determinante para a consisténcia de uma teoria,
deve ser verificado em cada caso. As fun¢des de Green nao sdo, todavia, objetos fisicos e sdo
dependentes da condicdo de gauge. Entretanto, como é bem conhecido, a existéncia de simetria
de gauge em uma teoria gera certos vinculos nas fun¢des de Green: existem relacdes entre elas
conhecidas como as identidades de Ward-Fradkin-Takahashi (WFT). Em termos das fungdes
de Green, sdo, essas identidades, as condicdes que protegem a equivaléncia entre diferentes
escolhas de condicoes de gauge.

O propésito desta secdo € derivar tais identidades de gauge para a GQED,. Primeiro,
mostraremos que a identidade de WFT, satisfeita pela fungdo de gauge 1P/, explicita a transver-

salidade do operador II,,; em seguida, derivaremos a relacdo entre a funcdo de vértice e a in-

,uu;
versa do propagador completo fermidnico. Por dltimo, reproduziremos a identidade de WFT no
limite £ — 0 (momento transferido nulo). A derivacao destas identidades ¢ formalmente dada

ao realizarmos as seguintes transformacdes infinitesimais:

: 1
' (z) = (x) + i) ()¢ (2), AL () =A, (z)+ Ea”/\ (x), (3.88)
no funcional gerador Eq.(3.37). A medida de integra¢do do funcional gerador é invariante sob
essas transformacoes e, ainda, temos que essa mudanca de varidveis ndo pode mudar o valor da
integral da Eq.(3.37). Logo, concluimos que:

0Z
A (2)

= 0. (3.89)

A—0

Onde:
SZ N = i / d' / Dy (6,4, A,) exp [iS.. ]

1 . 1
X [—g (1+ aQD)2 O AMON + i Aipp — i + EJ”a,)\} - (3.90)

Consequentemente, encontramos que o funcional gerador Z [n, 77, J*] satisfaz a seguinte equaco

funcional:

O 9\ 2 ) ) 0 1 B
i (e g — T gy~ 2 =0 e
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Ainda podemos expressar a Eq.(3.91) em termos do funcional gerador das fun¢oes de Green

conexas W [n, 7, J#] como:

u 2 44 oW W 1
—— (1+a’0)°0 — in— +1 —-0,J" =0; (3.92)
el ( ) "6, () 77(577 () 77577 () e’

para assim, finalmente, obtermos a principal equacao de movimento quantica da teoria ao es-

crevermos a Eq.(3.92) em termos do funcional gerador das fun¢des de Green 1P T’ (&, Y, AM),

através das identidades (3.43). Dessa forma, obtemos a identidade desejada:

0J 2 ool ol - 1 or

A partir da equacéo funcional (3.93), é possivel derivarmos todas as identidades de WFT. Obte-

mos a primeira identidade ao atuarmos com a derivada funcional de A, (y), na equagdo (3.93),
ad, == =0:

0, (x,y) — % (1 + GQD)Q 0”6 (x —y) =0, (3.94)

e, escrita, no espaco dos momentos, fica:

2
kT (k) = —% (1—a®k?)* k. (3.95)

Ao combinarmos o resultado acima com a equagdo (3.55), segue que:
k, 1" (k) = 0. (3.96)

Logo, o operador 11" ¢ transversal. A identidade (3.95) nos mostra que o setor longitudi-
nal do propagador ndo € alterado pelas interagdes, o que quer dizer que, dentre outras coisas,
o programa de renormalizacdo ndo exige contra-termos para o termo de gauge-fixing na La-
grangiana. Esse fato serd importante na discussao do programa de renormalizacio na se¢do 3.4.
Agora, calcularemos a outra identidade de WFT ao tomarmos as derivadas da expressao (3.93),

com respeito a 1 (y) e 1(z), obtendo assim:

T T 1 5T -
e Y N e AT =0

€ oA, (1) 00 (y) 00 (2)
e, no limite A, = ¢ = ¢ = 0, temos:

0, (2,y;0) =T (2,2) 0 (v —y) = I'(z,9) 0 (v = 2),

com![ (z,2) = _ﬁﬁ' Reescrevendo-a no espago dos momentos, encontramos:
ik, " (p.psk=p—p)=S"(p—p) - (p). (3.97)

Com . ! sendo a inversa do propagador completo do elétron Eq.(3.70). Uma das consequéncias
diretas da identidade (3.97) é que ela é fundamental para a discussdo que vem a seguir, sobre o

processo de renormalizagao.

42



Embora a invariancia de gauge local da teoria em nivel cldssico tenha sido perdida na teoria
quantica através do processo de gauge-fixing e tenha havido a adi¢do dos termos de fonte, a
identidade de WFT (3.97) assegura, de fato, a existéncia da simetria local. A renormalizabili-
dade da teoria ndo poderia ser garantida sem a identidade de WFT (3.97).

Ainda, temos que, no limite de momento transferido nulo, i.e., & — 0, a equacado (3.97)
fornece a seguinte relacao:

il (p,p; 0) = %5” T (p;A). (3.98)
“w

Nesse limite, também segue que:

0
A (p,p;0) = —%E (p). (3.99)
m

Ambas relagdes, Egs.(3.98) e (3.99), possuem a mesma estrutura funcional que as da Q £ D,.

3.4 Programa de Renormalizacao

O programa de renormalizacdo na camada de massa é o mais utilizado nos cdlculos em
modelos de teoria de campos que possuem uma escala natural (um comprimento de onda de de
Broglie caracteristico) [24]. Iniciamos o processo de renormalizacio ao considerarmos a den-
sidade Lagrangiana, que gera as funcdes de Green nuas e regularizadas, da GQ ED,. Ainda,
¢ importante que elas sejam regularizadas por um método que preserve a simetria de gauge da
teoria.

Podemos, agora, escrever a densidade Lagrangiana nua, deixando de lado as consideragdes for-
mais, em termos das quantidades renormalizadas, assumindo, assim, a sua forma mais geral
consistente com a invariancia de gauge (renormalizacdo multiplicativa). Logo, a forma invari-
ante de gauge mais geral da Lagrangiana, escrita em termos das quantidades renormalizadas,

7z

c:

. NP - 1
L = Zyp™ (i@ + 71614(7")> W — Zomap ) — ZZ377#07]147]41517:)F(?")
2

p

2
4 %naanﬂp@uplgg) (%F;;) ' (3.100)

As relagdes entre as quantidades renormalizadas e nuas (denotadas por o) sdo as seguintes:

1/2 1/2 n 1/2 7
Ay = ZPAD, o= 2,20, o = 2,20, (3.101)
ol
2 B 1 —1/2 12
mg = 7771, eo =214, Zy e, ag=Zg '"a. (3.102)
2
“Ainda, poderiamos introduzir: mg = Z,,m, com Z,, = % Sendo Z,, a verdadeira constante de

renormalizacdo da massa, quantidade independente de £ (como € assegurado pela independéncia das quantidades

fisicas da teoria sob o parametro de gauge ).
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A Lagrangiana (3.100) ¢ invariante sob as transformagdes de gauge:

, 1Z
Y0 5 @G AN A0 +27j3 A(z). (3.103)

Aqui, o parametro de Podolsky @y ndo possui uma constante associada a sua renormalizagdo; a
mudanca acima € apenas por questao de notacao.

As quatro constantes de renormalizacdo Z; sdo fixadas através da imposicdo de certas
condicdes de renormalizacdo, que também devem ser quatro. Além das condi¢des de renormalizacio
determinarem as constantes de renormaliza¢do Z;, elas também asseguram a interpretacao da
constante de acoplamento e, do parametro de massa m e dos campos renormalizados que apare-
cem na Lagrangiana (3.100), como a carga elétrica medida, a massa fisica do férmion e os
campos “fisicos”, respectivamente, em todas as ordens da teoria de perturbacao. De uma forma
geral, isso pode ser alcangado ao exigir que, no limite da camada de massa, quando todos os
quadri-momentos vao aos seus valores na camada de massa, em qualquer ordem da teoria de
perturbacio, os propagadores do elétron e féton, bem como a fungio de vértice 1) A1), tendam
as suas formas livres.

Ainda, sob as transformagdes (3.102), também obtemos as seguintes relagdes entre as fungdes
de Green renormalizadas e as iniciais:

S =0, D, =290), T,=27'T). (3.104)

[

Porém, antes de iniciarmos com a discussao do problema em si, voltemos por um instante para
a identidade de WFT (3.97):

ik " (ppsk=p—p) =" (p—1) =" (p). (3.105)
De modo que a identidade continue sendo satisfeita apds as transformagdes (3.104), i.e., que:
S (T )\ 1L P —1
kT (ppsk=p—p)= (L) —p)— (L) () (3.106)

seja valida, é necessdrio que as constantes de renormalizacdo Z; e Z, satisfacdo a seguinte
igualdade, Z; = Z,. Esse fato é uma consequéncia importante da identidade (3.97). Conse-

quentemente, temos que a constante de acoplamento, € determinada apenas por Z3:
eo = Z3 e (3.107)

Além disso, também segue, a partir da igualdade: Z; = Z5, que o fator Z2 , nas Egs. (3.100) e
(3.102), desaparece. Desses resultados, concluimos que a identidade (3.97) ¢ a quantidade re-
sponsdvel em preservar a invariancia de gauge local, mesmo apds o processo de renormalizacao.

A primeira parte da andlise conta com a determina¢do formal das constantes Z;, sob as
devidas condicoes de renormalizacdo e, consequentemente, das constantes fisicas da teoria: e

e m. Agora, voltemos a Lagrangiana (3.100) e adicionemos o termo de gauge-fixing, condi¢ao
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de Lorenz generalizada Q [A] = (1 + o?0) 9" A, **. Introduzimos os contra-termos da seguinte

forma T:

A . 1 2 1
£ = G (0-mted) v - P+ Lo Fp0. P — — ((1+a°0) 0°4,)°
4 2 2
— A - s 1
02, D10 — z,0m) + b2, eDAY = 07,7 Fu P (3.108)

com a seguinte defini¢do: o, = Z; — 1.

A partir da Lagrangiana (3.108), obtemos novas equagdes de Schwinger-Dyson-Fradkin
para a teoria. Especificamente, as fun¢des de auto-energia sdo alteradas pela adicdo dos contra-
termos ¢;, quantidades que denotaremos pelo sufixo (). Primeiro, analisaremos o setor do

campo do foton que, agora, possui a seguinte funcao de auto-energia renormalizada:
A1 (k) = il (k) + i6 2, (kuky — nuwk?) ; (3.109)

em que a quantidade II,, (k) é definida pela expressdo (3.57), em termos dos parimetros jd
renormalizados. Ainda, temos que, devido ao carater transversal do tensor 11, (k), é possivel
escrevermos a expressdo anterior em termos da fungdo escalar II (k), Eq.(3.59), o que nos
fornece:

B (k) =11 (k) 4 6,. (3.110)

A primeira renormaliza¢do € imposta da seguinte forma: exigimos que o propagador do
foton Eq.(3.58), no gauge £ = 1 (pois estamos interessados apenas na contribui¢ao das corre¢oes

radiativas), tenha o comportamento de um féton de Maxwell na camada de massa:

1
i D (k) = 3w, para k* =0, (3.111)

esse caso implica na seguinte condicao de renormalizagao:

I (k?) 0, (3.112)

|k2—>0 -

e, consequentemente, na seguinte expressio do contra-termo dz,:

Oz, = Z3 — 1 =—1I(k?) (3.113)

‘kQaO ’

portanto, a Eq.(3.111) elucida a interpretacdo do verdadeiro comportamento dos termos de
Podolsky em Eq.(3.60) como termos reguladores do tipo Raisky-Pauli-Villars (RPV) [22]. Va-
mos agora para o setor fermidnico; temos que a fun¢do de auto-energia renormalizada € escrita

como.
iXB (p,m) =i% (p,m) — imdz, + i02,p; (3.114)

**Seguimos aqui, os ’passos”’anteriores do processo de quantizacio da teoria.
T A partir deste ponto, trabalharemos apenas com as quantidades renormalizadas; assim, nio usaremos mais o

sufixo (") para denotar tais quantidades.
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em que a funcdo de auto-energia > (p) € a correg¢@o radiativa para a funcio fermidnica 1P1/:
['(x,y) = —W (em que: I' (p) = p—m — X (p,m)), definida em (3.67). Além disso,

ainda podemos escrever a fung¢ao de auto-energia de uma forma geral:
X (p,m) =% (Pz) p+ 3 (PZ) I
A identidade acima permite-nos encontrar as seguintes relagdes:

S () = T (0%) + 0, (3.115)
S (%) = 5y (p%) = bzm. (3.116)

Agora, para fixarmos os contra-termos fermidnicos, necessitamos impor duas condi¢des de

renormalizacdo. Na primeira, exigimos que *:

or
a(f?) — 1 (3.117)
p ﬁ—)mF
fato que implica em:
On(R)
% =) (3.118)
p ]/J\HT)’LF
Tal condi¢@o nos fornece a seguinte relacao:
9% (p,m az<R> 2 o5y (p?
8(}7 ) _ EgR) (pz L om 1a 2(p ) +2my 2a 2(P )
b pome P b p2—m2, b p2—m2,
3. 119)
E, assim, combinando as Egs.(3.115) e (3.116) e, ento, substituindo o resultado em (3.119),
encontramos:
)3 0%, (p?
~87, = 1= 2= 1 (1)] o, e+ 2mF 5 (f ) +2mp % . (3.120)
F p2—>m% P p2—>m%
Para a segunda condi¢do de renormalizagdo fermidnica, exigimos que:
I'(p) =p—mp, quandop — mp; (3.121)
fato que implica em:
(R) —
2 (p,m)| .. =0. (3.122)
E determinamos 0y, através da seguintes manipulagdo:
(R) (2 (R) (2 _
mp %, (p7) o, T2 (»*) ——
|:m+ZéR)(P2)} 5 2:|
A massa mp é definida como o zero da funcao fermidnica 1P, mp = ~ , a uma dada

1- 2 (p2 )| s ]
mF

ordem em teoria de perturbag@o.
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também, substituindo as Eqs.(3.115) e (3.116):

2 2
bz, = %2 (1) g, 107 (32 + 20 () )
Por fim, com o auxilio da Eq.(3.120), encontramos:

¥y (p°)

0%, (p?)
R
op?

2 2 3p2

p *)’H’LF

m(5ZO =m (ZO — 1) = 22 (p2)‘ — Zm% mpg

)

p2—mi, P
(3.123)
A condicdo de renormalizagdo (3.117) permite-nos determinar o contra-termo dz,, Eq.(3.120),
e a condicdo (3.122), o contra-termo dz,, Eq.(3.123).
A quarta condi¢@o de renormalizagdo vem para determinarmos o contra-termo d, . Portanto,
usando a decomposi¢do de Gordon, podemos escrever a parte do vértice A*, Eq.(3.87), em

termos dos fatores de forma de Dirac e Pauli (veja Eq.(£.32)), como:

i i
A (p,p) =B (@) + 5 -0 a0 (00), o™ =507, (3.124)

em que ¢ = p' — p, é o momento transferido. Portanto, a condicdo de renormalizagdo na
camada de massa da parte do vértice segue como: para elétrons externos na camada de massa,

p?=p*=me, para q¢> — 0, temos:

P (¢°)] oo = 0 (3.125)

Desta forma, determinamos o contra-termo dz,. Também, podemos mostrar que a igualdade
/| = Z5 continua sendo satisfeita.

Assim, com as expressdes formais e a decorrente discussdo das constantes Z;, encerramos
este capitulo, que tinha como objetivo alojar todas as deducdes e discussdes formais da teoria,
i.e., obtengdo das fungdes de Green, além de introduzir o programa de renormalizacdo. Com
1ss0, serd possivel que analisemos, nos capitulos subsequentes, a teoria em nivel de 1-loop,
ordem-c. As correcOes radiativas referentes as fungdes de Green serdo calculadas no capitulo
4. Posteriormente, no capitulo 5, calcularemos as constantes de renormalizacdo Z;, bem como
a constante de acoplamento efetiva; por fim, serd calculada a contribuicdo do setor de Podolsky,
proveniente do cdlculo de A, a razdo giromagnética do elétron (devido ao seu valor experimen-

2

tal muito preciso, o utilizaremos para impor um valor para o pardmetro a2 = m3).
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Capitulo 4

Correcoes Radiativas

No capitulo anterior, derivamos equagdes integrais para as fungdes de Green da GQEDy:
os propagadores do elétron e féton e a funcdo de vértive. Agora, neste e no proéximo capitulo,
iniciaremos uma discussao do efeito das corre¢Oes radiativas a 1-loop nas func¢des de Green e
nas quantidades fisicas da teoria, parametro de massa m e constante de acoplamento e. Para
finalizar a tese, apresentaremos, no Capitulo 5, os cdlculos e discussoes sobre as quantidades

relevantes em nivel de renormalizacgdo.

4.1 Correcoes Radiativas de Segunda ordem

Investigaremos aqui, as correcdes das funcgdes de Green na primeira ordem nao-nula da
teoria de perturbagdo, ordem-cv. A expressdo para o operador II,,,, Eqs.(3.57) e (3.59), nessa
ordem, ndo difere da obtida na QFE D, [48, 49]*:

2 1+2y ! 47 p1?
mo g = - |2 - /d 1—y)1 . 4.1

e
472

de estrutura fina. Assim, esse resultado implica, da mesma forma que em QFE D, [48], de

Em que ¢ = 4 — d — 0" é o pardmetro da regularizacdo dimensional e o = a constante
uma necessidade da renormalizacdo infinita, no setor ultravioleta, da carga eletronica e, na
GQED,. Embora a fun¢do de auto-energia do elétron X e a parte do vértice A, possuam
expressoes diferentes das correcdes da () E'D, na ordem-« (devido a presenca dos termos de
Podolsky no propagador livre D, Eq.(3.60)), a estrutura das divergéncias, por contagem de
poténcia, permanece a mesma da Q) ' Dy, i.e., divergéncias lineares e logaritmicas. Portanto, a
primeira vista, esse fato também parece indicar resultados divergentes na GQ E D, para essas
duas fungdes de auto-energia na ordem-«. Logo, o cdlculo explicito das expressdes de > e A
torna-se necessario para verificarmos se realmente, os termos do propagador D, atuam como
reguladores tipo RPV. Além disso, esse cédlculo também é necessdrio para verificarmos se a

identidade de WFT, Eq.(3.97), também permanece vélida a essa ordem.

*Esse cdlculo segue da Lagrangiana Eq.(4.2).
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Procederemos agora, através do método de regularizacdo dimensional, com o célculo das
funcdes > e A. Como é necessdrio que a Lagrangiana possua a dimensao correta (tornar a
constante de acoplamento e adimensional), para isso introduzimos a massa de t’Hooft ;1. Ao

também considerarmos o caso ¢ = 1, temos a seguinte Lagrangiana ':

Lojr=1b |i0 —m— e,#—dfx] b — iFWF“” 5y OO, FY % [(1+mp*0) 9,447,

: 4.2)
e, serd através dela que calcularemos as fun¢des > e A. Nas proximas duas subsecdes, calcu-
laremos as fungdes > e A e mostraremos que ambas fun¢des podem ser decompostas em duas
contribui¢des distintas: a contribuicdo bem-conhecida da )& D, e uma nova, que chamare-
mos de “contribuicao de Podolsky”. Poderemos observar, ainda, que, em tais fungdes o setor
de Podolsky compartilha das mesmas divergéncias ultravioleta do setor de )/ D,. Assim, es-
peramos que as divergéncias das duas contribui¢des possam, de alguma forma, se cancelar.
Seguiremos 0 método padrdo no célculo das integrais, que pode ser encontrado em qualquer
livro texto de teoria quantica de campos [48, 49].

4.1.1 Auto-energia do Elétron X

Calcularemos a amplitude correspondente ao diagrama da Fig.4.1.1, que representa a correcao,
a 1-loop, ao propagador fermionico livre.

De acordo com a equagdo (3.67), podemos decompor a func¢ao de auto-energia X e escrevé-
la em duas partes:

W (p) = S (p) + Zpod () (4.3)
em que,
ddk 1 <ﬁ—k+m)
Z :?:62 4d/—_ v ” 4'4
€
N2
Y pro :—'24d/ y — —— | k)k, | .
po (P) = I T — k=] =) | [ T g ™

4.5)

A separacio de X(1) em duas contribuicdes, bem como para o parte do vértice A, é somente

possivel devido a estrutura linear do propagador do féton Eq.(3.60). A expressdo da primeira

contribui¢@o, referente ao setor da QF D, a auto-energia do elétron, Eq.(4.4), em sua forma
regularizada, € dada por [48, 49]:

al

Yorp (p) = Dy (p—4m) + X0ED Finite (D) , (4.6)

Por conveniéncia, trabalharemos aqui com a seguinte notagdo: m2% = a~2.
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Figura 4.1: Diagrama da auto-energia do elétron.

com

YQED Finite (P) = —% p(y+1)—2m(2y+1)]
L 4.7
4—27T dz[p(1—z)—2m|ln

4t p4?

m2z — (1 — z) zp?

Com: € = 4 — d o parametro de regularizacao dimensional.
Agora, iniciamos o célculo das integrais da contribui¢ao de Podolsky ¥ p,; (4.5). Para isso,

podemos escrevé-las, convenientemente, como:

pod (P Zzpod (4.8)

(k)

As quantidades Y., foram definidas pelas seguintes relagoes:

4%k VA(ﬁ—Eer)% 1

»n) = _je? 4—d/ A
Y e (P M) -
@) _ .2 4-d ddk%(ﬁ_Eij)E 1

Ypod (P) = —i€7p / o) [(p — k)Q A ) (4.10)
¥ (p) = je? 4—d/ d’k . 411

I R i

Calcularemos, agora, explicitamente, as trés integrais das expressoes Egld, (4.9)-(4.11). A fim
de resolvermos a integracdo nos momentos de maneira conveniente, usaremos a parametrizacao
de Feynman para, entdo, escrevermos o denominador da equagdo (4.9), e por conseguinte, a
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expressdao completa, como:

(1) o2 4 d ddk V/\ (k —P- m) M
Ypod(P) =

SR w2z (2 ) (- 2]

— 24d/ /ddk ’YA(E_I?_m)%
[[p?> —2p.k+ k2 — mz]z—i—(l{:Q—mP)(l—z)]2

>\ —p—
it [l [ 2 (F-p-m)m
[[p?> —2p.k — m2]2+k‘2—mp(1—z)]2

_ 24d/ /dde k p—m)%.

2
(k —pz)? —i—bﬂ

Em que introduzimos a notagdo b* = (1 — 2) (2p* — m%) — m?z, por questdo de simplicidade.
Ainda, ao realizarmos a mudanca de varidveis: k — k — pz, temos:
dk 1

1
(1) 94 .
S = it [ (05 mn [ s @

Em seguida, ap6s a mudanca de varidveis, descartamos o termo linear em & no numerador, pois
sua integral € nula. A integracdo no momento k ¢ realizada sem dificuldade ao utilizarmos a
identidade (A.1). Logo, escrevemos a expressao resultante de (4.12) como:

(1) a et d ! A ~ 274 _9
Yoy (p) = (—1)2 m )g F(2—§>/0 dzy* (1= 2) p+ m] v [b7]2 7~ (4.13)
e 2

Por fim, utilizando as identidades (A.8) para calcularmos o produto de matrizes-7y e expandindo
aEq.(4.13) em torno de € = 4 — d — 07, encontramos:

2,,4—d

(& 1 d
S0 (p) = (4/;);F<2—;l)/0 42 (2 — d) (1 — 2) p+ dim] [4?] %2

— (46:;:5 /dZ (2—d)(1—2)p+dm] [~ b2] .
- (46;)2/Oldz[(E—Z)(l_Z)ﬁ+(4_6)m]r(;) (_47;52>§

2

R

Agora, usando as identidades (A.4) e (A.6), escrevemos:

S = oo el a-apa—an (2 -0) 1 g (<55

2

_ (4‘;)2 /01 dz(e—2)(1—2)p+ (4—e)m] [i —y+In (_47;‘2)} .
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Multiplicando os termos que envolvem ¢, e desprezando os termos O (¢), temos:

S0 = o azle-2) -5+ - [7]
bo [asle= 2095+ G- gm [ (-10)]
=1, () (;)1 / e [-2(1- 2)p+ ] + (;:2 / (1 )

+% /01 dz[~2(1 - =)+ 4m)] [—wln (_47;52)1 .

Enfim, ao resolvermos algumas integrais simples e rearranjarmos convenientemente 0s termos,

obtemos:
2 2 2
L) (p) = e D—4m]+ —— [p—2m| + — [p — 4m)]
Pod \P cgn2 P 1672 P 1672 P i
62 1 b2
+@ i dz[(1 —z)p—2m|In <_47W2> :
Dessa forma, encontramos a expressao final:
al
Shoa (1) = —5—= (B = 4m) + 104 i (0) (4.14)
em que
o
S pimite B) = = [P(1+7) —2m (1 +27)]

4
m?z — (1 — z) (zp? — m%)
n 2

a [t
+27r/0 dz[p(1—z)—2m]l (4.15)

4

Os dois outros termos, 22 (p) e 1) (p), também sdo calculados da mesma maneira descrita

anteriormente. Contudo, ndo apresentaremos os calculos com os mesmos detalhes como o real-

izado para o termo X2 (p). Assim, seguindo 0os mesmos passos anteriores: a parametrizagio
P Pod \P)- » 8¢g P -ap ¢

de Feynman e a mudanga de varidaveis k — k — py, é possivel escrevermos a expressao (4.10)

de ZEDZ()) ; (p) da seguinte forma:

. Ak %%—ﬁy (1—y)ﬁ—%+m //{\Z—f‘]/?\y
22 (p) = —2Z€2M4d/d§/ 2n)’ ( ) [ e } ( ) . (4.16)

Em que introduzimos a quantidade: b2 = (1 —y)yp? — ym? — xm?% e a medida ds, definida por:

1 1—x
/dg E/ dx/ dy. 4.17)
0 0

Como as integrais de poténcias impares de k£ no numerador da Eq.(4.16) sdo nulas, é necessario

que calculemos apenas as contribuicdes de poténcias nula ou par. Assim, calculamos a integra¢ao
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em k com o auxilio das identidades (A.1) e (A.2). Logo, encontramos, para a equagao (4.16),

o resultado:

o2 A-d R Srd
st = S (2 3) faca - -0 ap s )}
a et d ~ 9 92123
+(=1) (4@3F(3—§>/d§[(l—y)p+m]py [2]2 . (4.18)

Por fim, expandindo os termos da equagdo (4.18) em torno do ponto d — 47, temos a seguinte

. (@
expressdo para X, ;:

al

2 A~ 2
S (1) = 5= (m =) + Z20 piniee () (4.19)

em que:

2 « 2\ . 1
S Finite ®) = - Kv + 3> - (’y + 2) m}

1 —y)p+m]p*y°
+% dg[_[( y)pr m]py+[2m_(1+3ymln

(4.20)

Calculamos o terceiro termo Zggd, Eq.(4.11), da mesma maneira que nas contribui¢des anteri-

47

bQ

xT

ores. Portanto, através da parametrizacao de Feynman e, também, pela substituicdo k — k—pz,

encontramos:

. Ak E+ﬁy (1—y)ﬁ—%+m E%—ﬁy
Eggd (p) = 2262N4_d/d§/ (27T)d< > [ UfQ +b2]3 :| ( ) (421)

Em seguida, realizando a integra¢do no momento (através das identidades (A.1) e (A.2)), en-

contramos, para a Eq.(4.21), a seguinte expressao:

Spaa(p) = (- ;Z;dr (2 - g) /dc 201 —y) — (L+y)dp+md) [1?]*
%€2u4—d d > 2 272143
—(=1) (47r)g F(3—§) /d( [(1—y)p+m]p°y” [b*]% . (4.22)

Expresséo que, no limite d — 47, possui a seguinte forma:

Zggd (p) = Tore (m —p) + Zgogd Finite (4.23)

com

3 o} 1 2\ .
Shod pinte ) = - Kv + 5) m = (’H 5) p]

o /dg[[(l —y)ﬁbjm]ﬁyz

(4.24)

|

2

+[2m — (14 3y) p]In o
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Finalmente, ao combinarmos os resultados Eqs.(4.14), (4.19) e (4.23), na equacao (4.8), obte-
mos a contribui¢do regularizada do setor de Podolsky. Através desta manipulacdo, segue que a
contribui¢ao de Podolsky a funcdo de auto-energia do elétron € dada por:

al

Y pod (p) = ot (p— 4m) + X pod Finite (P) - (4.25)

Em que o termo X p,q rinite € dado pela soma das equagdes (4.15), (4.20) e (4.24), e possui a
seguinte expressio:

o ~
EPod Finite = o [(v + 1) = 2m (2y + 1)]

+% / ds [[2m — (14 3y) pl A1 (p,z,y) + (1 — y) P+ m] py* As (p, z,y)]

1

+ 2| e [(1—2)p—2m]ln

zm? — (1 —2)zp* + (1 — 2)m%
2T 0 '

47112

(4.26)

Com as seguintes quantidades:

m2y +my (1 —y) — (1 —y) yp?
m2y + xmp — (1 —y) yp?
1 1
m?y+mp(1—y)— (1 —y)yp> mPy+amb—(1—y)yp*

Al(paxay) = In

A2 (pv T, y) =
Enfim, segue do rearranjo das expressdes das Eqs.(4.6) e (4.25), que a fungdo de auto-
energia do elétron (4.3), na ordem-c, possui a seguinte forma finita ultravioleta:
zm? — (1 —2)2p? + (1 — 2)m%

zm? — (1 — 2)zp?

o 1 11—z
T Jo 0

1
> (p) = % dz[(1 —2z)p—2m|In
0

Q 1 1—x R
o d:r/ dy[(1 —y) p+m]p’y*As (p, 2, y) ; (4.27)
0 0

com as quantidades A, e A, definidas acima.

A equacio (4.27) mostra-nos que a fungdo de auto-energia do elétron X(), na ordem-a,
independe do parametro ;. e que, ainda, ela € livre de divergéncias ultravioleta (o que ndo
ocorre na Q) £'D,, como podemos observar na equagdo (4.6)). Essa dltima caracteristica é uma
das propriedades mais interessantes da teoria. Aparentemente, o termo de Podolsky na La-
grangiana (4.2), devido ao cardter massivo de alguns termos, atua como um regulador natural
da teoria. Todavia, uma analise mais cuidadosa mostra que o termo de Podolsky nédo € o unico
responsdvel pela finitude da auto-energia do elétron a ordem-«, pois a escolha da condi¢do de
gauge de Lorenz generalizada Eq.(3.34), também ¢ intimamente relacionada com o resultado
finito (4.27). Esse resultado também corrobora com a interpretacao de que os termos “extras”’do
propagador do féton atuam, de certa forma, como reguladores do tipo RPV. Assim, podemos
concluir que a escolha da condic¢do de Lorenz usual para a GQ E D, conduz ao resultado diver-

gente para a auto-energia do elétron encontrado na tese orientada por Podolsky [16] *.

tPara maiores detalhes relacionados a esse assunto, vide a discussdo no apéndice C.

54



4.1.2 Parte do Vértice A

Seguimos adiante com o célculo das corre¢Oes radiativas, voltando-nos, neste momento,
para o calculo da parte do vértice A" (p/, p; q), Eq.(3.87). Como padrio, p’ e p sdo, respecti-
vamente, os momentos dos elétrons emergente e incidente, enquanto ¢ = p’ — p é 0 momento
transferido ao féton. A amplitude que calcularemos aqui, corresponde ao diagrama da Fig.4.1.2.

Da mesma forma que a func¢@o de auto-energia do elétron X, Eq.(4.3), a expressdo da parte

do vértice Eq.(3.87), também divide-se em duas contribui¢des distintas:

A (pf p) = Mypp (0 p) + Moy (0, ) (4.28)

sendo uma contribuicio proveniente da QFE Dy:

~

dk P —k+m p—k+m 1
AH 62 4— d/ «a m . ’
o WP = =i e ok~ (o~ kP R

(4.29)

e, outra, do setor de Podolsky:

k. P—ktm , p-k+tm L
AX /7 — je? 4—d/ a i B
Pod (p p) 2 (27_‘_)617 (p/ o k)Q — m27 (p - k)z - mQ,y k}Q — m2

"(4.30)
X + ! ! kok
77&6 k2 k2 mp B
A contribuicdo regularizada do setor da Q E D, equac@o integral (4.29), para a parte do vértice
¢ [48, 49]:

al

Aop (V,1) = 5 =7 + Mop piniee (P'5P) 4.31)
com a parte finita A{)p e (P p) dada por:
1—x =
BV (x y E"(z,y,0',p)
AéED Finite (p/7p> = / dI‘/

(4.32)

2
_g#[Q—i—’y /d/ dyl }
R I S A A el

A fim de simplificarmos a notacdo das expressoes, introduzimos a equagdo acima, as seguintes

notagdes:
B (0, p,2,y) =2M" (p p,z,y) = T (P, p, 2, y) (4.33)
e
A? =m? (z +y) + 2oyp.p —ap®* (1 — ) —yp? (1 —y), (4.34)
com as definicoes:
M" (', p,z,y) =[1—y)p —ap—m]y" [(1 —2)p—yp —m], (4.35)

I (p,p,x,y) = 4[(1—y)p7 —2p°][(1 — z) po — yp,] 1"
—2[1=y)p —ap—m][(1—2)p—yp]+"
—29"[(1 —y)p' — xp] [(1 —2)p —yp' —m]. (4.36)
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Figura 4.2: Diagrama da parte do vértice.

Exatamente como a fun¢do > p,4, também podemos escrever a contribui¢cdo de Podolsky

para a parte do vértice A, ;, Eq.(4.30), como a soma de trés termos:

A;Iéod p p ZAPOd (437)

Em que definimos cada um deles da seguinte maneira:

~

dk P —k+m P—k+m 1
A ' p) = ettt d/ o " . ’ 438
Pod (' P) = i€ p ot k! R = (4.38)
Aﬂ(z)(/ ) = Z€24d/ A’k ~ ﬁ_/l;‘i‘m " ﬁ_/]%‘i‘m >~ 1 (4.39)
P WS T - (kP R mp)
yug [ A%k~ P —E+m p—k+m ~ 1
Aéfg (p,p) = —ie*u’ d/ Tk— 5 e 5 Sk — S (4.40)
@2m)® =k =m> (p—k)”—m? (k* —m3})

Calcularemos as integrais acima seguindo o mesmo roteiro apresentado na sec¢do 4.1.1 (no
calculo da funcao de auto-energia do elétron Y p,;). Ainda, devido a semelhanca dos célculos de
todas as integrais, apresentaremos apenas o célculo do termo A% Pod (p’ , p) com todos os detalhes;
para os demais termos, A‘}éod (p',p)e Aﬁod (p', p), apresentaremos apenas os principais passos.
Assim, usando a parametrizacido de Feynman, podemos escrever a equagdo (4.38), como:

A‘;D(OC; (r'.p) = 2ie’ut= d/da:dydzé(l—x—y—z)
X/ 'k ( —k+ )7“(}7 k‘+m)va
o =7 (o7 )+ 07
= 21624d/dl‘/1$
—E%—m)v“(ﬁ—@—l—m)%‘

X/ ik 7a< :
o) (0~ 12 = m2)y + (0~ k) —m2) 2 (k2 —m) (1 -2 — )]

3

=
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11—z d
221624d/d$/ dy/dk

¥ (ﬁ—Eer)’v“ (ﬁ—Eer)va

[((p’)2 -2k + k% — mz) y+ @2 —2pk+k—m?)z+ (k2—mb)(1—z— y)}3

1 11—z
:22624d/dac/ dy
0

[ (7 T m) o (5T m)
(2m)? [l# 1 <(p,)2 ok — m2) y+ (p? —2pk —m2)z —m% (1 —x — y)r'

Podemos rearranjar os termos do denominador, convenientemente, de forma a escrevé-lo na seguinte

forma:

-z d ¢ p—k‘er Y (p— k+m Yo
A’;,(Oag( —22624d/ d:v/ dy/dk ) ( )

.
—ap—yp)? —Az—m%(l—fc—y)]

Ainda, segue, da mudanga de varidveis k — k + xp + yp’, a seguinte expressio:

1o ddk N* (k, pf
AZ(;CE( *2162 4= d/ dx/ dy/ ( ,pQ,p,a:,y) 3 (4.41)
—A2—mi(1—z—y)]

Por conveniéncia, também introduzimos, a equacio acima, a notagao:
Pk p,a,y) =97 [(1 —y)p —k— xﬁ+m] ol {(1 —z)p—k —yﬁ’+m} Yo

Para resolvermos a integracdo em k na expressdo (4.41), devemos separar, primeiro, os termos de difer-

entes ordens em k£ no numerador:

1—x ddk kakﬁ
A (o =2w?4d/dx/ vva'yv%/
Pod( ) B ] 2 )d [ka—AQ—m%(l—l’—y)]g

11—z
+2ie’p’ d/ dx/ dy [y [(L=9)P —ap+m] " [(1 —2) P — yp' +m] 7o)

dk
></(27r) (k2 —AQ—mP(l—x—y)]S'

Com essa separagdo e com a ajuda das identidades (A.2) e (A.1), podemos efetuar a integragéo nos

momentos, encontrando, enfim, o seguinte resultado:

1= i(-=1)2T
AL (0p) = 20t / dw / - )
2

0 0
N i(-1)2I(3-9) -
(4m)2 T (3) [-A2 —m3 (1 —z —y)]” 2
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_ (et (2_ ) / i / e V77077 %]
o d 9 9_d
2 (4m)> AQ—mP(l—x—y)] 2

A <3_)/ / A7 [0 = 9) F = 2P+ )y (L= 2) 5= y7 +m]

[—AQ—m%(l—x—y)]S :

Porém, antes de analisarmos o comportamento divergente da expressao acima, € necessario manipular, a
fim de contrair, as matrizes-y no numerador do segundo termo. Portanto:

Flto= A% (=) P —ap+m]+* [(1—2)p—yp +m] s
= 297 [ -y P —ap+m] " [(1 —2)po — yp,]
—7 [ =y) P —zp+m| ¥y [(1 —2)p — yp' — m]
= 4[(1 =y)p, — zps] " [(1 — ) po — yp,]
—2[(1—y) P —ap—m] "+ [(1 — x) ps — y1),)
-2 [(1—y)ply — 2po) V76 [(1 —2) D — yp' —m]
+[(1=y) P —ap—m] 17y [(1—2)p—yp —m],

Agora, com o auxilio das identidades (A.8) das matrizes-y de Dirac, obtemos:

Fro= 41— y)p, — apo] v [(1 — ) py — yp},]
—2[1—y)p —ap—m| [1—2)p—yp'] +*
—2" [(1—y)p —xp] [(1 —2)p—yp' —m]
+2-d)[(A—y)p —2p—m]" [1—2)p—yp —m].

Logo, temos:

VA =y)p —ap+m]y* [1—2)p—yp +m]ye =T () ,p,z,y) + (2—d) M* (p',p,z,y) .
Também, temos que:
VP ye = (2 — d)? AH.

Dessa forma, com os resultados acima, encontramos a seguinte expressao:

d
—1)2 2, ,4—d 1
MO @) = ~ERE Doy (2_d>/d<
2 2 2 [A2 m%(l—x—y)]

pt? d M*" (v, p, x,y)
—2-d)T'(3-= ds
< 2>/ [—Az—m%(l—x—y)f_

d 2,,4—d d TI* /’ T,
_(_1)36“dr<3—)/d<[ : wipzy) (4.42)
2 ~A

d
2

d
2

—mp (1 -z —y)]"

Em que a medida ds foi definida em (4.17). Desse modo, tendo determinado a dependéncia de cada
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termo em relagdo ao parimetro d, podemos, entdo, expandir a equacio (4.42) em torno de d — 4T,

1 e?u 1
—5 i (€= 2)° T (E)/dc <
2 (4m) 2 [ mp - -y
e €

° €42 M" (p',p,x,y)
4—e 6_2 F d 2+e€
+(47r) =2 ( 2 >/ g[A2+m%(1_x_y)}T

‘ 2 I (pf
+ 6/{1(1—\<642_ )/d§ (pvpvxay) e
(4m) 2 [A2+m%(1—x—y)} 2
6)

Apod (p) =

Ainda, as identidades (A.4) e (A.

_ _(465)27;/@(4 4¢) (i—’y) [1+ 1n<A2+m§’f2_x_y)>]
e2 ' p,x € Tl
+(4w)2/d§ [AQT:"L%){IP, ;cy) v)] =203 <§_7> {H " <A2+mi (/f—m—w)]
e? '\ p,x € € T’
+(47r)2/dg [Azl—l_—l:l(ng’—,xy)—y)] 2 <i _7> [1+21n <A2+m;(/f—x—y))] ’
= gt faa-a e (gt
e? '\p,x T’
o [ w b ol (e

- (467?)2 /dg [A2 f%glfff)_ ] (%) {2 7+ <A2 n mi?f— T y))] '

Por fim, multiplicando os termos que envolvem € ¢ mantendo apenas os termos até O (¢€), encontramos a

, permltem nos €sCrever:

seguinte expressao:

al 1
Aot (#o7) = =57+ Mol e (7). (443)
com a parte finita:
2" (,p,2,y)
A / — _a/d it
Pod Finite (p’p) A7 g[A2+m%’(1_x_y)]
(4.44)
2 2
gu[2+'y /dl A—i—mp(l—x—y)]
271'fy 2 + A 4 '

#(1)

Seguindo o mesmo roteiro do calculo da fungio A% od Finite (0> D), procedemos, agora, com o
calculo dos dois outros termos: A’;(o 3 e A ( ) . Contudo, como dito no inicio da secdo, ndo apresentare-
mos todos os detalhes do cdlculo que se segue, pois sdo eles os mesmos do célculo anterior. Todavia, é
necessdrio certo cuidado na manipulacdo das matrizes-y presentes no numerador das expressdes. Por-

tanto, usando a parametrizacdo de Feynman, escrevemos a equagio (4.39) na seguinte forma:

ddk 0“ ko, p,,
A2 () p) = 6ie* / d¢ / ]29 P2 25 Y) - (4.45)
— A —mpz]

sendo que, também, ja efetuamos a mudanga de varidveis: k — k + zp + yp’ e definimos a quantidade:

O" (k,p',p.w,y) = (k+ap+yp) [(1—y)ﬁ—E—xﬁ+m}v“
(4.46)

o~

x[(1=2)p— & =y’ +m| (k + 25+ ).

59



Antes de resolvermos a integracdo em k, € necessdrio que separemos os termos de diferentes ordens em

k no numerador. Entdo:
O* = (E—l—xﬁ—kyﬁ) [(l—y)ﬁ’—E—aﬁﬁ—i-m ’y“[(l—x)ﬁ—@—yﬁ—k ](k+:1:p+yp>
= R -y —F-aptm|y (1= 2)5 -k yp +m]| (k+ap+ )

+ (ap+v5) (L= F —k—ap+m|y [(1=2) 5~k — g5 +m]| (F+ap+yp).

+k [(1=y) P — ap+m] 7 [(1—x)ﬁ—g—yﬁ+ ] (2P +vp')

+ (ap+ 9B () Ry (L= 2) 5= — op +m]| b

+ (@ + D) [0 =) B — b+ m] " [(1 = 0)p—F — yi +m| F

+ (ap+ ) () By |1 = 2) 5~ F = 98 + m] (a5 + yp)

+ (@p+ ) (1= 9)F —2p+m]y* [(1=2) 5~k -y +m)| (B + v,

O" (k,p',p,x,y) = (xp+yD) [L—9) P —ap+m] " [(1 —2)p—yp' +m] (zp + D)
YRk RE + K [(1—y) P —ap+m]+* [(1—2)p—yp +m]k
—kky" [(L=2)p—yP +m] (2 +yP) — k[ —y) B —2p+m] 1"k (xh+yP) (447
— (ep+yp') by [(1 =) p— yp +m] &
— (2P +yP) (1= 9)F — 2P+ m] 'Kk + (2p+ yp') vk (2B + vF) -

Agora, trabalhando apenas com os termos k?:

Moo= E[(1-y)p —ap+m] " [(1-2)p—yp +m]k
—kky" [(1 —2) P — yp +m] (zp+ yp)
k[ —y) P — b+ m] "k (ap + yp') — (ab + yP)
) (L =) 7 — 2p+ m] Y&k + (2P + yp)

Ty (1—=z)p— yp+m]k:
Ky E(a:p—kyﬁ'),

= 2k [(1—y)p —ap+m] " [(1—2)pk—yp' k]

Y [(1—2)p—yp —m] — kky" [(1— ) p—yp +m] (ap + P
Wk (x5 + yp) — (2P +yP) kv* (1 —2)p—yp +m] k
—a:p—i—m]’y“kk—k(:z:ﬁ—i—yﬁ)?c\’y’%(xﬁ-i-yﬁ)-
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Alguns termos da expressio acima cancelam-se, de forma a obtermos:

- 2%k (1—y)p —ap+m] " [(1 —z)p.k — yp k]
~k[(1=y)P — b+ m] "k [p—m] — kky" [(1 - 2)p — yF +m] (2p+ yp)
— (zp+yp) kv [(1—2)p— yF +m] k
— (ap+yD) [(1 = y) P — ap+ m] Vkk + (ap + yB) ky"k (25 + yp') .

Manipulando, agora, o primeiro e quarto termos:

= 4[(1—y)p'k—apk] " [(1—2)pk —yp'k]
-2 [(1 — y)ﬁ’ —xp — m] E”y“ [(1 —xz)p.k— yp’.k]
~2[(1=y)p"k — ap k] 3"k [p = m) + [(1 =) — 2B — m] by k[p—m]
—kkry* [(1 = 2)p—yp +m] (ep+ yp) — (P + D) [(1 —9) D' — 2P +m] ykk
-2 (xﬁ+ yﬁ’) E'y" [(1 —z)p.k — yp'.k‘] + (a:ﬁ+ yﬁ) %y“g [(1 —x)p—yp — m]
+ (2P + yp) ky"k (wB + ),

novamente, cancelando alguns termos:

= 4 [(1 —y)p .k — xp.k] ~H [(1 —z)p.k — yp’.k:]
~2[1—y)F —ap—m] ky" [(1 - 2) p.k — yp K]
—2[(1—y)p ke —ap.k] & [p—m] + [(1 — )P — 2p —m] ky"k [p — m)]
—Fkky" [(1—2)p— yp +m] (xp+yp) — (xp+yP) [(1 — y) ' — ap +m] +"kk
—2 (zp+ yp') Tyt (1 —=z)p.k —yp' k] + (2D + yp) kv'k [p—m].

Ap6s todas essas manipulacdes, encontramos:

" = 4 [(1 —y)pk— xp.k] ~H [(1 —z)p.k — yp’.k:} + [ﬁ — m] %’y’% [p— m)]
-2 [(1 —y)pk— xp.k] 'y“E [p—m]—2 [ﬁ — m] E’y“ [(1 —z)p.k — yp/.k] (4.48)
—kky* [(1 = 2)p — yp +m] (2P +yp) — (ap+yD) [(1 — ) B — ap + m] v"kk.

Enfim, obtemos:

O = (sp+yp) [(1—y)B —ap+m]y" [(1—)p—yp +m] (xp+ yp) + kky"kk
+4 [(1 —y)pk— a:p.k;] A [(1 —z)p.k — yp'.k:] + [ﬁ — m] E’y‘ﬁc\ [p— m)]
-2 [(1 —y)pk— xp.k:] ’y“iﬁ\ [p—m]—2 [ﬁ/ — m] E’y“ [(1 —x)p.k — yp/.k] (4.49)
—kky" (1~ 2)p—yp +m] (2B +yp) — (xb+yP) [(L — y) F — ap + m] v*kk,

Dessa forma, finalmente podemos escrever a equagdo (4.45) de forma a efetuarmos as integragdes em

k. Portanto, substituindo o resultado acima e levando em conta as diferentes contribui¢des em k, temos,
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para A pﬁ,ﬁ (', p):

= 6ielut d/dé/ ddk ﬁ{}y#%

— A2 — m%zr
d
+61e24d/d§/dkd
(2m)

X(l‘ﬁﬂﬁ)[(1—y)ﬁ’—xﬁ+mh“[(1—x)ﬁ—yﬁ'+m]($ﬁ+yﬁ')
[kz2 A2 — mpz]4

d
+6ie” "1 / dg / ok y ! . (4.50)
(2) [k‘2 — A2 — mQPz]

X {4 [(1 —v) Pk — xp.k:} ~H [(1 —x)p.k — yp/.k:] + []’5/ - m} E’y“% [p— m]
-2 [(1 —y)pk— azp.k‘] 7“% [p—m]—2 [ﬁ' — m] E’y“ [(1 —xz)p.k — yp/.k:}
—kky" [(1—2)p—yp +m] (2 +yp) — (@b + ) [(1— )P — ap+m) V“%ﬂ;

Agora, utilizando as identidades (A.1)-(A.3), encontramos:

é g g g
6262, 4-0r (2 B d) / de (=1)2 V%Y Ya + VYV Vo Ve + VYV VoY)

2 4 (47T)g I'(4) [—AQ — 77121,3;2]2_g
s [0 (1-1)
a7

X($ﬁ+yﬁ)[(1—y) —ap+m]y"[(1—2)p—yp’ +m] (zp+ yp)
I (4) [-A2 —m%z]4_g

+6i%e2ptIT (3 - Z) (*1)1 /dg 1 . (4.51)
2 (4m)2 ['(4) [-A2 = m%z]"

N‘R- Nl

e,

X [4 (L =y)p7 —ap”] " [(1 = @) pe — yp,] + [P = m] 71"7 [p— m]

—2[(1=y)p"” —ap”] ¥'v0 [6 —m] = 2 [F' = m] o7" [(1 — 2) p” — yp"]

707" [(1 = 2)p = yp' +m] (zp+yp') — (zb+yp) [(1 =) P — ap + m] 7"70%} :
Ainda, com o auxilio das propriedades (A.8), encontramos a seguinte expressio:

— A <2_ Z) /dg(—(l);;1 [d? + 2d]

4(4m)2 [—A2 - m%sz%

)5t
+e2ptIr (3 _ d> % / dg[ ! (4.52)

x[4[0 =97 = ap] 9 [(1 = ) po — ] + 2 = d) [ = m] 2[5~ m)]
—29" [(1—y)p' —xp] [p—m] =2 [p' —m] [(1 —2)p— yp'] +*
—dy* [(1—2)p—yp +m| (ap+yD) —d (zp+yp') [1 —y) D — 2P+ m] '7“};
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Por questdo de conveniéncia, ainda podemos introduzir novas quantidades na expressao acima, de forma

a obter:
w(2) (o (_1)% €2N4 2 d 1
ANpog (0p) = — o (@ +2d) T (2 -5 /df 2
1 (am)? 2 [—A2 —m%z|" 2
o _1)% 62M4_d1—1 (4 o d) /df 21 (‘T Y, ﬁ A) 7”22 (xady7ﬁuﬁ)
4r)? 2 [-A2—m 2]4_5
d
~1)2 2,,4—d d 1 R
+( 2) S dr<32>/d§ 3_d [dzl (:L'vyaﬁap)’y'u
(471)2 [_AZ m%gz 2
(4.53)
+d’y”22 (l‘ay)ﬁuﬁ) - Zg (‘T7y7ﬁ/7ﬁ) - (2 - d) (ﬁ - m) ’Y‘UJ (ﬁ_ m) .
Com as fungdes 1,3, e X definidas da seguinte maneira:
+4[(1=y) " —ap?] [(1 = 2) po — ypi] 7" (4.54)

bem como a medida:

l1—x l—x— y
/d§ / dx/ dy/ (4.55)

Dessa forma, temos que a equagdo (4.53), no limite d — 4™, assume a forma:

ol
Al}é'(ozg (¥',p) = _%E’Yﬂ + A;(ozi Finite (P'5P) (4.56)
com:
5 A2 +m2z « DT RTad IV

AH2) ry = Y| ? G/dlp—/d

Pod Finite (P:P) ) e T ¢l 472 4 ¢ [A2 + m%z]z

o 1
= |4 7[2 R ab )

2ﬂ/§A2+m%Z] (z,9,9',P) ¥ + 722 (2,4, 7', )

1

1 ~ ~
~1 Zh @y 7B + 5 (0 —m) G -m)|. (457)

Seguindo 0os mesmos passos anteriores, encontramos, para A P(o d) (9, p), Eq.(4.40), a seguinte expressao:

Al‘( ) ( ) _ _6Z~62M4—d/d£/ ddk o" (k‘,p/,p,x,y) : (458)
Pod (27)? (k2= A2 —mi(l—o— y)}4

L ~ N 2 p .
a Unica diferenca desta expressao em relacio a A’;D(O d), estd no denominador. Portanto, ao usarmos o

resultado (4.49) e, assim, calcularmos as integracdes no momento da Eq.(4.58) (da mesma forma que
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fizemos em A‘Ii(ig (p',p)), obtemos:

g 9 44
M) = SR @ er (2-5) [ae 1 :
me 2 (A2 —m (1 -z —y))* 2

elptl (4 - d> /ds 21 (2,9,0,0) 7" 2 (2, 4,7, D)
(471')g 2

—

[S]ISW

+(=1)

(A2 —m3 (1 - —y)]472

(—1)562u4_dr AN 1
S T4 -5 § i
2 (4m)? ( 2>/ [-A2 —m% (1—z—y)]° 2

X [d21 (z.y,0,p)Y* + dy"' Sz (z,y,0',p) — 2§ (2, v.7,D)

—@2—d) (f —m)* F—m) ] (4.59)

E, expandindo (4.59) em torno de ¢ = 4 — d — 0™, encontramos:

1
Aot (09) = 527"+ M50 pinre (79) (4.60)

com a parte finita:

o 5 A2+mi(l—a-—
Npd pinite (959) = = =7" [ +7+6/d§1n‘ P y) H

47 6 472

L D o lap 3P i

Aml A mp (12— y)]

« 1

— » B AR =
+27T/ g[A2+me(1xy)][ l(xayapvp)’y +y Z(xvyapap)
1 1 -
13 @y 7B) + 5 (7 —m) o (- m)] (4.61)

Enfim, ao combinarmos os resultados Eqs.(4.43), (4.56) e (4.60), determinamos a expressao regular-
izada para a contribui¢do de Podolsky para a parte de vértice A’ 2 Eq.(4.37):
AP

al
Pod (P'9) = =5 =" + Moo panare (P's7) (4.62)

em que a expressdo de A%, .. .. & dada pela soma das equagdes (4.44), (4.57) e (4.61), que escreve-

mos da seguinte forma:

o g A +mp (1 -z —y)
Nbod pinite (p’,p) = 57“ [1 + 5 +/d§ ln‘ p
Qa d Eu(p,’pax)y) ?)Oé’)/u\/dfln’ A2—|—m%,z ’

—— [ ds +
47 A2+mi(l—z—y) 2n A2+mi(1—z—y)

+% /dle ($7y3ﬁ7}/7\) 7“22 (l'ayaﬁaﬁ)

1 1
[A2+m§3(1 fz:fy)]Q - [A2+m%z]2]

« R & 1 N 1 .
+2ﬂ_/d€|:21 (xayaﬁvp) 7M+7u22 (xayaﬁap) - 12‘; (x7y7ﬁap) +§ (ﬁ_m) 7M (p_m):|
1 1
" _ , 4.63
A2+ L (1—xz—y) A2+m§,z] (4.63)
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Finalmente, ao substituir os resultados das equacdes (4.31) e (4.62) na definigdo (4.28), encontramos

que a parte de vértice A* da GQFE D, na ordem-c, possui a seguinte expressio:

A24+mi(1—x—y)| 3a A%+ miz
AHD) (4 :au/dl p “/dl p
(¢'p) = 57" [ dsln A M7 Bt ey p—"
o 1 1
— | d<EH (o -
+47r E* (V.pyy) [AQ A2 +m? (1—m—y)]

1
[AQ—i—m%(l—ac—y)]2 [AQ—l—m%z]Q]

R 1 .
+% /df [21 (SU,yaﬁap) ’y'u‘ +’Y'LL22 (S[T,y,ﬁ,p) — ng (l‘,y,ﬁ/,p)

L, o 1 1
2(p m) 7" (B m)}[AQ—f—m%(l—x—y) AQ—i—m%z]'

+% /d§21 (mayvﬁ7ﬁ) 7M22 ($7y7ﬁ7ﬁ) (464)

_l’_

Em que as fungdes EF, 31,22 e X5 e a medida d¢ foram definidas em (4.33), (4.54) e (4.55), respec-
tivamente.

Com a expressdo final para A* concluimos este capitulo técnico, em que calculamos e discutimos as
corre¢des das fungdes de Green a 1-loop. A equacdo (4.64) mostra a independéncia da parte do vértice
com a massa de t’Hooft 11, bem como a sua finitude — esta, também, deve-se ao termo de Podolsky mais
a escolha da condicdo de gauge de Lorenz generalizada (como ja havia acontecido com a funcao de auto-
energia do elétron). Ademais, também mostramos que ambas as corre¢des radiativas da auto-energia
do elétron e da parte do vértice sdo finitas em ordem-a; um resultado interessante e muito importante,
porém jd esperado, devido a contribuicdo de Podolsky para o propagador do féton. Outro ponto a ser
ressaltado aqui, € que a finitude das expressdes da auto-energia do elétron X e da parte de vértice A,
implicam que a identidade de WFT Eq.(3.97) continua sendo satisfeita em ordem-c.
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Capitulo 5

Renormalizacao da Eletrodinamica de
Podolsky

Ap6s o célculo das expressdes formais das SDFE e de suas formas explicitas na aproximagao de
1-loop nos capitulos 3 e 4, respectivamente, seguimos adiante com o programa de renormalizac¢io desen-
volvido na secdo 3.4. Apresentaremos, inicialmente, as expressdes das correcoes radiativas a 1-loop em
um gauge geral £; em seguida, calcularemos as expressoes explicitas para todos os contra-termos, e dis-
cutiremos o comportamento infravermelho da teoria. Em seguida, calcularemos e analisaremos o acopla-
mento efetivo da teoria no cendrio do espalhamento de Coulomb. Por fim, calcularemos a contribui¢do
do termo dependente do parametro de Podolsky a corre¢do do momento magnético anomalo do elétron

e usaremos um dado experimental para limitar os possiveis valores desse pardmetro livre.

5.1 Constantes de Renormalizacao e comportamento IR

Nos célculos realizados anteriormente, calculamos as fungdes > ¢ A em um valor particular de &

(& = 1), i.e., utilizamos a seguinte expressao para propagador do féton*:

(—i) (—i) (—i) (—i)
Dy(k)= - 55— — —————k.k, + ————k.kv, 5.1
o (K) g2 kQ—m%n“ k2 (k2 —m2) " (k:2—m§3)2 . -1

0 que gerou, em ordem-c, os resultados:

2O (p) = Sqrp () + Ehy (0) + Soy (0) + Z50, ().

1 2 3
MO (p',p) = My (0'9) + Mg (0'.9) + Mg (0.9) + Ay (¥.p)
Em que as expressdes das quantidades acima sdo dadas pelas Eqs.(4.3) e (4.28), respectivamente.

Como o escalar de polarizagdo € independente da escolha de gauge, ele continuard com a mesma

forma no caso de um & geral. Sua expressdo ¢ dada por [48, 49]:

2 142 ! 4y
H(l)(k):_o‘[_ +27+6/0 dyy(l—y)ln[m2y7g‘y>k2u. (5.2)

*Por conveniéncia, trabalharemos, aqui, com a seguinte notagao: m% =a 2

66



Em que: egy = 4 — d, gy — 07 é o parAmetro de regularizagdo dimensional € v = a constante

4 )
de estrutura fina. O setor do féton ainda serd investigado na secdo 5.2, na discussdo da constante de
acoplamento efetiva da GQE D,.

Diferentemente de II, a auto-energia do elétron e a parte do vértice sdo dependentes de gauge. Por-
tanto, se queremos passar para um resultado mais geral, i.e., um £ geral, devemos utilizar a expressao

(3.60) para o propagador do féton:

kyuky
— (5.3)

7
(=) (<),

+(1_2£)m uky‘i‘m nhy

Nesta situacao, escrevemos a funcao de auto-energia do elétron em termos das integrais anteriores através
de:

19 (p) = Sopp (p) — (1 - €) Zggd ()

b0 )+ €50 () — (1= 29 25, (7). 54

mp
Cuja expressdo explicita é escrita como:

1

21O (p) = dz[p(1—2)—2m|In

‘mQZ—(1—z)zp2—|—(1—z)m?D

27 /o m?2z — (1 — 2) zp?
o 1—x
o ), dw/ y[(1—y)p+m]p°y?
1 1
[0t |
[( AP ym? +xmp — (1 —y) yp?
+€[ 1 - 1 ]
m?y — (1 —y)yp* + (L —y)mp  ym?+amp — (1 —y)yp?
a 1 1—x
+— dm/ y[2m — (14 3y) p] (5.5)
47'(' 0 0
m?y — (1 — y) yp? m2y — (1 —y)yp? + (1 — y) m?2
x[(g—l)ln Y 2( Y)Y | em 2( )2 ( )2 Pl
ym? +amp — (1 —y) yp ym? +axmp — (1 —y) yp

Vemos claramente que a expressdo acima pode ser escrita na forma forma geral: X (p, m) = ¥ (p2) P+
pI) (pz) 1. Para a parte do vértice também encontramos uma expressdo com forma similar exposta a

acima:

A9 (3, p) = My (01,0) = (L= ©) AFI )] |, + 500 (9) +ENGE (p) = (1 - 26) A ().
(5.6)

que, também pode ser escrita, convenientemente, de uma forma geral em termos dos fatores de forma
Gy 2
AMLE) — n (o2 AV S
& 1(Q)+2m b (¢°),

em que a forma explicita dos fatores de forma é:

11—z
B(¢?) = /d:c/ y (zy +y° — z)
1

[ qu+m2(w+y) +mL(1—z—y) —qay+m2(z+y)?

(5.7)

fVeja o Apéndice E, Eq.(E.32), para maiores detalhes sobre a expressio.

67



1 1-z 2 2 2,2

- +m(z+y)*+mp(l—z—y)
P () = (z — 1)V a/d/ dyn |12 i
L) = -) T o o s —@*zy + m?(x +y)?

3 —Pxy + m?(x +y)? + m>z
+(§—1)a/d§1n v ( 2y) r
21 —@?xy + m?(x + y)
3 —Pry + m?(x +y)? + m3z
+§O‘/d§1n _—qa (2 y)2 P
27 —?ry+m2(x+y)2+my (1 -z —y)

a 1 1—x
+47r/o dm/o dy (2m* ((z+y)(w +5y) =201 —2 —y)* —42) + 2¢° [l =2 —y + 2y])

1 1
X —_—
[—q2xy+m2(3:—|—y)2 —q2xy+m2(w+y)2+m%(1—x—y)]
2

am- ) — (1m0 g2 (1 — 30—
+27r d§<2(:c+y)(2 z—y)—1—2x—y) +2m2q (1-3z 3y+6:zy)>

1 1
X -1 —
[(g ) [—q%y +m*(z+y)?  —qtay+mP(z+y)? + m?»Z]

1 1
| : |
—Pry+m2(z+y)?+mp(1—z—y) —qzy+mi(z+y)? +mpz ]

+ 2 [ de(m 4G — oy + )@ + )1 - 3) — %) + @ + )

—'m? [e(1—y) +y(1 =) (1= (L =2 =) + 2" ey 1 =) (1 = )] )

1 1
’ [(5 Y [[—q%cy +m2(@+y)? [qtay +mi(a+y)? + m%*”}?]

+¢

! 5 — ! 2] ] (5.8)
[—Pry+mP (e +y)2+mb(1—z—y)]”  [~¢zy+m?(z+y)? +mpz]
Portanto, com as expressoes de I, 2 e A na aproximagao de 1-loop e, também, escritas em um gauge
geral £, podemos agora proceder com o cdlculo das expressdes dos contra-termos dz,. O cdlculo de tais
quantidades ¢ relativamente direto, exigindo apenas que as devidas condi¢des de renormalizacdo sejam
satisfeitas. NOs também estamos interessados em analisar o setor infravermelho da teoria, tendo em vista

que existem contribui¢des ndo-massivas no propagador Eq.(5.3).

5.1.1 Constante de renormalizacao 7

Iniciamos os cdlculos a partir do contra-termo mais simples, que é o do setor do féton. Assim, da

condi¢io Eq.(3.113) e da expressdo (5.2), encontramos o resultado:

a2 142 dmpi?
523:(23_1)0):%[6_ 27+1n[;‘;”. (5.9)

A funcdo de auto-energia do féton renormalizada possui a seguinte forma:

20 1 k2
gy, (k) = :/0 dyy (1 —y)In [1 ——5y(1- y)] . (5.10)

Na verdade, como discutiremos adiante, o contra-termo dz, € o Unico a absorver um termo divergente

ultravioleta e é livre de divergéncias infravermelha.
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5.1.2 Constante de renormalizacao 7,

No setor fermidnico, calcularemos primeiro o contra-termo relacionado com o termo cinético. Temos
da equacdo (3.120):

5 0% (pz)
F apQ

D) 2
1 omp 0% (1) . (5.1D)

p2
p2—m2, p2—m2,

—(522:1—22:21(])2” %+2m

pZ—m

e, como a Eq.(5.5) pode ser facilmente escrita na forma forma geral ¥ (p, m) = %y (p?) b+ X2 (p?) 1,

podemos calcular cada um dos termos acima individualmente ¥. Primeiro, calculamos:

1 2 m3,
9 o« 24+ (1-2) %
210 (0°) sz = 5 ) dz(1—z)In -
a [! 1-o L v+ 2k
—I—/ d:v/ dy(1+3y) [(§ =1 In|——5"~ |+ e
Ao Jo Y v+ (1-y) ok
a 1 l1—x 1 1
ve-n g [ [ CTaa-gg |- ——
™ Jo 0 Yy y2+gjm7}2)
a 1 l1—x 1 1
+§4/ d:c/ dy (1 -y)y? — — | 3 (5.12)
TJo Jo v+O-yor vtk
Agora o termo:
%1 (p) _ « /1 1 1
e . - (-
Op? 27 Jo 2(1-2) m?2z—(1—z2)zp>+ (1 —2)m3%  m2z — (1 — z) zp? (= =2)2)
« 1 1
+§/d§ 1—yy2[ - ]
T B e e (e I A ey s e
a 1) (—(1— (= (1—
+§4p2/d§(1_y)y2[ S ol ) ) N ol 1 B ]
w (m?y — (1 =y)yp* + (1 —y)mp)”  (ym? +amp — (1 —y) yp?)
@ 1 1
o fu o |
-V (0-9)y m?y —(L—y)yp*  ym?+amp — (1 —y)yp?
o (-1 (1)
+(€—1)p2/d<(1—y)y2 - (—(1=9)y)
dn (m2y — (L=y)yp®)*  (ym? +am? — (1 —y)yp?)”
o 1 1
—(e-1)—= [de(1+3 - —(1-
« )47r/ (1+3) [m2y—(1—y)yp2 m2y—(1—y)yp2+mm%}( =99
« 1 1
—f/dg(l—l—?)y[ - } —(1-vy)y),
in ez =T A—pmd  wy— -y +amg) LYY
. m+22(p2)| 2,2
YEmbora os contra-termos sejam calculados no pélo p?> — m%, em que mp = —h (pg)"; &, podemos

calculé-los no ponto p? — m?, pois estamos trabalhando na primeira ordem em a.
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que, no respectivo limite na camada de massa, é escrito como:

1

_ @ dz(1—z)2z[ ! _ 1]

%1 (p?)
27 Jo m?2z2 + (1 —z)m%  m?z?

Op?

p2 —m?2

o 1 1

— [ ds(1-y)y? —
+£47T / <d=9)y [m2y2 +(1-y)m% y?>m?+ xm%]

a9 23 1 1
+E—m /dc(l—y) Y -

A (m2y2 + (1 —y)m2)*  (y2m? +am3)?

Q 1 1
—1)— [ de(1—1y)y? —

=1 A / <=y [m?y2 y2m? + xm%]

+<§—1>;m2/d<<1—y>2y3[ - ]

(m2y?)? (y?m? + a:m%;)Q

o 1 1
s 1 1- -
+ (£ ) pp /d§ (14 3y)( Y)Yy [mgyg m2y2 + xm%
+ga/d (L+3y)(1-y) : 1 (5.13)
)] Y A I ) m3  mPy? +ami |’ '

O terceiro e ultimo termo:

%o (p°) a [ 1 1
op? _mw/o dz [mQZ —(1=2)2p2+ (1 —2)m% Com2z— (1—2) sz] (= =2)2)

SOy — —
m-— Sy —
A m?y — (1 —y)yp> + (1 —y)m%  ym? +am? — (1 —y) yp?

2 [ den? (-1) B (-1 ] 4
T / Y [(mQy—(1—y)yp?+(1—y)m%)2 (ym? + 2m? — (1 — y) yp?)* S

« 1 1
+(E—=1D)m— [ dey? —
(€-1) 477/ Y [mQy— (1—y)yp? ym2+fvm?>—(1—y)yp2]

_ mg 2 2 (_1) _ (_1) -
HE-Dmpp /dgy [(ﬂﬂy—(l—y)yp?)2 (ym2+xm?a—(1—y)yp2)2]( |

« 1 1
+(£_1)m27r/dg [mZy—(l—y)pr _ym2+xm%—(1—y)yp2} =v))

1-y)y)

o 1 1
—|—§m27r/dq [mQy—(l—y)y]ﬂ—i—(l—y)m% _me—l—:L‘m%—(l—y)yp?] (=(1=9)y),
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possui a seguinte forma:

9% (p?)
Op?

1
« 1 1
=m— dz (1 —2)z —
p2—m?2 ™ /0 ( ) [m222 +(1—2)m3% mzzz}

e ol /d 2 1 1
m _
4 oY m?y?2 4+ (1 —y)m%  y?>m?+ am?

P
1 1
{m m /d§ (1— 7~ 2
(m2y2 + (1 —y)m%)”  (y*m?+am?)
1 1
)= _
s )m47r /dgy [mzy2 y?m? + xm%,]
« 1 1
+(£—1)mm2/d<(1—y)y3 -
4m (m2y?)? (y>m? + azm%)g
« 1 1
(6~ 1) m— 1 _
€= [ d 0=y | =
« 1 1
—&m— [ d¢ (1 — — . 5.14
5m27r / cU-=vy [m2y2 +(1—-y)m%  y2>m2+ xm%] 5.14)

Entdo, ao combinarmos os resultados (5.12), (5.13), (5.14) e substitui-los na equagéo (5.11), bem como

rearranjando-os termos de uma maneira conveniente, obtemos:

2
24 (1—2)28

m2

1
Sy = (1— 7)) = X —
522 (1 ZQ) o /0 dz (1 Z) In

22

-z 2 m% 2 m2
+r—5 +a—5
d:c/ (1+3y) (€~ | L0 mE | e | LT T
Y 2+ (1—y) .k

+:/Oldz[—(1—z)2z—|—2(1—z)z] ! _ 1

2
24 (1-2)28 2

1 1—x
(0]
o ; dw/o (I-y)y*+2(1 -y +2(1+3y) 1—y)y+2y> —4(1 —y)y]

1 1 1 1
o Rl e R I ST
yP ek v+ (1 -y YRk

1 1 1 1
2\2 2\ 2 2\ 2 2\ 2 )
(¥?) (y2 + x%) <y2 +(1—-vy) %) (y2 + x@>

e, através da manipulagdo:

I = I-yy+2(0-y)y+2(1+3y)(1-y) +2y—4(1-y),

= 3(1-yy+2(1+3y)(1-y) +2y—-4(1-y),

= By-49)(1-y)+2(1+3y)(1-y)+2y= By —4+2+6y) (1 —y)+2y,
(

9y —2) (1 —y) +2y =9y —2—9y° + 2y + 2y = 13y — 2 — 9y,
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encontramos, sem maiores problemas, a seguinte expressdo para o contra-termo dz,:

1-z 2 2 my
+(1-y) 2
oz = (- 1) = & /dx/ y(1+3y) |6~ | —L— | +eln|” ( fﬁmQ
T v +ak Y2+ %
1 24+ (1—=z mp ! 1 1
—;/ dz(1—2)In ( 5 ) +a/ dz(1+2)(1—2)z | — —
s 0 z s 0 z 22+(1_Z)m7123
1—x
da:/ 2+13y 9y]
1 1 1 1
X (=1 | ———5 — 5| +¢ i 3
yv2+ao—t Y 4ot P+ (1-y) &
1 1—x
dw/ dy(2—y) (1 —y)y® (5.15)
0 0
1 1 1 1

x [(€—1) +¢

272 212 2\2 2\ 2
<y2 + x%) (y?) <y2 + x%) <y2 +(1—y) %)

Obtivemos aqui, um contra-termo ultravioleta finito, o que indica uma constante de renormalizacio finita.
Contudo, como mencionado anteriormente, as corregdes radiativas fermidnicas e do vértice sdo ambas
ultravioleta finitas; todavia, nada foi dito sobre os seus comportamentos no infravermelho, que pode

aparecer a partir da integracio sobre os pardmetros de Feynman. Apresentaremos uma discussao sobre
esse assunto logo a seguir.

5.1.3 Constante de renormalizacao 7,

O contra-termo relacionado com o setor massivo fermidnico € determinado ao calcularmos os termos
da Eq.(3.123):

%1 (p?)

0% (p2)
Op?

—méz, = —m (Zo — 1) = 2m3% |mp 072

— X (pz)}pQ—szF
(5.16)

Na verdade, € necessdrio calcularmos apenas o tltimo termo de (5.16), pois os demais ja foram calcula-

dos anteriormente, nas Egs.(5.13), (5.14). E direto calcularmos 3 (p?)|

2 2

p2—mi 2 2

P —>mF

p2—mi’

1 2,2 2
9 B o m°z® + (1 — z)m%
s (p )‘p2~>m2 = _mw/o dz ln‘ )

5 a 1 1—x ) 1 1
Ll a d _
gy / x/ 9y {mzy2 +(1—-y)m% y>m?+ xmfj
1—x 1 1
-1) — d d —
L R A P

11—z 2
+m20;T/d:1:/0 dy[(f—l)ln m

m?y® + (1 —y)m}

2
y?m? 4+ xm3,

2y
+&ln
y2m? + xm% ¢

} . (5.17)
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Portanto, combinando os resultados (5.13), (5.14) e (5.17) e, com convenientes manipula¢des, obtemos:

2

lx 2 2 P

+(1—y) 2

g = —(Zy -1V =L /dw/ )lnyiw—i—{lny ( Zmz

Yok Y +atk

1 22+ ]__Zm72P 1 1 1

+:/ dzIn (22 ) +i/ dz(?(l—z)z—(l—z)2z) - =
0 0

zz—i-(l—z)m%’ 2
1 1-x
b [ [ (20— 27 2043 (L= 9y - 4= )
0 0

1 1

1 1
x (=1 |5 ————5|+¢ 5 3
Y2 +aik v+ (l-y) ok P talk
a 1 1—x 9
b [ [ (10?0 0)0?)
2 0 0
1 1 1 1
‘e - TP )

2\ 2 2\ 2
(y2+(1—y)%) (zﬂﬂs%)

e, também, com:

P +2(0 -y +2° +2(1+3y) 1 —y)y—4(1 -y,

= 20—y ¥+’ +2(1+3y) 1 -y y—4(1-y)y,

Q-+ +20+3y) -1 -yy=0B-2y) v’ +(-2+6y) (1 —y)y,
= (B=29y+(—2+6y)(1—y)y=(3y —2y° —2+2y + 6y — 6y°) y
(=2 + 11y — 8y*) v,

segue a seguinte expressdo para o contra-termo dz,:

-z 2 2 m3,
+(1-y) 22
570 = (Zy — 1)V = /dw/ y [~ Dn|—Y— | +em|? (=) b
Y2 + -k Y2 +ark
2
1 Z + 1—2)—L 1 1 1
_a/ dzIn ( 5 ) +a/ dz(14+2)(1—2)=z —2— —
T /0 z T Jo o2+ (1-2)2%
a 1 1—x
o i dx/o y (1ly — 8y* —2)y
1 1 1 1
x [(£—1) +& -
24 ,mp Y2 2L L ME 2 mp
(Tl i e vH+azk o P+ (1—y) b
1 1—x
; dx/o dy (2 —vy) (1 —y)
1 1 1 1
3 ;- | +E-1) S ———||. 613
m2 m2 m2 (2)
(?ﬂ + xm%) <y2 +(1-y) ,75) <y2 + xm%) 4

Tal expressdo, bem como a do contra-termo J,, também é uma quantidade ultravioleta finita em ordem-
o.
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5.1.4 Constante de renormalizacao 7/,

Por fim, falta-nos determinar apenas o contra-termo relacionado com o vértice da teoria. A partir da
0=(z -1V

condi¢o de renormalizagdo Eq.(3.125), F (¢? — 0) = 0, e da expressdo (5.8), encontramos

—I-%%’(l—:c—y)
(z+y)?
df[(ﬁ—l)

(z+9)* + 25
In

m?* +¢In (m—i—y)i%—ﬁ%z
(z+y)? (x+y)?+ 2k (1—z—y)
2 1 1
+or [ 45 (@ )+ 50) =20 =0 =) —da) @Y’ @ty + -2y
l—x lxy
dx/ dy/ 2a+p)2-z—y) —(1—2—y)?)
1 1
-1 —
X[(g ) (x+y)2 (x—i—y)Q—i—%%’z
" . - .
(z+y)?+ 2k (1—z—y)

x[(a—l) !

(x +y)? —i—mi’z ]
1—x l1—z—
/da;/ dy/ "z [A(e - 2y + ) (@ + )1 — ) — 22) + (@ + 7))

1
212 - 2 2
[(z + )2 [(m+y)z+%z}
1
+£ 5 — — 2| (5.19)
(@+y2+ 2 0-a-y]  [@+y)?+ 5]
Porém, através de mudancas de varidvel, podemos escrever tal expressao em uma forma mais conve-
niente. Para isso, lidaremos com cada termo separadamente. Dessa forma
2
! 1= R N R A § -
Lo @ dm/ iyl (z +y) 2(2 y)
21 Jo 0 (z+y)
2
1 w+ 22 (1—w
= 2 dwwn m? 2( ) : (5.20)
2 0 w
3 1 1—x l—z—y T+ _|_
Iy — ;/dx/ dy/ dzIn ( y)
oo 0 (z+y)* + (1—3:—9)
2
_ 3a/1dz/1z A
0 0 y? + mp

Y

2 (1-y)

(5.21)
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a 136
I = o dx/ y [(@ +y)(x+5y) —2(1 —z — y)* — 4a]

1 1
X 5 — 5
wa) <m+y>2+mf;<1xy>]

- dw(w +2w—2)w {1 ! ]; (5.22)
o w? w? + (1_ w)
l—z 1xy
b= g [ [Ta [T e e - 0]

1
X 2
Lwﬂ/) + T (o+y)? +m”(1xy)]

1—=z 1 1
I / [1—6y+34% y e L (523)
o ke P (-y)
e, por fim
a 1 11—z l-z—y
I; = e dac/ dy/ dz{4(a:—xy+y)((m+y)(1 —y) — %) +(:1:2+y2)2}
0 0 0

X 2 2 2 72
[(m+y)2+%(1—x—y)} {($+y)2+%z}

Az +y —zy)((@+y)(1—y) —2%) + (2* + )
4{x+y y)—x2(m+y)—xy(:c%—y)(l—y)—i—x:}y}+m4+y4+2x2y2

4[(95 +2xy+y)(1— )—x3—x2y—xy(x+y—xy—y2)+x3y]+x4+y4+2x2y2
4[30 + 22y + 9% — 322y — 3zt — P — 2P+ y2+:cy3+:c3y]+:n4+y4+2x2y2
4[a:+y (z +y)® + 2y (zy + ¢ +x)}+(w2—y2)2+4x2y2

1@+’ = @+ +ay (@+)° o) | + @ -1’ @ +y) + 407
@+’ = @+’ +ayle+y?] + @ -y’ @+y)

Az +y)* —4(z+9)° +4ay (z+9)* + (2 — ) (v +y)°

L +y)’ — 4@+’ + oy + (@ =) @+’ =4 @ +y) — 4@+ 9+ @+

(249 (4= 4z +y)+ @ +y)?) = (@+1)’ Q- (@ +1); (5.24)

o que resulta em:

1 1—2z 9 3 1 1
dz/o dyly—2]"y . — . (5.25)



Portanto, com os resultados acima, finalmente podemos escrever a seguinte expressdo para o contra-

termo 0z, :
1—2z 2 2, mp
+ (1 —
57, = (21 — 1) /dz/ Gy | (€ — Do |—2 | 4 em |t mE L=Y)
y2+@2 2_*_@2
2 Yy po)
1 w?+ " (1w ! 1 1
a dw [w]In m22( ) +a/ dw (2 — 2w — w?) w — = 5
2m g w 2 Jo WS w2 + IR (1 - w)
1 1-z
a
to ; dz/o y (1—6y+3y*)y
1 1 1 1
X ({—1) 9 m2 +£ -
o v+oE Q- P+ Tk
a 1dz/*1 z 2y3
0 0
1 1 1 1
x (1) P | T€ s 5 — ST (5.26)
y [924‘?52] [y + 5 (1—y)} [y + -8 z}

Todas as expressdes para os contra-termos: dz, Eq.(5.15), dz, Eq.(5.18) e 6z, Eq.(5.26), possuem
um termo divergente no infravermelho, introduzido pela integracdo sobre os parametros de Feynman.
Embora a teoria possua um pardmetro de massa regulador m% no propagador do féton, o termo de
divergéncia infravermelha provém da contribuicdo do setor de (QED,4. Contudo, a estrutura do termo

divergente € a mesma para todas as expressoes acima e € escrita como:

a (11
Iir = (3-¢) / dy—. (5.27)
2 Jo Y

E precisamente nesse termo que reside o principal motivo de termos escrito as expressdes das correcdes
radiativas para um gauge geral £. Tal termo divergente também poderia ser obtido ao introduzirmos um
pardmetro como: €;p = d—4, e;p — 07 no calculo das integrais via regularizacdo dimensional. Através
de andlises via o grupo de renormalizacio em QE D, (no regime p?> < m?), é conhecida a existéncia
de uma escolha de gauge, tUnica, em que o propagador do elétron comporta-se assimptoticamente livre
e também ¢ livre de divergéncia infravermelha. Essa escolha de gauge é conhecida como o “gauge de
Fried-Yennie”[50, 51], representada pela escolha: £ = 3. A mesma afirmagao continua verdadeira na
GQEDy (veja a Eq.(5.27)). Dessa forma, podemos dizer que as quantidades ultravioleta finitas, ¥ e A
(ambas quantidades dependentes do gauge), também sdo infravermelha finitas no gauge de Fried-Yennie.
Podemos concluir, portanto, que a GQ E Dy, exceto a expressao de 11, é ultravioleta e infravermelha finita

na escolha £ = 3, na aproximacao de 1-loop.

5.2 Acoplamento Efetivo da GQE D,

E esperado que modificacdes as contribuicdes de primeira-ordem a amplitudes de transi¢do sejam,
em geral, dependentes das varidveis cinemdticas. Uma maneira conveniente de representar uma impor-

tante classe dessas modificacdes € introduzir algumas quantidades invariantes, como a constante de carga
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efetiva (running coupling constant). Na (Q E' D4, em que o vacuo se comporta como um meio polarizado,
a carga efetiva possui uma dependéncia com a escala de comprimento.

Embora a constante de renormalizagdo Z3, Eq.(5.9), ndo dependa do pardmetro de Podolsky mp,
existem outras quantidades que podem ser sensiveis a seus efeitos em ordem-o. Um desses cendrios
¢ o espalhamento de Coulomb [48]. De fato, o potencial de Coulomb de uma carga pontual, é escrito
na eletrodindmica de Podoslky como ¢ (r) = £ (1 —e™"™F"). Assim, analisaremos aqui os efeitos da
eletrodinamica de Podolsky na usual constante de carga efetiva no espalhamento de Coulomb, em que
acontece a manifestacdo de ordem mais baixa do fendmeno de polarizacdo do vicuo. Tal investigagdo
também poderia ser realizada via métodos do grupo de renormalizacio.

Para analisar tal problema, consideraremos o espalhamento de Born, i.e., o espalhamento de um
elétron por um préton massivo (M — oo) [52]. A amplitude invariante possui a seguinte forma no

limite M — oo :

M = —ie*u (p) yuu (p) [i2" (k)] [2M6,0) (5.28)
no caso da QFE D, temos: ,
M = —Zk%a (v') You (p) 2M. (5.29)

A expressdo € precisamente a forma de uma interagdo Coulombiana, uma interacdo de uma corrente
leptdnica com um potencial puramente tipo-tempo. E possivel ver, ainda, através da relacio Eq.(5.28),
que a amplitude de transicdo de Coulomb também € renormalizada pelo fator Z3 (devido a sua de-
pendéncia com o propagador do féton) e que é a mesma constante responsavel pela renormalizacdo da
carga do elétron.

Devido ao fato do escalar de polariza¢do II, Eq.(5.2), ser independente do pardmetro de gauge, a
andlise que segue também ¢ independente. Assim, iniciamos por considerar o propagador livre do féton,
Eq.(5.3), no gauge de Landau £ = 0:

. | 1
iD (K) = T, (k2 _ M) .

Dessa forma, podemos escrever o propagador completo do f6ton no espalhamento de Coulomb como:

D () = (=) Ty (;3 - 1)

k% —m3
1 1 1 1
0T (3~ ) O 0 0T (5~ o )
P P
, 1 1 k2
iDy (K*) = Ty <k2 - M) [1 + (1 - 1€2—m%> (IT (k))} : (5.30)

A ultima expressdo acima ainda pode ser escrita, ao substituirmos a forma explicita do escalar II, como:

, ) 1 1 k2
Z@,ul,(k?) = T/u/ ﬁ_ﬁ 1+ 1—m

1 - 2
x{23—1+2: dz(l—z)zln[l—M”]. (5.31)
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Estamos interessados, aqui, em analisar modificagdes da amplitude de transi¢do de Coulomb no regime

k%/m? >> 1. Nessa aproximagio, obtemos da equagio (5.31) o seguinte resultado:

, 5 1 1 k?
'L.@#y(k) = T/J,l/ ﬁ_m 1+ l—m

2a (1 k2
x[z3—1+a dz(l—z)zln<2>H,
i 0 m

1 1 k2 a k2
o (s ) [ () 21 ()]

expressao que nos leva a definir a constante de carga efetiva por:

S A YA ]

= ag(m?) [1_’“2?’“33 (1—213> +0”3?)(:L2)(Zi)2 (1— inn%) In (:;)] .

Com ap (m2) = Z3a, e Z3 dado por Eq.(5.9). Na ordem a% e regime k%/m? > 1, encontramos a

seguinte expressao para a carga efetiva:

2 1 k2
ag (k) = ag (m?) |1+ aRg(:l ) — In [mQ] +0 (af) ] - (5.32)
%

Ainda, é possivel continuarmos estudando modifica¢des ao espalhamento de Coulomb (no regime
k%/m? >> 1), em ordens subsequentes em teoria de perturbacdo. Para esse propésito, podemos somar
uma importante classe de diagramas bolhas de 1-loop, o que corresponde somar o maior conjunto de di-
vergéncias logaritmicas (essa aproximacao € conhecida por leading logarithmic approximation). Assim,

sob tais circunstincias, podemos escrever a seguinte expressao para a constante de carga efetiva:

2
ar (m
ap (k) = L () . (5.33)
1— ar(m?) 1 In [ﬁ]
3 k2 m2
m2
%
E conveniente escrevermos a expressio acima na seguinte forma:
1 1 11 k?

= - — — . 5.34
or(®)  ap(m?) 31 E " [mz} 639

mp
Em que vemos diretamente que, no limite m%; — 00, recuperamos o resultado usual da QF D, [48],
conforme o desejado.
Também, temos de (5.33), que ar (k2) ¢ singular no seguinte ponto:

ap 1 k2

———In|—| =1

o]

mp

o que nos leva a um novo pélo de Landau:

1 k?

m2
: 2 1 . )
Ainda, para m7, — 00, (a R~ ﬁ) temos o usual pélo de Landau:
k2

— 10999, (5.36)
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5.3 Momento Magnético do Elétron e o Parametro de Podol-
sky

Atualmente, o valor do momento magnético andémalo do elétron € o teste mais preciso na fisica de
particulas. Ele foi calculado, primeiramente, em nivel de um 1-loop por Schwinger [53] e refinado a 2-
loops em diversos trabalhos [54]. Os cédlculos de ordens subsequentes foram reunidos por Kinoshita em
[55]. Também, foi realizado um interessante calculo a 2-loops no gauge de Fried-Yennie [51], mostrando
concordancia com os célculos anteriores, o que € garantido pela independéncia da escolha de gauge das
quantidades fisicas da teoria.

Pretendemos utilizar, aqui, esse dado experimental preciso para limitar os valores do parametro livre
de Podolsky mp em fisica de alta-energia. Para isso, calcularemos a contribui¢do para o fator de forma
F (¢*) Eq.(5.7):

20 1 11—z
F (q2) = 7Tm2/0 dx/o dy(xy+y2—x)
1 1
) [—q%y+m2(a:+y>2 +mL(l—z—y) —¢’ey+m?(z +y)?

. (5.37)

que, ainda, pode ser escrito como a soma de duas contribuicdes distintas:

B (¢*) = Forp (¢°) + Fpop (¢%) -

O termo Foep (qz), € a contribui¢@o calculada inicialmente por Schwinger. Através de uma simples

mudanca de varidveis, ela pode ser escrita como:

Forp(0) = -2 1dzl/1_Zd:v((1—z)—x—(ﬂc+z)(1—z)),
™ Jo (1—2)2J)
0 que resulta em:
Fopp (0) = % (5.38)

Agora, o outro termo Fpop (q2) fornece uma contribuicio interessante. Para calcularmos esse termo
(como o nosso interesse reside no momento magnético andémalo), ja tomamos o limite g> — 0. Através

da mesma mudanca de varidveis anterior, também encontramos:

a 1 1-=
Frop(0) = 22 [ L / doe((1—2)—a— (z+2)(1—2)),
T Jo (172)2+m—’§z 0
_ 20 [ o (-2 (1-2)° 2
= dz(l_z)2+7:£)z ((12) —— T z(lz)),
a 2(1 — 2)?

1
el -
TJo (1—-2)2+ k=

por fim, fazendo a seguinte mudanca de varidvel u = 1 — z, obtemos:

1 3 _ .2
Frop (0) = O‘/ du—2 (5.39)
TJo w24 ZE(1—u)
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Figura 5.2: Ponto de intersec¢ao das curvas para b > 4.

2
Considerando a condi¢do b (b — 4) > 0, com b = % encontramos o resultado:

Frop (0) ;b(;_@[ b(b—4)(~1+2b+ (2 —b)blnb) (5.40)
—b(24+b(b—4)){In volb— ) +2-b) Vb oD +h
b(b—4)—2+4b bo—4)—b| ||

Nos outros casos, a funcio logaritmo deve ser substituida pela funcao arctan.

Dizemos aqui que, tendo em vista a perfeita concordancia entre os resultados tedricos da Q) £ D4 com
os experimentos, a contribuicao de Podolsky, Eq.(5.40), deve ser, no maximo, igual ao erro experimental
do valor do momento magnético andmalo do elétron. O valor experimental do momento magnético
andmalo do elétron € aey, = 1,15965218073 x 1073 + 2,8 x 10713 [56]. Através dos gréficos acima,
observamos que a Unica regido em que encontra-se um valor concordante para determinar o parametro
mpéemb (b —4) > 0. Portanto, através da comparacao da expressao (5.40) com o valor do erro acima,
encontramos que o valor mp = 3, 7595 x 10'%eV é compativel com o dado experimental.
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Capitulo 6

Conclusao

6.1 Comentarios Finais

No projeto inicial de trabalho estivamos interessados em estudar teorias gerais de ordem-superior,
mas, no momento em que quisemos particularizar a anélise a apenas um modelo, tivemos que nos ater
a certos interesses e, dentre os motivos que nos levaram a escolha particular da teoria de Podolsky
como assunto desta tese estdo: o fato de a teoria de Podolsky ser uma alternativa a de Maxwell, e
por ela também possuir uma estrutura candnica mais rica e interessante. Dessa forma, esta tese tratou
da completa quantizacdo da Eletrodinamica de Podolsky. Embora tenhamos sido rigorosos da forma que
o formalismo de integrag@o funcional nos permite, esta tese ndo é matematicamente rigorosa, tendo em
vista que as distribui¢des operatoriais sao tratadas simplesmente como fungdes.

Escolhemos utilizar, aqui, métodos funcionais como o método de quantiza¢io desse modelo, pois
ele constitui um elegante formalismo para Teorias Quanticas de Campos. Outra caracteristica marcante
dos métodos funcionais € que eles sao, a principio, nao-perturbativos. Isso ¢ de suma importancia para
desenvolvimentos e estudos na regido infravermelha da QC Dy e, também, de modelos em baixas di-
mensdes. A quantidade mais importante desse formalismo é conhecido como funcional gerador, objeto
que gera todas as informagdes de uma dada teoria através de derivadas funcionais (no caso particular de
Teoria Quantica de Campos, geram as func¢des de Green). Porém, antes de determinarmos a expressao do
funcional gerador da Eletrodindmica de Podolsky, foi necessério que realizdssemos uma andlise Hamil-
toniana para sistemas singulares no inicio do capitulo 3, para, somente assim, obtermos a expressao para
a amplitude de transi¢ao; entretanto, tal expressao nao era explicitamente covariante, mas, com o auxilio
do ansitz de Faddeev-Popov-DeWitt, na condi¢do de Lorenz generalizada Eq.(3.34), foi possivel que
obtivéssemos uma expressao covariante para a amplitude de transicdo. Ainda, a escolha dessa condi¢@o
de gauge foi de grande importancia para os resultados obtidos nesta tese.

Procedemos, em seguida, em derivar as equagdes de Schwinger-Dyson-Fradkin (SDFE) da teoria
através de métodos funcionais e, assim, trés funcdes de Green foram encontradas: os propagadores do
foton Z e do elétron .7, e a fungdo de vértice I', Egs.(3.58), (3.70), e (3.86), respectivamente. Temos,
ainda, que a forma funcional de todas as expressdes completas das corre¢des radiativas da GQFE Dy sao
equivalentes as da QQ E Dy, porém, a semelhanca reside apenas nesse ponto, pois, ja em nivel de arvore, a
expressdo para o propagador do féton, Eq.(3.60), apresenta mudangas em rela¢do a expressido da QEDy.

E esse fato que nos leva a conclusdo de que em ordem-c, apenas as expressoes da auto-energia do elétron
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e da parte do vértice possuem contribui¢des do termo de Podolsky.

Seguindo com o desenvolvimento formal da teoria, derivamos todas as identidades de Ward-Fradkin-
Takahashi. A primeira identidade, Eq.(3.95), mostra-nos o caréter transversal da fungdo 1PI do f6ton;
consequentemente, mostra também o cardter transversal do tensor de polarizacdo II,,,, Eq.(3.96). Em
seguida, encontramos a outra identidade WFT, Eq.(3.97), que relaciona a funcdo de vértice 1PI com o
propagador completo do elétron; tal identidade também & responsavel por assegurar a esséncia da sime-
tria de gauge em nivel quantico, sem a qual a renormalizabilidade da teoria ndo poderia ser garantida. Por
fim, para encerrarmos o Capitulo 3, estudamos o processo e as consequéncias diretas da renormalizagdo
da GQFED,. Estruturalmente falando, como a GQFE D, possui as mesmas caracteristicas da QF Dy,
a nossa discussdo formal do esquema de renormalizacdo na camada de massa seguiu as diretrizes ja
conhecidas do programa. O ponto mais importante dessa discussdo foi a escolha das condigdes de
renormalizac¢do, em particular, da condicdo de renormalizacido do propagador do féton. Para tal fun-
cional, exigimos que ele, no limite k> — 0, deveria comportar-se como um verdadeiro féton de Maxwell,
i.e., uma particula ndo-massiva. Essa condi¢do permitiu-nos interpretar, corretamente, o termo de Podol-
sky, bem como a contribuicdo, como um regulador natural da teoria, assim como um termo de Raisky-
Pauli-Villars [22].

Na parte da tese situada no Capitulo 4, lidamos com o cdlculo e a andlise das correcdes radiati-
vas da teoria em ordem-a, € com o que a contribuicdo de Podolsky traz para essa teoria. Nessa or-
dem de aproximacdo, verificamos que a funcdo de auto-energia do f6ton ainda € divergente ultravioleta,
Eq.(4.1), e que a mesma constante de renormalizacao também ¢é responsével pela renormalizagio da
carga eletrOnica e. J4 nos resultados das outras duas fungdes, apareceram alguns fatos interessantes. Vi-
mos que o propagador livre do f6ton possui um papel importante, pois é ele que dd origem a separagdo
das fungdes em duas contribuigdes distintas: uma da (QE Dy usual, e uma outra, que denotamos como
”setor de Podolsky”. Essa separacdo possibilitou que estudassemos cada contribuicdo independente-
mente. Desde que a contribuicido da QE D, € bem conhecida na literatura, nossa tarefa aqui era a de
calcularmos a contribuicao de Podolsky para a funcdo de auto-energia do elétron e, também, para a parte
do vértice. Portanto, através de métodos conhecidos, calculamos as duas contribuicdes dos termos de
Podolsky, Eqs.(4.25) e (4.62), respectivamente. Para nossa surpresa, encontramos que as expressoes
de ambas contribui¢des possuiam os mesmos termos divergentes dos da Q) 2D, mas com sinal oposto:
forneceram, assim, expressoes finais finitas para a GQE Dy, em ordem-«, Eqs.(4.27) e (4.64). Embora
tenhamos nos restringido no célculo ao caso de £ = 1, esses resultados sdo vélidos para qualquer £ (como
discutido na se¢do 5.1). Ademais, como uma consequéncia direta da finitude de X e A, verificamos que
a identidade de WFT, Eq.(3.97), permanece sendo satisfeita nessa ordem de aproximagao.

Para finalizar a tese, analisamos, no Capitulo 5, algumas quantidades relacionadas com a renormalizagao
da teoria. Primeiro, apresentamos as expressoes explicitas das funcdes radiatiavas a 1-loop em um gauge
geral £, para, somente assim, iniciarmos o calculo de todos os quatro contra-termos da teoria. Por as
expressoes dos contra-termos fermidnicos e também a do vértice: dz,, 0z,, 0z,, serem todas ultravio-
leta finitas, levaram-nos a uma conclusio ingénua de que a teoria era inteiramente finita. Porém, uma
andlise detalhada de cada uma das expressdes desses contra-termos mostrou-nos que todas elas pos-
suiam o mesmo termo com divergéncia infravermelha, introduzida pela integracdo sobre os parametros
de Feynman, Eq.(5.27). O termo divergente tem uma dependéncia com o pardmetro de gauge £ do tipo

(3 — &), que é similar ao gauge de Fried-Yennie na QFE Dy [50, 51], £ = 3; essa escolha de gauge é
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conhecida como sendo livre de divergéncias infravermelha na Q) £ D,4. Essa mesma afirmacio também é
validana GQEDy.

Embora o campo do f6ton nio sinta efeitos da contribuicdo de Podolsky em ordem-c«, estudamos o
cendrio do espalhamento de Coulomb, que efetivamente é sensivel a esses termos. Entdo, definindo uma
nova quantidade, conhecida como a constante de carga efetiva, fomos capazes de estudar o acoplamento
efetivo da teoria. Ainda, no regime k?/m? >> 1 e na aproximagio leading logarithmic, obtivemos uma
expressdo explicita para o aclopamento efetivo que, no limite m?% — oo, reproduz o resultado usual da
QED;y.

Encerramos a tese ao calcularmos e também analisarmos a contribui¢iao de Podolsky para o momento
magnético andmalo do elétron na aproximacao de 1-loop. Primeiro, obtivemos o resultado conhecido, a
contribui¢do da QEDy: F» (0) = 5= e, em seguida, a partir da expressio da contribui¢ido de Podolsky,
discutimos a possibilidade de utilizarmos o dado experimental do momento magnético andmalo (que € o
dado experimental de maior precisao da fisica de altas-energias), para impormos um limite ao parametro
de Podolsky m%. Enfim, encontramos um valor compativel, como sendo: mp = 3, 7595 x 10'%V. Um
comendrio importante a ser feito aqui, é que temos na teoria uma escala natural de energia, que é a massa

do elétron m, o que permite, entdo, um resultado significativo para o parametro de Podolsky.

6.2 Perspectivas Futuras

Embora a renormalizabilidade da teoria ja tenha sido estudada e quantidades subsequentes foram cal-
culadas, ainda existem alguns problemas a serem analisados na GQ F D,. Seria interessante uma analise
das propriedades de gauge das func¢des de Green da GQED,, que sdo baseadas nas transformagdes
de Landau-Khalatnikov-Fradkin [35, 39, 38], para a teoria fosse tracada. Um outro tépico impor-
tante, seria a andlise do comportamento assimptdtico dos propagadores através da equacdo do grupo
de renormalizacdo. Entretanto, acreditamos que o maior problema involvendo a GQE D, seja a sua
formulacdo através da teoria de perturbacdo causal [26], o que, por si sO, fornece uma teoria bem es-
tabelecida e também ultravioleta finita. Um outro projeto futuro, poderia seguir a linha de pesquisa
de modelos de teoria de campos de ordem-superior, a temperatura finita, aplicando o formalismo de
Matsubara-Fradkin [21] para teorias como campos escalares, vetoriais e fermidnicos em interacdo e,
também, para teorias de gauge ndo-abelianas, principalmente problemas relacionados a informacdes

nao-perturbativas e transi¢des de fase.
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Apéndice A

Identidades d-dimensionais

Como faremos uso de regulariza¢do dimensional no calculo das expressdes das correcdes radioativas,

apresentamos aqui algumas identidades (d-dimensionais), tteis aos calculos, associadas as integrais, as

propriedades da funcdo I' as e matrizes-y de Dirac.

A.1 Integracao em d-dimensoes

Alguns resultados de integrais, que aparecem no decorrer da tese:

/ ik 1 i(-1)2 T(a—9)
(2m)* (k2 =m?)" (47

/ Ak kyk,  i(-1)2n, D(a—1-9)
@2m)? (B =m)™  9ur)s T(a)[-m2* 72

. d

/ d’k kukykok, i(—1)2 r ( d) [ Nop + MwpTpe + Noplve]
v o — 2 .
2

@2m)* (k2 =m*)% 4 (4r) T (o) [-m2]*2%

A.2 A funcao Gama

Uma propriedade importante da funcdo Gama (com € < 1) € dada pela seguinte relacio:

I'(—n+e) = (_nl‘>n [14—@01(71—1—1)—{—0(6)};

em que

1
Pr(n+1)=14+-+ ... +—-—7.

~ € a constante de Euler-Mascheroni. As férmulas
2D (2)=T(241), X 2~1-

também sdo uteis nos calculos.
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A.3 As matrizes-y de Dirac
A algebra das matrizes-y de Dirac em d-dimensdes é:
{n" 7"} =29

Em que n*¥ € o tensor métrico no espaco de Minkowsky d-dimensional (com assinatura + — —..

que 8!, = d. Desta forma:

Yoy = d,
Ve = (2—d)y*,
VY, = 2 (V“’V)‘ — 7/\’7”> +dy Ay,
YN = (2 d)P A,
VAN YoV = [2d — (2 d)ﬂ ",
VYV = 2 (V”V/\VM — AT + 7%“7”) — dy yHyn,

Em complemento:

T'r (# impar de matrizes-y) = 0,
IrI=f (d)7 Tr YeYa = f (d) Noos
Tr ™y = £ (d) [0 = o e

Em que f (d) é uma funcéo arbitraria bem-comportada, com f (4) = 4.

A.4 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier dos funcionais seguirdo a definicao:

1

F (21,22, %) = —0— /d4k1d4k2...d4kn exp [—i (z1k1 — xops — ... — 2ppn)] F (K1, k2, ...

(2m) 2~
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Apéndice B

Teoria Classica de Campos com
Lagrangianas de Segunda-ordem

Devido ao fato de o principal tépico abordado nesta tese ser o de teorias com derivadas de ordem-
superior, acreditamos que seja importante, como forma de apéndice, introduzir e a exposi¢do de alguns
conceitos importantes da teoria geral, necessarios no desenvolvimento da teoria aqui estudada *.

Portanto, consideremos aqui, uma teoria de campos geral, a qual possui uma fun¢do Lagrangiana que
dependa do conjunto de campos ¢ () = {LpA (x) }, A =1,..., N, ede suas primeira e segunda derivadas
com respeito a coordenadas espago-temporais, dp () = {8Mg0A (2)}, 0% (z) = {0,0,0" (2)}, pv =
0,1,2,3 [2].

Seja L = L (go, 0, 02g0) a densidade Lagrangiana, que assumimos aqui, ndo depender explicita-

mente das coordenadas espaco-temporais. A correspondente acio funcional é definida por:

S ] :/d4a:[, (g0,8g0,82g0) :/d4x£. (B.1)
Q Q

Aqui, €2 € uma regido no espaco-tempo, em que os campos sio definidos. Supde-se que as funcdes
©* () (em toda regido (2) sdo continuas e com derivadas parciais continuas até a quarta ordem.

Consideremos agora as transformagdes infinitesimais das coordenadas:
Ty =z + 0Ty, (B.2)
e também dos campos:
5ot () = @™ (7) — ™ B.3
" (2) = @7 (T) — " (2), (B.3)
geradas por um grupo continuo de transformagdes G, com pardmetros constantes w”, k = 1,....r. A

transformagio §p” (x) em (B.3) é uma variagio total, i.e., na forma funcional e também no ponto; e

pode ser expressa em termos da variacdo da forma funcional dos campos como:

S () = ¢ (z) — ¢ (2), (B.4)

ao calcularmos:

P (%) = ¢ (a + 0x) = % () + 0,87 () 52# = §7 (2) + 9 [9” (2) + 0™ ()] 6a”

*A teoria aqui apresentada para teorias de segunda-ordem pode ser generalizada para ordens subsequentes
sem maiores dificuldades. Mais detalhes sobre o teorias de ordem-superior podem ser encontrados em [17] e
referéncias.
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o (&) — ¢ (2) = D™ (2) 02t + O (8%), (B.5)

e, assim, escrevemos:

5™ (2) = 5™ () + 0™ () 0. (B.6)
Agora, a variagdo da ac@o funcional Eq.(B.1) [57], devida s transformacdes (B.2) e (B.3), é escrita
como

55l =6 / d'zL = / 6 (d*z) .L4d'z (5L)] . (B.7)
Q Q

Temos que:

a- _ |0T| 4 4

'z = |—|dv=(1+0,((0z"))d" =,

x

logo:

§(d'z) = d's — d'z = 9, (02") d*=. (B.8)

também temos que:
6L =6L + 0, L.6x"

Da mesma forma a variacdo funcional £ possui a seguinte expressao:

AL, L oL

_ oL N
oL = + 6 (Oap™) + 5 (0057

T A
9 dp 5 (3a90‘4) 1) (8a65<p ) .

Através das seguintes propriedades: [0,,, 6] ¢ (z) = [0, (02*)] Dot (z) € [Dp, 8] ¢ (z) = 0, é possivel
escrever: or or or
_ 9 SoA s 95 5 (54— 95

577" * 5o ) F 550507

Entéo, integrando por partes, obtemos:

oL, oL oL,
0L = 9pa%% ~Oagig.ony0f +a°“<6<8aso/4>‘s“”)

oL 9a0p (™) .

R L or o
Oa g @aagery 0o (097) + 0a <8<aaaﬁsoA>aﬁ (¢ )> ’

0L, . 0L, owL
BT M IO e R

oL - 4 oL o 4 oL 5,4
0 (g7 =0 (45,5555 )+ (33,77 5 )
Encontrando, assim, a seguinte expressdo para a variagdo 0.L:

Cac -, oL oL
R T TC e KL IOy ®.9)

oL « oL < oL <
Oo | =00 ) — 95 [ 0z 007 Oo | =05 (601) ) .
e (") = (M, 5") 0 (5 52
Por fim, substituindo os resultados das Eqs.(B.8) e (B.9) em (B.7), obtemos:

St 4+ 0, L.02H

A "D (Dap?) (0a05p™)
4 0L s oA 0L a4
+ [l (gne) -2 (050,0m5¢')
oL .
+0a (Waﬁ (5 )) + 0, (de“)}. (B.10)
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As equacdes de movimento de Euler-Lagrange seguem do principio de Hamilton: §S = 0, sob as

condi¢des: dx = 0O e 5@A|GQ =0,¢e ScpA‘(m = 0, em que Jf) € um contorno de 2. Dessa forma,
encontramos: e or ar
—— = Oam——~ T+ 0O =——— =0. B.11
97~ 900 50,0507 (B0

O primeiro teorema de Noether segue de (B.10) sob a hipétese de que G seja um grupo de simetria
da acdo 65 [¢] = 0, i.e., quando o campo ¢* é solugdo da equacdo de Euler-Lagrange (B.11) [57].
Definindo, entdo, a quantidade:

ol oL - A) B < oL - A)
o = [ (gon®) -2 (955,005
oL - 4

e aplicando o teorema de Gauss:

G = —/dUHJM, (B.13)
em que o € uma superficie tipo-tempo e a quantidade J*:
oL - oL - oL -
Jh = =t 4205 ————— 00" — 9 <(5cpA> — LoxH.
9 (Oup™) 7 0(0u0507) " \0 (0,050

Ainda, com a identidade (B.6): ¢ (z) = dp” (z) + 0,9 (z) .0x#, podemos escrever a corrente J*

na seguinte forma:

oL oL oL
gno= 9k sAeg. 9 o4 g <5 A)
00,0 TP 0(0,050M) 7T T P8 (0,090
oL oL

oL
+8”A—286”A+8<8”A>—£W}6V
50,1 O ~ 255, 0,5m (000 + 0\ Ga,a,0m (0767 ) o |0

Enfim, definindo a quantidade: ©* = W (8” A) 28ﬁm (3V A)-i-a <(68‘9£LWA) (8V¢A)>_

LnH" | escrevemos a corrente J# convenientemente como:

oL oL oL
Jh= T 5o 1 920——= 54— 0 <5 A) + O ox,,. (B.14)
9 (Oup?) 4 7o (0u0594) v "\o (0u0p%%) v

Agora, particularizaremos a andlise da quantidade conservada GG para o caso do grupo de Poincaré:

dzt = wha” + a",
1
590A - 2 (Kaﬁ) waﬁ‘/)

A ~ e .
Em que as constantes (K aﬁ) 5 © Wap 80 anti-simétricas nos indices «, (. Desta forma, encontramos
para a Eq.(B.14), a seguinte expressao:

JH =SBy 5+ O S, (B.15)
Em que definimos a quantidade .S por:
oL oL 1 oL 1 A
paf —9 Z(KgeB Z(KgoB B
5 [3(%@"‘) a"(‘?(@ﬁas@f‘)} 2 ( ) 7"+ 0 <8(6u6090A) 2 ( >B¢ >

(1")4 (K“B)A .
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A partir da dltima definicdo ainda segue:
B A
s = 10 (K)o (0 (60) = (1) e
isto &, se multiplicarmos S**? por Wag:
B A
§1 = (1) (K“ﬁ) wap + (I)E (K™) [was = (17) (K")5 was,
e alterarmos « <> (8 no dltimo termo:
B
SHoBy g = ()4 (K“B) Wap + (1) <K5“> Wap — (1) (KW>A W

. . A
Também, utilizamos o fato de as constantes (K af ) 5

termos se cancelam e, assim, obtemos a definicdo inicial. Portanto, da expressao:

€ w,g serem anti-simétricas, ou seja, os dois ultimos

510 = (19 (7)o (5) (1) (mr)
A A B
e da anti-simetria de (K B ) determinamos que S**# ¢ anti-simétrico nos indices 11, o
Sreb — _gons, (B.16)
Agora, voltando para a expressao:
JH = —SHBy 5+ O 5z,
e utilizando o resultado: w,g = —0, (023) = 0 (92 ), encontramos:
Jh = SHBY, (635) + OMSx, = (OM — 0,8") 51, + D (S”a55x5>
— TH6x, + O, (Sﬂaﬁaxﬁ) , (B.17)
Entdo, substituindo a Eq.(B.17) em (B.13), temos:
G=-— / do, T" 5z, — / 40,00 ("6 . (B.18)

Porém, o ultimo termo é:

/U 40,00 (swﬁaxﬁ) - /(, do,, <S"0‘55$5) -
— % /H Aoy | (8797523 ) o+ (577525 ) |
_ % { / doy (57055 o+ / doa (S5, ,M]
- % { /: o, (877625 ) o — /: doo ((S77525) W] :

se calculado entre duas superficies tipo-tempo; com o auxilio do teorema de Gauss, pode ser escrito

como:

[~ L1255 = (s9950) ] = e [(585) = (5952 ] =0
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Concluimos, portanto, que a contribui¢do do termo: fg do;,0n (S rebB sy 5) ao gerador (5, é uma constante

que pode ser omitida [57]. Enfim, encontramos:
G=-— / do, T" éx,.
g
Ainda mais, com: dz# = whx” + a*, podemos escrevé-la como:
G = — / do, T" a, — / do,TH wyqx®
ag g

1
= — / do, 7" a, — - / doy, [TH x% = TH 2" | wyq
g 2 e

1
—a,P" — iwyaJ”a. (B.19)

Nas expressoes acima, a quantidade 7},,, € o tensor energia-momento:

oL oL oL

uy v A - v A v, A
T = (06 ey ~2 06 D 408 |06 5o

— Lt — 0, SH.
(B.20)

Que € simétrico: T+ = T"# e, também, possui divergéncia nula: 9, 7" = 0.
Agora, tomando o como uma superficie 20 = ¢t = constante, obtemos, da Eq.(B.19), as seguintes

expressoes para a fungdo Hamiltoniana:

He=P"= / d*zT%

oL oL oL
_ d3 |:80A_280A8+8|:80A:|_£:|
[ @) 5 20N B+ 0 | (0% G
oL oL AL oL
- [ ['A, — 200 =+ s — PO ()—L],
/ TP 004 T K (3050 N) T 00000 d) T P\ 9 (00000

([ A[PE Ly E (e N 4 or
Hc—/dl‘|:g0 |:8<,0A 28k8(808k<pf4) o 8(808090‘4) + @ a(aoaogOA) L|. (B.21)

E para o momento total:

oL oL oL A oL
_ 3 A . o
= /d ! [‘9’“0 [&pA 20 5 (@ohp®) (a(aoaow))] Ok a(aoaow)] - (B2

Em ambas as expressodes, o ponto indica a derivada parcial em relagcao a varidvel t.

As expressdes acima sugerem a seguinte definicao para os momentos candnicos generalizados:

oL oL oL
= 200 — _— B.23
™= g5~ 5~ (5w .
oL
=——. B.24
O = B e (B2
Destas definicdes, segue que H¢ e Py, podem ser escritas como:
A A
He = /d% [TrAgo +pap — E] , (B.25)
3 A LA
P, = d°x |TA0kp” + A0k | - (B.26)
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E sdo, nas defini¢des das Eqs.(B.23) e (B.25) que reside o principal conceito do estudo Hamiltoniano de
uma teoria de segunda-ordem. Na forma que surge, naturalmente, as definicdes dos momentos leva-nos
a interpretacao de que, realmente, temos um espaco de fase espandido, com varidveis independentes.

Em (B.19), também podemos definir o tensor de momento angular .J, g como:

Jag = /d3CC [T()axg - T(]ﬁ.fl;a] .

Cuja expressdo pode ser separada em duas componentes, J,3 = Lng + S, €m que:

Log = /d% [WA (:Ua%@A — wﬁaatpA) +¢a (:UaagapA B 3:,38;‘@)] ’ (B.27)

Sus = [ P [ma (Kup)h 7 + 04 (Kup) 7] (B.28)

Em que L,z é o momento angular orbital generalizado, enquanto S,z € interpretado como o momento
angular de spin.

Utilizando as defini¢des dos momentos generalizados das Eqs.(B.23) e (B.24), também pode-se
construir um formalismo Hamiltoniano em um espago de fase generalizado, estendido por varidveis
canonicamente independentes (¢, m4), (¢ =T, ¢4). O colchete de Poisson generalizado ¢ definido
por [58]:

SF 5G  5G OF SF §5G  6G OF
_ 3 o .
Gk = /d a”{[aw‘ SraA A (m] + [5PA 564  orA 5¢AH‘ (B.29)

Os colchetes de Poisson generalizados para as varidveis candnicas sdo:
{pa@), 7P ()} = 656 (@ —y)

{Ta(@), 0" ()} = 656® (x—y)

(B.30)

Também, pode-se mostrar, usando as relagdes Eq.(B.30), que os geradores P, e J,,, obedecem a dlgebra
do grupo de Poincaré, sob a operac@o dos colchetes de Poisson generalizados.
As equagdes de Euler-Lagrange (B.11) sdo equagdes diferenciais parciais de quarta-ordem e podem

ser escritas de uma forma geral:

HAB.QEB = Fa [907 8907 82Q07 8390] :

Na equagdo acima, os objetos:
82
Hap = —7—5
dyp Oyp

sdo os elementos da matriz Hessiana generalizada. Podemos, ainda, dizer que a Lagrangiana ¢ singular,

; (B.31)

Se:
det [Hap] =0, (B.32)

e regular nos demais casos.
Para sistemas singulares, também pode-se desenvolver um formalismo de Dirac generalizado, essen-
cialmente no mesmo padrdo que para Lagrangianas de primeira-ordem. Isto é, se a condic@o (B.32) é

satisfeita, temos a existéncia de vinculos que podem ser expressos como:

O, (¢, m T, ¢) ~ 0. (B.33)
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Em que =~ ¢ o simbolo de igualdade fraca, no sentido de Dirac.
A dinamica do sistema no espago de fase estendido pelas variaveis candnicas (goA, s A) e (FA, 10} A),
sujeita aos vinculos (B.33), pode ser analisada por uma teoria de Dirac generalizada para sistemas

vinculados. T

‘LSugerimos, para maiores detalhes, as referéncias [33, 59].
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Apéndice C

Auto-Energia do Elétron > no gauge de
Lorenz

Procuramos deixar claro no decorrer de toda esta tese, que a condi¢do de gauge de Lorenz general-
izada, (1 + CLQD) 0, A" = 0, € a correta para a Eletrodindmica de Podolsky, bem como a condi¢do de
Lorenz usual, 9, A" = 0, é para a teoria de Maxwell [17]. Contudo, embora a veracidade de tal condi¢ao
jéa tenha sido mostrada, ainda existem ddvidas em relacdo a esse ponto. A fim de elucidar ainda mais
essa caracteristica da Eletrodindmica de Podolsky, calcularemos aqui, portanto, a funcdo de auto-energia
do elétron no gauge de Lorenz usual; devemos, antes, calcular o propagador livre do féton, seguindo os

mesmos passos da subsecdo 3.2.1. Desta vez, trabalhando com a condi¢do 9, A* = 0, encontramos:

. kuk,] 1 kb, ] 1
iDyy (k) = [mw —(1-9 73 } =i [mw - ‘]::2} T (C.1)

a2

Agora, a fun¢do ¥ Eq.(3.67), no caso £ = 1, € escrita apenas como:

d S )
S (p) = i€2“4_d/ dfkdva [?%'2” B [7701/ - kal;”] : ! ] (p m) v ;
(&) " oLk — o [(p —k)* - mﬂ

e, podemos, novamente, decompor a expressdao completa de 3 (p) da seguinte forma:
W (p) = Sqep (0) + Spod (1) -

Em que:

dix 177 (ﬁ—Eer)%
2m)? k2 (0= k)? = m?]

Soep (p) = de?ut? / ( : (C2)

o [ dik Kkl 1 7 (B—k+m)
Y Pod (P) —ie?ptd / [nw— ] ( ) . (C.3)

d 2 1
(2m) k1R =5 [(p — k) - mg]
A contribuicdo g p (p) ja foi calculada e € dada pela Eq.(4.6):

al

YoEeDp (p) = Py (p—4m) + XQED Finite (P) (C4)
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com:

o
YQED Finite (D) = s P (v +1) —2m (2y +1)]
(C.5)
47 p?

o 1
+27r/0 dz[p(l—2)—2m]ln

m?z — (1 — 2) zp?

Em que ¢ = 4 — d € o parametro da regularizacdo dimensional. A contribuicdo de Podolsky ainda pode

ser escrita da seguinte maneira:
Spod (0) = 500 () + 28 (p). (C.6)
Com:

dik fy“(ﬁ—%—i—m)’yu 1

Shoa(p) = —ietut / , (C.7)
Pod o[-0 -m2| (=)
(2) _ooaq [ A% %@_Eer)E 1

L ] (o F GEa) “

Ainda, as equagdes (C.7) e (C.8) possuem as mesmas expressdes de (4.9) e (4.10), respectivamente,

exceto por um sinal de menos em (C.8). Dessa forma, entdo, temos os seguintes resultados:

1 al
g (p) = —5- o (P—dm)+ S00d pinite (D) (C.9)
em que:
(1) a
Y pod Finite (P) = ppe D(1+47) —2m (14 2v)]
" (C.10)
o [ m?z — (1 - =) (” — )
Py p(1—2z)—2m]l a?/ |.
+27r/0 dz[p( 2) m|In proy :
e
poa (P) = C9r e (m —p) + EPoaz Finite (P) » (C.11)
V(S
em que,:
2 Q 2 1
EED())dFim'te (p) = e [(74- 3) <'y+ 2) }
Lo / y) P+ m]p°y?
47T y)yp? — ym?2 — e L
2

AT
m? + x5 — (1 —y)yp?

~[2m = (1L 3y)pl1n | } . (C.12)

E, assim, determinamos a contribuicdo de Podolsky para a auto-energia do elétron, como sendo:

al al (1)

~ 1 2
Y Pod (p) Py (P —4m) — e (m — P) + EPod Finite (p) + EEng Finite (p) - (C.13)
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Das relagdes (C.4) e (C.13), encontramos, enfim, a expressao final da auto-energia do elétron na

condicdo de gauge de Lorenz na ordem-a, assim:

S0G) = Lot @-m - | (143 ) 5 (v ) m]

1 zm? — (1= z2)2p* + (1 - 2) %

«
— dz[(1—2z)p—2m]l
27 Jo 2[(1=2)p = 2m|In zm? — (1 — 2)2p?

1 1—=x o 2,2

1
+a dm/ dy[ [( y)f—l-mQ]py1
47 0 (1—yyp?* —m? — x5

ym? +x25 — (1 —y)yp?
472

+[2m — (1+3y)plIn } (C.14)

O que nos mostra que o uso (errébneo) da condi¢do de Lorenz na quantizagdo da Eletrodindmica de

Podolsky resulta em uma expressao divergente.
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Apéndice D
Parte do Vértice A\ no gauge de Lorenz

Como no Apéndice C, a fim de elucidar a questdo da escolha da condicdo de gauge, calcularemos,
aqui, a parte do vértice A*, no gauge de Lorenz usual. Assim, substituindo a expresséo (C.1) do propa-

gador livre do f6ton na Eq.(3.87) e trabalhando no caso £ = 1, encontramos:

A%k . P —k+m |0 keoks 1
A (' p) = —ie’ du/n( Y [Zég[nau e ] 1] o

o) (p — k)? — m? k2 — o)
p—7€\+m v .
X 5 Y.
(p— k)" —m?

Podemos decompor a expressdo de A* da mesma maneira que acontece com a equago (3.87). Assim, a

Eq.(D.1) divide-se em duas contribui¢des distintas:

AD (p,p) = Moy (9 0) + Ny (W,P) - (D.2)

Uma contribui¢do é proveniente da Q F Dy:

dk P—k+m p—k+m 1
AV ! o) = —ietute d/ o m —s D.3
oep (P1) H (27r)d7 (p/ikffmﬂ (p—k:)2—m2’y k2 ©-3)

e, a outra, do setor de Podolsky:

dk P—k+m P—k+m 1
AX /’ — 2 4—d/ e n B8
Pod (p p) 'LL (27_[_)ley (p/_k)Q_mQ/y (p_k)Q_mQ/y ]€2_a%2
kaok
. {naﬁ ol ] | (D.4)

Na contribui¢@o, ja regularizada, do setor da QE Dy (D.3), a parte do vértice é a mesma que (4.31) e é

escrita como:
al

AZ?ED (p’,p) = %;'}/M + AZ?ED Finite (p/’p) ’ (DS)
com Ajpp pinie (P, p) dado por:

! E xypm
AZ?ED Finite (p,’p) = 4/ /
(D.6)
+
2

M‘Q
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Em que E* & definido por (4.33) e A2 = m? (x +y) — ap* (1 — z) — yp'* (1 — y) + 2zyp.p’. Agora,
podemos escrever a contribui¢ao de Podolsky como

Aoy () = Neo) (1, p) + M) (9, p)

Pod (D.7)
com:
dk P —k+m P—k+m 1

Au( ) /’ eyt d/ a o , D.8

Pod (p p) 2 (27r)d’7 W - k)2 _ m2'7 (p— k)2 _ m27 2 ,%2 (D.3)
dk P—k+m p—k+m 1 kok
AP (o p) = —ie2pt—d / o i 8 o™ (D9
Pod (p p) H (27T)d7 (p' _ k)2 _ m27 (p _ ]{2)2 _ m27 K2 _ 5%2 L2 (D.9)
As equagdes (D.8) e (D.9) possuem as mesmas expressoes de (4.38)

e (4.39), respectivamente, exceto
por um sinal de menos em (C'.8). Dessa forma, obtemos os seguintes resultados

A!Ig(c}cg (p/’p) = 271'6 H+AP(ochzn7,te (p/’p)’

(D.10)
com:
AR Jp) = _a/dg B4 (p',p, 7, y)
Pod szte( ) 4 [ + %(1 _x_y)]
a 2 +7 A2+ L (1—z—y)
— dsl . D.11
+27T7 [ 2 / o 47T,u2 } ( )
) 1
o
A%’Q‘g (v'.p) = %ZW + Allégg Finite (0'sP) 5 (D.12)
com:
11—z 2
2) B o 2 —1—7 A a2 (1—x—1y)
AZOszmte (p,’p) - _% M / dl‘/ dyll’l 47ru

11—z l—z—y » 5> fon Bl
+OZ/ dﬂj‘/ dy/ dz 1 xayap7p)’7 ; 2(2$7y7pap)
7 Jo 0 0 [AZ + 2]

a 1 1—x l—x—y 1
+2 / du / dy / dore b
7™ Jo 0 0 [A2 + 2]

. L1
><|:21 (x7y7ﬁ7p) 7#_’_7#22 ($7y7ﬂ p) +7 2“(
1 ~

+5 (ﬁ—m)v“(p—m)}-

z,y,0,D)

(D.13)

Em que as fun¢des X1,X2 e X5 foram definidas em (4.54). Portanto, determinamos a contribui¢do de
Podolsky a parte do vértice como:

Al]éod (p,’p) A‘L]-f"(od) Flinite ( ) Ail;(od) Finite (p,’p) ’ (D14)
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Enfim, das relagdes (D.5) e (D.14), encontramos a expressdo final da parte do vértice na condi¢do de

gauge de Lorenz na ordem-a:

1 1 1—x
Ar) (p'.p) = av“—i-av“/ dac/ dyIn
0

1—x l—x—y » > PNEPN
+a/ dl’/ dy/ dz 1 l’,y’p,p)’y 2(2%3!71?,17)
™ Jo 0 0 [AQ—FG%Z}

1 11—z l—x—y
a 1
— d d dz———F—
+7T/0 x/o y/ ‘a2 L7

[21 (z,y,0,0) " + 32 (=, 9.7, p)+42 (z,y,0'.D)
1 R
5 (7 = m) " G- m) . (D.15)

O que nos mostra, como no caso da auto-energia do elétron, que o uso da condi¢do de Lorenz na

quantizacdo da eletrodinamica de Podolsky leva a uma expressdo divergente.

104



Apéndice E
Parte do Vértice na camada de massa

Apresentaremos, neste apéndice, o cdlculo explicito de um passo importante do desenvolvimento
do Capitulo 5, que foi o célculo da parte do vértice A* na camada de massa e, também, contraido
com os espinores de Dirac, para posterior separacdo dos termos em seus respectivos fatores de forma.

Procederemos, agora, com o cdlculo necessério.
Temos que a expressdo calculada anteriormente, na se¢do 4.1.2, na ordem-c«, a parte do vértice A#

(4.64) é

11—z 1 1
Au(l) / d / —
AZ_'_L 11—z AZ 1— 11—
Jrza,y#/d{ln a?® / dx/ dyIn “2( r=Y)
s

A2+ L (1—z—y) A2
+2C;_/d£|:21 (xayaﬁvﬁ)7u+7u22 (xvyaﬁvﬁ) —125 (x7y7]/5,ap) +§(ﬁ,_m) ,}/M(p_m):|

1 N

1 1
Az-l—a%(l—x—y)_AQ-i-a%z

1 1
— . E.1
PRI wmx] =

+% /d‘gzl ($7y71/5/7ﬁ) 7“22 (wayvﬁvﬁ)

Em que as fungdes 1,32, 35, B e A foram definidas da seguinte maneira:

P (x,y,ﬁ,ﬁ) = [(1—x)ﬁ—yp +m] (2P + yp) (E3)
34 (2,y,0,0) = 4[(1—y)p7 —xp7] [(1 — ) pe — ypl,] V" (E-4)

~

29" [(1=y)p' —2p] (p—m) =2 —m) [(1 —x)p—yp'] "

Com a funcao = definida por:

[
I

oM — I, (E.5)
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e essas outras duas fungdes sdo dadas por:

M" (p,p,xy) = [(1—y)p —ap—m]y" [(1 —2)p—yp — m] (E.6)
0 (z,y,0,p) = 4[(1—y)p7 —ap”] [(1 = 2) po — ypy| 7"
—2[1—y)p —ap—m] [(1—2)p—yp'| "
2" [(1=y)p —=p] (1 —2)p—yp —m] (E.7)
(&
A% = 2zyp.p' +m® (v +y) —ap® (1 —z) —yp? (1 - y). (E.8)

Assim, a partir da equagdo (F.1) calcularemos o elemento de matriz @(p')A(p, p’)u(p) na camada de
massa p? = (p’)? = m?. Uma consequéncia direta do fato anterior é que podemos reescrever a expressio
(E.8) de A como:

A% =2zypp +m? (22 + 7). (E.9)

Para o célculo de cada uma das quantidades definidas acima (as quais dependem dos momentos p e p'),

utilizaremos os seguintes resultados:

a(p")p' = mu(p’), pu(p) = mu(p) (E.10)
c
2p.p' =p® + (p)* +2pp — p* — (p)? =2m* — (p/ — p)* = 2m* — ¢*, (E.11)
com: ¢ = p’ — p. Logo, obtemos:
A? = —ayg® +m? (2% +y? + 22y) = —ayg® +m? (z +y)*. (E.12)

Outra importante propriedade € a identidade de Gordon [24]:
2(p+p)" = Amyt — g [v", 1), (E.13)
Durante os célculos que seguirdo, duas propriedade das matrizes-7 serdo muito utilizadas; as definiremos
aqui:
Pyt = 2pp! — pyMp = 20" — 20D + AP = 1P, (E.14)
e também:
B = (@) (E.15)

Procedendo, agora, com os célculos explicitos dos termos da Eq.(E.1). Primeiro:

a(p’) [2M* (p',p,z,y) —TI* (p, p,z,y) ] u(p) (E.16)
= 2a(p))M* (p',p, z,y) u(p) — a(p)II* (¢, p, z,y) u(p).

u(p' )= (p',p, x,y) u(p)

Calcularemos cada um dos termos acima separadamente:

u(p \M* (p,p,x,y) u(p) = a(p’) (1 —y) P’ —xp—m| 4" [(1 — 2) p — yD' — m] u(p)
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() [(A—y)m —axp—m]y* [(1 —z)m —yp' — m]]u(p)
() [=ym — zp] 4" [—am — yp'] u(p)
= a(p’) [mleﬂu + my*y*p + matpyt + xyﬁ'y“ﬁ’] u(p)
(r')
(p')

[
=

) [mPayy™ + 2my® ()" — my Dy + 2ma’pt — maPy P+ 2ayp'p" — yy'pp’| u(p)
= 4 [m%y'y“ + 2my? (pH* — m2y 'y“ + 2ma’pt — m2x2'y“ + 2maypt
—2zyp.p'y* + zyy"p’ p] u(p),
= a(p) [m2v (zy — y* — &) + 2my* (P )" + 2map! + 2mayp” — zy(2m* — ¢°)y*
+2may(p) — mayp 7“} u(p).
Em que usamos os resultados Eqs.(E£.10) e (E.11). Ainda, segue:
= a(p) [mQV“ (zy — y* — 2° = 2zy) + 2my* (P )" + 2ma’p! + 2mayp” + zyq®y"
+2may (P )" — m%yv“} u(p),
= a(p) [-m*y*(y° + 2 + 2zy) + 2my* (P + 2ma’pH + 2mayp” + wyg®y* + 2may(p)*] u(p)
= a(p)) [-m*y" (v + 2* + 22y) + 2my(z + ) D) + 2yg*y* + 2ma(z + y)p"] u(p)
= alp)| = mA (P + 2% + 2y) + my(@ + ) (4my” - 29" — @177
+ayq®y* + 2ma(x + y)p“} u(p).
Usamos a identidade (F.13) nos cdlculos acima. Disso, obtemos:
a(p \M* (p',p,z,y) ulp) = a(p’) { —m2 (x4 y)? — dy(z +v)) (E.17)
tmy(z + yau [y, 7]+ 2y + 2mle — y)(@ + y)p*|u(p).

Agora:

u(p I (', p,,y) u(p) = 4u(p’) [(1—y)p' xp"] (1 - 2) po — ypl,] ¥ u(p)

= 4a(p)) [(1—2)1 = y)pp’ + zypp — 2(1 — 2)p” — y(1 — y)(')*] v"u(p)
—2u(p') [(1 —y)m —xp —m] [(1 —2) p — yp'| Y"u(p)
—2u(p )V [(1 = y)p' — 2p] [(1 — ) m — yp' — m] u(p),
= da(p) (1 —z—y+2ay)pp —m*(xz —2* +y—y°)] u(p)
—2u(p’) [~ym — xp] [(1 — 2) p — yp'] v*u(p) — 2a(P )" [(1 = y) P’ — xp] [—2m — yp'] u(p),

2
= 4du(p) m2(1—w—y+2xy)—(1—x—y+2wy)5+m2(—x+w2—y+y2) Vu(p)

[my(1 — 2)p — my®p’ + z(1 — 2)p* — zypp’] v"u(p)

j28)
+2u(p )" [ma(1 = y)p' + y(1 = y)()* — ma®p — zypp’| u(p).
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Em que usamos, novamente, os resultados Eqs.(£.10) e (E.11). Logo, segue:

2
= da(p) [mz(l—x—y—Fwa—x—l—mz—y+y2)—(1—:r—y+2:vy)qz v u(p)

+2u(p’) [2my(1 — 2)p" — my(1 — 2)7"p — mPyP*y# + z(1 — 2)y"p*
—2zyp.p'y* + zyp’ ﬁﬂ u(p)
+2u(p') [27”%‘(1 —y) ()" —mz(1 — )Py + y(1 —y)(H)** — mPa*y*

—2zyp.p' " + zyy'p’ 13} u(p),

= du(p) [mz(l —z—y)’—(1-—z—y+ Qxy)q;] Y u(p)
+2a(p’) [2my(1 —z)p" —mPy(1 — )" — m*yP* "+ mPr(l — x)y" — 2mPayy”
+zyg*yH* + 2maypt — mxy*y“ﬁ} u(p)
+2u(p’) [2%‘(1 =) @) = m’z(1 — y)y* + mPy(1 — y)y* — m*z*y* — 2mPayy*

+zyg*y* + 2may(p' )" — mayp’ ’y”} u(p),

= 2u(p)) 2m°(1 — 2 —y)* — (1 —z — y + 229)¢*] Y u(p)

+2a(p") [me(l —2)p" — m?y(1 — 2)9" — m* P’y 4+ mPz(1 — )y — 2miayyH
+zyg* " + 2maypt — m2xy7“] u(p)
+2u(p’) [Qmw(l —y) ()" = mPz(1 =y + mPy(L — y)y* — mPaF — 2mPayyt + ayg*yH

+2may(p') — miayr* | u(p),

= 2u(p)) [2m*(1 —z —y)* — (1 — 2 — y + 22y)¢*] ¥"u(p)
+2u(p)) [2myp" — mPyy" — mPyP A+ mPa(l — 2y + 2y — 2mPayyt] u(p)
+2a(p') [2ma(p ) — m*zy* + mPy(1 — y)y* + zyg*y* — mPa* " — 2mPzyy” ] u(p),

= 2a(p') 2m*(1 -z —y)? — (1 — = — y + 229)¢*] ¥"'u(p)
+2u(p) [mep“ —2m2yP Ayt — 2mP Pt 4 2ay Pyt — 4m2:cy'y“] u(p)
+2a(p’) [ma(4mat = 2p* — qu[v", 7)) u(p).
Aqui, usamos a identidade (E.13) para, assim, obtermos:

= da(p') [m*(1 — z —y)*] v u(p) + 2u(p’) [4m>zy" — maq, [y, 4] u(p)
+2u(p') [2m(y — 2)p! — 2m*(y° + 2° + 2xy)y* + 2xyq®y* — (1 — 2 — y + 229)¢*+"] u(p)

a(p) I (p’,p, x, y) u(lp) = 4du(p) [mz(l — T — y)2 — m2(x +9)%+ Qx] yu(p) (E.18)
+2u(p') [2m(y — 2)p" — mag, [V, 4" — (1 =z — y)*+*] u(p).
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Logo, a partir dos resultados (E.17) e (E.18), escrevemos a equ¢do (E£.16) como:

u(p)E (', p 2, y) u(p) = ¢* 2(1 — & — y) + 2xy] u(p' )y u(p)
+2m?a(p’) [—(x + ) +4y(z+y)— 200 —z —y)? +2(x +y)% - 43:] Y u(p)
+4ma(p') [(x — y)(z +y) — (y — @) P ulp) — 2ma(p) [y(x + y) — 2] @[y, ¥*]u(p),

a(p)B* (p',p, 2, y) u(p) = 2¢* [1 — 2 — y + zy a(p')v"u(p)
+4mu(p') [(z — )1 + = + y)p" ulp) — 2ma(p’) [zy + v* — 2] [y, 7*]u(p) (E.19)
+2mu(p’) [Ay(z +y) — 2(1 — 2 — y)* + (x +y)* — 4a] v u(p).

Todavia, ainda, é possivel mostrar que o segundo termo da expressao (£.19) (proporcional a p,,) é nulo.
Para isso, efetuaremos as integrais dos parametros de Feynman. Tomando a expressdo completa, a partir

de (E.1), temos:
1 1—x
/dx/ dyB* (p',p,z,y)
0 0

com: A? = m?(x+y)? —2yq?. Dessa forma, reescrevendo a expressdo acima, mas considerando apenas

! b
A2+ L (l—z—y) A2

)

o termo de nosso interesse:

1 11—z 1 1
d:v/ dy(x — y)p* — ;
/0 , Wl [mQ(Hy)2 —ay? + g (L—z—y) m(z+y)® —ayg’

podemos, ainda, reescrever as integrais na seguinte forma:

m?(x+y)? —wy? + 5 (L—x—y) m*(z+y)*—aye

/dxdydzé(l—x—y—z)(a:—y)p“ [ ! - ! ] :

Devido ao fato de o numerador ser anti-simétrico nas varidveis de integracao x e y, e de o denominador
ser simétrico, o termo em questdo é nulo. Portanto, é suficiente considerarmos, na Eq.(FE.19), apenas o

primeiro e o terceiro termos. Consequentemente, reescrevemos tal expressao como:

u(p)B* (0 p,zy)ulp) = 2m*u(p) [(z + y)(x + 5y) — 2(1 —  — y)* — 4z] v*u(p)
—2mai(p) [wy +y? = x] @Y, Y u(p) (E.20)
+u(p')2[1 =z — y + zy] ¢y u(p).

Agora, calculando o préximo termo de (£.1):

u(p") 21 (z,y.7,0) Yulp) = ﬂ(p’)[(ﬂffo”r yp') (1 —y) P — ap+m] :V“U(p) (E.21)

:’Y“U(P),

= a(p) | @+ my) (1= 9) 5 — o5+ m]

= @) [e(1 = )5 — 22(B)* + map + my(1 — y)§ — mayp+ my] 1 u(p)
= a(p') [237(1 —yp o' — (1 =)y — 24P + 2map” — mayp

+m?y(1 — y)v* — 2mayp” + mayy"p + m>yy* | u(p),
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= a(p) [2m29«“(1 — )" — z(1 = y)g?y* — 2ma(l — y)p" + ma(l — y)y"p — m z?y*
+2map” — mPzy* + mPy(1 — y)y* — 2mayp! + mPryyt + mva“} u(p)

= u(p) [mey“ (22 — 22y + o — 2y — P—z4y—y +ay+ y) —x(1— y)q%“}u(p).

Logo:
u(p) 21 (z,y,0,p) Y'ulp) = up) [m%“ (22 — 2® + 2y — 22y — y°) — (1 - y)qZ'V“}U(p)
= (M@ +y)2—z—y) —z(1—y)¢*) ulp )V ulp). (E.22)
Calculando agora:
WP Ss (2,5 5) ulp) = alp)" | [(L=2)p—vi +m] w5+ ) |ulp)  (E23)
= a( [ [(1 = 2) 5~ vi +m] (em -+ o7) Ju(p)

Fazendo uso da algebra das matrizes-+, obtemos:

()" [mPa(1 = @) = mayp’ +m2e +y(1 - 2)5p' — y* (D) + myd | u(p)

Il
|

= a(p’) [me(l — )" = 2may (P )" + mayp'y* + miayt + 2y(1 — x)yHpp’
—y(1 — 2)VD'D — 2 (7)*4* + 2my(¥)* — myp'+v* | u(p)
= a(p’) [mQ:E(l — )" = 2may ()" + mPryyt + mPey” + 2mPy(1 — 2)y — y(1 — z)g*A*
—2my(1 — 2)(p")* + my(1 — 2)p'+v" — m*y*+* + 2my(p' )" — m2y’y“} u(p).
E, ap6s cancelamentos entre alguns termos, encontramos:
= u(p') [m2v“ (z—a®+2+2y—22y+ay+y—ay—y*—y) —y(l - 96)6127“]U(p),
= u(p') [WZW” (22 — 2% 4+ 2y — 22y — y?) —y(1 — I)q2v“} u(p).
Por fim, obtemos:
a(p )2 (z,y,7,0) ulp) = [m*(x +y)(2 — 2 —y) — y(1 — z)¢*] a(p' )y u(p). (E.24)

Calculamos, agora, o termo:

(@)= (09,5, 5) ulp) = a®)|4[(1—y)p” —2p7] [(1 = @) po — ypb] | ulp)
—2a(p )" [(1 — y) P — xp] (P — m) u(p)
—2u(p') (p' —m) [(1 — =) p — yp'] v*u(p),

os dois dltimos termos sdo nulos, basta que utilizemos as equagdes (F£.10). Dessa forma, ficamos so-

mente com:

= da(p’) [p-p’[(l —z)(1—y) +ay] —x(l—2)p* —y(1 - y)(p’)ﬂ Yu(p)

= 2ﬂ(p’)[2m2[1+:Uy—x—y+xy—x+:v2 —y+ vy’ — (L + 22y — x — y) |7 u(p),
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= 4a(pf) [m?[1 + 2ay — 20— 2y + 2 + 2|y u(p) - 20(0') [P(1 + 20y — = — y)| P u(p).
Que, ainda, pode ser escrita como:

u(p' )24 (z,y,9,0) ulp) = (4m*(1 — z — y)* — 2¢*(1 + 2zy — x — y)) u(p' )Y u(p).  (E.25)

Com:
(1—z—19)*=142zy — 2z — 2y + 2° + 9°. (E.26)
Calculamos, por dltimo:
u(p) 21y Seu(p) = u(p') (zp+yp') (1 —y) D —xp+m] " [(1 —2)p — yp +m] (2p + yp') u(p)
= a(p) (@p+my) [1—y) P —ap+m]+* [(1—z)p—yp +m] (mz+yp') u(p)

Multiplicando os termos, obtemos:
= a(p) [¢(1 —y)pp’ — «*p* +map +my(1 — y)p' — mayp +my] 4"
X [mx(l —2)p+y(1l — 2)pp — mayp — > (7)) + miz + myﬁ’] u(p),
= a(p) [296(1 —yYp 'y — a1 =)Dy — a*yMB° + 2map! — mayp 4+ mPy(1 -yt
—2mayp” + mayy"p + miyyH
x [mPz(l — ) +2y(1 — 2)p.p’ —y(L — 2)p'p+my(L — )’ — y*(F')* + m*z] u(p).
Agora, fazendo uso do resultado (E.11), encontramos:
= a(p) {2m2x(1 — )7 — Pa(l — y)y* — mx(1 — y)py* — 229p° + 2ma(1 — y)pH

—ma(l — y)y"p+ m’y(2 — y)ﬂ
X [m2$(2 - IE) +2mPy(1—2) — ¢*y(1 — 2) —y(1 — 2)p’ (p — m) — y*(7')*] u(p)

—mx(1 —y)pa{y®, 7"} + 2ma(l —y)p }

= a(@)[2me(1 -y - P2l =y + My -y - 2P
(
x [m?z(2 — 2) + 2m*y(1 — 2) — ¢*y(1 — 2) = y*(7)*] u(p),

2, p=2

= a(p’) [2m2w(1 — )" — (1 — Yy +mPy(2 — y)y* — 2*"p

—2mzx(1 — y)p* + 2ma(1 — y)p"}

x [m?x(2 — ) + 2mPy(1 — ) — ¢*y(1 — x) — y*(7')*] u(p)
= a(p) [m* (2 — 22y + 2y — y* V" — 2*"D” — (1 — y)y*

x [m? (22 — 2% + 2y — 2zy) — ¢Py(1 — 2) — *(7)?] u(p).

]

Multiplicando os termos:

= u(p) [m4(2x —2zy + 2y — y*) (27 — 2* + 2y — 2zy)7" — m*y* (22 — 22y + 2y — Y)Y (D)
—m?2?(2z — 2% + 2y — 2xy)y"P? + 2y} PP (P)? |u(p)
—@*z(1 — y)u(p )" [m?*(2z — 2 + 2y — 22y) — ¢*y(1 — z) — y*(7)*] u(p)

—¢*y(1 — z)u(p') [m?*(2z — 22y + 2y — y*)v* — 2°4#p* — ¢z (1 — y)v*] u(p)
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= a(p) [m4(2w — 2zy + 2y — y°) (2w — &® + 2y — 2uy)y* — mPy? (2w — 2y + 2y — ) (D)
—m*a? (2 — 2® + 2y — 2xy)V* + 2Py PAD) }U(p)
—2(1 —y) [m*(2z — 2° + 2y — 22y — y*) — ¢*y(1 — z)] u(p' )" u(p)
—¢?y(1 — x) [m*(2z — 2zy + 2y — y* — 2%) — ¢*=(1 — y)| a(p )Y *u(p),
= a(p) {m4(2x —2zy + 2y — 1) (22 — 2 + 2y — 22y)y* — my? (2 — 22y + 2y — Y)W
—m*2?(2z — 2 + 2y — 2wy)y* + 2P AP )2} u(p)
—¢*m? [x(1 — y) +y(1 — 2)] (22 — 22y + 2y —y* — 2*)a(p' ) u(p) (E.27)
+2¢ zy (1 — z) (1 —y) a(p' )y u(p).
E, do resultado anterior: 2z — 22y + 2y — 3% — 22 =1— (1 — 2 — y)2. Resta-nos, assim, calcularmos
apenas o quarto termo da expressdo acima:
u(p )y o’ (@) ulp) = alp)V'p (2p.p’ — D) Pulp) = 2p.p'ulp’ )7*pp'ulp) — u(p')y" PP pP u(p)
= 2ppu (p’) (2p-p" = P'D) ulp) — a(' )V (2p.0" — 5'P) (2p-0" — P'D) u(p)
Py u(p) - PV’ pulp) — (2p.p")*u(p’ )y u(p)
)7 1’5' pu(p) + 2p.p'u(p" )y p'pu(p) — u(p" )y pp'pu(p)
p

= 2mp.p'u(p')y"Pu(p) + mu(p )y 5D’ pulp)
= mzﬂ(p ) M55 u(p) = m*a(p )PPy u(p) = mra(p )y u(p). (E.28)
Portanto, substituindo o resultado (£.28) na equagdo (£.27), obtemos:

= mha(p)| (22 — 20y + 2y — y?)(22 — 2 + 2y — 2ay) — ¥ (20 — 2wy + 2y — 1)

2?2 — 4 2y — 2uy) + 2%y |u(p)

—*m? [e(1—y) +y(1 = )] (1= (1= 2= )*) @)y u(p) + 24" [z (1 - 2) (1 = )] a7 u(p),
= mha(p)| (20 - 2ay + 2y)(20 — 2 + 2y — 2ay) — y? (20 — 2% + 2y — 2wy) - y* (20 — 20y + 2y)

+yt — 2% (22 + 2y — 2azy) + 2 + x%ﬂ v u(p)

—*m? [o(1 = y) +y(1 - 2)] (1= (1 =2 = )°) @@ ulp) + 26" [y (1= ) (1= y)] @)y u(p).
= mha(p)| (20 - 20y + 2) (20 — 2 + 2y — 20y — ¥ — 2%) — Y2 (20 + 2y — 2ay)

+a?y? gt ot P u) - P (- )+ y(1 - @) (1= (-2 = )%) @) u(p)

+2q" [oy (1 — =) (1 — )] a(p)7"u(p),
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= mta(p )[2x—21:y+2y)(2x—3: +2y— 22y —y* —y —33)+21:2y2+y4+$4]’y“u(p)

1= y) 4y =) (1= (1= 2 = 9)%) @)y ulp) + 2" [zy (1 - 2) (1= y)] @) u(p),
2z — 2zy + 2y) (2x — 22° + 2y — 2zy — 2y%) + 22%y% + y* + 2] YFu(p)
—q2m2 (21 =) +y(1—2)] (1= (1= 2 = 9)?) @) "ulp) + 26 [y (1 - 2) (1 = )] 607 u(p).
= m'a(p)) [4e — 2y +y)(z(1 —y) — 2% + y(1 — y)) + 22°y* + y* + 2] 7" u(p)
—¢*m? [x(1 —y) + y(1 — )] (1 —(1-z- y)Q) a(p' ) ulp) + 24" [ay (1 — ) (1 = y)l a(p' )y u(p),
4

= mta) [4(z — 2y +y)((@ +y) (1 —y) —27) + 22" + " + 7] 7"u(p)
—*m? [e(1—y) +y(1 = )] (1= (1= 2= )*) @)y u(p) + 24" [zy (1 - 2) (1 = )] @)1 u(p).

(
(
(
(

Dessa forma, determinamos a expressao do tltimo termo:

a(p)Eay Baup) = m'a@) [4(z —zy +y)((z +y)(1 —y) — 2°) + (@ + v*)*] vulp)
—*m?[a(l—y) +y(L - )] (1 - (1 =2 —y)*) alp)"u(p)
+2¢ [zy (1 — ) (1 = y)] a(p)y"u(p). (E.29)

Como ja calculamos todos os termos de %(p')A*(M) (p, p) u(p), o que nos resta fazer, agora, é calcular-
mos as integrais. Contudo, para evitar carregar a notacdo omitiremos os espinores u e u (ficando eles
subentendidos nos cdlculos seguintes). Escrevemos, portanto, A*(V) (¢2) Eq.(E.1) (m% = a~2), como:

1 1-a 2 2 (1 _ 2 2
= av“/ dﬂc/ dyIn ATtmpd—a y)‘+30‘7M/d§1n‘A2 A% +mpz ‘

A’ m3 (1 —z —y)
1-z
+4O;r dm/ dy 2m Y ((z +y)(z + 5y) — 2(1 — 2 — y)* — 4z)

, 1
—2may [, "] (zy +y* — 7) + 2¢° [1—95_““33/” [AQ AT m2 (1—x—y)}
P

byt [ de[m?a )2~ 2~ ) 21~y + mPa )2~ 2 —y) ~y(1 - 2)g°

1 1 1 1
_Z4m2(1 —r—y)f Z2q2(1 2wy — o= y)} [AQ +m%(1—z—y) Az mfgz]
bt [ de[m! [4o — oy + 5)((@+ (1= 9) — 2 + (@ + o)

—¢'m?[a(l—y) +y(1—2) (1- (1 —2—9)) + 2 oy 1 —2) (1 )] |

X

2 2 1 2 A2 1 2 2]; (E.30)
AT mi(-o-y)]  [A2+m]
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1 1—x 2 2
Q@ A+ms(l—xz—vy
AR (qQ) _ 27r,yu/0 dx/o dyln P(2 )’

3 A? +m%z
+7“/d§ln‘ ‘
27 A2+mi(1—z—vy)

a 1 1-z ,
+47T/0 dZL'/O dy [2m27 ((IL‘ + y)(‘f + 53/) - 2(1 — T — y)2 — 4;13)

1 1

—2mq, [y, "] (zy +y° — z) +2¢* [1 — 2 — y + xy 7“} [
am2

2

A2 A2y mE(1—x—y)

+ 5 [de 2@t )2 - o - )~ (L= o= ) + 5 (L= 32— 3y +6ay)

1 1
x [A2+m2p(1xy) B A2+m§az]
sn [ de[m! [4e — oy + )@ + )1~ 9) ~ ) + (@ + 7]

—*m? o1 —y) +y(1 = )] (1= Q=2 =) +2¢" ey (1 =) (1 = )] |

2 : 2 ! 5 2]' (E.31)
[A2+m% (1 -z —y)] [A% + m%z]

_l’_

X

E, com o auxilio de: o = 5[y*,~"] e algumas simples mudangas de varidveis, podemos escrever
A (g?), como:
iqy

A (¢7) =Py () + o "o E (¢F) (E:32)
m
em que a expressao explicita dos fatores de forma é:
9 1 11—z
B() = amQ/ d:c/ dy (zy +y* — )
n 0 0
1 1
X (E.33)

[—q%y +m2(@+y2+mb(I—z—y) —¢Poy+mi(z+y)
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-z 2 2 2 2
+m(z+y)*+mp(l—z—y)
1 (g ) ! v y —q2zy + m2(x + y)?

_|_(£_1)3a/d£1n‘ qu+m (:Eer) +TnPZ

~ Py (e
+§3a/d§1n

—¢*zy +m?(z +y)? + miz ‘
a 1-x
+— d:n/ dy ( 2m (z+y)(z+5y) —2(1 —z — y)? —4x)+2q [1—2—y+ay))

—Pry+m?(z+y)2+mh(1—z—y)
47

1 1
X J—
{—q2$y+m2(w+y)2 —qz:vy+m2(w+y)2+m?>(1—w—y)]

2
Lom dg(<x+y><2—x—y>—<1—x—y>2+Qjﬂqzu—sx—swaxy))

27r

1 1
X -1 —
[@ ) [—q%y +m?(z+y)?  —@ay+m?(z+y)?+ m%gz]

1 1
e [—q%y+m2<m+y)2 +mi(1l—z—y) —q’xy+m?(z+y)? +m?az}
o [ de(m® (4w —ay + ) (@ +p) (A - y) —2%) + @7 + 7))

—*m? [e(1—y) +y(1—2)] (1= (L =2 —)°) +2¢ ey 1 =) (1 = )] )

x [(5 1) [ 1 - 1 ]
[~y +m2(x+ )% [—q2ey + mA(x + y)? + mbz]’
1 1

[—q2zy +m2(z 4+ y)2 +m2 (1—z—y)]>  [~ay+m2(x + )2 + m2]

+&

. ] .(E.34)
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