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Resumo

Apresentamos nesta tese a quantização completa da Eletrodinâmica Generalizada através

da abordagem de integração funcional. Para este objetivo, primeiro estudamos a estrutura

Hamiltoniana da teoria seguindo a metodologia de Dirac e, então, através do procedimento

de Faddeev-Senjanovic obtemos a amplitude de transição. A partir deste objeto obtemos as

equações de Schwinger-Dyson-Fradkin na escolha correta da condição de gauge e bem como

as identidades de Ward-Fradkin-Takahashi. Ainda na parte estrutural, também aplicamos o pro-

grama de renormalização para a teoria. Em seguida, apresentamos o cálculo explı́cito de todas

as funções de Green na aproximação de 1-loop e uma discussão sobre os resultados obtidos. Por

fim, apresentamos a análise das correções da GQED4: o cálculo explı́cito dos contra-termos, o

espalhamento de Coulomb e a constante de acoplamento efetiva; e a contribuição ao momento

magnético do elétron foi igualmente analisada. Ademais, através do resultado do último ponto,

utilizamos um dado experimental, a fim de limitar os possı́veis valores do parâmetro livre de

Podolsky mP .

Palavras Chaves: Quantização; teorias de campos de ordem-superior; sistemas vinculados;

renormalizabilidade.

Áreas do conhecimento: Teoria de Campos.
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Abstract

It is presented in this thesis a complete quantization of the Generalized Electrodynamics

through the path-integral approach. To this goal, we first study the Hamiltonian structure of

the system following Dirac’s methodology and, then, through the Faddeev-Senjanovic proce-

dure we therefore obtain the transition amplitude. The Schwinger-Dyson-Fradkin equations in

the correct gauge-fixing and also the Ward-Fradkin-Takahashi identities are both obtained by

functional methods. Next, an explicit calculation of all Green’s functions at 1-loop approxima-

tion and a proper discussion about the results are presented. Afterwards, it is also presented an

analysis of the corrections of renormalized GQED4: the explicit evaluation of counter-terms;

the Coulomb scattering and the running coupling constant; and also the contribution to the elec-

tron’s anomalous magnetic moment. Furthermore, into the last point result, we use experimental

data to set boundaries over the Podolsky’s parameter mP .

Keywords: Quantization; higher-order field theories; constrained systems; renormalizability.

Knowledge Field: Field theory.
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5.1 Constantes de Renormalização e comportamento IR . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.1.1 Constante de renormalização Z3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.1.2 Constante de renormalização Z2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5.1.3 Constante de renormalização Z0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.1.4 Constante de renormalização Z1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.2 Acoplamento Efetivo da GQED4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Capı́tulo 1

Introdução

A Mecânica Quântica é uma teoria consistente que descreve bem uma grande parte da fı́sica,

em particular: a fı́sica atômica e a molecular. No entanto, ela despreza os efeitos da relatividade

especial e ignora a natureza quântica dos campos de força, especialmente a do campo eletro-

magnético. Ainda, o número de partı́culas possui um papel distinto na Mecânica Quântica,

de forma que processos de multi-partı́culas e também processos com criação e aniquilação de

partı́culas não são facilmente descritos. Cada um desses pontos de vista (e outros mais) levaram

a uma extensão do quadro da mecânica quântica que é conhecida como Teoria Quântica de

Campos. O conceito de Teoria Quântica de Campos foi desenvolvido imediatamente após a

invenção da Mecânica Quântica durante os anos de 1925-29 por Heisenberg, Jordan, Pauli e

Dirac. Ademais, através da teoria de perturbação em primeira-ordem eles foram capazes de ex-

plicar a emissão espontânea de radiação eletromagnética e o efeito Compton. Porém, a definição

de uma série perturbativa foi dada apenas em 1947-49 por Tomonaga, Schwinger, Feynman e

Dyson através do processo de renormalização. No caso da Eletrodinâmica Quântica (QED4),

as correções calculadas concordam, em notável precisão com os valores medidos experimental-

mente. Um exemplo impressionante desses feitos é o momento magnético do elétron.

Entretanto, apesar de seu grande sucesso, a Teoria Quântica de Campos ainda não possui o

status de uma teoria consistente. A sua comparação com experimentos baseia-se tipicamente

em considerações heurı́sticas cuja confiabilidade é difı́cil de julgar. Porém, existem exceções,

como os importantes resultados estruturais da conexão spin-estatı́stica e do teorema CPT , que

são derivados somente a partir de propriedades fundamentais da teoria.

Embora a Teoria Quântica de Campos apresente tais problemas formais, acredita-se que

nenhum dos modelos conhecidos seja fundamental, i.e., sejam válidos em todas as escalas de

energia ∗. Seguindo essa linha de pensamento, foi desenvolvido ao longo dos anos a ideia de

∗Normalmente, um problema fı́sico envolve uma grande gama de escalas de energia; o que nos permite estudar

a dinâmica à baixas-energias, independentemente dos detalhes das interações à altas-energias. A ideia principal

é a de identificar aqueles parâmetros que são grandes (pequenos) quando comparados com a escala de energia

relevante do sistema fı́sico e, então, tomá-los a infinito (zero). Isso fornece uma aproximação sensı́vel ao problema,

que sempre pode ser melhorada ao levar em conta as correções induzidas pelas escalas de energias neglenciadas
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que as teorias efetivas [1] são as ferramentas teóricas apropriadas para descrever a fı́sica de

baixas-energias; essa ideia foi fortalecida pelo sucesso de modelos de Teoria de Campos como

a QED4, o Modelo Padrão e a QCD4. Dentro desse conjunto de teorias efetivas, existe um

importante ramo que é o de Lagrangianas com derivadas de ordem-superior †[2]. Tais teo-

rias mostram-se interessantes por preservarem as simetrias originais do problema e também,

por serem um método consistente e poderoso de regular divergências ultravioleta [3], além de

melhorarem a convergência de diagramas de Feynman [4]. Alguns outros exemplos de sis-

temas tratados com Lagrangianas de ordem-superior que podemos citar são os seguintes artigos

clássicos: o estudo do confinamento da cor no setor infravermelho da QCD4 [5], tentativas de

resolver o problema de renormalização do campo gravitacional [6], e a generalização da teoria

de Utiyma para teorias de segunda-ordem [7]. Ainda, há alguns outros artigos atuais nos temas

de: gravitação de ordem-superior [8], teorias supersimétricas [9], quebra da simetria de Lorentz

[10], e, também, em formalismo Hamiltoniano geral [11].

Uma das mais importantes propostas de uma Lagrangiana de segunda-ordem foi feita por

Bopp [12] e Podolsky e Schwed [13], em que se propôs uma generalização do campo eletro-

magnético de Maxwell, que hoje é conhecida como a Eletrodinâmica de Podolsky, ou ainda

como Eletrodinâmica Generalizada. O ponto essencial dessa generalização baseia-se em elimi-

nar as patologias da teoria de Maxwell: por exemplo a singularidade r−1 de uma carga pontual

e a corrente de polarização do vácuo. Em um belo trabalho [14], Frenkel mostrou que a teoria

de Podolsky fornece a expressão correta para a auto-força de partı́culas carregadas (o famoso

problema de 4/3 da Eletrodinâmica Clássica). Ademais, foi provado em [7], que a Lagrangiana

de Podolsky é a única generalização de segunda-ordem linear possı́vel da eletrodinâmica de

Maxwell, que preserva a invariância de gauge sob a simetria interna U(1), bem como a simetria

de Lorentz. Ainda, foi indicado em [15], com diversas propostas experimentais, que a teoria

de Podolsky pode ser fenomenologicamente testada. Com esses pontos, fica claro que, apesar

de todos os resultados experimentais, a teoria de Maxwell não é a única a descrever o Eletro-

magnetismo. Além disso, ainda podemos dizer que a teoria de Maxwell nada mais é do que um

limite, um caso especial, da teoria de Podolsky.

No contexto teórico e experimental, acreditamos que uma das maneiras de impor limites

sobre o parâmetro livre de Podolsky a pode ser através do estudo de fótons de Podolsky em

interação com partı́culas do modelo padrão e da comparação os resultados obtidos com ex-

perimentos de altas-energias. Essa ideia, bem como outros propósitos, levou Podolsky e al-

guns de seus estudantes a estudarem a interação de elétrons com fótons de Podolsky (mais

especı́ficamente, a auto-energia do elétron na aproximação de 1-loop), teoria essa, que eles

chamaram de Eletrodinâmica Quântica Generalizada (GQED4) [16]. Uma das premissas dos

trabalhos era que a contribuição dos fótons massivos forneceria um resultado ultravioleta finito.

Entretanto, ao final, eles encontraram, como na QED4, uma expressão divergente. Porém,

analisando esses resultados encontramos um erro no tratamento da teoria que foi utilizada er-

como pequenas perturbações.
†Para uma discussão sobre teorias com derivadas de ordem-superior, consulte o apêndice B.
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roneamente, como a escolha de gauge, a condição de Lorenz usual.

Um importante e esclarecedor estudo clássico sobre a teoria de Podolsky foi realizado em

[17], através do formalismo Hamiltoniano de Dirac. Nesse trabalho, foi discutida a questão

sobre qual condição de gauge era a correta para a teoria de Podolsky (da mesma forma que

a condição de Lorenz é para a teoria de Maxwell); estabeleceu-se, assim, que a condição de

Lorenz generalizada: Ω[A] = (1 + a2�) ∂μA
μ é a apropriada. E, baseados em tais informações,

desenvolvemos recentemente um estudo da teoria de Podolsky livre, agora no equilı́brio ter-

modinâmico, em que calculamos uma correção à lei de Stefan-Boltzmann. Em seguida, uti-

lizando dados da radiação cósmica de fundo foi possı́vel encontrar um limite termodinâmico

para o parâmetro de Podolsky: mP = a−1 [18].

Enfim, com todas essas novas informações, voltamo-nos para o assunto que será tratado

nesta tese: a quantização completa da Eletrodinâmica Generalizada, agora no gauge de Lorenz

generalizada, via métodos funcionais (para revisão, veja: [19]). Grande parte dos resulta-

dos apresentados aqui nos capı́tulos 3 e 4, são baseados no artigo [20]. Apresentamos, em

tais capı́tulos, de forma completa e detalhada, a questão da quantização da teoria. Como

dito, a quantização da teoria será dada através de métodos funcionais, obtendo as equações

de Schwinger- Dyson-Fradkin (SDFE) para as funções de Green, e as identidades de Ward-

Fradkin-Takahashi. Para encerrar o capı́tulo 3, também discutimos a questão da renormalização

da teoria. Já no capı́tulo 4, apresentamos o cálculo das funções de correção radiativa das funções

de Green em nı́vel de 1-loop, mostrando que, diferentemente das expressões na condição de

Lorenz usual [16]‡, aqui, elas são ultravioleta finitas. Em uma linha de pesquisa semelhante,

esforços estão sendo feitos para analisar a GQED4 à temperatura finita [21] e, até o momento, a

análise está nos aspectos formais da teoria. Ademais, uma vez que as motivações sobre a teoria

de Podolsky já foram apresentadas em diversos trabalhos anteriores, não o faremos novamente

aqui.

Um ponto que merece ênfase, é a questão da condição de renormalização do fóton. Vejamos

a expressão geral do propagador livre:

iDμν(k) =

(
ημν − (1− ξ)

kμkν
k2

)
1

k2
−
(
ημν + (1− ξ)

kμkν
k2 −m2

P

)
1

k2 −m2
P

+(1− 2ξ)
kμkν

k2
(
k2 −m2

P

) +
kμkν(

k2 −m2
P

)2 . (1.1)

Podemos interpretar, ingenuamente, a expressão acima como a soma de dois setores distintos:

um não-massivo e um massivo. De fato, essa afirmação é verdadeira na teoria livre. Porém,

como discutiremos na seção 3.4, não podemos considerar os termos dependentes da massa da

equação acima como verdadeiros graus de liberdade da teoria. Na realidade, como condição de

renormalização do setor do fóton, exigimos que o propagador do fóton se comporte como um

fóton de Maxwell, o que induz a conclusão de que o termo de Podolsky é, de fato, um termo

regulador, que se comporta como um termo do tipo Raisky-Pauli-Villars [22] (o que é verdade,

uma vez que o limite m2
P →∞ existe na teoria e faz o mapeamento com a teoria de Maxwell).

‡Para uma discussão sobre o comportamento da GQED4 no gauge de Lorenz, vide os apêndices C e D.
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Dando sequência ao desenvolvimento da teoria, bem como encerrando a tese, apresenta-

mos no capı́tulo 5 o cálculo das expressões dos contra-termos e a discussão do comportamento

infravermelho da teoria. Ainda, analisamos a questão do acoplamento efetivo da teoria, via o es-

palhamento de Coulomb. Por último, calculamos, a nı́vel de 1-loop, a contribuição de Podolsky

para o momento magnético anômalo do elétron e, através de um dado experimental, impo-

mos um valor para o parâmetro de Podolsky. Nossas conclusões são apresentadas no último

capı́tulo. Adotaremos, ao longo do trabalho, a convenção da métrica ημν = diag.(+,−,−,−);
os ı́ndices gragos e latinos correm de 0 a 3 e 1 a 3, respectivamente, e os ı́ndices espinoriais

serão representados por letras latinas.
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Capı́tulo 2

Conceitos Gerais de Métodos Funcionais
em TQC

2.1 Introdução

Há tempos, o desenvolvimento de métodos precisos (pertubativos ou não-pertubativos) para

a solução de equações de movimento quânticas em teoria de campos mostra-se um grande

desafio à fı́sica teórica. Atualmente, são conhecidos diversos métodos, cada qual com suas

vantagens e desvantagens. O programa de construção da matriz-S foi inicialmente proposto

por Stückelberg e colaboradores [23] e, de fato, o programa ficou esquecido por algum tempo,

até que Bogoliubov e colaboradores [24] o levassem adiante, com uma formulação mais clara

da condição de causalidade. Entretanto, foi apenas com a proposta, de Epstein e Glaser [25],

do método de construção indutiva do operador matriz-S – através de requisitos fı́sicos em que

a causalidade desempenha um papel fundamental, além da invariância translacional – que tal

programa teve suas bases consolidadas na Teoria Quântica de Campos. Essa abordagem ficou

conhecida como Teoria de Perturbação Causal [26].

Um outro trabalho célebre no programa da matriz-S foi feito por Lehman-Simanzyk-Zimmerman

e ficou conhecido como formalismo-LSZ [27]. Ele nos mostra, de uma forma rigorosa, o papel

desempenhado pelas funções de Green de n-pontos na teoria. Ainda, existem diversos outros

programas de quantização de sistemas quânticos em teoria de campos. Podemos citar aqui, o

programa de quantização conhecido por formalismo covariante de operadores [28], em que as

simetrias da teoria são tratadas, exclusivamente, em nı́vel quântico. Contudo, devido a sua com-

plexidade em alguns pontos, principalmente alguns relacionados às teorias não-abelianas, não é

comumente utilizado. Por fim, acreditando ser de maior sucesso o programa de quantização, o

formalismo de integração funcional é o mais utilizado nas mais diversas áreas da fı́sica teórica.

Partindo da proposta inicial de Dirac, Feynman, Schwinger e outros, esse formalismo foi apli-

cado desde a mecânica estatı́stica até as mais diversas áreas da teoria quântica [19, 29]. Apesar

de as ideias iniciais remontarem à Dirac e Feynman, foi apenas com Schwinger, Simanzyk

e Fradkin, que os métodos funcionais de quantização de teoria de campos ganharam mais
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destaque e, assim, foram desenvolvidos estruturalmente, incluindo teorias de gauge gerais e

gravitação [30, 31]. Portanto, a proposta deste capı́tulo é a de provir uma breve introdução aos

métodos funcionais em teoria de campos. Para isso, seguiremos o programa proposto inicial-

mente por Fradkin [32].

2.2 Quantização Funcional via Schwinger-Fradkin

Consideraremos aqui, por questão de simplicidade, a Lagrangiana da eletrodinâmica quântica

em (3+1)–dimensões (QED4). Contudo, não explicitaremos nenhum dos cálculos desta seção,

pois o nosso interesse, aqui, é o de introduzir um roteiro (desenvolver de uma maneira geral)

sobre o formalismo de quantização funcional para a QED4. A densidade Lagrangiana inicial

têm a seguinte forma:

L = L0 + LI , (2.1)

com

L0 =
i

2

(
ψ̄∂̂ψ − ψ̄

←−̂
∂ ψ

)
−mψ̄ψ + eψ̄Âψ − 1

4
FμνF

μν , (2.2)

LI = ψ̄η + η̄ψ + JμA
μ. (2.3)

Em que definimos: Fμν ≡ ∂μAν − ∂νAμ, Ô = γμOμ e η̄, η, Jμ são as fontes externas (anti-

comutantes no caso de férmions) relacionadas aos campos ψ, ψ̄, Aμ, respectivamente. Em toda

a tese, utilizaremos a seguinte definição de derivada grassmanniana:

∂

∂ψα

{ψα1ψα2} = −δαα1ψα2 + ψα1δαα2 . (2.4)

A Hamiltoniana responsável pela evolução temporal do sistema pode ser escrita na forma:

H =

∫
d3xH = H0 +HI , (2.5)

em que HI possui a forma:

HI = −
∫

d3x
[
ψ̄η + η̄ψ + JμA

μ
]
. (2.6)

Ainda, podemos escrever HI , na seguinte estrutura:

HI = −
∑
n

∫
d3xϕfn (x) fn (x) . (2.7)

Sendo fn a fonte (η, η̄, Jμ) de um n-ésimo tipo de campo:

ϕB
η = ψ̄B; ϕB

η̄ = −ψB; ϕμ
J = Aμ. (2.8)

Em algumas partes desta seção, abusaremos um pouco de certos pontos teóricos por acreditar-

mos que o leitor tenha familiaridade com conceitos básicos da teoria quântica padrão.
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Neste ponto, caso seguı́ssemos o programa de Dirac para sistemas vinculados [33] (que se

faz necessário, já que estamos lidando com uma teoria de gauge), deverı́amos iniciar a análise

Hamiltoniana com o cálculo dos momentos canonicamente conjugados aos campos dinâmicos,

seguidos da verificação da existência, ou não, de vı́nculos na teoria; para somente assim dar

sequência ao processo de quantização. Contudo, estamos interessados, nesta seção, em aspectos

gerais da teoria e, por isso, seguiremos a proposta funcional de Fradkin, na qual não se faz

necessário o estudo de sistema singulares. Apresentaremos uma abordagem baseada na análise

de sistemas singulares para o modelo de eletrodinâmica quântica generalizada (GQED4), que

analisaremos nos demais capı́tulos da tese.

As equações de campo da QED4 na representação de Heisenberg são ∗:(
i∂̂ + eÂ−m

)
ψ = η, �Aα = Jα + jα, ∂μA

μ = 0, (2.9)

com jα = 1
2
e
[
ψ̄, γαψ

]
.

Passamos agora a uma nova representação, em que os operadores de campo não dependam

das fontes externas (análoga à representação de interação de Dirac) e sejam denotados pelo

sufixo (I). Temos, assim, as seguintes equações de campo:(
i∂̂ + eÂ(I) −m

)
ψ(I) = 0, �A(I)

α = jα(I), ∂μA(I)
μ = 0. (2.10)

Um estado qualquer na nova representação evolui no tempo e pode ser escrito como †:

Φ (t) = S (t, t0 = −∞)Ψ (t0 = −∞) , (2.11)

em que S é o operador de evolução temporal e satisfaz a equação de Heisenberg:

i
∂

∂t
S (t,−∞) = H

(I)
I S (t,−∞) . (2.12)

Neste ponto, definimos o seguinte objeto:

S (t, t0) ≡ S (t,−∞)S−1 (t0,−∞) . (2.13)

É possı́vel encontrar uma solução formal (tipo Dyson) da Eq.(2.12), sujeita a condição de con-

torno S (t0, t0) = 1. Tal solução de S possui a seguinte forma integral:

S (t, t0) = 1− i

∫ t

t0

dt1H
(I)
I (t1)S (t1, t0) = 1 + i

∑
n

∫ t

t0

∫
d4x1π

(I)
fn

(x1) fn (x1)S (t1, t0) .

(2.14)

Fizemos o uso da equação (2.7) para H
(I)
I , e a quantidade: π

(I)
fn

representa os campos ϕfn na

nova representação. Agora, determinaremos a equação de campo que a quantidade S (t, t0),

∗Um ponto que deve ser comentado, é que a condição de Lorenz, no formalismo de Fradkin, não é tratada como

uma condição de gauge-fixing e, sim, como um vı́nculo que tanto o operador de campo Aμ, quanto as quantidades

S (∞) e Z, devem satisfazer; vide Eqs.(2.9), (2.29) e (2.36).
†A fim de evitar excessos na notação, achamos conveniente denotar, apenas nesta seção, o parâmetro temporal

por t; nas demais seções, volta a ser x0.
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Eq.(2.14), satisfaz. Para isso, tomamos a derivada funcional da Eq.(2.14) com respeito a uma

fonte externa fn (ξ) no ponto ξ:

δS (t, t0)

δfn (ξ)
=

{
iπ

(I)
fn

(ξ)S (ξ0, t0)− i
∫ t

t0
dt1H

(I)
I (t1)

δS(t1,t0)
δfn(ξ)

, para t > ξ0,

δ
δfn(ξ)

[
−i ∫ t

t0
dt1H

(I)
I (t1)S (t1, t0)

]
= 0, para t < ξ0.

(2.15)

Em que fizemos uso da definição de derivada funcional:

δfk (x1)

δfn (ξ)
= δnkδ

(4) (x1 − ξ) . (2.16)

Ao tomarmos o limite t0 = −∞, obtemos, para a Eq.(2.15), a seguinte relação:

δS (t,−∞)

δfn (ξ)
=

{
iπ

(I)
fn

(ξ)S (ξ0,−∞)− i
∫ t

ξ0
dt1H

(I)
I (t1)

δS(t1,−∞)
δfn(ξ)

, para t > ξ0,

0, para t < ξ0.
(2.17)

Agora, multiplicando a Eq.(2.14) por iπ
(I)
fn

(ξ)S (ξ0,−∞) pela direita, e tomando t0 = ξ0,

encontramos:

S (t, ξ0) iπ
(I)
fn

(ξ)S (ξ0,−∞) = iπ
(I)
fn

(ξ)S (ξ0,−∞)
(2.18)

−i
∫ t

ξ0

dt1H
(I)
I (t1)S (t1, ξ0) iπ

(I)
fn

(ξ)S (ξ0,−∞) .

E, desta forma, ao compararmos a expressão (2.18) com a (2.17), determinamos:

δS (t,−∞)

δfn (ξ)
=

{
iS (t, ξ0) π

(I)
fn

(ξ)S (ξ0,−∞) , para t > ξ0,

0, para t < ξ0.
(2.19)

Como é bem conhecido, uma operação arbitrária π(I) (nova representação) é relacionada com o

operador correspondente na representação de Heisenberg através da relação:

S−1 (t,−∞) π(I)S (t,−∞) = ϕ (t) . (2.20)

Portanto, pela relação acima, é possı́vel escrever a equação (2.19) como:

δS (t,−∞)

δfn (ξ)
=

{
iS (t, ξ0) [S (ξ0,−∞)S−1 (ξ0,−∞) = 1] π

(I)
fn

(ξ)S (ξ0,−∞) , para t > ξ0,

0, para t < ξ0;

=

{
iS (t, ξ0)S (ξ0,−∞)ϕfn (ξ) , para t > ξ0,

0, para t < ξ0.

O que nos permite obter, finalmente, a expressão geral:

δS (t,−∞)

δfn (ξ)
=

{
iS (t,−∞)ϕfn (ξ) , para t > ξ0,

0, para t < ξ0.
(2.21)
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Não é difı́cil mostrar que, para dois campos genéricos F (x) e G(I) (x), relacionados por

uma equação similar a (2.20), a seguinte fórmula é válida:

δ [S (t,−∞)F (x)]

δfn (ξ)
=

δ
[
S (t,−∞)S−1 (x0,−∞)G(I) (x)S (x0,−∞)

]
δfn (ξ)

=
δS (t,−∞)

δfn (ξ)
.S−1 (x0,−∞)G(I) (x)S (x0,−∞)

±S (t,−∞)S−1 (x0,−∞)G(I) (x) .
δS (x0,−∞)

δfn (ξ)

= ±iS (t,−∞)ϕfn (ξ)S
−1 (x0,−∞)G(I) (x)S (x0,−∞)

+iS (t,−∞)S−1 (x0,−∞)G(I) (x)S (x0,−∞)ϕfn (ξ)

= ±iS (t,−∞)ϕfn (ξ)F (x) + iS (t,−∞)F (x)ϕfn (ξ) ;

onde usamos o resultado (2.21). A última igualdade acima, ainda pode ser escrita, convenien-

temente, como:

δ [S (+∞,−∞)F (x)]

δfn (ξ)
= iS (+∞,−∞)Px0ξ0 [F (x)ϕfn (ξ)] , (2.22)

com a seguinte definição:

Px0ξ0

[
F (I) (x)ϕfn (ξ)

]
=

{
F (x)ϕfn (ξ) , para x0 > ξ0,

±ϕfn (ξ)F (x) , para x0 < ξ0.
(2.23)

Os sinais (±) na Eq.(2.23), são referentes às situações em que a fonte f e o campo F (x)

comutam ou anti-comutam, respectivamente. Na realidade, dependendo da convenção utilizada

da derivada grassmanniana, os sinais± podem aparecer tanto em um, quanto no outro termo de

(2.23).

Em particular, obtemos, das Eqs.(2.21) e (2.22), as seguintes relações:

δS (∞)

δη (x)
= −iS (∞) ψ̄ (x) ,

δ2S (∞)

δη (x) δJ (y)
= S (∞)P

[
ψ̄ (x)A (y)

]
, (2.24)

δS (∞)

δη̄ (x)
= iS (∞)ψ (x) ,

δ2S (∞)

δη̄ (x) δJ (y)
= −S (∞)P [ψ (x)A (y)] , (2.25)

δS (∞)

δJμ (x)
= iS (∞)Aμ (x) ,

δ2S (∞)

δη (x) δη̄ (y)
= −S (∞)P

[
ψ̄ (x)ψ (y)

]
. (2.26)

Em que definimos a notação S (∞) ≡ S (+∞,−∞). Agora, multiplicando as equações op-

eratoriais (2.9) pela esquerda por iS (∞) e, com o auxı́lio do conjunto de Eqs.(2.24)–(2.26),

obtemos um novo sistema de equações de campo, agora satisfeitas pelo operador S (∞):(
γμ

(
i∂μ − ie

δ

δJμ (x)

)
−m

)
δS (∞)

δη̄ (x)
= iη (x)S (∞) , (2.27)

�ηαμ
δS (∞)

δJμ (x)
= iJα (x)S (∞)

(2.28)

− ie

2
lim
ε→0

Tr

(
γα

[
δ2S (∞)

δη (x) δη̄ (x− ε)
+

δ2S (∞)

δη (x− ε) δη̄ (x)

])
,
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∂

∂xμ

δS (∞)

δJμ (x)
= 0. (2.29)

O sistema de equações (2.27), (2.28) e (2.29), deve ser resolvido sob as seguintes condições de

contorno: {
δS (∞)

δη̄β (x)
,
δS (∞)

δηα (y)

}
0

∣∣∣∣
f=0

= −γ0δβαδ(3) (x− y) , (2.30)

{
δS (∞)

δη̄ (x)
,
δS (∞)

δη̄ (y)

}
0

∣∣∣∣
f=0

=

{
δS (∞)

δη (x)
,
δS (∞)

δη (y)

}
0

∣∣∣∣
f=0

= 0,[
δS (∞)

δJσ (x)
,

∂

∂y0

δS (∞)

δJρ (y)

]
0

∣∣∣∣
f=0

= −ησρδ(3) (x− y) , (2.31)

[
δS (∞)

δJσ (x)
,
δS (∞)

δη (y)

]
0

∣∣∣∣
f=0

=

[
δS (∞)

δJσ (x)
,
δS (∞)

δη̄ (y)

]
0

∣∣∣∣
f=0

= 0,

em que o sufixo 0 representa que os comutadores, ou anti-comutadores,‡ são calculados em

tempos iguais; f = 0 indica o limite das fontes externas J = η = η̄ = 0, ao final dos cálculos.

2.2.1 Solução das equações de movimento

Se o elemento de matriz S (∞) se encontra no estado de vácuo para t = −∞ e para

t = +∞, então, a partir das Eqs.(2.24)–(2.26) é possı́vel encontrar, através de sucessivas

diferenciações funcionais em relação às fontes externas fn, os elementos de matriz referentes às

transições do sistema. Portanto, ao invés de resolvermos as equações operatoriais em termos de

S (∞), (2.27) e (2.28), é suficiente que resolvamos um sistema de equações para os elementos

de matriz da transição vácuo-vácuo, definidos através de:

(Φ∗
0 (+∞) ,Φ0 (−∞)) = (Ψ∗

0 (−∞) , S (∞)Ψ0 (−∞)) ≡ Z [η, η̄, Jμ] = Z. (2.32)

Em que utilizamos a definição dos estados de vácuo Φ0 e Ψ0, dada pela Eq.(2.11) e a notação

S (∞) = S (+∞,−∞). A relação de normalização para os estados Ψ é dada por:

Ψ∗S∗ (∞)S (∞)Ψ = 1. (2.33)

Portanto, a partir das Eqs.(2.27)–(2.29) e da definição (2.32), encontramos o seguinte conjunto

de equações: (
γμ

(
i∂μ − ie

δ

δJμ (x)

)
−m

)
δZ

δη̄ (x)
= iη (x)Z, (2.34)

[�ηαμ − ∂α∂μ]
δZ

δJμ (x)
= iJα (x)Z

(2.35)

− ie

2
lim
ε→0

Tr

(
γα

[
δ2Z

δη (x) δη̄ (x− ε)
+

δ2Z

δη (x− ε) δη̄ (x)

])
,

∂

∂xμ

δZ

δJμ (x)
= 0 (2.36)

‡[A,B] = AB −BA e {A,B} = AB +BA.
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Ainda, através da definição do elemento de matriz de um campo arbitrário F (x) (notação de

Schwinger [34]) §:

〈F (x)〉 ≡ (Ψ∗
0 (−∞)S (∞)F (x)Ψ0 (−∞))

(Ψ∗
0 (−∞)S (∞)Ψ0 (−∞))

, (2.37)

encontramos para as Eqs.(2.34) -(2.36), as seguintes expressões:

γμ
(
i∂μ + e 〈A (x)〉 − ie

δ

δJμ (x)

)〈
δZ

δη̄ (x)

〉
−m

〈
δZ

δη̄ (x)

〉
= iη (x) , (2.38)

(�ηαμ − ∂α∂μ)

〈
δZ

δJμ (x)

〉
= iJα (x)

(2.39)

− ie

2
lim
ε→0

Tr

(
γα

〈[
δ2Z

δη (x) δη̄ (x− ε)
+

δ2Z

δη (x− ε) δη̄ (x)

]〉)
,

∂

∂xμ

〈
δ Z

δJμ (x)

〉
= 0. (2.40)

Tais equações obedecem as condições de contorno:〈
δZ

δη̄ (x)

〉∣∣∣∣
f=0

=

〈
δZ

δJμ (x)

〉∣∣∣∣
f=0

=

〈
δZ

δη (x)

〉∣∣∣∣
f=0

= 0. (2.41)

O próximo passo do desenvolvimento é introduzir os seguintes funcionais¶:

SAB (x, y) =
δ

iδηB (y)

〈
δZ

iδη̄A (x)

〉∣∣∣∣
η=η̄=0

,

Dμν (x, y) =
δ

δJν (y)

〈
δZ

δJμ (x)

〉∣∣∣∣
f=0

;

em que os funcionais S e D são as funções de Green dos campos do elétron e do fóton, respec-

tivamente.

Assim, tomando a derivada funcional em respeito às fontes η (y) e J (y), das Eqs.(2.38) e

(2.39), respectivamente, obtemos o seguinte sistema de equações para os propagadores:

γμ
(
i∂μ + e 〈Aμ (x)〉 − ie

δ

δJμ (x)

)
S (x, y)−mS (x, y) = δ (x− y) , (2.42)

−�ηαμDμλ (x, y) = iδαλδ (x− y) +
ie

2
lim
z→x

δ

δJλ (y)
Tr (γα [S (x, z) + S (z, x)]) , (2.43)

∂

∂xμ
Dμν (x, y) = 0. (2.44)

Ainda, podemos escrever as equações acima no espaço de Fourier (Apêndice A.4):

(p̂−m)S (p, p1)− e

∫
d4kγμ 〈Aμ (p− k)〉S (k, p1) + ieγμ

∫
d4k

δS (p+ k, p1)

δJμ (k)
=

= δ (p− p1) , (2.45)

§A relação da definição 〈F (x)〉 com as demais seções é feita através da identificação dessas quantidades com

o funcional gerador das funções de Green conexas W; i.e.,
〈

δZ
δη̄(x)

〉
= δW

iδη̄(x) = 〈ψ (x)〉.
¶Outras definições semelhantes dos mesmos funcionais, serão feitas no próximo capı́tulo.
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k2ηαμDμλ (k, k1) = iδαλδ (k − k1) + ie

∫
d4p

(2π)4
Tr

(
γα

δS (p+ k, p)

δJλ (k1)

)
. (2.46)

O que nos permite obter uma visão mais clara da estrutura geral de cada uma das equações

funcionais.

No que segue, é interessante reescrevermos as Eqs.(2.45) e (2.46), em termos de novas

quantidades, como:

(p̂−m)S (p, p1)− e

∫
d4kγμ 〈Aμ (p− k)〉S (k, p1) +

∫
d4kΣ (p, k)S (k, p1) = −δ (p− p1) ,

(2.47)

e

k2ηαμDμλ (k, k1) = iδαλδ (k − k1)−
∫

d4pPασ (k, p)Dσλ (p, k1) ; (2.48)

em que as quantidades Σ e P são conhecidas como as funções de auto-energia, as definimos

por auto-energia do elétron‖:

Σ (p, k) = ie2
∫

d4p1d
4k1

(2π)4
γλ δS (p+ k1, k)

δJλ (k1)
S−1 (p1, k)

= ie2
∫

d4p1d
4k1d

4k2

(2π)4
γλS (p+ k1, p1) Γν (p1, k; k2)Dνμ (k2, k1) , (2.49)

e função de auto-energia do fóton:

Pμν (p, k) = −ie2
∫

d4p1

(2π)4
Tr

(
γμ

δS (p+ p1, p1)

eδ 〈Aν (k)〉
)

= −ie2
∫

d4p1d
4k1d

4k2

(2π)4
Tr [γμS (p+ p1, k1) Γν (k1, k2; k)S (k2, p1)] .(2.50)

Aqui, também introduzimos a função de vértice Γ, através da definição:

Γμ (p, k; k1) = − δS−1 (p, k)

eδ 〈Aν (k1)〉 = γμδ (p− k − k1)− δΣ (p, k)

eδ 〈Aν (k1)〉 . (2.51)

Do conjunto de equações acima, podemos, em particular, obter um sistema infinito de equações

acopladas através de diferenciações sucessivas das Eqs.(2.47)–(2.51), com respeito ao campo

〈Aμ (k)〉.
Devido a invariância de gauge da teoria, segue que as funções de Green satisfazem algu-

mas identidades, conhecidas como as identidades de Ward-Fradkin-Takahashi ∗∗. A primeira

identidade mostra o caráter transversal de Pμν :

kμPμν (p, k) = 0; (2.52)

e a segunda relaciona a função de vértice com o propagador fermiônico:

ikμΓ
μ (p, q; k = p− q) = S−1 (p− q)− S−1 (p) . (2.53)

Tais identidades serão importantes na discussão sobre a renormalização da teoria.

‖Cálculos com maiores detalhes são encontrados nas seções 3.2.1 e 3.2.2.
∗∗Vide seção 3.3.
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Soluções para o funcional Z

É possı́vel encontrarmos, a partir das Eqs.(2.34)–(2.36), uma solução para o funcional

Z [η, η̄, Jμ]. É natural, como primeira tentativa, definirmos a quantidade:

S0 =

∫
d4z

[
i

2

(
ψ̄∂̂ψ − ψ̄

←−̂
∂ ψ

)
−mψ̄ψ + eψ̄Âψ − 1

4
FμνF

μν

]
, (2.54)

em termos da Lagrangiana inicial L0, e utilizarmos a definição de derivada (2.4) para calcular:

− δS0

δψ̄A (x)
= i (γμ)AB ∂μψB (x)−mψA (x) + e (γμ)AC Aμ (x)ψC (x) ,

o que nos leva à relação:

i
δS0

δψ̄A (x)

∣∣∣∣ = i (γμ)AB ∂μ
δ

δη̄B (x)
−m

δ

δη̄A (x)
− ie (γμ)AC

δ

δJμ (x)

δ

δη̄B (x)
; (2.55)

da expressão acima para S0, também segue que:

i
δS0

δAμ (x)

∣∣∣∣ = [�ημν − ∂μ∂ν ]
δ

δJν (x)
+ ie (γμ)AC

δ

δηA (x)

δ

δη̄C (x)
. (2.56)

Nas duas últimas expressões, a notação δS0

δϕA(x)

∣∣∣ representa a transformação de Fourier funcional

para os campos:

ψA (x)→ − δ

iδη̄A (x)
, ψ̄A (x)→ δ

iδηA (x)
, Aμ (x)→ δ

iδJμ (x)
.

Os resultados acima, Eqs.(2.55)-(2.56), permite-nos que reescrevamos as Eqs.(2.34)–(2.36) da

seguinte forma:

δS0

δψ̄A (x)

∣∣∣∣Z + ηA (x)Z = 0,

δS0

δAμ (x)

∣∣∣∣Z − Jμ (x)Z = 0,

∂μ δ

δJμ (x)
Z = 0. (2.57)

Porém, para resolvermos o conjunto de equações (2.57), é conveniente definirmos a seguinte

quantidade:

Z = Z [η, η̄, Jμ] =

∫
DAμDψ̄Dψ exp

[
i

∫
d4z

(
ψ̄η + η̄ψ + JμA

μ
)]

Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
. (2.58)

Ao aplicarmos a definição de (2.58) nas Eqs.(2.57) encontramos:[
δS0

δψ̄A (x)

∣∣∣∣+ ηA (x)

] ∫
DAμDψ̄Dψ exp

[
i

∫
d4z

(
ψ̄η + η̄ψ + JμA

μ
)]

Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
= 0∫

DAμDψ̄Dψ

[
δS0

δψ̄A (x)
+ ηA (x)

]
exp

[
i

∫
d4z

(
ψ̄η + η̄ψ + JμA

μ
)]

Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
= 0∫

DAμDψ̄Dψ

[
δS0

δψ̄A (x)
− δ

iδψ̄A (x)

]
exp

[
i

∫
d4z

(
ψ̄η + η̄ψ + JμA

μ
)]

Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
= 0,
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e, integrando o segundo termo por partes, temos:∫
DAμDψ̄Dψ

[
δS0

δψ̄A (x)
Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
+ i

δZ̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
δψ̄A (x)

]
exp

[
i

∫
d4z

(
ψ̄η + η̄ψ + JμA

μ
)]

= 0,

por fim, obtemos:

i
δS0

δψ̄A (x)
Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
=

δZ̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
δψ̄A (x)

. (2.59)

De maneira similar, também encontramos as seguintes expressões:

i
δS0

δAμ (x)
Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
=

δZ̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
δAμ (x)

, (2.60)

e

∂μAμ (x) Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
= 0. (2.61)

Contudo, a equação (2.61) não é satisfeita com o funcional S0. Portanto, diante dessa incon-

sistência, é necessário que encontremos um novo funcional que satisfaça as três equações acima,

ao mesmo tempo. Uma possibilidade é definirmos, a partir de (2.54), uma nova quantidade

como:

Sh = S0 −
∫

d4z
[
b (∂μAμ)

2] , (2.62)

sendo b uma constante. Dessa forma, as equações (2.59), (2.60) e (2.61), são escritas como:

i
δSh

δψ̄A (x)
Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
=

δZ̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
δψ̄A (x)

, (2.63)

i
δSh

δAμ (x)
Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
=

δZ̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
δAμ (x)

, (2.64)

e

∂μAμ (x) Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
= 0. (2.65)

E, uma possı́vel solução, das equações acima, é dada por:

Z̃
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
=

1

Z [0, 0, 0]
exp [iSh] . (2.66)

Então, substituindo o resultado Eq.(2.66) na definição Eq.(2.58) e, com a escolha do caso geral

b = 1
2ξ

, encontramos ††:

Z [η, η̄, Jμ] =
1

Z [0, 0, 0]

∫
DAμDψ̄Dψ exp

[
i

∫
d4z

(
Sh + ψ̄η + η̄ψ + JμA

μ
)]

, (2.67)

com:

Sh =

∫
d4z

[
i

2

(
ψ̄∂̂ψ − ψ̄

←−̂
∂ ψ

)
−mψ̄ψ + eψ̄Âψ − 1

4
FμνF

μν − 1

2ξ
(∂μAμ)

2

]
.

††É a mesma expressão integral do funcional gerador usada nos cálculos da tese; vide (3.37) para a GQED4.
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Os cálculos da seção 2.2.1 constituem um caso particular para ξ = 1.

Uma das maiores contribuições de E.S. Fradkin à TQC foi a sua proposta de como se con-

struir uma solução de Z através de um roteiro diferente do apresentado anteriormente. Ele

encontrou uma solução fechada, tanto na forma operatorial, quanto na forma funcional, para

equações do tipo (2.34) e (2.35). Tal solução é representada através de uma expressão com-

pacta de todo o conteúdo de um dado modelo de teoria de campos. Fradkin também resolveu

um outro problema complicado, que consistia em determinar, a partir do conjunto de equações

de Schwinger-Dyson, uma solução iterativa de tais equações que gerasse diretamente as funções

de Green renormalizadas. Voltaremos a esse ponto de renormalização logo a seguir. Por en-

quanto, reproduziremos a solução de Z encontrada por Fradkin para a QED4. Das equações

funcionais (2.34) e (2.35), podemos encontrar uma representação para a solução do tipo:

cZ = exp

[
− i

2

∫
d4xd4y

[
J t
μ (x)

[
Dt (x, y)

]μν
J t
ν (y) + J l

μ (x)
[
Dl (x, y)

]μν
J l
ν (y)

]]
× exp

[
− i

∫
d4xd4yη̄ (x)S

(
x, y;

δ

iδJμ

)
η (y)

(2.68)

−ie
∫

d4xTr

[
γμ

δ

iδJμ (x)
S

(
x, y;

δ

iδJμ

)] ]
.

Em que Dt e Dl são as componentes transversal e longitudinal do propagador do campo de

gauge, respectivamente, e S (x, y; δ/iδJμ) é a função de Green do elétron em que um campo

clássico arbitrário Aμ (x) é substituı́do por

Aμ → δ

iδJμ
=

δ

iδJ t
μ

+
δ

iδJ l
μ

,

e a constante de normalização c é escolhida igual ao lado direito de (2.68), para J = η = η̄ = 0.

Ainda, podemos escrever a solução para Z, Eq.(2.68), da seguinte forma:

cZ = exp

[
−i

∫
d4xL

[
δ

iδη
,
δ

iδη̄
,

δ

iδJ

]]
(2.69)

× exp
[
− i

∫
d4xd4yη̄ (x)S

(
x, y;

δ

iδJμ

)
η (y)

− i

2

∫
d4xd4y

[
J t
μ (x)

[
Dt (x, y)

]μν
J t
ν (y) + J l

μ (x)
[
Dl (x, y)

]μν
J l
ν (y)

] ]
.

Em que

L
[

δ

iδη
,
δ

iδη̄
,

δ

iδJ

]
= −eTr

[
δ

iδJμ (x)

δ

iδη (x)
γμ δ

iδη̄ (x)

]
.

Temos aqui, que a função de Green fermiônica, satisfaz:(
i∂̂ −m+ eÂ (x)

)
S (x, y;A) = δ(4) (x− y) , (2.70)

se

S

(
x, y;

δ

iδJμ

)
= S

(
x, y;

δ

iδJ t
μ

)
exp

[
e

(
δ

iδ (∂μJμ (x))
+

δ

iδ (∂μJμ (y))

)]
. (2.71)
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Fradkin [32] mostrou ainda que, a partir da equação (2.71), é possı́vel isolar, na equação (2.68),

a parte longitudinal do campo eletromagnético, deixando apenas as derivadas funcionais com

respeito às componentes transversais; obtém-se, portanto, a dependência explı́cita de todas as

funções de Green na parte longitudinal Dl do propagador do fóton. Voltaremos a discutir esse

assunto em breve, no contexto das transformações de Landau-Khalatnikov-Fradkin [35].

Apesar de as soluções de Z, Eqs.(2.67), (2.68) e (2.69), diferirem em suas formas fun-

cionais, todas elas se equivalem. Ainda, é possı́vel mostrar que as equações (2.68) e (2.69), são

deriváveis de (2.67), i.e., são expressões em que as integrais dos campos já foram resolvidas.

2.2.2 Programa de renormalização

O próximo passo do desenvolvimento formal da teoria é iniciar o processo de renormalização.

Para isso, introduzimos um conjunto de novas variáveis, que são denotadas por: S(r), D
(r)
μν , Γ

(r)
μ ,

A
(r)
μ , J

(r)
μ , e(r), m(r), ψ(r), η̄(r), ψ̄(r), η(r), e são relacionadas com as variáveis iniciais (presentes

em L), da seguinte maneira:

〈Aμ〉 = Z
1/2
3

〈
A(r)

μ

〉
, 〈ψ〉 = Z

1/2
2

〈
ψ(r)

〉
,

〈
ψ̄
〉
= Z

1/2
2

〈
ψ̄(r)

〉
, (2.72)

Jμ = Z
−1/2
3 J (r)

μ , η̄ = Z
−1/2
2 η̄(r), η = Z

−1/2
2 η(r); (2.73)

e com as funções de Green por:

S = Z2S
(r), Dμν = Z3D

(r)
μν , Γμ = Z−1

1 Γ(r)
μ . (2.74)

O processo de renormalização das quantidades fı́sicas da teoria resume-se a uma escolha de

valores para as constantes Z1, Z2, Z3, i.e., ao substituir as quantidades m e e por seus val-

ores observados experimentalmente. Para isso, imporemos, através de condições fı́sicas de

renormalização, que os propagadores renormalizados, na ausência de fontes externas, comportem-

se como:

1. A função de Green fermiônica deve ter um pólo de primeira ordem no momento p =

m(r), em que m(r) é o valor experimental da massa do férmion. Portanto, escolhemos a

constante Z2 de forma que:

S(r) (p)→ 1

p̂−m(r)
, quando p̂→ m(r). (2.75)

2. A função de Green do fóton tem um pólo em k2 = 0. Portanto, escolhemos a constante

Z3, de forma que:

D(r)
μν (k)→ −i 1

k2

[
ημλ − kμkλ

k2

]
, para k2 → 0. (2.76)

3. Segue da invariância relativı́stica da teoria que Γμ

(
p(0), p(0); 0

)
= γμ para p̂ = p̂(0) =

m(r). Dessa forma, escolhemos a constante Z1 tal que:

Γ(r)
μ

(
p(0), p(0); 0

)
= γμ (2.77)
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A partir das condições de renormalização acima, e também da Eq.(2.47), não é difı́cil provar

que a quantidade

e(r) = Z−1
1 Z2Z

−1/2
3 e (2.78)

é igual ao valor experimental eexp.

Para determinarmos as constantes de renormalização Z1, Z2, Z3, a partir das condições

fı́sicas (2.75)–(2.77), é desejável escrever explicitamente as funções de Green renormalizadas

para o caso J = 0, η = 0, η̄ = 0. Assim, segue das equações (2.47)–(2.48) e das condições

acima, o seguinte conjunto de equações:[
Z2 (p̂−m) + Σ(r) (p)

]
S(r) (p) = 1, (2.79)

e [
Z3

[
k2ηαμ − kαkμ

]
+ ηασημρP (r)

σρ (k)
]
D

(r)
μλ (k) = −iδαλ . (2.80)

Em que:

Σ(r) (p) = ie2expZ1

∫
d4p1d

4k1d
4k2

(2π)4
γλS(r) (p+ k1, p1) Γ

(r)
ν (p1, k; k2)D

(r)
νμ (k2, k1) , (2.81)

e

iP (r)
μν (p, k) = e2expZ1

∫
d4p1d

4k1d
4k2

(2π)4
Tr

[
γμS

(r) (p+ p1, k1) Γ
(r)
ν (k1, k2; k)S

(r) (k2, p1)
]
,

(2.82)

e também que:

Γ(r)
μ (p+ k, p; k) = Z1γμ −

(1)

Σ
μ
(p+ k, p; k) , (2.83)

onde
(1)

Σ
μ
=

δΣ(r)

eexpδ
〈
A

(r)
μ (k1)

〉 . (2.84)

Dessa forma, temos todas as quantidades da teoria renormalizadas. Agora, prosseguiremos com

o cálculo para determinar as constantes de renormalização, através das condições (2.75)–(2.77).

Analisando o setor fermiônico, temos, da Eq.(2.79), que:

S(r) (p) =
1

Z2 (p̂−m) + Σ(r) (p)
. (2.85)

E, expandindo Σ(r) (p) em série de potências de (p̂−m), quando p̂→ m(r), encontramos:

S(r) (p)
∣∣
p̂→m(r) =

1

Z2 (p̂−m) + Σ(r) (p(o)) +
∂Σ(r)(p(o))

∂p(0)
(p̂−m(r))

. (2.86)

Assim, da condição (2.75) e da expressão anterior, seguem os seguintes resultados:

m = m(r) + Z−1
2 Σ(r)

(
p(o)

)
; Z2 = 1− ∂Σ(r)

(
p(o)

)
∂p(0)

. (2.87)
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De maneira análoga, temos, das Eqs.(2.80) e (2.76), que o propagador do fóton comporta-se

como:

D
(r)
μλ (k) = −i

ημλ − kμkλ
k2

k2 [1 + P (r) (k2)− P (r) (0)]
, (2.88)

em que P
(r)
μν (k2) = [k2ηαμ − kαkμ]P (r) (k2) e, para a escolha:

Z3 =
1

1 + P (r) (0)
, (2.89)

vemos claramente que o propagador Eq.(2.88) obedece à condição (2.76), quando k2 → 0.

E, finalmente, da Eq.(2.83) e da condição (2.77), obtemos:

Z1γμ = γμ +
(1)

Σ
μ

(
p(0), p(0); 0

)
. (2.90)

Ademais, através da identidade de Ward-Fradkin-Takahashi (2.53) determinamos:

Z1 = Z2, e(r) = Z
1/2
3 e;

o que implica que a renormalização da carga é determinada unicamente pelo fator de renormalização

Z3.

2.2.3 Transformações de Landau-Khalatnikov-Fradkin

Ao obtermos as expressões formais dos propagadores renormalizados (das quantidades

fı́sicas m(r) e e(r)), e também das contantes de renormalização, praticamente finalizamos este

capı́tulo introdutório sobre o estudo da estrutura formal da QED4 via métodos funcionais. En-

tretanto, antes de encerrá-lo, acreditamos ser necessário introduzir um conceito que pratica-

mente não é discutido no estudo de modelos de teorias de campos, que são as transformações

de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKF) [35]. Desenvolvidas inicialmente com o intuito de justi-

ficar o uso do gauge de Feynman no propagador do fóton no cálculo pertubativo da QED4, elas

permitem analisar o comportamento dos propagadores em diversas escolhas de gauge, além das

ambiguidades presentes, devido a essa liberdade de escolha.

Estamos aqui interessados em analisar o comportamento das funções de Green do fóton e

do férmion:

SBC (x, y) =
〈
0
∣∣T [

ψ̄B (x)ψC (y)
]∣∣ 0〉 , (2.91)

Dμν (x, y) = 〈0 |T [Aμ (x)Aν (y)]| 0〉 , (2.92)

sob as transformações de gauge:

ψ′ (x) = ψ (x) eie0χ(x), A′
μ (x) = Aμ (x) + ∂μχ (x) . (2.93)

As quais deixam a densidade Lagrangiana da QED4, Eq.(2.2), invariante. T denota o ordena-

mento temporal entre os operadores e | 0〉 é o estado de vácuo. Porém, antes de iniciarmos a

análise, é necessário destacar duas propriedades do campo de gauge χ (x):
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(i) Como o campo de gauge χ não interage com os campos do elétron e do fóton, assumire-

mos, portanto, que seu valor esperado seja calculado independentemente dos demais cam-

pos;

(ii) O valor esperado no vácuo do campo de gauge χ (x) é nulo, i.e., 〈0 |χ (x)| 0〉 = 0.

Primeiro, analisaremos o propagador do campo do fóton, que, quando sujeito à transformação

(2.93) fica:

D′
μν (x, y) = 〈0 |T [(Aν (y) + ∂νχ (y)) (Aμ (x) + ∂μχ (x))]| 0〉

= Dμν (x, y) + 〈0 |T [∂νχ (y) ∂μχ (x)]| 0〉
= Dμν (x, y) + ∂y

ν∂
x
μ 〈0 |T [χ (y)χ (x)]| 0〉

= Dμν (x, y) + ∂y
ν∂

x
μΔF (x, y) , (2.94)

em que usamos a propriedade (i) e assumimos a não existência de singularidades ao retirar-

mos as derivadas de dentro do produto-T. Na expressão acima, o propragador de Feynman foi

definido como:

ΔF (x, y) ≡ 〈0 |T [χ (y)χ (x)]| 0〉 . (2.95)

Agora, fazemos uma escolha de gauge (ξ = 0), tal que, a parte longitudinal do propagador do

campo do fóton seja nula, isto é:

D0
μν (x, y) = DT

μν (x, y) . (2.96)

Aqui, o sufixo 0 denotará todas as funções calculadas nesse gauge. Dessa forma, ao realizarmos

a transformação de gauge (2.93) na função de Green D0
μν (x, y), toda a contribuição do campo

χ (x) se concentrará na parte longitudinal:

D0
μν (x, y)→ D0

μν (x, y) +DL
μν (x, y) ; (2.97)

pois, tanto o campo de gauge χ (x), quanto a parte longitudinal DL, não contribuem no processo

de interação. Assim, comparando as Eqs.(2.97) e (2.94), encontramos:

DL
μν (x, y) = ∂y

ν∂
x
μΔF (x, y) .

Tal expressão também pode ser escrita no espaço do momentos:

DL
μν (k) = kνkμΔF (k) . (2.98)

Ainda, trabalhando no espaço dos momentos, podemos escrever a expressão geral do propa-

gador do fóton como:

Dμν (k) = DT
μν (k) +DL

μν (k)

=
1

k2

(
ημν − kμkν

k2

)
DT (k) +

1

k2

kμkν
k2

DL (k) . (2.99)
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Por fim, comparando, então, as equações (2.99) e (2.98), encontramos:

ΔF (k) =
1

k2

1

k2
DL (k) . (2.100)

Cuja expressão relaciona, a partir da expressão do propagador no gauge na escolha ξ = 0

e, também, sob a transformação (2.93), o setor longitudinal DL (k) do propagador com a

contribuição do campo de gauge χ (x).

Agora, a função de Green fermiônica Eq.(2.91), sob a transformação (2.93), comporta-se

da seguinte maneira:

S (x, y) = S0 (x, y)
〈
0
∣∣T [

eie0χ(y)e−ie0χ(x)
]∣∣ 0〉 , (2.101)

em que a função de Green S0 (x, y) é calculada no gauge definido anteriormente. Para calcular-

mos a quantidade: 〈
0
∣∣T [

eie0χ(y)e−ie0χ(x)
]∣∣ 0〉 , (2.102)

consideraremos, inicialmente, transformações de gauge infinitesimais δχ e escreveremos o

campo de gauge χ como uma expansão em pacotes de onda através de:

χ (x) =
∑
k

χk (x) =
∑
k

A
(
k2
) [

akfk (x) + a†kf
∗
k (x)

]
. (2.103)

Essas novas quantidades nos permite escrever:

eie0δχ(x) =
∏
k

eie0δχk(x).

Logo, expandindo as exponenciais até a segunda ordem em δχ, temos:

T
[
eie0δχ(y)e−ie0δχ(x)

]
=
∏
k,l

T
[
eie0δχk(y)e−ie0δχl(x)

]
=
∏
k,l

[
1 + ie0 (δχk (y)− δχl (x))− e20

2

(
(δχk (y))

2 + (δχl (x))
2 − 2T [δχk (y) δχl (x)]

)]
.

Cuja expressão, junto com as propriedades (ii) e 〈0 |χk (x)χl (y)| 0〉 �= 0 para k = l, permite-

nos calcular o valor esperado Eq.(2.102). Logo, a partir dessas considerações, encontramos o

seguinte resultado:〈
0
∣∣T [

eie0δχ(y)e−ie0δχ(x)
]∣∣ 0〉 =

∏
k

[
1− e20

2

( 〈
0
∣∣(δχk (y))

2
∣∣ 0〉

+
〈
0
∣∣(δχk (x))

2
∣∣ 0〉− 2 〈0 |T [δχk (y) δχk (x)]| 0〉

)]
.

Assim, podemos escrever a expressão (2.102), para uma transformação de gauge finita, como:〈
0
∣∣T [

eie0χ(y)e−ie0χ(x)
]∣∣ 0〉 = exp

[
− e20

2

∑
k

( 〈
0
∣∣(δχk (y))

2
∣∣ 0〉+ 〈

0
∣∣(δχk (x))

2
∣∣ 0〉

−2 〈0 |T [δχk (y) δχk (x)]| 0〉
)]

= exp
[
e20 (ΔF (x, y)−ΔF (x, x))

]
. (2.104)
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Portanto, para uma transformação de gauge geral Eq.(2.93), a função de Green completa do

férmion transforma-se da seguinte forma:

S (x, y) = S0 (x, y) exp
[
e20 (ΔF (x, y)−ΔF (x, x))

]
. (2.105)

Para encerrar, seguem algumas considerações gerais sobre a transformação LKF para a

função de vértice: Na realidade, essa transformação para o vértice é complicada, o que dificulta

a extração de restrições sobre a sua estrutura funcional. Então, de maneira geral, obter qualquer

informação sobre tal transformação não é muito vantajoso devido a complexidade da análise.

Entretanto, em [36] Burden e Roberts realizaram uma análise numérica para comparar a auto-

consistência de diversos ansätz para a função de vértice [37], por meio de sua transformação

LKF. Ainda, em adição a esses vı́nculos numéricos, uma visão analı́tica indireta pode ser obtida

a partir da estrutura não-perturbativa do vértice, ao exigir propriedades de gauge corretas para

o propagador fermiônico.

O desenvolvimento e discussão desta seção seguem a proposta de Fradkin, que consid-

eramos ser formalmente mais simples que as demais. Porém, essas transformações também

foram derivadas por Johnson e Zumino através de métodos funcionais [38]. Ainda, em [39]

Fukuda, Kubo e Yokoyama atentaram para um possı́vel formalismo, em que as constantes de

renormalização Zi fossem invariantes de gauge.

Como dito anteriormente, tı́nhamos, como intenção deste capı́tulo, apresentar a estrutura

geral da teoria até o nı́vel de renormalização; uma teoria de campos da forma mais geral

possı́vel, não realizando nenhum cálculo. Limitando-nos apenas na obtenção das expressões

formais das quantidades relevantes da teoria para, assim, deixar o leitor familiarizado com as

discussões e considerações que virão no estudo da GQED4.
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Capı́tulo 3

Quantização da Eletrodinâmica
Generalizada

Neste capı́tulo, atentaremos para o estudo funcional da eletrodinâmica quântica general-

izada, a GQED4. No entanto, procederemos de uma maneira diferente àquela apresentada no

capı́tulo anterior, i.e., construı́remos a amplitude de transição vácuo–vácuo do modelo através

de métodos Hamiltonianos gerais de teorias de gauge. As expressões obtidas anteriormente para

o funcional Z, Eqs.(2.67) e (2.68), são gerais, como veremos através da comparação destas

com a equação (3.37). Em seguida, deduziremos, através de métodos funcionais, as equações

de Schwinger-Dyson-Fradkin para os propagadores do elétron e do fóton, bem como para a

função de vértice. As identidades de Ward-Fradkin-Takahashi também serão apresentadas.

Como tópico final do capı́tulo, introduziremos e discutiremos o programa de renormalização

para as quantidades fı́sicas do modelo.

3.1 Análise Canônica e Amplitude de Transição

Antes de utilizarmos o procedimento de Faddeev-Senjanovic para a construção da amplitude

de transição, apresentaremos um breve estudo clássico, mostrando os principais pontos da estru-

tura Hamiltoniana da GQED4: o cálculo dos momentos canônicos, seguido pela determinação

do conjunto de vı́nculos e posterior classificação entre vı́nculos de primeira e segunda classe e,

por fim, a escolha de um conjunto apropriado de condições de gauge. Sendo necessário utilizar

o método de Faddeev-Popov-DeWitt para obtermos uma expressão covariante para a ampli-

tude de transição. Portanto, iniciamos o estudo com a proposta da densidade Lagrangiana da

GQED4:

L =
i

2

(
ψ̄∂̂ψ − ψ̄

←−̂
∂ ψ

)
−mψ̄ψ + eψ̄Âψ − 1

4
FμνF

μν +
a2

2
∂μF

αμ∂βFαβ; (3.1)

cuja expressão, em nı́vel clássico, é invariante sob as seguintes transformações locais de gauge:

ψ′ (x) = eiλ(x)ψ (x) , A′
μ (x) = Aμ (x) +

1

e
∂μλ (x) . (3.2)
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Na proposta da Lagrangiana (3.1) foram utilizadas as seguintes definições: Fνμ ≡ ∂νAμ−∂μAν

e Ô ≡ γμO
μ. A densidade Lagrangiana L preserva todas as simetrias da QED4 usual. As

equações de Euler-Lagrange, procedentes do princı́pio de Hamilton e com as condições de

contorno apropriadas, Eq.(B.11), são dadas por ∗:

∂μ
∂L

∂
(
∂μψ̄

) − ∂L
∂ψ̄

= 0,

(
i∂̂ + eÂ−m

)
ψ = 0, (3.3)

∂μ∂ν
∂L

∂ (∂μ∂νAα)
− ∂μ

∂L
∂ (∂μAα)

+
∂L
∂Aα

= 0,

∂LEM

∂ (∂μ∂νAα)
=

a2

2

[
ημα∂λF

νλ + ηνα∂λF
μλ − 2ημν∂λF

αλ
]
,

∂μ∂ν
∂L

∂ (∂μ∂νAα)
= −a2�∂λF

αλ;
∂L

∂ (∂μAα)
= F αμ;

∂L
∂Aα

= eψ̄γαψ;(
1 + a2�

)
∂μF

αμ = eψ̄γαψ. (3.4)

As expressões dos momentos canônicos πβ e φβ , variáveis conjugadas aos campos Aα e Γα, e

definidos em (B.23) e (B.24), respectivamente, em que as variáveis Γα ≡ ∂0Aα são graus de

liberdade independentes, são dadas por:

πμ ≡ ∂L
∂ (∂0Aμ)

− ∂0
∂L

∂ (∂0∂0Aμ)
− 2∂k

∂L
∂ (∂k∂0Aμ)

= F μ0 − a2
[
ημk∂k∂λF

0λ − ∂0∂λF
μλ
]
, (3.5)

φμ ≡ ∂L
∂ (∂0∂0Aμ)

= a2
[
ημ0∂λF

0λ − ∂λF
μλ
]
; (3.6)

já os momentos canônicos associados aos campos fermiônicos ψ e ψ̄ são:

pA ≡ ∂L
∂
(
∂0ψ̄A

) =
i

2

(
γ0ψ

)
A
, (3.7)

p̄A ≡ ∂L
∂ (∂0ψA)

=
i

2

(
ψ̄γ0

)
A
. (3.8)

Agora, a partir das expressões dos momentos acima, estudaremos a estrutura de vı́nculos da

teoria, seguindo a abordagem de Dirac para sistemas singulares [33]. Portanto, através das

expressões (3.7) e (3.8), e da componente temporal de (3.6), obtemos, imediatamente, três

vı́nculos primários:

χA ≡ pA − i

2

(
γ0ψ

)
A
≈ 0, χ̄A ≡ p̄A − i

2

(
ψ̄γ0

)
A
≈ 0, ϕ1 ≡ φ0 ≈ 0. (3.9)

∗Vide Apêndice B para uma breve introdução e discussão geral de teorias de campo com derivadas de ordem-

superior, em nı́vel clássico.
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Encontramos também, da combinação entre a componente temporal da expressão (3.5) e da

espacial da (3.6), um outro vı́nculo primário:

ϕ2 ≡ π0 − ∂kφk ≈ 0. (3.10)

Em que ”≈”representa o fato das relações (3.9) e (3.10) serem, de fato, equações fracas de

acordo com o procedimento de Dirac. Além dos vı́nculos primários, obtemos, também, das

componentes espaciais das expressões dos momentos canônicos, duas relações dinâmicas. Primeiro,

da Eq.(3.5), segue:

∂0A
k = ∂kA0 − πk + a2

(
∂k∂μF0μ − ∂0∂μF

kμ
)
, (3.11)

e da Eq.(3.6), provém a segunda:

∂0Γ
k = ∂kΓ0 + ∂lF

kl +
φk

a2
. (3.12)

O próximo passo do procedimento de Dirac é impor as condições de consistência sobre os

vı́nculos primários, i.e., de modo que sua evolução temporal seja preservada. O que nos leva,

primeiro, à definição da Hamiltoniana canônicaHC:

HC = παȦ
α + φαΓ̇

α − p̄α (∂0ψ)α −
(
∂0ψ̄

)
α
pα − L

HC = π0Γ
0 + πjΓ

j +
φlφ

l

2a2
+ φl∂

lΓ0 + φl∂kF
lk − i

2
ψ̄γj←→∂ jψ +mψ̄ψ − eψ̄Âψ

+
1

4
FkjF

kj +
1

2
(Γj − ∂jA0)

2 − a2

2

(
∂jΓj − ∂j∂

jA0

)2
, (3.13)

e, também, da Hamiltoniana primária:

HP = HC +

∫
d3z

(
C̄Aχ

A + χ̄BCB + C1ϕ1 + C2ϕ2

)
. (3.14)

Objeto que, no atual ponto da análise, é a quantidade responsável pela evolução temporal do

sistema. Os parentêses de Berezin fundamentais da teoria são:{
ψA (x) , p̄E (y)

}
B

= −δEAδ(3) (−→x −−→y ) , (3.15){
ψ̄C (x) , pF (y)

}
B

= −δFCδ(3) (−→x −−→y ) , (3.16)

{Aλ (x) , π
α (y)}B = δαλδ

(3) (−→x −−→y ) , (3.17)

{Γλ (x) , φ
α (y)}B = δαλδ

(3) (−→x −−→y ) . (3.18)

Todas as condições de consistência dos vı́nculos primários são satisfeitas. Para o vı́nculo ϕ1

temos:

∂0ϕ1 (x) = −
(
π0 (x)− ∂lφ

l (x)
)
= −ϕ2 ≈ 0. (3.19)

A partir das condições fermiônicas, determinamos os seus multiplicadores de Lagrange. Da

condição: ∂0χA (x) ≈ 0 temos:

CA (x) = − (
γ0γj

)
AB

∂jψ
B (x) + ie

(
γ0γμ

)
AC

ψC (x)Aμ (x)− im
(
γ0
)
AB

ψB (x) , (3.20)
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e de: ∂0χ̄A (x) ≈ 0 segue:

C̄B (x) = ∂jψ̄
C (x)

(
γjγ0

)
CB

+ iqψ̄A (x)
(
γμγ0

)
AB

Aμ (x)− imψ̄A (x)
(
γ0
)
AB

. (3.21)

Porém, a condição de consistência do vı́nculo ϕ2:

∂0ϕ2 (x) = {ϕ2 (x) , HP}B , (3.22)

gera um vı́nculo secundário:

∂0ϕ2 (x) = eψ̄ (x) γ0ψ (x) + ∂kπk (x) ≈ 0, (3.23)

que denotaremos por ϕ̃ (x) ≡ eψ̄ (x) γ0ψ (x) + ∂kπk (x) ≈ 0. Logo, é necessário impor a

condição de consistência ao novo vı́nculo, prontamente satisfeita em:

∂0ϕ̃ (x) = {ϕ̃ (x) , HP}B = 0. (3.24)

Consequentemente, mostramos que temos o conjunto com todos os vı́nculos da teoria.

Agora, através da independência linear dos vı́nculos da teoria [33], classificaremos os vı́nculos

da teoria entre vı́nculos de primeira ou segunda-classe. Não é difı́cil concluir que o conjunto

{ϕ1, ϕ2} é composto de vı́nculos de primeira-classe. Assim, os vı́nculos restantes, a princı́pio,

são de segunda-classe. Entretanto, antes de qualquer conlusão, é necessário construirmos a

matriz de vı́nculos de segunda-classe:

C (x, y) =

⎡⎢⎣ 0 i (γ0) −eγ0ψ

i (γ0) 0 −eψ̄γ0

eγ0ψ eψ̄γ0 0

⎤⎥⎦ δ(3) (−→x −−→y ) ,

para, assim, verificarmos a independência linear de tais vı́nculos. Não é complicado mostrar

que essa matriz não possui posto igual a 3 e, sim, posto 2. Portanto, temos que um dos três

vı́nculos de segunda-classe é, na verdade, de primeira-classe.

A forma mais simples de determinar qual vı́nculo não pertence a esse conjunto, é a utilização

da independência linear entre os vı́nculos e, então, a construção de uma combinação dos vı́nculos

de segunda classe, o que resultará em um vı́nculo de primeira-classe. Para isso, consideremos:

Δ(x) = K̄αχ
α (x)+χ̄β (x)Kβ+Kϕ̃ (x), em que os coeficientes K são determinados ao impor-

mos que Δ(x) possua parentêses de Berezin nulos com todos os vı́nculos da teoria (condição

para que seja um vı́nculo de primeira-classe). Então, após determinarmos os coeficientes de Δ

(através das condições descritas acima), obtemos o seguinte conjunto de vı́nculos de primeira-

classe:

Ω1 ≡ φ0 ≈ 0, Ω2 ≡ π0 − ∂kφ
k ≈ 0, Ω3 ≡ ∂kπ

k + eψ̄γ0ψ ≈ 0, (3.25)

e o conjunto de vı́nculos de segunda classe,

χA ≡ pA − i

2

(
γ0ψ

)
A
≈ 0, χ̄A ≡ p̄A − i

2

(
ψ̄γ0

)
A
≈ 0. (3.26)
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O processo de quantização de um sistema singular clássico pode ser dado de duas maneiras: via

princı́pio de equivalência entre os parênteses de Dirac e (anti-)comutadores ou via amplitude de

transição do formalismo de integração funcional. Aqui, seguiremos a quantização pelo segundo

método. Porém, nas duas frentes, faz-se necessário introduzir condições subsidiárias a fim de

que todos os multiplicadores de Lagrange (dos vı́nculos de primeira-classe) sejam determina-

dos, i.e., que a dinâmica Hamiltoniana seja equivalente à Lagrangiana – se estamos interessados

em quantizar o sistema via princı́pio de equivalência, além de introduzirmos os parênteses de

Dirac, a dinâmica também é regida por um novo objeto, a Hamiltoniana estendida HE [33].

Assim, iniciamos o processo de quantização através do procedimento de Faddeev–Senjanovic

para obter a amplitude de transição [30], que em sua forma Hamiltoniana é definida por:

Z = N

∫
Dμ exp

(
i

∫
d4x

[
πμ (∂0Aμ) + φα (∂0Γ

α)− (∂0ψ) p̄−
(
∂0ψ̄

)
p−HC

])
, (3.27)

com a Hamiltoniana canônica HC dada pela equação (3.13). Ainda, temos que a medida de

integração é definida por:

Dμ = DφνDΓνDπμDAμDψ̄DψDp̄Dpδ (Θl) det ||{Ωa,Σb}B|| 1/2 det ||{χA, χ̄B}B||−1/2 .

(3.28)

Em que Θ = {Ω,Σ, χ, χ̄} é o conjunto de todos os vı́nculos e Σ são as condições subsidiárias

que fixam os vı́nculos de primeira-classe. Trabalharemos, aqui, com a condição de gauge de

radiação generalizada:

Σ1 ≡ Γ0 ≈ 0, Σ2 ≡ A0 ≈ 0, Σ3 ≡
(
1 + a2�

)
∂kAk ≈ 0. (3.29)

Como foi demonstrado em [17], tem-se um conjunto apropriado de condições de gauge não-

covariantes para os vı́nculos de primeira classe (3.25). Antes de efetuarmos as integrações

de (3.27), é necessário que calculemos os determinantes dos vı́nculos em (3.28). O deter-

minante associado aos vı́nculos de segunda classe, Eq.(3.26), det ||{χA, χ̄B}B||, não contém

variáveis de campo, pois {χA, χ̄B} = i (γ0)AB; logo, ele pode ser absorvido na constante de

normalização. Já o determinante entre os vı́nculos de primeira-classe, Eq.(3.25), e as condições

de gauge, Eq.(3.29), possui a seguinte forma:

det
∣∣∣∣{Ωα,Σβ}B

∣∣∣∣1/2 = det
∣∣∣∣− (

1 + a2∇2
)∇2

∣∣∣∣ . (3.30)

Obtemos a expressão para o amplitude de transição através das seguintes manipulações: combi-

nando as equações (3.28) e (3.30), substituindo o resultado em (3.27), e resolvendo as integrais

dos momentos e variáveis de campo. Primeiro, devido a estrutura dos vı́nculos presentes nas
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funções-δ, é imediato resolver as integrações nas variáveis A0, φ
0, π0 e Γ0:

Z = N ′
∫

DφkDΓkDπlDAlDψ̄DψDp̄Dp det
∣∣∣∣− (

1 + a2∇2
)∇2

∣∣∣∣
×δ (∂kπk + eψ̄γ0ψ

)
δ
[(
1− a2�

)
∂kAk

]
δ

(
p− i

2
γ0ψ

)
δ

(
p̄− i

2
ψ̄γ0

)
× exp

(
i

∫
d4x

[ i
2
ψ̄γk←→∂ kψ + p̄ (∂0ψ)−

(
∂0ψ̄

)
p−mψ̄ψ + eψ̄γlψAl + πj (∂0Aj)

+φj

(
∂0Γ

j
)− πjΓ

j − φlφ
l

2a2
− φl∂kF

lk +
1

2
(Γj)

2 − 1

4
FkjF

kj +
a2

2

(
∂jΓj

)2 ])
.

Também segue da estrutura das funções-δ, da expressão anterior, que podemos realizar, sem

maiores dificuldades, a integração nos momentos fermiônicos p e p̄:

Z = N

∫
DφkDΓkDπlDAlDψ̄Dψ det

∣∣∣∣− (
1 + a2∇2

)∇2
∣∣∣∣ δ [(1− a2�

)
∂kAk

]
×δ (∂kπk + eψ̄γ0ψ

)
exp

(
i

∫
d4x

[ i
2
ψ̄γμ←→∂ μψ −mψ̄ψ + eψ̄γlψAl + πj (∂0Aj)

+φj

(
∂0Γ

j
)− πjΓ

j − φlφ
l

2a2
− φl∂kF

lk +
1

2
(Γj)

2 − 1

4
FkjF

kj +
a2

2

(
∂jΓj

)2 ])
.

A função δ
(
∂kπ

k + eψ̄γ0ψ
)

ainda pode ser escrita em sua forma integral como:

δ
(
∂kπ

k + eψ̄γ0ψ
)
=

∫
dα exp

[
i

∫
d4xα

(
∂kπ

k + eψ̄γ0ψ
)]

,

o que permite a integração da variável πk:

Iπ =

∫
Dπk exp

[
i

∫
d4x

(
πj (∂0Aj)− πjΓ

j − πk∂kα
)]

= δ [Γk + ∂kα− ∂0Ak] . (3.31)

E, a partir do argumento da função-δ, descrita acima, vemos, claramente, que Γk e ∂0Ak são

variáveis independentes, como realmente deveria ser no formalismo de ordem-superior. Assim,

encontramos:

Z = N

∫
DφkDΓkDαDAlDψ̄Dψ det

∣∣∣∣− (
1 + a2∇2

)∇2
∣∣∣∣ δ [(1− a2�

)
∂kAk

]
×δ [Γk + ∂kα− ∂0Ak] exp

(
i

∫
d4x

[ i
2
ψ̄γμ←→∂ μψ −mψ̄ψ + eψ̄γlψAl + eαψ̄γ0ψ

+φj

(
∂0Γ

j
)− φlφ

l

2a2
− φl∂kF

lk +
1

2
(Γj)

2 − 1

4
FkjF

kj +
a2

2

(
∂jΓj

)2 ])
.

A integração da variável Γk, na última expressão, é direta e identificando α→ A0, obtemos:

Z = N

∫
DφkDAμDψ̄Dψ det

∣∣∣∣− (
1 + a2∇2

)∇2
∣∣∣∣ δ [(1− a2�

)
∂kAk

]
× exp

(
i

∫
d4x

[
iψ̄γμ∂μψ −mψ̄ψ + eψ̄γμψAμ + φk∂μF

μk − φlφ
l

2a2

−1

2
F0kF

0k − 1

4
FkjF

kj − a2

2
∂μF0μ∂

αF0α

])
.
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Por fim, podemos integrar na variável φk:

Iφ =

∫
Dφk exp

[
i

∫
d4x

(
−φlφ

l

2a2
+ φk∂μF

μk

)]
= exp

[
−i

∫
d4x

a2

2

(
∂μF

μk
)2] ∫

Dφ′
k exp

[
i

∫
d4x

φ′2
k

2a2

]
.

Assim, obtemos que a expressão para a amplitude de transição vácuo-vácuo tem a seguinte

forma:

Z = N ′
∫

DAμDψ̄Dψ det
∣∣∣∣− (

1 + a2∇2
)∇2

∣∣∣∣ δ [(1 + a2�
)
∂kAk

]
exp

(
i

∫
d4xL

)
.

(3.32)

Embora a expressão (3.32) seja correta, a sua forma não-covariante não é conveniente para

efeito de cálculos. Entretanto, podemos usar o ansätz de Faddeev-Popov-DeWitt [40], para

determinar a forma covariante da amplitude de transição vácuo-vácuo. Desse ansätz, temos a

seguinte identidade:

1 = detM

∫
Dgδ [Ω [Ag]] , (3.33)

com: Mαβ (x, y) =
δΩα[Ag(x)]

δλβ(y)

∣∣∣
λ→0

, onde Ag (x) representa o campo de gauge sob uma transformação

de gauge g. Então, ao escolhermos a condição de gauge de Lorenz generalizada [17]:

Ω [A] =
(
1 + a2�

)
∂μAμ − f = 0, (3.34)

como condição de gauge-fixing, temos que a matriz de Faddeev-Popov-DeWitt é escrita como:

ML (x, y) =
1

e

(
1 + a2�

)
�δ(4) (x− y) .

Logo, introduzindo a unidade acima na expressão (3.32), obtemos:

Z = N ′
∫

DAμDψ̄Dψ

∫
Dg detMCδ

[(
1 + a2�

)
∂kAk

]
detMLδ [Ω [Ag]] exp

[
i

∫
d4xL

]
,

(3.35)

com MC (x, y) = − (1 + a2∇2)∇2δ(3) (x− y). Agora, fazendo uma transformação de gauge:

g → g′ = g−1, e devido ao fato de as medidas DA e Dg, bem como o funcional exp
[
i
∫
d4xL],

serem invariantes sob tal transformação, segue:

= N ′
∫

DAμDψ̄Dψ

[∫
Dg′ detMCδ

[(
1 + a2�

)
∂kAg′

k

]]
detMLδ [Ω [A]] exp

[
i

∫
d4xL

]
,

= N ′
∫

DAμDψ̄Dψ det
∣∣(1 + a2�

)
�
∣∣ δ [(1 + a2�

)
∂μAμ − f

]
exp

[
i

∫
d4xL

]
.

A menos de um fator numérico na constante de normalização, podemos integrar a expressão

acima no funcional f (x) com o peso exp
[
−i ∫ d4x 1

2ξ
[f (x)]2

]
. Dessa forma, finalmente, obte-

mos a desejada expressão covariante para a amplitude de transição vácuo–vácuo:

Z = N
∫

DAμDψ̄Dψ det
∣∣∣∣(1 + a2�

)
�
∣∣∣∣ exp(i ∫ d4x

[
ψ̄
(
i∂̂ −m+ eÂ

)
ψ

(3.36)

−1

4
FμνF

μν +
a2

2
∂μFμβ∂αF

αβ − 1

2ξ

((
1 + a2�

)
∂μAμ

)2 ])
.
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Note que, no limite ξ → 0 o termo de gauge-fixing tende a uma função-δ. Nessa escolha de

gauge covariante, temos que o determinante de Faddeev-Popov-DeWitt não contém variáveis

de campo, i.e., o determinante pode ser reescrito como −∂μc̄ (1 + a2�) ∂μc. Assim, vemos

claramente que não há interação com o campo do fóton, de forma que essa contribuição pode

ser absorvida na constante de normalização.

Embora os campos fantasmas não estejam em interação com os campos fı́sicos, eles são im-

portantes no estudo do modelo GQED4 à temperatura finita [21]. Como foi mostrado em [41],

via formalismo de Batalin-Fradkin-Vilkovisky [31], o número de campos fantasmas necessários

para a teoria de Podoslky livre é de, apenas, um par; esse número se preserva em interação, pois

o determinante permanece inalterado nessa situação; resultado que está em concordância com

o que obtivemos em (3.36).

3.2 Equações de Schwinger-Dyson-Fradkin

Embora existam diversas maneiras de se extrair o conteúdo fı́sico de modelos de sistemas

quânticos, acreditamos que a mais elegante e, também, prática, seja a feita através de funções

de Green por derivadas funcionais. O método de derivadas funcionais em teoria quântica de

campos, que foi usado extensivamente por Schwinger e outros [34, 42, 43, 44, 32], utiliza

uma quantidade conhecida por funcional gerador, que gera todas as funções de Green através

de diferenciações funcionais. As equações obtidas através dessas diferenciações são conheci-

das como as equações de Schwinger-Dyson-Fradkin (SDFE). Se estamos interessados em out-

ras caracterı́sticas do sistema, além dos métodos de obtenção das equações quânticas, são

as SDFE que nos permitem uma melhor análise, sobretudo de informações não-perturbativas

[43]. Porém, se essas equações são utilizadas apenas como uma fonte de gerar expansões

formais em potências da constante de acoplamento, não há de encontrar-se nada de novo em

comparação à teoria de perturbação usual. O problema de encontrar um método efetivo de re-

solver tais equações, que não seja baseado em teoria de perturbação está, até agora, longe de

qualquer solução satisfatória [45]. Porém, existem sistemas quânticos que, em dimensões mais

baixas, (1 + 1)- e (2 + 1)-dimensões, são exatamente solúveis e permitem extrair informações

de caráter não-perturbativo [46].

Nesta seção, derivaremos tais relações para os propagadores do fóton e do elétron e, também,

para a função de vértice. O primeiro passo do desenvolvimento é definir o funcional gerador da

teoria:

Z [η, η̄, Jμ] =

∫
Dμ

(
ψ, ψ̄, Aμ

)
exp [iSeff ] , (3.37)

com a ação efetiva dada por:

Seff =

∫
d4x

[
ψ̄
(
i∂̂ −m+ eÂ

)
ψ − 1

4
FμνF

μν +
a2

2
∂μFμβ∂αF

αβ

− 1

2ξ

((
1 + a2�

)
∂μAμ

)2
+ ψ̄η + η̄ψ + AμJμ

]
,
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em que η̄, η e Jμ são as fontes (ferramenta matemática auxiliar) para os campos fermiônico

ψ, anti-fermiônico ψ̄ e de gauge Aμ, respectivamente. Enfatizamos aqui, que as componentes

dos campos
(
ψ̄, ψ

)
(e de suas fontes (η, η̄)), são elementos da álgebra de Grassmann e que o

campo Aμ bem como sua fonte Jμ, são c-numbers. Pretendemos, sempre que possı́vel, discutir

o significado das expressões da GQED4, para assim elucidar os pontos de equivalência ou

inequivalência com os resultados conhecidos da QED4.

3.2.1 A equação de Schwinger-Dyson-Fradkin para o Propagador do Fóton

Derivaremos e discutiremos agora, as propriedades da expressão completa do propagador do

campo do fóton, em interação com elétrons. Primeiro, para obtermos a correspondente SDFE
para o fóton, precisamos resolver a seguinte equação funcional:

0 =

⎡⎣ δS
δAμ (x)

∣∣∣∣
δ

δiη
,− δ

δiη̄
, δ
δiJμ

+ Jμ (x)

⎤⎦Z [η, η̄, Jμ] , (3.38)

sendo que S e Seff diferem apenas pelos termos de fonte e os limites tomados após o cálculo

da derivada serão compreendidos logo abaixo †. Então, após o cálculo do primeiro termo:

δL
δAμ (x)

=
δ

δAμ (x)

(
eψ̄γαψAα − 1

4
FμνF

μν +
a2

2
∂μFμβ∂αF

αβ − 1

2ξ

((
1 + a2�

)
∂μA

μ
)2)

=
δ

δAμ (x)

(
eψ̄γαψAα +

1

2
Aα (z)

[
ηαβ�− ∂α∂β + a2�

[
ηαβ�− ∂α∂β

]
+

1

ξ

(
1 + a2�

)2
∂α∂β

]
Aβ (z)

)
=

δ

δAμ (x)

(
eψ̄γαψAα +

1

2
Aα (z)

[
�ηαβ −

[
1− 1

ξ

(
1 + a2�

)]
∂α∂β

] (
1 + a2�

)
Aβ (z)

)
,

δS
δAμ (x)

= eψ̄ (x) γμψ (x) +

[(
1 + a2�

)
�Tμβ +

1

ξ

(
1 + a2�

)2�Lμβ

]
Aβ (x) . (3.39)

Em que usamos o seguinte conjunto de projetores:

T αβ + Lαβ = ηαβ, Lαβ =
∂α∂β

� . (3.40)

Assim, encontramos, para a Eq.(3.38), a seguinte expressão:

0 =

[[
T μν +

1

ξ

(
1 + a2�

)
Lμν

] (
1 + a2�

)
� δ

iδJν (x)
− e

δ

iδη (x)
γμ δ

iδη̄ (x)

]
Z + Jμ (x)Z.

(3.41)

Lembrando que, a solução da equação (3.41), também está sujeita à condições de contorno do

tipo Eq.(2.41). Agora, introduzimos o funcional W , i.e., o funcional gerador das funções de

Green conexas W [η, η̄, Jμ], que é definido através da relação: W [η, η̄, Jμ] = −i lnZ [η, η̄, Jμ].

†Esse limite faz menção a transformação de Fourier funcional, como em (2.2.1).
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Portanto, podemos reescrever a equação (3.41), como:

−Jμ (x) =

[
T μν +

1

ξ

(
1 + a2�

)
Lμν

] (
1 + a2�

)
� δW

δJν (x)
(3.42)

−e δW

δη (x)
γμ δW

δη̄A (x)
+ ie

δ

δη (x)

(
γμ δW

δη̄ (x)

)
A

.

A equação acima pode ser interpretada como se representasse a forma compacta da equação

do campo de Podolsky não-perturbativa, sujeita a uma fonte externa Jμ. Por fim, introduzimos

o funcional gerador das funções de Green irredutı́veis de uma partı́cula (1PI) Γ
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
através da seguinte transformação de Legendre:

Γ
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
= W [η, η̄, Jμ]−

∫
d4x

(〈
ψ̄
〉
η + η̄ 〈ψ〉+ 〈Aμ〉 Jμ

)
. (3.43)

Seguem, das definições acima expressões dos campos
(
ψ̄, ψ, Aμ

)
em termos das fontes (η, η̄, Jμ)

e vice-versa, sendo escritas como:

〈Aμ〉 =
δW

δJμ
, 〈ψ〉 = δW

δη̄
,
〈
ψ̄
〉
= −δW

δη
, (3.44)

Jμ = − δΓ

δAμ
, η = − δΓ

δψ̄
, η̄ =

δΓ

δψ
. (3.45)

Portanto, através das identidades acima e na situação em que as fontes fermiônicas são nulas, é

possı́vel escrevermos a equação (3.42) em termos do funcional Γ:

δΓ

δAμ (x)
=

[
T μβ +

1

ξ

(
1 + a2�

)
Lμβ

] (
1 + a2�

)
� 〈Aβ (x)〉+ ie

δ

δηA (x)

(
γμ δW

δη̄ (x)

)
A

.

(3.46)

Consequentemente, ao identificarmos o funcional:

S (x, y;A) ≡ i
δ2W [η, η̄, Jμ]

δη (y) δη̄ (x)

∣∣∣∣
η=η̄=0

, (3.47)

como o propagador completo do elétron sujeito a um campo externo Aμ, que satisfaz a seguinte

identidade funcional:

i

∫
d4zSBC (x, z;A)

δ2Γ

δψC (y) δψ̄D (z)
= δBDδ

(4) (x− y) , (3.48)

é possı́vel, enfim, expressarmos a Eq.(3.46) como:

δΓ

δAμ (x)
=

[
T μβ +

1

ξ

(
1 + a2�

)
Lμβ

] (
1 + a2�

)
� 〈Aβ (x)〉+ eTr (γμS (x, x;A)) . (3.49)

Agora, diferenciando a equação (3.49), com respeito ao campo Aν (y) (no cálculo da derivada
δ〈Aμ(x)〉
δAσ(z)

, usamos a identidade (3.53)), e indo à situação em que Jμ (x) = 0, segue o seguinte

resultado:

δ2Γ

δAν (y) δAμ (x)
=

[
Tμβ +

1

ξ

(
1 + a2�

)
Lμβ

]
�
(
1 + a2�

)
δ(4) (x− y)

(3.50)

+eTr

(
γμ

δ

δAν (y)
S (x, x;A)

)
.
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O último termo do lado direito da Eq.(3.50) pode ser calculado imediamente, ao utilizarmos a

identidade funcional Eq.(3.48). Assim, escrevemos:

δ

δAν (y)
S (x, x;A) = −i δ

δAν (y)

(
δ2Γ

δψ (x) δψ̄ (x)

)−1

.

Ainda, com o auxı́lio da identidade:

d

dx
f−1 (x) = −f−1 (x)

df (x)

dx
f−1 (x) ,

encontramos o seguinte resultado:

δ

δAν (y)

(
δ2Γ

δψ (x) δψ̄ (x)

)−1

= −
∫

d4ud4w

(
δ2Γ

δψ (x) δψ̄ (u)

)−1
δ

δAν (y)

δ2Γ

δψ (u) δψ̄ (w)

×
(

δ2Γ

δψ (w) δψ̄ (x)

)−1

,

δ

δAν (y)

(
δ2Γ

δψ (x) δψ̄ (x)

)−1

= e

∫
d4ud4wS (u, x) Γν (w, u; y)S (x,w) . (3.51)

Em que levamos em conta a definição (3.47) e introduzimos uma nova quantidade, a função de

vértice 1PI da interação elétron-fóton:

eΓμ (x, y; z) ≡ δ3Γ

δAμ (z) δψ (y) δψ̄ (x)

∣∣∣∣
A=ψ=ψ̄=0

. (3.52)

Similar à equação (3.48), a segunda derivada de Γ
[
ψ̄, ψ, Aμ

]
, com respeito ao campo Aμ (x),

gera o funcional 1PI: Γμν (a inversa do propagador fotón Dμν), sendo que ela satisfaz a seguinte

identidade funcional:∫
d4zDσν (x, z)

δ2Γ

δAρ (y) δAν (z)
= iησρδ(4) (x− y) ; (3.53)

com a seguinte definição:

Dμρ (x, s) ≡ −i δ2W

δJρ (s) δJμ (x)
. (3.54)

Portanto, substituindo o resultado Eq.(3.51), em (3.50), e em decorrência da discussão acima,

segue a SDFE para a função 1PI completa do fóton:

Γμν (x− y) = Πμν (x, y) +

[
Tμν +

1

ξ

(
1 + a2�

)
Lμν

] (
1 + a2�

)
�δ(4) (x− y) . (3.55)

A quantidade Πμν é conhecida como a função de auto-energia do fóton e a definimos por:

Πμν (x, y) = −e2
∫

d4ud4wTr
[
S (u, x;A) γμS (x, w;A) Γν (w, u; x)

]
. (3.56)

O fator (−1) provém, de maneira usual, do loop fermiônico. O tensor Πμν descreve a interação

de um fóton com o campo do elétron-pósitron e, essa interação, consiste na criação e aniquilação
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de pares virtuais. Ainda, podemos reescrever a equação (3.56) na representação dos momentos,

da seguinte forma:

Πμν (k) = − e2

(2π)4

∫
d4pTr

[
S (p;A) γμS (p− k;A) Γν (p, k; p− k)

]
. (3.57)

A partir da expressão (3.55), podemos calcular o propagador do campo do fóton de modo

perturbativo, ordem a ordem, na constante de acoplamento e. O cálculo explı́cito, análise e

discussão, na ordem mais baixa de correção radiativa das funções de Green, serão apresentadas

na seção 4.1. Através da identidade (3.53) no espaço dos momentos: Γμσ(k)Dσν (k) = iηνμ , é

possı́vel encontrarmos a seguinte expressão para o propagador completo do fóton:

iDμν (k) =
ημν − kμkν

k2

k2 [Π (k) + (1− a2k2)]
+

ξ

k2 (1− a2k2)2
kμkν
k2

. (3.58)

Em que a quantidade Π é chamada de escalar de polarização. Ela é introduzida devido a in-

variância de Lorentz de Πμν e pela identidade, Eq.(3.96); possui a seguinte estrutura:

Πμν (k) ≡
(−ημνk2 + kμkν

)
Π(k) . (3.59)

É necessário enfatizar que a expressão (3.58) mostra, explicitamente, que a função Π(k) é

relacionada apenas com o pólo do setor transversal do propagador do fóton; logo, este é o único

setor que recebe contribuições das correções radiativas. A representação diagramática da SDFE
do propagador completo do fóton, Eq.(3.58), é apresentado na Fig.3.1.

Ainda mais, o propagador do fóton, na ordem mais baixa em teoria de perturbação (tomando

Π(k) = 0 na equação (3.58)), pode ser escrito, convenientemente, como:

iDμν (k) =

[
ημν − (1− ξ)

kμkν
k2

]
1

k2
−
[
ημν + (1− ξ)

kμkν
k2 − 1

a2

]
1

k2 − 1
a2

+(1− 2ξ)
kμkν

k2
(
k2 − 1

a2

) +
kμkν(

k2 − 1
a2

)2 . (3.60)

Como pode ser visto claramente através da equação (3.60), o nosso interesse em separarmos

os pólos não-massivo e massivo (no máximo possı́vel, pois o terceiro termo mostra a mistura

entre os pólos) está na possibilidade de escrevermos a expressão de tal forma que obtenhamos

o segundo termo no lado direito – que é um dos pontos mais interessantes e belos da teoria

(oriundo, exclusivamente, do termo de Podolsky e da condição de Lorenz generalizada). Note

ainda que esse termo possui pólo massivo m2
P = a−2, que pode levar à conclusão, ingênua, de

que as divergências infravermelha, presentes no termo de Maxwell, são, de fato, canceladas.

Contudo, como mostraremos na seção 5.1, isso não acontece. Além disso, a separação dos

modos não-massivo (QED4 usual) e massivo, na expressão do propragador livre (3.60) no

gauge geral ξ, ocorre devido a linearidade dos campos de gauge nos termos da Lagrangiana

(3.1). Ainda, segue que, em decorrência da relação entre o parâmetro de Podolsky no pólo do

propagador, é possı́vel que imponhamos um valor limite para o parâmetro livre a, através de

experimentos [18, 15]. Voltaremos a essa última discussão na seção 5.3.
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Figura 3.1: Representação diagramática da SDFE 1PI para o propagador do fóton.

3.2.2 A equação de Schwinger-Dyson-Fradkin para o Propagador do Elétron

Dando sequência ao desenvolvimento formal da teoria no que se segue nesta subseção,

apresentaremos a derivação de uma expressão integral para o propagador completo do elétron

S . Durante o processo, também introduziremos o operador de massa M , que é a quantidade

que contém todas as correções radiativas ao movimento do elétron (no mesmo sentido que o

operador de polarização Π para os fótons). A derivação da SDFE para S segue da mesma

forma àquela apresentada na última subseção para o propagador do fóton. Assim, partimos da

seguinte equação funcional:

0 =

⎡⎣ δS
δψ̄A (x)

∣∣∣∣
δ

δiη
,− δ

δiη̄
, δ
δiJμ

− ηA (x)

⎤⎦Z [η, η̄, Jμ] ,

para encontrarmos a equação para o propagador do elétron. Logo, podemos calcular o primeiro

termo através da definição de derivada de variáveis de grassmann Eq.(2.4):

δL
δψ̄B (x)

=
δ

δψ̄B (x)

(
iψ̄γμ∂μψ −mψ̄ψ + eψ̄γμψAμ

)
,

= −δ(4) (x− z) (iγμ∂μψ −mψ + eγμψAμ)B .

E, desse resultado, segue a seguinte expressão:

0 = ηB (x)Z + i

(
i∂̂ −m− ieγμ δ

δJμ (x)

)
BC

δZ
δη̄C (x)

. (3.61)

A equação acima é equivalente à equação de Dirac na presença de fontes externas. E, também,

definirá a relação entre as quantidades S e M . Agora, escrevendo a equação acima em termos

de W , ao invés de Z , e, em seguida, diferenciando a equação (3.61), com respeito à η (y),

obtemos:

0 = δ(4) (x− y) + iη (x)
δW

δη (y)
+ i

(
iγμ∂μ −m+ ieγμ 〈Aμ(x)〉 − ieγμ δ

δJμ (x)

)
×
[
i

δ2W

δη (y) δη̄ (x)
− δW

δη (y)

δW

δη̄ (x)

]
. (3.62)

Lembramos, novamente, que a solução da equação (3.62) está sujeita à condições de contorno

do tipo Eq.(2.41). Logo, usando as identidades (3.45) e tomando o limite das fontes fermiônicas

indo a zero, obtemos:

iδ(4) (x− y) =

(
i∂̂ −m+ ieγμ 〈Aμ(x)〉 − ieγμ δ

δJμ (x)

)
S (x, y;A) . (3.63)
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Em que a quantidade S é definida em (3.47). A equação (3.63) define a função de Green

fermiônica de 2-pontos não-perturbativa na presença de um campo externo.

Contudo, ainda falta calcularmos o último termo de (3.63), que pode ser expresso como:

δ

δJμ (x)
S (x, y;A) = −i δ

δJμ (x)

(
δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (x)

)−1

,

o que nos permite escrever, então, através da regra da cadeia da derivada funcional, a seguinte

expressão:

δ

δJμ (x)

(
δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (x)

)−1

=

∫
d4u

δAα (u)

δJμ (x)

δ

δAα (u)

(
δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (x)

)−1

.

Logo, segue, da definição Eq.(3.45) a relação:

δ

δJμ (x)
S (x, y;A) = −i

∫
d4u

δ2W

δJμ (x) δJα (u)

δ

δAα (u)

(
δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (x)

)−1

.

Por fim, no limite da fonte Jμ indo a zero, podemos usar a definição Eq.(3.54) para o propagador

Dμα e, também, o resultado Eq.(3.51), encontrando, assim, o seguinte resultado:

δ

δJμ (x)
S (x, y;A) = e

∫
d4ud4zd4wDμα (x− u)S (x, w;A) Γα (w, z; u)S (z, y;A) .

(3.64)

É importante frizarmos aqui que o potencial eletromagnético 〈A〉, presente na Eq.(3.63), anula-

se na ausência de fontes externas, i.e., 〈Aμ (x; Jμ = 0)〉 = 0. Porém, isso não é verdade na

situação de T �= 0 [19]. Ao utilizarmos o resultado Eq.(3.64) e o fato de 〈Aμ (x; Jμ = 0)〉 = 0,

segue da equação (3.63), a seguinte expressão:

iδ(4) (x− y) = (iγμ∂μ −m)S (x, y;A)−
∫

d4zΣ(x, z)S (z, y;A) . (3.65)

Em que definimos o operador de auto-energia do elétron Σ através da seguinte relação:

Σ(x− y) = −e2γμ

∫
d4ud4wS (x, w;A)Dμα (u− x) Γα (w, y; u) . (3.66)

Cuja expressão na representação dos momentos possui a forma:

Σ(p) = − e2

(2π)4
γμ

∫
d4kS (p− k;A)Dμα (k) Γ

α (p, k; p− k) . (3.67)

Ainda, é possı́vel reescrever a expressão (3.65) ao denotamos convenientemente a quantidade:

ΣS (x, y;A) =
∫
d4zΣ(x, z)S (z, y;A), da seguinte forma:

(iγμ∂μ −m− Σ)S (x, y;A) = iδ(4) (x− y) . (3.68)

Além disso, ao introduzirmos em (3.68), o operador de massa M , através de:

M (x, y) = mδ (x− y) + Σ(x, y), (3.69)
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Figura 3.2: Representação diagramática da SDFE 1PI para o propagador do elétron.

a expressão do propagador completo do elétron, na representação dos momentos, assume a

forma:

S (p;A) =
i

γμpμ −M (p)
=

i

γμpμ −m− Σ(p)
. (3.70)

A expressão (3.70) para o propagador mostra, explicitamente, a relação entre o propagador do

elétron e o operador de massa (as correções radiativas). A SDFE correspondente ao propagador

do elétron é apresentada diagramaticamente na Fig.3.2.2. As equações (3.68) e (3.70) mostram

que o propagador completo do elétron é a função de Green para uma equação similar a uma

equação de Dirac (p̂−m− Σ)ψ = 0, mas, diferindo da última, pela adição à massa nua m‡, a

quantidade Σ. Logo, por essa razão, denotamos a quantidade M como operador de massa.

De maneira similar à descrição do operador Π, também podemos dizer que o operador

Σ descreve a interação do elétron com o seu próprio campo eletromagnético. Essa interação

consiste na emissão e absorção de fótons virtuais.

3.2.3 A equação de Schwinger-Dyson-Fradkin para a Função de Vértice

Sabemos que, para a QED4, é impossı́vel construir uma equação integral fechada, que ex-

presse a função de vértice Γμ, em termos apenas das quantidades S e D e que, junto com o

conjunto de equações (3.58) e (3.70), é fornecido um sistema completo de equações, deter-

minando, assim, todas as funções de Green da teoria [47, 24, 48]. Apesar disso, é possı́vel

encontrar uma relação fechada que relacione a função de vértice Γμ com S , D e com ela

mesma e, ainda, uma quantidade não determinada a priori, o vértice de 4-pontos Φσρ Eq.(3.84)

[44]. A expressão (3.63):

iδ(4) (x− y) = iη (x)
δW

δη (y)
+i

(
i∂̂ −m+ ie 〈Aμ (x)〉 γμ − ieγμ

δ

δJμ (x)

)
δ2W

δη (y) δη̄ (x)
, (3.71)

é o ponto de partida para determinarmos a equação funcional para a função de vértice Γμ. É

necessário ressaltar aqui que, nesse ponto, ainda não tomamos o limite de fontes nulas. Assim,

‡m é a massa presente na Lagrangiana original (3.1).
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segue, ao tomarmos a derivada funcional da equação acima em relação ao campo Aσ (z), que §:

0 =
(
i∂̂ −m+ e 〈Aμ (x)〉 γμ

)[ δ

δAσ (z)

(
δ2W

δη (y) δη̄ (x)

)]
+ ieγσδ(4) (x− z)

δ2W

δη (y) δη̄ (x)
(3.72)

−ieγμ
[

δ

δAσ (z)

[
δ

δJμ (x)

(
δ2W

δη (y) δη̄ (x)

)]]
.

Em que fizemos uso da identidade (3.53). Em decorrência da identidade (3.48), podemos escr-

ever:

ieγσδ(4) (x− z)
δ2W

δη (y) δη̄ (x)
=

(
i∂̂ −m+ e 〈Aμ (x)〉 γμ

)[ δ

δAσ (z)

(
δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (x)

)−1
]

(3.73)

−ieγμ
[

δ

δJμ (x)

[
δ

δAσ (z)

(
δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (x)

)−1
]]

,

E, assim, calculamos tais termos de derivada através da identidade (3.51). Logo, temos:

δ

δAσ (z)

(
δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (x)

)−1

= −
∫

d4ud4w

(
δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (u)

)−1
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (w)

×
(

δ2Γ

δψ (w) δψ̄ (x)

)−1

,

= −
∫

d4ud4w

(
δ2W

δη (y) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (w)

×
(

δ2W

δη (w) δη̄ (x)

)
. (3.74)

Dessa forma, encontramos a seguinte expressão:∫
d4ud4w

(
δ2W

δη (y) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (w)

×
(
i∂̂ −m+ e 〈Aμ (x)〉 γμ

)
x

(
δ2W

δη (w) δη̄ (x)

)
−ieγμ

∫
d4ud4w

δ

δJμ (x)

[(
δ2W

δη (y) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (w)

(
δ2W

δη (w) δη̄ (x)

)]
+ieγσδ(4) (x− z)

δ2W

δη (y) δη̄ (x)
= 0. (3.75)

Ao tomarmos o limite das fontes fermiônicas nulas, podemos escrever a quantidade entre

colchetes no primeiro termo como:(
i∂̂ −m+ e 〈Aμ (x)〉 γμ

)( δ2W

δη (w) δη̄ (x)

)
= −i

(
i∂̂ −m+ e 〈Aμ (x)〉 γμ

)
S (x,w;A) ,

e, através da definição Eq.(3.68), obtemos:(
i∂̂ −m+ e 〈Aμ (x)〉 γμ

)( δ2W

δη (w) δη̄ (x)

)
= (−i) (i) δ(4) (x− w) = δ(4) (x− w) . (3.76)

§Contudo, como o termo proporcional à fonte η se anulará ao final dos cálculos, i.e., quando tomarmos as

fontes indo a zero, já o descartaremos nesta expressão.
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Consequentemente, após as discussões e resultados acima, encontramos, para a Eq.(3.75), a

seguinte expressão funcional:

0 =

∫
d4u

(
δ2W

δη (y) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (x)
+ ieγσδ(4) (x− z)

δ2W

δη (y) δη̄ (x)

−ieγμ δ

δJμ (x)

[∫
d4ud4w

(
δ2W

δη (y) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (w)

(
δ2W

δη (w) δη̄ (x)

)]
.

Porém, ainda segue que, a multiplicando pela esquerda, pela quantidade δ2Γ
δψ(w)δψ̄(y)

e integrando-

a em d4y, podemos reescrevê-la, de uma forma mais interessante:

0 =

∫
d4u

[∫
d4y

δ2Γ

δψ (w) δψ̄ (y)

δ2W

δη (y) δη̄ (u)

]
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (x)

+ieγσδ(4) (x− z)

[∫
d4y

δ2Γ

δψ (w) δψ̄ (y)

δ2W

δη (y) δη̄ (x)

]
−ieγμ

∫
d4y

δ2Γ

δψ (w) δψ̄ (y)

δ

δJμ (x)

[ ∫
d4ud4t

(
δ2W

δη (y) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

×
(

δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)]
.

Agora, utilizando a identidade (3.48) nos dois primeiros termos, e efetuando a mudança de

variáveis w ↔ y em toda a expressão toda, logo encontramos:

δ3Γ

δAσ (z) δψ (y) δψ̄ (x)
= −ieγσδ(4) (x− z) δ(4) (y − x)− ieγμ

∫
d4w

δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (w)

[
δ

δJμ (x)
Iσμ

]
.

(3.77)

Em que a forma funcional explı́cita da quantidade Iσμ é:

δ

δJμ (x)
Iσμ =

δ

δJμ (x)

[∫
d4ud4t

(
δ2W

δη (w) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)]
.

Definimos a quantidade Iσμ apenas por questão de notação dos cálculos que seguem, através da

regra da cadeia:

=

∫
d4s

δAρ (s)

δJμ (x)

δ

δAρ (s)

[∫
d4ud4t

(
δ2W

δη (w) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)]
,

bem como das identidades (3.44):

=

∫
d4ud4td4s

δ2W

δJρ (s) δJμ (x)

δ

δAρ (s)

[(
δ2W

δη (w) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)]
.

Agora, explicitando como a derivada atua em cada um dos termos:

δ

δJμ (x)
Iσμ =

∫
d4ud4td4s

δ2W

δJρ (s) δJμ (x)

×
[ δ

δAρ (s)

(
δ2W

δη (w) δη̄ (u)

)
.

δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
+

(
δ2W

δη (w) δη̄ (u)

)(
δ4Γ

δAρ (s) δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

)(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
+

(
δ2W

δη (w) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

δ

δAρ (s)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)]
. (3.78)
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Enfim, através dos resultados anteriores (3.48) e (3.51), é direto calcular as quantidades que

aparecem no primeiro e terceiro termos:

δ

δAρ (s)

(
δ2W

δη (w) δη̄ (u)

)
= −

∫
d4vd4r

(
δ2W

δη (w) δη̄ (v)

)
δ3Γ

δAρ (s) δψ (v) δψ̄ (r)

(
δ2W

δη (r) δη̄ (u)

)
,

(3.79)

e

δ

δAρ (s)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
= −

∫
d4vd4r

(
δ2W

δη (t) δη̄ (v)

)
δ3Γ

δAρ (s) δψ (v) δψ̄ (r)

(
δ2W

δη (r) δη̄ (x)

)
.

(3.80)

Portanto, ao substituirmos os resultados das Eqs.(3.79) e (3.80) na expressão (3.78), obtemos

o seguinte resultado:

δ

δJμ (x)
Iσμ =

∫
d4ud4td4s

δ2W

δJρ (s) δJμ (x)

×
[( δ2W

δη (w) δη̄ (u)

)
δ4Γ

δAρ (s) δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
−
∫

d4vd4r

(
δ2W

δη (w) δη̄ (v)

)
δ3Γ

δAρ (s) δψ (v) δψ̄ (r)

(
δ2W

δη (r) δη̄ (u)

)
× δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
−
∫

d4vd4r

(
δ2W

δη (w) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (v)

)
× δ3Γ

δAρ (s) δψ (v) δψ̄ (r)

(
δ2W

δη (r) δη̄ (x)

)]
. (3.81)

Apesar de já termos encontrado a expressão para a quantidade δ
δJμ(x)

Iσμ , ainda temos que calcu-

lar: ∫
d4w

δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (w)

δ

δJμ (x)
Iσμ .

Novamente, com o auxı́lio da identidade (3.48), temos:∫
d4w

δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (w)

δ

δJμ (x)
Iσμ =

=

∫
d4sd4t

δ2W

δJρ (s) δJμ (x)

[
− δ4Γ

δAρ (s) δAσ (z) δψ (y) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
(3.82)

+

∫
d4ud4r

δ3Γ

δAρ (s) δψ (y) δψ̄ (r)

(
δ2W

δη (r) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
+

∫
d4vd4r

δ3Γ

δAσ (z) δψ (y) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (v)

)
δ3Γ

δAρ (s) δψ (v) δψ̄ (r)

(
δ2W

δη (r) δη̄ (x)

)]
.

Contudo, devido ao fato de estarmos calculando uma equação funcional 1PI para a função de

vértice, Eq.(3.77), o último termo não contribui por não pertencer a classe 1PI . Enfim, segue

o resultado:∫
d4w

δ2Γ

δψ (y) δψ̄ (w)

δ

δJμ (x)
Iσμ = −

∫
d4sd4t

δ2W

δJρ (s) δJμ (x)

[ δ4Γ

δAρ (s) δAσ (z) δψ (y) δψ̄ (t)
(3.83)

−
∫

d4ud4r
δ3Γ

δAρ (s) δψ (y) δψ̄ (r)

(
δ2W

δη (r) δη̄ (u)

)
δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

]( δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
.
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Em decorrência dos resultados acima, obtemos, para a equação (3.77), a seguinte expressão:

δ3Γ

δAσ (z) δψ (y) δψ̄ (x)
= −ieγσδ(4) (x− z) δ(4) (y − x)

+ieγμ
∫

d4sd4t

(
δ2W

δJρ (s) δJμ (x)

)
δ4Γ

δAρ (s) δAσ (z) δψ (y) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
−ieγμ

∫
d4ud4rd4sd4t

(
δ2W

δJρ (s) δJμ (x)

)
δ3Γ

δAρ (s) δψ (y) δψ̄ (r)

(
δ2W

δη (r) δη̄ (u)

)
× δ3Γ

δAσ (z) δψ (u) δψ̄ (t)

(
δ2W

δη (t) δη̄ (x)

)
.

Agora, com as definições de S (x, t;A), Γσ (x, y; z), Dμρ (x, s), Eqs.(3.47), (3.52), (3.54),

respectivamente, e do vértice de 4-pontos ¶:

e2Φσρ (t, y; z; s) ≡ δ4Γ

δAρ (s) δAσ (z) δψ (y) δψ̄ (t)
, (3.84)

encontramos, finalmente, a expressão 1PI para a função de vértice:

iΓσ (x, y; z) = γσδ(4) (x− z) δ(4) (y − x)− e2γμ
∫

d4sd4tDμρ (x, s) Φ
σρ (t, y; z; s)S (x, t;A)

(3.85)

−ie2γμ
∫

d4ud4rd4sd4tDμρ (x, s) Γ
ρ (r, y; s)S (u, r;A) Γσ (t, u; z)S (x, t;A) .

Expressão essa, que no espaço dos momentos ainda pode ser escrita na seguinte forma:

iΓσ (k, p; q) = γσδ(4) (k − p− q)− iΛσ (k, p; q) . (3.86)

Em que denotamos a quantidade Λ como a parte do vértice e a definimos através de:

iΛσ (k, p; q) = γμ
e2

(2π)4

∫
d4p1Dμρ (p1) Φ

σρ (k − p1, p; q; p1)S (k − p1;A)

(3.87)

+γμ
ie2

(2π)4

∫
d4p1d

4p2Dμρ (p1) Γ
ρ (p2, p; p1)S (−p2;A) Γσ (k − p1, p2; q)S (k − p1;A) .

Note que, as expressões para a função de vértice nas Eqs.(3.85) e (3.86), além de conterem

o próprio vértice, também contém o vértice de 4-pontos Φσρ. Isso significa que as três equações

de Schwinger-Dyson-Fradkin não formam um sistema fechado de equações acopladas. Apesar

de a função de vértice de 4-pontos Φσρ satisfazer a sua própria equação funcional, ela envolve

ainda mais vértices não presentes nas equações anteriores. Dessa forma, a solução completa

da teoria só pode ser determinada ao resolvermos um conjunto infinito de equações acopladas.

Todavia, na teoria de perturbação, a situação é menos complexa, pelo fato de existirem apenas

três funções de Green fundamentais: os propagadores livres do elétron, do fóton e o vértice livre.

Todos os vértices superiores podem ser definidos em termos dessas funções via diagramas de

Feynman [47]. A Fig.3.2.3 representa diagramaticamente a função de vértice de 3-pontos.

¶Lembrando que nesse momento tomamos as fontes e campos (1PI) indo à zero.
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Figura 3.3: Representação diagramática da SDFE para a função de vértice.

3.3 Identidades de Ward-Fradkin-Takahashi

Todas as quantidades fı́sicas, em particular os elementos da matriz-S, são independentes da

escolha da condição de gauge. Esse fato, que é determinante para a consistência de uma teoria,

deve ser verificado em cada caso. As funções de Green não são, todavia, objetos fı́sicos e são

dependentes da condição de gauge. Entretanto, como é bem conhecido, a existência de simetria

de gauge em uma teoria gera certos vı́nculos nas funções de Green: existem relações entre elas

conhecidas como as identidades de Ward-Fradkin-Takahashi (WFT). Em termos das funções

de Green, são, essas identidades, as condições que protegem a equivalência entre diferentes

escolhas de condições de gauge.

O propósito desta seção é derivar tais identidades de gauge para a GQED4. Primeiro,

mostraremos que a identidade de WFT, satisfeita pela função de gauge 1PI , explicita a transver-

salidade do operador Πμν ; em seguida, derivaremos a relação entre a função de vértice e a in-

versa do propagador completo fermiônico. Por último, reproduziremos a identidade de WFT no

limite k → 0 (momento transferido nulo). A derivação destas identidades é formalmente dada

ao realizarmos as seguintes transformações infinitesimais:

ψ′ (x) = ψ (x) + iλ (x)ψ (x) , A′
μ (x) = Aμ (x) +

1

e
∂μλ (x) , (3.88)

no funcional gerador Eq.(3.37). A medida de integração do funcional gerador é invariante sob

essas transformações e, ainda, temos que essa mudança de variáveis não pode mudar o valor da

integral da Eq.(3.37). Logo, concluı́mos que:

δZ
δλ (z)

∣∣∣∣
λ→0

= 0. (3.89)

Onde:

δZ [η, η̄, Jμ, λ] = i

∫
d4x

∫
Dμ

(
ψ, ψ̄, Aμ

)
exp [iSeff ]

×
[
− 1

eξ

(
1 + a2�

)2
∂μA

μ�λ+ iλη̄ψ − iψ̄ηλ+
1

e
Jμ∂μλ

]
. (3.90)

Consequentemente, encontramos que o funcional geradorZ [η, η̄, Jμ] satisfaz a seguinte equação

funcional: [
i
�
eξ

(
1 + a2�

)2
∂μ

δ

δJμ (x)
− η̄

δ

δη̄ (x)
+ η

δ

δη (x)
− 1

e
∂μJ

μ
]
Z = 0. (3.91)
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Ainda podemos expressar a Eq.(3.91) em termos do funcional gerador das funções de Green

conexas W [η, η̄, Jμ] como:

−�
eξ

(
1 + a2�

)2
∂μ

δW

δJμ (x)
− iη̄

δW

δη̄ (x)
+ iη

δW

δη (x)
− 1

e
∂μJ

μ = 0; (3.92)

para assim, finalmente, obtermos a principal equação de movimento quântica da teoria ao es-

crevermos a Eq.(3.92) em termos do funcional gerador das funções de Green 1PI Γ
(
ψ̄, ψ, Aμ

)
,

através das identidades (3.43). Dessa forma, obtemos a identidade desejada:

−�
eξ

(
1 + a2�

)2
∂μA

μ(x)− i
δΓ

δψ (x)
ψ (x) + i

δΓ

δψ̄ (x)
ψ̄ (x) +

1

e
∂μ

δΓ

δAμ (x)
= 0. (3.93)

A partir da equação funcional (3.93), é possı́vel derivarmos todas as identidades de WFT. Obte-

mos a primeira identidade ao atuarmos com a derivada funcional de Aν (y), na equação (3.93),

a Aμ = ψ = ψ̄ = 0:

∂μΓ
μν (x, y)− �

ξ

(
1 + a2�

)2
∂νδ (x− y) = 0, (3.94)

e, escrita, no espaço dos momentos, fica:

kμΓ
μν (k) = −k2

ξ

(
1− a2k2

)2
kν . (3.95)

Ao combinarmos o resultado acima com a equação (3.55), segue que:

kμΠ
μν (k) = 0. (3.96)

Logo, o operador Πμν é transversal. A identidade (3.95) nos mostra que o setor longitudi-

nal do propagador não é alterado pelas interações, o que quer dizer que, dentre outras coisas,

o programa de renormalização não exige contra-termos para o termo de gauge-fixing na La-

grangiana. Esse fato será importante na discussão do programa de renormalização na seção 3.4.

Agora, calcularemos a outra identidade de WFT ao tomarmos as derivadas da expressão (3.93),

com respeito a ψ (y) e ψ̄(z), obtendo assim:

−i δ2Γ

δψ (x) δψ̄ (z)
δ (x− y) + i

δΓ

δψ (y) δψ̄ (x)
δ (x− z) +

1

e
∂μ

δ3Γ

δAμ (x) δψ (y) δψ̄ (z)
= 0,

e, no limite Aμ = ψ = ψ̄ = 0, temos:

i∂μΓ
μ (z, y; x) = Γ (z, x) δ (x− y)− Γ (x, y) δ (x− z) ,

com Γ (z, x) = − δ2Γ
δψ(x)δψ̄(z)

. Reescrevendo-a no espaço dos momentos, encontramos:

ikμΓ
μ (p, p′; k = p− p′) = S −1 (p− p′)−S −1 (p) . (3.97)

Com S −1 sendo a inversa do propagador completo do elétron Eq.(3.70). Uma das consequências

diretas da identidade (3.97) é que ela é fundamental para a discussão que vem a seguir, sobre o

processo de renormalização.
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Embora a invariância de gauge local da teoria em nı́vel clássico tenha sido perdida na teoria

quântica através do processo de gauge-fixing e tenha havido a adição dos termos de fonte, a

identidade de WFT (3.97) assegura, de fato, a existência da simetria local. A renormalizabili-

dade da teoria não poderia ser garantida sem a identidade de WFT (3.97).

Ainda, temos que, no limite de momento transferido nulo, i.e., k → 0, a equação (3.97)

fornece a seguinte relação:

iΓμ (p, p; 0) =
∂

∂pμ
S −1 (p;A) . (3.98)

Nesse limite, também segue que:

Λμ (p, p; 0) = − ∂

∂pμ
Σ (p) . (3.99)

Ambas relações, Eqs.(3.98) e (3.99), possuem a mesma estrutura funcional que as da QED4.

3.4 Programa de Renormalização

O programa de renormalização na camada de massa é o mais utilizado nos cálculos em

modelos de teoria de campos que possuem uma escala natural (um comprimento de onda de de

Broglie caracterı́stico) [24]. Iniciamos o processo de renormalização ao considerarmos a den-

sidade Lagrangiana, que gera as funções de Green nuas e regularizadas, da GQED4. Ainda,

é importante que elas sejam regularizadas por um método que preserve a simetria de gauge da

teoria.

Podemos, agora, escrever a densidade Lagrangiana nua, deixando de lado as considerações for-

mais, em termos das quantidades renormalizadas, assumindo, assim, a sua forma mais geral

consistente com a invariância de gauge (renormalização multiplicativa). Logo, a forma invari-

ante de gauge mais geral da Lagrangiana, escrita em termos das quantidades renormalizadas,

é:

L = Z2ψ̄
(r)

(
i∂̂ +

Z1

Z2

eÂ(r)

)
ψ(r) − Z0mψ̄(r)ψ(r) − 1

4
Z3η

μσηνρF (r)
μν F

(r)
σρ

+
a2

2
ηασηβρ∂μF

(r)
μβ ∂αF

(r)
σρ . (3.100)

As relações entre as quantidades renormalizadas e nuas (denotadas por 0) são as seguintes:

A0 = Z
1/2
3 A(r), ψ0 = Z

1/2
2 ψ(r), ψ̄0 = Z

1/2
2 ψ̄(r), (3.101)

e‖

m0 =
Z0

Z2

m, e0 = Z1Z
−1
2 Z

−1/2
3 e, a0 = Z

−1/2
3 a. (3.102)

‖Ainda, poderı́amos introduzir: m0 = Zmm, com Zm = Z0

Z2
. Sendo Zm a verdadeira constante de

renormalização da massa, quantidade independente de ξ (como é assegurado pela independência das quantidades

fı́sicas da teoria sob o parâmetro de gauge ξ).
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A Lagrangiana (3.100) é invariante sob as transformações de gauge:

ψ(r) → eiλ(x)ψ(r), A(r)
μ → A(r)

μ +
1

e

Z2

Z1

∂μλ (x) . (3.103)

Aqui, o parâmetro de Podolsky a0 não possui uma constante associada à sua renormalização; a

mudança acima é apenas por questão de notação.

As quatro constantes de renormalização Zi são fixadas através da imposição de certas

condições de renormalização, que também devem ser quatro. Além das condições de renormalização

determinarem as constantes de renormalização Zi, elas também asseguram a interpretação da

constante de acoplamento e, do parâmetro de massa m e dos campos renormalizados que apare-

cem na Lagrangiana (3.100), como a carga elétrica medida, a massa fı́sica do férmion e os

campos ”fı́sicos”, respectivamente, em todas as ordens da teoria de perturbação. De uma forma

geral, isso pode ser alcançado ao exigir que, no limite da camada de massa, quando todos os

quadri-momentos vão aos seus valores na camada de massa, em qualquer ordem da teoria de

perturbação, os propagadores do elétron e fóton, bem como a função de vértice ψ̄Aψ, tendam

às suas formas livres.

Ainda, sob as transformações (3.102), também obtemos as seguintes relações entre as funções

de Green renormalizadas e as iniciais:

S = Z2S
(r), Dμν = Z3D

(r)
μν , Γμ = Z−1

1 Γ(r)
μ . (3.104)

Porém, antes de iniciarmos com a discussão do problema em si, voltemos por um instante para

a identidade de WFT (3.97):

ikμΓ̃
μ (p, p′; k = p− p′) = S −1 (p− p′)−S −1 (p) . (3.105)

De modo que a identidade continue sendo satisfeita após as transformações (3.104), i.e., que:

ikμΓ̃(r)
μ (p, p′; k = p− p′) =

(
S (r)

)−1
(p− p′)− (

S (r)
)−1

(p) (3.106)

seja válida, é necessário que as constantes de renormalização Z1 e Z2 satisfação a seguinte

igualdade, Z1 = Z2. Esse fato é uma consequência importante da identidade (3.97). Conse-

quentemente, temos que a constante de acoplamento, é determinada apenas por Z3:

e0 = Z
−1/2
3 e. (3.107)

Além disso, também segue, a partir da igualdade: Z1 = Z2, que o fator Z2

Z1
, nas Eqs. (3.100) e

(3.102), desaparece. Desses resultados, concluı́mos que a identidade (3.97) é a quantidade re-

sponsável em preservar a invariância de gauge local, mesmo após o processo de renormalização.

A primeira parte da análise conta com a determinação formal das constantes Zi, sob as

devidas condições de renormalização e, consequentemente, das constantes fı́sicas da teoria: e

e m. Agora, voltemos à Lagrangiana (3.100) e adicionemos o termo de gauge-fixing, condição
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de Lorenz generalizada Ω [A] = (1 + a2�) ∂μAμ
∗∗. Introduzimos os contra-termos da seguinte

forma ††:

L = ψ̄
(
i∂̂ −m+ eÂ

)
ψ − 1

4
FμνF

μν +
a2

2
∂μFμβ∂αF

αβ − 1

2ξ

((
1 + a2�

)
∂μAμ

)2
+δZ2ψ̄i∂̂ψ − δZ0ψ̄mψ + δZ1eψ̄Âψ − δZ3

1

4
FμνF

μν ; (3.108)

com a seguinte definição: δZi
= Zi − 1.

A partir da Lagrangiana (3.108), obtemos novas equações de Schwinger-Dyson-Fradkin

para a teoria. Especificamente, as funções de auto-energia são alteradas pela adição dos contra-

termos δi, quantidades que denotaremos pelo sufixo (R). Primeiro, analisaremos o setor do

campo do fóton que, agora, possui a seguinte função de auto-energia renormalizada:

iΠ(R)
μν (k) = iΠμν (k) + iδZ3

(
kμkν − ημνk

2
)
; (3.109)

em que a quantidade Πμν (k) é definida pela expressão (3.57), em termos dos parâmetros já

renormalizados. Ainda, temos que, devido ao caráter transversal do tensor Πμν (k), é possı́vel

escrevermos a expressão anterior em termos da função escalar Π(k), Eq.(3.59), o que nos

fornece:

Π(R) (k) = Π (k) + δZ3 . (3.110)

A primeira renormalização é imposta da seguinte forma: exigimos que o propagador do

fóton Eq.(3.58), no gauge ξ = 1 (pois estamos interessados apenas na contribuição das correções

radiativas), tenha o comportamento de um fóton de Maxwell na camada de massa:

iDμν (k) =
1

k2
ημν , para k2 → 0, (3.111)

esse caso implica na seguinte condição de renormalização:

Π(R)
(
k2
)∣∣

k2→0
= 0, (3.112)

e, consequentemente, na seguinte expressão do contra-termo δZ3:

δZ3 = Z3 − 1 = − Π
(
k2
)∣∣

k2→0
; (3.113)

portanto, a Eq.(3.111) elucida a interpretação do verdadeiro comportamento dos termos de

Podolsky em Eq.(3.60) como termos reguladores do tipo Raisky-Pauli-Villars (RPV) [22]. Va-

mos agora para o setor fermiônico; temos que a função de auto-energia renormalizada é escrita

como:

iΣ(R) (p,m) = iΣ (p,m)− imδZ0 + iδZ2 p̂; (3.114)

∗∗Seguimos aqui, os ”passos”anteriores do processo de quantização da teoria.
††A partir deste ponto, trabalharemos apenas com as quantidades renormalizadas; assim, não usaremos mais o

sufixo (r) para denotar tais quantidades.
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em que a função de auto-energia Σ (p) é a correção radiativa para a função fermiônica 1PI:

Γ (x, y) = − δ2Γ
δψ(y)δψ̄(x)

(em que: Γ (p) = p̂−m−Σ(R) (p,m)) , definida em (3.67). Além disso,

ainda podemos escrever a função de auto-energia de uma forma geral:

Σ (p,m) = Σ1

(
p2
)
p̂+ Σ2

(
p2
)
I.

A identidade acima permite-nos encontrar as seguintes relações:

Σ
(R)
1

(
p2
)

= Σ1

(
p2
)
+ δZ2 , (3.115)

Σ
(R)
2

(
p2
)

= Σ2

(
p2
)− δZ0m. (3.116)

Agora, para fixarmos os contra-termos fermiônicos, necessitamos impor duas condições de

renormalização. Na primeira, exigimos que ‡‡:

∂Γ (p)

∂p̂

∣∣∣∣
p̂→mF

= 1; (3.117)

fato que implica em:
∂Σ(R) (p,m)

∂p̂

∣∣∣∣
p̂→mF

= 0. (3.118)

Tal condição nos fornece a seguinte relação:

∂Σ(R) (p,m)

∂p̂

∣∣∣∣
p̂→mF

= Σ
(R)
1

(
p2
)∣∣∣

p2→m2
F

+2m2
F

∂Σ
(R)
1 (p2)

∂p2

∣∣∣∣∣
p2→m2

F

+2mF
∂Σ

(R)
2 (p2)

∂p2

∣∣∣∣∣
p2→m2

F

.

(3.119)

E, assim, combinando as Eqs.(3.115) e (3.116) e, então, substituindo o resultado em (3.119),

encontramos:

−δZ2 = 1− Z2 = Σ1

(
p2
)∣∣

p2→m2
F
+ 2m2

F

∂Σ1 (p
2)

∂p2

∣∣∣∣
p2→m2

F

+ 2mF
∂Σ2 (p

2)

∂p2

∣∣∣∣
p2→m2

F

. (3.120)

Para a segunda condição de renormalização fermiônica, exigimos que:

Γ (p) = p̂−mF , quando p̂→ mF ; (3.121)

fato que implica em:

Σ(R) (p,m)
∣∣
p̂→mF

= 0. (3.122)

E determinamos δZ0 através da seguintes manipulação:

mF Σ
(R)
1

(
p2
)∣∣∣

p2→m2
F

+ Σ
(R)
2

(
p2
)∣∣∣

p2→m2
F

= 0,

‡‡A massa mF é definida como o zero da função fermiônica 1PI , mF =

[
m+Σ

(R)
2 (p2)

∣∣∣
p2→m2

F

]
[
1−Σ

(R)
1 (p2)

∣∣∣
p2→m2

F

] , a uma dada

ordem em teoria de perturbação.
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também, substituindo as Eqs.(3.115) e (3.116):

mδZ0 = Σ2

(
p2
)∣∣

p2→m2
F
+mF

(
δZ2 + Σ1

(
p2
)∣∣

p2→m2
F

)
.

Por fim, com o auxı́lio da Eq.(3.120), encontramos:

mδZ0 = m (Z0 − 1) = Σ2

(
p2
)∣∣

p2→m2
F
− 2m2

F

[
mF

∂Σ1 (p
2)

∂p2

∣∣∣∣
p2→m2

F

+
∂Σ2 (p

2)

∂p2

∣∣∣∣
p2→m2

F

]
;

(3.123)

A condição de renormalização (3.117) permite-nos determinar o contra-termo δZ2 , Eq.(3.120),

e a condição (3.122), o contra-termo δZ0 , Eq.(3.123).

A quarta condição de renormalização vem para determinarmos o contra-termo δZ1 . Portanto,

usando a decomposição de Gordon, podemos escrever a parte do vértice Λμ, Eq.(3.87), em

termos dos fatores de forma de Dirac e Pauli (veja Eq.(E.32)), como:

Λρ (p, p′) = γρF1

(
q2
)
+

i

2m
σρνqνF2

(
q2
)
, σρν =

i

2
[γρ, γν ] , (3.124)

em que q = p′ − p, é o momento transferido. Portanto, a condição de renormalização na

camada de massa da parte do vértice segue como: para elétrons externos na camada de massa,

p′2 = p2 = m2 e, para q2 → 0, temos:

F1

(
q2
)∣∣

q2→0
= 0. (3.125)

Desta forma, determinamos o contra-termo δZ1 . Também, podemos mostrar que a igualdade

Z1 = Z2 continua sendo satisfeita.

Assim, com as expressões formais e a decorrente discussão das constantes Zi, encerramos

este capı́tulo, que tinha como objetivo alojar todas as deduções e discussões formais da teoria,

i.e., obtenção das funções de Green, além de introduzir o programa de renormalização. Com

isso, será possı́vel que analisemos, nos capı́tulos subsequentes, a teoria em nı́vel de 1-loop,

ordem-α. As correções radiativas referentes às funções de Green serão calculadas no capı́tulo

4. Posteriormente, no capı́tulo 5, calcularemos as constantes de renormalização Zi, bem como

a constante de acoplamento efetiva; por fim, será calculada a contribuição do setor de Podolsky,

proveniente do cálculo de Λμ, à razão giromagnética do elétron (devido ao seu valor experimen-

tal muito preciso, o utilizaremos para impor um valor para o parâmetro a−2 = m2
P ).
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Capı́tulo 4

Correções Radiativas

No capı́tulo anterior, derivamos equações integrais para as funções de Green da GQED4:

os propagadores do elétron e fóton e a função de vértive. Agora, neste e no próximo capı́tulo,

iniciaremos uma discussão do efeito das correções radiativas a 1-loop nas funções de Green e

nas quantidades fı́sicas da teoria, parâmetro de massa m e constante de acoplamento e. Para

finalizar a tese, apresentaremos, no Capı́tulo 5, os cálculos e discussões sobre as quantidades

relevantes em nı́vel de renormalização.

4.1 Correções Radiativas de Segunda ordem

Investigaremos aqui, as correções das funções de Green na primeira ordem não-nula da

teoria de perturbação, ordem-α. A expressão para o operador Πμν , Eqs.(3.57) e (3.59), nessa

ordem, não difere da obtida na QED4 [48, 49]∗:

Π(1) (k) = − α

3π

[
2

ε
− 1 + 2γ

2
+ 6

∫ 1

0

dyy (1− y) ln

[
4πμ2

m2 − y (1− y) k2

]]
. (4.1)

Em que ε = 4 − d → 0+ é o parâmetro da regularização dimensional e α = e2

4π
, a constante

de estrutura fina. Assim, esse resultado implica, da mesma forma que em QED4 [48], de

uma necessidade da renormalização infinita, no setor ultravioleta, da carga eletrônica e, na

GQED4. Embora a função de auto-energia do elétron Σ e a parte do vértice Λ, possuam

expressões diferentes das correções da QED4 na ordem-α (devido à presença dos termos de

Podolsky no propagador livre Dμν Eq.(3.60)), a estrutura das divergências, por contagem de

potência, permanece a mesma da QED4, i.e., divergências lineares e logarı́tmicas. Portanto, à

primeira vista, esse fato também parece indicar resultados divergentes na GQED4 para essas

duas funções de auto-energia na ordem-α. Logo, o cálculo explı́cito das expressões de Σ e Λ

torna-se necessário para verificarmos se realmente, os termos do propagador Dμν atuam como

reguladores tipo RPV. Além disso, esse cálculo também é necessário para verificarmos se a

identidade de WFT, Eq.(3.97), também permanece válida a essa ordem.

∗Esse cálculo segue da Lagrangiana Eq.(4.2).
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Procederemos agora, através do método de regularização dimensional, com o cálculo das

funções Σ e Λ. Como é necessário que a Lagrangiana possua a dimensão correta (tornar a

constante de acoplamento e adimensional), para isso introduzimos a massa de t’Hooft μ. Ao

também considerarmos o caso ξ = 1, temos a seguinte Lagrangiana †:

Leff = ψ̄
[
i∂̂ −m− eμ4−dÂ

]
ψ − 1

4
FμνF

μν +
1

2m2
P

∂μF
μα∂νF

ν
α −

1

2

[(
1 +m−2

P �
)
∂μA

μ
]2
,

(4.2)

e, será através dela que calcularemos as funções Σ e Λ. Nas próximas duas subseções, calcu-

laremos as funções Σ e Λ e mostraremos que ambas funções podem ser decompostas em duas

contribuições distintas: a contribuição bem-conhecida da QED4 e uma nova, que chamare-

mos de ”contribuição de Podolsky”. Poderemos observar, ainda, que, em tais funções o setor

de Podolsky compartilha das mesmas divergências ultravioleta do setor de QED4. Assim, es-

peramos que as divergências das duas contribuições possam, de alguma forma, se cancelar.

Seguiremos o método padrão no cálculo das integrais, que pode ser encontrado em qualquer

livro texto de teoria quântica de campos [48, 49].

4.1.1 Auto-energia do Elétron Σ

Calcularemos a amplitude correspondente ao diagrama da Fig.4.1.1, que representa a correção,

a 1-loop, ao propagador fermiônico livre.

De acordo com a equação (3.67), podemos decompor a função de auto-energia Σ e escrevê-

la em duas partes:

Σ(1) (p) ≡ ΣQED (p) + ΣPod (p) , (4.3)

em que,

ΣQED (p) = ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
1

k2
γν

(
p̂− k̂ +m

)
[
(p− k)2 −m2

]γν , (4.4)

e

ΣPod (p) = −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d

γλ
(
p̂− k̂ +m

)
[
(p− k)2 −m2

] γν

(k2 −m2
P )

[
ηλν +

[
1

k2
− 1

k2 −m2
P

]
kλkν

]
.

(4.5)

A separação de Σ(1) em duas contribuições, bem como para o parte do vértice Λ, é somente

possı́vel devido a estrutura linear do propagador do fóton Eq.(3.60). A expressão da primeira

contribuição, referente ao setor da QED4 à auto-energia do elétron, Eq.(4.4), em sua forma

regularizada, é dada por [48, 49]:

ΣQED (p) =
α

2π

1

ε
(p̂− 4m) + ΣQED Finite (p) , (4.6)

†Por conveniência, trabalharemos aqui com a seguinte notação: m2
P = a−2.
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Figura 4.1: Diagrama da auto-energia do elétron.

com

ΣQED Finite (p) = − α

4π
[p̂ (γ + 1)− 2m (2γ + 1)]

(4.7)

+
α

2π

∫ 1

0

dz [p̂ (1− z)− 2m] ln

∣∣∣∣ 4πμ2

m2z − (1− z) zp2

∣∣∣∣ .
Com: ε = 4− d o parâmetro de regularização dimensional.

Agora, iniciamos o cálculo das integrais da contribuição de Podolsky ΣPod (4.5). Para isso,

podemos escrevê-las, convenientemente, como:

ΣPod (p) =
3∑

k=1

Σ
(k)
Pod (p) . (4.8)

As quantidades Σ
(k)
Pod foram definidas pelas seguintes relações:

Σ
(1)
Pod (p) ≡ −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d

γλ
(
p̂− k̂ +m

)
γλ[

(p− k)2 −m2
] 1

(k2 −m2
P )

, (4.9)

Σ
(2)
Pod (p) ≡ −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d

k̂
(
p̂− k̂ +m

)
k̂[

(p− k)2 −m2
] 1

k2 (k2 −m2
P )

, (4.10)

Σ
(3)
Pod (p) ≡ ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d

k̂
(
p̂− k̂ +m

)
k̂[

(p− k)2 −m2
] 1

(k2 −m2
P )

2 . (4.11)

Calcularemos, agora, explicitamente, as três integrais das expressões Σ
(i)
Pod, (4.9)-(4.11). A fim

de resolvermos a integração nos momentos de maneira conveniente, usaremos a parametrização

de Feynman para, então, escrevermos o denominador da equação (4.9), e por conseguinte, a
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expressão completa, como:

Σ
(1)
Pod (p) = ie2μ4−d

∫ 1

0
dz

∫
ddk

(2π)d

γλ
(
k̂ − p̂−m

)
γλ[[

(p− k)2 −m2
]
z +

(
k2 −m2

P

)
(1− z)

]2
= ie2μ4−d

∫ 1

0
dz

∫
ddk

(2π)d

γλ
(
k̂ − p̂−m

)
γλ[

[p2 − 2p.k + k2 −m2] z +
(
k2 −m2

P

)
(1− z)

]2
= ie2μ4−d

∫ 1

0
dz

∫
ddk

(2π)d

γλ
(
k̂ − p̂−m

)
γλ[

[p2 − 2p.k −m2] z + k2 −m2
P (1− z)

]2
= ie2μ4−d

∫ 1

0
dz

∫
ddk

(2π)d

γλ
(
k̂ − p̂−m

)
γλ[

(k − pz)2 + b2
]2 .

Em que introduzimos a notação b2 = (1− z) (zp2 −m2
P )−m2z, por questão de simplicidade.

Ainda, ao realizarmos a mudança de variáveis: k → k − pz, temos:

Σ
(1)
Pod (p) = −ie2μ4−d

∫ 1

0

dzγλ [(1− z) p̂+m] γλ

∫
ddk

(2π)d
1

[k2 + b2]2
. (4.12)

Em seguida, após a mudança de variáveis, descartamos o termo linear em k no numerador, pois

sua integral é nula. A integração no momento k é realizada sem dificuldade ao utilizarmos a

identidade (A.1). Logo, escrevemos a expressão resultante de (4.12) como:

Σ
(1)
Pod (p) = (−1) d

2
e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
2− d

2

)∫ 1

0

dzγλ [(1− z) p̂+m] γλ[b
2]

d
2
−2. (4.13)

Por fim, utilizando as identidades (A.8) para calcularmos o produto de matrizes-γ e expandindo

a Eq.(4.13) em torno de ε = 4− d→ 0+, encontramos:

Σ
(1)
Pod (p) =

e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
2− d

2

)∫ 1

0
dz [(2− d) (1− z) p̂+ dm] [−b2] d2−2

=
e2με

(4π)
4−ε
2

Γ
( ε
2

)∫ 1

0
dz [(2− d) (1− z) p̂+ dm] [−b2]− ε

2

=
e2

(4π)2

∫ 1

0
dz [(ε− 2) (1− z) p̂+ (4− ε)m] Γ

( ε
2

)(
−4πμ2

b2

) ε
2

=
e2

(4π)2

∫ 1

0
dz [(ε− 2) (1− z) p̂+ (4− ε)m] Γ

( ε
2

)
exp

[
ln

(
−4πμ2

b2

) ε
2

]
.

Agora, usando as identidades (A.4) e (A.6), escrevemos:

Σ
(1)
Pod (p) =

e2

(4π)2

∫ 1

0
dz [(ε− 2) (1− z) p̂+ (4− ε)m]

(
2

ε
− γ

)[
1 +

ε

2
ln

(
−4πμ2

b2

)]
=

e2

(4π)2

∫ 1

0
dz [(ε− 2) (1− z) p̂+ (4− ε)m]

[
2

ε
− γ + ln

(
−4πμ2

b2

)]
.
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Multiplicando os termos que envolvem ε, e desprezando os termos O (ε), temos:

Σ
(1)
Pod (p) =

e2

(4π)2

∫ 1

0

dz [(ε− 2) (1− z) p̂+ (4− ε)m]

[
2

ε

]
+

e2

(4π)2

∫ 1

0

dz [(ε− 2) (1− z) p̂+ (4− ε)m]

[
−γ + ln

(
−4πμ2

b2

)]
,

Σ
(1)
Pod (p) =

2e2

(4π)2
1

ε

∫ 1

0

dz [−2 (1− z) p̂+ 4m] +
2e2

(4π)2

∫ 1

0

dz [(1− z) p̂−m]

+
e2

(4π)2

∫ 1

0

dz [−2 (1− z) p̂+ 4m]

[
−γ + ln

(
−4πμ2

b2

)]
.

Enfim, ao resolvermos algumas integrais simples e rearranjarmos convenientemente os termos,

obtemos:

Σ
(1)
Pod (p) = −1

ε

e2

8π2
[p̂− 4m] +

e2

16π2
[p̂− 2m] +

e2

16π2
[p̂− 4m] γ

+
e2

8π2

∫ 1

0

dz [(1− z) p̂− 2m] ln

(
− b2

4πμ2

)
.

Dessa forma, encontramos a expressão final:

Σ
(1)
Pod (p) = −

α

2π

1

ε
(p̂− 4m) + Σ

(1)
Pod F inite (p) , (4.14)

em que:

Σ
(1)
Pod F inite (p) =

α

4π
[p̂ (1 + γ)− 2m (1 + 2γ)]

+
α

2π

∫ 1

0
dz [p̂ (1− z)− 2m] ln

∣∣∣∣∣m2z − (1− z)
(
zp2 −m2

P

)
4πμ2

∣∣∣∣∣ . (4.15)

Os dois outros termos, Σ
(2)
Pod (p) e Σ

(3)
Pod (p), também são calculados da mesma maneira descrita

anteriormente. Contudo, não apresentaremos os cálculos com os mesmos detalhes como o real-

izado para o termo Σ
(1)
Pod (p). Assim, seguindo os mesmos passos anteriores: a parametrização

de Feynman e a mudança de variáveis k → k − py, é possı́vel escrevermos a expressão (4.10)

de Σ
(2)
Pod (p) da seguinte forma:

Σ
(2)
Pod (p) = −2ie2μ4−d

∫
dς

∫
ddk

(2π)d

(
k̂ + p̂y

) [
(1− y) p̂− k̂ +m

] (
k̂ + p̂y

)
[k2 + b2x]

3 . (4.16)

Em que introduzimos a quantidade: b2x = (1−y)yp2−ym2−xm2
P e a medida dς , definida por:∫

dς ≡
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy. (4.17)

Como as integrais de potências ı́mpares de k no numerador da Eq.(4.16) são nulas, é necessário

que calculemos apenas as contribuições de potências nula ou par. Assim, calculamos a integração
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em k com o auxı́lio das identidades (A.1) e (A.2). Logo, encontramos, para a equação (4.16),

o resultado:

Σ
(2)
Pod (p) =

(−1) d
2 e2μ4−d

2 (4π)
d
2

Γ

(
2− d

2

)∫
dς [[2 (1− y)− (1 + y) d] p̂+md]

[
b2x
] d

2
−2

+(−1) d
2
e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
3− d

2

)∫
dς [(1− y) p̂+m] p2y2

[
b2x
] d

2
−3

. (4.18)

Por fim, expandindo os termos da equação (4.18) em torno do ponto d→ 4+, temos a seguinte

expressão para Σ
(2)
Pod:

Σ
(2)
Pod (p) =

α

2π

1

ε
(m− p̂) + Σ

(2)
Pod F inite (p) , (4.19)

em que:

Σ
(2)
Pod F inite (p) =

α

4π

[(
γ +

2

3

)
p̂−

(
γ +

1

2

)
m

]
(4.20)

+
α

4π

∫
dς
[
− [(1− y) p̂+m] p2y2

b2x
+ [2m− (1 + 3y) p̂] ln

∣∣∣∣−4πμ2

b2x

∣∣∣∣ ].
Calculamos o terceiro termo Σ

(3)
Pod, Eq.(4.11), da mesma maneira que nas contribuições anteri-

ores. Portanto, através da parametrização de Feynman e, também, pela substituição k → k−pz,

encontramos:

Σ
(3)
Pod (p) = 2ie2μ4−d

∫
dς

∫
ddk

(2π)d

(
k̂ + p̂y

) [
(1− y) p̂− k̂ +m

] (
k̂ + p̂y

)
[k2 + b2]3

. (4.21)

Em seguida, realizando a integração no momento (através das identidades (A.1) e (A.2)), en-

contramos, para a Eq.(4.21), a seguinte expressão:

Σ
(3)
Pod (p) = (−1) d

2
−1 e2μ4−d

2 (4π)
d
2

Γ

(
2− d

2

)∫
dς [[2 (1− y)− (1 + y) d] p̂+md]

[
b2
] d

2
−2

− (−1) d
2
e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
3− d

2

)∫
dς [(1− y) p̂+m] p2y2

[
b2
] d

2
−3

. (4.22)

Expressão que, no limite d→ 4+, possui a seguinte forma:

Σ
(3)
Pod (p) = −

α

2π

1

ε
(m− p̂) + Σ

(3)
Pod F inite (4.23)

com

Σ
(3)
Pod F inite(p) =

α

4π

[(
γ +

1

2

)
m−

(
γ +

2

3

)
p̂

]
(4.24)

+
α

4π

∫
dς
[ [(1− y) p̂+m] p2y2

b2
+ [2m− (1 + 3y) p̂] ln

∣∣∣∣− b2

4πμ2

∣∣∣∣ ].
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Finalmente, ao combinarmos os resultados Eqs.(4.14), (4.19) e (4.23), na equação (4.8), obte-

mos a contribuição regularizada do setor de Podolsky. Através desta manipulação, segue que a

contribuição de Podolsky à função de auto-energia do elétron é dada por:

ΣPod (p) = − α

2π

1

ε
(p̂− 4m) + ΣPod F inite (p) . (4.25)

Em que o termo ΣPod F inite é dado pela soma das equações (4.15), (4.20) e (4.24), e possui a

seguinte expressão:

ΣPod F inite =
α

4π
[(γ + 1) p̂− 2m (2γ + 1)]

+
α

4π

∫
dς
[
[2m− (1 + 3y) p̂]A1 (p, x, y) + p̂ [(1− y) p̂+m] p̂y2A2 (p, x, y)

]
+

α

2π

∫ 1

0
dz [(1− z)p̂− 2m] ln

∣∣∣∣zm2 − (1− z)zp2 + (1− z)m2
P

4πμ2

∣∣∣∣ . (4.26)

Com as seguintes quantidades:

A1 (p, x, y) ≡ ln

∣∣∣∣m2y +m2
P (1− y)− (1− y) yp2

m2y + xm2
P − (1− y) yp2

∣∣∣∣ ,
A2 (p, x, y) ≡ 1

m2y +mP (1− y)− (1− y) yp2
− 1

m2y + xm2
P − (1− y) yp2

.

Enfim, segue do rearranjo das expressões das Eqs.(4.6) e (4.25), que a função de auto-

energia do elétron (4.3), na ordem-α, possui a seguinte forma finita ultravioleta:

Σ(1) (p) =
α

2π

∫ 1

0

dz [(1− z) p̂− 2m] ln

∣∣∣∣zm2 − (1− z)zp2 + (1− z)m2
P

zm2 − (1− z)zp2

∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy [2m− (1 + 3y) p̂]A1 (p, x, y)

+
α

4π

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy [(1− y) p̂+m] p2y2A2 (p, x, y) ; (4.27)

com as quantidades A1 e A2 definidas acima.

A equação (4.27) mostra-nos que a função de auto-energia do elétron Σ(1), na ordem-α,

independe do parâmetro μ e que, ainda, ela é livre de divergências ultravioleta (o que não

ocorre na QED4, como podemos observar na equação (4.6)). Essa última caracterı́stica é uma

das propriedades mais interessantes da teoria. Aparentemente, o termo de Podolsky na La-

grangiana (4.2), devido ao caráter massivo de alguns termos, atua como um regulador natural

da teoria. Todavia, uma análise mais cuidadosa mostra que o termo de Podolsky não é o único

responsável pela finitude da auto-energia do elétron à ordem-α, pois a escolha da condição de

gauge de Lorenz generalizada Eq.(3.34), também é intimamente relacionada com o resultado

finito (4.27). Esse resultado também corrobora com a interpretação de que os termos ”extras”do

propagador do fóton atuam, de certa forma, como reguladores do tipo RPV. Assim, podemos

concluir que a escolha da condição de Lorenz usual para a GQED4 conduz ao resultado diver-

gente para a auto-energia do elétron encontrado na tese orientada por Podolsky [16] ‡.

‡Para maiores detalhes relacionados a esse assunto, vide a discussão no apêndice C.
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4.1.2 Parte do Vértice Λμ

Seguimos adiante com o cálculo das correções radiativas, voltando-nos, neste momento,

para o cálculo da parte do vértice Λμ (p′, p; q), Eq.(3.87). Como padrão, p′ e p são, respecti-

vamente, os momentos dos elétrons emergente e incidente, enquanto q = p′ − p é o momento

transferido ao fóton. A amplitude que calcularemos aqui, corresponde ao diagrama da Fig.4.1.2.

Da mesma forma que a função de auto-energia do elétron Σ, Eq.(4.3), a expressão da parte

do vértice Eq.(3.87), também divide-se em duas contribuições distintas:

Λμ(1) (p′, p) = Λμ
QED (p′, p) + Λμ

Pod (p
′, p) , (4.28)

sendo uma contribuição proveniente da QED4:

Λμ
QED (p′, p) = −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
γα p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2
γμ p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
γα

1

k2
, (4.29)

e, outra, do setor de Podolsky:

Λμ
Pod (p

′, p) = ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
γα p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2
γμ p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
γβ 1

k2 −m2
P

(4.30)

×
[
ηαβ +

[
1

k2
− 1

k2 −m2
P

]
kαkβ

]
.

A contribuição regularizada do setor da QED4, equação integral (4.29), para a parte do vértice

é [48, 49]:

Λμ
QED (p′, p) =

α

2π

1

ε
γμ + Λμ

QED Finite (p
′, p) , (4.31)

com a parte finita Λμ
QED Finite (p

′, p) dada por:

Λμ
QED Finite (p

′, p) =
α

4π

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
Ξμ (x, y, p̂′, p̂)

Δ2

(4.32)

− α

2π
γμ
[2 + γ

2
+

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy ln

∣∣∣∣ Δ2

4πμ2

∣∣∣∣ ].
A fim de simplificarmos a notação das expressões, introduzimos à equação acima, as seguintes

notações:

Ξμ (p′, p, x, y) = 2Mμ (p′, p, x, y)−Πμ (p′, p, x, y) , (4.33)

e

Δ2 = m2 (x+ y) + 2xyp.p′ − xp2 (1− x)− yp′2 (1− y) , (4.34)

com as definições:

Mμ (p′, p, x, y) = [(1− y) p̂′ − xp̂−m] γμ [(1− x) p̂− yp̂′ −m] , (4.35)

e

Πμ (p′, p, x, y) = 4 [(1− y) p′σ − xpσ] [(1− x) pσ − yp′σ] γ
μ

−2 [(1− y) p̂′ − xp̂−m] [(1− x) p̂− yp̂′] γμ

−2γμ [(1− y) p̂′ − xp̂] [(1− x) p̂− yp̂′ −m] . (4.36)

55



Figura 4.2: Diagrama da parte do vértice.

Exatamente como a função ΣPod, também podemos escrever a contribuição de Podolsky

para a parte do vértice Λμ
Pod, Eq.(4.30), como a soma de três termos:

Λμ
Pod (p

′, p) =
3∑

α=1

Λ
μ(α)
Pod (p′, p) . (4.37)

Em que definimos cada um deles da seguinte maneira:

Λ
μ(1)
Pod (p

′, p) ≡ ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
γα p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2
γμ p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
γα

1

k2 −m2
P

, (4.38)

Λ
μ(2)
Pod (p

′, p) ≡ ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
k̂

p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2
γμ p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
k̂

1

k2 (k2 −m2
P )

, (4.39)

Λ
μ(3)
Pod (p

′, p) ≡ −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
k̂

p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2
γμ p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
k̂

1

(k2 −m2
P )

2 . (4.40)

Calcularemos as integrais acima seguindo o mesmo roteiro apresentado na seção 4.1.1 (no

cálculo da função de auto-energia do elétron ΣPod). Ainda, devido a semelhança dos cálculos de

todas as integrais, apresentaremos apenas o cálculo do termo Λ
μ(1)
Pod (p

′, p) com todos os detalhes;

para os demais termos, Λ
μ(2)
Pod (p

′, p) e Λ
μ(3)
Pod (p

′, p), apresentaremos apenas os principais passos.

Assim, usando a parametrização de Feynman, podemos escrever a equação (4.38), como:

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= 2ie2μ4−d

∫
dxdydzδ (1− x− y − z)

×
∫

ddk

(2π)d

γα
(
p̂′ − k̂ +m

)
γμ

(
p̂− k̂ +m

)
γα[(

(p′ − k)2 −m2
)
y +

(
(p− k)2 −m2

)
x+

(
k2 −m2

P

)
z
]3

= 2ie2μ4−d

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

×
∫

ddk

(2π)d

γα
(
p̂′ − k̂ +m

)
γμ

(
p̂− k̂ +m

)
γα[(

(p′ − k)2 −m2
)
y +

(
(p− k)2 −m2

)
x+

(
k2 −m2

P

)
(1− x− y)

]3 ,
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= 2ie2μ4−d

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫
ddk

(2π)d

×
γα

(
p̂′ − k̂ +m

)
γμ

(
p̂− k̂ +m

)
γα[(

(p′)2 − 2p′.k + k2 −m2
)
y + (p2 − 2p.k + k2 −m2)x+

(
k2 −m2

P

)
(1− x− y)

]3
= 2ie2μ4−d

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

×
∫

ddk

(2π)d

γα
(
p̂′ − k̂ +m

)
γμ

(
p̂− k̂ +m

)
γα[

k2 +
(
(p′)2 − 2p′.k −m2

)
y + (p2 − 2p.k −m2)x−m2

P (1− x− y)
]3 .

Podemos rearranjar os termos do denominador, convenientemente, de forma a escrevê-lo na seguinte

forma:

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= 2ie2μ4−d

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫
ddk

(2π)d

γα
(
p̂′ − k̂ +m

)
γμ

(
p̂− k̂ +m

)
γα[

(k − xp− yp′)2 −Δ2 −m2
P (1− x− y)

]3 .
Ainda, segue, da mudança de variáveis k → k + xp+ yp′, a seguinte expressão:

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= 2ie2μ4−d

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫
ddk

(2π)d
Nμ (k, p′, p, x, y)[

k2 −Δ2 −m2
P (1− x− y)

]3 . (4.41)

Por conveniência, também introduzimos, à equação acima, a notação:

Nμ
(
k, p′, p, x, y

) ≡ γσ
[
(1− y) p̂′ − k̂ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

]
γσ.

Para resolvermos a integração em k na expressão (4.41), devemos separar, primeiro, os termos de difer-

entes ordens em k no numerador:

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= 2ie2μ4−d

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy [γσγαγ

μγβγσ]

∫
ddk

(2π)d
kαkβ[

k2 −Δ2 −m2
P (1− x− y)

]3
+2ie2μ4−d

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

[
γσ

[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
γσ
]

×
∫

ddk

(2π)d
1[

k2 −Δ2 −m2
P (1− x− y)

]3 .
Com essa separação e com a ajuda das identidades (A.2) e (A.1), podemos efetuar a integração nos

momentos, encontrando, enfim, o seguinte resultado:

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= 2ie2μ4−d

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

i (−1) d
2 Γ

(
2− d

2

)
2 (4π)

d
2 Γ (3)

[−Δ2 −m2
P (1− x− y)

]2− d
2

ηαβ [γσγαγ
μγβγσ]

+ 2ie2μ4−d

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

[
γσ

[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
γσ
]

× i (−1) d
2 Γ

(
3− d

2

)
(4π)

d
2 Γ (3)

[−Δ2 −m2
P (1− x− y)

]3− d
2

,
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= −(−1) d
2 e2μ4−d

2 (4π)
d
2

Γ

(
2− d

2

)∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

[γσγαγ
μγαγσ][−Δ2 −m2

P (1− x− y)
]2− d

2

−(−1) d
2 e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
3− d

2

)∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

γσ [(1− y) p̂′ − xp̂+m] γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m] γσ[−Δ2 −m2
P (1− x− y)

]3− d
2

.

Porém, antes de analisarmos o comportamento divergente da expressão acima, é necessário manipular, a

fim de contrair, as matrizes-γ no numerador do segundo termo. Portanto:

Fμ = γσ
[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
γσ

= 2γσ
[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) pσ − yp′σ

]
−γσ [(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμγσ

[
(1− x) p̂− yp̂′ −m

]
= 4

[
(1− y) p′σ − xpσ

]
γμ

[
(1− x) pσ − yp′σ

]
−2 [(1− y) p̂′ − xp̂−m

]
γσγμ

[
(1− x) pσ − yp′σ

]
−2 [(1− y) p′σ − xpσ

]
γμγσ

[
(1− x) p̂− yp̂′ −m

]
+
[
(1− y) p̂′ − xp̂−m

]
γσγμγσ

[
(1− x) p̂− yp̂′ −m

]
,

Agora, com o auxı́lio das identidades (A.8) das matrizes-γ de Dirac, obtemos:

Fμ = 4
[
(1− y) p′σ − xpσ

]
γμ

[
(1− x) pσ − yp′σ

]
−2 [(1− y) p̂′ − xp̂−m

] [
(1− x) p̂− yp̂′

]
γμ

−2γμ [(1− y) p̂′ − xp̂
] [

(1− x) p̂− yp̂′ −m
]

+(2− d)
[
(1− y) p̂′ − xp̂−m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ −m

]
.

Logo, temos:

γσ
[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
γσ = Πμ

(
p′, p, x, y

)
+ (2− d)Mμ

(
p′, p, x, y

)
.

Também, temos que:

γσγβγμγβγσ = (2− d)2 γμ.

Dessa forma, com os resultados acima, encontramos a seguinte expressão:

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= −(−1) d

2

2

e2μ4−d

(4π)
d
2

(2− d)2 γμΓ

(
2− d

2

)∫
dς

1[−Δ2 −m2
P (1− x− y)

]2− d
2

− (−1) d
2
e2μ4−d

(4π)
d
2

(2− d) Γ

(
3− d

2

)∫
dς

Mμ (p′, p, x, y)[−Δ2 −m2
P (1− x− y)

]3− d
2

− (−1) d
2
e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
3− d

2

)∫
dς

Πμ (p′, p, x, y)[−Δ2 −m2
P (1− x− y)

]3− d
2

. (4.42)

Em que a medida dς foi definida em (4.17). Desse modo, tendo determinado a dependência de cada
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termo em relação ao parâmetro d, podemos, então, expandir a equação (4.42) em torno de d→ 4+,

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= −1

2

e2με

(4π)
4−ε
2

(ε− 2)2 γμΓ
( ε
2

)∫
dς

1[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
] ε
2

+
e2με

(4π)
4−ε
2

(ε− 2) Γ

(
ε+ 2

2

)∫
dς

Mμ (p′, p, x, y)[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
] 2+ε

2

+
e2με

(4π)
4−ε
2

Γ

(
ε+ 2

2

)∫
dς

Πμ (p′, p, x, y)[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
] 2+ε

2

.

Ainda, as identidades (A.4) e (A.6), permitem-nos escrever:

= − e2

(4π)2
γμ

2

∫
dς (4− 4ε)

(
2

ε
− γ

)[
1 +

ε

2
ln

(
4πμ2

Δ2 +m2
P (1− x− y)

)]
+

e2

(4π)2

∫
dς

Mμ (p′, p, x, y)[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
] (ε− 2)

ε

2

(
2

ε
− γ

)[
1 +

ε

2
ln

(
4πμ2

Δ2 +m2
P (1− x− y)

)]
+

e2

(4π)2

∫
dς

Πμ (p′, p, x, y)[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
] ε
2

(
2

ε
− γ

)[
1 +

ε

2
ln

(
4πμ2

Δ2 +m2
P (1− x− y)

)]
,

= −2 e2

(4π)2
γμ

∫
dς (1− ε)

[
2

ε
− γ + ln

(
4πμ2

Δ2 +m2
P (1− x− y)

)]
+

e2

(4π)2

∫
dς

Mμ (p′, p, x, y)[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
] (−ε) [2

ε
− γ + ln

(
4πμ2

Δ2 +m2
P (1− x− y)

)]
+

e2

(4π)2

∫
dς

Πμ (p′, p, x, y)[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
] ( ε

2

)[2
ε
− γ + ln

(
4πμ2

Δ2 +m2
P (1− x− y)

)]
.

Por fim, multiplicando os termos que envolvem ε e mantendo apenas os termos até O (ε), encontramos a

seguinte expressão:

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= − α

2π

1

ε
γμ + Λ

μ(1)
Pod F inite

(
p′, p

)
, (4.43)

com a parte finita:

Λ
μ(1)
Pod F inite

(
p′, p

)
= − α

4π

∫
dς

Ξμ (p′, p, x, y)[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
]

(4.44)

+
α

2π
γμ
[2 + γ

2
+

∫
dς ln

∣∣∣∣Δ2 +m2
P (1− x− y)

4πμ2

∣∣∣∣ ].
Seguindo o mesmo roteiro do cálculo da função Λ

μ(1)
Pod F inite (p

′, p), procedemos, agora, com o

cálculo dos dois outros termos: Λ
μ(2)
Pod e Λ

μ(3)
Pod . Contudo, como dito no ı́nicio da seção, não apresentare-

mos todos os detalhes do cálculo que se segue, pois são eles os mesmos do cálculo anterior. Todavia, é

necessário certo cuidado na manipulação das matrizes-γ presentes no numerador das expressões. Por-

tanto, usando a parametrização de Feynman, escrevemos a equação (4.39) na seguinte forma:

Λ
μ(2)
Pod

(
p′, p

)
= 6ie2μ4−d

∫
dξ

∫
ddk

(2π)d
Oμ (k, p′, p, x, y)[
k2 −Δ2 −m2

P z
]4 , (4.45)

sendo que, também, já efetuamos a mudança de variáveis: k → k + xp+ yp′ e definimos a quantidade:

Oμ
(
k, p′, p, x, y

)
= (k̂ + xp̂+ yp̂′)

[
(1− y) p̂′ − k̂ − xp̂+m

]
γμ

(4.46)

×
[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

]
(k̂ + xp̂+ yp̂′).
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Antes de resolvermos a integração em k, é necessário que separemos os termos de diferentes ordens em

k no numerador. Então:

Oμ =
(
k̂ + xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − k̂ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

] (
k̂ + xp̂+ yp̂′

)
= k̂

[
(1− y) p̂′ − k̂ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

] (
k̂ + xp̂+ yp̂′

)
+
(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − k̂ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

] (
k̂ + xp̂+ yp̂′

)
,

= k̂
[
(1− y) p̂′ − k̂ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

]
k̂

+k̂
[
(1− y) p̂′ − k̂ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
+
(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − k̂ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

]
k̂

+
(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − k̂ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
,

= k̂ (−) k̂γμ
[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

]
k̂

+k̂
[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

]
k̂

+k̂ (−) k̂γμ
[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
+k̂

[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
+
(
xp̂+ yp̂′

)
(−) k̂γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

]
k̂

+
(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

]
k̂

+
(
xp̂+ yp̂′

)
(−) k̂γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
+
(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− k̂ − yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
,

Oμ
(
k, p′, p, x, y

)
=
(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
+k̂k̂γμk̂k̂ + k̂

[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
k̂

−k̂k̂γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m
] (

xp̂+ yp̂′
)− k̂

[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμk̂

(
xp̂+ yp̂′

)
(4.47)

− (
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
k̂

− (
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμk̂k̂ +

(
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμk̂

(
xp̂+ yp̂′

)
.

Agora, trabalhando apenas com os termos k2:

Iμ = k̂
[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
k̂

−k̂k̂γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m
] (

xp̂+ yp̂′
)

−k̂ [(1− y) p̂′ − xp̂+m
]
γμk̂

(
xp̂+ yp̂′

)− (
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
k̂

− (
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμk̂k̂ +

(
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμk̂

(
xp̂+ yp̂′

)
,

= 2k̂
[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
−k̂ [(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμk̂

[
(1− x) p̂− yp̂′ −m

]− k̂k̂γμ
[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
−k̂ [(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμk̂

(
xp̂+ yp̂′

)− (
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
k̂

− (
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμk̂k̂ +

(
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμk̂

(
xp̂+ yp̂′

)
.
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Alguns termos da expressão acima cancelam-se, de forma a obtermos:

= 2k̂
[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
−k̂ [(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμk̂ [p̂−m]− k̂k̂γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
− (

xp̂+ yp̂′
)
k̂γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

]
k̂

− (
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμk̂k̂ +

(
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμk̂

(
xp̂+ yp̂′

)
.

Manipulando, agora, o primeiro e quarto termos:

= 4
[
(1− y) p′.k − xp.k

]
γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
−2 [(1− y) p̂′ − xp̂−m

]
k̂γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
−2 [(1− y) p′.k − xp.k

]
γμk̂ [p̂−m] +

[
(1− y) p̂′ − xp̂−m

]
k̂γμk̂ [p̂−m]

−k̂k̂γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m
] (

xp̂+ yp̂′
)− (

xp̂+ yp̂′
) [

(1− y) p̂′ − xp̂+m
]
γμk̂k̂

−2 (xp̂+ yp̂′
)
k̂γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
+
(
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμk̂

[
(1− x) p̂− yp̂′ −m

]
+
(
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμk̂

(
xp̂+ yp̂′

)
,

novamente, cancelando alguns termos:

= 4
[
(1− y) p′.k − xp.k

]
γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
−2 [(1− y) p̂′ − xp̂−m

]
k̂γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
−2 [(1− y) p′.k − xp.k

]
γμk̂ [p̂−m] +

[
(1− y) p̂′ − xp̂−m

]
k̂γμk̂ [p̂−m]

−k̂k̂γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m
] (

xp̂+ yp̂′
)− (

xp̂+ yp̂′
) [

(1− y) p̂′ − xp̂+m
]
γμk̂k̂

−2 (xp̂+ yp̂′
)
k̂γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
+
(
xp̂+ yp̂′

)
k̂γμk̂ [p̂−m] .

Após todas essas manipulações, encontramos:

Iμ = 4
[
(1− y) p′.k − xp.k

]
γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
+
[
p̂′ −m

]
k̂γμk̂ [p̂−m]

−2 [(1− y) p′.k − xp.k
]
γμk̂ [p̂−m]− 2

[
p̂′ −m

]
k̂γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
(4.48)

−k̂k̂γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m
] (

xp̂+ yp̂′
)− (

xp̂+ yp̂′
) [

(1− y) p̂′ − xp̂+m
]
γμk̂k̂.

Enfim, obtemos:

Oμ =
(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
+ k̂k̂γμk̂k̂

+4
[
(1− y) p′.k − xp.k

]
γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
+
[
p̂′ −m

]
k̂γμk̂ [p̂−m]

−2 [(1− y) p′.k − xp.k
]
γμk̂ [p̂−m]− 2

[
p̂′ −m

]
k̂γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
(4.49)

−k̂k̂γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m
] (

xp̂+ yp̂′
)− (

xp̂+ yp̂′
) [

(1− y) p̂′ − xp̂+m
]
γμk̂k̂,

Dessa forma, finalmente podemos escrever a equação (4.45) de forma a efetuarmos as integrações em

k. Portanto, substituindo o resultado acima e levando em conta as diferentes contribuições em k, temos,
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para Λ
μ(2)
Pod (p

′, p):

= 6ie2μ4−d

∫
dξ

∫
ddk

(2π)d
k̂k̂γμk̂k̂[

k2 −Δ2 −m2
P z
]4

+6ie2μ4−d

∫
dξ

∫
ddk

(2π)d

×(xp̂+ yp̂′) [(1− y) p̂′ − xp̂+m] γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m] (xp̂+ yp̂′)[
k2 −Δ2 −m2

P z
]4

+6ie2μ4−d

∫
dξ

∫
ddk

(2π)d
1[

k2 −Δ2 −m2
P z
]4 (4.50)

×
[
4
[
(1− y) p′.k − xp.k

]
γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
+
[
p̂′ −m

]
k̂γμk̂ [p̂−m]

−2 [(1− y) p′.k − xp.k
]
γμk̂ [p̂−m]− 2

[
p̂′ −m

]
k̂γμ

[
(1− x) p.k − yp′.k

]
−k̂k̂γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)− (
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμk̂k̂

]
;

Agora, utilizando as identidades (A.1)-(A.3), encontramos:

= 6i2e2μ4−dΓ

(
2− d

2

)∫
dξ

(−1) d
2

4 (4π)
d
2

[γσγσγ
μγαγα + γσγργμγργσ + γσγργμγσγρ]

Γ (4)
[−Δ2 −m2

P z
]2− d

2

+6i2e2μ4−d

∫
dξ

(−1) d
2

(4π)
d
2

Γ

(
4− d

2

)
×(xp̂+ yp̂′) [(1− y) p̂′ − xp̂+m] γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m] (xp̂+ yp̂′)

Γ (4)
[−Δ2 −m2

P z
]4− d

2

+6i2e2μ4−dΓ

(
3− d

2

)
(−1) d

2

2 (4π)
d
2

∫
dξ

1

Γ (4)
[−Δ2 −m2

P z
]3− d

2

(4.51)

×
[
4
[
(1− y) p′σ − xpσ

]
γμ

[
(1− x) pσ − yp′σ

]
+
[
p̂′ −m

]
γσγ

μγσ [p̂−m]

−2 [(1− y) p′σ − xpσ
]
γμγσ [p̂−m]− 2

[
p̂′ −m

]
γσγ

μ
[
(1− x) pσ − yp′σ

]
−γσγσγμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)− (
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμγσγσ

]
.

Ainda, com o auxı́lio das propriedades (A.8), encontramos a seguinte expressão:

= e2μ4−dΓ

(
2− d

2

)∫
dξ

(−1) d
2
+1

4 (4π)
d
2

[
d2 + 2d

]
[−Δ2 −m2

P z
]2− d

2

+e2μ4−d

∫
dξ

(−1) d
2
+1

(4π)
d
2

Γ

(
4− d

2

)
×(xp̂+ yp̂′) [(1− y) p̂′ − xp̂+m] γμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m] (xp̂+ yp̂′)[−Δ2 −m2

P z
]4− d

2

+e2μ4−dΓ

(
3− d

2

)
(−1) d

2
+1

2 (4π)
d
2

∫
dξ

1[−Δ2 −m2
P z
]3− d

2

(4.52)

×
[
4
[
(1− y) p′σ − xpσ

]
γμ

[
(1− x) pσ − yp′σ

]
+ (2− d)

[
p̂′ −m

]
γμ [p̂−m]

−2γμ [(1− y) p̂′ − xp̂
]
[p̂−m]− 2

[
p̂′ −m

] [
(1− x) p̂− yp̂′

]
γμ

−dγμ [(1− x) p̂− yp̂′ +m
] (

xp̂+ yp̂′
)− d

(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ
]
;
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Por questão de conveniência, ainda podemos introduzir novas quantidades na expressão acima, de forma

a obter:

Λ
μ(2)
Pod

(
p′, p

)
= −(−1) d

2

4

e2μ4−d

(4π)
d
2

(
d2 + 2d

)
γμΓ

(
2− d

2

)∫
dξ

1[−Δ2 −m2
P z
]2− d

2

− (−1) d
2
e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
4− d

2

)∫
dξ

Σ1 (x, y, p̂
′, p̂) γμΣ2 (x, y, p̂

′, p̂)[−Δ2 −m2
P z
]4− d

2

+
(−1) d

2

2

e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
3− d

2

)∫
dξ

1[−Δ2 −m2
P z
]3− d

2

[
dΣ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμ

(4.53)

+dγμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)−Σμ
3

(
x, y, p̂′, p̂

)− (2− d)
(
p̂′ −m

)
γμ (p̂−m)

]
.

Com as funções Σ1,Σ2 e Σμ
3 definidas da seguinte maneira:

Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
=
(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
,

Σ2

(
x, y, p̂′, p̂

)
=
[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
,

Σμ
3

(
x, y, p̂′, p̂

)
= −2γμ [(1− y) p̂′ − xp̂

]
(p̂−m)− 2

(
p̂′ −m

) [
(1− x) p̂− yp̂′

]
γμ

+4
[
(1− y) p′σ − xpσ

] [
(1− x) pσ − yp′σ

]
γμ; (4.54)

bem como a medida: ∫
dξ ≡

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz. (4.55)

Dessa forma, temos que a equação (4.53), no limite d→ 4+, assume a forma:

Λ
μ(2)
Pod

(
p′, p

)
= − α

2π

1

ε
γμ + Λ

μ(2)
Pod F inite

(
p′, p

)
, (4.56)

com:

Λ
μ(2)
Pod F inite

(
p′, p

)
=

α

4π
γμ

[
5

6
+ γ + 6

∫
dξ ln

∣∣∣∣Δ2 +m2
P z

4πμ2

∣∣∣∣]− α

4π

∫
dξ

Σ1γ
μΣ2[

Δ2 +m2
P z
]2

− α

2π

∫
dξ

1[
Δ2 +m2

P z
][Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμ + γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)
−1

4
Σμ

3

(
x, y, p̂′, p̂

)
+

1

2

(
p̂′ −m

)
γμ (p̂−m)

]
. (4.57)

Seguindo os mesmos passos anteriores, encontramos, para Λ
μ(3)
Pod (p

′, p), Eq.(4.40), a seguinte expressão:

Λ
μ(3)
Pod

(
p′, p

)
= −6ie2μ4−d

∫
dξ

∫
ddk

(2π)d
Oμ (k, p′, p, x, y)[

k2 −Δ2 −m2
P (1− x− y)

]4 ; (4.58)

a única diferença desta expressão em relação à Λ
μ(2)
Pod , está no denominador. Portanto, ao usarmos o

resultado (4.49) e, assim, calcularmos as integrações no momento da Eq.(4.58) (da mesma forma que
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fizemos em Λ
μ(2)
Pod (p

′, p)), obtemos:

Λ
μ(3)
Pod

(
p′, p

)
=

(−1) d
2

4

e2μ4−d

(4π)−
d
2

(
d2 + 2d

)
γμΓ

(
2− d

2

)∫
dξ

1[−Δ2 −m2
P (1− x− y)

]2− d
2

+(−1) d
2
e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
4− d

2

)∫
dξ

Σ1 (x, y, p̂
′, p̂) γμΣ2 (x, y, p̂

′, p̂)[−Δ2 −m2
P (1− x− y)

]4− d
2

−(−1) d
2

2

e2μ4−d

(4π)
d
2

Γ

(
3− d

2

)∫
dξ

1[−Δ2 −m2
P (1− x− y)

]3− d
2

×
[
dΣ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμ + dγμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)−Σμ
3

(
x, y, p̂′, p̂

)
− (2− d)

(
p̂′ −m

)
γμ (p̂−m)

]
. (4.59)

E, expandindo (4.59) em torno de ε = 4− d→ 0+, encontramos:

Λ
μ(3)
Pod

(
p′, p

)
=

α

2π

1

ε
γμ + Λ

μ(3)
Pod F inite

(
p′, p

)
, (4.60)

com a parte finita:

Λ
μ(3)
Pod F inite

(
p′, p

)
= − α

4π
γμ

[
5

6
+ γ + 6

∫
dξ ln

∣∣∣∣Δ2 +m2
P (1− x− y)

4πμ2

∣∣∣∣]
+

α

4π

∫
dξ

Σ1γ
μΣ2[

Δ2 +m2
P (1− x− y)

]2
+

α

2π

∫
dξ

1[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
][Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμ + γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)−
1

4
Σμ

3

(
x, y, p̂′, p̂

)
+

1

2

(
p̂′ −m

)
γμ (p̂−m)

]
(4.61)

Enfim, ao combinarmos os resultados Eqs.(4.43), (4.56) e (4.60), determinamos a expressão regular-

izada para a contribuição de Podolsky para a parte de vértice Λμ
Pod Eq.(4.37):

Λμ
Pod

(
p′, p

)
= − α

2π

1

ε
γμ + Λμ

Pod F inite

(
p′, p

)
, (4.62)

em que a expressão de Λμ
Pod F inite é dada pela soma das equações (4.44), (4.57) e (4.61), que escreve-

mos da seguinte forma:

Λμ
Pod F inite

(
p′, p

)
=

α

2π
γμ

[
1 +

γ

2
+

∫
dς ln

∣∣∣∣Δ2 +m2
P (1− x− y)

4πμ2

∣∣∣∣]
− α

4π

∫
dς

Ξμ (p′, p, x, y)
Δ2 +m2

P (1− x− y)
+

3α

2π
γμ

∫
dξ ln

∣∣∣∣ Δ2 +m2
P z

Δ2 +m2
P (1− x− y)

∣∣∣∣
+

α

4π

∫
dξΣ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

) [ 1[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
]2 − 1[

Δ2 +m2
P z
]2
]

+
α

2π

∫
dξ
[
Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμ + γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)− 1

4
Σμ

3

(
x, y, p̂′, p̂

)
+

1

2

(
p̂′ −m

)
γμ (p̂−m)

]
×
[

1

Δ2 + 1
a2

(1− x− y)
− 1

Δ2 +m2
P z

]
. (4.63)
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Finalmente, ao substituir os resultados das equações (4.31) e (4.62) na definição (4.28), encontramos

que a parte de vértice Λμ da GQED4, na ordem-α, possui a seguinte expressão:

Λμ(1)
(
p′, p

)
=

α

2π
γμ

∫
dς ln

∣∣∣∣Δ2 +m2
P (1− x− y)

Δ2

∣∣∣∣+ 3α

2π
γμ

∫
dξ ln

∣∣∣∣ Δ2 +m2
P z

Δ2 +m2
P (1− x− y)

∣∣∣∣
+

α

4π

∫
dςΞμ

(
p′, p, x, y

) [ 1

Δ2
− 1

Δ2 +m2
P (1− x− y)

]
+

α

4π

∫
dξΣ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

) [ 1[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
]2 − 1[

Δ2 +m2
P z
]2
]

(4.64)

+
α

2π

∫
dξ
[
Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμ + γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)− 1

4
Σμ

3

(
x, y, p̂′, p̂

)
+
1

2

(
p̂′ −m

)
γμ (p̂−m)

] [ 1

Δ2 +m2
P (1− x− y)

− 1

Δ2 +m2
P z

]
.

Em que as funções Ξμ, Σ1,Σ2 e Σμ
3 e a medida dξ foram definidas em (4.33), (4.54) e (4.55), respec-

tivamente.

Com a expressão final para Λμ concluı́mos este capı́tulo técnico, em que calculamos e discutimos as

correções das funções de Green a 1-loop. A equação (4.64) mostra a independência da parte do vértice

com a massa de t’Hooft μ, bem como a sua finitude – esta, também, deve-se ao termo de Podolsky mais

a escolha da condição de gauge de Lorenz generalizada (como já havia acontecido com a função de auto-

energia do elétron). Ademais, também mostramos que ambas as correções radiativas da auto-energia

do elétron e da parte do vértice são finitas em ordem-α; um resultado interessante e muito importante,

porém já esperado, devido à contribuição de Podolsky para o propagador do fóton. Outro ponto a ser

ressaltado aqui, é que a finitude das expressões da auto-energia do elétron Σ e da parte de vértice Λμ ,

implicam que a identidade de WFT Eq.(3.97) continua sendo satisfeita em ordem-α.
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Capı́tulo 5

Renormalização da Eletrodinâmica de
Podolsky

Após o cálculo das expressões formais das SDFE e de suas formas explı́citas na aproximação de

1-loop nos capı́tulos 3 e 4, respectivamente, seguimos adiante com o programa de renormalização desen-

volvido na seção 3.4. Apresentaremos, inicialmente, as expressões das correções radiativas a 1-loop em

um gauge geral ξ; em seguida, calcularemos as expressões explı́citas para todos os contra-termos, e dis-

cutiremos o comportamento infravermelho da teoria. Em seguida, calcularemos e analisaremos o acopla-

mento efetivo da teoria no cenário do espalhamento de Coulomb. Por fim, calcularemos a contribuição

do termo dependente do parâmetro de Podolsky à correção do momento magnético ânomalo do elétron

e usaremos um dado experimental para limitar os possı́veis valores desse parâmetro livre.

5.1 Constantes de Renormalização e comportamento IR
Nos cálculos realizados anteriormente, calculamos as funções Σ e Λ em um valor particular de ξ

(ξ = 1), i.e., utilizamos a seguinte expressão para propagador do fóton∗:

Dμν (k) =
(−i)
k2

ημν − (−i)
k2 −m2

P

ημν − (−i)
k2
(
k2 −m2

P

)kμkν + (−i)(
k2 −m2

P

)2kμkν , (5.1)

o que gerou, em ordem-α, os resultados:

Σ(1) (p) = ΣQED (p) + Σ
(1)
Pod (p) + Σ

(2)
Pod (p) + Σ

(3)
Pod (p) ,

e

Λμ(1)
(
p′, p

)
= Λμ

QED

(
p′, p

)
+ Λ

μ(1)
Pod

(
p′, p

)
+ Λ

μ(2)
Pod

(
p′, p

)
+ Λ

μ(3)
Pod

(
p′, p

)
.

Em que as expressões das quantidades acima são dadas pelas Eqs.(4.3) e (4.28), respectivamente.

Como o escalar de polarização é independente da escolha de gauge, ele continuará com a mesma

forma no caso de um ξ geral. Sua expressão é dada por [48, 49]:

Π(1) (k) = − α

3π

[
2

εUV
− 1 + 2γ

2
+ 6

∫ 1

0
dyy (1− y) ln

[
4πμ2

m2 − y (1− y) k2

] ]
. (5.2)

∗Por conveniência, trabalharemos, aqui, com a seguinte notação: m2
P = a−2.
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Em que: εUV = 4 − d, εUV → 0+ é o parâmetro de regularização dimensional e α = e2

4π , a constante

de estrutura fina. O setor do fóton ainda será investigado na seção 5.2, na discussão da constante de

acoplamento efetiva da GQED4.

Diferentemente de Π, a auto-energia do elétron e a parte do vértice são dependentes de gauge. Por-

tanto, se queremos passar para um resultado mais geral, i.e., um ξ geral, devemos utilizar a expressão

(3.60) para o propagador do fóton:

Dμν (k) =
(−i)
k2

[
ημν − (1− ξ)

kμkν
k2

]
− (−i)

k2 −m2
P

[
ημν + (1− ξ)

kμkν
k2 −m2

P

]
(5.3)

+(1− 2ξ)
(−i)(

k2 −m2
P

)
k2

kμkν +
(−i)(

k2 −m2
P

)2kμkν .
Nesta situação, escrevemos a função de auto-energia do elétron em termos das integrais anteriores através

de:

Σ(1,ξ) (p) = ΣQED (p)− (1− ξ) Σ
(3)
Pod (p)

∣∣∣
m2

P→0
+Σ

(1)
Pod (p)+ ξΣ

(3)
Pod (p)− (1− 2ξ) Σ

(2)
Pod (p) . (5.4)

Cuja expressão explı́cita é escrita como:

Σ(1,ξ) (p) =
α

2π

∫ 1

0
dz [p̂ (1− z)− 2m] ln

∣∣∣∣m2z − (1− z) zp2 + (1− z)m2
P

m2z − (1− z) zp2

∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy [(1− y) p̂+m] p2y2

×
[
(ξ − 1)

[
1

m2y − (1− y) yp2
− 1

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

]

+ξ

[
1

m2y − (1− y) yp2 + (1− y)m2
P

− 1

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

] ]

+
α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy [2m− (1 + 3y) p̂] (5.5)

×
[
(ξ − 1) ln

∣∣∣∣ m2y − (1− y) yp2

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

∣∣∣∣+ ξ ln

∣∣∣∣m2y − (1− y) yp2 + (1− y)m2
P

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

∣∣∣∣] .
Vemos claramente que a expressão acima pode ser escrita na forma forma geral: Σ (p,m) = Σ1

(
p2
)
p̂+

Σ2

(
p2
)
I . Para a parte do vértice também encontramos uma expressão com forma similar exposta a

acima:

Λμ(1,ξ)
(
p′, p

)
= Λμ

QED

(
p′, p

)− (1− ξ) Λ
μ(3)
Pod (p)

∣∣∣
m2

P→0
+Λ

μ(1)
Pod (p)+ξΛ

μ(3)
Pod (p)− (1− 2ξ) Λ

μ(2)
Pod (p) ,

(5.6)

que, também pode ser escrita, convenientemente, de uma forma geral em termos dos fatores de forma †:

Λμ(1,ξ) = γμF1

(
q2
)
+

iqν
2m

σμνF2

(
q2
)
,

em que a forma explı́cita dos fatores de forma é:

F2

(
q2
)

=
2α

π
m2

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

(
xy + y2 − x

)
×
[

1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

− 1

−q2xy +m2(x+ y)2

]
(5.7)

†Veja o Apêndice E, Eq.(E.32), para maiores detalhes sobre a expressão.
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e

F1

(
q2
)
= (Z1 − 1)(1) +

α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

−q2xy +m2(x+ y)2

∣∣∣∣
+(ξ − 1)

3α

2π

∫
dξ ln

∣∣∣∣−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P z

−q2xy +m2(x+ y)2

∣∣∣∣
+ξ

3α

2π

∫
dξ ln

∣∣∣∣ −q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P z

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

(
2m2

(
(x+ y)(x+ 5y)− 2(1− x− y)2 − 4x

)
+ 2q2 [1− x− y + xy]

)
×
[

1

−q2xy +m2(x+ y)2
− 1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

]
+
αm2

2π

∫
dξ

(
2(x+ y)(2− x− y)− (1− x− y)2 +

1

2m2
q2 (1− 3x− 3y + 6xy)

)
×
[
(ξ − 1)

[
1

−q2xy +m2(x+ y)2
− 1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P z

]

+ξ

[
1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

− 1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P z

] ]

+
α

4π

∫
dξ
(
m4

[
4(x− xy + y)((x+ y)(1− y)− x2) + (x2 + y2)2

]
−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]

(
1− (1− x− y)2

)
+ 2q4 [xy (1− x) (1− y)]

)
×
[
(ξ − 1)

[
1

[−q2xy +m2(x+ y)2]2
− 1[−q2xy +m2(x+ y)2 +m2

P z
]2
]

+ξ

[
1[−q2xy +m2(x+ y)2 +m2

P (1− x− y)
]2 − 1[−q2xy +m2(x+ y)2 +m2

P z
]2
]]

. (5.8)

Portanto, com as expressões de Π, Σ e Λ na aproximação de 1-loop e, também, escritas em um gauge

geral ξ, podemos agora proceder com o cálculo das expressões dos contra-termos δZi . O cálculo de tais

quantidades é relativamente direto, exigindo apenas que as devidas condições de renormalização sejam

satisfeitas. Nós também estamos interessados em analisar o setor infravermelho da teoria, tendo em vista

que existem contribuições não-massivas no propagador Eq.(5.3).

5.1.1 Constante de renormalização Z3

Iniciamos os cálculos a partir do contra-termo mais simples, que é o do setor do fóton. Assim, da

condição Eq.(3.113) e da expressão (5.2), encontramos o resultado:

δZ3 = (Z3 − 1)(1) =
α

3π

[
2

ε
− 1 + 2γ

2
+ ln

[
4πμ2

m2

]]
. (5.9)

A função de auto-energia do fóton renormalizada possui a seguinte forma:

Π
(1)
CM (k) =

2α

π

∫ 1

0
dyy (1− y) ln

[
1− k2

m2
y (1− y)

]
. (5.10)

Na verdade, como discutiremos adiante, o contra-termo δZ3 é o único a absorver um termo divergente

ultravioleta e é livre de divergências infravermelha.
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5.1.2 Constante de renormalização Z2

No setor fermiônico, calcularemos primeiro o contra-termo relacionado com o termo cinético. Temos

da equação (3.120) :

−δZ2 = 1− Z2 = Σ1

(
p2
)∣∣

p2→m2
F
+ 2m2

F

∂Σ1

(
p2
)

∂p2

∣∣∣∣∣
p2→m2

F

+ 2mF
∂Σ2

(
p2
)

∂p2

∣∣∣∣∣
p2→m2

F

, (5.11)

e, como a Eq.(5.5) pode ser facilmente escrita na forma forma geral Σ (p,m) = Σ1

(
p2
)
p̂+ Σ2

(
p2
)
I ,

podemos calcular cada um dos termos acima individualmente ‡. Primeiro, calculamos:

Σ1

(
p2
)∣∣

p2→m2 =
α

2π

∫ 1

0
dz (1− z) ln

∣∣∣∣∣∣z
2 + (1− z)

m2
P

m2

z2

∣∣∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy (1 + 3y)

⎡⎣(ξ − 1) ln

∣∣∣∣∣∣y
2 + x

m2
P

m2

y2

∣∣∣∣∣∣+ ξ ln

∣∣∣∣∣∣ y2 + x
m2

P
m2

y2 + (1− y)
m2

P
m2

∣∣∣∣∣∣
⎤⎦

+(ξ − 1)
α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy (1− y) y2

⎡⎣ 1

y2
− 1

y2 + x
m2

P
m2

⎤⎦
+ξ

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy (1− y) y2

⎡⎣ 1

y2 + (1− y)
m2

P
m2

− 1

y2 + x
m2

P
m2

⎤⎦ ; (5.12)

Agora o termo:

∂Σ1 (p)

∂p2
=

α

2π

∫ 1

0
dz (1− z)

[
1

m2z − (1− z) zp2 + (1− z)m2
P

− 1

m2z − (1− z) zp2

]
(− (1− z) z)

+ξ
α

4π

∫
dς (1− y) y2

[
1

m2y − (1− y) yp2 + (1− y)m2
P

− 1

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

]
+ξ

α

4π
p2
∫

dς (1− y) y2

[
(−1) (− (1− y) y)(

m2y − (1− y) yp2 + (1− y)m2
P

)2 − (−1) (− (1− y) y)(
ym2 + xm2

P − (1− y) yp2
)2
]

+(ξ − 1)
α

4π

∫
dς (1− y) y2

[
1

m2y − (1− y) yp2
− 1

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

]
+(ξ − 1)

α

4π
p2
∫

dς (1− y) y2

[
(−1)

(m2y − (1− y) yp2)2
− (−1)(

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

)2
]
(− (1− y) y)

− (ξ − 1)
α

4π

∫
dς (1 + 3y)

[
1

m2y − (1− y) yp2
− 1

m2y − (1− y) yp2 + xm2
P

]
(− (1− y) y)

−ξ α

4π

∫
dς (1 + 3y)

[
1

m2y − (1− y) yp2 + (1− y)m2
P

− 1

m2y − (1− y) yp2 + xm2
P

]
(− (1− y) y) ,

‡Embora os contra-termos sejam calculados no pólo p2 → m2
F , em que mF =

m+Σ2(p2)|
p2→m2

F

1−Σ1(p2)|
p2→m2

F

, podemos

calculá-los no ponto p2 → m2, pois estamos trabalhando na primeira ordem em α.
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que, no respectivo limite na camada de massa, é escrito como:

∂Σ1

(
p2
)

∂p2

∣∣∣∣∣
p2→m2

= − α

2π

∫ 1

0
dz (1− z)2 z

[
1

m2z2 + (1− z)m2
P

− 1

m2z2

]

+ξ
α

4π

∫
dς (1− y) y2

[
1

m2y2 + (1− y)m2
P

− 1

y2m2 + xm2
P

]
+ξ

α

4π
m2

∫
dς (1− y)2 y3

[
1(

m2y2 + (1− y)m2
P

)2 − 1(
y2m2 + xm2

P

)2
]

+(ξ − 1)
α

4π

∫
dς (1− y) y2

[
1

m2y2
− 1

y2m2 + xm2
P

]
+(ξ − 1)

α

4π
m2

∫
dς (1− y)2 y3

[
1

(m2y2)2
− 1(

y2m2 + xm2
P

)2
]

+(ξ − 1)
α

4π

∫
dς (1 + 3y) (1− y) y

[
1

m2y2
− 1

m2y2 + xm2
P

]
+ξ

α

4π

∫
dς (1 + 3y) (1− y) y

[
1

m2y2 + (1− y)m2
P

− 1

m2y2 + xm2
P

]
. (5.13)

O terceiro e último termo:

∂Σ2

(
p2
)

∂p2
= −mα

π

∫ 1

0
dz

[
1

m2z − (1− z) zp2 + (1− z)m2
P

− 1

m2z − (1− z) zp2

]
(− (1− z) z)

+ξm
α

4π

∫
dςy2

[
1

m2y − (1− y) yp2 + (1− y)m2
P

− 1

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

]
+ξm

α

4π
p2
∫

dςy2

[
(−1)(

m2y − (1− y) yp2 + (1− y)m2
P

)2 − (−1)(
ym2 + xm2

P − (1− y) yp2
)2
]
(− (1− y) y)

+ (ξ − 1)m
α

4π

∫
dςy2

[
1

m2y − (1− y) yp2
− 1

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

]
+(ξ − 1)m

α

4π
p2
∫

dςy2

[
(−1)

(m2y − (1− y) yp2)2
− (−1)(

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

)2
]
(− (1− y) y)

+ (ξ − 1)m
α

2π

∫
dς

[
1

m2y − (1− y) yp2
− 1

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

]
(− (1− y) y)

+ξm
α

2π

∫
dς

[
1

m2y − (1− y) yp2 + (1− y)m2
P

− 1

ym2 + xm2
P − (1− y) yp2

]
(− (1− y) y) ,
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possui a seguinte forma:

∂Σ2

(
p2
)

∂p2

∣∣∣∣∣
p2→m2

= m
α

π

∫ 1

0
dz (1− z) z

[
1

m2z2 + (1− z)m2
P

− 1

m2z2

]

+ξm
α

4π

∫
dςy2

[
1

m2y2 + (1− y)m2
P

− 1

y2m2 + xm2
P

]
+ξm

α

4π
m2

∫
dς (1− y) y3

[
1(

m2y2 + (1− y)m2
P

)2 − 1(
y2m2 + xm2

P

)2
]

+(ξ − 1)m
α

4π

∫
dςy2

[
1

m2y2
− 1

y2m2 + xm2
P

]
+(ξ − 1)m

α

4π
m2

∫
dς (1− y) y3

[
1

(m2y2)2
− 1(

y2m2 + xm2
P

)2
]

− (ξ − 1)m
α

2π

∫
dς (1− y) y

[
1

m2y2
− 1

y2m2 + xm2
P

]
−ξm α

2π

∫
dς (1− y) y

[
1

m2y2 + (1− y)m2
P

− 1

y2m2 + xm2
P

]
. (5.14)

Então, ao combinarmos os resultados (5.12), (5.13), (5.14) e substituı́-los na equação (5.11), bem como

rearranjando-os termos de uma maneira conveniente, obtemos:

−δZ2 = (1− Z2)
(1) =

α

2π

∫ 1

0
dz (1− z) ln

∣∣∣∣∣∣z
2 + (1− z)

m2
P

m2

z2

∣∣∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy (1 + 3y)

⎡⎣(ξ − 1) ln

∣∣∣∣∣∣y
2 + x

m2
P

m2

y2

∣∣∣∣∣∣+ ξ ln

∣∣∣∣∣∣ y2 + x
m2

P
m2

y2 + (1− y)
m2

P
m2

∣∣∣∣∣∣
⎤⎦

+
α

π

∫ 1

0
dz

[
− (1− z)2 z + 2 (1− z) z

]⎡⎣ 1

z2 + (1− z)
m2

P
m2

− 1

z2

⎤⎦
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

[
(1− y) y2 + 2 (1− y) y2 + 2 (1 + 3y) (1− y) y + 2y2 − 4 (1− y) y

]
×
⎡⎣(ξ − 1)

⎡⎣ 1

y2
− 1

y2 + x
m2

P
m2

⎤⎦+ ξ

⎡⎣ 1

y2 + (1− y)
m2

P
m2

− 1

y2 + x
m2

P
m2

⎤⎦⎤⎦
+

α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

[
(1− y)2 y3 + (1− y) y3

]

×

⎡⎢⎣(ξ − 1)

⎡⎢⎣ 1

(y2)2
− 1(

y2 + x
m2

P
m2

)2
⎤⎥⎦+ ξ

⎡⎢⎣ 1(
y2 + (1− y)

m2
P

m2

)2 − 1(
y2 + x

m2
P

m2

)2
⎤⎥⎦
⎤⎥⎦ ,

e, através da manipulação:

I = (1− y) y + 2 (1− y) y + 2 (1 + 3y) (1− y) + 2y − 4 (1− y) ,

= 3 (1− y) y + 2 (1 + 3y) (1− y) + 2y − 4 (1− y) ,

= (3y − 4) (1− y) + 2 (1 + 3y) (1− y) + 2y = (3y − 4 + 2 + 6y) (1− y) + 2y,

= (9y − 2) (1− y) + 2y = 9y − 2− 9y2 + 2y + 2y = 13y − 2− 9y2,
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encontramos, sem maiores problemas, a seguinte expressão para o contra-termo δZ2 :

δZ2 = (Z2 − 1)(1) =
α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy (1 + 3y)

⎡⎣(ξ − 1) ln

∣∣∣∣∣∣ y2

y2 + x
m2

P
m2

∣∣∣∣∣∣+ ξ ln

∣∣∣∣∣∣y
2 + (1− y)

m2
P

m2

y2 + x
m2

P
m2

∣∣∣∣∣∣
⎤⎦

− α

2π

∫ 1

0
dz (1− z) ln

∣∣∣∣∣∣z
2 + (1− z)

m2
P

m2

z2

∣∣∣∣∣∣+ α

π

∫ 1

0
dz (1 + z) (1− z) z

⎡⎣ 1

z2
− 1

z2 + (1− z)
m2

P
m2

⎤⎦
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

[−2 + 13y − 9y2
]
y

×
⎡⎣(ξ − 1)

⎡⎣ 1

y2 + x
m2

P
m2

− 1

y2

⎤⎦+ ξ

⎡⎣ 1

y2 + x
m2

P
m2

− 1

y2 + (1− y)
m2

P
m2

⎤⎦⎤⎦
+

α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy (2− y) (1− y) y3 (5.15)

×

⎡⎢⎣(ξ − 1)

⎡⎢⎣ 1(
y2 + x

m2
P

m2

)2 − 1

(y2)2

⎤⎥⎦+ ξ

⎡⎢⎣ 1(
y2 + x

m2
P

m2

)2 − 1(
y2 + (1− y)

m2
P

m2

)2
⎤⎥⎦
⎤⎥⎦ .

Obtivemos aqui, um contra-termo ultravioleta finito, o que indica uma constante de renormalização finita.

Contudo, como mencionado anteriormente, as correções radiativas fermiônicas e do vértice são ambas

ultravioleta finitas; todavia, nada foi dito sobre os seus comportamentos no infravermelho, que pode

aparecer a partir da integração sobre os parâmetros de Feynman. Apresentaremos uma discussão sobre

esse assunto logo a seguir.

5.1.3 Constante de renormalização Z0

O contra-termo relacionado com o setor massivo fermiônico é determinado ao calcularmos os termos

da Eq.(3.123):

−mδZ0 = −m (Z0 − 1) = 2m2
F

⎡⎣mF
∂Σ1

(
p2
)

∂p2

∣∣∣∣∣
p2→m2

F

+
∂Σ2

(
p2
)

∂p2

∣∣∣∣∣
p2→m2

F

⎤⎦− Σ2

(
p2
)∣∣

p2→m2
F
.

(5.16)

Na verdade, é necessário calcularmos apenas o último termo de (5.16), pois os demais já foram calcula-

dos anteriormente, nas Eqs.(5.13), (5.14). É direto calcularmos Σ2

(
p2
)∣∣

p2→m2
F

:

Σ2

(
p2
)∣∣

p2→m2 = −mα

π

∫ 1

0
dz ln

∣∣∣∣m2z2 + (1− z)m2
P

m2z2

∣∣∣∣
+ξm3 α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dyy2

[
1

m2y2 + (1− y)m2
P

− 1

y2m2 + xm2
P

]
+(ξ − 1)m3 α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dyy2

[
1

m2y2
− 1

y2m2 + xm2
P

]
+m

α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

[
(ξ − 1) ln

∣∣∣∣ m2y2

y2m2 + xm2
P

∣∣∣∣+ ξ ln

∣∣∣∣m2y2 + (1− y)m2
P

y2m2 + xm2
P

∣∣∣∣] . (5.17)
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Portanto, combinando os resultados (5.13), (5.14) e (5.17) e, com convenientes manipulações, obtemos:

−δZ0 = − (Z0 − 1)(1) = − α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

⎡⎣(ξ − 1) ln

∣∣∣∣∣∣ y2

y2 + x
m2

P
m2

∣∣∣∣∣∣+ ξ ln

∣∣∣∣∣∣y
2 + (1− y)

m2
P

m2

y2 + x
m2

P
m2

∣∣∣∣∣∣
⎤⎦

+
α

π

∫ 1

0
dz ln

∣∣∣∣∣∣z
2 + (1− z)

m2
P

m2

z2

∣∣∣∣∣∣+ α

π

∫ 1

0
dz

(
2 (1− z) z − (1− z)2 z

)⎡⎣ 1

z2 + (1− z)
m2

P
m2

− 1

z2

⎤⎦
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

(−y2 + 2 (1− y) y2 + 2y2 + 2 (1 + 3y) (1− y) y − 4 (1− y) y
)

×
⎡⎣(ξ − 1)

⎡⎣ 1

y2
− 1

y2 + x
m2

P
m2

⎤⎦+ ξ

⎡⎣ 1

y2 + (1− y)
m2

P
m2

− 1

y2 + x
m2

P
m2

⎤⎦⎤⎦
+

α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

(
(1− y)2 y3 + (1− y) y3

)

×

⎡⎢⎣ξ
⎡⎢⎣ 1(

y2 + (1− y)
m2

P
m2

)2 − 1(
y2 + x

m2
P

m2

)2
⎤⎥⎦+ (ξ − 1)

⎡⎢⎣ 1

(y2)2
− 1(

y2 + x
m2

P
m2

)2
⎤⎥⎦
⎤⎥⎦ ,

e, também, com:

I = −y2 + 2 (1− y) y2 + 2y2 + 2 (1 + 3y) (1− y) y − 4 (1− y) y,

= 2 (1− y) y2 + y2 + 2 (1 + 3y) (1− y) y − 4 (1− y) y,

= (2 (1− y) + 1) y2 + (2 (1 + 3y)− 4) (1− y) y = (3− 2y) y2 + (−2 + 6y) (1− y) y,

= ((3− 2y) y + (−2 + 6y) (1− y)) y =
(
3y − 2y2 − 2 + 2y + 6y − 6y2

)
y

=
(−2 + 11y − 8y2

)
y,

segue a seguinte expressão para o contra-termo δZ0 :

δZ0 = (Z0 − 1)(1) =
α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

⎡⎣(ξ − 1) ln

∣∣∣∣∣∣ y2

y2 + x
m2

P
m2

∣∣∣∣∣∣+ ξ ln

∣∣∣∣∣∣y
2 + (1− y)

m2
P

m2

y2 + x
m2

P
m2

∣∣∣∣∣∣
⎤⎦

−α

π

∫ 1

0
dz ln

∣∣∣∣∣∣z
2 + (1− z)

m2
P

m2

z2

∣∣∣∣∣∣+ α

π

∫ 1

0
dz (1 + z) (1− z) z

⎡⎣ 1

z2
− 1

z2 + (1− z)
m2

P
m2

⎤⎦
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

(
11y − 8y2 − 2

)
y

×
⎡⎣(ξ − 1)

⎡⎣ 1

y2 + x
m2

P
m2

− 1

y2

⎤⎦+ ξ

⎡⎣ 1

y2 + x
m2

P
m2

− 1

y2 + (1− y)
m2

P
m2

⎤⎦⎤⎦
+

α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy (2− y) (1− y) y3

×

⎡⎢⎣ξ
⎡⎢⎣ 1(

y2 + x
m2

P
m2

)2 − 1(
y2 + (1− y)

m2
P

m2

)2
⎤⎥⎦+ (ξ − 1)

⎡⎢⎣ 1(
y2 + x

m2
P

m2

)2 − 1

(y2)2

⎤⎥⎦
⎤⎥⎦ . (5.18)

Tal expressão, bem como a do contra-termo δZ2 , também é uma quantidade ultravioleta finita em ordem-

α.
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5.1.4 Constante de renormalização Z1

Por fim, falta-nos determinar apenas o contra-termo relacionado com o vértice da teoria. A partir da

condição de renormalização Eq.(3.125), F1

(
q2 → 0

)
= 0, e da expressão (5.8), encontramos:

0 = (Z1 − 1)(1) +
α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣∣∣(x+ y)2 +
m2

P
m2 (1− x− y)

(x+ y)2

∣∣∣∣∣∣
+
3α

2π

∫
dξ

[
(ξ − 1) ln

∣∣∣∣∣∣(x+ y)2 +
m2

P
m2 z

(x+ y)2

∣∣∣∣∣∣+ ξ ln

∣∣∣∣∣∣ (x+ y)2 +
m2

P
m2 z

(x+ y)2 +
m2

P
m2 (1− x− y)

∣∣∣∣∣∣
]

+
α

2π

∫
dς
(
(x+ y)(x+ 5y)− 2(1− x− y)2 − 4x

)⎡⎣ 1

(x+ y)2
− 1

(x+ y)2 +
m2

P
m2 (1− x− y)

⎤⎦
+

α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz

(
2(x+ y)(2− x− y)− (1− x− y)2

)
×
[
(ξ − 1)

⎡⎣ 1

(x+ y)2
− 1

(x+ y)2 +
m2

P
m2 z

⎤⎦
+ξ

⎡⎣ 1

(x+ y)2 +
m2

P
m2 (1− x− y)

− 1

(x+ y)2 +
m2

P
m2 z

⎤⎦]

+
α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz

[
4(x− xy + y)((x+ y)(1− y)− x2) + (x2 + y2)2

]
×
[
(ξ − 1)

⎡⎢⎣ 1

[(x+ y)2]2
− 1[

(x+ y)2 +
m2

P
m2 z

]2
⎤⎥⎦

+ξ

⎡⎢⎣ 1[
(x+ y)2 +

m2
P

m2 (1− x− y)
]2 − 1[

(x+ y)2 +
m2

P
m2 z

]2
⎤⎥⎦]. (5.19)

Porém, através de mudanças de variável, podemos escrever tal expressão em uma forma mais conve-

niente. Para isso, lidaremos com cada termo separadamente. Dessa forma:

I1 =
α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣∣∣(x+ y)2 +
m2

P
m2 (1− x− y)

(x+ y)2

∣∣∣∣∣∣
=

α

2π

∫ 1

0
dw [w] ln

∣∣∣∣∣∣w
2 +

m2
P

m2 (1− w)

w2

∣∣∣∣∣∣ ; (5.20)

e

I2 =
3α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz ln

∣∣∣∣∣∣ (x+ y)2 +
m2

P
m2 z

(x+ y)2 +
m2

P
m2 (1− x− y)

∣∣∣∣∣∣
=

3α

2π

∫ 1

0
dz

∫ 1−z

0
dy (y) ln

∣∣∣∣∣∣ y2 +
m2

P
m2 z

y2 +
m2

P
m2 (1− y)

∣∣∣∣∣∣ ; (5.21)
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e

I3 =
α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

[
(x+ y)(x+ 5y)− 2(1− x− y)2 − 4x

]
×
⎡⎣ 1

(x+ y)2
− 1

(x+ y)2 +
m2

P
m2 (1− x− y)

⎤⎦
=

α

2π

∫ 1

0
dw

(
w2 + 2w − 2

)
w

⎡⎣ 1

w2
− 1

w2 +
m2

P
m2 (1− w)

⎤⎦ ; (5.22)

e

I4 =
α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz
[
2(x+ y)(2− x− y)− (1− x− y)2

]
×
⎡⎣ 1

(x+ y)2 +
m2

P
m2 z

− 1

(x+ y)2 +
m2

P
m2 (1− x− y)

⎤⎦
= − α

2π

∫ 1

0
dz

∫ 1−z

0
dy

[
1− 6y + 3y2

]
y

⎡⎣ 1

y2 +
m2

P
m2 z

− 1

y2 +
m2

P
m2 (1− y)

⎤⎦ ; (5.23)

e, por fim:

I5 =
α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz
[
4(x− xy + y)((x+ y)(1− y)− x2) + (x2 + y2)2

]

×

⎡⎢⎣ 1[
(x+ y)2 +

m2
P

m2 (1− x− y)
]2 − 1[

(x+ y)2 +
m2

P
m2 z

]2
⎤⎥⎦

e

I = 4(x+ y − xy)((x+ y)(1− y)− x2) + (x2 + y2)2

= 4
[
(x+ y)2 (1− y)− x2 (x+ y)− xy (x+ y) (1− y) + x3y

]
+ x4 + y4 + 2x2y2

= 4
[(
x2 + 2xy + y2

)
(1− y)− x3 − x2y − xy

(
x+ y − xy − y2

)
+ x3y

]
+ x4 + y4 + 2x2y2

= 4
[
x2 + 2xy + y2 − 3x2y − 3xy2 − y3 − x3 + x2y2 + xy3 + x3y

]
+ x4 + y4 + 2x2y2

= 4
[
(x+ y)2 − (x+ y)3 + xy

(
xy + y2 + x2

)]
+
(
x2 − y2

)2
+ 4x2y2

= 4
[
(x+ y)2 − (x+ y)3 + xy

(
(x+ y)2 − xy

)]
+ (x− y)2 (x+ y)2 + 4x2y2

= 4
[
(x+ y)2 − (x+ y)3 + xy (x+ y)2

]
+ (x− y)2 (x+ y)2

= 4 (x+ y)2 − 4 (x+ y)3 + 4xy (x+ y)2 + (x− y)2 (x+ y)2

= 4 (x+ y)2 − 4 (x+ y)3 +
[
4xy + (x− y)2

]
(x+ y)2 = 4 (x+ y)2 − 4 (x+ y)3 + (x+ y)4

= (x+ y)2
(
4− 4 (x+ y) + (x+ y)2

)
= (x+ y)2 (2− (x+ y))2 ; (5.24)

o que resulta em:

I5 =
α

4π

∫ 1

0
dz

∫ 1−z

0
dy [y − 2]2 y3

⎡⎢⎣ 1[
y2 +

m2
P

m2 (1− y)
]2 − 1[

y2 +
m2

P
m2 z

]2
⎤⎥⎦ . (5.25)
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Portanto, com os resultados acima, finalmente podemos escrever a seguinte expressão para o contra-

termo δZ1 :

δZ1 = (Z1 − 1)(1) =
α

2π

∫ 1

0
dz

∫ 1−z

0
dy (3y)

⎡⎣(ξ − 1) ln

∣∣∣∣∣∣ y2

y2 +
m2

P
m2 z

∣∣∣∣∣∣+ ξ ln

∣∣∣∣∣∣y
2 +

m2
P

m2 (1− y)

y2 +
m2

P
m2 z

∣∣∣∣∣∣
⎤⎦

− α

2π

∫ 1

0
dw [w] ln

∣∣∣∣∣∣w
2 +

m2
P

m2 (1− w)

w2

∣∣∣∣∣∣+ α

2π

∫ 1

0
dw

(
2− 2w − w2

)
w

⎡⎣ 1

w2
− 1

w2 +
m2

P
m2 (1− w)

⎤⎦
+

α

2π

∫ 1

0
dz

∫ 1−z

0
dy

(
1− 6y + 3y2

)
y

×
⎡⎣(ξ − 1)

⎡⎣ 1

y2
− 1

y2 +
m2

P
m2 z

⎤⎦+ ξ

⎡⎣ 1

y2 +
m2

P
m2 (1− y)

− 1

y2 +
m2

P
m2 z

⎤⎦⎤⎦
− α

4π

∫ 1

0
dz

∫ 1−z

0
dy (y − 2)2 y3

×

⎡⎢⎣(ξ − 1)

⎡⎢⎣ 1

[y2]2
− 1[

y2 +
m2

P
m2 z

]2
⎤⎥⎦+ ξ

⎡⎢⎣ 1[
y2 +

m2
P

m2 (1− y)
]2 − 1[

y2 +
m2

P
m2 z

]2
⎤⎥⎦
⎤⎥⎦ . (5.26)

Todas as expressões para os contra-termos: δZ2 Eq.(5.15), δZ0 Eq.(5.18) e δZ1 Eq.(5.26), possuem

um termo divergente no infravermelho, introduzido pela integração sobre os parâmetros de Feynman.

Embora a teoria possua um parâmetro de massa regulador m2
P no propagador do fóton, o termo de

divergência infravermelha provém da contribuição do setor de QED4. Contudo, a estrutura do termo

divergente é a mesma para todas as expressões acima e é escrita como:

IIR = (3− ξ)
α

2π

∫ 1

0
dy

1

y
. (5.27)

É precisamente nesse termo que reside o principal motivo de termos escrito as expressões das correções

radiativas para um gauge geral ξ. Tal termo divergente também poderia ser obtido ao introduzirmos um

parâmetro como: εIR = d−4, εIR → 0− no cálculo das integrais via regularização dimensional. Através

de análises via o grupo de renormalização em QED4 (no regime p2 � m2), é conhecida a existência

de uma escolha de gauge, única, em que o propagador do elétron comporta-se assimptoticamente livre

e também é livre de divergência infravermelha. Essa escolha de gauge é conhecida como o ”gauge de

Fried-Yennie”[50, 51], representada pela escolha: ξ = 3. A mesma afirmação continua verdadeira na

GQED4 (veja a Eq.(5.27)). Dessa forma, podemos dizer que as quantidades ultravioleta finitas, Σ e Λ

(ambas quantidades dependentes do gauge), também são infravermelha finitas no gauge de Fried-Yennie.

Podemos concluir, portanto, que a GQED4, exceto a expressão de Π, é ultravioleta e infravermelha finita

na escolha ξ = 3, na aproximação de 1-loop.

5.2 Acoplamento Efetivo da GQED4

É esperado que modificações às contribuições de primeira-ordem à amplitudes de transição sejam,

em geral, dependentes das variáveis cinemáticas. Uma maneira conveniente de representar uma impor-

tante classe dessas modificações é introduzir algumas quantidades invariantes, como a constante de carga
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efetiva (running coupling constant). Na QED4, em que o vácuo se comporta como um meio polarizado,

a carga efetiva possui uma dependência com a escala de comprimento.

Embora a constante de renormalização Z3, Eq.(5.9), não dependa do parâmetro de Podolsky mP ,

existem outras quantidades que podem ser sensı́veis a seus efeitos em ordem-α. Um desses cenários

é o espalhamento de Coulomb [48]. De fato, o potencial de Coulomb de uma carga pontual, é escrito

na eletrodinâmica de Podoslky como φ (r) = e
r (1− e−mP r). Assim, analisaremos aqui os efeitos da

eletrodinâmica de Podolsky na usual constante de carga efetiva no espalhamento de Coulomb, em que

acontece a manifestação de ordem mais baixa do fenômeno de polarização do vácuo. Tal investigação

também poderia ser realizada via métodos do grupo de renormalização.

Para analisar tal problema, consideraremos o espalhamento de Born, i.e., o espalhamento de um

elétron por um próton massivo (M →∞) [52]. A amplitude invariante possui a seguinte forma no

limite M →∞ :

M = −ie2ū (p′) γμu (p) [iDμν (k)] [2Mδν0] (5.28)

no caso da QED4, temos:

M = − ie2

k2
ū
(
p′
)
γ0u (p) 2M. (5.29)

A expressão é precisamente a forma de uma interação Coulombiana, uma interação de uma corrente

leptônica com um potencial puramente tipo-tempo. É possı́vel ver, ainda, através da relação Eq.(5.28),

que a amplitude de transição de Coulomb também é renormalizada pelo fator Z3 (devido a sua de-

pendência com o propagador do fóton) e que é a mesma constante responsável pela renormalização da

carga do elétron.

Devido ao fato do escalar de polarização Π, Eq.(5.2), ser independente do parâmetro de gauge, a

análise que segue também é independente. Assim, iniciamos por considerar o propagador livre do fóton,

Eq.(5.3), no gauge de Landau ξ = 0:

iDμν

(
k2
)
= Tμν

(
1

k2
− 1

k2 −m2
P

)
.

Dessa forma, podemos escrever o propagador completo do fóton no espalhamento de Coulomb como:

Dμν

(
k2
)

= (−i)Tμν

(
1

k2
− 1

k2 −m2
P

)
+(−i)Tμσ

(
1

k2
− 1

k2 −m2
P

)
(i)Πσρ (k) (−i)Tρν

(
1

k2
− 1

k2 −m2
P

)
,

iDμν

(
k2
)
= Tμν

(
1

k2
− 1

k2 −m2
P

)[
1 +

(
1− k2

k2 −m2
P

)
(Π (k))

]
. (5.30)

A última expressão acima ainda pode ser escrita, ao substituirmos a forma explı́cita do escalar Π, como:

iDμν

(
k2
)

= Tμν

(
1

k2
− 1

k2 −m2
P

)[
1 +

(
1− k2

k2 −m2
P

)

×
[
Z3 − 1 +

2α

π

∫ 1

0
dz (1− z) z ln

[
1− z (1− z) k2

m2

]] ]
. (5.31)
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Estamos interessados, aqui, em analisar modificações da amplitude de transição de Coulomb no regime

k2/m2 
 1. Nessa aproximação, obtemos da equação (5.31) o seguinte resultado:

iDμν

(
k2
)

= Tμν

(
1

k2
− 1

k2 −m2
P

)[
1 +

(
1− k2

k2 −m2
P

)

×
[
Z3 − 1 +

2α

π

∫ 1

0
dz (1− z) z ln

(
k2

m2

)]]
,

= Tμν

(
1

k2
− 1

k2 −m2
P

)[
1 +

(
1− k2

k2 −m2
P

)[
Z3 − 1 +

α

3π
ln

(
k2

m2

)]]
;

expressão que nos leva a definir a constante de carga efetiva por:

αR

(
k2
)

= α

[
1 +

(
1− k2

k2 −m2
P

)[
Z3 − 1 +

α

3π
ln

(
k2

m2

)]]
= αR

(
m2

) [
1− k2

k2 −m2
P

(
1− 1

Z3

)
+

αR

(
m2

)
3π

1

(Z3)
2

(
1− k2

k2 −m2
P

)
ln

(
k2

m2

)]
.

Com αR

(
m2

)
= Z3α, e Z3 dado por Eq.(5.9). Na ordem α2

R e regime k2/m2 
 1, encontramos a

seguinte expressão para a carga efetiva:

αR

(
k2
)
= αR

(
m2

)⎡⎣1 + αR

(
m2

)
3π

1

1− k2

m2
P

ln

[
k2

m2

]
+O

(
α2
R

)⎤⎦ . (5.32)

Ainda, é possı́vel continuarmos estudando modificações ao espalhamento de Coulomb (no regime

k2/m2 
 1), em ordens subsequentes em teoria de perturbação. Para esse propósito, podemos somar

uma importante classe de diagramas bolhas de 1-loop, o que corresponde somar o maior conjunto de di-

vergências logarı́tmicas (essa aproximação é conhecida por leading logarithmic approximation). Assim,

sob tais circunstâncias, podemos escrever a seguinte expressão para a constante de carga efetiva:

αR

(
k2
)
=

αR

(
m2

)
1− αR(m2)

3π
1

1− k2

m2
P

ln
[
k2

m2

] . (5.33)

É conveniente escrevermos a expressão acima na seguinte forma:

1

αR (k2)
=

1

αR (m2)
− 1

3π

1

1− k2

m2
P

ln

[
k2

m2

]
. (5.34)

Em que vemos diretamente que, no limite m2
P → ∞, recuperamos o resultado usual da QED4 [48],

conforme o desejado.

Também, temos de (5.33), que αR

(
k2
)

é singular no seguinte ponto:

αR

3π

1

1− k2

m2
P

ln

[
k2

m2

]
= 1,

o que nos leva a um novo pólo de Landau:

exp

(
3π

αR

)
= exp

⎡⎣ 1

1− k2

m2
P

⎤⎦[ k2

m2

]
. (5.35)

Ainda, para m2
P →∞,

(
αR ∼ 1

137

)
temos o usual pólo de Landau:

k2

m2
∼ 10560. (5.36)
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5.3 Momento Magnético do Elétron e o Parâmetro de Podol-
sky

Atualmente, o valor do momento magnético anômalo do elétron é o teste mais preciso na fı́sica de

partı́culas. Ele foi calculado, primeiramente, em nı́vel de um 1-loop por Schwinger [53] e refinado a 2-

loops em diversos trabalhos [54]. Os cálculos de ordens subsequentes foram reunidos por Kinoshita em

[55]. Também, foi realizado um interessante cálculo a 2-loops no gauge de Fried-Yennie [51], mostrando

concordância com os cálculos anteriores, o que é garantido pela independência da escolha de gauge das

quantidades fı́sicas da teoria.

Pretendemos utilizar, aqui, esse dado experimental preciso para limitar os valores do parâmetro livre

de Podolsky mP em fı́sica de alta-energia. Para isso, calcularemos a contribuição para o fator de forma

F2

(
q2
)

Eq.(5.7):

F2

(
q2
)

=
2α

π
m2

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

(
xy + y2 − x

)
×
[

1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

− 1

−q2xy +m2(x+ y)2

]
; (5.37)

que, ainda, pode ser escrito como a soma de duas contribuições distintas:

F2

(
q2
)
= FQED

(
q2
)
+ FPOD

(
q2
)
.

O termo FQED

(
q2
)
, é a contribuição calculada inicialmente por Schwinger. Através de uma simples

mudança de variáveis, ela pode ser escrita como:

FQED (0) = −2α

π

∫ 1

0
dz

1

(1− z)2

∫ 1−z

0
dx ((1− z)− x− (x+ z) (1− z)) ,

= −2α

π

∫ 1

0
dz

(
1− 1

2
− (1− z)

2
− z

)
=

2α

π

∫ 1

0
dz

z

2
,

o que resulta em:

FQED (0) =
α

2π
. (5.38)

Agora, o outro termo FPOD

(
q2
)

fornece uma contribuição interessante. Para calcularmos esse termo

(como o nosso interesse reside no momento magnético anômalo), já tomamos o limite q2 → 0. Através

da mesma mudança de variáveis anterior, também encontramos:

FPOD (0) =
2α

π

∫ 1

0
dz

1

(1− z)2 +
m2

P
m2 z

∫ 1−z

0
dx ((1− z)− x− (x+ z) (1− z)) ,

=
2α

π

∫ 1

0
dz

1

(1− z)2 +
m2

P
m2 z

(
(1− z)2 − (1− z)2

2
− (1− z)3

2
− z (1− z)2

)
,

= −α

π

∫ 1

0
dz

z(1− z)2

(1− z)2 +
m2

P
m2 z

;

por fim, fazendo a seguinte mudança de variável u = 1− z, obtemos:

FPOD (0) =
α

π

∫ 1

0
du

u3 − u2

u2 +
m2

P
m2 (1− u)

; (5.39)
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Figura 5.1: Curvas de FPOD(0) e o valor do erro experimental para b > 4 e b < 4.

Figura 5.2: Ponto de intersecção das curvas para b > 4.

Considerando a condição b (b− 4) > 0, com b =
m2

P
m2 , encontramos o resultado:

FPOD (0) =
α

2π

1√
b (b− 4)

[√
b (b− 4) (−1 + 2b+ (2− b) b ln b) (5.40)

−b (2 + b (b− 4))

{
ln

[√
b (b− 4) + 2− b√
b (b− 4)− 2 + b

]
+ ln

[√
b (b− 4) + b√
b (b− 4)− b

]}]
.

Nos outros casos, a função logaritmo deve ser substituı́da pela função arctan.

Dizemos aqui que, tendo em vista a perfeita concordância entre os resultados teóricos da QED4 com

os experimentos, a contribuição de Podolsky, Eq.(5.40), deve ser, no máximo, igual ao erro experimental

do valor do momento magnético anômalo do elétron. O valor experimental do momento magnético

anômalo do elétron é aexp = 1, 15965218073 × 10−3 ± 2, 8 × 10−13 [56]. Através dos gráficos acima,

observamos que a única região em que encontra-se um valor concordante para determinar o parâmetro

mP é em b (b− 4) > 0. Portanto, através da comparação da expressão (5.40) com o valor do erro acima,

encontramos que o valor mP = 3, 7595× 1010eV é compatı́vel com o dado experimental.
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Capı́tulo 6

Conclusão

6.1 Comentários Finais
No projeto inicial de trabalho estávamos interessados em estudar teorias gerais de ordem-superior,

mas, no momento em que quisemos particularizar a análise à apenas um modelo, tivemos que nos ater

a certos interesses e, dentre os motivos que nos levaram à escolha particular da teoria de Podolsky

como assunto desta tese estão: o fato de a teoria de Podolsky ser uma alternativa a de Maxwell, e

por ela também possuir uma estrutura canônica mais rica e interessante. Dessa forma, esta tese tratou

da completa quantização da Eletrodinâmica de Podolsky. Embora tenhamos sido rigorosos da forma que

o formalismo de integração funcional nos permite, esta tese não é matematicamente rigorosa, tendo em

vista que as distribuições operatoriais são tratadas simplesmente como funções.

Escolhemos utilizar, aqui, métodos funcionais como o método de quantização desse modelo, pois

ele constitui um elegante formalismo para Teorias Quânticas de Campos. Outra caracterı́stica marcante

dos métodos funcionais é que eles são, a princı́pio, não-perturbativos. Isso é de suma importância para

desenvolvimentos e estudos na região infravermelha da QCD4 e, também, de modelos em baixas di-

mensões. A quantidade mais importante desse formalismo é conhecido como funcional gerador, objeto

que gera todas as informações de uma dada teoria através de derivadas funcionais (no caso particular de

Teoria Quântica de Campos, geram as funções de Green). Porém, antes de determinarmos a expressão do

funcional gerador da Eletrodinâmica de Podolsky, foi necessário que realizássemos uma análise Hamil-

toniana para sistemas singulares no inı́cio do capı́tulo 3, para, somente assim, obtermos a expressão para

a amplitude de transição; entretanto, tal expressão não era explicitamente covariante, mas, com o auxı́lio

do ansätz de Faddeev-Popov-DeWitt, na condição de Lorenz generalizada Eq.(3.34), foi possı́vel que

obtivéssemos uma expressão covariante para a amplitude de transição. Ainda, a escolha dessa condição

de gauge foi de grande importância para os resultados obtidos nesta tese.

Procedemos, em seguida, em derivar as equações de Schwinger-Dyson-Fradkin (SDFE) da teoria

através de métodos funcionais e, assim, três funções de Green foram encontradas: os propagadores do

fóton D e do elétron S , e a função de vértice Γ, Eqs.(3.58), (3.70), e (3.86), respectivamente. Temos,

ainda, que a forma funcional de todas as expressões completas das correções radiativas da GQED4 são

equivalentes às da QED4, porém, a semelhança reside apenas nesse ponto, pois, já em nı́vel de árvore, a

expressão para o propagador do fóton, Eq.(3.60), apresenta mudanças em relação à expressão da QED4.

É esse fato que nos leva à conclusão de que em ordem-α, apenas as expressões da auto-energia do elétron
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e da parte do vértice possuem contribuições do termo de Podolsky.

Seguindo com o desenvolvimento formal da teoria, derivamos todas as identidades de Ward-Fradkin-

Takahashi. A primeira identidade, Eq.(3.95), mostra-nos o caráter transversal da função 1PI do fóton;

consequentemente, mostra também o caráter transversal do tensor de polarização Πμν , Eq.(3.96). Em

seguida, encontramos a outra identidade WFT, Eq.(3.97), que relaciona a função de vértice 1PI com o

propagador completo do elétron; tal identidade também é responsável por assegurar a essência da sime-

tria de gauge em nı́vel quântico, sem a qual a renormalizabilidade da teoria não poderia ser garantida. Por

fim, para encerrarmos o Capı́tulo 3, estudamos o processo e as consequências diretas da renormalização

da GQED4. Estruturalmente falando, como a GQED4 possui as mesmas caracterı́sticas da QED4,

a nossa discussão formal do esquema de renormalização na camada de massa seguiu as diretrizes já

conhecidas do programa. O ponto mais importante dessa discussão foi a escolha das condições de

renormalização, em particular, da condição de renormalização do propagador do fóton. Para tal fun-

cional, exigimos que ele, no limite k2 → 0, deveria comportar-se como um verdadeiro fóton de Maxwell,

i.e., uma partı́cula não-massiva. Essa condição permitiu-nos interpretar, corretamente, o termo de Podol-

sky, bem como a contribuição, como um regulador natural da teoria, assim como um termo de Raisky-

Pauli-Villars [22].

Na parte da tese situada no Capı́tulo 4, lidamos com o cálculo e a análise das correções radiati-

vas da teoria em ordem-α, e com o que a contribuição de Podolsky traz para essa teoria. Nessa or-

dem de aproximação, verificamos que a função de auto-energia do fóton ainda é divergente ultravioleta,

Eq.(4.1), e que a mesma constante de renormalização também é responsável pela renormalização da

carga eletrônica e. Já nos resultados das outras duas funções, apareceram alguns fatos interessantes. Vi-

mos que o propagador livre do fóton possui um papel importante, pois é ele que dá origem a separação

das funções em duas contribuições distintas: uma da QED4 usual, e uma outra, que denotamos como

”setor de Podolsky”. Essa separação possibilitou que estudassemos cada contribuição independente-

mente. Desde que a contribuição da QED4 é bem conhecida na literatura, nossa tarefa aqui era a de

calcularmos a contribuição de Podolsky para a função de auto-energia do elétron e, também, para a parte

do vértice. Portanto, através de métodos conhecidos, calculamos as duas contribuições dos termos de

Podolsky, Eqs.(4.25) e (4.62), respectivamente. Para nossa surpresa, encontramos que as expressões

de ambas contribuições possuı́am os mesmos termos divergentes dos da QED4, mas com sinal oposto:

forneceram, assim, expressões finais finitas para a GQED4, em ordem-α, Eqs.(4.27) e (4.64). Embora

tenhamos nos restringido no cálculo ao caso de ξ = 1, esses resultados são válidos para qualquer ξ (como

discutido na seção 5.1). Ademais, como uma consequência direta da finitude de Σ e Λ, verificamos que

a identidade de WFT, Eq.(3.97), permanece sendo satisfeita nessa ordem de aproximação.

Para finalizar a tese, analisamos, no Capı́tulo 5, algumas quantidades relacionadas com a renormalização

da teoria. Primeiro, apresentamos as expressões explı́citas das funções radiatiavas a 1-loop em um gauge

geral ξ, para, somente assim, iniciarmos o cálculo de todos os quatro contra-termos da teoria. Por as

expressões dos contra-termos fermiônicos e também a do vértice: δZ0 , δZ2 , δZ1 , serem todas ultravio-

leta finitas, levaram-nos a uma conclusão ingênua de que a teoria era inteiramente finita. Porém, uma

análise detalhada de cada uma das expressões desses contra-termos mostrou-nos que todas elas pos-

suiam o mesmo termo com divergência infravermelha, introduzida pela integração sobre os parâmetros

de Feynman, Eq.(5.27). O termo divergente tem uma dependência com o parâmetro de gauge ξ do tipo

(3− ξ), que é similar ao gauge de Fried-Yennie na QED4 [50, 51], ξ = 3; essa escolha de gauge é
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conhecida como sendo livre de divergências infravermelha na QED4. Essa mesma afirmação também é

válida na GQED4.

Embora o campo do fóton não sinta efeitos da contribuição de Podolsky em ordem-α, estudamos o

cenário do espalhamento de Coulomb, que efetivamente é sensı́vel a esses termos. Então, definindo uma

nova quantidade, conhecida como a constante de carga efetiva, fomos capazes de estudar o acoplamento

efetivo da teoria. Ainda, no regime k2/m2 
 1 e na aproximação leading logarithmic, obtivemos uma

expressão explı́cita para o aclopamento efetivo que, no limite m2
P → ∞, reproduz o resultado usual da

QED4.

Encerramos a tese ao calcularmos e também analisarmos a contribuição de Podolsky para o momento

magnético anômalo do elétron na aproximação de 1-loop. Primeiro, obtivemos o resultado conhecido, a

contribuição da QED4: F2 (0) =
α
2π e, em seguida, a partir da expressão da contribuição de Podolsky,

discutimos a possibilidade de utilizarmos o dado experimental do momento magnético anômalo (que é o

dado experimental de maior precisão da fı́sica de altas-energias), para impormos um limite ao parâmetro

de Podolsky m2
P . Enfim, encontramos um valor compatı́vel, como sendo: mP = 3, 7595× 1010eV . Um

comenário importante a ser feito aqui, é que temos na teoria uma escala natural de energia, que é a massa

do elétron m, o que permite, então, um resultado significativo para o parâmetro de Podolsky.

6.2 Perspectivas Futuras
Embora a renormalizabilidade da teoria já tenha sido estudada e quantidades subsequentes foram cal-

culadas, ainda existem alguns problemas a serem analisados na GQED4. Seria interessante uma análise

das propriedades de gauge das funções de Green da GQED4, que são baseadas nas transformações

de Landau-Khalatnikov-Fradkin [35, 39, 38], para a teoria fosse traçada. Um outro tópico impor-

tante, seria a análise do comportamento assimptótico dos propagadores através da equação do grupo

de renormalização. Entretanto, acreditamos que o maior problema involvendo a GQED4, seja a sua

formulação através da teoria de perturbação causal [26], o que, por si só, fornece uma teoria bem es-

tabelecida e também ultravioleta finita. Um outro projeto futuro, poderia seguir a linha de pesquisa

de modelos de teoria de campos de ordem-superior, à temperatura finita, aplicando o formalismo de

Matsubara-Fradkin [21] para teorias como campos escalares, vetoriais e fermiônicos em interação e,

também, para teorias de gauge não-abelianas, principalmente problemas relacionados a informações

não-perturbativas e transições de fase.
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Apêndice A

Identidades d-dimensionais

Como faremos uso de regularização dimensional no cálculo das expressões das correções radioativas,

apresentamos aqui algumas identidades (d-dimensionais), úteis aos cálculos, associadas às integrais, às

propriedades da função Γ às e matrizes-γ de Dirac.

A.1 Integração em d-dimensões
Alguns resultados de integrais, que aparecem no decorrer da tese:∫

ddk

(2π)d
1

(k2 −m2)α
=

i (−1) d
2

(4π)
d
2

Γ
(
α− d

2

)
Γ (α) [−m2]α−

d
2

, (A.1)

∫
ddk

(2π)d
kμkν

(k2 −m2)α
=

i (−1) d
2 ημν

2 (4π)
d
2

Γ
(
α− 1− d

2

)
Γ (α) [−m2]α−1− d

2

, (A.2)

∫
ddk

(2π)d
kμkνkσkρ
(k2 −m2)α

=
i (−1) d

2

4 (4π)
d
2

Γ

(
α− 2− d

2

)
[ημνησρ + ηνρημσ + ηρμηνσ]

Γ (α) [−m2]α−2− d
2

. (A.3)

A.2 A função Gama
Uma propriedade importante da função Gama (com ε� 1) é dada pela seguinte relação:

Γ (−n+ ε) =
(−1)n
n!

[
1

ε
+ ψ1 (n+ 1) +O (ε)

]
; (A.4)

em que

ψ1 (n+ 1) = 1 +
1

2
+ ......+

1

n
− γ. (A.5)

γ é a constante de Euler-Mascheroni. As fórmulas

zΓ (z) = Γ (z + 1) , X− ε
2 � 1− ε

2
lnX , (A.6)

também são úteis nos cálculos.
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A.3 As matrizes-γ de Dirac
A álgebra das matrizes-γ de Dirac em d-dimensões é:

{γμ, γν} = 2ημν . (A.7)

Em que ημν é o tensor métrico no espaço de Minkowsky d-dimensional (com assinatura + − −...), tal

que δμμ = d. Desta forma:

γμγμ = d,

γσγμγσ = (2− d) γμ,

γσγλγμγσ = 2
(
γμγλ − γλγμ

)
+ dγλγμ,

γαγσγμγσγα = (2− d)2 γμ, (A.8)

γαγσγμγαγσ =
[
2d− (2− d)2

]
γμ,

γσγλγμγηγσ = 2
(
γηγλγμ − γμγλγη + γλγμγη

)
− dγλγμγη.

Em complemento:

Tr (# ı́mpar de matrizes-γ) = 0,

T r I = f (d) , T r γσγα = f (d) ησα,

T r γσγλγμγη = f (d)
[
ησλημη − ησμηλη + ησηηλμ

]
.

Em que f (d) é uma função arbitrária bem-comportada, com f (4) = 4.

A.4 Transformada de Fourier
A transformada de Fourier dos funcionais seguirão a definição:

F (x1, x2..., xn) =
1

(2π)2(n−1)

∫
d4k1d

4k2...d
4kn exp [−i (x1k1 − x2p2 − ...− xnpn)]F (k1, k2, ..., kn) ;
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Apêndice B

Teoria Clássica de Campos com
Lagrangianas de Segunda-ordem

Devido ao fato de o principal tópico abordado nesta tese ser o de teorias com derivadas de ordem-

superior, acreditamos que seja importante, como forma de apêndice, introduzir e a exposição de alguns

conceitos importantes da teoria geral, necessários no desenvolvimento da teoria aqui estudada ∗.

Portanto, consideremos aqui, uma teoria de campos geral, a qual possui uma função Lagrangiana que

dependa do conjunto de campos ϕ (x) ≡ {
ϕA (x)

}
, A = 1, ..., N , e de suas primeira e segunda derivadas

com respeito a coordenadas espaço-temporais, ∂ϕ (x) ≡ {
∂μϕ

A (x)
}

, ∂2ϕ (x) ≡ {
∂μ∂νϕ

A (x)
}

, μ,ν =

0,1,2,3 [2].

Seja L = L (ϕ, ∂ϕ, ∂2ϕ
)

a densidade Lagrangiana, que assumimos aqui, não depender explicita-

mente das coordenadas espaço-temporais. A correspondente ação funcional é definida por:

S [ϕ] =

∫
Ω
d4xL (ϕ, ∂ϕ, ∂2ϕ

) ≡ ∫
Ω
d4xL. (B.1)

Aqui, Ω é uma região no espaço-tempo, em que os campos são definidos. Supõe-se que as funções

ϕA (x) (em toda região Ω) são contı́nuas e com derivadas parciais contı́nuas até a quarta ordem.

Consideremos agora as transformações infinitesimais das coordenadas:

x̃μ = xμ + δxμ, (B.2)

e também dos campos:

δϕA (x) = ϕ̃A (x̃)− ϕA (x) , (B.3)

geradas por um grupo contı́nuo de transformações G, com parâmetros constantes ωk, k = 1, ..., r. A

transformação δϕA (x) em (B.3) é uma variação total, i.e., na forma funcional e também no ponto; e

pode ser expressa em termos da variação da forma funcional dos campos como:

δ̄ϕA (x) = ϕ̃A (x)− ϕA (x) , (B.4)

ao calcularmos:

ϕ̃A (x̃) = ϕ̃A (x+ δx) � ϕ̃A (x) + ∂μϕ̃
A (x) δxμ = ϕ̃A (x) + ∂μ

[
ϕA (x) + δ̄ϕA (x)

]
δxμ

∗A teoria aqui apresentada para teorias de segunda-ordem pode ser generalizada para ordens subsequentes

sem maiores dificuldades. Mais detalhes sobre o teorias de ordem-superior podem ser encontrados em [17] e

referências.
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ϕ̃A (x̃)− ϕ̃A (x) = ∂μϕ
A (x) .δxμ +O

(
δ2
)
, (B.5)

e, assim, escrevemos:

δϕA (x) = δ̄ϕA (x) + ∂μϕ
A (x) .δxμ. (B.6)

Agora, a variação da ação funcional Eq.(B.1) [57], devida ás transformações (B.2) e (B.3), é escrita

como

δS [ϕ] = δ

∫
Ω
d4xL =

∫
Ω

[
δ
(
d4x

)
.L+d4x (δL)] . (B.7)

Temos que:

d4x̃ =

∣∣∣∣∂x̃∂x
∣∣∣∣ d4x = (1 + ∂μ (δx

μ)) d4x,

logo:

δ
(
d4x

)
= d4x̃− d4x = ∂μ (δx

μ) d4x. (B.8)

também temos que:

δL =δ̄L+ ∂μL.δxμ

Da mesma forma a variação funcional δ̄L possui a seguinte expressão:

δ̄L =
∂L
∂ϕA

δ̄ϕA +
∂L

∂ (∂αϕA)
δ̄
(
∂αϕ

A
)
+

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

δ̄
(
∂α∂βϕ

A
)
.

Através das seguintes propriedades: [∂μ, δ]ϕ (x) = [∂μ (δx
α)] ∂αϕ (x) e

[
∂μ, δ̄

]
ϕ (x) = 0, é possı́vel

escrever:

δ̄L =
∂L
∂ϕA

δ̄ϕA +
∂L

∂ (∂αϕA)
∂α

(
δ̄ϕA

)
+

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

∂α∂β
(
δ̄ϕA

)
.

Então, integrando por partes, obtemos:

δ̄L =
∂L
∂ϕA

δ̄ϕA − ∂α
∂L

∂ (∂αϕA)
.δ̄ϕA + ∂α

(
∂L

∂ (∂αϕA)
δ̄ϕA

)
−∂α ∂L

∂ (∂α∂βϕA)
.∂β

(
δ̄ϕA

)
+ ∂α

(
∂L

∂ (∂α∂βϕA)
∂β

(
δ̄ϕA

))
,

=
∂L
∂ϕA

δ̄ϕA − ∂α
∂L

∂ (∂αϕA)
.δ̄ϕA + ∂α∂β

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

.δ̄ϕA

+∂α

(
∂L

∂ (∂αϕA)
δ̄ϕA

)
− ∂β

(
∂α

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

.δ̄ϕA

)
+ ∂α

(
∂L

∂ (∂α∂βϕA)
∂β

(
δ̄ϕA

))
.

Encontrando, assim, a seguinte expressão para a variação δL:

δL =
∂L
∂ϕA

δ̄ϕA − ∂α
∂L

∂ (∂αϕA)
.δ̄ϕA + ∂α∂β

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

.δ̄ϕA + ∂μL.δxμ
(B.9)

+∂α

(
∂L

∂ (∂αϕA)
δ̄ϕA

)
− ∂β

(
∂α

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

.δ̄ϕA

)
+ ∂α

(
∂L

∂ (∂α∂βϕA)
∂β

(
δ̄ϕA

))
.

Por fim, substituindo os resultados das Eqs.(B.8) e (B.9) em (B.7), obtemos:

δS [ϕ] =

∫
Ω
d4x

[
∂L
∂ϕA

− ∂α
∂L

∂ (∂αϕA)
+ ∂α∂β

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

]
δ̄ϕA

+

∫
Ω
d4x

[
∂α

(
∂L

∂ (∂αϕA)
δ̄ϕA

)
− ∂β

(
∂α

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

.δ̄ϕA

)
+∂α

(
∂L

∂ (∂α∂βϕA)
∂β

(
δ̄ϕA

))
+ ∂μ (Lδxμ)

]
. (B.10)
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As equações de movimento de Euler-Lagrange seguem do princı́pio de Hamilton: δS = 0, sob as

condições: δxμ = 0 e δϕA
∣∣
∂Ω

= 0, e δ̄ϕA
∣∣
∂Ω

= 0, em que ∂Ω é um contorno de Ω. Dessa forma,

encontramos:
∂L
∂ϕA

− ∂α
∂L

∂ (∂αϕA)
+ ∂α∂β

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

= 0. (B.11)

O primeiro teorema de Noether segue de (B.10) sob a hipótese de que G seja um grupo de simetria

da ação δS [ϕ] = 0, i.e., quando o campo ϕA é solução da equação de Euler-Lagrange (B.11) [57].

Definindo, então, a quantidade:

G =

∫
Ω
d4x

[
∂α

(
∂L

∂ (∂αϕA)
δ̄ϕA

)
− 2∂α

(
∂β

∂L
∂ (∂α∂βϕA)

.δ̄ϕA

)
+∂α

(
∂β

(
∂L

∂ (∂α∂βϕA)
δ̄ϕA

))
+ ∂μ (Lδxμ)

]
, (B.12)

e aplicando o teorema de Gauss:

G = −
∫
σ
dσμJ

μ, (B.13)

em que σ é uma superfı́cie tipo-tempo e a quantidade Jμ:

Jμ = − ∂L
∂ (∂μϕA)

δ̄ϕA + 2∂β
∂L

∂ (∂μ∂βϕA)
.δ̄ϕA − ∂β

(
∂L

∂ (∂μ∂βϕA)
δ̄ϕA

)
− Lδxμ.

Ainda, com a identidade (B.6): δϕA (x) = δ̄ϕA (x) + ∂μϕ
A (x) .δxμ, podemos escrever a corrente Jμ

na seguinte forma:

Jμ = − ∂L
∂ (∂μϕA)

δϕA + 2∂β
∂L

∂ (∂μ∂βϕA)
.δϕA − ∂β

(
∂L

∂ (∂μ∂βϕA)
δϕA

)
+

[
∂L

∂ (∂μϕA)

(
∂νϕA

)− 2∂β
∂L

∂ (∂μ∂βϕA)

(
∂νϕA

)
+ ∂β

(
∂L

∂ (∂μ∂βϕA)

(
∂νϕA

))− Lημν] δxν .
Enfim, definindo a quantidade: Θμν ≡ ∂L

∂(∂μϕA)

(
∂νϕA

)−2∂β ∂L
∂(∂μ∂βϕA)

(
∂νϕA

)
+∂β

(
∂L

∂(∂μ∂βϕA)

(
∂νϕA

))−
Lημν , escrevemos a corrente Jμ convenientemente como:

Jμ = − ∂L
∂ (∂μϕA)

δϕA + 2∂β
∂L

∂ (∂μ∂βϕA)
.δϕA − ∂β

(
∂L

∂ (∂μ∂βϕA)
δϕA

)
+Θμνδxν . (B.14)

Agora, particularizaremos a análise da quantidade conservada G para o caso do grupo de Poincaré:

δxμ = ωμ
νx

ν + aμ,

δϕA =
1

2

(
Kαβ

)A
B
ωαβϕ

B.

Em que as constantes
(
Kαβ

)A
B

e ωαβ são anti-simétricas nos ı́ndices α, β. Desta forma, encontramos

para a Eq.(B.14), a seguinte expressão:

Jμ = −Sμαβωαβ +Θμνδxν . (B.15)

Em que definimos a quantidade S por:

Sμαβ =

[
∂L

∂ (∂μϕA)
− 2∂σ

∂L
∂ (∂μ∂σϕA)

]
1

2

(
Kαβ

)A
B
ϕB + ∂σ

(
∂L

∂ (∂μ∂σϕA)

1

2

(
Kαβ

)A
B
ϕB

)
≡ (Iμ)AB

(
Kαβ

)B
A
.
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A partir da última definição ainda segue:

Sμαβ = (Iμ)AB

(
Kαβ

)B
A
+ (Iα)AB

(
Kβμ

)B
A
−
(
Iβ
)A
B
(Kμα)BA ;

isto é, se multiplicarmos Sμαβ por ωαβ:

Sμαβωαβ = (Iμ)AB

(
Kαβ

)B
A
ωαβ + (Iα)AB

(
Kβμ

)B
A
ωαβ −

(
Iβ
)A
B
(Kμα)BA ωαβ ,

e alterarmos α↔ β no último termo:

Sμαβωαβ = (Iμ)AB

(
Kαβ

)B
A
ωαβ + (Iα)AB

(
Kβμ

)B
A
ωαβ − (Iα)AB

(
Kμβ

)B
A
ωβα,

Também, utilizamos o fato de as constantes
(
Kαβ

)A
B

e ωαβ serem anti-simétricas, ou seja, os dois últimos

termos se cancelam e, assim, obtemos a definição inicial. Portanto, da expressão:

Sμαβ = (Iμ)AB

(
Kαβ

)B
A
+ (Iα)AB

(
Kβμ

)B
A
−
(
Iβ
)A
B
(Kμα)BA ;

e da anti-simetria de
(
Kαβ

)B
A

, determinamos que Sμαβ é anti-simétrico nos ı́ndices μ, α:

Sμαβ = −Sαμβ . (B.16)

Agora, voltando para a expressão:

Jμ = −Sμαβωαβ +Θμνδxν ,

e utilizando o resultado: ωαβ = −∂α (δxβ) = ∂β (δxα), encontramos:

Jμ = Sμαβ∂α (δxβ) + Θμνδxν = (Θμν − ∂αS
μαν) δxν + ∂α

(
Sμαβδxβ

)
= Tμνδxν + ∂α

(
Sμαβδxβ

)
; (B.17)

Então, substituindo a Eq.(B.17) em (B.13), temos:

G = −
∫
σ
dσμT

μνδxν −
∫
σ
dσμ∂α

(
Sμαβδxβ

)
. (B.18)

Porém, o último termo é:∫
σ
dσμ∂α

(
Sμαβδxβ

)
=

∫
σ
dσμ

(
Sμαβδxβ

)
,α

=
1

2

∫
σ
dσμ

[(
Sμαβδxβ

)
,α+

(
Sμαβδxβ

)
,α

]
=

1

2

[∫
σ
dσμ

(
Sμαβδxβ

)
,α+

∫
σ
dσα

(
Sαμβδxβ

)
,μ

]
=

1

2

[∫
σ
dσμ

(
Sμαβδxβ

)
,α−

∫
σ
dσα

(
Sμαβδxβ

)
,μ ,

]
,

se calculado entre duas superfı́cies tipo-tempo; com o auxı́lio do teorema de Gauss, pode ser escrito

como:[∫
σ1

−
∫
σ2

] [(
Sμαβδxβ

)
,α−

(
Sμαβδxβ

)
,μ

]
=

∫
Ω
d4x

[(
Sμαβδxβ

)
,αμ−

(
Sμαβδxβ

)
,μα

]
= 0;
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Concluı́mos, portanto, que a contribuição do termo:
∫
σ dσμ∂α

(
Sμαβδxβ

)
ao gerador G, é uma constante

que pode ser omitida [57]. Enfim, encontramos:

G = −
∫
σ
dσμT

μνδxν .

Ainda mais, com: δxμ = ωμ
νxν + aμ, podemos escrevê-la como:

G = −
∫
σ
dσμT

μνaν −
∫
σ
dσμT

μνωναx
α

= −
∫
σ
dσμT

μνaν − 1

2

∫
σ
dσμ [T

μνxα − Tμαxν ]ωνα

≡ −aμPμ − 1

2
ωναJ

να. (B.19)

Nas expressões acima, a quantidade Tμν é o tensor energia-momento:

Tμν =
(
∂νϕA

) ∂L
∂ (∂μϕA)

− 2
(
∂νϕA

)
∂β

∂L
∂ (∂μ∂βϕA)

+∂β

[(
∂νϕA

) ∂L
∂ (∂μ∂βϕA)

]
−Lημν −∂αS

μαν .

(B.20)

Que é simétrico: Tμν = T νμ e, também, possui divergência nula: ∂μT
μν = 0.

Agora, tomando σ como uma superfı́cie x0 = t = constante, obtemos, da Eq.(B.19), as seguintes

expressões para a função Hamiltoniana:

HC ≡ P 0 =

∫
d3xT 00

=

∫
d3x

[(
∂0ϕA

) ∂L
∂ (∂0ϕA)

− 2
(
∂0ϕA

)
∂β

∂L
∂ (∂0∂βϕA)

+ ∂β

[(
∂0ϕA

) ∂L
∂ (∂0∂βϕA)

]
− L

]
=

∫
d3x

[
ϕ̇A ∂L

∂ϕ̇A
− 2ϕ̇A∂k

∂L
∂ (∂0∂kϕA)

+
··
ϕ
A ∂L
∂ (∂0∂0ϕA)

− ϕ̇A∂0

(
∂L

∂ (∂0∂0ϕA)

)
− L

]
,

HC =

∫
d3x

[
·
ϕ
A
[
∂L
∂ϕ̇A

− 2∂k
∂L

∂ (∂0∂kϕA)
− ∂0

(
∂L

∂ (∂0∂0ϕA)

)]
+

··
ϕ
A ∂L
∂ (∂0∂0ϕA)

− L
]
. (B.21)

E para o momento total:

Pk =

∫
d3x

[
∂kϕ

A

[
∂L
∂ϕ̇A

− 2∂k
∂L

∂ (∂0∂kϕA)
− ∂0

(
∂L

∂ (∂0∂0ϕA)

)]
+ ∂k

·
ϕ
A ∂L
∂ (∂0∂0ϕA)

]
. (B.22)

Em ambas as expressões, o ponto indica a derivada parcial em relação a variável t.

As expressões acima sugerem a seguinte definição para os momentos canônicos generalizados:

πA ≡ ∂L
∂ϕ̇A

− 2∂k
∂L

∂ (∂0∂kϕA)
− ∂0

(
∂L

∂ (∂0∂0ϕA)

)
, (B.23)

φA ≡ ∂L
∂ (∂0∂0ϕA)

. (B.24)

Destas definições, segue que HC e Pk podem ser escritas como:

HC =

∫
d3x

[
πA

·
ϕ
A
+ φA

··
ϕ
A − L

]
, (B.25)

Pk =

∫
d3x

[
πA∂kϕ

A + φA∂k
·
ϕ
A
]
. (B.26)
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E são, nas definições das Eqs.(B.23) e (B.25) que reside o principal conceito do estudo Hamiltoniano de

uma teoria de segunda-ordem. Na forma que surge, naturalmente, as definições dos momentos leva-nos

à interpretação de que, realmente, temos um espaço de fase espandido, com variáveis independentes.

Em (B.19), também podemos definir o tensor de momento angular Jαβ como:

Jαβ =

∫
d3x [T0αxβ − T0βxα] .

Cuja expressão pode ser separada em duas componentes, Jαβ = Lαβ + Sαβ , em que:

Lαβ =

∫
d3x

[
πA

(
xα∂βϕ

A − xβ∂αϕ
A
)
+ φA

(
xα∂βϕ̇

A − xβ∂
A
α ϕ̇

)]
, (B.27)

Sαβ =

∫
d3x

[
πA (Kαβ)

A
B ϕB + φA (Kαβ)

A
B ϕ̇B

]
. (B.28)

Em que Lαβ é o momento angular orbital generalizado, enquanto Sαβ é interpretado como o momento

angular de spin.

Utilizando as definições dos momentos generalizados das Eqs.(B.23) e (B.24), também pode-se

construir um formalismo Hamiltoniano em um espaço de fase generalizado, estendido por variáveis

canonicamente independentes
(
ϕA, πA

)
,
(
ϕ̇A ≡ ΓA, φA

)
. O colchete de Poisson generalizado é definido

por [58]:

{F,G} =

∫
d3x

{[
δF

δϕA

δG

δπA
− δG

δϕA

δF

δπA

]
+

[
δF

δΓA

δG

δφA
− δG

δΓA

δF

δφA

]}
. (B.29)

Os colchetes de Poisson generalizados para as variáveis canônicas são:{
ϕA (x) , πB (y)

}
= δBAδ

(3) (x− y)
(B.30){

ΓA (x) , φB (y)
}

= δBAδ
(3) (x− y)

Também, pode-se mostrar, usando as relações Eq.(B.30), que os geradores Pα e Jμν obedecem à álgebra

do grupo de Poincaré, sob a operação dos colchetes de Poisson generalizados.

As equações de Euler-Lagrange (B.11) são equações diferenciais parciais de quarta-ordem e podem

ser escritas de uma forma geral:

HAB
····
ϕ

B
= FA

[
ϕ, ∂ϕ, ∂2ϕ, ∂3ϕ

]
.

Na equação acima, os objetos:

HAB =
∂2

∂
··
ϕ
A
∂
··
ϕ
B
, (B.31)

são os elementos da matriz Hessiana generalizada. Podemos, ainda, dizer que a Lagrangiana é singular,

se:

det [HAB] = 0, (B.32)

e regular nos demais casos.

Para sistemas singulares, também pode-se desenvolver um formalismo de Dirac generalizado, essen-

cialmente no mesmo padrão que para Lagrangianas de primeira-ordem. Isto é, se a condição (B.32) é

satisfeita, temos a existência de vı́nculos que podem ser expressos como:

Φa (ϕ, π; Γ, φ) ≈ 0. (B.33)
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Em que ≈ é o sı́mbolo de igualdade fraca, no sentido de Dirac.

A dinâmica do sistema no espaço de fase estendido pelas variáveis canônicas
(
ϕA, πA

)
e
(
ΓA, φA

)
,

sujeita aos vı́nculos (B.33), pode ser analisada por uma teoria de Dirac generalizada para sistemas

vı́nculados. †

†Sugerimos, para maiores detalhes, as referências [33, 59].
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Apêndice C

Auto-Energia do Elétron Σ no gauge de
Lorenz

Procuramos deixar claro no decorrer de toda esta tese, que a condição de gauge de Lorenz general-

izada,
(
1 + a2�

)
∂μA

μ = 0, é a correta para a Eletrodinâmica de Podolsky, bem como a condição de

Lorenz usual, ∂μA
μ = 0, é para a teoria de Maxwell [17]. Contudo, embora a veracidade de tal condição

já tenha sido mostrada, ainda existem dúvidas em relação a esse ponto. A fim de elucidar ainda mais

essa caracterı́stica da Eletrodinâmica de Podolsky, calcularemos aqui, portanto, a função de auto-energia

do elétron no gauge de Lorenz usual; devemos, antes, calcular o propagador livre do fóton, seguindo os

mesmos passos da subseção 3.2.1. Desta vez, trabalhando com a condição ∂μA
μ = 0, encontramos:

iDμν (k) =

[
ημν − (1− ξ)

kμkν
k2

]
1

k2
−
[
ημν − kμkν

k2

]
1

k2 − 1
a2

. (C.1)

Agora, a função Σ Eq.(3.67), no caso ξ = 1, é escrita apenas como:

Σ(1) (p) = ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
γσ

[
ησν
k2
−
[
ησν − kσkν

k2

]
1

k2 − 1
a2

] (
p̂− k̂ +m

)
γν[

(p− k)2 −m2
] ;

e, podemos, novamente, decompor a expressão completa de Σ (p) da seguinte forma:

Σ(1) (p) = ΣQED (p) + ΣPod (p) .

Em que:

ΣQED (p) = ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
1

k2

γσ
(
p̂− k̂ +m

)
γσ[

(p− k)2 −m2
] , (C.2)

ΣPod (p) = −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d

[
ησν − kσkν

k2

]
1

k2 − 1
a2

γσ
(
p̂− k̂ +m

)
γν[

(p− k)2 −m2
] . (C.3)

A contribuição ΣQED (p) já foi calculada e é dada pela Eq.(4.6):

ΣQED (p) =
α

2π

1

ε
(p̂− 4m) + ΣQED Finite (p) , (C.4)
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com:

ΣQED Finite (p) = − α

4π
[p̂ (γ + 1)− 2m (2γ + 1)]

(C.5)

+
α

2π

∫ 1

0
dz [p̂ (1− z)− 2m] ln

∣∣∣∣ 4πμ2

m2z − (1− z) zp2

∣∣∣∣ .
Em que ε = 4− d é o parâmetro da regularização dimensional. A contribuição de Podolsky ainda pode

ser escrita da seguinte maneira:

ΣPod (p) = Σ
(1)
Pod (p) + Σ

(2)
Pod (p) . (C.6)

Com:

Σ
(1)
Pod (p) ≡ −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d

γμ
(
p̂− k̂ +m

)
γμ[

(p− k)2 −m2
] 1(

k2 − 1
a2

) , (C.7)

Σ
(2)
Pod (p) ≡ ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d

k̂
(
p̂− k̂ +m

)
k̂[

(p− k)2 −m2
] 1

k2
(
k2 − 1

a2

) . (C.8)

Ainda, as equações (C.7) e (C.8) possuem as mesmas expressões de (4.9) e (4.10), respectivamente,

exceto por um sinal de menos em (C.8). Dessa forma, então, temos os seguintes resultados:

Σ
(1)
Pod (p) = −

α

2π

1

ε
(p̂− 4m) + Σ

(1)
Pod F inite (p) , (C.9)

em que:

Σ
(1)
Pod F inite (p) =

α

4π
[p̂ (1 + γ)− 2m (1 + 2γ)]

(C.10)

+
α

2π

∫ 1

0
dz [p̂ (1− z)− 2m] ln

∣∣∣∣∣m2z − (1− z)
(
zp2 − 1

a2

)
4πμ2

∣∣∣∣∣ ;
e

Σ
(2)
Pod (p) = −

α

2π

1

ε
(m− p̂) + Σ

(2)
Pod F inite (p) , (C.11)

em que,:

Σ
(2)
Pod F inite (p) = − α

4π

[(
γ +

2

3

)
p̂−

(
γ +

1

2

)
m

]
+

α

4π

∫
dς
[ [(1− y) p̂+m] p2y2

(1− y)yp2 − ym2 − x 1
a2

− [2m− (1 + 3y) p̂] ln

∣∣∣∣∣ 4πμ2

ym2 + x 1
a2
− (1− y)yp2

∣∣∣∣∣ ]. (C.12)

E, assim, determinamos a contribuição de Podolsky para a auto-energia do elétron, como sendo:

ΣPod (p) = − α

2π

1

ε
(p̂− 4m)− α

2π

1

ε
(m− p̂) + Σ

(1)
Pod F inite (p) + Σ

(2)
Pod F inite (p) . (C.13)
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Das relações (C.4) e (C.13), encontramos, enfim, a expressão final da auto-energia do elétron na

condição de gauge de Lorenz na ordem-α, assim:

Σ(1) (p) =
1

ε

α

2π
(p̂−m)− α

4π

[(
γ +

2

3

)
p̂−

(
γ +

1

2

)
m

]
α

2π

∫ 1

0
dz [(1− z) p̂− 2m] ln

∣∣∣∣∣zm2 − (1− z)zp2 + (1− z) 1
a2

zm2 − (1− z)zp2

∣∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy
[ [(1− y) p̂+m] p2y2

(1− y)yp2 −m2 − x 1
a2

+ [2m− (1 + 3y) p̂] ln

∣∣∣∣∣ym2 + x 1
a2
− (1− y)yp2

4πμ2

∣∣∣∣∣ ]. (C.14)

O que nos mostra que o uso (errôneo) da condição de Lorenz na quantização da Eletrodinâmica de

Podolsky resulta em uma expressão divergente.
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Apêndice D

Parte do Vértice Λμ no gauge de Lorenz

Como no Apêndice C, a fim de elucidar a questão da escolha da condição de gauge, calcularemos,

aqui, a parte do vértice Λμ, no gauge de Lorenz usual. Assim, substituindo a expressão (C.1) do propa-

gador livre do fóton na Eq.(3.87) e trabalhando no caso ξ = 1, encontramos:

Λμ(1)
(
p′, p

)
= −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
γσ

p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2

[
ησν
k2
−
[
ησν − kσkν

k2

]
1

k2 − 1
a2

]
γμ

(D.1)

× p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
γν .

Podemos decompor a expressão de Λμ da mesma maneira que acontece com a equação (3.87). Assim, a

Eq.(D.1) divide-se em duas contribuições distintas:

Λμ(1)
(
p′, p

)
= Λμ

QED

(
p′, p

)
+ Λμ

Pod

(
p′, p

)
. (D.2)

Uma contribuição é proveniente da QED4:

Λμ
QED

(
p′, p

)
= −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
γα

p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2
γμ

p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
γα

1

k2
, (D.3)

e, a outra, do setor de Podolsky:

Λμ
Pod

(
p′, p

)
= ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
γα

p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2
γμ

p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
γβ

1

k2 − 1
a2

×
[
ηαβ − kαkβ

k2

]
. (D.4)

Na contribuição, já regularizada, do setor da QED4 (D.3), à parte do vértice é a mesma que (4.31) e é

escrita como:

Λμ
QED

(
p′, p

)
=

α

2π

1

ε
γμ + Λμ

QED Finite

(
p′, p

)
, (D.5)

com Λμ
QED Finite (p

′, p) dado por:

Λμ
QED Finite

(
p′, p

)
=

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

Ξμ (x, y, p̂′, p̂)
Δ2

(D.6)

− α

2π
γμ
[2 + γ

2
+

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣ Δ2

4πμ2

∣∣∣∣ ].
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Em que Ξμ é definido por (4.33) e Δ2 = m2 (x+ y) − xp2 (1− x) − yp′2 (1− y) + 2xyp.p′. Agora,

podemos escrever a contribuição de Podolsky como:

Λμ
Pod

(
p′, p

)
= Λ

μ(1)
Pod

(
p′, p

)
+ Λ

μ(2)
Pod

(
p′, p

)
, (D.7)

com:

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
γα

p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2
γμ

p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
γα

1

k2 − 1
a2

, (D.8)

Λ
μ(2)
Pod

(
p′, p

)
= −ie2μ4−d

∫
ddk

(2π)d
γα

p̂′ − k̂ +m

(p′ − k)2 −m2
γμ

p̂− k̂ +m

(p− k)2 −m2
γβ

1

k2 − 1
a2

kαkβ
k2

. (D.9)

As equações (D.8) e (D.9) possuem as mesmas expressões de (4.38) e (4.39), respectivamente, exceto

por um sinal de menos em (C.8). Dessa forma, obtemos os seguintes resultados:

Λ
μ(1)
Pod

(
p′, p

)
= − α

2π

1

ε
γμ + Λ

μ(1)
Pod F inite

(
p′, p

)
, (D.10)

com:

Λ
μ(1)
Pod F inite

(
p′, p

)
= − α

4π

∫
dς

Ξμ (p′, p, x, y)[
Δ2 + 1

a2
(1− x− y)

]
+

α

2π
γμ
[2 + γ

2
+

∫
dς ln

∣∣∣∣∣Δ2 + 1
a2

(1− x− y)

4πμ2

∣∣∣∣∣ ]. (D.11)

e

Λ
μ(2)
Pod

(
p′, p

)
=

α

2π

1

ε
γμ + Λ

μ(2)
Pod F inite

(
p′, p

)
, (D.12)

com:

Λ
μ(2)
Pod F inite

(
p′, p

)
= − α

2π
γμ
[2 + γ

2
+

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣∣Δ2 + 1
a2

(1− x− y)

4πμ2

∣∣∣∣∣
+

α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz

Σ1 (x, y, p̂
′, p̂) γμΣ2 (x, y, p̂

′, p̂)[
Δ2 + 1

a2
z
]2

+
α

π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz

1[
Δ2 + 1

a2
z
]

×
[
Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμ + γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)
+

1

4
Σμ

3

(
x, y, p̂′, p̂

)
+
1

2

(
p̂′ −m

)
γμ (p̂−m)

]
. (D.13)

Em que as funções Σ1,Σ2 e Σμ
3 foram definidas em (4.54). Portanto, determinamos a contribuição de

Podolsky à parte do vértice como:

Λμ
Pod

(
p′, p

)
= Λ

μ(1)
Pod F inite

(
p′, p

)
+ Λ

μ(2)
Pod F inite

(
p′, p

)
, (D.14)
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Enfim, das relações (D.5) e (D.14), encontramos a expressão final da parte do vértice na condição de

gauge de Lorenz na ordem-α:

Λμ(1)
(
p′, p

)
=

α

2π

1

ε
γμ +

α

2π
γμ

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣∣Δ2 + 1
a2

(1− x− y)

Δ2

∣∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dyΞμ

(
p′, p, x, y

) [ 1

Δ2
− 1[

Δ2 + 1
a2

(1− x− y)
]]

− α

2π
γμ

[
2 + γ

2
+

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣∣Δ2 + 1
a2

(1− x− y)

4πμ2

∣∣∣∣∣
]

+
α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz

Σ1 (x, y, p̂
′, p̂) γμΣ2 (x, y, p̂

′, p̂)[
Δ2 + 1

a2
z
]2

+
α

π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz

1[
Δ2 + 1

a2
z
]

×
[
Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμ + γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)
+

1

4
Σμ

3

(
x, y, p̂′, p̂

)
+
1

2

(
p̂′ −m

)
γμ (p̂−m)

]
. (D.15)

O que nos mostra, como no caso da auto-energia do elétron, que o uso da condição de Lorenz na

quantização da eletrodinâmica de Podolsky leva a uma expressão divergente.
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Apêndice E

Parte do Vértice na camada de massa

Apresentaremos, neste apêndice, o cálculo explı́cito de um passo importante do desenvolvimento

do Capı́tulo 5, que foi o cálculo da parte do vértice Λμ na camada de massa e, também, contraı́do

com os espinores de Dirac, para posterior separação dos termos em seus respectivos fatores de forma.

Procederemos, agora, com o cálculo necessário.

Temos que a expressão calculada anteriormente, na seção 4.1.2, na ordem-α, a parte do vértice Λμ

(4.64) é:

Λμ(1)
(
p′, p

)
=

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dyΞμ

(
p′, p, x, y

) [ 1

Δ2
− 1

Δ2 + 1
a2

(1− x− y)

]

+
3α

2π
γμ

∫
dξ ln

∣∣∣∣∣ Δ2 + 1
a2
z

Δ2 + 1
a2

(1− x− y)

∣∣∣∣∣+ α

2π
γμ

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣∣Δ2 + 1
a2

(1− x− y)

Δ2

∣∣∣∣∣
+

α

2π

∫
dξ
[
Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμ + γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)− 1

4
Σμ

3

(
x, y, p̂′, p̂

)
+

1

2

(
p̂′ −m

)
γμ (p̂−m)

]
×
[

1

Δ2 + 1
a2

(1− x− y)
− 1

Δ2 + 1
a2
z

]

+
α

4π

∫
dξΣ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

) [ 1[
Δ2 + 1

a2
(1− x− y)

]2 − 1[
Δ2 + 1

a2
z
]2
]
. (E.1)

Em que as funções Σ1,Σ2, Σμ
3, Ξμ e Δ foram definidas da seguinte maneira:

Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

) ≡ (
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
(E.2)

Σ2

(
x, y, p̂′, p̂

) ≡ [
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
(E.3)

Σμ
3

(
x, y, p̂′, p̂

) ≡ 4
[
(1− y) p′σ − xpσ

] [
(1− x) pσ − yp′σ

]
γμ (E.4)

−2γμ [(1− y) p̂′ − xp̂
]
(p̂−m)− 2

(
p̂′ −m

) [
(1− x) p̂− yp̂′

]
γμ.

Com a função Ξ definida por:

Ξ = 2M−Π, (E.5)
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e essas outras duas funções são dadas por:

Mμ
(
p′, p, x, y

) ≡ [
(1− y) p̂′ − xp̂−m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ −m

]
(E.6)

Πμ
(
x, y, p̂′, p̂

) ≡ 4
[
(1− y) p′σ − xpσ

] [
(1− x) pσ − yp′σ

]
γμ

−2 [(1− y) p̂′ − xp̂−m
] [

(1− x) p̂− yp̂′
]
γμ

−2γμ [(1− y) p̂′ − xp̂
] [

(1− x) p̂− yp̂′ −m
]

(E.7)

e

Δ2 ≡ 2xyp.p′ +m2 (x+ y)− xp2 (1− x)− yp′2 (1− y) . (E.8)

Assim, a partir da equação (E.1) calcularemos o elemento de matriz ū(p′)Λ(p, p′)u(p) na camada de

massa p2 = (p′)2 = m2. Uma consequência direta do fato anterior é que podemos reescrever a expressão

(E.8) de Δ como:

Δ2 ≡ 2xyp.p′ +m2
(
x2 + y2

)
. (E.9)

Para o cálculo de cada uma das quantidades definidas acima (as quais dependem dos momentos p̂ e p̂′),
utilizaremos os seguintes resultados:

ū(p′)p̂′ = mū(p′), p̂u(p) = mu(p) (E.10)

e

2p.p′ = p2 + (p′)2 + 2p.p′ − p2 − (p′)2 = 2m2 − (p′ − p)2 = 2m2 − q2, (E.11)

com: q = p′ − p. Logo, obtemos:

Δ2 ≡ −xyq2 +m2
(
x2 + y2 + 2xy

)
= −xyq2 +m2 (x+ y)2 . (E.12)

Outra importante propriedade é a identidade de Gordon [24]:

2(p+ p′)μ = 4mγμ − qν [γ
ν , γμ]. (E.13)

Durante os cálculos que seguirão, duas propriedade das matrizes-γ serão muito utilizadas; as definiremos

aqui:

p̂2γμ = 2p̂pμ − p̂γμp̂ = 2p̂pμ − 2pμp̂+ γμp̂2 = γμp̂2, (E.14)

e também:

γμ(p̂′)2 = (p̂′)2γμ. (E.15)

Procedendo, agora, com os cálculos explı́citos dos termos da Eq.(E.1). Primeiro:

ū(p′)Ξμ
(
p′, p, x, y

)
u(p) ≡ ū(p′)

[
2Mμ

(
p′, p, x, y

)−Πμ
(
p′, p, x, y

)]
u(p) (E.16)

= 2ū(p′)Mμ
(
p′, p, x, y

)
u(p)− ū(p′)Πμ

(
p′, p, x, y

)
u(p).

Calcularemos cada um dos termos acima separadamente:

ū(p′)Mμ
(
p′, p, x, y

)
u(p) = ū(p′)

[
(1− y) p̂′ − xp̂−m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ −m

]
u(p)
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= ū(p′) [(1− y)m− xp̂−m] γμ
[
(1− x)m− yp̂′ −m

]
]u(p)

= ū(p′) [−ym− xp̂] γμ
[−xm− yp̂′

]
u(p)

= ū(p′)
[
m2xyγμ +my2γμp̂′ +mx2p̂γμ + xyp̂γμp̂′

]
u(p)

= ū(p′)
[
m2xyγμ + 2my2(p̂′)μ −my2p̂′γμ + 2mx2pμ −mx2γμp̂+ 2xyp̂′pμ − xyγμp̂p̂′

]
u(p)

= ū(p′)
[
m2xyγμ + 2my2(p̂′)μ −m2y2γμ + 2mx2pμ −m2x2γμ + 2mxypμ

−2xyp.p′γμ + xyγμp̂′p̂
]
u(p),

= ū(p′)
[
m2γμ(xy − y2 − x2) + 2my2(p̂′)μ + 2mx2pμ + 2mxypμ − xy(2m2 − q2)γμ

+2mxy(p̂′)μ −mxyp̂′γμ
]
u(p).

Em que usamos os resultados Eqs.(E.10) e (E.11). Ainda, segue:

= ū(p′)
[
m2γμ(xy − y2 − x2 − 2xy) + 2my2(p̂′)μ + 2mx2pμ + 2mxypμ + xyq2γμ

+2mxy(p̂′)μ −m2xyγμ
]
u(p),

= ū(p′)
[−m2γμ(y2 + x2 + 2xy) + 2my2(p̂′)μ + 2mx2pμ + 2mxypμ + xyq2γμ + 2mxy(p̂′)μ

]
u(p)

= ū(p′)
[−m2γμ(y2 + x2 + 2xy) + 2my(x+ y)(p̂′)μ + xyq2γμ + 2mx(x+ y)pμ

]
u(p)

= ū(p′)
[
−m2γμ(y2 + x2 + 2xy) +my(x+ y)(4mγμ − 2pμ − qν [γ

ν , γμ])

+xyq2γμ + 2mx(x+ y)pμ
]
u(p).

Usamos a identidade (E.13) nos cálculos acima. Disso, obtemos:

ū(p′)Mμ
(
p′, p, x, y

)
u(p) = ū(p′)

[
−m2γμ((x+ y)2 − 4y(x+ y)) (E.17)

+my(x+ y)qν [γ
ν , γμ] + xyq2γμ + 2m(x− y)(x+ y)pμ

]
u(p).

Agora:

ū(p′)Πμ
(
p′, p, x, y

)
u(p) = 4ū(p′)

[
(1− y) p′σ − xpσ

] [
(1− x) pσ − yp′σ

]
γμu(p)

−2ū(p′) [(1− y) p̂′ − xp̂−m
] [

(1− x) p̂− yp̂′
]
γμu(p)

−2ū(p′)γμ [(1− y) p̂′ − xp̂
] [

(1− x) p̂− yp̂′ −m
]
u(p),

= 4ū(p′)
[
(1− x)(1− y)p.p′ + xyp.p′ − x(1− x)p2 − y(1− y)(p′)2

]
γμu(p)

−2ū(p′) [(1− y)m− xp̂−m]
[
(1− x) p̂− yp̂′

]
γμu(p)

−2ū(p′)γμ [(1− y) p̂′ − xp̂
] [

(1− x)m− yp̂′ −m
]
u(p),

= 4ū(p′)
[
(1− x− y + 2xy)p.p′ −m2(x− x2 + y − y2)

]
γμu(p)

−2ū(p′) [−ym− xp̂]
[
(1− x) p̂− yp̂′

]
γμu(p)− 2ū(p′)γμ

[
(1− y) p̂′ − xp̂

] [−xm− yp̂′
]
u(p),

= 4ū(p′)
[
m2(1− x− y + 2xy)− (1− x− y + 2xy)

q2

2
+m2(−x+ x2 − y + y2)

]
γμu(p)

+2ū(p′)
[
my(1− x)p̂−my2p̂′ + x(1− x)p̂2 − xyp̂p̂′

]
γμu(p)

+2ū(p′)γμ
[
mx(1− y)p̂′ + y(1− y)(p̂′)2 −mx2p̂− xyp̂p̂′

]
u(p).
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Em que usamos, novamente, os resultados Eqs.(E.10) e (E.11). Logo, segue:

= 4ū(p′)
[
m2(1− x− y + 2xy − x+ x2 − y + y2)− (1− x− y + 2xy)

q2

2

]
γμu(p)

+2ū(p′)
[
2my(1− x)pμ −my(1− x)γμp̂−m2y2γμ + x(1− x)γμp̂2

−2xyp.p′γμ + xyp̂′p̂γμ
]
u(p)

+2ū(p′)
[
2mx(1− y)(p′)μ −mx(1− y)p̂′γμ + y(1− y)(p̂′)2γμ −m2x2γμ

−2xyp.p′γμ + xyγμp̂′p̂
]
u(p),

= 4ū(p′)
[
m2(1− x− y)2 − (1− x− y + 2xy)

q2

2

]
γμu(p)

+2ū(p′)
[
2my(1− x)pμ −m2y(1− x)γμ −m2y2γμ +m2x(1− x)γμ − 2m2xyγμ

+xyq2γμ + 2mxypμ −mxyγμp̂
]
u(p)

+2ū(p′)
[
2mx(1− y)(p′)μ −m2x(1− y)γμ +m2y(1− y)γμ −m2x2γμ − 2m2xyγμ

+xyq2γμ + 2mxy(p′)μ −mxyp̂′γμ
]
u(p),

= 2ū(p′)
[
2m2(1− x− y)2 − (1− x− y + 2xy)q2

]
γμu(p)

+2ū(p′)
[
2my(1− x)pμ −m2y(1− x)γμ −m2y2γμ +m2x(1− x)γμ − 2m2xyγμ

+xyq2γμ + 2mxypμ −m2xyγμ
]
u(p)

+2ū(p′)
[
2mx(1− y)(p′)μ −m2x(1− y)γμ +m2y(1− y)γμ −m2x2γμ − 2m2xyγμ + xyq2γμ

+2mxy(p′)μ −m2xyγμ
]
u(p),

= 2ū(p′)
[
2m2(1− x− y)2 − (1− x− y + 2xy)q2

]
γμu(p)

+2ū(p′)
[
2mypμ −m2yγμ −m2y2γμ +m2x(1− x)γμ + xyq2γμ − 2m2xyγμ

]
u(p)

+2ū(p′)
[
2mx(p′)μ −m2xγμ +m2y(1− y)γμ + xyq2γμ −m2x2γμ − 2m2xyγμ

]
u(p),

= 2ū(p′)
[
2m2(1− x− y)2 − (1− x− y + 2xy)q2

]
γμu(p)

+2ū(p′)
[
2mypμ − 2m2y2γμ − 2m2x2γμ + 2xyq2γμ − 4m2xyγμ

]
u(p)

+2ū(p′) [mx(4mγμ − 2pμ − qν [γ
ν , γμ])]u(p).

Aqui, usamos a identidade (E.13) para, assim, obtermos:

= 4ū(p′)
[
m2(1− x− y)2

]
γμu(p) + 2ū(p′)

[
4m2xγμ −mxqν [γ

ν , γμ]
]
u(p)

+2ū(p′)
[
2m(y − x)pμ − 2m2(y2 + x2 + 2xy)γμ + 2xyq2γμ − (1− x− y + 2xy)q2γμ

]
u(p)

ū(p′)Πμ
(
p′, p, x, y

)
u(p) = 4ū(p′)

[
m2(1− x− y)2 −m2(x+ y)2 + 2x

]
γμu(p) (E.18)

+2ū(p′)
[
2m(y − x)pμ −mxqν [γ

ν , γμ]− (1− x− y)q2γμ
]
u(p).
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Logo, a partir dos resultados (E.17) e (E.18), escrevemos a equção (E.16) como:

ū(p′)Ξμ
(
p′, p, x, y

)
u(p) = q2 [2(1− x− y) + 2xy] ū(p′)γμu(p)

+2m2ū(p′)
[−(x+ y)2 + 4y(x+ y)− 2(1− x− y)2 + 2(x+ y)2 − 4x

]
γμu(p)

+4mū(p′) [(x− y)(x+ y)− (y − x)] pμu(p)− 2mū(p′) [y(x+ y)− x] qν [γ
ν , γμ]u(p),

e

ū(p′)Ξμ
(
p′, p, x, y

)
u(p) = 2q2 [1− x− y + xy] ū(p′)γμu(p)

+4mū(p′) [(x− y)(1 + x+ y)pμ]u(p)− 2mū(p′)
[
xy + y2 − x

]
qν [γ

ν , γμ]u(p) (E.19)

+2m2ū(p′)
[
4y(x+ y)− 2(1− x− y)2 + (x+ y)2 − 4x

]
γμu(p).

Todavia, ainda, é possı́vel mostrar que o segundo termo da expressão (E.19) (proporcional a pμ) é nulo.

Para isso, efetuaremos as integrais dos parâmetros de Feynman. Tomando a expressão completa, a partir

de (E.1), temos: ∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dyΞμ

(
p′, p, x, y

) [ 1

Δ2 + 1
a2

(1− x− y)
− 1

Δ2

]
;

com: Δ2 = m2(x+y)2−xyq2. Dessa forma, reescrevendo a expressão acima, mas considerando apenas

o termo de nosso interesse:∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy(x− y)pμ

[
1

m2(x+ y)2 − xyq2 + 1
a2

(1− x− y)
− 1

m2(x+ y)2 − xyq2

]
;

podemos, ainda, reescrever as integrais na seguinte forma:∫
dxdydzδ(1−x−y−z)(x−y)pμ

[
1

m2(x+ y)2 − xyq2 + 1
a2

(1− x− y)
− 1

m2(x+ y)2 − xyq2

]
.

Devido ao fato de o numerador ser anti-simétrico nas variáveis de integração x e y, e de o denominador

ser simétrico, o termo em questão é nulo. Portanto, é suficiente considerarmos, na Eq.(E.19), apenas o

primeiro e o terceiro termos. Consequentemente, reescrevemos tal expressão como:

ū(p′)Ξμ
(
p′, p, x, y

)
u(p) = 2m2ū(p′)

[
(x+ y)(x+ 5y)− 2(1− x− y)2 − 4x

]
γμu(p)

−2mū(p′)
[
xy + y2 − x

]
qν [γ

ν , γμ]u(p) (E.20)

+ū(p′)2 [1− x− y + xy] q2γμu(p).

Agora, calculando o próximo termo de (E.1):

ū(p′)Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμu(p) = ū(p′)

[ (
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

] ]
γμu(p) (E.21)

= ū(p′)
[
(xp̂+my)

[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

] ]
γμu(p),

= ū(p′)
[
x(1− y)p̂p̂′ − x2(p̂)2 +mxp̂+my(1− y)p̂′ −mxyp̂+m2y

]
γμu(p)

= ū(p′)
[
2x(1− y)p.p′γμ − x(1− y)p̂′p̂γμ − x2γμp̂2 + 2mxpμ −mxγμp̂

+m2y(1− y)γμ − 2mxypμ +mxyγμp̂+m2yγμ
]
u(p),
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= ū(p′)
[
2m2x(1− y)γμ − x(1− y)q2γμ − 2mx(1− y)pμ +mx(1− y)γμp̂−m2x2γμ

+2mxpμ −m2xγμ +m2y(1− y)γμ − 2mxypμ +m2xyγμ +m2yγμ
]
u(p)

= ū(p′)
[
m2γμ

(
2x− 2xy + x− xy − x2 − x+ y − y2 + xy + y

)− x(1− y)q2γμ
]
u(p).

Logo:

ū(p′)Σ1

(
x, y, p̂′, p̂

)
γμu(p) = ū(p′)

[
m2γμ

(
2x− x2 + 2y − 2xy − y2

)− x(1− y)q2γμ
]
u(p)

=
(
m2(x+ y)(2− x− y)− x(1− y)q2

)
ū(p′)γμu(p). (E.22)

Calculando agora:

ū(p′)γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)
u(p) = ū(p′)γμ

[ [
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

) ]
u(p) (E.23)

= ū(p′)γμ
[ [

(1− x) p̂− yp̂′ +m
] (

xm+ yp̂′
) ]

u(p).

Fazendo uso da álgebra das matrizes-γ, obtemos:

= ū(p′)γμ
[
m2x(1− x)−mxyp̂′ +m2x+ y(1− x)p̂p̂′ − y2(p̂′)2 +myp̂′

]
u(p)

= ū(p′)
[
m2x(1− x)γμ − 2mxy(p′)μ +mxyp̂′γμ +m2xγμ + 2y(1− x)γμp.p′

−y(1− x)γμp̂′p̂− y2(p̂′)2γμ + 2my(p′)μ −myp̂′γμ
]
u(p)

= ū(p′)
[
m2x(1− x)γμ − 2mxy(p′)μ +m2xyγμ +m2xγμ + 2m2y(1− x)γμ − y(1− x)q2γμ

−2my(1− x)(p′)μ +my(1− x)p̂′γμ −m2y2γμ + 2my(p′)μ −m2yγμ
]
u(p).

E, após cancelamentos entre alguns termos, encontramos:

= ū(p′)
[
m2γμ

(
x− x2 + x+ 2y − 2xy + xy + y − xy − y2 − y

)− y(1− x)q2γμ
]
u(p),

= ū(p′)
[
m2γμ

(
2x− x2 + 2y − 2xy − y2

)− y(1− x)q2γμ
]
u(p).

Por fim, obtemos:

ū(p′)γμΣ2

(
x, y, p̂′, p̂

)
u(p) =

[
m2(x+ y)(2− x− y)− y(1− x)q2

]
ū(p′)γμu(p). (E.24)

Calculamos, agora, o termo:

ū(p′)Σμ
3

(
x, y, p̂′, p̂

)
u(p) = ū(p′)

[
4
[
(1− y) p′σ − xpσ

] [
(1− x) pσ − yp′σ

]
γμ
]
u(p)

−2ū(p′)γμ [(1− y) p̂′ − xp̂
]
(p̂−m)u(p)

−2ū(p′) (p̂′ −m
) [

(1− x) p̂− yp̂′
]
γμu(p),

os dois últimos termos são nulos, basta que utilizemos as equações (E.10). Dessa forma, ficamos so-

mente com:

= 4ū(p′)
[
p.p′[(1− x)(1− y) + xy]− x(1− x)p2 − y(1− y)(p′)2

]
γμu(p)

= 2ū(p′)
[
2m2[1 + xy − x− y + xy − x+ x2 − y + y2]− q2(1 + 2xy − x− y)

]
γμu(p),
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e

= 4ū(p′)
[
m2[1 + 2xy − 2x− 2y + x2 + y2]

]
γμu(p)− 2ū(p′)

[
q2(1 + 2xy − x− y)

]
γμu(p).

Que, ainda, pode ser escrita como:

ū(p′)Σμ
3

(
x, y, p̂′, p̂

)
u(p) =

(
4m2(1− x− y)2 − 2q2(1 + 2xy − x− y)

)
ū(p′)γμu(p). (E.25)

Com:

(1− x− y)2 = 1 + 2xy − 2x− 2y + x2 + y2. (E.26)

Calculamos, por último:

ū(p′)Σ1γ
μΣ2u(p) = ū(p′)

(
xp̂+ yp̂′

) [
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
xp̂+ yp̂′

)
u(p)

= ū(p′) (xp̂+my)
[
(1− y) p̂′ − xp̂+m

]
γμ

[
(1− x) p̂− yp̂′ +m

] (
mx+ yp̂′

)
u(p).

Multiplicando os termos, obtemos:

= ū(p′)
[
x(1− y)p̂p̂′ − x2p̂2 +mxp̂+my(1− y)p̂′ −mxyp̂+m2y

]
γμ

× [
mx(1− x)p̂+ y(1− x)p̂p̂′ −mxyp̂′ − y2(p̂′)2 +m2x+myp̂′

]
u(p),

= ū(p′)
[
2x(1− y)p.p′γμ − x(1− y)p̂′p̂γμ − x2γμp̂2 + 2mxpμ −mxγμp̂+m2y(1− y)γμ

−2mxypμ +mxyγμp̂+m2yγμ
]

× [
m2x(1− x) + 2y(1− x)p.p′ − y(1− x)p̂′p̂+my(1− x)p̂′ − y2(p̂′)2 +m2x

]
u(p).

Agora, fazendo uso do resultado (E.11), encontramos:

= ū(p′)
[
2m2x(1− y)γμ − q2x(1− y)γμ −mx(1− y)p̂γμ − x2γμp̂2 + 2mx(1− y)pμ

−mx(1− y)γμp̂+m2y(2− y)γμ
]

× [
m2x(2− x) + 2m2y(1− x)− q2y(1− x)− y(1− x)p̂′ (p̂−m)− y2(p̂′)2

]
u(p)

= ū(p′)
[
2m2x(1− y)γμ − q2x(1− y)γμ +m2y(2− y)γμ − x2γμp̂2

−mx(1− y)pα{γα, γμ}+ 2mx(1− y)pμ
]

× [
m2x(2− x) + 2m2y(1− x)− q2y(1− x)− y2(p̂′)2

]
u(p),

= ū(p′)
[
2m2x(1− y)γμ − q2x(1− y)γμ +m2y(2− y)γμ − x2γμp̂2

−2mx(1− y)pμ + 2mx(1− y)pμ
]

× [
m2x(2− x) + 2m2y(1− x)− q2y(1− x)− y2(p̂′)2

]
u(p)

= ū(p′)
[
m2(2x− 2xy + 2y − y2)γμ − x2γμp̂2 − q2x(1− y)γμ

]
× [

m2(2x− x2 + 2y − 2xy)− q2y(1− x)− y2(p̂′)2
]
u(p).

Multiplicando os termos:

= ū(p′)
[
m4(2x− 2xy + 2y − y2)(2x− x2 + 2y − 2xy)γμ −m2y2(2x− 2xy + 2y − y2)γμ(p̂′)2

−m2x2(2x− x2 + 2y − 2xy)γμp̂2 + x2y2γμp̂2(p̂′)2
]
u(p)

−q2x(1− y)ū(p′)γμ
[
m2(2x− x2 + 2y − 2xy)− q2y(1− x)− y2(p̂′)2

]
u(p)

−q2y(1− x)ū(p′)
[
m2(2x− 2xy + 2y − y2)γμ − x2γμp̂2 − q2x(1− y)γμ

]
u(p)
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= ū(p′)
[
m4(2x− 2xy + 2y − y2)(2x− x2 + 2y − 2xy)γμ −m2y2(2x− 2xy + 2y − y2)(p̂′)2γμ

−m4x2(2x− x2 + 2y − 2xy)γμ + x2y2γμp̂2(p̂′)2
]
u(p)

−q2x(1− y)
[
m2(2x− x2 + 2y − 2xy − y2)− q2y(1− x)

]
ū(p′)γμu(p)

−q2y(1− x)
[
m2(2x− 2xy + 2y − y2 − x2)− q2x(1− y)

]
ū(p′)γμu(p),

= ū(p′)
[
m4(2x− 2xy + 2y − y2)(2x− x2 + 2y − 2xy)γμ −m4y2(2x− 2xy + 2y − y2)γμ

−m4x2(2x− x2 + 2y − 2xy)γμ + x2y2γμp̂2(p̂′)2
]
u(p)

−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)] (2x− 2xy + 2y − y2 − x2)ū(p′)γμu(p) (E.27)

+2q4xy (1− x) (1− y) ū(p′)γμu(p).

E, do resultado anterior: 2x− 2xy + 2y − y2 − x2 = 1− (1− x− y)2. Resta-nos, assim, calcularmos

apenas o quarto termo da expressão acima:

ū(p′)γμp̂2(p̂′)2u(p) = ū(p′)γμp̂
(
2p.p′ − p̂′p̂

)
p̂′u(p) = 2p.p′ū(p′)γμp̂p̂′u(p)− ū(p′)γμp̂p̂′p̂p̂′u(p)

= 2p.p′ū(p′)γμ
(
2p.p′ − p̂′p̂

)
u(p)− ū(p′)γμ

(
2p.p′ − p̂′p̂

) (
2p.p′ − p̂′p̂

)
u(p)

= (2p.p′)2ū(p′)γμu(p)− 2p.p′ū(p′)γμp̂′p̂u(p)− (2p.p′)2ū(p′)γμu(p)

+2p.p′ū(p′)γμp̂′p̂u(p) + 2p.p′ū(p′)γμp̂′p̂u(p)− ū(p′)γμp̂′p̂p̂′p̂u(p)

= 2p.p′ū(p′)γμp̂′p̂u(p)−mū(p′)γμp̂′p̂p̂′u(p)

= 2mp.p′ū(p′)γμp̂′u(p)−mū(p′)γμp̂′
(
2p.p′ − p̂′p̂

)
u(p)

= 2mp.p′ū(p′)γμp̂′u(p)− 2mp.p′ū(p′)γμp̂′u(p) +mū(p′)γμp̂′p̂′p̂u(p)

= m2ū(p′)γμp̂′p̂′u(p) = m2ū(p′)p̂′p̂′γμu(p) = m4ū(p′)γμu(p). (E.28)

Portanto, substituindo o resultado (E.28) na equação (E.27), obtemos:

= m4ū(p′)
[
(2x− 2xy + 2y − y2)(2x− x2 + 2y − 2xy)− y2(2x− 2xy + 2y − y2)

−x2(2x− x2 + 2y − 2xy) + x2y2γμ
]
u(p)

−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]
(
1− (1− x− y)2

)
ū(p′)γμu(p) + 2q4 [xy (1− x) (1− y)] ū(p′)γμu(p),

= m4ū(p′)
[
(2x− 2xy + 2y)(2x− x2 + 2y − 2xy)− y2(2x− x2 + 2y − 2xy)− y2(2x− 2xy + 2y)

+y4 − x2(2x+ 2y − 2xy) + x4 + x2y2
]
γμu(p)

−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]
(
1− (1− x− y)2

)
ū(p′)γμu(p) + 2q4 [xy (1− x) (1− y)] ū(p′)γμu(p),

= m4ū(p′)
[
(2x− 2xy + 2y)(2x− x2 + 2y − 2xy − y2 − x2)− y2(2x+ 2y − 2xy)

+x2y2 + y4 + x4 + x2y2
]
γμu(p)− q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]

(
1− (1− x− y)2

)
ū(p′)γμu(p)

+2q4 [xy (1− x) (1− y)] ū(p′)γμu(p),
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= m4ū(p′)
[
(2x− 2xy + 2y)(2x− x2 + 2y − 2xy − y2 − y2 − x2) + 2x2y2 + y4 + x4

]
γμu(p)

−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]
(
1− (1− x− y)2

)
ū(p′)γμu(p) + 2q4 [xy (1− x) (1− y)] ū(p′)γμu(p),

= m4ū(p′)
[
(2x− 2xy + 2y)(2x− 2x2 + 2y − 2xy − 2y2) + 2x2y2 + y4 + x4

]
γμu(p)

−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]
(
1− (1− x− y)2

)
ū(p′)γμu(p) + 2q4 [xy (1− x) (1− y)] ū(p′)γμu(p),

= m4ū(p′)
[
4(x− xy + y)(x(1− y)− x2 + y(1− y)) + 2x2y2 + y4 + x4

]
γμu(p)

−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]
(
1− (1− x− y)2

)
ū(p′)γμu(p) + 2q4 [xy (1− x) (1− y)] ū(p′)γμu(p),

= m4ū(p′)
[
4(x− xy + y)((x+ y)(1− y)− x2) + 2x2y2 + y4 + x4

]
γμu(p)

−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]
(
1− (1− x− y)2

)
ū(p′)γμu(p) + 2q4 [xy (1− x) (1− y)] ū(p′)γμu(p).

Dessa forma, determinamos a expressão do último termo:

ū(p′)Σ1γ
μΣ2u(p) = m4ū(p′)

[
4(x− xy + y)((x+ y)(1− y)− x2) + (x2 + y2)2

]
γμu(p)

−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]
(
1− (1− x− y)2

)
ū(p′)γμu(p)

+2q4 [xy (1− x) (1− y)] ū(p′)γμu(p). (E.29)

Como já calculamos todos os termos de ū(p′)Λμ(1) (p′, p)u(p), o que nos resta fazer, agora, é calcular-

mos as integrais. Contudo, para evitar carregar a notação omitiremos os espinores ū e u (ficando eles

subentendidos nos cálculos seguintes). Escrevemos, portanto, Λμ(1)
(
q2
)

Eq.(E.1) (m2
P = a−2), como:

=
α

2π
γμ

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣Δ2 +m2
P (1− x− y)

Δ2

∣∣∣∣+ 3α

2π
γμ

∫
dξ ln

∣∣∣∣ Δ2 +m2
P z

Δ2 +m2
P (1− x− y)

∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy
[
2m2γμ

(
(x+ y)(x+ 5y)− 2(1− x− y)2 − 4x

)
−2mqν [γ

ν , γμ]
(
xy + y2 − x

)
+ 2q2 [1− x− y + xy]

] [ 1

Δ2
− 1

Δ2 +m2
P (1− x− y)

]
+

α

2π
γμ

∫
dξ
[
m2(x+ y)(2− x− y)− x(1− y)q2 +m2(x+ y)(2− x− y)− y(1− x)q2

−1

4
4m2(1− x− y)2 +

1

4
2q2(1 + 2xy − x− y)

] [ 1

Δ2 +m2
P (1− x− y)

− 1

Δ2 +m2
P z

]
+

α

4π
γμ

∫
dξ
[
m4

[
4(x− xy + y)((x+ y)(1− y)− x2) + (x2 + y2)2

]
−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]

(
1− (1− x− y)2

)
+ 2q4 [xy (1− x) (1− y)]

]
×
[

1[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
]2 − 1[

Δ2 +m2
P z
]2
]
; (E.30)
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Λμ(1)
(
q2
)

=
α

2π
γμ

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣Δ2 +m2
P (1− x− y)

Δ2

∣∣∣∣
+
3α

2π
γμ

∫
dξ ln

∣∣∣∣ Δ2 +m2
P z

Δ2 +m2
P (1− x− y)

∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy
[
2m2γμ

(
(x+ y)(x+ 5y)− 2(1− x− y)2 − 4x

)
−2mqν [γ

ν , γμ]
(
xy + y2 − x

)
+ 2q2 [1− x− y + xy] γμ

] [ 1

Δ2
− 1

Δ2 +m2
P (1− x− y)

]
+
αm2

2π
γμ

∫
dξ
[
2(x+ y)(2− x− y)− (1− x− y)2 +

1

2m2
q2 (1− 3x− 3y + 6xy)

]
×
[

1

Δ2 +m2
P (1− x− y)

− 1

Δ2 +m2
P z

]
+

α

4π
γμ

∫
dξ
[
m4

[
4(x− xy + y)((x+ y)(1− y)− x2) + (x2 + y2)2

]
−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]

(
1− (1− x− y)2

)
+ 2q4 [xy (1− x) (1− y)]

]
×
[

1[
Δ2 +m2

P (1− x− y)
]2 − 1[

Δ2 +m2
P z
]2
]
. (E.31)

E, com o auxı́lio de: σμν = i
2 [γ

μ, γν ] e algumas simples mudanças de variáveis, podemos escrever

Λμ(1)
(
q2
)
, como:

Λμ(1,ξ)
(
q2
)
= γμF1

(
q2
)
+

iqν
2m

σμνF2

(
q2
)
, (E.32)

em que a expressão explı́cita dos fatores de forma é:

F2

(
q2
)

=
2α

π
m2

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

(
xy + y2 − x

)
×
[

1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

− 1

−q2xy +m2(x+ y)2

]
(E.33)
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e

F1

(
q2
)
= (Z1 − 1)(1) +

α

2π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy ln

∣∣∣∣−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

−q2xy +m2(x+ y)2

∣∣∣∣
+(ξ − 1)

3α

2π

∫
dξ ln

∣∣∣∣−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P z

−q2xy +m2(x+ y)2

∣∣∣∣
+ξ

3α

2π

∫
dξ ln

∣∣∣∣ −q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P z

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

∣∣∣∣
+

α

4π

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

(
2m2

(
(x+ y)(x+ 5y)− 2(1− x− y)2 − 4x

)
+ 2q2 [1− x− y + xy]

)
×
[

1

−q2xy +m2(x+ y)2
− 1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

]
+
αm2

2π

∫
dξ

(
2(x+ y)(2− x− y)− (1− x− y)2 +

1

2m2
q2 (1− 3x− 3y + 6xy)

)
×
[
(ξ − 1)

[
1

−q2xy +m2(x+ y)2
− 1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P z

]

+ξ

[
1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P (1− x− y)

− 1

−q2xy +m2(x+ y)2 +m2
P z

] ]

+
α

4π

∫
dξ
(
m4

[
4(x− xy + y)((x+ y)(1− y)− x2) + (x2 + y2)2

]
−q2m2 [x(1− y) + y(1− x)]

(
1− (1− x− y)2

)
+ 2q4 [xy (1− x) (1− y)]

)
×
[
(ξ − 1)

[
1

[−q2xy +m2(x+ y)2]2
− 1[−q2xy +m2(x+ y)2 +m2

P z
]2
]

+ξ

[
1[−q2xy +m2(x+ y)2 +m2

P (1− x− y)
]2 − 1[−q2xy +m2(x+ y)2 +m2

P z
]2
]]

. (E.34)
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