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SOARES JUNIOR, M. Modelagem Matematica Aplicada a Precificacdo de Opgoes. 2012. 43
f. Trabalho de Graduacdo (Licenciatura em Matematica) — Faculdade de Engenharia do Campus
de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2012,

RESUMO

Os modelos matematicos sdo fundamentais para se determinar os precos tedricos de opcgdes
e analisar se estdo superestimados ou subestimados. Essas informagdes influenciam fortemente
nas operagdes realizadas pelo investidor. Logo, é necessario que o modelo empregado apresente
alto grau de confiabilidade e seja condizente com a realidade do investimento ao qual ele se
destina. Neste sentido, esse Trabalho de Conclusdo de Curso tem como objetivo aplicar as etapas
da Modelagem Matematica na Precificacdo de Opcdes, para tomada de decisdes no investimento
de uma usina hidrelétrica. Foi utilizada a Simulacdo de Monte Carlo, com Método Hipercubo
Latino, para determinacdo da volatilidade dos retornos do projeto. Com a finalidade de validar o
modelo proposto, compararam-se 0s resultados encontrados pelo Modelo Binomial, o qual se
caracteriza por ser um dos modelos mais utilizados nesse tipo de investimento. Os resultados
apurados reforcam as hipdteses de que a Modelagem Matemética com o Modelo Binomial é
fundamental para tomada de decisdo de investimento na Usina Hidrelétrica.

Palavras-chave: Opcdes reais, Modelagem Matematica, Simulacdo de Monte Carlo LHS



Soares Junior, M. Applied Mathematical Modeling Pricing Options. 2012. 43 f. Graduate Work
(Degree in Mathematics) — Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta, Universidade
Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2012.

ABSTRACT

The mathematical models are critical to determine theoretical prices of options and analyze
whether they are overrated or underrated. This information strongly influence in operations carried
out by the investor. Therefore, it is necessary that the employee model present high degree of
reliability and be consistent with the reality of investment to which it is intended. In this sense,
this dissertation aims to apply the steps of mathematical modeling in the Pricing of options for
decision making in the investment of a hydroelectric power plant. Was used a Monte Carlo
simulation, with the Latin Hypercube Method, to determine the volatility of returns of the project.
In order to validate the proposed model, compared to the results found by the Binomial Model,
which is one of the models most used in this type of investment. The results reinforce the
hypothesis that the mathematical modeling with the Binomial Model is critical to investment
decision-making in hydroelectric power.

Keywords: Real Options, Mathematical Modeling, Monte Carlo Simulation Latin Hypercube

Sampling
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

1.1 Consideragdes Iniciais

A modelagem matematica constitui uma abordagem importante no processo de
avaliacdo e tomada de decisdo. Tal abordagem nao consiste somente em transformar em
variaveis as informagfes contidas em um problema. Uma das principais caracteristicas
da modelagem matematica € estabelecer um processo para obter uma descricdo, atraves
de simbolos matematicos, de um determinado fenémeno. Ao final, é obtido um modelo
valido para obter informacdes sobre o fenémeno.

Um fenbmeno cada vez mais crescente no mercado de energia brasileira é a
participacdo de capital privado no segmento de geracdo. Isto ndo é s6 desejado mas
estimulado pelos dirigentes do setor. No entanto, para tais investidores participarem do
mercado € necessario que o retorno seja, no minimo, igual a expectativa do investidor.
Neste contexto, as abordagens por Teoria das Opg¢des assumem um papel importante. A
opcéo real da ao seu detentor o direito, mas ndo a obrigacdo. Deste modo, o investidor
possui o direito, mas ndo a obrigacdo de investir em mercados de energia, podendo
aplicar o seu dinheiro em qualquer outro investimento.

Na Teoria de Opcdes, existem diversas teécnicas para a sua avaliacdo, as mais
utilizadas sdo: Método de Black & Scholes e Binomial. O método de Black & Scholes
ndo sera utilizado neste trabalho, pois se aplica em ativos financeiros de maior liquidez.
No entanto, independente do método escolhido, é necessario definir uma abordagem
para modelagem matematica para precificacdo das opgdes. A proposta deste trabalho é
utilizar as etapas da modelagem matematica, proposta por FABRINI (2011), para
precificar as op¢bes que modelam o investimento na usina hidrelétrica com os dados
adaptados de NORONHA (2006).

A contribuicdo deste trabalho, dentre os ja publicados com este tema, esta na
utilizacdo, em uma das etapas, da amostragem de baixa discrepancia ou Latin
Hypercube Sampling (LHS) para determinar a volatilidade do fluxo de caixa, que é uma

variavel intermediaria na precificacdo de opcoes.

1.2 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho consiste em aplicar as etapas da modelagem

matematica para precificacdo de opcdes para tomada de decisdo em investimentos.
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1.2.1 Objetivos especificos

o Aplicar a modelagem matematica na teoria de Precificacdo de Opgdes para
auxiliar a decisdo de investimento em usina hidrelétrica.

o Utilizar a simulacdo de Monte Carlo, com o método Hipercubo Latino, para
determinacéo da volatilidade dos retornos do projeto.

1.3 Método de Pesquisa

A pesquisa é de natureza aplicada e exploratdria. O método de pesquisa utilizado
¢ a Simulacdo. A tendéncia em classificar a pesquisa como Estudo de caso esta
descartado, visto que a teoria de opcdes reais aplicada ao setor de energia ndo € um
assunto inédito.

A revisdo bibliografica sobre modelagem matematica foi a primeira etapa da
pesquisa. A definicdo e escolha da Teoria das Opgbes Reais como tema de aplicagéo,
constitui a segunda etapa, uma vez que a maioria dos trabalhos sobre op¢des reais ndo
apresentam uma preocupa com este enfoque. Foram pesquisados varios trabalhos
publicados, para melhor entendimento da avaliacdo de investimentos através da Teoria
de OpcgoOes. Finalmente, a aplicacdo no setor de energia exemplifica como esta

abordagem metodoldgica funciona na prética.

1.4 Estrutura do Trabalho

A pesquisa estd divida em cinco capitulos. No primeiro capitulo sdo
apresentadas a introducdo, objetivos e a justificativa para o desenvolvimento do
trabalho. A abordagem a Teoria das Opcdes é realizada no segundo capitulo, destacando
os tipos de opcdes e o tratamento matematico das variaveis. A questdo da modelagem
matematica é apresentada no terceiro capitulo. A questdo da precificacdo das Opcoes e
0os modelos sdo apresentados no quarto capitulo. Neste capitulo, a modelagem
matematica para a precificacdo de opc¢des pelo método binomial é utilizada para auxiliar
a deciséo de investir em uma usina de geracdo hidrelétrica, sob condigdes de incerteza
no prego da energia e na taxa de juros. As conclus@es e sugestdes para futuros trabalhos

sdo apresentadas no quinto capitulo.
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CAPITULO 2 - OPCOES REAIS

2.1 Considerac0es Iniciais

Este capitulo apresenta as definicdes basicas da teoria das opcbes. Alem disso,
serdo apresentadas as metodologias de precificagdo das opgdes através do modelo de

arvores binomiais.

2.2 Definicao de Opcoes

Opcdes sdo contratos de compra ou venda de ativos, cujo preco depende do
valor do ativo objeto. A opgdo de compra ou venda pode ser do tipo americana ou
européia. As opg¢des europeias s6 podem ser exercidas na data de expiracdo da opcao,
enquanto que as opcBes americanas podem ser exercidas em qualquer instante durante a
vida da opcéo.

Para FABRINI (2011), a metodologia de Opcdes Reais é uma abordagem
sistematica e de solugdo integrada, que utiliza a teoria financeira, analise econdmica de
investimentos, ciéncia de administragdo e de decisdes, estatistica e modelagem
economeétrica, na aplicacdo da teoria de opcdes para avaliagdo/valoracdo de ativos
fisicos reais, em oposi¢cdo de ativos financeiros. Toda a analise de Opcles Reais esta
inserida em um ambiente de negdcios incerto e dinamico, no qual as decisdes sao
flexiveis, no contexto de tomada de decisdes estratégicas de investimentos de capital, na
valorizacdo das oportunidades de investimento e nas projecdes de capital
(DOMINGUES, 2003).

As opcdes podem ser classificadas em dois tipos: Opc¢des de compra (call
option) e opcBes venda (put option).

Uma opc¢éo de compra € um direito que o detentor do contrato tem de comprar o
ativo objeto por um preco do exercicio preestabelecido, em uma data futura determinada

pela equacdo:

C, = Max(S, - K;0) (2.1)

sendo C; o valor da opcdo, t é a data de vencimento, S; € o preco do ativo objeto e K € 0
preco do exercicio.

Por outro lado, a op¢do de venda da seu detentor o direito de vender o ativo
objeto pelo prego de exercicio em uma data futura. A funcdo de remuneracéo de opgéao
de venda, no vencimento, é dada pela equagéo:

15



P, = Max(K —S,:0) (22)

sendo P; o valor da opcdo de venda em t.

2.3 Precificacédo de Opcoes

O objetivo de se encontrar um preco tedrico para as opgdes é avaliar se cada
contrato estd sendo negociado de forma sobre ou subavaliada (PINTO, 2009). O
trabalho de determinar o preco de uma opc¢éo, conhecido como precificacdo de opcao, é
um dos problemas centrais abordados pela teoria de opgdes (FABRINI, 2011). Nesse
sentido, profissionais de finangas e pesquisadores tém dedicado razoavel esforco para
desenvolver modelos que permitam estimar um preco tedrico aos contratos negociados.

A esses modelos tedricos da-se 0 nome de modelos de precificacéo.

2.3.1 Modelo Binomial

Em 1979 foi proposto por Cox, Ross e Rubinstein, um modelo alternativo do
Black & Scholes, no qual envolve a construcdo de uma arvore binomial, representada
através de grafico o comportamento de um determinado ativo ao longo do prazo de
exercicio da opc¢do. Parte da premissa de que o preco do ativo segue um Movimento
Geomeétrico Browniano (MGB), que obedece a uma equacdo diferencial, cuja solucéo é
um modelo exponencial. A cada intervalo de tempo, existem dois movimentos
possiveis: um de subida e outro de descida, definidos de acordo com suas
probabilidades individuais (FONSECA, 2009).

Supde-se que “Sy” seja 0 preco do ativo hoje. Durante um intervalo de tempo
“t”, que é o tempo de expiracdo da opcdo, na data de vencimento o prego desse ativo
pode assumir dois valores, de acordo com o0 movimento observado, ou seja, 0 valor do

ativo pode aumentar ou diminuir, por um fator “u” ou “d”, se ocorrer um movimento de

subida ou descida, respectivamente.

Foi definido, portanto, que “p” é a probabilidade de ocorrer os movimentos de
subida e “1-p” a probabilidade de ocorrer movimentos de descida e que o retorno desse
ativo equivale a taxa livre de risco. Nesse sentido, a premissa adotada para o modelo é a

da avaliagdo neutra ao risco, pela qual os fluxos de caixa futuros s&o trazidos valor
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presente pela taxa livre de risco, desde que o0 ajuste ao risco seja ponderado pelas
probabilidades “p” e “1- p”.

Os parametros dos movimentos de subida e de descida, “u” e “d”,
respectivamente, sdo definidos considerando-se a volatilidade “o” do valor do ativo

subjacente e para um determinado intervalo de tempo “A¢”. Dessa forma, tem-se que:

U= eam (2.3)
d—e ™ (2.4)

O valor esperado do ativo (V), no tempo t, € uma funcdo da probabilidade “p” de
alcancar o melhor cenario e “1 — p” de atingir o pior cenario, designado uSy e dSy,

respectivamente, e calculado por :

V = pus, + (1— p).dS, (2:5)
O valor do ativo na data de hoje é:

_ pUS, +(1- p).ds, (2.6)
(@+i)
Na Equacéo (2.4), a taxa de juros, i, € o custo de capital do investidor, ou seja, 0

S

quanto custa o recurso capital para o investidor.

Na Equacdo (2.5) é apresentada a equacao para determinar o valor da op¢do em
um instante to.

_PuS;+@-p)dS, (2.7)
@+nf

S0

sendo:
rs = taxa livre de risco.

k = preco de exercicio da op¢éo, referenciado ao tempo to.

17



O modelo Binomial € um mecanismo que facilita 0 monitoramento das etapas do
detentor da opc¢do, visando melhor & andlise do ambiente. A Figura 1 apresenta o

esquema binomial.

to t

v

Figura 1 — Esquema binomial
2.4 Consideragdes Finais

A teoria de opcBes é uma abordagem cada vez mais utilizada em anélise de
investimentos. Este capitulo abordou de forma resumida as principais caracteristicas e
0s métodos utilizados para a precificacdo de opgdes. No capitulo seguinte é apresentada

uma proposta de modelagem matematica a ser aplicada em precificacdo de opgdes.
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CAPITULO 3 - MODELAGEM MATEMATICA

3.1 Introducéo

O homem procura cada vez mais compreender os fendmenos e as leis da
natureza, prever os comportamentos destes fenbmenos e leis criando conceitos que

expliguem os acontecimentos do cotidiano.

Nesta trajetoria, 0 homem constatou um grandioso instrumento que contribui
para a compreensao destes fendmenos: a Matematica, com a qual ele cria modelos para
representar situacdes concretas, muitas vezes, ndo é possivel de serem analisadas na sua

forma original.

A area da Matematica cujo objetivo € analisar e manipular fatos reais do
cotidiano, criando modelos que permitam essa analise € denominado de Modelagem

Matematica.

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos de modelo matemético e o que se
entende por Modelagem Matematica. A seguir trataremos das etapas da Modelagem

Matematica e sua conclusao.
3.2 Modelos Matematicos

Os Modelos Matematicos sdo fundamentais em diversas areas do conhecimento
humana, como: Matematica, Economia, Fisica, Quimica, Biologia, Psicologia,

Comunicacdo, Demografia, Astronomia, Engenharia, etc.

No cotidiano é notavel que muitos problemas praticos necessitem dos modelos
matematicos e muitas vezes, as situa¢des sdo muito diferentes, mas a abordagem e a

filosofia subjacentes sdo as mesmas.

O Modelo Matematico pode ser definido como uma representacdo de um sistema
real, o que significa que um modelo deve representar um sistema e a forma como

ocorrem as modificacbes no mesmo.

O Modelador pode aplicar suas técnicas a um grande nimero de problemas. Por
exemplo, o estudo da anélise ambiental nas proximidades de um rio, a forma da asa de

um avido, um sistema econdmico, uma cultura agricola, um estudo populacional, um
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estudo fisico, e até mesmo um sistema matematico como 0 conjunto dos numeros

naturais.
Serdo apresentadas algumas defini¢fes de Modelo Matematico:

Modelo Matematico é um sistema axiomatico consistindo de termos indefinidos
que sdo obtidos pela abstracéo e qualificagdo de ideias essenciais do mundo real.
(MAKI e THOMPSOM, 1973, p. 14, GAZZETTA).

Modelo matematico é uma estrutura Matematica que descreve aproximadamente
as caracteristicas de um fenbmeno em questdo. (SWETZ, 1992, p. 65,
GERTNER).

O Modelo Matematico € uma imagem que se forma na mente, no momento em
que o espirito racional busca compreender e expressar de forma intuitiva uma
sensacdo, procurando relacionar com algo ja conhecido, efetuando dedugoes.
(GRANJER, 1997, p. 78, BIEMBENGUT).

Um conjunto de simbolos e relagcbes matematicas que traduz, de alguma forma,
um fendbmeno em questdo ou um problema de situacdo real, é denominado de
Modelo Matematico. (BIEMBENGUT, 1997, p. 89).

Modelo matematico de um fendémeno € um conjunto de simbolos e relagbes
matematicas que traduzem de alguma forma, o fenbmeno em questdo.
(BASSANEZI, 1997, p. 65).

De acordo com as definicbes dos autores, podemos concluir que o Modelo
Matematico pode ser formulado em termos familiares, tais como, expressées numéricas
ou férmulas, diagramas, graficos ou representacdes geométricas, equacdes algébricas,
tabelas, e outros. O modelo é proveniente de aproximacOes realizadas para entender

melhor um fendmeno e, nem sempre, tais aproximacdes condizem com a realidade.

Os Modelos Matematicos sdo classificados de acordo com a natureza dos

fendmenos ou situacdes analisadas e o tipo de matematica utilizada:

a) Modelo Linear ou Nao Linear, conforme as caracteristicas das equacoes;
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b) Modelo Estatico, quando representa a forma do objeto que ndo varia,
como a equacdo de uma circunferéncia ou Modelo Dinamico quando
permite avaliar estagios da situacdo em estudo como, por exemplo,
crescimento de uma populacdo, analise de consumo, temperatura, avango
de epidemias, etc.

c) Modelo Educacional, quando é fundamentado um ndmero pequeno ou
hipotese simples, muitas vezes com solucBes analiticas. O método
utilizado pelo modelo envolve a investigacdo de uma ou duas variaveis,
isoladas da complexidade das outras relagcbes fenomenoldgicas.
Geralmente esses modelos ndo representam a realidade com o grau de

confiabilidade adequada para se fazer previsoes.

Na construcdo de um Modelo Matematico proposto por DAVIS e HERSH (1985),

sdo destacados os principais objetivos:

1) obter respostas sobre 0 que acontecera no mundo fisico;
2) influenciar a experimentacgao ou as observagdes posteriores;
3) promover 0 progresso e a compreensao conceituais;

4) auxiliar a axiomatizacdo da situacdo fisica; e,

5) incentivar a Matematica e a arte de fazer modelos Matematicos.

E notavel que a trajetoria para se chegar a um Modelo Matematico ndo s&o
triviais, serd necessaria muita dedicacdo para se adquirir resultado na representacéo
matematica. O modelo dependera da situacdo analisada, das variaveis selecionadas e
dos recursos disponiveis, passando por um processo denominado Modelagem

Matematica.
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3.3 Modelagem Matemética

A Modelagem Matematica € um processo dinamico, onde, partindo-se de um
problema real, associado a um conjunto de hipoteses, € obtido um modelo que forneca

possiveis solucdes para o problema.

Segundo Bassanezi, Modelagem Matematica:

"consiste na arte de transformar problemas da realidade em problemas
matematicos e resolvé-los interpretando suas solucbes na linguagem
do mundo real..." (BASSANEZI, 2002, p.16).

Segundo D" Ambrdsio, Modelagem Matematica:

"é 0 processo mediante o qual se definem as estratégias da acdo do
sujeito sobre a realidade € o que denomina modelagem, isto é, o

caminho da criagdo do modelo..." (D" Ambrosio, 1986).

Segundo Berry e Houston, Modelagem Matematica:

"é 0 processo de abordagem de um problema real, incluindo a
formulacdo do modelo, cujo objetivo é resolu¢cdo do problema..."
(Berry e Houston, 1995).

Essas palavras dos autores nos mostram que a Modelagem Matematica é um
método cientifico de pesquisa cujo objetivo: interpretar e compreender 0s
acontecimentos do cotidiano. O Modelador deve possuir habilidades e criatividades
principalmente matematicas para desenvolver 0s processos necessarios. O processo
procura coligar a teoria e a pratica de diversas areas, motivando o0 seu usuario o
entendimento da realidade a sua volta e na busca de meios para atuar sobre esta

realidade.

A modelagem € eficiente a partir do momento que clarificamos que estamos
sempre trabalhando com aproximacdes da realidade, ou seja, que estamos elaborando
sobre representacGes de um sistema ou parte dele. Aplicar um bom modelo é preciso um
bom conhecimento matematico e equilibrio entre intui¢do e criatividade. A Matemaética
apurada coligada a experiéncia e criatividade do modelador, colabora para que este
tenha uma visdo mais ampla da tendéncia dos dados, e consiga visualizar, mesmo que

superficialmente, possiveis solucfes para o problema em estudo.
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3.4 Etapas da Modelagem Matematica

Definicdo de um Simplificagdes e Deducéao do modelo
problema formulacéo de matematico
hipoteses

T I

Modelo ndo
valido

Resolucao do
problema
matematico

' '

Validagédo do Interpretacéo da
modelo obtido solugéo

!

Modelo valido

'

Aplicacéo do
modelo

Figura 2 — Etapas sugeridas para se realizar um processo de Modelagem
Matematica.

Fonte (Almeida, 2002 apud Ferruzzi, 2003).

Definicdo de um problema: E a etapa inicial importante, pois se faz necessario

constatar com clareza o problema a ser estudado. Ao definir a situacdo a ser
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estudado, o0 modelador realizara pesquisas e coletas de dados sobre o tema para a
possivel solugdo. Geralmente sdo feitas pesquisas bibliograficas e/ou com auxilio
de profissionais do ramo.

Simplificacdo e formulagé@o de hipotese: Nesta etapa os dados coletados serdo
analisados e apurados de forma a conservar as particularidades do problema. As
varidveis apuradas serdo simplificadas pelo fato de muitas vezes nao serem
possiveis de representar por meio de uma equagdo ou sistema de equagdes, 0
problema estudado de forma original, com todas as variaveis. E fundamental que

0 modelador saiba simplificar para que os dados nao sejam omitidos.

Dedugdo do modelo matematico: Nesta etapa ocorre a transformacgdo da
linguagem do problema para a linguagem matematica. As representacfes
matematicas poderdo ser feitas através de formulas, graficos, tabelas, equacdes,

sistemas de equagdes, etc. Neste momento a intui¢do é fundamental.

Resolugdo do problema matematico: E a etapa em que os recursos da

matematica sao utilizados para solucionar o problema matematico formulado.

Validagdo: E a etapa em que a aprovacdo do modelo é analisada, através de
comparagOes de dados originais com os dados fornecidos pelo modelo. Caso o
modelo ndo seja valido, deve-se retornar a formulagdo de hipOteses e
simplificacGes e reiniciar a etapa. O grau de aproximacdo é a causa decisiva na
validagdo do modelo ou ndo. O grau de precisdo do modelo varia conforme a sua

aplicagéo.

Aplicacdo do modelo: O modelo valido sera utilizado para compreender,
explicar, analisar, prever ou decidir sobre a realidade em estudo. Nesta etapa
concede o intervir, o exercitar, 0 manejar situacdes associadas a solucdo do
problema. Estas fases ndo representam regras gerais, mas compdem uma
sequéncia de procedimentos que possam proporcionar sucesso no estudo de

problemas por meio da Modelagem Matematica.

3.5 Exemplos das Etapas da Modelagem Matematica

Exemplo: Ac¢bes BB Small Caps
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Definicdo de Problema: Definir o risco presente no investimento nas acbes BB
Small Caps;

Simplificacdes e Formulacdo de Hipdteses: O risco sera calculado por medida
de dispersdo;

Deducédo do Modelo Matematico: Construcdo da formula da variancia;
Resolucéo do Problema Matematico: Aplicacdo da formula da variancia;

Interpretacdo da Solugdo: A varidncia ndo é boa medida de risco, pois
consideram riscos os valores acima da média;

Validacédo do Modelo Obtido: Modelo néo valido;

Simplificagdes e Formulacdo de Hipoteses: O risco deve estar ligado a
expectativa de perdas;

Deducédo do Modelo Matematico: Risco associado ao Quartil inferior a media;

Resolugcdo do Problema Matematico: Montar a distribuicdo empirica de
probabilidades. Achar a probabilidade em que o risco se localiza no Quartil em
que o retorno € menor que zero;

Interpretacdo da Solucéo: O risco assim calculado realmente da nogéo de perda;
Validagdo do Modelo Obtido: Modelo Valido;

Aplicacdo: A estrutura pode ser aplicada a outros fundos de investimentos.

Histograma dos Retornos da Small Caps
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Figura 3 — Histograma dos retornos da BB SmallCap.
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3.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo, vimos que a modelagem matematica € o ato de transformar
problemas da realidade em linguagens matematicas. Um bom Modelador deve possuir
habilidades e criatividades para coligar a teoria e a pratica de diversas areas. A
Modelagem Matematica €é constituida de etapas que deverdo ser analisadas

separadamente.

Veremos no proximo capitulo, a modelagem matematica aplicada a precificagdo de

opcoes.
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CAPITULO 4 - MODELAGEM MATEMATICA APLICADA A
PRECIFICACAO DE OPCOES

4.1 Consideracoes Iniciais

A modelagem matematica descrita no capitulo trés é aplicada, neste capitulo, a
analise de investimento em geracdo hidrelétrica. As abordagens tradicionais utilizam a
metodologia de Fluxo de caixa descontado, no entanto, esta metodologia ndo contempla
as alternativas de transferir os direitos de concessdao ou abandonar o projeto. Esta
flexibilidade gerencial € modelada através da teoria das opcOes reais, uma técnica que
vem sendo adotada cada vez mais na analise de investimentos. A aplicacéo realizada foi
baseada no trabalho desenvolvido por NORONHA et al. (2006). O investimento
consiste na construgdo de uma usina hidrelétrica, que ficard em operagdo durante trinta e
quatro anos. Um periodo de avaliacdo tdo longo como estes, é cercado de incertezas: a
variacao no preco que afetara as receitas, 0s impostos, as mudancas na prépria dindmica
do mercado de energia. Todas estas incertezas caracterizam um investimento sob

condigdes de risco.

O investimento consiste em aplicar uma parcela inicial de R$ 1.000.000,00 para
estudos ambientais. Outra parcela para o projeto da usina no valor de R$ 6.000.000,00
deve ser aplicada. Finalmente, a propria construcdo da usina que requer um gasto de R$
297.000.000,00 divididos em trés parcelas: a primeira de R$ 29.700.000,00 e duas
outras de R$ 133.650.000,00. Além disso, o investidor tem a oportunidade de financiar
setenta por cento do gasto da construcdo através das linhas de crédito do Banco
Nacional de Desenvolvimento Social (BNDS). A analise por opcGes composta nos
indica que o investimento inicial de R$ 1.000.000,00 cria o direito de investir R$
6.000.000,00 no prazo de um ano, e o exercicio desta opcdo cria a opcéo de investir R$
297.000.000,00 (em trés estagios) para a construcdo da hidrelétrica ou abandonar o
projeto e transferir os direitos de concessdo por um valor estipulado de R$
50.000.000,00. Deste modo, é aplicada a modelagem matematica para definicdo e
precificagdo de opgOes, no sentido de auxiliar o processo de tomada de deciséo por parte
do investidor.
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4.2 Definicao do problema

O problema consiste em determinar ou precificar o valor das opcdes a serem
exercidas em cada estdgio que compbem o periodo de investimento. A tabela 1

apresenta as variaveis utilizadas no modelo.

Tabela 1 — Variaveis no projeto da usina.

Item Valor

Poténcia Instalada (MW) 240
Geracdo Média de Energia (MWh/ano) 1.156.320
Custo de Geragao e Manutencao (R$/MWh) 7,25
Preco Médio de Energia (R$/MWh) 128
Investimento Estudos Ambientais R$ 1.000.000,00
Investimento Projeto R$ 6.000.000,00
Capital de Giro R$ 1.000.000,00
Depreciacdo Anual 4%
Taxa de juros do setor 14%
Aliguota Imposto Renda Contribuicéo

Social 35%

Na literatura sobre op¢Oes, um modelo muito utilizado na precificacdo de opgOes
é 0 modelo de Black & Scholes. Entretanto, este modelo néo seré aplicado neste caso de
investimento, pois supde uma série de hipoteses ndo suportadas em casos de ativos nao
financeiros, como € o caso da geradora de energia. O modelo utilizado nesta aplicacéo
é o Binomial, pois é que apresenta melhor desempenho na avaliacdo de ativos nédo

financeiros, tal como a avaliacdo de investimentos em hidrelétricas.

4.3 Simplificacéo e formulacéo de hipoteses

Segundo FABRINI (2011), o objetivo de se encontrar um prego tedrico para as
opcodes € avaliar se cada contrato esta sendo negociado de forma sobre ou subavaliada.
Esta ¢ uma tarefa importante para a definicdo do comportamento do mercado, que
exerce influéncia direta sobre as operagdes de hedge, especulagéo e arbitragem. No caso
da avaliagdo do investimento em hidrelétrica, consiste em avaliar, em cada estagio o
valor da opc¢do, cujo preco, fixado em R$ 50.000.000,00, é o valor presente das receitas
apos o0s gastos realizados com os projetos e 0s estudos ambientais. Para 0s proximos

periodos deve-se comparar com um portfélio de ativo livre de risco, neste exemplo, uma
o r
aplicacdo de 5% (' ").
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4.4 Deducéo do problema matematico

Nesta etapa, serdo definidas as relacbes matematicas entre as variaveis

desenvolvidas anteriormente. Para a modelagem matematica, séo realizadas as seguintes

etapas, definidas no trabalho de NORONHA (2006) na abordagem binomial para

avaliacdo de opcoes reais.

Aplicacdo do metodo do Fluxo de Caixa Descontado (FCD) para avaliacdo do
valor presente do projeto para o caso base adotado;

Modelagem das incertezas do projeto e execucdo de uma simulacdo Monte Carlo
para combinar todas as incertezas numa unica fonte de incerteza e determinar a
volatilidade do projeto.

Construcdo de uma arvore binomial, para modelar a dinamica do valor do
projeto. Esta arvore de eventos exibe o conjunto de valores que o ativo objeto
pode assumir através do tempo, sob cenarios de mercado plausiveis.
Incorporacéo das flexibilidades, através da elaboracdo de uma arvore de decisdo,
cujos ndés modelamos as opg¢des reais do projeto. O valor da opcdo real é obtido
avaliando-se os payoffs da arvore de decisdo por meio de probabilidades neutras

ao risco.

A figura 4 apresenta o desenvolvimento do fluxo de caixa descontado periodo a

periodo. O investimento em cada periodo consiste nos gastos realizados nos quatro

primeiros anos. A receita bruta de vendas consiste no montante de energia produzida

multiplicada pelo preco, os custos consistem nos gastos para producdo de energia

multiplicada pelo montante de energia produzido. Finalmente sdo retirados os impostos

e é apurado o fluxo de caixa. O grafico apresenta a evolucdo do fluxo de caixa para o0s

trinta e cinco anos.
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0 2 3 4 5
Receita Bruta de Vendas R$ 148,008.960,00
(-) Custos Varidveis R$ 15.783.768,00
Lucro Bruto R$ 132.225.192,00
(-) Depesas Financeiras -R$25.987.500,00 | -R$ 25.987.500,00 | -RS 25.987.500,00
(-) Depreciaio -R$ 11.880.000,00
Lucro Operacional R$ 94.357.692,00
(+) Receitas ndo Operacionais
Lucro antes do IR R$ 94.357.692,00
(-) IRPJICSLL ou Simples -R$33.025.192,20
Lucro Liguido R$61.332.499,80
(-) Amortizagio -R$ 14,850,000,00
(+) Depreciacéo R$ 11.880.000,00
(+) Resultado ndo operacional
(+) Liberacéo para Financiamento R$ 207.900.000,00
(-) Investimento -R$2.000.000,00 | -R$6.000.000,00 -R$ 29.700.000,00 -R$133.650.000,00| -R$ 133.650.000,00| RS 58.362.499,80
Fluxo de Caixa -R$2.000.000,00 | -R$6.000.000,00 R$ 178.200.000,00 -R$ 150,637.500,00] -R$ 159.637.500,00| R$ 58.362.499,80
Figura 4 — Fluxo de caixa para 0s primeiros cinco anos.
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R$ 150,00
R$ 100,00
v
-4
® R$50,00
0
=
=
s R$ 0,00
'Ss 1 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35
(]
°
o -R$50,00
X
S
o
-R$ 100,00
-R$ 150,00 Anos

Figura 5 — Fluxo de caixa para os trinta e cinco anos.

O fluxo de caixa pode ser avaliado, primeiramente, através do metodo de fluxo
de caixa descontado (FCD), sendo o método mais empregado o Valor Presente Liquido
(VPL). Este método consiste em trazer para a data zero todos os fluxos de caixa,
descontados por uma taxa de juros (custo de capital do setor) e subtrair do investimento,
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se 0 VPL ¢é positivo o investimento é viavel, do contrario invidvel. A Equacdo (4.1)

apresenta a definigéo do VPL.

VPL = Z

4.1
1+| (@)

sendo: t- duracgdo do projeto; i — Taxa de juros ou custo de capital do setor.

Para esta aplicacdo, a taxa de juros é 14% e o VPL é de R$ 207.362.284,06. O
investidor vai aplicar na geradora, pois o VPL é positivo. No entanto, como o projeto
tem uma duracdo de trinta e quatro anos, existe incerteza em relagao ao preco e as taxas
de juros. Esta incerteza pode ser modelada via Simulacdo de Monte Carlo. Para esta

aplicacdo é utilizada a Simulacéo de Monte Carlo, via Hipercubo Latino.

4.4.1 Simulagao de Monte Carlo e Amostragem Hipercubo Latino

A técnica de simulacdo de Monte Carlo pode ser dtil auxiliando as técnicas de
decisdes de investimentos (DIAS, 1996; HAAS, 1997). A simulagdo calcula o valor
esperado e a dispersdao (desvio padrdo) de uma varidvel (fluxo de caixa etc.)
considerando a faixa de variacdo e a distribuicdo de probabilidades de um conjunto de

parametros incertos.

O método de simulacdo de Monte Carlo gera continuamente e aleatoriamente
numeros a fim de criar varios eventos possiveis. Essa geracdo “randémica” isenta 0s
nameros de uma inclinagdo mais otimista ou pessimista do autor da projecdo. Cada
geragdo de novos valores corresponde a um evento ou cenario provavel de ocorrer, que
é inserido na distribuicdo de probabilidade. A disposicdo desses eventos em uma
distribuicdo possibilita a avaliacdo da probabilidade de ocorréncia de cada evento,
através de medidas de estatistica descritiva, como a média e o desvio padrdo (BRUNI et
al., 1998).

Em uma projecdo, identificam-se as varidveis que serdo geradas
aleatoriamente. As varidveis aleatdrias normalmente apresentam seus possiveis valores
dentro de uma faixa identificada por um valor minimo e um maximo. Além dessas
variaveis, existem variaveis independentes que, ou sdo constantes (desvio padrdo igual a
zero) ou variam (desvio padrdo diferente de zero), independentemente das variaveis

inicialmente identificadas.
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Conforme SALIBY e PACHECO (2002), outras variaveis podem ser
diagnosticadas como dependentes das variaveis a serem geradas aleatoriamente. Os
primeiros passos para identificar as varidveis, € definir uma relacdo de
proporcionalidade entre elas e as variaveis independentes, assim em cada geragédo
aleatéria de valores, as variaveis dependentes terdo automaticamente seus valores

gerados.

Apos a caracterizacdo de cada variavel do problema, inicia-se uma geracdo de
nameros aleatdrios, respeitando a faixa adotada para cada variavel independente. Faz-se
interessante ressaltar que essa geracdo pode ser efetuada através de tabelas de nimeros
aleatérios ou mais comumente através de geracdo computacional. Os recursos
computacionais disponiveis atualmente permitem que esse método seja facilmente

utilizado e seus resultados sejam apresentados de varias formas, inclusive graficamente.

Existem vérios softwares especificos ou mesmo as planilhas eletrdnicas
disponiveis no mercado possibilitam sua implementacdo nas proje¢des financeiras. Uma
vez gerados os valores para as variaveis independentes, pode-se automaticamente
calcular os valores das variaveis dependentes, através das relacdes percentuais firmadas

entre elas. A figura 5 apresenta um resumo de funcionamento do método de Monte

Carlo.
Walores pata a varidvel de resposta-
. = _ 1
Simulagio " - _Z s
M -1
— 1-&
¥, = _Zij
F =fiX5, X3 .., Xy) =
—
Método de =_ 1<
Fo==,
Bl Monte Carlo - " ??;Z.l: ¥
=1 ] p: 4}
11 i ¥
X1z X1 oz
X || = % 17

Figura 6 — Esquema da Simulacéo de Monte Carlo.
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4.4.1.1 Amostragem estratificada — aplicacdo do método hipercubo latino (LHS)

O método de amostragem hipercubo latino foi desenvolvido por McKay,
Conover, e Beckman (1979), como uma técnica de amostragem, de modo a obter
estimativas mais precisas. A base da LHS ¢ a estratificacdo completa da distribuicdo
das variaveis de entrada do modelo de simulacdo, de acordo com uma sele¢do
aleatdria dentro de cada extrato (SALIBY e PACHECO, 2002).

A amostragem de hipercubo latino é feita dividindo-se a faixa de valores de
cada variavel independente Xi, ..., Xk em n (nimero de elementos da amostra)
extratos de igual probabilidade de ocorréncia. A decisdo de qual valor a ser escolhido
continua sendo realizada de maneira aleatoria. Deste modo, é gerado aleatoriamente
o vetor R. Contudo, o numero aleatério ndo mais corresponde ao valor da
probabilidade acumulada diretamente, mas é feito um ajuste para que essa
probabilidade esteja dentro de cada extrato. Deste modo, o valor da varidvel aleatéria
é dado pela equacdo 4.2, sendo gerados n valores para cada variavel aleatoria
(SALIBY e PACHECO, 2002; FISHIMAN, 1996).

Xq= Fl[(i_lTJrRi)} i=1,23,...,n (4.2)

Os n valores obtidos, por esta equacdo, para a varidvel aleatoria X; sdo
combinados aleatoriamente com 0s n valores de X,. Estes n pares sdo combinados
aleatoriamente com os valores de X3, formando um conjunto. Um modo conveniente
de interpretar a amostragem hipercubo latino é como sendo uma matriz, de ordem n
(nimeros de elementos da amostra)x k (numeros de variaveis independentes), onde a
i™ linha contém os valores especificos de cada uma das k variaveis de entrada a ser
utilizada na i rodada de simulagdo. O efeito da abordagem LHS em relacdo ao
método de amostragem aleatoria simples pode ser comparado de acordo com a figura
6 apresenta a amostragem aleatoria simples para a combinacdo de duas variaveis
aleatoria. Ja a figura 7 apresenta a combinacdo aleatoria destas duas variaveis pelo

método de hipercubo latino.
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Figura 7 — Combinacédo de 50 valores de duas variaveis aleatorias pelo método de
amostragem aleatdria simples (SALIBY e PACHECO, 2002).
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Figura 8 — Combinacdo de 50 valores de duas variaveis aleatorias pelo método de
hipercubo latino (SALIBY e PACHECO, 2002).

Com o método LHS ¢é possivel modelar a dispersdo do retorno do projeto,

utilizando-se um nimero menor de iteracdes e de simulacgdes.

4.4.1.2 Formulagéo do problema Matematico

Com a técnica de simulacdo a ser utilizada escolhida, a formulacéo
matematica para a precificacdo de opcbes depende da volatilidade dos retornos do
projeto (que constitui o desvio padrdo dos retornos considerando o preco e a taxa de
juros ou custo de capital como variaveis aleatorias). Neste contexto, foi definida a
variavel Y que representa a variacdo percentual do valor do projeto. Esta variavel,

também ¢é aleatoria, assumindo valores: y1, ..., Yi,....,Yn dados pela equagdo 4.3.
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(P, +FC,)

i=1,23,....n 4,
VP J (4.3)

Yi=

sendo:

" FC .
VP, = L =1,2,3,...,n
J (Z (l+i)tJj J

=2
- (FC)

VP, = ) — t=123,...n
’ ;;(1”)‘

Com a utilizacdo do Excelg, é possivel realizar a Simulacdo de Monte Carlo
LHS, considerando que o preco da energia € uma variavel aleatoria com distribuigdo
Normal com média 128 e desvio padrdo de 30. Ja a taxa de juros, foi considerada
normalmente distribuida, com média 14% e desvio padrdo de 3%. A figura 8 apresenta a

distribuicdo dos retornos do projeto apos 1000 iteracOes de simulacéo.

Histograma dos retorno do projeto
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Figura 9 — Distribuicéo do retorno do projeto.

4.5 Resolucéo do problema matematico

Para a solucdo do problema de precificacdo, pode-se utilizar a abordagem
binomial. Sendo necessario definir alguns parametros, conforme ¢é apresentado na tabela
2 (COPELAND & ANTIRAKOV, 2001).
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Tabela 2 — Parametros do modelo binomial.

Opcéao 1 Opcao 2
Estagios da Arvore N 4
Expiracdo (anos) y 1 3
Volatilidade o 15%
Taxa Livre de Risco r; 5%
Vp do ativo-objeto Vo | R$ 279.775.309,07
Investimento X R$ 6.000.000,00 R$ 284.744.842,11
Investimento Inicial R$ 2.000.000,00
Salvage Value R$ 50.000.000,00

Além disso, se devem considerar as seguintes variaveis auxiliares na confecgdo

do modelo:

(4.4)

As duas ultimas variaveis modelam, respectivamente, a taxa de crescimento do

ativo-objeto e a taxa de reducdo do ativo-objeto. Neste caso, os valores sdo: u=1,16183

e d=0,860707. O préximo passo é construir a arvore de eventos, figura 9, obtida

facilmente comegando a partir do step 0 (Valor presente do projeto) e multiplicando-se

cada elemento anterior por u e o restante por d.

Step 0 Step 1 Step 2 Step 3 Step 4
R$ 279,78 R$ 325,05 R$ 377,66 R$ 438,78 R$ 509,78
R$ 240,80 R$ 279,78 R$ 325,05 R$ 438,78
R$ 207,26 R$ 240,80 R$ 377,66
R$ 178,39 R$ 325,05
R$ 279,78

Figura 10 — Arvore de eventos (os valores devem ser multiplicados por 1.000.000).

Na verdade, esta rvore mostra a evolucgdo do valor da geradora em cada estagio

do projeto. A partir da arvore de eventos da figura 9, é possivel construir a arvore de

decisbes, que constitui o valor da opcdo de investir em cada etapa do projeto da
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hidrelétrica. Para a determinacdo desta arvore, sdo realizados o0s seguintes

procedimentos:

A opcao de investimento em uma das etapas do projeto pode ser analisada como
uma opc¢do de compra americana, com preco de exercicio, X, equivalente ao
investimento a ser realizado. Para a opgdo americana, quando o valor presente
do projeto calculado no nd correspondente da arvore de eventos for maior que o
valor investido, a opcdo deve ser exercida e seu valor € V-X, de modo contrario a
opcao ndo deve ser exercida e seu valor é zero. A equacgéo 4.5 apresenta como se
determina o Valor da Opcédo, Vogr, através do valor presente da arvore de
eventos, VP, e 0 preco de exercicio da op¢éo, X.

Vo = Max(V — X,0) (4.5)

Para o step 4, por exemplo:
Vo = Max(509.783.850,55 — 284.744.842,11,0)
Vo = R$225.039.008,44

Com a repeticdo deste procedimento paras as demais células do step 4, € obtida a

ultima coluna da arvore de decisdo, conforme a figura 10.

Step 4
R$ 225.039.008,44
R$ 154.030.184,32
R$ 92.912.322,99
R$ 40.307.692,25
R$ 0,00

Figura 11 — Step 4 da arvore de decisdes.

Para Step 1 ao 3, é utilizado 0 método do portfolio replicado para estimar o valor

do projeto.
Vor = Max(V — X, Portfolio) (4.6)

O portfdlio replicado consiste em m unidades do ativo replicante, e B unidades

do titulo de divida sem risco, sendo calculado através da equagéo 4.7
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Portfolio= mV + B

V, -V (4.7)

Para o step 3, temos:

- _ 225.039.083,44-154.030.184,32 _,
509.783.850,55 — 438.775.026,42

~154.030.184,32 -1*438.775.026,42

B =-271.185.563,91

(1+0,05)
Logo:
Portfolio =1*325.052.534,35 - 271.185.563,91
Portfolio = 53.866.970,44
Assim:

Vo, = Max(325.052.534,55 — 284.744.842,11;53.866.970,44)

Vo = 53.866.970,44

Os valores definidos, agora sao utilizados para verificar a flexibilidade gerencial,
considerando a possibilidade de investir 6 milhdes. Nesta etapa, sera utilizada a

seguinte analise:

Vo = Max(V — X; SalvageValue — X —V;0) (4.8)
Para o step 1, vem:
Vor =
Max(215.547.174,16 —6.000.000,00;50.000.000,00 -6.000.000,00 - 25.547.000,00;0)

Vg = 209.547.174,00
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Subtraindo o valor de capital de giro de R$ 1.000.000,00 pode-se encontrar o valor de
R$ 209.547.174,00 que corresponde ao valor do projeto, com flexibilidade. Na verdade,
este valor € superior ao VPL de R$ 207.362.242,00 mostrando que a modelagem por

opcdes considera um ganho superior devido a flexibilidade conferida ao investidor.

4.6 Validacao

O modelo de precificacdo por binomial € método ja consolidado na teoria de opgdes
financeiras e foi aplicado neste exercicio para determinar a possibilidade de investir ou
ndo na geradora. A caracteristica que diferencia este trabalho ¢ a utilizacao da simulacao

de Monte Carlo, através da Amostragem estratificada LHS.

4.7 Aplicacédo do Modelo

Com a aplicacdo da abordagem, o que o investidor espera € verificar se investe ou ndo
na geradora. Como a andlise considerando a possibilidade de transferir o direito de
concessdo resultou em um valor de R$ 209.547.174,00 (incluindo as incertezas no prego
e na taxa de juros) esta € a decisdo mais acertada. Deste modo, antes de investir na
construcdo da usina, e ja tendo investido um total de R$ 6.000.000,00 o melhor é vender

o direito de concessdo e apurar um ganho de R$ 50.000.000,00.
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CAPITULO 5 - CONCLUSOES

5.1 CONCLUSOES

O trabalho apresentou a aplicacdo da modelagem matematica para a decisdo em

investimentos em geracdo hidrelétrica, por meio de opcles reais. A aplicacdo em

mercados de energia elétrica é importante, pois desde 2004 o governo vem demandando

programas de incentivo a expansdo do segmento de geracdo. As conclusdes que podem

ser retiradas com este trabalho sdo as seguintes:

A modelagem matematica constitui uma ferramenta capaz de organizar de uma
maneira mais clara e eficiente os problemas de tomada de decisdo em andlise de
investimento. Este fato pode ser percebido ja nas primeiras etapas ao se definir
de forma qualitativa o problema. A operacionalizacdo, que constitui em definir
em varidveis os itens qualitativos, se torna mais clara, ou seja, “quem” se
relaciona com o “que”.

As Teorias de Opgdes ndo € algo trivial e constitui um elemento de anélise ndo
linear dentro da literatura financeira. Com a aplicagio da modelagem
matematica suas etapas ficam facilitadas, bem como a analise de opcdes
encadeadas, tal como foi apresentada na aplicacdo do quarto capitulo.

A aplicacdo da Simulacdo de Monte Carlo LHS proporcionou uma répida
convergéncia na determinacdo da volatilidade dos retornos do projeto. Este fato
é importante, visto que em vérias aplicacdes na literatura ndo € utilizada esta

amostragem de baixa discrepancia.

5.2 SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

As sugestdes para as futuras pesquisas incluem:

A definicdo de um software que seja programado com base na modelagem
matematica tal como o abordado neste trabalho, para a automatizacdo do
método.

A utilizacdo da modelagem matematica para definicdo da meétrica de risco
coerente. Atualmente estd em discussdo qual seria a métrica de risco mais
consistente, pois a variancia e o desvio padrdo sdo questionados como métrica
de risco. No entanto, sdo necessarios estudos para verificar como modelar esta

métrica, considerando os varios tipos de ativos existentes.
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e A proposta anterior também pode ser estendido para os métodos de otimizacao e
formacéo de portfdlios eficientes. Existem diversas formas de obter os portfolios
eficientes. No entanto, é necessario estudo para modelagem das varidveis e
definicdo dos métodos para otimizacdo de carteiras de ativos. Principalmente,
quando os ativos candidatos sdo de diversas naturezas (op¢6es, fundo de acoes,

fundo de renda fixa).

5.3 CONSIDERACOES FINAIS

Com a aplicacdo desta pesquisa, se pode contribuir com a Teoria de Opcdes para
tomada de decisdo em investimentos. A intencdo ndo é esgotar o assunto, mas fornecer
argumentos para futuras pesquisas e verificar como a abordagem matematica pode ser

utilizada como importante ferramenta nas diversas areas, principalmente a financeira.
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