Instituto de Fisica Tedrica
IFT Universidade Estadual Paulista

TESE DE DOUTORAMENTO [FT-T.006/04

OSCILACOES NAO-LINEARES EM CONDENSADOS DE BOSE-EINSTEIN

Marijana Brtka

Orientador

Prof. Dr. Roberto A. Kraenkel

Co-orientador

Prof. Dr. Arnaldo Gammal

Outubro de 2004



Agradecimentos

Dedico meus sinceros agradecimentos pela ajuda e amizade a todos professores,

colegas e amigos do IFT, especialmente ao:
e Meu orientador Dr. Roberto André Kraenkel;

e Meu co-orientador Dr. Arnaldo Gammal;

Meu colaborador Dr. Fatkhulla Abdullaev;

Minha familia, em especial aos meus pais, irmao e marido;

Déafni Z. Marchioro que teve paciéncia para ler todas as pédginas da tese e

corrigir os erros na lingua portuguesa.

Agradego a FAPESP, pelo apoio financeiro, sem o qual este trabalho seria impossivel

de se realizar.



Resumo

Estudamos as oscilagoes nao-lineares de um condensado de Bose-Einstein em trés
dimensoes numa armadilha com simetria esférica e com comprimento de espalha-
mento periédico no tempo. Usamos o método variacional dependente do tempo e
deduzimos a equacao para a largura do condensado. A partir desta equacao, anali-
saremos as caracteristicas das ressonancias nao-lineares e o efeito de bi-estabilidade
em oscilagoes da largura do condensado. Previsoes tedricas sao confirmadas pelas

simulagoes numéricas da equacao de Gross-Pitaevskii.
Palavras Chave: Condensacao de Bose-Einstein; Equacgao de Gross-Pitaevskii;
Dinamica Nao-Linear; Oscila¢oes Nao-Lineares.

Areas do conhecimento: Dinamica Nao-Linear; Ondas de Matéria.

ii



Abstract

Nonlinear oscillations of a 3D radial symmetric Bose-Einstein condensate
(BEC) under periodic variation in time of the atomic scattering length have been
studied. The time-dependent variational approach is used for analysis of the charac-
teristics of nonlinear resonances in the oscillations of the condensate. The bistability
in oscillations of the BEC width is investigated. Predictions of the theory are con-

firmed by numerical simulations of the full Gross-Pitaevskii equation.

Key words: Bose-Einstein condensation; Gross-Pitaevskii equation; Nonlinear dy-

namics; Nonlinear oscillations.

Research Fields: Nonlinear dynamics; Matter waves.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Historico

A condensacao de Bose-Einstein é a ocorréncia de uma ocupagao macroscopica
das particulas bosonicas em um mesmo estado quantico. Quando um gas de bdsons
diluido é resfriado abaixo de uma temperatura critica T, o comprimento de onda
térmico do sistema, A\ oc T-/2, aumenta e se torna da ordem das distancias entre os
atomos. Esse é o limite em que a indistinguibilidade quantica das particulas torna-
se importante, pois comeca a haver uma superposicao entre as fungoes de onda dos
atomos, e devemos tratar o sistema segundo sua estatistica quantica correspondente.

Podemos dizer que a pesquisa sobre a condensacao iniciou-se com o artigo de S.
N. Bose em 1925 [1], em que o fisico indiano apresentou uma derivagao original para
a estatistica de fotons e a distribuicao de Planck. Logo a seguir, Einstein aplicou
o método de Bose para os dtomos nao interagentes de um gds [2], mostrando que
em temperaturas suficientemente baixas ocorre o empilhamento de uma fragao finita
das particulas (a qual tende a 1 quando a temperatura tende a zero) no estado de
menor energia *. Esse empilhamento hoje em dia denominamos de Condensacao de
Bose-Einstein (CBE). Einstein também destacou que a CBE ¢é a tnica transigao de
fase que ocorre na ausénsia de interagoes entre as particulas.

No periodo entre 1925 e 1965, as idéias sobre CBE desenvolveram-se inicialmente
com objetivo especifico de compreender o fenomeno de superfluidez, observado no
4He. Abaixo da uma temperatura critica, da ordem 7, ~ 2.17K, o hélio liquido
apresentava duas fases diferentes, uma delas identificada com propriedades distintas
de um fluido normal por viscosidade nula e aparecimento de vortices quantizados.
Até nossos dias, as propriedades associadas com a fase superfluida do “He ainda

nao encontraram uma explicacao tedrica convincente e completa, apesar de serem

*Os trabalhos de Bose e de Einstein precederam a divisao das particulas em duas classes,

férmions e bésons, dependendo do spin que essas possuam.



inimeras as evidéncias de que superfluidez estd associada com a CBE.

No periodo de 1947-1965 houve muitos e importantes estudos tedricos atacando
o problema do gas de Bose. Destacam-se, por exemplo, trabalhos de London, Lan-
dau, Tisza, Bogoliubov, Penrose, Onsager, Feynman, Lee, Yang, Huang, Beliaev e
Pitaevskii [3]. Uma abordagem que simplifica a anélise de sistemas condensados ¢ a
aproximacao de campo médio, que resulta na equacao de Gross-Pitaevskii [29], que
descrevemos mais adiante.

Apos esse periodo de grande desenvolvimento tedrico, iniciou-se intensa pesquisa
experimental para a obtencao de uma forma pura de condensado. A possivel realiza-
¢ao experimental da CBE num ¢ds era extremamente atraente pois cria um sistema
livre das complicagoes apresentadas pelo hélio liguido. Na década de 80, varios
cientistas passaram a investir no desenvolvimento de técnicas que permitam o resfri-
amento de um gés confinado a temperaturas que chegaram a ser de ordem de nano-
Kelvins. Finalmente, durante o ano de 1995, trés grupos de pesquisa, utilizando
técnicas que conjugam resfriamento a laser, aprisionamento magnético de atomos e
resfriamento evaporativo, conseguiram reunir as condi¢oes necessarias para observa-
cao da CBE em gases [4]-[6]. Os pesquisadores do laboratério do JILA em Boulder
(Colorado), conseguiram obter o estado condensado a partir de uma nuvem térmica
de 4tomos de ®"Rb [4]. Ainda no mesmo ano, foi realizada também a condensagao
de vapores de "Li (Rice University-Houston) [5] e ?*Na (MIT-Boston) [6].

Até o presente, foram também condensados os vapores de dtomos de 'H [7], 8Rb
8], *He* (metaestavel) [9], 1K [10], 33Cs [11] e '™YDb [12] e as moléculas de *°K,
[13] e SLiy [14].

Acompanhando os recentes sucessos experimentais em condensados atomicos e
moleculares, as pesquisas tedricas foram reativadas, dessa vez no sentido de simular

as condigoes experimentais.

1.2 Motivagao

Em estudos tedricos o condensado é descrito através de aproximacgao de campo
médio, na qual se considera que as particulas estao tao separadas umas das outras
que acabam sentindo apenas uma interacao média de dois corpos em sua dinamica.
Como veremos, a evolugao temporal destas particulas ¢ bem determinada por meio
das solucoes de um tipo de equagao de Schrodinger nao-linear denominada equacao
de Gross-Pitaevskii [24, 29].

As equacoes nao-lineares do tipo Schrodinger ocupam nas dreas de fisica uma
posicao de destaque porque descrevem uma série de fenomenos fisicos interessantes,

desde a fisica de plasma até a fisica dos condensados. Este tipo de equacgoes



encontram-se, também, em outros dominios cientificos como, por exemplo, em En-
genharias e Biociéncias.

Convém lembrar que a maioria dos sistemas nao-lineares nao tem solucao analitica
exata. Tais sistemas sao muito mais dificeis de analisar do que os sistemas lineares.
Isso ocorre porque sistemas lineares podem ser divididos em partes. Cada parte pode
ser resolvida separadamente e finalmente recombinadas para se obter a resposta do
sistema inteiro (superposi¢ao). Isso permite uma simplificagdo notavel. Mas muitos
fenomenos na natureza nao ocorrem desta forma. Sempre quando as partes do sis-
tema interferem ou cooperam, ha interagoes nao-lineares acontecendo, e o principio
de superposi¢ao nao se aplica mais.

Os sistemas lineares exibem movimentos simples como crescimento, decaimento,
equilibrio ou oscilagoes lineares. Em contraste, nos sistemas nao-lineares encontram-
se novos fenomenos: bifurcagoes, atratores estranhos, caos, solitons... O caos s6 pode
ocorrer para sistemas com trés ou mais graus de liberdade, enquanto os sélitons
foram descobertos na dinamica de equagoes unidimensionais [15].

Durante as iltimas décadas, houve grandes avancos computacionais que tornaram
possivel a implementacao de técnicas de calculo numérico para resolver esses prob-
lemas nao-lineares complexos e checa-los com os dados experimentais.

No caso de condensados de Bose-Einstein, o termo nao-linear na equacao de
Gross-Pitaevskii aparece por causa das interacoes entre as particulas. A natureza
da interacao efetiva atomo-atomo nestes sistemas tem grande influéncia na esta-
bilidade e dinamica dos condensados. O potencial efetivo repulsivo de dois corpos
corresponde ao comprimento de espalhamento de dois corpos na onda s positivo, e
o condensado sera estavel independente do nimero de atomos. Por outro lado, as
interacoes atrativas de dois corpos correspondem ao comprimento de espalhamento
negativo, e o condensado nao ¢ estavel para um numero grande de dtomos apri-
sionados, levando o sistema a sofrer um efeito chamado de colapso da funcao de
onda do condensado. Neste efeito, o condensado tende a ter seu volume ou raio
quadratico médio contraido até aproximadamente um ponto. Na realidade, isso nao
ocorre devido a existéncia de outros efeitos fisicos que se tornam relevantes nesta
escala e causam uma nova expansao do estado condensado.

A dinamica do condensado sujeito a uma perturbacao do potencial externo foi
assunto de varios artigos. As oscilagoes nao-lineares e ocorréncia da ressonancia,
ordindria ou paramétrica, foram estudadas nos artigos [65, 66, 69, 74]. A possibi-
lidade de movimento cadtico e existéncia das solugoes solitonicas foram mostradas
em [16] e [55], respectivamente. Experimentalmente, a resposta do condensado a
perturbagao do potencial harmonico é investigada em [17, 18].

Outro problema de interesse é a resposta do condensado sujeito a perturbacao



do comprimento de espalhamento de dois corpos. Na equacao de Gross Pitaevskii, a
dependéncia no tempo do comprimento de espalhamento resulta em potencial nao-
linear dependente do tempo. Isto conduz ao aparecimento dos efeitos novos, por
exemplo, o fenémeno de Bosenova [8], o fenomeno de “formagao de padroes” [58],
estabilizagdo de condensado homogéneo em duas dimensoes [60]... No artigo [67]
foram estudadas oscilagoes nao-lineares nos condensados em duas dimensoes e com
comprimento de espalhamento variado no tempo, utilizando o método variacional
e técnicas numéricas. Enquanto que no caso de condensado em trés dimensoes,
célculos numéricos foram realizados em [64], e consideragoes analiticas do problema
sao realizadas neste trabalho [78].

O objetivo deste trabalho é analisar as oscilacoes nao-lineares em condensado
de Bose-Einstein em trés dimensoes num potencial externo com simetria esférica,
e com comprimento de espalhamento periddico no tempo. Para tal, empregamos o
método variacional dependente do tempo e deduzimos a equacao diferencial ordina-
ria que governa a evolucao da largura do condensado. Resultados obtidos vao ser
comparados com resultados das simulagoes numéricas.

A seguir, resumimos em detalhes o contetido de cada capitulo dessa tese.

e No capitulo 2, analisaremos o fenomeno de condensagao de Bose-Einstein em
gases diluidos aprisionados. Descrevemos o tratamento de um gés ideal apri-
sionado por uma armadilha de potencial harmonico. Destacamos as modifica-
¢oes na dinamica de tais sistemas na presenca das interacoes. Para descrever o
gas nao-ideal, aplicamos a aproximacgao de campo médio. Usando a hipdtese de
que somente colisoes bindrias sao relevantes para dinamica do condensado em
temperaturas extremamente baixas, deduzimos a equacao de Gross-Pitaevskii
para a evolucao da funcao de onda do estado condensado. Com ajuda do
método variacional gaussiano, estimamos o nimero critico que leva ao colapso

em caso do condensado com interagoes atrativas entre dois corpos.

e O capitulo 3 iniciamos com uma breve revisao dos conceitos fundamentais da
teoria de espalhamento. Destacamos o caso de espalhamento a energias muito
baixas e definimos o comprimento de espalhamento de dois corpos na onda s.
A seguir, discutimos a relacao entre o sinal do comprimento de espalhamento
e o carater repulsivo ou atrativo do potencial de interacoes entre particulas.
Na secao 3.3, apresentamos um esquema simplificado da ocorréncia de resso-
nancia de Fesbach, usada freqiientemente para obter variagoes no tempo do

comprimento de espalhamento.

e No capitulo 4, aplicamos o método variacional dependente do tempo a equacao



de Gross-Pitaevskii numa armadilha esférica, e obtemos a equacao ordinéria
diferencial para evolugao da largura do condensado. Analisaremos dois casos:
o caso do condensado com interagoes entre dois corpos repulsivos, e o caso
do condensado com interacoes entre dois corpos atrativos. Determinamos os
pontos de equilibrio da largura do condensado, e as freqiiéncias das pequenas

oscilagoes nas suas proximidades.

No capitulo 5, estudamos o caso do comprimento de espalhamento periédico no
tempo. Obtemos as equacoes necessarias para estudos das ressonancias nao-
lineares, principais e paramétricas. Comparamos resultados com resultados
obtidos aplicando o método de Crank-Nicolson a equacao de Gross-Pitaevskii
original. Dessa forma, verificamos os resultados obtidos a partir do método

variacional.

Finalmente, no capitulo 6, destacamos as principais conclusoes obtidas e pers-
pectivas tedricas para outros trabalhos que visualizamos em sistemas nao-

lineares e condensados.



Capitulo 2

Condensacao de Bose-Einstein em atomos

aprisionados

2.1 As técnicas modernas de confinamento e resfriamento

atomico

A ocorréncia da CBE é uma manifestacao macroscopica da chamada natureza
quantica da matéria. Outras manifestacoes desta natureza sao a super-condutividade
e a superfluidez do hélio *He liquefeito. Como ja foi mencionado, até dez anos atrés,
“He superfluido era um exemplo tunico da ocorréncia da CBE *. Porém, como se
trata de um liquido, o *He apresenta uma forte interacao entre seus constituentes, o
que torna seu estudo tedérico um problema de muitos corpos ainda em aberto. Por
outro lado, sabia-se que a confirmacao experimental de CBE seria muito mais facil
de verificar se pudesse ser realizada em gases, ja que a teoria é muito mais simples.
Porém, com gases, os pesquisadores encontraram outros problemas: como resfriar os
gases em temperaturas muito baixas, sem a mudanca de fase gas-liquido (ou sélido)
presentes em quase todos os sistemas fisicos conhecidos?

Na década de 80, o sucesso da producao e estabilizacao do hidrogénio atomico
criou novas perspectivas para estudos de gases quanticos. Os atomos de hidrogénio
eram inicialmente resfriados, depois aprisionados por um campo magnético e, por
fim, resfriados por evaporacao. Essa técnica se aproximou bastante de uma observa-
¢ao de CBE, nao obtendo sucesso devido ao efeito de recombinagao de atomos in-
dividuais que formavam moléculas. Posteriormente, aplicando procedimentos seme-
lhantes em hidrogénio polarizado em spin, foram obtidas as primeiras observagoes
de CBE em 'H [7].

Assim, devido a problemas técnicos no caso do hidrogénio, os sistemas mais

promissores eram os gases de metais alcalinos. O espectro de niveis de energia

*Em 1938 Kapitza, Allen e Misener demonstraram a superfluidez do Hell.



desses atomos pode ser excitado de modo mais eficiente na fase de resfriamento a
laser e de confinamento 6ptico. Para esses casos, é inibido o processo de formagcao
de moléculas, como acontece no caso do hidrogénio.

Hoje em dia, existem algumas técnicas de resfriamento atomico e nao pretende-
mos aqui esgotar o assunto analisando em detalhes todo o processo de resfriamento.
Esperamos aqui tragar apenas as linhas gerais desse processo e remetemos a [19] e
[20] para uma revisao dessas técnicas T.

Na primeira etapa do resfriamento os atomos alcalinos em temperatura ambiente
sao bombardeados por laser para serem freados. Nesse processo, a temperatura cai
para aproxidamente 10u/. Apods essa etapa, ao mesmo tempo em que se desliga
o feixe de laser, liga-se a armadilha magnética e os atomos ficam aprisionados em
armadilhas magnéticas harmonicas, de forma que os atomos sintam a presenca de

um minimo desse potencial, para onde eles irao quando formarem um CBE.

Para obter as temperaturas ainda mais baixas necessarias para observagao da
CBE introduziu-se uma poderosa técnica de resfriamento atomico: o resfriamento
evaporativo. Essa técnica baseia-se no fato que se removermos as particulas mais
energéticas de um sistema em equilibrio, o restabelecimento do equilibrio resfria o
sistema inteiro. O processo de resfriamento evaporativo permite atingir temperatu-
ras da ordem de 100nK (ordem de grandeza da temperatura do condensado), claro

que as custas da perda de uma certa fracao das particulas.

Para verificar se o gés esta na fase condensada, é necessario olhar para a distribui-
cao espacial dos atomos ou analisar a distribuicao de momentos. Esta observacao é
feita iluminando-se a amostra com um feixe ressonante e observando sua absorcao
com uma camara. Na regiao onde a amostra ¢ mais densa ha maior absorgao e vice-
versa. Normalmente a amostra atomica aprisionada tem dimensoes tao pequenas
(0.1mm — 1mm) que é possivel a ocorréncia de efeitos de difragdo durante sua
interagao com a luz [21]. Para evitar estes efeitos, desliga-se a armadilha confinante
deixando a amostra atomica livre para se expandir num movimento balistico. Depois
desta expansao livre a amostra ganha um tamanho suficiente para evitar efeitos de
difracao mas ainda reproduz a distribuigao original.

Abaixo de uma certa temperatura critica, as medidas da distribuigdo de momen-
tos mostram um pico estreito sobreposto a distribuicao térmica dos atomos. Isso é
uma clara assinatura experimental de um condensado de Bose-Einstein. No espaco
de configuracao, ao antingirmos a temperatura critica, a distribuicao apresenta a

menor largura da nuvem e um salto na densidade central. O valor da densidade no

fO desenvolvimento de técnicas de resfriamento a laser e explicacdes como os atomos eram
resfriados deu o prémio Nobel aos pesquisadores S. Chu, Bill Phillips e Cohen-Tanoudji em 1997.



centro de CBE é tipicamente da ordem de 10'3-10% &tomos por centimetro ctibico.
Comparando estas densidades com a densidade do ar em temperatura ambiente,
10" 4tomos por centimetro ciibico, podemos claramente ver que se trata de um gés
frio e diluido. Assim, colisoes de trés corpos sao eventos raros e o tempo de vida de
um condensado (de alguns segundos até um minuto) é suficientemente longo para

realizar os experimentos.

2.2 Aspectos basicos da CBE para um gas ideal numa ar-

madilha harmonica

Oitenta anos atras, Einstein cumpriu a promessa feita por ocasiao da publicacao
do trabalho de Bose e aplicou o resultados de Bose aos dtomos de um gas livre.
Ele usou as energias de particulas livres de massa m, ¢; = p?/2m e calculou uma
distribuicao da ocupacao dos niveis de energia tomando o “limite termodinamico”
que consiste em pensar em um numero de dtomos infinito em um volume também
infinito, de modo que a densidade tenha um valor finito (ver o apéndice A). Setenta
anos depois, a condensacao de Bose-Einstein em um gas rarefeito de rubidio foi
pela primeira vez produzida e observada num laboratério [4], contendo os dtomos
do gas confinados em uma armadilha magnética. Isso reorientou o interesse de
estudos para uma situacao fisica diferente: de um conjunto de particulas bosonicas
confinadas dentro de uma caiza de paredes rigidas, para um conjunto finito de N
atomos presos em uma armadilha.

Na maioria dos casos o potencial que confina os dtomos pode ser aproximado por
um oscilador harmonico de modo que, para enterdermos o sistema, é primeiro preciso
um tratamento de um conjunto de bdsons em um potencial externo harmonico.
Consideramos entao um gas confinado por um potencial dado por

Vewt = %(wiﬁ + Wiy + wiz?). (2.1)
As suas superficies equipotenciais sao em geral elipsdides cuja simetria depende dos
valores das freqiiéncias. Para determinar a simetria do potencial, é conveniente
definir um parametro A = w,/w,, onde w, = w, = w,, que fixa a simetria do
problema: para A = 1 o potencial é esfericamente simétrico, para A > 1 o potencial
tem simetria de “panqueca” ou “disco”, enquanto que para A < 1 a simetria é de
“charuto”.
Os niveis quanticos de energia de uma particula neste potencial harmonico sao

dados pela expressao:

1 1 1
nanne = (1 5y + 1y + 5 )y + (s + 5o, (2.2)



onde n,, n, e n, sao trés numeros quanticos inteiros nao-negativos. A energia do
estado fundamental (n, = n, = n, = 0) é dada por €y = %h@ onde @ é a média
aritmética das freqiiéncias de aprisionamento:

Wy + Wy + W,

3

W= (2.3)
Vamos agora admitir que haja uma ocupacao enorme no estado fundamental e cal-
cular em que temperatura isto deve ocorrer.

A uma determinada temperatura 7' o nimero de particulas que em média ocupam
o estado de energia € é dado por [23]

De

Ne - eﬁ(€_ﬂ) —1

(2.4)

onde p. é a degenerescéncia do estado de energia €, i é o potencial quimico e § =
(kgT)~'. O potencial quimico é um importante parametro termodinamico que em
geral depende do niimero de particulas e da temperatura. Se ele apresenta o mesmo
valor em todos os pontos do sistema, este é dito estar em equilibrio termodinamico.
A expressao (2.4) revela uma limitagao importante para o potencial quimico: como
N, nao pode ser negativo, ¢ preciso que €,,,,,, > f para todas energias €, n. -
Em outras palavras, o potencial quimico p deve ser menor que o menor dos €,,y,n.
ou i < €geo- Quando o potencial quimico se aproxima da energia do estado menos

energético:

MU — €poo = gﬁ(x_), (25)

o numero de particulas no estado fundamental N,

1
No= G =1 (2.6)

torna-se macroscopico. Este é o mecanismo numérico por tras do fenomeno de CBE.
Assim, quando p se aproxima do limite superior (2.5), o nimero total de particulas
¢é dado por

1
e,@h(wxnn-l—wyny—‘rwznz) -1 '

N=No+ >,

nmvnyynz?éo

(2.7)

Para calcular a soma acima, geralmente usa-se a aproximacao semiclassica para os
estados excitados [24] e assume-se que o espacamento dos niveis de energia torna-se

muito pequeno quando N — oo, de modo que se pode substituir (2.7) por

00 o0 OO dngdn,dn,
N = Ny+ /O /0 /O . (2.8)




A precisao da aproximacao semicldssica (2.8) é boa quando kgT > hwy,, onde wp,

¢ a média geométrica
Whe = (wxwywz)l/3. (2.9)

Resolvendo-se (2.8), encontra-se

kgT

hwho

N —No=¢B)(;—)° (2.10)
onde ((3) = 32, 75 = 1.202, chamada fun¢do de Zeta de Riemann. Da ultima
expressao pode-se extrair a temperatura critica de transicao T, assumindo que Ny =
0 para T =T,:

kpT, = hwho(i)l/i” = 0.94hwp, N3 . (2.11)
¢(3)

Esta expressao permite calcular a que temperatura é esperada a ocorréncia
da CBE quando sao conhecidas as caracteristicas da armadilha e o nimero de
particulas. Para um valor “tipico” de freqiiéncia da armadilha de 200H z, a tempe-
ratura critica T, é da ordem de 200nK para N = 10000, e 400nK para N = 100000
particulas. Os valores de T, medidos sdo muito préximos ao do gés ideal (2.11).
Assim, o modelo de oscilador harmoénico sem interacao guiou os experimentais ao
valor adequado. *

Uma vez conhecida a temperatura critica podemos determinar a fragao de particulas

no estado fundamental (Ny/N) como fun¢ao da temperatura [25]:
—=1-(=)% T<T,. (2.12)

Este tipo de curva (Figura 2.1), carateristica de uma transicio de fase, é uma
“assinatura” marcante da ocorréncia da CBE. Ela mostra a dependéncia com a
temperatura da fracao condensada para uma temperatura " < T,, ou seja, para uma
temperatura finita teremos parte do gas condensado e ainda uma parte termicamente
distribuida. E facil ver que, a temperatura zero, todas as particulas estarao na fase
condensada. Para T > T, o potencial quimico é menor que €y e depende de N,
enquanto que a populacao do estado mais baixo é da ordem de 1 ao invés de N.

Célculos exatos executados para soma (2.7) mostram que a fra¢ao de condensado

No/N é menor que a previsao (2.12), e a transicao é arredondada. Porém, os efeitos

¥Nas armadilhas disponiveis, com N variando de alguns milhares a varios milhoes, a tempera-
tura critica kT, é de 20 a 200 vezes maior do que hwp,, 0 que significa que a aproximagao
semiclassica usada em (2.8) deve funcionar bem.
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Figura 2.1: Fracao condensada de d4tomos de 87 Rb como funcao de T//T,.. Os pontos correspondem

a dados experimentais [26] e a curva ao modelo do gds ideal nao-uniforme, dado pela equagao (2.12).

de tamanho finito sao significativos somente para valores de N menores que aproxi-
damente 10%. J4 para N = 100000 obtém-se praticamente os mesmos resultados

(ver por exemplo [27]).

O limite termodinamico para sistemas em observacao é definido por N — o0,
Who — 0, e o produto Nwj constante e finito [24, 49]. Com esta defini¢ao, a
temperatura de transi¢ao (2.11) é bem definida no limite termodindmico. Porém, o
nimero de atomos nas armadilhas experimentais nao ¢ infinito. Em conseqiiéncia, o
limite termodinamico nunca é exatamente atingido e um dos efeitos é a auséncia de
descontinuidades nas funcoes termodinamicas. Entao, estritamente falando, a CBE
nesses gases aprisionados nao é uma transicao de fase [24]. Na prética, a ocupacao
macroscépica do estado de mais baixa energia ocorre de uma maneira muito abrupta

quando a temperatura é diminuida, e pode ser facilmente observada.

A observacao de qualquer transicao de fase em um sistema fisico exige o acom-
panhamento de suas propriedades termodinamicas e a constatacao de mudancas
de comportamento ao cruzamos a temperatura critica. Como no caso do oscilador
harmonico, o resfriamento é seguido de um acimulo de 4tomos no centro do poten-
cial, a observacao da distribuicao espacial da amostra como fun¢ao da temperatura

pode revelar a ocorréncia da CBE.

A densidade de atomos no estado fundamental é dada através da expressao:
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Figura 2.2: Previsoes para a densidade de coluna de 5000 bésons sem interagao em uma armadilha
esférica & temperatura T' = 0.97,. A curva mais estreita corresponde a densidade do condensado
e a curva mais larga corresponde a densidade da nuvem térmica. O eixo x tem unidades de lg
e o eixo y unidades de [ 2. As mesmas curvas podem ser identificadas com as distribuicoes de
momento das particulas condensadas e nao condensadas, substituindo-se a abscissa e a ordenada
por p, ( em unidades de I 1) e pela distribui¢gao de momento (em unidades de [2), respectivamente

[24].

no(7) = Nolgo(7)|* (2.13)

onde ¢ (7) representa a fungao de onda de uma particula no potencial harmoénico:

MWho 3 m
00(7) = (—°) teapl— o (wer® +wyy® +w.2°)]. (2.14)

A fungao de onda ¢y(7) é uma gaussiana com largura média dada por

h
mwhpe

lo = (——)2. (2.15)

Este parametro pode ser interpretado como a largura da nuvem condensada para o
caso em que os atomos nao interagem. Assim, o tamanho da nuvem é independente
de N e fixado pelo comprimento do oscilador harmonico. As armadilhas usadas nos
experimentos possuem [y tipicamente iguais a 1pum.

A temperaturas nao nulas, somente parte dos atomos ocupam o estado funda-

mental, os demais sao distribuidos nos estados excitados. O raio da nuvem térmica
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pode ser estimada grosseiramente assumindo kg1 > hwy,. As particulas nos esta-
dos excitados comportam-se como particulas classicas e a distribuicao estatistica de

Boltzmann pode ser aplicada:

ny & exp[—Veur/kpT).

Para o caso do potencial harménico V. = smwj,r?, a largura da nuvem térmica é

maior que ly:

kT ?
R, =, (hf)h ) . (2.16)

O uso de uma funcao de Bose nao muda significativamente esta estimativa. Como a
grandeza [y esta associada ao tamanho da nuvem do condensado, podemos ver que
a nuvem térmica apresenta uma largura maior que a largura do condensado.

A CBE em armadilhas harmonicas é verificada com o aparecimento de um pico
estreito sobre uma distribuicao mais larga, tanto no espago das coordenadas quanto
no espaco dos momentos. Isso é uma caracteristica peculiar de gases de Bose apri-
sionados. No caso de um gas uniforme, onde as particulas condensam em um estado
de momento nulo, a CBE nao pode revelar-se no espago das coordenadas.

Vamos agora analisar as mudancas nas propriedades de um condensado de Bose-

Einstein quando as interagoes entre as particulas sao levadas em conta.

2.3 Efeitos de interagoes no condensado de Bose-Einstein

A hamiltoniana de muitos corpos descrevendo N bdsons interagindo, confinados

por um potencial externo V.., é dada por [24]
H = [ AP (7) [~ 3552 4 Vi ()] W(F) + § [ dde U () B (7)Y (7 = o) 0 (7)

onde U(7) e U(7) sdo os operadores de campo bosonicos que aniquilam e criam
uma particula na posigao 7 e V(7 — 7 ) é o potencial interatémico de dois corpos. A
existéncia do dltimo termo na hamiltoniana (2.17), o termo de interagoes entre os
bosons, faz que o sistema se torne intratavel tanto quanto qualquer outro sistema de
muitos corpos. A dinamica de cada um dos bdésons depende da dinamica de outros,
ao contrario do que acontece no caso de gas livre.

Uma abordagem que simplifica a andlise de tais sistemas é a aprorimacao de
campo médio (ACM). Essa aproximagao consiste em tratar a dinamica de uma

particula levando em conta apenas o efeito “médio” de sua interacao com as outras.
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Este efeito médio é descrito simplesmente por um potencial adicional, ao qual cada
uma das particulas esta sujeita, que depende, no entanto, do estado das demais.
Como o estado de cada uma das particulas que contribui para esse potencial adicional
depende dele (do potencial), o que se perde nesse tipo de tratamento é a linearidade
caracteristica das equagoes da mecanica quantica. Assim, a aproximacao de campo

médio resulta em uma equacao nao-linear.

2.3.1 A equagao de Gross-Pitaevskii (EGP)

A idéia basica para a descricao de campo médio de um gas diluido foi formulada
por Bogoliubov em 1947 [28]. O ponto chave consiste em separar a contribui¢ao do

condensado para o operador de campo bosonico:
U(7) ~ /rg + 0(7),

onde /ng =c-nimero= const, e 0 < Vo (ng = No/V com Ny niimero de bésons no
condensado). Tratando o operador 0 como uma pequena perturbagao, Bogoliubov
desenvolveu a teoria de “primeira ordem” para o gas uniforme de bésons. A mesma
idéia pode ser aplicada para o caso nao-uniforme expandindo a teoria para as ordens
mais baixas em 6. A principal diferenca é que, no caso nao-uniforme, obtém-se uma
teoria de “ordem zero” nao trivial.

A generalizacao da teoria de Bogoliubov para o caso de configuragoes depen-

dentes de tempo e nao-uniformes é dada por
U(r,t) = VU(r,t) + 6(7, t). (2.18)

Aqui, ¥(7,t) é a fungdo complexa definida como W(7,t) = <\iJ(F, t)>, cujo médulo
fixa a densidade do condensado ng(7,t) = |¥(r,t)|*. A decomposigao (2.18) é util se
é(ﬁ t) é pequeno, isto é, quando a redugdo do condensado é pequena. Entretanto,
em um gas frio e diluido, a reducao do condensado devido as interagoes é pequena,
menor que 1%, e pode ser desprezada.

A funcdo ¥(7,t) é um campo cldssico com o significado de um pardmetro de
ordem, que é freqientemente chamado de fun¢do de onda do condensado. Para
deduzir a equacao para esta fungao, usamos a equacao de Heisenberg:

h*Vv?

ih (P 1) = | =7 4 V() + / U V(7 — A, O | B ). (2.19)

Substituimos o operador 0 pelo campo classico ¥ e usamos o fato que para um gas

diluido e frio, as colisdes entre dois atomos sao caracterizadas por um parametro
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tnico: o comprimento de espalhamento de onda s (ver o capitulo 3). Isto permite

que se substitua V (r’ — 7) na equacio (2.19) por uma interacao cfetiva
V(' — ) = gd(r’ —7), (2.20)
onde o ¢ esta relacionado ao comprimento de espalhamento de dois corpos a,:

2
g= e (2.21)
m

Este procedimento resulta em equacgao para o parametro de ordem:

'hgxlf(*t)— —h2v2+v (7) + g|U (7, )| | U(7,t) (2.22)
1 8t r, = 2m ext\T g r, r, . .

Esta equacao foi deduzida independentemente por E. P. Gross e L. P. Pitaevskii no
ano de 1961 [29]. Ela descreve a dinamica de um géds nao-ideal e ndo-uniforme em
T = 0. Sua validade é baseada na condi¢ao de que o comprimento de espalhamento
de onda s é muito menor que a distancia média entre os atomos: njas]*> < 1 (n é a
densidade média do gas). A equagao (2.22) é uma equacao cldssica no sentido que
¥ nao é um operador, mas ainda contém a constante A explicitamente.

A equacgao de Gross-Pitaevskii (2.22) pode também ser obtida usando o proce-
dimento variacional [30]. A energia do sistema é dada por

L[ n 2 N 4
BW) = [ a7 | VW@ 4 VR + v (223

O primeiro termo na integral é a energia cinética do condensado E;,, o segundo é a
energia do oscilador harmoénico E},,, enquanto que o iltimo € a energia de interagao
de campo médio.

Para obter a forma de ¥ adequada, minimizamos a energia (2.23) com respeito a
U e U* onde * significa o complexo conjugado. A condigao de conservacao do niimero
de atomos no condensado pode ser levada em conta através de um multiplicador de
Lagrange p (o potencial quimico). Em outras palavras, minimizamos a grandeza
E — uN para p fixo. O resultado da conta é de novo a equacgao do tipo Schrodinger

nao-linear, conhecida como equacao de Gross-Pitaevskii independente do tempo:

h2v2
- 2m

U(7) + Veur (MU (F) + [T () *U(F) = o T(7). (2.24)
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2.3.2 Efeito da interagao no estado fundamental

Como ja foi mencionado, a aproximacao usada na secao anterior é valida quando
o comprimento de espalhamento é muito menor que a distancia entre as particulas:
nlas|* < 18, Isto vale quando o sistema é dilufdo ou fracamente interagente. Entre-
tanto, isso nao implica necessariamente que os efeitos de interacoes sao pequenos.
Primeiro, vamos estimar estes efeitos somente qualitativamente.

Consideramos um condensado numa armadilha harmonica e esfericamente simétrica:
Vewt = mwi, r?/2. A largura da nuvem do condensado é ~ R e a energia potencial
de uma particula dentro do potencial ¢ simplesmente ~ mw? R?/2. A partir do
principio de incerteza de Heisenberg o momento do &tomo é da ordem de h/R, e
a energia cinética é da ordem de #? /2mR? por particula. Assim, em sistema sem
interagoes, a energia total varia com 1/R? para valores pequenos de R, com R? para
R grande e tem um minimo quando energia potencial e energia cinética sao iguais.

O valor correspondente para largura do condensado é

5 1/2

lo =
mwpe

Consideramos agora os efeitos de interagoes. A densidade das particulas é n ~
N/R? e energia de interacao é da ordem de ng ~ gN/R3, onde g é o parametro
dado por (2.21). Este parametro pode ser tanto positivo quanto negativo e o efeito
das interagoes sera qualitativamente diferente conforme o caso. Para interagoes
repulsivas, ¢ > 0, o termo adicional de energia, variando com R™3, empurra o
minimo da energia para maiores valores de R. Conseqiientemente, a largura da
nuvem aumenta e a densidade no centro do condensado diminui (figura 2.3).

Em caso de interagoes atrativas, g < 0, a energia diverge para —oco com —1/R?
quando R — 0. Para ntumero de particulas suficientemente pequeno, existe mais
um minimo da energia, um minimo local para o valor da largura da nuvem menor
do que para o caso sem interacoes. Quando o numero de particulas aumenta, o
pogo de energia se torna menos profundo, e a partir do numero de particulas critico,
este minimo desaparece. Ultrapassado esse ntimero critico de particulas, o sistema
colapsa.

A existéncia de um limite para o nimero de atomos no caso atrativo foi demon-
strada experimentalmente por Sackett et al. [31] com dtomos de “Li armadilhados.
Atingido esse nimero maximo o sistema implodia e a seguir explodia. Este fendmeno
foi também observado experimentalmente com dtomos de ¥Rb condensados [32] e

é denominado de Bosenova em analogia ao fenomeno de supernova que ocorre em

§No experimentos realizados nja,|> < 1072,
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Figura 2.3: Densidade de distribui¢ao de dtomos de ** Na em uma armadilha, como funcio da
coordenada axial. A linha sélida corresponde & previsao da teoria de campo médio para intera-
¢oes repulsivas de dois corpos. A linha tracejada mostra a previsdo para um gas ideal. Pontos

correspondem a dados experimentais [24].

estrelas para uma determinada massa critica. Na verdade, o niimero critico depende
nao sé do numero de atomos. De forma mais geral, podemos definir uma constante
de criticalidade

|as|
lo

ke=N (2.25)

A determinacao desse niimero pode ser feita por um célculo aproximado através de
um método variacional usando uma gaussiana como “ansatz” (veja [30] ou [24]).
Dentro do espirito da aproximacao de campo médio, podemos supor que o estado
de N bésons condensados é descrito por uma fungdo de onda macroscépica V(7).
Ja concluimos que, em temperatura zero e em sistemas ideais, a fungao de onda do
condensado corresponde ao estado fundamental do oscilador harmoénico que serve

como armadilha:

. (_’) B N1/2 —22/2a2 —y?/2a2 —22 /243 (2 26)
o(F) = 7r3/4(a1a2a3)1/26 e e , .

onde a;, (i = 1,2,3) sdo dados por a? = Ii/mw;.
No caso quando levamos em conta interagoes entre atomos, a presenca do po-
tencial de campo médio modifica a funcao de onda. Vamos impor que neste caso a

funcao de onda seja também uma gaussiana com larguras b; a serem determinadas:
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_ N1/2 —a:2/2b§ —y?/2b3 —22/2b2 297

O = gy 220

O passo seguinte sera entao determinar os valores de b; que minimizam a energia
(2.23). Isto é o que se chama de aprozimacdo gaussiana ao problema variacional.

Substituindo o “ansatz” (2.27) em (2.23) obtemos a seguinte expressao:

Byt — NS a? b N3g 2.28
(17 273 Z <4b2 —>+m ()

O minimo da energia corresponde ao minimo da energia por particula, quando os
b; sao variados, com todos os outros parametros constantes. Para identificar esse

minimo é conveniente usar as variaveis adimensionais:

b,
i = 2.29
n=? (2:29)
Analisamos os zeros das derivadas dFE(xq,xq,x3)/dx; (i = 1,2,3), e obtemos as
seguintes equacoes:
1 1 1 Ng 1
—hw;(a} — =) — — =0. 2.30
2" (z x?) 2(2m)3/2 I3 xyxomws3 (2:30)

No caso geral, resolvendo este sistema de trés equacoes acopladas, obtemos os
parametros variacionais b;. Quando a interacao entre os bosons é efetivamente repul-
siva, o valor do comprimento de espalhamento a4 é positivo. Um caso de particular
interesse é o chamado “limite de Thomas-Fermi”. Neste caso, o termo da energia
cinética se torna pequeno em comparacao com a energia de interacao, e pode ser
desprezado.

A figura (2.4) mostra dependéncia da energia por particula £/N do condensado
numa armadilha simétrica, com relagdo ao parametro variacional b(= by = by = bs)
para valores diferentes de Nag/ly. O caso de interagoes atrativas corresponde ao
valores de comprimento de espalhamento as negativo. Como a figura revela, para
valores de N|as|/lp menores do que um valor critico, existe um minimo local. Esse
minimo é separado da regiao de colapso por uma “barreira” o que garante uma situa-
¢ao de metaestabilidade para o sistema de bésons. A medida que N las|/ly aumenta, o
efeito protetor da barreira diminui levando finalmente ao colapso do sistema. Todas
essas propriedades foram observadas no caso de condensados atomicos de “Li, para o

qual as; ~ —1.5nm. Nas condicoes experimentalmente utilizadas, o nimero maximo
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Figura 2.4: Expressio variacional para energia por particula para uma armadilha isotrépica e
harmoénica como fungdo do pardmetro variacional b, e diferentes valores de parametro Nag/lp.
A curva pontilhada corresponde ao valor critico de aproxidamente —0.67, quando o condensado

torna-se instével [30].

de atomos que pode ser acumulado sem o que sistema colapse é de alguns milhares
33].

O numero critico pode ser calculado a partir das condi¢oes que a primeira e
segunda derivada de E/N com respeito a b s@o iguais a zero. Dessa maneira, o

método variacional gaussiano mostra o seguinte valor critico:

jas| _ 2(2m)"2
lh — 5%/4

ke=N ~ 0.67. (2.31)

A constante de criticalidade pode ser calculada a partir da equagao de Gross-
Pitaevskii, sem uso da aproximacgao variacional gaussiana. O ntmero critico foi
calculado por grupos das ref.[34] e [35] usando as técnicas numéricas de propagacao
no tempo imaginario e de chute, respectivamente. O valor obtido para o caso de
simetria esférica é k. = 0.575.

Para simetria cilindrica, o valor previsto pelo cdlculo numérico é de 0.550 [36].
Experimentalmente, os pesquisadores do grupo de JILA [37] mediram valor de
0.547(58). Esses resultados mostram que o campo médio é uma boa descrigao,

pelo menos para a determinacao do ntimero critico.

19



A EGP prevé que ultrapassando o limite critico k. o condensado ird colapsar
indefinidamente para uma singularidade, i.e., o raio quadratico médio ird a ze-
ro I. Entrentanto, & medida que o sistema vai se contraindo sua densidade aumenta.
Ficam entao favorecidos processos de colisao ineldstica de trés corpos com perdas,
o que remove a singularidade e impede que o condensado colapse para um ponto.
Estudos nessa dire¢ao foram realizados por pesquisadores nas ref. [39].

YEstudos de colapso na equacio de Schrodinger nao-linear foram originalmente realizados nas
areas de plasma e Gptica [38]
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Capitulo 3

Comprimento de espalhamento e ressonancia de
Feshbach

Os condensados atomicos de Bose-Einstein produzidos em laboratério sao sis-
temas frios e, também, sistemas rarefeitos: as densidades tipicas sao de 103-10'
atomos por centimetro cubico. A natureza diluida do gas faz que a distancia
média entre os atomos seja tipicamente mais que dez vezes o alcance das forcgas
interatomicas. Isto significa que, quando dois atomos interagem, a probabilidade de
que um terceiro atomo esteja por perto (podendo participar da interagao dos dois)
é bastante pequena. Como os atomos do condensado sao muito frios, os processos
de colisao sao essencialmente elasticos. O fato de ser necessaria a conservacao de
momento e energia é que impede a formacao de moléculas a partir da colisao de
dois corpos [40]. Interacoes entre trés corpos limitam a vida do condensado, cau-
sando a formagao das moléculas diatomicas, liberando energia da ordem de alguns
Kelvins. Quando dois atomos nao ligados passam para um dos estados ligados, é
preciso que eles se livrem de parte da energia que possuem. Assim, a participagao
de um terceiro atomo no processo é necessario, pois ele carrega consigo a energia
sobressalente. Esse mecanismo, chamado recombinacao de trés corpos, é inibido pela
baixa densidade do condensado. Desta maneira, a vida dos condensados chega até

varios segundos.

Em geral, o processo de colisao em energias muito baixas é independente dos
detalhes do potencial de dois corpos, e pode ser muito bem caracterizado através de
um unico parametro diretamente relacionado com a segao de choque para espalha-
mento dos dois corpos. Portanto, uma breve revisao da teoria de espalhamento vai

ser apresentada na seguinte secao.
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3.1 Conceitos basicos da teoria de espalhamento

Vamos primeiro introduzir alguns conceitos bésicos necessarios para descricao
de colisao de duas particulas distinguiveis e pontuais no estado fundamental [41].
Particulas interagem entre si através de um potencial central V(r) dependendo so-
mente da distancia r entre as particulas. A energia de colisao é dada por F =
h*k?/2u onde k representa o vetor do momento relativo e p a massa reduzida das
duas particulas. No caso quando as particulas nao interagem, V' (r) = 0, a funcao
de onda que descreve o movimento relativo é dada por onda plana: W(7) eIk
Quando V(r) # 0, na regiao assintética (r — oo) a func¢ao de onda tem a forma da
superposicao de uma onda plana com uma onda esférica, modulada pela amplitude

de espalhamento fi(0) (ver o apéndice B):

vl — |5+ 0. 3.)
A amplitude de espalhamento se relaciona com a secao de choque diferencial sim-

plesmente como:

= | f(0)]*. (3.2)

Um dos métodos usados freqiientemente na teoria de espalhamento é o metodo
de ondas parciais. A func¢ao de onda plana e também a fungdo (3.1) podem ser
expandidas em ondas parciais (as autofungoes simultaneas do espectro continuo do
hamiltoniano e do momento angular do sistema). Comparando as duas expansoes
pode se concluir que, na regiao assintética, as duas solugoes diferem apenas por
defasagens 9;, onde o indice [ corresponde ao autovalor do momento angular. Am-
plitude de espalhamento e secao de choque total podem ser expressas em termos

dessas defasagens:

1 .
=z 2 (20 + 1)e™ sin 6, P;(cos 0), (3.3)
do 4m & 9

3.1.1 Espalhamento a energias muito baixas

No limite de energias muito baixas, para um potencial de curto alcance cuja

extensao espacial é caracterizada pelo comprimento R, kR < 1. Nesse limite, as
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defasagens se aproximam de zero como §; o< k?*!. Portanto, apenas o termo de
espalhamento [ = 0 contribui apreciavelmente para a expansao em ondas planas da
amplitude de espalhamento:

1 .
fr(0) — Ee"so sin dg kR < 1. (3.5)

Como P—(#) = 1, a se¢do de choque diferencial se torna isotrépica (independente
de 0):
do .,
— — — sin” dy.
OB R
No limite £ — 0, a secao de choque permanece finita e portanto a defasagem
0o deve se anular linearmente com k. A quantidade introduzida para caracterizar a

secao de choque em energias muito proximas de zero é

as = — lim S %0l%) %(k)

que tem dimensoes de comprimento e é chamada comprimento de espalhamento.

Assim, no limite de energias muito baixas, a secao de choque é dada por

do 9
— =al.
ds)
Integragao sobre o angulo sélido dQ resulta em o = 4wa?. Porém, nao leva-

mos em conta a indistinguibilidade das particulas em temperaturas muito baixas.
Para bodsons, a funcao de onda é simétrica pela troca das duas particulas, e para
férmions, funcao de onda deve ser antisimétrica. Troca de particulas corresponde as
transformacoes das coordenadas ¥ — —7, our —r, 0§ - 1w —0 e p — 7+ @, onde

@ € angulo azimutal. Portanto, a secao de choque é

do 9
%0 = 17(6) % f(x —6) (3.7

onde o sinal + corresponde aos bdsons, e o sinal — aos férmions. Isso leva ao seguinte

resultado
o = 8ma? (3.8)

para bosons, enquanto para férmions a secao de choque total se anula.

3.2 Pseudo-potencial

Voltamos agora para estudos dos condensados bosonicos com interacoes de dois
corpos. Nestes estudos, poderiamos usar um potencial de interacao realistico. En-

tretanto, mostramos que, em baixas temperaturas, a secao de choque é independente
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do angulo de espalhamento e é dada simplesmente por o = 8ma?. Nestas condigoes
qualquer modificacao do potencial de interacao que preserva o valor de ag se torna
irrelevante. Em outras palavras, o parametro que determina as propriedades do
condensado real é apenas o comprimento de espalhamento. Qualquer interacao que
corresponda ao mesmo comprimento de espalhamento serd igualmente boa. Isso
abre caminho para a substituicao do potencial real entre as particulas por qualquer
outro que leve ao mesmo valor de a.

Um potencial que satisfaz esses requisitos e é mais conveniente para o uso, é o
chamado “potencial de contato” ou potencial de alcance zero (“zero range”) [23].

Nesse caso, os bosons interagem apenas quando estao no mesmo ponto:

dmh2a,

m

V(7 —7) = =607 =), (3.9)
onde §(7) é a fungao delta de Dirac. Este pseudo-potencial foi deduzido para duas
particulas livres que interagem através de um potencial de “esferas duras” [45].
Entretanto, em condensados de Bose-Einstein os dtomos nao sao livres. Eles sentem
um potencial externo, geralmente harmonico. Estudos da influéncia do potencial
externo no pseudo-potencial foram realizados em [46]. Resultados mostram que o
potencial (3.9) representa uma boa aproximagao mesmo na presenca do potencial
externo harmonico. Isto justifica o uso deste potencial para deducao da equacao de
Gross-Pitaevskii. Por outro lado, o pseudo-potencial (3.9) foi deduzido assumindo
simetria esférica das interagoes. Recentemente, esta derivacao foi generalizada para
o caso de interagoes anisotrépicas [47].

Dependendo do sinal do comprimento de espalhamento, o potencial de contato
pode ser repulsivo ou atrativo. Na realidade, o carater da interagao nao ¢ completa-
mente determinado pelo sinal do comprimento de espalhamento. A fim de esclarecer
um pouco esta relacao, vamos usar uma imagem esquemaética do que acontece em

um problema quantico de espalhamento.

3.2.1 O sinal do comprimento de espalhamento e interagao efetiva

Uma interpretacao “geométrica” do comprimento de espalhamento pode ser
obtida da seguinte forma [42]. Seja uo(r)/r uma onda redial livre construida de
forma a coincidir, na regiao assintética, com a solucao que inclui o potencial. As-

sim, ug tem a seguinte forma:

ug = csin(kr + do).

24



Quando 0y # 0, a funcao uy nao se anula na origem. Nesse caso é possivel fixar a

seguinte normalizagao: ¢ = 1/sindy, que leva ao resultado

1
uo(r) = — sin(kr + dg) = cos(kr) + sin(kr) cot dg.

Tomando agora o limite £k — 0, obtemos

lim ug(r) =1+ lim krcot 6 = 1 + (lim k cot (50> r=1-— L,
E—0 k—0 k—0 s
onde
lim & cot 6 — lim ! (3.10)
im = lim = ——. .
k—0 ot k—0 sin 50 as

Figura 3.1: Funcdo ug(r) (linha tracejada) para potencial a) repulsivo, b) e c) atrativo [43]. Ver

o texto para explicacoes.

No limite & — 0 a fungao ug(r) se reduz a uma reta que tem o valor um para
r = 0 e que corta o eixo da abscissa no ponto r = a,. A figura (3.1) ilustra essa

construgao geométrica para comprimento de espalhamento no caso de potencial a)
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repulsivo, b) e ¢) atrativo. As figuras revelam que existe uma relacdo entre o sinal
do comprimento de espalhamento a, e o carater repulsivo ou atrativo do potencial
[48]. Para potenciais repulsivos as > 0, e a; < 0 para potenciais atrativos quando
ndao hd nenhum estado ligado com [=0. A figura (3.1c) mostra o caso quando o

potencial atrativo admite estado ligado com [ =0 e a, > 0.

Figura 3.2: Ondas radiais no espalhamento de duas particulas [40]. A distancia relativa entre as
particulas é medida em termos do comprimento de onda de de Broglie A. A linha cheia corresponde
a auséncia de interagdo, que ocorre dentro da regido delimitada por ro/A. A linha pontilhada é
empurrada para fora. A linha tracejada é puxada para dentro dessa regido e estd representada

com amplitude 2 para tornar a figura mais clara.

Para esclarecer porque existe este relacionamento entre o sinal do comprimento
de espalhamento ag e o carater atrativo ou repulsivo da interagao, vamos dar uma
imagem esquemadtica do que acontece em um processo de espalhamento [40]. A
figura (3.2) mostra o movimento relativo de duas particulas livres cuja funcao de
onda é representada como uma linha cheia sin(kr). Quando existe uma interagao
repulsiva entre as particulas, o comprimento de espalhamento é positivo enquanto
que, em energias baixas, a defasagem 0y ~ —kas, = —d,., ¢ negativa. Portanto,
o zero, que esta na origem para a onda que representa o caso sem interacao, esta
empurrado para “frente”: sin(kr—d,.,). Para uma interacao atrativa, o comprimento

de espalhamento é negativo, e a defasagem positiva. A funcao de onda, neste caso,
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é puxada para outro lado: sin(kr + 04 ).
Mais, a periodicidade da onda complica o problema. Uma interacao suficiente-
mente atrativa pode provocar um deslocamento dqs = 27 — dpep COM Oy < 7. A

funcao de onda, neste caso, é dada por
sin(kr + Oatr) = sin(kr + 27 — 0y¢p) = SIN(kT — Opep)-

Portanto, os bésons do condensado se comportam como se a interacao entre eles
fosse repulsiva. Por outro lado, o comprimento de espalhamento é também positivo,
embora a interagao real seja atrativa. Deste modo, é conveniente introduzir uma
interacao efetiva que determina as propriedades do condensado real e depende
apenas do comprimento de espalhamento. Quando o comprimento de espalhamento
é positivo, a interacao efetiva é repulsiva, enquanto que para o comprimento de

espalhamento negativo, a interacao efetiva é atrativa.

3.3 A ressonancia de Feshbach

O comprimento de espalhamento pode ser variado no tempo utilizando res-
sonancia de Feshbach [49]. Este fenomeno ocorre quando a energia do estado ligado
do potencial interatomico € igual a energia cinética dos dois atomos em colisao. Uma
degenerescéncia deste tipo pode ocorrer quando existe estado ligado em potencial
com maior limiar do que o limiar do potencial dos dois d4tomos em colisdo (ver a
figura 3.3). Esta condicao pode ser satisfeita em gases frios alcalinos, gragas as
estruturas hiperfinas dos atomos.

A figura (3.3) mostra dois potenciais diferentes como funcao da distancia en-
tre os atomos r. Os potenciais correspondem aos diferentes estados hiperfinos dos
atomos em colisdo, caracterizados com nimeros quanticos (F,mg) do spin total e
sua projecao. Os limiares dos potenciais sao chamados de canais da colisao. Os dois
atomos comecam a colisao elastica em canal baixo, denominado de canal aberto,
com energia menor que AFEyr definida na figura. Portanto, os dtomos nao podem
“entrar” no canal acima, denominado de canal fechado. Quando um estado ligado
do canal fechado estd logo abaixo do limiar do canal aberto, o comprimento de es-
palhamento é grande e positivo. Quando um estado ligado do canal fechado esta
logo acima do limiar do canal aberto, o comprimento de espalhamento é grande e
negativo.

Geralmente, diferentes estados hiperfinos possuem diferentes configuracoes de
spin e momentos magnéticos. Portanto, variando o campo magnético externo, é
possivel continuamente variar a energia do estado ligado da posi¢ao logo abaixo do

limiar até a posicao logo acima do limiar do canal aberto. Conseqiientemente, o

27



Figura 3.3: Esquema simplificado mostrando o “mecanismo” da ocorréncia de ressonancia de
Feshbach. As linhas sélidas representam os potenciais de interagoes como fungao da distancia entre
os atomos. O estado ligado do canal fechado, representado por linha horizontal, é quase-degenerado

com o limiar do canal aberto.

comprimento de espalhamento muda seu valor e seu sinal. A transicao entre dois
regimes ocorre para o valor de campo magnético externo By. Para este valor do
campo magnético, o comprimento de espalhamento tende ao infinito (Figura 3.4).
Por outro lado, quando o estado ligado esta longe da ressonancia, o comprimento
de espalhamento possui o valor constante a, ( o valor de “background”). Assim, a
variacdo do campo magnético B(t) determina a variacao do comprimento de espal-

hamento a,(t) [50]:
A

as(t) = ab(l + m)

(3.11)

Aqui, A é chamada largura de ressonancia.

Os valores de By, A e a; sao determinados em experimentos. Por exemplo, a
ressonancia de Feshbach foi observada em #*Na para By = 853G e 907G (A = 1G)
[51], em Li para By = 725G [52] e em ®Rb para 164G (A = 8.2G) [53].

Na equacao de GP, a dependéncia do tempo do comprimento de espalhamento
resulta em potencial nao-linear dependente do tempo. Por outro lado, as varia-
¢oes do potencial harmonico resultam na EGP em potencial linear dependente do

tempo (ver por exemplo [54, 55, 69]). Neste caso, os efeitos das variagdes sobre o
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Figura 3.4: Observacio de ressonancia de Feshbach em 8°Rb [53]. O comprimento de espalha-

mento é dado em unidades de raio de Bohr.

condensado e sobre a nuvem térmica sao semelhantes [56]. Caso contrario ocorre
quando o comprimento de espalhamento varia no tempo: a perturbacao da nuvem
térmica é pequena comparada com a perturbacdo do condensado [57]. Isso ocorre
porque a forma do condensado depende das interacoes interatomicas enquanto a
forma da nuvem térmica estd determinada principalmente pelo potencial harmoénico
e pela temperatura.

A dependéncia do tempo do comprimento de espalhamento causa o aparecimento
dos efeitos novos. Um deles é a “formagao de padroes” em condensados em duas
dimensoes (2D) [58]. Este efeito é analogo ao aparecimento de instabilidade de
Faraday de um fluido sob efeito de forcas externas variando rapidamente *. Outro
fenomeno interessante, é a existéncia das ressonancias em tunelamento quantico
macroscopico entre dois condensados acoplados [59].

Cabe aqui notar que a equacao de Gross-Pitaevskii em uma dimensao espacial
e sem potencial torna-se integravel e representa solucoes solitonicas. Saito e Ueda

mostraram a possibilidade de estabilizar o séliton em duas dimensoes em conden-

*A instabilidade de Faraday é uma instabilidade ondulatéria que aparece quando uma camada
de fluido é sujeita a uma forca externa vertical, espacialmente uniforme e variando periodicamente
no tempo [58].
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sado com comprimento de espalhamento rapidamente variado no tempo [60]. Este
fenomeno de estabilizagao dinamica do condensado em 2D e 3D sem potencial foi
também estudado em [61] e [62].
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Capitulo 4

O método variacional e a equacao para a largura

da funcao de onda do condensado

Nos capitulos anteriores foi mostrado que, dentro da abordagem de campo médio,
o condensado ¢ descrito pela EGP que é uma equacao do tipo Schrodinger nao-linear.
Tal equacao nao é soluvel, ou integravel, de forma geral. Relaciona-se, porém, com
a teoria das equagoes integraveis, visto que em uma dimensao espacial e sem po-
tencial torna-se integravel, apresentando solucoes solitonicas. Outra conexao desta
equacao é com a éptica nao-linear, onde variantes dela aparecem comumente. Estu-
da-la envolve em geral o uso de métodos de aproximacao e métodos numéricos.
Numericamente, a EGP foi estudada por varios grupos de pesquisadores (por exem-
plo [34, 35, 63, 64]). Teoricamente, ela foi estudada no limite de Thomas-Fermi [65]
ou usando métodos variacionais [66, 67| e métodos multi-escalas [59].

O método variacional (MV) em estudos de fendmenos nao-lineares foi introduzido
por D. Anderson [68]. A idéia basica desse método ¢ tomar um conjunto de fun-
¢Oes tentativas com forma fixa, mas com parametros livres, e obter as equagoes
diferenciais ordinarias para os parametros. Desta maneira, o problema de resolver
a equagao diferencial parcial (EDP) com numero de graus de liberdade infinito
é reduzido para resolugdo das equagoes diferenciais ordindrias (EDO) de segunda
ordem. Isto simplifica significativamente os calculos e analise do problema. Trata-se
evidentemente de uma aproximagao, porém nao ¢ dada por uma série perturbativa

bem controlada. Assim, seus resultados devem ser validados por cdlculos numéricos.

4.1 A derivacao de equagoes para parametros variacionais

Voltamos de novo para os estudos de um gas de bésons com ntimero de particulas

N fixo. Como ja foi dito, o condensado é descrito pela seguinte EGP:

il (—WZ Vo) + g<t>|\lf|2) v (1)

ot 2m
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onde a funcao de onda V¥ satisfaz a condicao de normalizacao:
N= / U 2dr. (4.2)

Vamos considerar um potencial externo V,,;(r) dado por um potencial harmonico
com simetria esférica: Vi (r) = mw?,r?/2. O parametro g(t) = 4wh’a,(t)/m ca-
racteriza as interacoes entre atomos e esta determinado pelo comprimento de espa-
lhamento a(t). Utilizando o campo magnético variado no tempo, o comprimento

de espalhamento pode também variar no tempo:

A

as(t) =a(l+ g5

(4.3)

Um caso de particular interesse sera aquele em que esta variacao é periddica:
B(t) = By sinQY't, com By < By. Introduzindo ag = a(1 + BAO) e h=AB/(B3(1+
BAO)) obtemos:

as(t) = ap(1 + hsin Q't). (4.4)

Vamos agora supor que a solugao ¥, da equagao (4.1), depende apenas da varidvel

radial. Ademais, serd conveniente reescrever a EGP na forma adimensional. Com

este objetivo, introduzimos parametros novos: 7 = twp,, p = 1/lo,lo = ,/mzh ,
o

U = W, /4r|ao|l3. Usando estes parametros, reescrevemos a equagao (4.1) na forma:
. 1 1 p? . 5
ZUT+§UPP+;U,)— 5U—|—Z(1—|—hsm(ﬁ7’))|U| U =0, (4.5)

onde Q = ' /w, ¥ = 1 corresponde as interagoes interatomicas atrativas e ¥ = —1
corresponde as interagoes interatomicas repulsivas.

A seguir, reescrevemos o problema da resolucao da equagao (4.5) na forma de
um problema variacional. Para isto, notamos que a solugao da equagao (4.5) é o
ponto estacionario da acao S = [ Ld3pdr. Aqui, a densidade de Lagrangeana L é
dada por:

o _ b oy 1 1 by :
LW, U = (U V- = UU") = 5yUpy? — §p2\U|2 + 50+ hsin(Qr))|U|*.  (4.6)

Porém, este problema é tao complicado quanto resolver a equagao (4.5). Para pro-
ceder adiante, aplicamos a seguinte aprorimacao: procuramos o minimo da acao S
dentro de um conjunto de fungoes tentativas. Este conjunto de fungoes tentativas
é escolhido de forma a ser conveniente computacionalmente, tanto quanto possivel,
e também de forma a preservar as caracteristicas relevantes das solucoes exatas.

E claro que o significado desta ultima condicao pressupoe um conhecimento pelo

32



menos qualitativo das propriedades “relevantes” da solucao exata, no que reside
certamente um ponto critico para utilidade do método.

Para o caso em estudo, uma escolha razoavel para fungoes tentativas é a gaussi-
ana, tendo em vista a forma da solugao da equacao de Schrodinger linear com
potencial harmonico. O “ansatz” gaussiano foi usado em varios estudos do con-
densado, como por exemplo [66, 67]. Nos artigos [66] foram deduzidas as equagoes
para quatorze parametros da gaussiana. As equagoes para o movimento do cen-
tro do condensado correspondem as oscilagoes harmonicas com freqiiéncias iguais
as freqiiéncias do potencial harmonico. Assim, os efeitos nao-lineares nao influem
neste movimento. O condensado, em média, responde ao potencial externo como
uma particula classica. Portanto, a dinamica do condensado pode ser determinada
por equacoes para as larguras da gaussiana. Estas equacoes foram usadas no ar-
tigo [69] para estudos de resposta do condensado & variagao no tempo do potencial
harmonico.

Para estudos de resposta do condensado quando o comprimento de espalhamento
¢é variado no tempo, escolhemos o seguinte “ansatz”:

U@ﬂﬁz/ﬂﬂR(aZi>mpOgggf+uﬂﬂ>, (A7)

onde a funcao R? (ﬁ) descreve a distribuigao inicial do condensado. Para escolha

(i) - (5 (0)

recuperamos a distribuigao gaussiana.

Nosso objetivo é obter as equagdes para evolugao dos parametros A(7), a(7), 5(7)
e ¢(7). Estes parametros correspondem, respectivamente, a amplitude, a largura, a
distorgao de fase * e a uma fase linear. A seguir, substituimos a equagao (4.7) na

equagao (4.6) e calculamos a Lagrangeana efetiva:

L:/MMWM% (4.9)
Um célculo pouco extenso, mas sem maiores dificuldades, leva ao seguinte resultado:
A2043 2 2 ]4 . 2
L= - ((ﬁToz —a.f+ o+ )+ 2¢6.n + 2 Y(1+ hsin(Qr))A ]3)

Aqui, foram introduzidas abreviaturas para as constantes:

n= / R(p)*p*dp,

*A distorgao de fase, conhesida como “chirp” em inglés, tem sido estudada em Optica nao-

linear para caracterizar ruidos em ondas; o termo “chirp”, significado chilro, tem sido usado por

corresponder aos sons emitidos por passaros quando no intervalo audivel de freqiiéncias [70].
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Iy = / R,(p)*pdp
O passo seguinte é resolver as equagoes de Lagrange:

d OL oL
(=Y 2= 4.10
onde usamos a notagao ¢; = {4, , , ¢}. Estas equacoes levam ao seguinte sistema
de equacoes:

ar = ﬁv

I 3% , )
= Lt a— E(l + hsin(Q7))A%a’ L.

Br

_1
A partir deste sistema, deduzimos a equagao para largura reescalonada v = (%) ‘o

Ve 0 = 0—13 - EIZET), (4.11)
onde
P(1) = Py + Py sin(7),
P, = ;%Nl, (4.12)
P, = Byh.
A norma da funcao de onda U esta determinada pela equagao:
Ny = %/d?’pw - N}:‘)'. (4.13)

Notamos que no caso de interagoes atrativas entre dois corpos, o valor critico k.
definido pela equagao (2.25) corresponde ao valor critico Ni. i. e. a P,.

A equacdo diferencial ordinéria (4.11) descreve a dinamica do condensado T.
Ela apresenta o principal resultado dessa secao. O lado esquerdo da equagao corre-
sponde ao oscilador harmonico. No lado direito, o termo proporcional a v=3 tende
a espalhar a onda, enquanto o iltimo termo é resultado das interagoes nao-lineares
entre atomos. O sinal desse termo pode ser positivo ou negativo. Vale notar também
que essa equacao corresponde ao movimento de uma particula com coordenada v

em um potencial effetivo Vs¢:

0
Ve = = Veps(0), (4.14)

TMesma equacdo foi deduzida para a largura da onda do condensado a partir do “ansatz”

gaussiano [66).
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onde ) ) $p
V. e — 4.15
ff('U) 2U2 + 21) 3’(}3 ( )

4.2 Comprimento de espalhamento independente do tempo

O comportamento do condensado difere para os casos de comprimento de espalha-
mento positivo e negativo. Vamos estudar esses casos separadamente, primeiro para
a situacao quando o comprimento de espalhamento é uma constante no tempo, i.e.
P, = 0. Analisaremos as oscilacdes do sistema nas proximidades dos pontos fixos *

da equagao (4.11) definidos pela equagao

o = vlg - Efg. (4.16)
4.2.1 As interagoes efetivamente repulsivas
Quando ¥ = —1, os pontos fixos satisfazem a equacao de quinta ordem:
vy = vo + Po. (4.17)

Essa equacao tem s6 uma solucao real e positiva que corresponde a posicao de
equilibrio estavel. Vejamos agora como analisar as oscilagoes ao redor deste ponto.

Quando as interagoes sao fortes (Fy > 1), podemos desprezar vy no lado direito
da equacdo (4.17) e obter v(()o) ~ PO%. Isto corresponde a regiao de Thomas Fermi
[65] onde o termo de pressao quantica é pequeno comparado com o termo nao-linear

na EGP. Substituindo vy = v”) + § na equacdo (4.17), obtemos:

pi/s
0= —— (4.18)
o 5P,
0
Vo = ——. 4.19
R (419)

Para obter as freqiiéncias das oscilagoes nas proximidades deste ponto, definimos
uma pequena perturbacdo u(7) = v(7) —vg, u K vg. A seguir, deduzimos a equagao
linear para wu(t):

L
w1+ 507 w1+ 50)t
3u P 4u
(1-5)+ 51— ). (4.20)

Vo Vo Vo

Urr + V9 +UuU =

Q

S
S| H

tOs pontos fixos correspondem a estados estaciondrios ou de equilibrio do sistema.
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Usando o fato que vg satisfaz a equagao (4.16), deduzimos:

3 4F
Urr +u(l+— +—5)=0. (4.21)
Yo Yo

A expressao entre parénteses representa o quadrado da freqiiéncia w, das pequenas
oscilacoes ao redor do ponto de equilibrio. Para o regiao de Thomas-Fermi, esta
freqiiéncia tem o seguinte valor:

w, ~ V5 (1 + %) . (4.22)

0Py

Figura 4.1: O potencial efetivo V.s¢(v) para Py = 0.4 e (a) interagoes efetivamente atrativas

(X = +1), (b) interagoes efetivamente repulsivas (X = —1).

4.2.2 As interacoes efetivamente atrativas

O caso de interagoes efetivamente atrativas (X = +1) é mais complicado. A
equagao (4.16) ou ndo tem solugoes reais positivas, ou tem duas. O valor critico Py,

que separa estes dois casos é determinado pelo sistema de equacoes:

1 POC
Vo= —= — —0,
T

3 4P,

Vo Vo
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Resolvendo o sistema, obtemos

4

Quando P > Py, as posicoes de equilibrio nao existem e a largura da gaussiana
ird a zero, ou seja, hé colapso do condensado. Para P < P, existem duas posigoes
de equilibrio: uma instavel-vg; (o méximo do potencial efetivo V.;), outra estével-
vo2 (0 minimo do potencial efetivo V.;;). Portanto, para nao haver colapso, duas

condigoes precisam ser satisfeitas:
a) PO < POm

b) a largura da gaussiana, v, precisa ser maior do que vy; mas menor do que vg3

definido por: Vepr(vos) = Vess(vor).

Assim, na regiao vg; < v < vg3, 0 sistema realiza o0 movimento periédico nas proxi-
midades da posicao de equilibrio estavel vgy. Para o caso Py < 1 este ponto é dado
por:
Voo =1 — &. (4.24)
4
Para 0 < Fy < 0.5, calculos numéricos mostram que o maximo do potencial Vs

é aproximadamente dado por vg; &~ Fy. Entao, o ponto vy3 satisfaz:

11 P,

, 1 11,
2P 2% 3P? 3, 2 3ui;

(4.25)

Assumindo que o ponto vg3 comporta-se como vg3 = «/ Py e desprezando os termos

proporcionais a P comparado com 1/Pg, obtemos a seguinte aproximagao para vos:
Vo3 ~ 1/(\/§P0)

A freqiiéncia das pequenas oscilagoes nas proximidades de vgpy pode ser obtida
da mesma maneira como para o caso de interacoes repulsivas. O pequeno desvio u

da posicao de equilibrio vgy satisfaz:

3 4P,
Urr Fu(l+ — — —°
Vo2 Vo2

) =0. (4.26)

Para vgy dado por (4.24), a freqiiéncia das oscilagoes é dada por:

We & 241 — %. (4.27)
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Capitulo 5

As oscilacoes nao-lineares da largura do
condensado com comprimento de espalhamento

dependente do tempo

Neste capitulo investigamos a dinamica dos condensados repulsivo e atrativo
com comprimento de espalhamento periédico no tempo, ao redor das posicoes de
equilibrio estudadas no capitulo anterior. Partindo da equacao (4.11) deduzimos as
equagoes para a amplitude e a fase das oscilagoes da largura do condensado. Os

resultados foram comparados com simulagoes numéricas da equagao EDP (4.5).

5.1 O caso de comprimento de espalhamento periédico no

tempo

Para o caso quando o parametro P é periddico no tempo P(7) = Py+ P sin()1)

e P, < Py, a equacao (4.11) tem a seguinte forma:

d? 1 Y F Y P
OV = o 2 I (). (5.1)

dr? v3 vt vt

Procuramos a soluc¢ao v na forma:
v = v + vy, (52)

onde v; < vy € um pequeno desvio da posicao de equilibrio estavél vy*. Substituindo
(5.2) na equacio (5.1) e usando a expressao [71] T:
(¢—1) glg—1)..(¢—k+1) ,

(1+x)q:1+qx+qTx + ..+ m x4 (5.3)

*nota vy = vgo caso atrativo.
fPara |2| < 1 a série de poténcia (5.3) converge.
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obtemos a equacao para v:
iy +wpvy + Avi + Bv} + ... = (C + Dvy + Evi + Fv} + ...) sin(Qr). (5.4)
As constantes introduzidas tém os seguintes valores:

wg =1+3/vg —4=2 A= —6/v] + 105 /v, B=10/v]—205F,/vf,
0
C=-%P v}, D=4YP v}, E=—-10SP,/vS, F =20%P,/v].

O caso nao perturbado (2 = 0) é matematicamente bem conhecido (ver o
apéndice C):
i1 + wivy + Av? 4+ Bvd =0 (5.5)

Os termos nao-lineares modificam a freqiiéncia das oscilagoes:

w = wpy + ka?, (5.6)

A2
3
12wy

da amplitude das oscilacoes a.

ondek =5

—38£. Assim, a freqiiéncia das oscilagoes é proporcional ao quadrado
wo ]

Agora, supomos que o desvio da posicao de equilibrio v; e P; tém a mesma
ordem de grandeza e. Conservamos na equagao (5.4) os termos de terceira ordem

com respeito a €:
iy + wivy + Av? + Bvd = (C + Dv, + Ev?)sin(Q7). (5.7)

Temos agora um problema de oscilagoes nao-lineares forcadas. Uma ressonancia
deve surgir para toda freqiiéncia wy =~ ’E’Q, onde p e ¢ sao numeros inteiros. Noés
vamos, aqui, estudar os dois casos principais, quais sejam: p = 1, ¢ = 1, dita
ressonancia principal, e p = 1, ¢ = 2, chamada de ressonancia paramétrica.
Primeiro, consideramos o caso de ressonancia principal ou ressonancia ordinaria
(p =1, g = 1). Usando o método apresentado em [75, capitulo 3|, procuramos a

solugao de (5.7) na seguinte forma:
v1 = acos(Qr +6) + eV + 2@ 4 (5.8)

ea=a(r) el =0(r). A amplitude a e a fase # satisfazem o seguinte sistema de

equagoes (ver o apéndice D e as equagoes (D.27) onde v = Q):

da 1 . 27 27 72' B )
=g 26”9/0 /0 fola,9,9)e= "= sin pdiddap,
y
df 1 0 e —iy (=)
=W - Q- e /0 /0 fola, 9, 0)e cospdddy,  (5.9)
v
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ondewngT—l—@,ﬁ:QTe

fo(a,9,7p) = C'sind + Dacostsind + Ea’cos® ¢ sind —
—  Ad*cos? ¢ — Ba® cos® 1. (5.10)

Estas equagoes resultam em:

b (OB
i~ 20 8" )"

db c 3B 5A2\ , 3E

E = WO—Q—FmSlHG—'— (8—9_ 12ng>(l +8—Qa81n9. (511)

O termo proporcional a A% foi obtido usando as equagoes (D.28).
O fenomeno mais interessante ligado & esta ressonancia é o da bi-estabilidade.

No regime estaciondrio, da/dr = df/dr = 0, vale a relagao

Ba* £ 3FEa* £ 4C + 8Qvya = 0, (5.12)
ondey=wy—Q, 7| <K 1e
10A2
=3B — . 5.12
g = (5.12)

Na figura (5.1) fica clara a existéncia do regiao de bi-estabilidade.
Notamos também que o sistema (5.11) pode ser reescrito na forma hamiltoniana,
usando varidveis novas: a = /Q [77]. Entao dQ/dr = 0H/90 e df /dr = —OH/IQ,

onde

B C . E 3/2 ﬁ 2
H(Q,0) = Q\/é sin(0) — 15 Q% sin(0) + (2 — w0)Q — 75" (5.13)
Consideramos agora o caso da ressonancia paramétrica (p = 1, ¢ = 2). Procu-

ramos a solucdo na forma vy = acos(1Q7 +0)). As equacoes para a e 6 serdo:
2

d 1 . 2w 2w . 1
g e [T [ ol 0, 0)e ) sin v,
Y
o 1 1

Lo I0—
dr w 2 272

) 27 27w ) 1
g2 [T [T fola, 9,0 B cospdidy. (5.14)
a 'Y 0 0

Resolvendo as integrais sobre ¢ e ¥ obtemos o seguinte sistema:

da D
7 = 3% cos(260)
do 1 D 3B 5A?
&Y o — Q0+ &in(26 T ) g2 5.15
dr T w0 gt ggsin(0) + (49 6ng)“ (5.15)
O hamiltoniano correspondente tem a seguinte forma :
D 1 g
H = —— ] 2 _Q - - A 2- 1
)(@.6) = — 55 Qsin(20) + (52— w0 ) Q- 150 (5.16)
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O fato de podermos escrever os sistemas (5.11) e (5.15) em forma hamiltoniana,
facilita a obtencao de retratos de fase do sistema. Isso se faz gerando um grafico
paramétrico numericamente.

A figura (5.2) mostra o espaco de fase nas varidveis (Q, #) para o caso da resso-
nancia principal. No caso do condensado atrativo, os parametros usados sao: Py =
0.2, e P, =0.008. No caso do condensado repulsivo: Py = 0.4 ¢ P, = 0.06.

A figura (5.3) mostra o espago de fase para o caso da ressonancia paramétrica.
Os parametros usados sao iguais aos parametros da figura (5.2).

Em ambos os casos podemos ver dois tipos de curvas, mostrando a existéncia
de dois tipos de oscilagoes. Nota-se que esse tipo de diagrama de fase assemelha-se
muito ao de um péndulo. Neste ultimo, trajetérias fechadas correspondem as oscila-
¢oes ao redor de um ponto. As trajetorias ilimitadas correspondem ao movimento
giratério. No nosso caso, nao temos evidentemente a mesma “visualizacao” que
temos num péndulo. Teremos, simplesmente, dois tipos de oscilagao, com dinamicas

diferentes.

5.2 Simulagoes numéricas e discussoes

Depois da aplicacao do método variacional dependente do tempo, fizemos uma
série de simulagoes numéricas da dinamica do condensado usando os cédigos desen-
volvidos por prof. Ravil M. Galimzyanov [78]. Empregamos o método de diferencas
finitas de Crank-Nicolson a equagao (4.5) e comparamos os resultados com método
variacional descrito na se¢ao anterior.

A aplicagao do Método de Crank-Nicolson [79] para a equagao nao-linear (4.5)

nos leva a
i(UF — UF) 1
A T oA (U =20 + U + (U — 20 + US|

1

2 Ar {(Ufj‘f - Ujkjll) + (UJI'CH - UJk—l)} +
J

1 [r?
+ 3 l%a + hsin(QTk))E!UfP} (U7 + U, (5.17)

onde A7 e Ar correspondem aos intervalos de discretizacao no tempo e na malha
espacial da equacao, respectivamente, e U f aproxima U (jAr, kAT).

Para resolver a EDP (4.5) para caso atrativo (X = +1) e repulsivo (¥ = —1),
empregamos trés “ansitze” * diferentes como a funcao de onda inicial: “ansatz”

1 denominado “ansatz” gaussiano, onde a funcao R (g) em (4.7) tem a seguinte

ta palavra ansdtze é plural para ansatz.
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forma: )
1
r()=en (-3 (2))
a 2 \a
os “ansitze” 2 e 3 quando a fungao R(£) = R(§) satisfaz:

1d?R  1dR €
I > RIRP_AR=0. 5.18
cae Tra T g Rt (5.18)

O “ansatz” 2 corresponde a A = —1 e “ansatz” 3 a A = 1. O “ansatz” 1 representa a
solugao exata para o caso linear Py = 0, o “ansatz” 2 é solucao exata para Py = 0.372
e “ansatz” 3 corresponde a solucao de colapso.

A figura (5.4) mostra o perfil inicial para a fun¢ao de onda |U(p, T = 0)| corres-
pondente aos “ansitze” 1, 2 e 3. Os parametros da onda escolhidos correspondem
a Py=0.2.

Em simulag¢oes numéricas o valor a(7) é calculado da seguinte maneira:

_ (o). | LapP1U (P, T)I?
olr) = (O)J [ dpptU(p, 0)[* (5:19)

5.2.1 O condensado atrativo (¥ = +1)

A figura (5.5) mostra a evolugao temporal da largura « para condensado com
interacoes de dois corpos efetivamente atrativas para o caso de ressonancia principal.
A figura (5.5a) corresponde a Py = 0.2, P, = 0.014 ¢ a figura (5.5b) a Py = 0.35 e

P, =0.00525. A freqiiéncia € é igual a freqiiéncia propria do sistema wy determinada

F
We ~ 241 — ZO' (5.20)

Para onda inicial foi usada gaussiana (“ansatz” 1). No caso a) concordancia

na secao (4.2.2):

entre simulagées de EDP (4.5) e EDO (4.11) ¢ muito boa para tempo menor que
100. No caso b) quando P, = 0.35, ha uma discrepancia em valor da amplitude
das oscilagoes. Podemos explicar esta discrepancia pela aproximacao usada para o
ponto de equilibrio estavel vgs.

No caso de ressonancia principal, a relacao amplitude-freqiiéncia é dada por
(5.12). A figura (5.1) compara este resultado tedrico com resultados dos calculos
numéricos baseados na equagao (4.5). Como a onda inicial foi usado “ansatz” 2.
Cada ponto na figura é o resultado da simulacao de evolucao da largura do conden-
sado a partir do ponto de equilibrio estavel vgs onde a amplitude das oscilagoes é
zZero.

A figura (5.6) mostra a dinamica do condensado no caso de ressonancia paramétrica

para Py = 0.36 e P = 0.051. Como onda inicial foi usado “ansatz” 3.
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5.2.2 O condensado repulsivo (X = —1)

A figura (5.7) mostra a evolugao temporal da largura o para condensado com
interacoes de dois corpos efetivamente repulsivas para o caso de ressonancia principal
(Q = wp) e para Py = 04, P, = 0.06. A freqiiéncia wy foi determinada na segao
(4.2.1). Para onda inicial foi usada a gaussiana (“ansatz” 1). A concordancia entre
EDP e EDO é muito boa para tempo menor que 100.

A dindmica de CBE repulsivo para caso de ressonancia paramétrica (2 = 2wy),
obtida da EDP para Py = 0.4 e P, = 0.12 estd mostrada na figura (5.8), utilizando

o “ansatz” 1.
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Figura 5.1: Fenomeno de bi-estabilidade para o caso da ressonancia principal. Linha pontilhada
corresponde & simulagao da equagao (4.5) (EDP) e linha sélida & equacao (5.12). Os pardmetros
usados sdao: Py = 0.372, P, = 0.00372 e ¥ = 1 (condensado atrativo). Para onda inicial foi usado

“ansatz” 2 (solucdo exata para Py = 0.372).
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Figura 5.2: Espaco de fase para o sistema (5.11) (ressonancia principal) para (a) condensado
atrativo ¥ = +1, Py = 0.2, P, = 0.008, 2 = 1.94936 e (b) condensado repulsivo ¥ = —1, Py = 0.4,
P, =0.06, Q = 3.6323.
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Figura 5.3: Espago de fase para o sistema (5.15) (ressonancia paramétrica) para (a) condensado
atrativo ¥ = +1, Py = 0.2, P, = 0.008, 2 = 1.94936 e (b) condensado repulsivo ¥ = —1, Py = 0.4,
P, =0.06, Q = 3.6323.
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Figura 5.4: Perfil inicial para fungao de onda |U(p, T = 0)| correspondente ao “ansiitze” 1, 2 e 3.

Os parametros da onda escolhidos correspondem a Py = 0.2.
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Figura 5.5: A evolugao da largura o do condensado atrativo para ressonancia principal. A linha
solida corresponde & EDP (4.5), linha pontilhada & EDO (4.11). Pardmetros usados sdo: a) Py=0.2,
P, =0.014; b) Py = 0.35, P, = 0.00525. Para onda inicial foi usado “ansatz” 1 - gaussiana.
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Figura 5.6: Evolugdo da largura do condensado atrativo a obtida de EDP para Py = 0.36,
P =0.051 e = 2w, (ressonancia paramétrica). Para onda inicial foi usado “ansatz” 3, solugéo

de colapso.
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Figura 5.7: A evolugao da largura o para CBE repulsivo no caso da ressonancia principal Q = wy
e Py = 0.4, P, = 0.06. A linha sélida corresponde & EDP, linha pontilhada & EDO. Para onda

inicial foi escolhida gaussiana.
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Figura 5.8: A dinamica do condensado repulsivo para caso de ressonancia paramétrica = 2w

e Py =0.4 e P, =0.12. Para onda inicial foi escolhida gaussiana.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

6.1 Conclusoes

Nesta tese estudamos alguns aspectos das oscilagoes nao-lineares de um conden-
sado de Bose-Einstein. Em particular, a nossa atencao se voltou para o caso em
que o comprimento de espalhamento é uma funcao periédica no tempo, possibili-
dade esta existente pelo fato de podermos controlar o valor deste comprimento pela
técnica das ressonancias de Feshbach.

Para abordar o problema de forma analitica - porém aproximada - fazemos uso
de métodos variacionais para equacao de Gross-Pitaevskii, e estudamos um caso
especifico, com simetria esférica. Deduzimos entao uma equacao para a largura do
condensado. Esta resulta ter a forma de um oscilador anarmonico for¢ado. Recorre-
mos pois a teoria das oscila¢oes nao-lineares forgadas para estabelecer as principais
caracteristicas das oscilagoes do condensado. Em particular, mostramos a existéncia
de ressonancias e o aparecimento do fenomeno de bi-estabilidade.

Dada a propria natureza do método variacional, comparamos os seus resulta-
dos com a integracao numérica da equacao de Gross-Pitaevskii e obtivemos boas

concordancias.

6.2 Perspectivas

Os condensados de Bose-Einstein oferecem aos pesquisadores em dinamica nao-
linear uma “plethora” de possibilidades. Trata-se de um sistema muito manipulavel.
E possivel controla-lo nao somente com o uso da ressonancia de Feshbach, mas - até
de forma mais simples - também com o uso de potenciais externos, que podem ser de
diversos tipos, como um pogo duplo ou periédicos e eventualmente depender também
do tempo. Por fim, podemos ter misturas de condensados de diversos tipos.

Uma lista, incompleta, de algumas perspectivas que merecem destaque seria:
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e Os estudos da dinamica complexa descrita pela equacao de Gross-Pitaevskii
generalizada para incluir termos nao-conservativos, tomando como base tra-

balhos jé desenvolvidos na literatura (ver, por exemplo, as referéncias [80]);

e Os estudos de interagao e acoplamento de condensados de duas componentes

[81] e de tunelamento em condensados acoplados [82];
e Os estudos de condensados com espécies atomico-moleculares diferentes [83];

e Os estudos dos condensados num potencial periddico, descritos pela equacao
de Schrédinger nao-linear discreta (DNLS) [84];

e Os estudos de estabilidade em sistemas com interagao dipolar [47];

e Os estudos tedricos e experimentais de condensacao de sistemas fermionicos

(85, 86];

e A aplicacao das técnicas de céalculo aqui desenvolvidas a inimeros sistemas

fisicos que podem ser descritos por diferentes formas de equagoes nao-lineares.

Cada um destes problemas remete a uma equacgao diferencial parcial, geralmente
do tipo Schrodinger nao-linear, e seu estudo passara por métodos de diversos tipos:
perturbativos, variacionais, multiplas escalas, numéricas e faz em geral contato com
equacoes semelhantes obtidas em outros contextos, como a optica, a fisica de plasmas

e a hidrodinamica.
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Apéndice A

A distribuicao de Bose-Einstein

Historicamente, por volta de 1920 Satyendra Nath Bose estava estudando uma
nova idéia que a luz de freqiiéncia v é formada de “quanta”-s (hoje em dia chamados
fétons) cuja energia é hv. Ele percebeu que os fétons deveriam ser contados como
indistinguiiveis para reproduzir o espectro da radiacao de corpo negro ja determinado
por Planck em 1901. Neste apéndice, vamos reproduzir uma variante do calculo feito

por Bose, seguindo o que se encontra na ref. [22].

A.1 Distribuicao de fotons

Vamos assumir que ¢ é a energia de p; estados degenerados. Chamando ny o
nimero de fétons com energia €, a energia total do sistema F pode ser representada

pela soma:

E = nye, = const. (A.1)
k

A primeira questao é determinar quantas distribuicoes microscopicas correspondem a
uma distribui¢ao macroscépica dada por energia E e um conjunto de niimeros {ny}.
Em outras palavras, o problema consiste em determinar o niimero de maneiras P de
redistribuir n; fétons do primeiro grupo com energia €; entre p; estados degenerados;
no fotons do segundo grupo com energia €, entre ps estados degenerados; ... ny
fotons do k-ésimo grupo com energia €, entre seus p, estados degenerados. Isso é
um problema combinatério bastante tipico.

Para ver qual é a solugao, é conveniente representar os fétons por um simbolo e
(bola) e imaginar que py — 1 varetas separem f6tons em pj, estados. Por exemplo,

podemos representar a p; estados do k-ésimo grupo por uma seqiiéncia do tipo
000 0o 0ece| . |eoe

significando que no estado 1 ha trés fotons, no estado 2 dois fétons, ... , no estado

pr trés fotons. Tudo junto, ha ny bolas e p,, — 1 varetas. E f4cil ver que o numero
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de arranjos possiveis é (ng +pr — 1)!. Como as bolas e as varetas sao indistingiifveis
entre si, devemos dividir este nimero pelo nimero de arranjos de bolas e varetas:
(nk + pr — 1)!

O, =
g nk!(pk - 1)!

(A.2)

Aqui, O é o nimero de formas de distribuir n; fétons entre py estados do k-ésimo
grupo. Esse procedimento pode ser usado para todos os grupos independentemente,

de modo que o nuimero total de distribuicoes diferentes sera

P = 0,05..04... = [| Ok
k

O problema seguinte é determinar qual é a distribuicao de ny’s com uma energia
E total dada, para a qual P é méximo. Em vez do maximo de P, é mais conveniente
buscar o maximo do logaritmo de P. O célculo é ainda simplificado pelo fato de que

0s pi’s e ni’s sao numeros suficientemente grandes para usar a formula de Stirling:
InN!'~NInN — N
de modo que

InP =~ [(ng + pr) In(ng + pr) — (i + pr) — ne Inng 4+ ng, — pi In py + py]
=Y {nk In(1+ 2) 4 pyIn(1 + %)} :

O maximo de In P deve ser calculado variando os niimeros n; com a condicao de que
a energia total tenha o valor E prescrito. Essa condi¢ao pode ser levada em conta

através de um multiplicador de Lagrange (3, calculando o extremo de In P — GF:
d[lnP—pE]| =0, (A.3)

onde E é dada por (A.1). Lembrando que p;’s sdo nimeros constantes, obtemos:

> [ln(l + p—k)énk — Pexdny| = 0. (A4)
k Mk
Essa igualdade sera satisfeita para qualquer variagao dny se
n(?% 4+ 1) = Be, =0, (A.5)
N,
ou
1
pr o efr—1
Podemos definir o nimero de ocupagao médio do k-ésimo grupo como 7, = ny/py €
obtemos:
_ 1



onde f = 1/kgT * (kp é a constante de Boltzmann). A relacdo (A.7) se chama
distribuicao de Bose. Ela conduz diretamente a formula de Planck, que foi mostrado
por Bose.

De fato, para fétons, o nimero de estados py tendo freqiiéncias entre v e v + dv

por unidade de volume é dado por:

2 2
P v

47Tﬁdp = 47ngl/.

Aqui, ja levamos em conta o fato de que o médulo do momento dos f6tons é p = hv/ec,
onde ¢ ¢é velocidade da luz. O numero obtido deve ser multiplicado por dois para
acomodar os dois estados possiveis de polarizacao dos fétons. Assim, o nimero de
estados com freqiiéncia no intervalo (v, v + dv) por unidade de volume é SWZ—:dV.

Usando esse resultado na relagao (A.7) obtemos:

v? 1
A contribui¢ao dE dos fétons com freqiiéncia no intervalo (v, v + dv) seré:
2 h 8t hv’d
dE = snldy— 2 =T WA (A.9)

B efhv 1 3 efhv 1’

que ¢é a férmula de Planck.

Bose tentou publicar seu trabalho, mas foi rejeitado. No entanto, ele enviou uma
carta a Einstein pedindo sua influéncia para que seus resultados fossem publicados.
Einstein traduziu o trabalho para o alemao e mandou publicar no “Zeitschrift fiir

¢

Physik” [1]. Na sua nota de tradutor, ele escreveu que se trata de “um importante
avango que fornece um método que se aplica também a teoria quantica dos gases
ideais”. O que Einstein fez em seguida foi estender o tratamento de Bose a um sis-
tema de atomos livres. Para altas temperaturas ele obtinha os resultados conhecidos
porém em baixas temperaturas as formulas mostraram o empilhamento dos atomos
no estado de menor energia. Hoje em dia, sabemos que os resultados obtidos por

Einstein aplicam-se somente para os atomos bosonicos que possuem spin inteiro.

A.2 Distribuicao dos atomos bosonicos

Einstein percebeu que o tratamento de Bose pode ser aplicado para os atomos
em um gas homogéneo. Existe, no entanto, uma diferenca importante: ao interagir
com a matéria, fotons podem ser absorvidos ou emitidos pela matéria. Isso significa

que o numero total de fétons presentes no sistema nao precisa ser conservado. No

*O [ pode ser obtido usando a relagdo entre energia e entropia S: 9S/0E = 1/T
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caso de atomos, porém, esse nimero total é conservado, o mesmo com a energia do
sistema (A.1). Isso implica que o cdlculo do extremo de In P feito na se¢do anterior

deve ser modificado de modo a levar em conta esta prescricao adicional:

N => n. (A.10)
k

Esta condi¢ao pode ser levada em conta por meio de um segundo multiplicador de

Lagrange . Assim, devemos considerar a seguinte condicao de extremo:
d[InP —pBE —aN]=0. (A.11)

O célculo leva ao seguinte resultado:

E g, = A12
peFT ePata — 10 (A.12)
ou
Nk o 1
p_k = N — —66(%7“) — 1, (Alg)
— a g : 3. _ OF
onde 4 = —% é chamado de potencial quimico: p = Fx.

6 ’ . ~ , . . ~ p2
Para um gas livre e homogéneo, os niveis de energia sao dados por €, = 7~ ¢ 0

nivel fundamental terd ¢g = 0 e p'= 0 (ver [23]).
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Apéndice B

Dinamica de uma particula sujeita a um potencial

central

O problema de dois corpos que interagem através de um potencial que depende
apenas da sua posicao relativa pode ser reduzido, através de uma mudanca de
variaveis para coordenadas relativas e coordenadas de centro de massa, ao caso
de uma particula sujeita a acao de um potencial central de curto alcance V' (r). Isso
¢ uma boa motivacao para estudos da equacao de Schrodinger de uma particula em
um potencial central [42]:

h2

5 VAR + V() s(F) = BVs(7). (B.1)

Aqui ¥g(7) sdo autofungoes associadas a autovalores E; e M é a massa da particula.
As autofungoes V() podem ser escolhidas de forma a serem também autofungoes
das varidveis L2 e Ls, onde L representa o operador de momento angular do sistema,
Ly é uma de suas componentes cartesianas . Assim, introduzimos novos indices das

autofuncoes [ e m que se referem aos autovalores de L? e Ls.

L2 g (7) = R2U(1 4 1) W gy, (7) (B.2)
L3W g (7) = B W g (7).

Como a parte angular do laplaciano pode ser expressa em coordenadas esféricas

10 (,0 L?
V2 = 2
- [7’2 or (T 87") - h2r2] ’ (B:3)

a Eq. (B.1) depende das coordenadas angulares apenas através de L2. Portanto, as

através de L?:

autofuncoes ¥ gy, (7) podem ser escritas na forma de produto:

VU gim (7) = Re(7)Yim (0, @) (B.4)
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onde Y;,,(0, ) sao autofuncoes de L? chamadas harmonicos esféricos. A fungao

radial R (r) satisfaz a seguinte equagao:

P [1d(,d I(1+1) _
oM l§$ (T %) g2 ] Re(r) + V(r)Ru(r) = ERp(r) (B.5)

Toda a dependéncia do potencial V(r) estd contida nessa equagao, de modo que
as autofuncoes angulares sao as mesmas para qualquer potencial central. Portanto,
basta analisar a Eq.(B.5) para diferentes potenciais centrais. Aqui, consideramos

somente os casos da particula livre e da particula em pogo “esférico”.

B.1 Particula livre

Para o caso quando V(r) = 0 a Eq.(B.5) se reduz a

R [1d(,d I(l+1) 2ME

Reescrevemos R (r) sob a forma:

Rp(r) = “E;m (B.7)

onde a nova fungao radial satisfaz a condi¢ao ug(r — 0) — 0 para evitar a singula-
ridade na origem. Daqui para frente, por simplicidade, o indice E vai ser omitido.

A equacao para u; é:

d2§;§r) . (kg - l(l; 1)) w=0 (B.8)

na qual foi introduzida a notacdo k? = 2M E/h*. A solucdo geral para u; pode ser

escrita como uma combinacao linear de

uy (kr) = krj(kr) (B.9)
ui (kr) = krng(kr),

onde as fungoes j;(kr) e ni(kr) sdo funcoes de Bessel e de Neumann esféricas de
ordem [ [43]. O comportamento dessas fungoes para r — 0 e r — oo é dado por
[44]:

T‘l

Q2+ 1) (B:10)

Jilr —0) —

(21 — 1)l

m(r =) = S
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jir = 00) = L sin <r_l—”>, (B.11)

T 2
( ) 1 I
ny(r — o0o0) — —cos|r——1».
: T 2

Para qualquer valor de [, as fungdes de Neumann devem ser excluidas no caso
da particula livre, por causa de singularidades dessas fungoes na origem. Assim, as

solugoes de (B.1) para o caso da particula livre sao:

\I[Elm(F) X Jl(kr)ylm(ea 90)7 (B12)

com k* = 2ME /h*.

Uma questao importante é a relacao entre essas autofuncoes e as ondas planas,
que sao autofungoes simultaneas de (B.1) e do momento linear ﬁ Como operadores
de L e ]% nao comutam, as ondas planas nao tem momento angular definido, mas

podem ser expandidas nas autofungoes W gy, (7):

e = 4w ST (B, 0k) i (k) Yim (6, ). (B.13)

lm

onde k = {k,0, or}. A expressao (B.13) é conhecida como ezpansio em ondas

parciais da onda plana.

B.2 Poco de potencial

Consideramos o potencial dado por
iz <
V(r) = { 0 T (B.14)

A equacao radial tem a forma:

r<ay: U4 <K2 — —l(lﬂ))ul =0, K?=Z2%LE+VW),

dr? 2 K2
. d? 2 I(1+1 2 2ME
r>ag: 7@4—(%—%)1”:0, k2= =57

A funcao radial w;(r), correspondente ao valor [ do momento angular, satisfaz :

r<ag: w(r<ay)=CKrj(Kr),
r>ag: w(r>ay) = kr[Ayg(kr) + By (kr)].

Naregiao r < ag a condigao de regularidade na origem exclui as funcoes de Neumann.

Para espectro continuo F > 0, é conveniente reescrever as constantes A; e B; sob
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a forma A; = ¢ cosd; e B = ¢sind;. Usando as expressoes assintdticas (B.11),

obtemos:

w(r — o00) — ¢ [COS 0; sin (kzr — %) + sin d; cos (kr _ Lﬂ)] _

2 B.15
:clsin(kr—%—i—él). ( )

O angulo 9; é chamado de defasagem da onda parcial [. O resultado obtido mostra
que o efeito do potencial na regiao assintética r — oo é introduzir defasagens o,
relativamente a solucao livre nas fungoes radiais correspondentes a cada uma das
*

ondas planas Como ¢; depende da normalizagao, toda informacao relativa aos

efeitos do potencial esta contida nas desafagens d;.

B.3 Amplitude de espalhamento e secao de choque

Para uma particula livre, tomando o eixo z do sistema de coordenadas paralelo
ao momento hk, vale a decomposicio em ondas parciais

o

oikz S+ 1)i' Py(cos 0) 5y (kr),

1=0
onde z = rcosf e P(cosf) é um polindmio de Legendre. Para valores suficiente-

mente grandes de 7:
ikz I & -l . lm
e — —> (20 + 1)i'P(cosf)sin | kr — — | .
kr = 2
Como j& vimos, na presenca de um potencial de curto alcance V(r), o comporta-

mento assintético da onda parcial [ é dado por:
, Im
u; — ¢ sin kr—;—kél )

Uma solucao de interesse é dada pela escolha da amplitude ¢; = €. A autofuncao

correspondente ao hamiltoniano tem entao o comportamento assintotico:

Ue(F) = = 220(20 + 1)i' P(cos 0)uy(r)

" , B.16
— = %0 (20 + 1)i' P(cos )™ sin (kr -4 51) (B-16)
Depois de um calculo sem maiores dificuldades obtém-se:
. i eik’r 00 ; . ikr
V() — e 4 Y g(zz +1) (2™ = 1) Pi(cos ) = e + f,(0) —. (B17)

*Isto vale para potenciais de curto alcance definidos por lim, ., 7V (r) = 0.
TEsta equacdo é obtida a partir de (B.13) utilizando o teorema da adi¢do para os harmonicos
esféricos.
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Introduzida funcao de 6

fe(0) =

gMé@

1 A 1
_k 20+ 1) (eml - 1) Py(cos ) =7 > (20 + 1)e™ sin ;P (cos 0)(B.18)
1=0

¢é denominada de amplitude de espalhamento. Ela é completamente definida pelas de-
fasagens ¢; para as diferentes ondas parciais. De (B.17) podemos ver que a autofun-
cao W se comporta assintoticamente como a superposi¢ao de uma onda plana com
uma onda esférica emergente do centro espalhador, modulado angularmente pela
amplitude fx(6).

A forma assintética das autofungoes com ondas emergentes estd diretamente

relacionada com a secao de choque diferencial:

@ = 1)

A secao de choque total é obtida integrando essa expressao sobre o angulo sélido df2

do T —
U:/de_Q:k_z:; (20 + 1) sin? ;. (B.19)
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Apéndice C

Algumas propriedades das oscilacoes

nao-harmonicas

E bem conhecido que no caso das oscilacoes lineares, a freqiiéncia nao depende
da amplitude das oscilagoes e estd determinada completamente pelas propriedades
do sistema mecanico. Porém, no caso das oscilacoes nao-lineares notamos compor-
tamento diferente: a frequiiéncia do oscilador nao-harmonico depende da amplitude
das oscilagoes. Isso conduz a aparicao do fenomeno de bi-estabilidade ou histerese,
e encontra-se no caso das ressonancias ordinarias ou paramétricas.

Neste apéndice vamos apresentar uma breve revisao dessas propriedades baseada
principalmente no livro [72]. Depois disso, descrevemos o fenémeno da ressonancia

paramétrica, usando [73].

C.1 Relacgao freqiiéncia-amplitude e as freqiiéncias combi-

nadoras
Consideramos a equac¢ao de movimento da seguinte forma:
i+ w?r = —Az® — Ba®. (C.1)
Procuramos a sua solucao em forma de uma série de aproximagoes sucessivas

2 3

onde M é de ordem €, 2® de ordem €2, (3 de ordem €°... Assumimos que a

freqiiencia w das oscilagoes tem também a forma de uma série w = wg+w; +ws + ...,

2

onde wy é de ordem €, wy de ordem € e assim por diante. Na primeira aproximagao

a funcao =) satisfaz a equacdo “ndo perturbada’:

i 4 w2z =0, (C.3)
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i.é. tem a forma de oscilagoes harmonicas ordinarias:
W = qcoswt, (CA4)

com w = wy.

Na aproximagao seguinte obtemos a equacao para z?:

i® + wir® = — Aa? cos? wt — 2wowia cos wt =

C.5
= —A(a?/2) — A(a*/2) cos 2wt — 2wowa cos wt. (€5)

A condicao de inexisténcia de termo de ressonancia no lado direito da igualdade é
dada simplesmente por w; = 0 *. Depois disto, resolvendo esta equagao linear nao

homogénea obtemos:

e =~ 4+~ cos 2uwt. (C.6)
A seguir, obtemos a equacao para z®):
i3 4 w2z® = —242Wg® — BzMW3 _ 90,2, (C.7)
Colocando as expressoes (C.4) e (C.6), depois de uma transformacgao simples:

i® + wia® = —a? [% + 64722} cos 3wt+
0,

2 A2
+a [—Zwowg + 5gwf;‘ — %aQB} cos wt.
0

(C.8)

Igualando a zero o coeficiente do fator de ressonancia, encontramos a correcao para

a freqiiéncia fundamental, proporcional ao quadrado da amplitude da oscilagao:

2
Wy = ( oA E) a® = ka*. (C.9)

1208 8wy

A oscilacao combinadora de terceira ordem é

3 2 B
=2 ( T4 ) cos 3wt. (C.10)

= 2 2
16w \ 3wy 2
Assim, a freqiiéncia do sistema w = wy+ra? depende da amplitude das oscilacoes
a. Além disso, mostramos que nao-linearidade gera harmonicos: o sistema oscila com

freqiiéncias w, 2w, 3w... Estas freqiiéncias denominam-se freqiiéncias combinadoras.

*Os termos de ressonancia causam o crescimento da amplitude das oscilagées com o tempo. E
claro fisicamente que um sistema sem fonte externa de energia nao pode produzir um aumento
espontaneo da intensidade das oscilagoes. Por isso, usamos a condi¢ao de auséncia dos termos de

ressonancia.
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C.2 O fendmeno da ressonancia

A ressonancia é um fenomeno fisico que aparece freqiiéntemente nas varias areas
diferentes da fisica tedrica e fisica experimental. Geralmente, descrevemos este
fenomeno como crescimento da intensidade da resposta do sistema fisico sujeito
a perturbacao externa (possivelmente pequena). Um exemplo comum é o oscilador
harmonico forcado. O caso mais complicado representa o oscilador cujo ponto de
suspensao oscila na direcao vertical. Neste caso, a agao externa se reduz a uma varia-
¢ao no tempo do parametro do sistema. Isso conduz o fendmeno de instabilidade,
denominado ressonancia paramétrica.

O fenomeno da ressonancia nao é caracteristica somente dos sistemas lineares.
Ele aparece nos sistemas nao-lineares [74]. Juntamente com a variagdo do carater
dos fenomenos de ressondncia para a freqiiéncia principal, a nao-linearidade das

oscilagoes conduz também a aparicao de novas ressonancias.

C.2.1 Ressonancia nas oscilagoes lineares e forgadas

A equacao de movimento para um oscilador forcado tem a seguinte forma:
B4 20+ wir = fet (C.11)

onde f é a amplitude e 2 a freqiiéncia da forca externa. O termo da forca de
atrito, proporcional a velocidade do oscilador, também esta incluido. A grandeza A
denomina-se coeficiente de amortecimento.

Como sabemos, a solugao geral de uma equacao diferencial linear, nao ho-
mogeénea, com coeficientes constantes é obtida em forma de uma soma de duas
expressoes: a solucao geral da equagao homogénea e solugao particular da equa-
¢ao nao homogeénea. A solucao da equacao homogénea representa as oscilagoes
amortecidas que decrescem exponencialmente com o tempo. Portanto, depois de

um intervalo de tempo bastante grande permanece somente a solugao particular na

forma x = ae™®, onde
f
= . C.12
TR -2t (C.12)
Separando a parte real dessa expressao obtemos:
x = acos(2 +9), (C.13)
onde 0
a= / , tand = (C.14)

\/(wg — Q)2 4 40202 02 —wg
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A amplitude a de uma oscilacao forcada, apesar de crescer quando a freqiiéncia
() se aproxima de wyp, nao tende ao infinito como no caso de ressonancia na auséncia
do atrito.

Na regiao proxima a ressonancia () = wgy + €, onde € é uma grandeza pequena,

podemos reescrever (C.14) usando:
O — wi = (24 wo)(Q — wy) = 2wye (C.15)

de modo que

f

A
s =2 C.16
2WoV €2+ \? o € ( )

a =

C.2.2 Ressonancia nas oscilagoes nao-lineares

Consideramos a equacao de movimento com termos nao-lineares:
i+ 2\t + wir = feos Ot — Az? — Ba®, (C.17)
onde o coeficiente de amortecimento A é pequeno. Assumimos que:
Q=wy+e (C.18)

com € pequeno. Reescrevemos a relacao entre a amplitude a das oscilagoes forcadas,

e a amplitude f e a freqiiéncia €2 da forca externa (C.16) na forma:

f2

202 | \2
a“(e +)\)—4w(2).

(C.19)
O carater nao-linear das oscilagoes conduz a uma relacao entre a sua freqiiéncia

prépria e a amplitude (ver a equagao (C.9)):
wo + Ka*. (C.20)

Correspondentemente a isto, substituimos na férmula (C.19) wy por wy + xa?. Como
) = wg + €, obtemos finalmente:

2 212 | )2 f?
a [(e—ﬁa) —I—)\}:Zl—wg.

(C.21)
Esta equacao é cubica em relacao a a?.
Para valores suficientemente pequenos de f a amplitude a é também pequena.

Das trés raizes da equacao (C.21), sé uma é real. Podemos desprezar a*

na equagao
(C.21) e voltamos a fungao (C.19) que representa uma curva simétrica com maximo

no ponto € = 0 (figura C.1a).
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Figura C.1: O fenémeno de bi-estabilidade [72]

Quando f aumenta, a curva comega a deformar. No caso x > 0, o inico maximo
da curva desloca-se para € positivo .

A partir de um valor f = f; o carater da curva varia. Nesse caso, existe uma
regiao de freqiiéncias, na qual a equacao (C.21) tem trés raizes reais. Os limites desta
regiao determinam-se pela condi¢ao da/de = co. Diferenciado a equagao (C.21) com

respeito a €, obtemos:

da —ea + ka®
— = ) C.22
de €24+ )2 — 4dkea? + 3k2at ( )

Por isso, as posicoes dos pontos D e C sao determinadas pela resolucao simultanea
da equacao
€ —4ka*e + 3r%a* + N\ =0 (C.23)

e da equagao (C.21). A amplitude atinge seu valor maximo no ponto onde da/de = 0.

Neste caso € = ka? e de (C.21) temos que:

Amaz = / ) (C.24)



Das trés raizes reais, a raiz média corresponde as oscilacoes instéveis T do sistema
(o setor C'D da curva, mostrada na figura (C.1), linha pontilhada). Isto significa
que as oscilagoes reais do sistema correspondem somente os setores ABC' e DEF.
Destacamos que existe uma regiao de freqiiéncias que permite duas amplitudes de
oscilacoes diferentes. Assim, com o aumento gradual da freqiiéncia da forca externa,
a amplitude das oscilagoes aumenta segundo a curva ABC'. No ponto C' produz-se
uma “ruptura” da amplitude, a qual diminui até o valor correspondente ao ponto E.
Com o aumento da freqiiéncia a curva varia ao longo da curva EF'F'. Se novamente
diminuirmos a freqiiéncia, a amplitude das oscilagoes forgadas varia ao longo da
curva F'D, no ponto D por meio de um salto, aumenta até B e depois diminui ao
longo de BA.

Para calcular o valor de f; observamos que este é o valor de f para o qual ambas
as raizes da equagao (C.23) coincidem. Para f = f; todo o setor C'D reduz-se a um
ponto. Igualando a zero o discriminante da equaciao (C.23), obtemos €2 = 3\2. A
raiz correspondente a equacao satisfaz: ka? = 2¢/3. Substituindo estes valores de a

e € em (C.21), obtemos:
. 32w§)\3'
F 3v/3k

Pode-se verificar que para as freqiiéncias Q ~ wy/2 e Q & 2wy surge também

(C.25)

uma ressonancia do mesmo carater que a ressonancia {2 ~ wg mas de intensidade
diferente. Mais exatamente, a ressonancia deve surgir para toda freqiiéncia ) =
pwo/q, onde p e ¢ sdo numeros inteiros. Entretanto, a intensidade dos fenémenos
de ressonancia diminui com o aumento dos numeros p e ¢ tao rapidamente que, na
realidade, podemos observar somente as ressonancias para as freqiiéncias {2 ~ pwg/q,

onde p e ¢ tém valores pequenos.
C.3 Ressonancia paramétrica
C.3.1 A equacao de Hill
Consideramos a equagao de movimento do tipo:
— +p(t)z = 0. (C.26)

Uma equacao deste tipo denomina-se na fisica-matematica de equacao de Hill
[74]. Como (C.26) é uma equagao diferencial de segunda ordem, ha duas solugoes

fundamentais linearmente independentes: x1(t) e x2(t). Assim, a solugao geral pode

TA demonstragdo pode ser encontrada no livro [75].
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ser escrita na seguinte soma:
z(t) = crz1(t) + coma(t),

onde ¢; e ¢y sdo constantes.

Vamos considerar aqui um caso de particular interesse quando a fungao p(t) é
periédica no tempo, com periodo T p(t) = p(t +T'). A seguir, pode-se facilmente
mostrar que, quando z(t) é uma solu¢ao da equagao (C.26), z(t + T') é também

solug¢ao da mesma equagao:
Ft+T)=-pt+T)e(t+T)=—pt)xt+1T).

Essa propriedade vale também para solugoes fundamentais x(t) e x2(t). Em
outras palavras, pela substituicao de t por t 4+ T, elas se transformam da seguinte

maneira:

r1(t+T) = anz(t) + apxs(t),
Iz(t + T) = aglxl(t) + CLQQIL‘Q(t). (027)

Como as solugoes fundamentais nao sao unicas, pode-se escolher x1(t) e zo(t) de
tal modo que a sua variagao pela substituicao de ¢ por t + T conduz, simplesmente,

a uma multiplica¢do por um fator constante [73]:

it +T) = \y(t), (C.28)
y2(t +T) = Aaya(t).

Esse conjunto de solugoes fundamentais denomina-se solucdes normais ou solugoes
de Floquet. De (C.28) segue:

yi(t +nT) = N'yi(?), (C.29)

onde ¢ = 1,2 e n é nimero inteiro. Para ¢t — oo (i.e. n — 00):

lt — ’ ’ C.30
(1) {OO, e (€30
Quando \; = 1, y; é funcao periédica com periodo 7', e quando \; = —1, y; é

periédica com periodo 27
Multiplicando (C.28) por e~ (*7T) obtemos:

e_%'(t*T)yi(t +T) = )\ie_%TB_%tyi(t)'

69



Podemos escolher v; tal que \; = %1, Entao, ¢;(t) = e ity; é a funcio periddica

com periodo T
oi(t) = e yi(t) = e Dyt + T) = it + T). (C.31)
Portanto, as solucoes normais podem ser representadas na forma normal:
y(t) = ey (1), (C.32)
ya(t) = 7' éa(t),

As constantes A\ e Ay deverao estar ligadas entre si por uma relacao determinada.

Realmente, multiplicando as equagoes

i1 (t) +p(t)y(t) =0 (C.33)
Ga(t) + p(t)y2(t) = 0
respectivamente por y»(t) e y1(t) e subtraindo uma da outra, obteremos:
@)y (t) — ij2(t)ya () = %(y'l (O)y2(t) — y1(t)y2(t)) = 0, (C.34)
U1(t)y2(t) — y1(t)ya(t) = const. (C.35)

Mas, para fungoes do tipo (C.28), a expressao desta igualdade é multiplicada por
A A2 quando o argumento passa de t a t + 1. Por isso, esta claro, que a igualdade

(C.35) sera satisfeita em todo caso quando:
Ay =1 (C.36)

No caso quando \; é real, as duas integrais independentes da equacao (C.26) tém a

forma:

yi(t) = " pu(t) (C.37)
y2(t) = e "),

onde v é um nimero real positivo ou negativo. Uma destas fungoes cresce exponen-
cialmente com o tempo. Isto significa que o estado de repouso do sistema (na posi¢ao
de equilibrio y = 0) serd instavel: é suficiente um desvio infinitamente pequeno deste
estado, a fim de que o deslocamento provocado comece a crescer muito rapidamente
com o tempo. Este fendomeno denomina-se de ressonancia paramétrica.

Quando os valores iniciais de y e y sao rigorosamente iguais a zero, eles per-
manecem iguais a zero posteriormente, ao contrario do caso da ressonancia ordinaria.

A ressonancia paramétrica é um fenomeno de instabilidade.
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C.3.2 A equacgao de Mathieu

Uma versao particular da equagao de Hill com p(t) = w3(1+ h cos Q) denomina-

se na fisica-matematica de equacao de Mathieu:

P

I + wi (14 hcos Qt)z = 0, (C.38)

onde a constante h < 1. Como veremos mais abaixo, a ressonancia paramétrica
surge com intensidade maxima se a freqiiéncia €2 é préxima ao dobro da freqiiéncia
wp. Por isso, colocamos:

QO =2wy+e¢

onde € < wy. Procuramos a solugao na seguinte forma [72]:

x = a(t) cos(wy + %)t + b(t) sin(wo + %)t, (C.39)

onde a(t) e b(t) sao fungdes que variam lentamente com o tempo. Supomos que
a ~ eaeb~ eb. Nos calculos, conservamos somente os termos de primeira ordem com
respeito a €. Também, desenvolveremos os produtos de fatores trigonométricos na

forma de somas e omitiremos os termos de freqiiéncia 3(wy+5). Obtemos finalmente:

h . h
—(2a + be + %b)wo sin(wp + %)t + (20 — ae + %a)wo cos(wp + g)t =0. (C.40)

st

Os coeficientes de cada um dos fatores sen e cos se anulam. Colocando a(t) ~ e e
b(t) ~ et deduzimos:
1 hu}()
- 0Ny =
sa + 2(6 + )b=0
1 h
5(6—%)@—5620
A condicao de compatibilidade destas duas equacgoes nos da:
1| hw
2 0y2 _ 2
=S [(=2 o Al
= p| e e (a1
Como s precisa ser real:
th hwg
e —. A2
5 €< (C.42)

Entao, a ressonancia paramétrica é verificada neste intervalo.

A ressonancia paramétrica verifica-se também para as freqiiéncias {2 préximas
aos valores do tipo 2wy/n onde m é um numero inteiro qualquer. Entretanto, a
largura dos intervalos de ressonéancia (intervalos de instabilidade) com o aumento

de n, diminui rapidamente.
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Figura C.2: Um exemplo das regides de estabilidade (em branco) e instabilidade (sombreadas).

A figura corresponde & equagao de Mathieu & 4 (& + 2¢ cos 2t)x = 0.

O fenomeno da ressonancia paramétrica tem lugar também na presenca de um
atrito débil no sistema. Neste caso, o intervalo de instabilidade torna-se mais estre-
ito. A ressonancia torna-se possivel nao para qualquer amplitude A infinitamente
pequena, mas somente para amplitudes superiores de um valor determinado hy.
Para ressonancias nas proximidades das freqiiéncias 2wg/n, o valor critico hy cresce
com o aumento de n.

Uma aplicacao da teorema de Floquet encontra-se na fisica do estado sélido como
teorema de Bloch [76]. Nesta area, a equacao de Mathieu representa a equagao de
Schrédinger para elétron em um potencial periddico. As regioes da estabilidade aqui
sao representadas por “faixas” de niveis possiveis de energia do elétron, separadas

por “regides proibidas” (regides de instabilidade).
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Apéndice D

Método assintotico na teoria de ressonancias

nao-lineares

Neste apéndice deduzimos as equacoes utilizadas para a obtencao das equacoes
(5.11) [75].
Consideramos a seguinte equagao:
d*x dx

- 2 — -
7 +wr = ef(vt, z, dt)’ (D.1)

dz
) dt
com periodo 27. Para o caso nao perturbado € = 0, a solucao representa as oscilagoes

onde € é uma grandeza pequena e positiva, f(vt,x, %) é a funcdo periddica em vt

harmonicas:
T = acos.
A amplitude a e a fase 1 satisfazem o sistema:

da

=0
dt ’
dip
— =w. D.2
i (D.2)
O caso que nos interessa é o caso perturbado ¢ # 0 quando w = pr/q (caso de
ressonancia):
Po () o= et (D.3)
— ~v| z=e€f(vt,x,— )
dt q dt

onde p e g sao numeros inteiros. Neste caso, é conveniente introduzir a grandeza

0= — gut e procurar a solucao da equagao (D.3) na seguinte forma:

T = acos(gyt +0) + euq(a, 0, Zt) + 2uy(a, b, Zt) + .. (D.4)
q q q
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As fungoes u(a, 0, “t) e ug(a,d, “t) precisam ser determinadas. Assumimos que a
q q

amplitude a e a fase 0 satisfazem:

% = €A (a,0) + 2 As(a,0) + ...
% - €B1<a70) + 62B2(6L, 9) + <D5)

Assim, o problema é determinar as fungoes A;(a,®), As(a,d), ..., Bi(a,0), Bs(a,0),
ey uy(a, 0, %t), us(a, 0, gt), ..., tal que (D.4) seja solucao da equagao (D.3).
Diferenciando a equacao (D.4) obtemos:

dv ouy o Oy da
- {Cos¢+eaa +e€ % —I—} dt+

. 8u1 28u2 d@
+ {—G,Slnw—i‘E%—l—E W—F}a—i—

+ {—agusinw+e%+ez%+...}, (D.6)

dQ_CE = {costh+ %+2%+ @+ 32u1+282u2+ @24_
a2 6(9@ € 90 T ae 6(9(12 € 9az T o

+ 2 {—sinw + 63232 + ezgzgz + } %Z—f +

+ 2 {—gysim/z + ngglt + 6222151 + } % +

+ {—asinw + e% + 62% + } % +

+ {—acosw —|—6%20u; +e2%2;22 + } (%)2 +

+ 2 {—agucosw + egzg; + 622221 + } % +

+ {—a (SV)QCOS@/J + ea;;;l + 62882:22 + } . (D.7)
Em continuidade, da equagao (D.5):

% = 62{%A1+%Bl}+e3 :

9 2
() < emeen (W) omec

220 (0B, 0B ,

ﬁze{dAl g9 D1yt E

dado \

E% — CAlBl+€ (DS)
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Substituimos (D.4) e (D.7) no lado esquerdo da equagao (D.3), usando também
(D.5) e (D.8), e obtemos:

Pr (p \ p p Pu (p \’
7 + ( ) r = €{—2-vA;siny — 2a—1/B1 cos ) + + <—V> u p +
q q

ot?

0A 0A
+ €Xcost —1A1 + 1Bl — 32 QaEVBg +
oa 00 q
+ €siny{ —24,B; — 2= VAQ—aaBlAl —agBlB
q da 00

92 92 92 2
A 2 (1) ) o

O lado direito da equacao (D.3) expandimos em poténcia do parametro € pe-

queno:

ef <ut, x, j;) =€ {f(l/t, acos 1, —azy Sin@b)} +
2 {f;(yt, acos, —(Igl/ sin w)ul} +

+€? {f;/(yt, acos 1, —agu sin)(A; cos) — aB;siny + %)} +é... (D.10)

Igualando os coeficientes dos termos de (D.9) e (D.10) de mesma ordem com

respeito a €, obtemos o seguinte sistema de equacoes:

2 2
o uy + P, uy = fola, vt, ) + 22—91/141 siny + 2a2—91/Bl cos 1, (D.11)
ot? q q q
0%us  (p\ A oB 9B , 0B, 4 .
52 + gy us = fila,vt, ) + 2qy 2—|—aa 1+a69 Bi +2AB; | sinty +
0A 0A
+ [QQqVBQ (9(11 A — 8«91 B, + aBI] cos 1. (D.12)
Aqui, as seguintes grandezas foram introduzidas:
fola,vt, ) = f(vt,acosp, —aEysinzﬂ), (D.13)
q

fila,vt, ) = f;(yt,&cosw,—agl/sinw)ul—l—

+ f (vt,acos, —azysm?,b)(Al cos Y — aBysiny + a@t ) —
8 (51 82u1
— 215 2B (D.14)
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O passo seguinte é escrever as fungoes u4(a, vt, gmf +0) e fola,vt, gyt +0) como

soma de Fourier:

uy(a, vt, Vt +0) Z Z ul) (a {WHm( ”t+6)}, (D.15)
fo(a, vt, ql/t +0) Z Z £l {"Vter(%VHe)}, (D.16)
onde
]_ 2T 2T .
fla) = 1 /O [ fola, 0, 0)e iy, (D.17)

Substituindo o lado direito das equagoes (D.15) e (D.16) na equagao (D.11)

obtemos:

>3 { (9) - (n + m?V>2} eitmirm(Grie0) by (1) () =
T 7O (@) {mrem(E)} 2§VA1 Sm<§yt +0)+

+ QCLZZI/B1 cos(gut +6). (D.18)
q q

Igualando os coeficientes correspondentes aos mesmos harmonicos:

| fion(a)
un(a) = 2 (D-19)
<§1/> — (nu + m%u)

para valores de n e m que satisfazem a condicao

(%)2 - (nu+m 1/) £ 0 (D.20)

q q

ng+ (m=£1)p #0. (D.21)

A equagao que determina a relagdo entre as fungoes Ai(a,d) e Bi(a,0) tem a

seguinte forma:

2PvA, sin(]—jyt +0) + (QGBVBI) cos(z—)ut +60)+

q q q q
Zn Em {nut+m( Vt+9>} (0)
0. D.22

+nq+(mi1)p:()€ fum(@) = ( )

Substituindo o valor u{!) (a) (D.19) no lado direito da férmula (D.15), obtemos:

Zn Zm fT(L?q)@(a) ei{nut-}-m(%ut-i—@)}

ng+(m=E1)p#0 (§V)2 B (ny N mgy)g : (D.23)

uy(a, vt, Vt—|—¢9)
q
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Voltamos agora para a equagao (D.22). Nessa equac¢do somamos sobre valores

inteiros de n e m que satisfazem
ng+ (m+1)p=0. (D.24)
Assim, podemos reescrever o termo exponencial na seguinte forma:
ei{(n+m§)ut+m9} _ ez’{(nq+mp)gt+m0} _
_ ei{¥§yt+m9} _ ei{i(gutJrﬁ)Jr(mil)G} _

{cos(gut +0)F z'sin( vt + 9)} i(mE)6 (D.25)
q q

A seguir, notamos de (D.24) que m £ 1 é divisivel com respeito a ¢. Entao,
podemos reescrever este fator como ¢y (—oo < v < 00). Igualando os coeficientes
de cos(Evt +0) e sin(ﬂut + 6) em (D.22), temos:

> e [T [T tav e sinvavdy,

Al(a7 9) 4’71' vp

Bi(a,0) =

e L7 o, )e 0 cospavay,  (D.26)

47r apv

onde 0" = 1) — %’19. Nas férmulas (D.26) v pode ter valores positivos e negativos tais
que as integrais sao diferentes de zero. Quando fy(a, 9, ) é um polinémio das suas
varidveis ou de sind e cos, v tem valores inteiros [75].

Assim, a primeira aproximagao para solu¢ao da equagao (D.3) é

T = acos (Byt—i—Q) ,
q

onde a e 6 satisfazem o seguinte sistema de equagoes:

da B €q . / o i
at 47T2yp - fola,9,%)e sin dddip,
- p

= “1’79 zq’y@
=Y apyz //foaﬁw) cospdddip.  (D.27)

Sabendo as expressoes para ui(a, vt, 2vt +0), Ai(a,0) e Bi(a,0), usamos (D.14)
para obter a expressao explicita para fi(a, vt, gut + 0). As expressoes para As(a, )
e By(a,0), necesséarias para a aproximagcao seguinte, obtemos da equagao (D.12):

q 0B, 0B,

Az(a,0) = —%l %Al‘i‘ 20

Z ia0 / / 7 (a0, ) sin pddd,

8A1 0A,
0 N o

—DB; + 24, Bl] —

47T2 vp

By(a,0) = —2 [

B, —aB?| —
2ayp ! al]

2w p2m L
> “”9/ /0 fi(a,9,¢)e™ Y cospdddyp. (D.28)

47‘(‘2an >
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