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RESUMO

Este trabalho teve como intuito apresentar um estudo historico dos diferentes métodos de se
encontrar a reta tangente a uma curva, passando por um ponto qualquer. Para isso, ao final deste
estudo, elaboramos uma apresentacdo, destacando a historia desse conceito, para alunos da
disciplina de Historia da Matematica, do curso de Licenciatura da Unesp de Guaratingueta.
Posterior a apresentagdo, disponibilizamos um questionario a eles que poderia nos proporcionar
condigdes de discutir, “Modos pelos quais os alunos compreendem o processo histérico da
matematica, no que refere ao estudo da reta tangente?”, questao norteadora do nosso trabalho.
Esta pesquisa se caracteriza como qualitativa, desenvolvida a partir de um estudo de caso, em
que a analise dos dados foi realizada por meio da metodologia fenomenoldgica. Os dados foram
obtidos a partir das respostas desses alunos a um formulario elaborado no aplicativo Google
Forms. O movimento de andlise nos conduziu a constituicdo de duas categorias: uma que
destaca que os alunos compreendem esse processo historico a partir da construgdo do conceito
matematico; ¢ outra que aponta essa compreensdo a partir de uma evolugdo do conceito
matematico. Entendemos que os alunos expressam argumentos de que os processos de
descoberta e de desenvolvimento se constituem como caminhos importantes para a

compreensdo de um conceito matematico.

PALAVRAS-CHAVE: Historia da Matematica. Reta tangente. Constru¢do do conceito.

Evolugao do conceito.



ABSTRACT

The objective of this work was to present a historical study of the different methods of finding
the tangent line to a curve through any point. To this end, at the end of this study, we prepared
a presentation, highlighting the history of this concept, for students of the History of
Mathematics course, at the Unesp (Sdo Paulo State University) in Guaratingueta. After the
presentation, we made a questionnaire available to them that could provide us with conditions
to discuss, "Ways in which students understand the historical process of mathematics, regarding
the study of the tangent line?", guiding question of our work. This research is characterized as
qualitative, developed from a case study, in which data analysis was performed through
phenomenological methodology. The data were obtained from the answers of these students to
a form prepared in the Google Forms application. The analysis movement led us to the
constitution of two categories: one that highlights that students understand this historical
process from the construction of the mathematical concept; and another that points this
understanding from an evolution of the mathematical concept. We understand that students
express arguments that the processes of discovery and development are important paths to

understanding a mathematical concept.

KEYWORDS: History of Mathematics. Tangent line. Construction of the concept. Evolution

of the concept.
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1. INTRODUCAO

Em consonancia com Mendes e Chaquiam (2016), nas ultimas décadas, houve um
aumento no desenvolvimento de pesquisas relacionadas as historias de ciéncias em geral, em
especial a Historia da Matematica. Para os autores, isso possui potencial para proporcionar um
ambiente de melhoria no processo de ensino, consequentemente na aprendizagem de varios
temas da matematica.

Essa melhoria, para esses autores, é constituida através de uma combinagdo do uso da
Historia da Matematica com outros recursos didaticos e metodoldgicos. E isso, por sua vez,
proporciona possibilidades de “[...] buscar uma nova forma de ver e entender a Matematica,
tornando-a mais contextualizada, mais integrada as outras disciplinas, mais agradavel, mais
criativa, mais humanizada. (MENDES; CHAQUIAM, 2016, p. 80)”.

Além disso, segundo os autores “[...] a Historia da Matematica, com seu enfoque episte-
moldgico e metodoldgico, pode ser um fator contributivo para a formagao de professores de
Matematica [...]”. (ARAMAN; BATISTA, 2017.p.385). Dessa forma, compreendemos que a
insercdo de contetdos historicos e a sua evolugdo no ensino, pode possibilitar uma melhora do
aprendizado de conceitos matematicos, além de contribuir para a formag&o geral do individuo.

De acordo com Mendes e Chaquiam (2016), ao estudar um determinado conceito a partir
de uma abordagem histdrica, abrem-se possibilidades, facilitando para que o professor
compreenda como aquele conceito foi sendo desenvolvido ao longo dos anos; quais sdo os
elementos conceituais necessarios para o seu entendimento; os pontos de maior dificuldade; sua
importancia tanto no passado quanto na atualidade; e quais eram as necessidades que levaram
0 homem até o desenvolvimento do conceito.

Nessa perspectiva, este trabalho, de cunho qualitativo, desenvolvido a partir de um estudo
de caso, tem como objetivo geral apresentar um estudo acerca dos diferentes métodos de se
encontrar a equagdo da reta tangente a uma curva, passando por um ponto qualquer,
desenvolvidos ao longo da historia.

A andlise se deu a partir de uma metodologia fenomenologica, norteada pela seguinte
interrogagdo: “Modos pelos quais os alunos compreendem o processo historico da Matematica,
no que refere ao estudo da reta tangente?”

Apresentamos no segundo capitulo os pressupostos tedricos relacionados a metodologia
de pesquisa e abordagem escolhida, que se adequam aos objetivos e a caracteristica do trabalho
realizado.

Ja, no terceiro capitulo, trazemos uma revisao bibliografica com os principais métodos
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desenvolvidos para encontrar reta tangente a uma curva, desenvolvidos ao longo da Historia,
juntamente com uma contextualizagdo historica desses métodos.

No capitulo apresentamos o movimento de analise dos dados produzidos a partir de
respostas individuais a um formulario, com perguntas dissertativas, desenvolvido no Google
Forms. Apo6s a andlise sdo apresentadas as discussdes das categorias abertas constituidas:
construcdo e evolugdo do conceito matemdatico.

E, por fim, trazemos as consideracdes finais a respeito da pesquisa e finalizamos com as

referéncias bibliograficas.
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2. METODOLOGIA DE PESQUISA

Neste capitulo, apresentaremos um estudo acerca da op¢ao metodoldgica assumida nesta

pesquisa, em consonancia com os objetivos e pergunta norteadora do trabalho.

2.1 PESQUISA QUALITATIVA

Podemos considerar que pesquisa ¢ uma forma do pesquisador procurar compreender
algo que o inquieta, uma interrogagcdo. Nesse sentido, “pesquisar configura-se como buscar
compreensodes e interpretagdes significativas do ponto de vista da interrogagao formulada”.
(BICUDO, 1993, p. 18). Pesquisar ¢ 0o mesmo que “ter uma interrogac¢ao e andar em torno dela,
em todos os sentidos, sempre buscando todas as suas dimensdes e, andar outra vez e outra ainda
[...]”. MARTINS apud BICUDO, 1993, p.24).

O pesquisador se depara com algumas possibilidades para trilhar seu caminha
investigativo, que ¢ diversificado, pois ha diferentes formas de interpretacdes em relagdo ao
fenomeno pesquisado, podendo optar por diferentes abordagens metodoldgicas para o
desenvolvimento e realizagdo de sua pesquisa.

As pesquisas podem ser de cunho qualitativo ou quantitativo. De acordo com Richardson
(1989, p. 70), “esses métodos se diferenciam nao so6 pela sistematica pertinente a cada um deles,
mas, sobretudo pela forma de abordagem do problema”, ou seja, o método de pesquisa depende
do estudo que se deseja realizar e da interrogagdo que o acompanha.

A Pesquisa Qualitativa, segundo Prestes (1989), refere-se as descrigoes detalhadas sobre
comportamentos, pessoas, eventos e situagdes que podem ser observaveis. Os questionamentos
sao refinados e refletidos ao longo de todo o processo investigativo, para se transformarem em
hipoteses de trabalho. Ainda, de acordo com a autora, a metodologia qualitativa busca precisdao
nas analises, mantendo equilibrio entre o enfoque, a precisao e o alcance, contribuindo de forma
significativa para a pesquisa educacional sendo seu objetivo fazer uma intervencdo de fato,
buscando entender as comunidades e suas necessidades.

De acordo com Bicudo (2012), a pesquisa qualitativa

¢ um modo de proceder que permite colocar em relevo o sujeito do processo, nao
olhado de modo isolado, mas contextualizado social e culturalmente; mais do que isso
e principalmente, de trabalhar concebendo-o como ja sendo sempre junto ao mundo
e, portanto, aos outros e aos respectivos utensilios dispostos na circunvizinhanca
existencial, constituindo-se, ao outro e ao mundo em sua historicidade. (BICUDO,
2012, p.17).

A mesma autora destaca que nessa abordagem de pesquisa se trabalha com a qualidade
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do objeto/observado ou fendmeno/percebido dependendo da postura assumida pelo pesquisador.

De acordo com Suassuna (2008) a pesquisa qualitativa responde a questdes particulares,
foca um nivel de realidade que nao pode ser quantificado trabalhando com um mundo de
multiplos significados, motivos, crengas, valores e atitudes. Para a autora em uma abordagem
qualitativa, o pesquisador propde interrogagdes que vao sendo discutidas durante a investigacao,
formulando e reformulando as hipdteses, para compreender as mediacdes e correlagdes entre
os diversos objetos de reflexdo e analise.

Neste estudo, que teve como objetivo apresentar diferentes métodos para encontrar a reta
tangente a uma curva ao longo da historia, percorrendo o caminho historico, até¢ chegarmos ao
conceito de derivada que aprendemos atualmente optamos pela abordagem de pesquisa
qualitativa.

Com isso entendemos que, as pesquisas que assumem uma metodologia qualitativa,
levam em consideracdo diversos fatores, como por exemplo, buscar uma maior precisdo em
suas andlises, em que as pessoas envolvidas e o contexto possuam um papel essencial no ato de
pesquisar, possibilitando ao pesquisador apreender especificidades que a pesquisa de cunho
quantitativo nao proporciona.

Refletindo sobre a pesquisa na Educagdo Matematica Bicudo (1993) aponta que,

A pesquisa em Educag@o Matematica ndo ¢ uma pesquisa em Matematica, nem é uma
pesquisa em Educacdo, embora trate de assuntos pertinentes a ambas, trabalhe com a
Matematica e utilize-se de procedimentos concernentes ao modo de pesquisar
proprios da Educagdo. (BICUDO, 1993, p.19).

Para a autora a Educacdo e a Matematica dialogam entre si, buscando juntas o
conhecimento desejado, sendo assim “[...] ndo podem ser caladas, nem ser tomadas
isoladamente ou uma sobrepor-se a outra”. (BICUDO, 2012, p.25).

Conforme Bicudo (1993), na Educacdo Matematica podem surgir preocupagdes “com o
compreender a Matematica, com o fazer Matematica, com as interpretacdes elaboradas sobre
os significados sociais, culturais e historicos da Matematica”. (BICUDO, 1993, p.19-20). Desta
forma, as pesquisas elaboradas no campo da Educa¢do Matematica trabalham em torno dessas
preocupagoes.

Para Bicudo 2012 a pesquisa em Educagdo Matematica permite a compreensdo da
Matematica, o modo como ela ¢ constituida e os seus significados no mundo, ajudando na
compreensdo da matematica, em si, e auxiliando na Educagdo por meio da acdo politico-

pedagbgica. Pesquisar em Educacdo Matematica ¢ trabalhar com os conceitos de Educagao e
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Matematica de maneira que eles se entrelacem formando um elo.

Nesta pesquisa, trabalhamos com a Historia e com a Matematica, pois 0 nosso objetivo
foi identificar e estudar os diferentes métodos de se encontrar a reta tangente a uma curva,
passando por um ponto qualquer no decorrer da Historia, além de que depois deste estudo foi
realizado uma discuss@o com os alunos da disciplina de Historia da Matematica para identificar

a compreensao dos mesmos em relagdo ao processo histoérico desse conceito.

2.2 ESTUDO DE CASO COMO ABORDAGEM QUALITATIVA

As pesquisas qualitativas podem ser desenvolvidas por meio de diferentes abordagens, o
estudo de caso é uma delas. Para Freitas e Jabbour (2011) o propoésito de um estudo de caso ¢
reunir informacgdes detalhadas e sistematicas sobre um fendmeno.

Os autores abordam que o estudo de caso,

E sustentado por um referencial tedrico, que orienta as questdes e proposigdes do
estudo, retine uma gama de informagdes obtidas por meio de diversas técnicas de
levantamento de dados e evidéncias. (MARTINS, 2008 apud FREITAS; JABBOUR,
2011, p.11).

Para Ponte (2006) o estudo de caso se refere a

Uma investiga¢ao de natureza empirica. Baseia-se fortemente em trabalho de campo
ou em analise documental. Estuda uma dada entidade no seu contexto real, tirando
todo o partido possivel de fontes multiplas de evidéncia como entrevistas, observagoes,
documentos e artefatos. (PONTE, 2006, p.7).

O estudo de caso visa conhecer uma determinada entidade, sendo ela uma pessoa, uma
institui¢do, um curso ou qualquer outra unidade social com o intuito de compreender em
profundidade “o ‘como’ e os ‘porqués’ dessa entidade, evidenciando a sua identidade e
caracteristicas proprias, nomeadamente nos aspectos que interessam ao pesquisador” (PONTE,
20006, p.2).

De acordo com o autor, na Educagao Matematica, os estudos de caso tém sido utilizados
para investigar questdes de aprendizagem dos alunos bem como do conhecimento e das praticas
profissionais de professores, programas de formagao inicial e continua de professores, projetos
de inovacao curricular, novos curriculos, entre outras (questoes).

Um caso funciona, sobretudo, como um exemplo, podendo ser pela negativa, onde mostra
um conjunto de topicos perturbadores de uma realidade que se acreditava ser bem diferente,
evidenciando como um dado programa ou situacdo constituem um fracasso em relacao aos

objetivos propostos mostrando o porqué, ou seja, trata-se de um contraexemplo, que nega aquilo
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que era dado como certo (PONTE, 20006).

Um determinado caso pode também ser um exemplo pela positiva, expondo “como certa
realidade que nunca tinha sido vista, pode afinal existir em certas condigdes, ou mostrando
como funciona uma situagdo particularmente bem sucedida” (PONTE, 2006, p.4).

Existe também o caso excepcional, pela sua raridade, em que a exploragdo proporciona
um melhor conhecimento dos casos mais comuns. E a estratégia do estudo do “caso raro”, como
exemplifica Damasio (1995 apud PONTE, 2006).

Um caso pode ser ainda, relativamente neutro, ou seja, nem totalmente positivo, nem
totalmente negativo. “Nesta situagdo, o caso tem interesse na medida em que nos revela algo
de novo e surpreendente relativamente ao objeto de estudo”. (PONTE, 2006, p.5).

Os estudos de casos podem ter diversos propositos. Como trabalho de investigagdo,
podem ser essencialmente exploratorios, com intuito de obter informagao preliminar acerca do
respectivo objeto de interesse. Podem ser fundamentalmente descritivos, tendo como objetivo
principal descrever, ou seja, dizer simplesmente “como €” o caso estudado. E, também, podem
ser analiticos, com o proposito de problematizar o seu objeto, construindo ou desenvolvendo
uma nova teoria ou confrontd-la com teoria ja existente, conforme Ponte (2006).

Um estudo de caso pode seguir uma de duas perspectivas essenciais sendo elas, a
perspectiva interpretativa, na qual procura compreender como ¢ o mundo do ponto de vista dos
participantes ou uma perspectiva pragmatica, que tem como intuito fundamental proporcionar
uma perspectiva global, completa e coerente do objeto de estudo, através do ponto de vista do
investigador (PONTE, 2006).

De modo geral, um estudo de caso comeca com hipoteses de trabalho preliminares, que
vao sendo reformuladas a medida que a investigacdo avanga.

Assim, a pesquisa desenvolvida neste trabalho ¢ caracterizada como qualitativa, pois teve
como objetivo: 1) realizar um estudo sobre os diferentes métodos de se encontrar a equagdo da
reta tangente desenvolvidos ao longo da historia; 2) elaborar uma apresentacdo desse estudo,
destacando aspectos historicos desse conceito; 3) elaborar um questionario e propor a alunos
de um curso de Licenciatura em Matemadtica ( disciplina de Histéria da Matematica) de modo
que nos permita explicitar os modos pelos quais os alunos compreendem o conceito
matematico de retas tangentes ao discutir os aspectos historicos desse conceito.

O estudo de caso se caracteriza por apresentarmos o estudo realizado sobre a historia dos
métodos de encontrar a reta tangente a uma curva aos alunos do curso de Licenciatura em

Matematica da Faculdade de Engenharia de Guaratinguetd, especificamente, na disciplina de
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Histéria da Matematica, com o objetivo de discutirmos como eles compreendem esse processo
historico.

De acordo com as defini¢cdes de Ponte (2006), essa pesquisa se caracteriza como um
estudo de caso neutro, a partir de uma investigacdo exploratoria, pois tem o intuito de mostrar
algo novo, de acordo com a andlise das percepcdes dos alunos da turma e obter informagdes do

que foi estudado.
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3. METODOS PARA ENCONTRAR A RETA TANGENTE A UMA CURVA
DESENVOLVIDOS AO LONGO DA HISTORIA DA MATEMATICA

Realizar um estudo sobre os diferentes métodos para determinagdo da reta tangente a uma
curva, ao longo da Historia da Matematica, ¢ um dos objetivos especificos deste trabalho. Desta
forma, faz-se necessario apresentar a relevancia da Historia da Matematica como metodologia
de ensino da Matematica, identificando historicamente o desenvolvimento deste conceito,
proporcionando um contexto para sua compreensao.

3.1

Pode-se considerar que a histéria é estruturada a partir de um conjunto de conhecimentos
desenvolvidos pela sociedade no passado e a sua evolugdo ao longo dos anos. Neste sentido,
“[...] a sociedade humana produz cultura e € a partir dessa cultura produzida que sera possivel
extrair historias”. (MENDES; CHAQUIAM, 2016, p.14).

De acordo com Mendes e Chaquiam (2016), nas ultimas décadas houve um aumento no
desenvolvimento de pesquisas relacionadas as historias de ciéncias em geral, em especial a
Histdria da Matematica, que vem promovendo um ambiente de melhoria tanto no processo de
ensino, quanto na aprendizagem de varios temas da Matematica.

Essa melhoria para os autores € constituida através de uma combinagao do uso da Historia
da Matemética com outros recursos didaticos e metodoldgicos. Com isso, proporciona possibi-
lidades de “[...] buscar uma nova forma de ver e entender a Matematica, tornando-a mais con-
textualizada, mais integrada as outras disciplinas, mais agradavel, mais criativa, mais humani-
zada”. (MENDES; CHAQUIAM, 2016, p.80).

Para Lopes e Ferreira (2013) hd um maior interesse, tanto por parte do professor quanto
por parte dos alunos ao se trabalhar com Historia da Matematica, pois relatam que as aulas se
tornam mais dindmicas e interessantes.

No entanto, conforme Mendes e Chaquiam (2016) retratam, ha também professores e
alunos que entendem que a Histdria da Matematica nao contribui para a compreenséo da prépria
Matematica, e se torna nesse sentido um desperdicio de tempo e esfor¢o. Ainda segundo esses
autores, podemos encontrar em Vianna (1998) uma lista de questdes levantadas por diferentes
autores contra a utilizacdo da Histdria da Matematica como recurso didatico, sendo algumas

delas:

i.0 passado da matematica ndo é significativo para a compreensdo da matematica
atual;

ii. N&o ha literatura disponivel para uso dos professores de Primeiro e Segundo Graus;
iii. Os poucos textos existentes destacam os resultados, mas nada revelam sobre a
forma como se chegou a esses resultados;

iv. O caminho historico é mais arduo para os estudantes que o caminho logico e
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v. O tempo dispendido no estudo da Histéria da Matematica deveria ser utilizado para
aprender mais matematica. (VIANNA, 1998, p. 3, apud MENDES; CHAQUIAM,
2016, p.81).

De acordo com Mendes e Chaquiam (2016) esses argumentos, de certa forma, ainda in-
fluenciam na atualidade, apesar de terem sidos apresentados a mais de duas décadas, eles se
mantém como obstaculos as iniciativas pedagogicas relacionadas ao trabalho envolvendo a His-
toria da Matematica em sala de aula.

Mendes e Chaquiam (2016), para contrapor as objecGes de Vianna (1998) apresentam
argumentos que defendem o uso da Histdria da Matematica, expondo que seu estudo contribui

para:
i. Satisfazer nosso desejo de saber como os conceitos da matematica se originaram
e desenvolveram;
ii. O ensino e a pesquisa mediante o estudo dos autores classicos, o que vem a ser
uma satisfacdo em si mesmo;
iii. Entendermos nossa heranca cultural através das relacfes da matematica com as
outras ciéncias, em particular a fisica e a astronomia; e também com as artes, a reli-
gido, a filosofia e as técnicas artesanais;
iv. O encontro entre o especialista em Matematica e profissionais de outras areas ci-
entificas;
v. Oferecer um pano de fundo para a compreensdo das tendéncias da educagdo ma-
tematica no passado e no presente e
vi. llustrar e tornar mais interessantes o ensino da matematica. (VIANNA, 1998, p.
8, apud MENDES; CHAQUIAM, 2016, p.82).

Desta maneira podemos entender que o uso de Histéria da Matematica esta ligado a re-
conhecer a Matematica como uma criacdo humana. Nesta perspectiva, em consonancia com

D’ Ambrésio (1999), acreditamos que,

as ideias matematicas comparecem em toda a evolugéo da humanidade, definindo es-
tratégias de agdo para lidar com o ambiente, criando e desenhando instrumentos para
esse fim, e buscando explicacBes sobre os fatos e fen6menos da natureza e para a
prépria existéncia. Em todos os momentos da historia e em todas as civilizagoes, as
ideias matematicas estdo presentes em todas as formas de fazer e de saber. (D’ AM-
BROSIO, 1999, p. 97, apud MENDES; CHAQUIAM, 2016, p.82).

Todos esses pontos citados pelos autores fazem referéncia ao uso da Historia da Matema-
tica como recurso didatico tanto no Ensino Fundamental e no Ensino Médio, quanto no Ensino

Superior. Ao que se refere a este Gltimo, os autores Mendes e Chaquiam (2016) concordam com
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Ponte (2000) no sentido de que a formacao do licenciando deve ser desenvolvida por uma solida
formagdo ética, cultural, pessoal e social, além de:

[...] trabalhar segundo metodologias de ensino e de aprendizagem diversificadas, de
modo a desenvolver uma variedade de conhecimentos, de capacidades, de atitudes e
de valores. Esta exposicdo a diferentes métodos também funciona como um meca-
nismo de aprendizagem. (PONTE, 2000, p. 15, apud MENDES; CHAQUIAM,2016,
p.82)

Ademais, os autores destacam que a Historia da Matematica na formacao didatica e con-
ceitual do professor serve para

[...] dar suporte para a disciplina de formagéo conceitual e epistemolégica na licenci-
atura em matematica e tem como caracteristica a sua organizagéo sob trés enfoques:
histdria dos tépicos matematicos; histéria da Matematica e histéria da Educagdo Ma-
tematica (MENDES, 2013, p. 70, apud MENDES; CHAQUIAM, 2016, p.84).

Nessa perspectiva, de acordo com Mendes e Chaquiam (2016), a histéria possibilita que
o futuro professor perceba que a Matematica se modifica ao longo do tempo devido a interfe-
réncia da cultura, da técnica e ndo exclusivamente devido as razbes de ordem logica.

Este método de conduzir as atividades de ensino de Matematica é fundamental para

[...] esclarecer os aspectos formativos, informativos e utilitarios da matematica, prin-
cipalmente no sentido de conduzir os estudantes ao acervo cultural da matematica,
com a finalidade de desenvolver seu interesse pelo assunto e estimular a preservacéo
dessa meméria intelectual humana. (MENDES; CHAQUIAM, 2016, p.18).

Nessa perspectiva, compreendemos que a insercao de contetidos histéricos e a sua evolu-
¢do no ensino, pode possibilitar uma melhoria do aprendizado de conceitos e ideias, além de
contribuir para a formacao geral do individuo.

3.2 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

Segundo Roque e Carvalho (2012), o século XVII foi marcado pela consciéncia de que o
desenvolvimento técnico poderia melhorar a vida dos homens, mesmo que esta visdo nao tenha
sido inaugurada naquele momento. Foi nesse periodo que o Calculo comeca a ser estruturado,
tendo como pressuposto que questdes essenciais ao seu desenvolvimento surgiram ha séculos
antes dessa época.

A Matematica passa por constantes transformagdes ao longo da Historia no decorrer deste

século, principalmente na geometria, com a intervenc¢ao de métodos algébricos e infinitesimais.
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O desenvolvimento do que chamamos hoje de “geometria analitica” se deu principalmente por
meio das mudancas de Rene Descartes (1596-1650) e de Pierre de Fermat (1601-1665) (Roque
e Carvalho 2012).

Para Roque e Carvalho (2012), a geometria era o principal dominio da Matematica na
época e todos que quisessem aprender ciéncia deveriam comegar pelos Elementos de Euclides
ou algo anélogo. Entretanto pouco a pouco foi crescendo a consciéncia de que grande parte do
conhecimento geométrico devia servir para aplicagdes, desde as mais praticas até as mais
abstratas.

Conforme esses autores, o pensamento da época se associava ao estudo quantitativo dos
fenomenos, sendo assim em consenso com o ideal do seu tempo, Descartes defendia que o
pensamento nao deveria se dedicar a compreender todos os tipos de coisas, mas somente
aquelas que sdo passiveis de quantificacdo, em que as dedugdes logicas que permitem passar
de uma proposicdo a outra devem ser substituidas por relagdes entre coisas quantificaveis,
traduzidas por equacdes.

De acordo com Roque e Carvalho (2012), para muitos pensadores, as demonstracdes
matematicas nao tinham somente o papel de estabelecer uma certeza, mas deviam, sobretudo,
esclarecer a natureza do problema e propor métodos para resolvé-lo. Devido a isso a
demonstracdo por absurdo era rejeitada. Com isso 0s objetos geométricos passaram a serem
vistos com outros olhos, pois podiam ser uteis na resolucao de problemas praticos.

Segundo estes autores pode se dizer que a época foi marcada por uma concepg¢do geral
das curvas, em que ndo se limitava ao estudo de curvas particulares, ampliando o universo dos
objetos geométricos pela introducdo de curvas que descrevem movimentos ou sao expressas
por equacdes algébricas.

De acordo com esses autores, a “exatiddo” dos procedimentos empregados em geometria
foi redefinida por Descartes. Foram admitidas técnicas algébricas, ao invés de construgdes
geométricas na defini¢do de curvas, objeto central na geometria. Na segunda metade do século
XVII que apareceram os efeitos desta mudanca e o trabalho com curvas, incluindo a busca de
tangentes e areas, incentivando o desenvolvimento dos métodos infinitesimais.

Para Roque e Carvalho (2012), pensadores da época, incluindo Leibniz, defendiam suas
praticas como uma arte da inven¢do, dando menos importancia aos critérios de demonstragoes,
sobrepondo os que as ferramentas permitiam obter de novo, para que a Matematica pudesse se
libertar dos padrdes gregos, associados ao canone euclidiano.

De acordo com esses autores, os métodos analiticos de Descartes ¢ Fermat motivaram o

estudo das propriedades aritméticas de séries infinitas, principalmente, por John Wallis e James
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Gregory. Estes pesquisadores resolveram um grande nimero de problemas, como encontrar a
reta tangente a curva, calcular quadraturas ou retificar curvas, tendo grande influéncia sobre
Newton e Leibniz.

Para Roque e Lima (2012), antes de Newton e Leibniz os matematicos ja tinham enorme
conhecimento sobre o modo de resolver problemas especificos de calculos infinitesimais, no
entanto ndo reconheciam a generalidade e a potencialidade das técnicas empregadas.

Segundo eles ja no fim deste século, o conceito de curva recobre trés concepgoes: a curva
como expressao algébrica, eventualmente infinita; a curva como trajetéria de um ponto em
movimento; € a curva como poligono com um numero infinito de lados. As trés concepgdes
desempenham um papel central no desenvolvimento dos métodos infinitesimais, sendo Leibniz
um dos protagonistas desta mudanca.

Conforme Roque e Carvalho (2012), Leibniz ao ler La Géometrie de Descartes em 1673,
achou o método de tangentes do francés restritivo e complicado, além de que este método nao
se aplicava para todas as curvas. Com isso umas das grandes contribuicdes de Leibniz foi
estender o dominio das curvas para além das algébricas.

Em suma para esses autores, o principal objeto de estudo do século XVII, era o
desenvolvimento de métodos para resolver problemas sobre curvas geométricas, como a de
encontrar a tangente, calcular a area sob uma curva e achar comprimentos de curvas ou
velocidades de pontos se movendo sobre uma curva, ou seja, problemas de natureza geométrica.

O texto “A Origem do conceito de derivada de uma func¢do”, contido na pagina “So6
Matematica”, menciona que a concepg¢ao de fungdo atualmente pode ser considerada simples.
No entanto, ¢ resultado de uma lenta e longa evolucao histérica iniciada na antiguidade, €época
em que este conceito ndo estava claramente definido, uma vez que as relagdes entre as variaveis
apareceram de forma implicita e eram descritas verbalmente ou por meio de um grafico. Esse
mesmo texto ainda aponta que:

- No século XVII, Descartes e Pierre Fermat introduziram as coordenadas cartesianas,
facilitando o estudo de curvas ja conhecidas e permitindo a criagdo de outras novas, tornando
possivel transformar problemas geométricos em problemas algébricos e estudar analiticamente
as fungdes, como ja dito anteriormente.

- Foi com o estudo dessas fungdes que Fermat observou as limitagdes do conceito classico
de reta tangente que, segundo Haveroth, Figueiredo e Aguiar (2013), teve seu estudo iniciado
na Grécia antiga com Euclides, Apolonio e Arquimedes. O primeiro registro formal mais antigo
¢ a definicdo de tangente contida no terceiro livro de “Os Elementos” de Euclides, no qual ela

aparece como sendo a reta que toca o circulo de modo que nao o corta ao ser prologada.
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- Estas limitagdes levaram a dificuldades que ficou conhecida na Histéria da Matematica
como o “Problema da Tangente”, estagnado durante séculos, ressurgindo apenas no século XVII
com os franceses Descartes e Fermat.!

Segundo Ferreira, Zuin e Oliveira (2017), o Calculo se desenvolveu conforme uma
combinac¢do de problemas e teorias, tendo o modelo geométrico como influéncia direta no seu
desenvolvimento, visando que a diferenciagdo foi desenvolvida através de problemas
relacionados a constru¢ao de retas tangentes a uma determinada curva e de questdes sobre
maximos € minimos, ja a integracao se desenvolveu a partir de problemas de quadraturas de
curvas, ou seja, determinacao de areas de regides limitadas por uma curva, eixos e ordenadas.

Ainda de acordo com esses autores (apud, BARON 1985), os problemas da tangente e
das quadraturas foram estudados separadamente durante séculos, se relacionando apenas no
século XVII, através do que agora conhecemos por Teorema Fundamental do Calculo, no qual
a diferenciacgdo e a integracao sdo operagdo inversa da outra.

Para Ferreira, Zuin e Oliveira (2017), o desenvolvimento do Calculo foi atribuido ao
inglés Isaac Newton e ao alemdo Gottfried Wilhelm Leibniz, embora alguns historiadores
afirmem que Newton foi o primeiro a descobrir o calculo, porém o mesmo sé publicou sua
descoberta ap0s as teorias de Leibniz terem sido apresentadas. Apesar do mérito de quem o teria
desenvolvido primeiramente ndo ser de grande relevancia para a Histéria do Calculo, fica a
titulo de curiosidade.

Conforme estes autores, os Calculos de Newton e Leibniz estdo vinculados as
propriedades geométricas de figuras, destacando-se o célculo de area e o calculo de tangentes,
os dois grandes problemas daquela época, como ja citado anteriormente.

Em suma, o principal objeto de estudo deste século era o desenvolvimento de métodos
para resolver problemas como o de encontrar a tangente sobre as curvas geométricas. Com
todos estes acontecimentos pode se concluir que a Matemadtica passa por constantes
transformagdes ao longo da Historia, principalmente durante o século XVII que ¢ onde o célculo
comega a ser estruturado.

Os matematicos como Cavalieri, Barrow, Fermat e Kepler contribuiram para o nasci-
mento do Célculo mesmo que de forma imprecisa ou ndo rigorosa ja utilizavam conceitos do
Calculo para resolver varios problemas, no entanto na época ainda ndo havia uma sistematiza-

¢ao no sentido de uma construg¢ao logicamente estruturada.

1 Origem do conceito de derivada de uma fungdo. S6 matematica, 1998-2021. Disponivel em:
https://www.somatematica.com.br/historia/derivadas.php.
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Com isso a unido das partes conhecidas e utilizadas até entdo, aliada ao desenvolvimento
e aperfeicoamento das técnicas, aconteceu com Newton e Leibniz que deram origem aos fun-
damentos mais importantes do Célculo, ou seja, o Célculo Diferencial e o Célculo Integral.

O aparecimento e desenvolvimento do Calculo Diferencial estao ambos ligados a questao
das tangentes. Desde a época dos Gregos antigos, ja se conhecia a reta tangente, Arquimedes e
Apolodnio utilizavam métodos geométricos, para a determinacdo das mesmas.

Desta maneira apds os gregos o interesse por tangentes a curvas reapareceu no século
XVII, como parte do desenvolvimento da geometria analitica. A introduc¢ao de simbolos algé-
bricos como uma ferramenta para estudar a geometria das curvas também contribuiu para o
desenvolvimento do conceito de derivada. Com o tempo, o tratamento se tornou mais algébrico
e menos geométrico, surgindo varios métodos de se encontrar a tangente de uma determinada

curva. 2

3.2. METODOS DE EUCLIDES, ARQUIMEDES E APOLONIO

De acordo com historiadores, Euclides de Alexandria viveu entre os anos 323a.C e
283a.C, nao se sabe ao certo o local de seu nascimento, mas acredita-se que tenha vivido a
maior parte de sua vida na cidade de Alexandria. Foi um escritor grego e um dos mais
importantes matematicos da Grécia Antiga, sendo considerado o pai da geometria.

Segundo Haveroth, Figueiredo e Aguiar (2013), o registro formal mais antigo contendo a
primeira definicdo de tangente pode ser encontrada no terceiro livro de “Os Elementos™ de
Euclides, conforme defini¢do 2, como sendo a reta que toca o circulo de modo que ndo o corta
ao ser prolongada.

Para Ferrao, Almeida e Marcelino (2012), Euclides afirmava que se uma reta r ¢ tangente
a uma circunferéncia c, entdo ela encontra o circulo em apenas um ponto e ¢ perpendicular ao
raio por esse mesmo ponto.

Ao tratar de determinagdes infinitesimais, Eudoxo promoveu uma grande contribui¢do
com seu trabalho de quadraturas através de seu método, denominado pelos matematicos do
século XVII como método da exaustdo, conforme Haveroth (2013) este método consiste em
que

Se quisermos demonstrar que uma quantidade de A ¢ igual a outra quantidade de B,
tomamos uma terceira C de modo que a diferenga A—C possa diminuir tanto nds qui-
sermos, isto €, que se possa esgotar (Charles, 1.c) o que da o nome do método. Deve-
mos considerar primeiro C > A e depois C < A. Se depois da comparacao de C com B
resultar um absurdo, ficara provado, como pretendiamos, que A € igual a B. (CARVA-
LHO, 1919, p.3, apud HAVEROTH,2013, p.15).

2 0 Nascimento do Calculo. Disponivel em:< http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_derivadas.htm>.
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Para o autor, Euclides utilizou desta técnica, para demonstrar que as areas dos circulos
estdo entre si como os quadrados dos seus didmetros.

Arquimedes nascido no ano 288 a.C na cidade de Siracusa ¢ considerado um dos maiores
matematicos de todos os tempos, pois foi quem melhor proveito tirou deste método, utilizando
demonstragdes por exaustdo para calcular areas de superficie, volumes de corpos e determinar
a tangente do espiral.

De acordo com Carvalho (1919 apud Haveroth 2013) o livro Tratado das Espirais é com-
posto por 28 proposicdes, no qual Arquimedes estuda a curva que chamamos de espiral de
Arquimedes. Neste tratado ndo consta nenhuma defini¢do de tangente o que mostra que Arqui-
medes usou a defini¢do que Euclides deu para tangente a circunferéncia, demonstrando na pre-
posicdo 13 de seu tratado que a tangente a curva a toca em um nico ponto.

Ainda segundo o autor as proposi¢des 16 e 17 do tratado de Arquimedes, “referem-se a
grandeza dos angulos que a tangente num ponto faz com o raio vetor deste ponto, mostrando
que sdo diferentes e portanto um serd agudo e outro obtuso”. (CARVALHO,1919, apud. HA-
VEROTH, 2013. p.16).

Conforme Haveroth (2013) Apolonio de Tiana nasceu em 15 d.C, ¢ conhecido como “O
grande gedmetra” por conta de seu trabalho com se¢des conicas, composto por oito livros com
mais de 480 proposi¢des demonstradas. Algumas destas demonstragdes foram obtidas por meio
de construcdes geométricas.

Para o autor, no livro I, proposi¢do 17, Apolénio comega a demonstrar sobre a tangente
dizendo que “a paralela AC as ordenadas respectivas, tiradas pelo extremo A de um diametro,
¢ tangente a curva, pois se ndo fosse, cortaria em um ponto B e a reta AB devia ser dividida ao
meio pelo didmetro, o que ¢ absurdo”. (HAVEROTH,2013, p.16-17).

No decorrer de muitos anos ndo houveram outras contribuicdes significativas nesta area
da Matematica, renascendo no século XVII este problema antigo de obtencdes de tangentes
com outros métodos desenvolvidos por matematicos da época.

3.3 METODO DE RENE DESCARTES (1596-1650)

Segundo Roque (2012) a exposi¢ao das propriedades Opticas dos ovais foi o que motivou
Descartes a propor um método algébrico para determinar a tangente a um ponto de uma curva.
Este método fornecia um procedimento geral.

A autora aponta que o método
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comegava por tragar um circulo com centro O sobre um eixo coordenado, intercep-
tando uma curva dada por uma equagdo, como na ilustracdo 6. Em geral, esse circulo
corta a curva em dois pontos, C e E, e 0 método se resume a encontrar qual deve ser
o centro do circulo de modo a que esses dois pontos se reduzam a um s6. (ROQUE,

2012, p.339).

Figura 1- Método de Descartes

f(xy)=0

Fonte: Roque (2012).
Ainda Segundo Roque (2012)

Suponhamos que a equagdo da curva da qual queremos encontrar a tangente seja dada
por f(x,y)=0 e que o ponto C no qual queremos encontrar a tangente tenha coordenadas
(a,b). Tomemos o ponto O no eixo coordenado com coordenadas (c, ). A equacdo da
circunferéncia com centro em O passando por C ¢ (x-c)’ + y°= (a-c)’+b°. Se elimi-
narmos y entre essa equagao e f{x,y)= 0, temos uma equagdo em x que determina as
abscissas dos pontos onde a circunferéncia corta a referida curva. Determinamos, em
seguida, o valor de c tal que essa equag@o em x tenha raizes iguais. A circunferéncia
com centro nesse novo ponto (c,0) tocard a curva apenas no ponto C, e a tangente a
curva sera a tangente a circunferéncia nesse ponto. Logo, encontrar essa circunferén-
cia permite construir a tangente. (ROQUE, 2012, p.339).

De acordo com a autora, Descartes optou por interceptar a curva por uma circunferéncia
em vez de determinar diretamente a reta tangente, pois os problemas opticos relativos a forma
das lentes o levava a introduzir a tangente e a normal na questao de determinar a curvatura de
uma curva.

Tendo em vista que esta curvatura pode ser dada pela curvatura da circunferéncia, que
depende do raio da circunferéncia tangente, onde quanto menor este raio maior serd a curvatura
da curva estudada. Desta forma o método baseado na busca de circunferéncias tangentes ¢ mais

produtivo para comparar a curvatura da curva 4 curvatura de uma circunferéncia.

3.4 METODO DE PIERRE DE FERMAT (1607- 1665)
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Segundo Roque e Carvalho (2012), Fermat apresentou uma maneira de encontrar tangen-
tes através do seu método para a procura do maximo e do minimo, com publicacdo no ano de

1637.

Para esses autores, 0 método consistia da seguinte maneira:

[uma] parabola BDN, de vértice D e eixo AD [...]. Se B ¢ um ponto sobre a parabola,

traco por este ponto uma perpendicular ao eixo, passando pelo ponto C. Em seguida,

tragamos uma reta BE tangente a parabola cortando o eixo no ponto E (temos B e E ¢

¢ facil determinar uma reta por dois pontos). (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.211).
Com isso, resta determinar, portanto, a posi¢ao do ponto E.

Figura 2- Método de Fermat

O

O $====-
R -

‘

m

Fonte: Roque; Carvalho (2012).

De acordo com esses autores, deve se tomar um ponto O qualquer sobre a reta BE e tracar
respectivamente as ordenadas O do ponto O e BC do ponto B. Com isso, se o ponto O estivesse
sobre a pardbola, teriamos que DC/DI = BC?/OL°.

Para Roque e Carvalho (2012) como

o ponto O ¢ exterior a parabola, temos que DC/DI > BC*OI2. Por semelhanga de
tridngulos, BC%*/OI?> = CE¥IE?, logo DC/DI > CE?/IE?. Mas o ponto B ¢ dado, logo
conhecemos a ordenada BC, o ponto C e DC. Assim, podemos considerar que DC =
d e fazemos CI = e e CE = a, em que CE é o que queremos determinar e C/ € uma
quantidade a ser ajustada. Obtemos assim a desigualdade expressa por d/(d — e) >
a’/(a@® + e’ — 2ae). Fazendo o produto dos meios pelos extremos obtemos que da’ +
de’ — 2dae > da’ — o’ e. (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.212).

Conforme os autores, o método de Fermat tem como ponto central a aplicacdo de um
procedimento, atribuido por ele como Diofanto, chamado adequagao, ou seja, que significa es-
tabelecer uma equacao ou uma igualdade aproximada. Obtendo uma igualdade aproximada a

partir da desigualdade acima.
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Assim, se retirar os termos comuns e dividir todos por e, temos que de + a’ = 2da. “Su-
pondo que O ¢ suficientemente proximo de B e estd sobre a pardbola, podemos desprezar o
termo de (a desigualdade DC/DI > BC?/OF torna-se uma igualdade). Podemos concluir entio
que a’°= 2da, ou a= 2d”". (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.212).

Conforme Roque e Carvalho (2012), este método € caracteristico do calculo infinitesimal,
desenvolvido por Leibniz e Newton alguns anos mais tardes. Este método de Fermat pode fun-
cionar para qualquer curva, desde que justificada pelo calculo infinitesimal, diferente do mé-
todo de Descartes que s funciona para curvas algébricas, pois eram as Unicas que o interessa-
vam.

3.5 METODO DE GILES PERSONNE DE ROBERVAL (1602-1675)

Conforme Alves (2000 [ano provavel]), Roberval considerava uma curva sendo gerada
por um ponto no qual o movimento se compode de dois movimentos conhecidos. Desta forma,
a resultante dos vetores velocidades dos dois movimentos fornece a reta tangente a curva.

Por exemplo, no caso de uma pardbola, pode-se considerar os dois movimentos em
sentido oposto ao foco e em sentido oposto a diretriz. Como as distancias do ponto
em movimento ao foco e a diretriz sdo sempre iguais, os vetores velocidades dos dois
movimentos devem também ter modulos iguais. Segue-se que a tangente a um ponto

da parabola bissecciona o angulo entre o raio focal, pelo ponto, e a perpendicular por
este a diretriz (Figura 6). (ALVES, 2000 [ano provavel], p.8).
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Figura 3- Método de Roberval

\ =

Fonte: Alves (2000 [ano provavel]).
3.6 METODO DE EVANGELISTA TORRICELLI (1608-1647)

Segundo Alves (2000 [ano provavel],) Torricelli trabalhava com a mesma ideia de Rober-
val sobre tangente, em que, para determinar a tangente, tanto Roberval quanto Torricelli usavam
o método da composi¢do de movimentos, quando do tragado de uma tangente a parabola.

Para Alves (2000 [ano provavel],) no caso do cicloide,

pode-se imaginar um ponto P da curva como sujeito a dois movimentos iguais, um de
translagdo e outro de rotacdao. Conforme o circulo gerador rola ao longo da reta AB
numa base horizontal (Figura 7), o ponto P é conduzido horizontalmente enquanto
que, ao mesmo tempo, gira em torno de O, o centro do circulo. Traga-se, portanto, a
partir de P, um vetor horizontal PR como componentes de translagao e um vetor PS,
tangente ao circulo gerador, como componente de rotagdo. Ademais, como os dois
vetores t€ém modulos iguais, a tangente pretendida situa-se ao longo da bissetriz PT
do angulo RPS formado pelos dois vetores. (ALVES, 2000 [ano provavel], p.8).
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Figura 4- Método de Torricelli

Fonte: Alves (2000 [ano provavel]).

3.7 ISAAC BARROW (1630-1677)

De acordo com Alves (2000 [ano provavel]), o método das tangentes de Barrow ¢ virtu-
almente idéntico ao usado no calculo diferencial e muito semelhante ao de Fermat. No entanto,
usa duas quantidades em vez da letra E Gnica de Fermat. Essas quantidades equivalem aos mo-
dernos Ax e Ay.

O método de Barrow se explica da seguinte maneira: se M € um ponto sobre uma curva
dada por uma polinomial f(x, y)=0 e se T ¢ um ponto de intersec¢ao da tangente desejada MT
com o €ixo x, entdo Barrow marcava um “arco infinitamente pequeno MN da curva”.

Com isso tragava as ordenadas por M e N e pelo ponto M tracava uma reta MR paralela
ao eixo x. Designando por m a ordenada conhecida em M, por t a subtangente desejada PT e
por a e e os lados vertical e horizontal do tridngulo MRN (Barrow supde que o ponto N e S sdo
tao proximos que se confundem, podendo assumir a igualdade), o chamado tridngulo diferencial,
0 mesmo observava que a razdo de a para e ¢ igual a razdo de m para t, conforme Alves (2000

[ano provavel]).



31

Figura 5- Método de Barrow
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Fonte: Alves (2000 [ano provavel]).

A razdo de a para e, para pontos vizinhos ¢ a inclinagdo da curva. Para achar essa razao,
Isaac Barrow substituia x € y em f(x, y)= 0 por x + e e y + a, respectivamente, depois na
equagao resultante ele desprezava os termos ndo contendo a ou e (pois 0os mesmos juntos dao
0) e todos os termos de grau maior que um em a € e. Por fim, substituia a por m e por ¢£. Com
isso a subtangente ¢ obtida em termos de x e m, € se x € m sdo conhecidas o valor de t estd
determinado, segundo Alves (2000 [ano provavel]).

De acordo com a autora o calculo pode ser feito também pela razdo de RS por MR que ¢

igual a razdo de PM por TP. Como OT = OP - TP, segue a relagdo acima que:

e e
OT =x-—PM =x-—y.
a a

“Conhecida a medida OT, marca-se o ponto T e € possivel tracar a tangente por T e M, ja
que os valores x ¢ y do ponto M sdo conhecidos, o intuito esta em calcular o quociente e/a ™.
(ALVES, (2000 [ano provavel], p.13).

3.8 ISAAC NEWTON (1643-1727)

De acordo com Roque e Carvalho (2012) no final da década de 60, Newton ja utilizava
os procedimentos infinitesimais, no entanto, foi no inicio dos anos 70 que esses algoritmos sao
reformulados por ele na linguagem de fluentes e fluxoes.

Segundo Ferrdo, Almeida e Marcelino (2012), o fisico e matematico Isaac Newton se
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dedicou a solucionar o problema da reta tangente, desenvolvendo seu trabalho com influéncia
dos estudos de Descartes e Fermat que estdo diretamente ligados a origem do Calculo
Diferencial. O método da Tangente de Newton ¢ também conhecido como método das Fluxdes,
pois resolveu o problema da determinacgdo do tragado da tangente a uma curva dada, por uma
equacao f (x,y)=0, em que as variaveis x e y representam grandezas que fluem com o decorrer
do tempo, aos fluentes e suas velocidades, ou seja, as chamadas fluxdes.

Para Newton eram quantidades variaveis com o tempo, ou seja, quantidades que fluem
relacionadas ao movimento. Ja a taxa de variacdo de uma quantidade com o tempo era
denominada fluxdo. Se v,x,y,z sdo consideradas quantidades fluentes, seus fluxdes serdao
respectivamente 9,X,y,Z,. Logo o problema consistia em encontrar a relacdo do fluxdes de uma
dada relagdo entre quantidade fluentes e vice-versa, conforme os autores.

“Se tivermos dois fluentes x e y, o interessante nao sera calcular os fluxdes em si, mas a
razdo entre eles Z, que determina a inclinagdo da tangente a curva descrita nas variaveis x e y”.
X

(ROQUE; CARVALHO, 2012, p.224).

Segundo os autores se ¢ dada uma curva com y = x", considera-se o um intervalo de
tempo infinitamente pequeno. Visando que Xo e yo corresponde a dx e dy e sdo respectivamente
os incrementos infinitamente pequeno de x e y. Com isso para encontrar a relacdo entre os
fluxdes, Newton substituia x+xo e y+yo na equacdo da curva obtendo assim y + yo =
(x + %0)™.

De acordo com Roque e Carvalho (2012, p.224) foi: “Utilizando a formula que
conhecemos hoje como “bindmio de Newton”, e que ele generalizou para expoentes

n(n-1) . _
0252 x4,

fracionarios, escreveu  y +yo = x™ + noxx™"1 + >

Visando que y — x™ ¢ igual a 0, e dividindo tudo por o se obtém

n(n-1) o

. %2 x™""2 + .. Conforme Roque e Carvalho (2012) ao considerar

y=nx""1x+
que o ¢ infinitamente pequeno, os termos que contém esta quantidade podem ser
desconsiderados proporcionando a seguinte formula y = nx™ " 1x .

Para estes autores este procedimento de Newton enfrentou problemas, pois a quantidade
o considerada quase 0 (infinitamente pequena) no ultimo passo foi tida como quociente em um
passo anterior. Com isso o fisico tinha consciéncia de que ao considerar quantidades
infinitamente pequenas poderia inviabilizar a aceitagdo de seu método, portanto apresentou um

novo procedimento denominado primeiras e Ultimas razdes.

Este método consistia em nao eliminar simplesmente os termos que continha a quantidade
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o e sim fazer a razdo > entre os fluxdes, sendo estd razdo igual a primeira ou a tltima razao
X

entre os incrementos de y e x.

Se chamarmos, em notagdo atual, estes incrementos de Ax e Ay, poderemos dizer que
. ~ Ay
Newton considera a razdo > quando Ax e Ay decrescem ambos para 0 ou crescem

ambos a partir de 0. No primeiro caso, existe uma ul/tima razdo entre Ax e Ay, antes
que ambos atinjam o 0, e no segundo caso uma primeira razdo entre Ax ¢ Ay, assim

que eles comegam a existir a partir de 0. A razdo 2 é igual a esta ltima razio entre
X

quantidades evanescentes, ou igual a esta primeira razdo entre quantidades nascentes.
(ROQUE; CARVALHO, 2012, p.225).

De acordo com Roque e Carvalho (2012) no livro Principios Matematicos da filosofia

natural o método das primeiras e ultimas razoes € justificado por Newton da seguinte maneira:

“As quantidades e as razdes de quantidades que tendem continuamente a se tornar
iguais durante um tempo finito e que, antes do fim deste tempo, se aproximam tanto
da igualdade que sua diferenga pode ser considerada menor que qualquer diferenga
dada, terminam por ser iguais”. (ROQUE; CARVALHO,2012,p.225).

Ainda conforme os autores ao fundamentar o método dos infinitesimais através das
primeiras e das ultimas razoes, ¢ estabelecido por Newton que os incrementos sao denominados
apenas o, em vez de xo e yo, escrevendo (y +0) = (x + 0)" = x" + nx" 1.0 + -+ Desta
forma o incremento pode ser obtido como:

@xn_zl 02 +

n—-1

0 = nNX .0+

E ao dividir tudo por o se obtém:

n-1 + n(n — 1) xn—z

- 0+

1=nx

Deste modo ao fazer com que a quantidade o desaparega a primeira razdo ¢ % e a ultima
X

, nxn—l

C

— - “Como a tltima razao entre quantidades evanescentes deve ser igual a primeira razao

entre as quantidades nascentes, temos que § =nx""1 > (ROQUE; CARVALHO, 2012. p.225).

Para esses autores apesar dos esfor¢os de Newton o método das primeiras e ultimas razoes
ndo resolve de modo completo o problema dos fundamentos do célculo, pois a razdo entre os
incrementos ndo € a ultima, uma vez que eles ainda existam e quando deixam de existir, ndo
existe mais uma razao entre eles. Assim as primeiras e ultimas razdes sao dificeis de determinar.

Portanto o meio utilizado para calcular reta tangente de Newton era através do método

dos fluxdes estabelecido por ele, podendo perceber a ligagdo com o método atual de encontrar
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(através das derivadas), pois as concepcdes de Newton deram o inicio a construgdo do calculo
diferencial.

3.9 GOTTFRIED WIHELM LEIBNIZ (1646- 1716)
De acordo com Roque e Carvalho (2012) Leibniz afirma que a sua primeira inspiragao

para a inveng¢do do calculo foi tirada do Tratado dos senos do quarto circulo de Pascal. Este
Tratado tinha como objetivo demonstrar um resultado sobre quadraturas através de um método
que sera exposto a seguir, no entanto Leibniz estrai dele uma ideia bem mais geral denominada
triangulo caracteristico.

Conforme os autores a concepgao de Pascal era tragar um quarto do circulo ABC e uma
tangente EE’ em um ponto D. O préximo passo era tragar uma perpendicular a AC e marcar o
ponto I de intersecdo. Por fim devia ser desenhado EK paralela a AC e por E’ tracar E’K paralela

a DI, de acordo com a figura representada abaixo.
Figura 6- Método de Pascal
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Fonte: ROQUE; CARVALHO (2012).

“Pascal ja havia observado que o Tridngulo DIA é semelhante a EKE’, pois E D I= %—

AD I1=1AD, logo DEK =IAD e EE’K=IAD (isto vale para a circunferéncia porque a tangente
EE’ € perpendicular ao raio DA)”. (ROQUE e CARVALHO, 2012.p.218). O resultado ndo
depende das posi¢des de E e E’, com isso mesmo que estejam muito proximos de D, o resultado
permanece.

Segundo os autores ¢ afirmado por Leibniz que Pascal ndo enxergou a relevancia das
semelhangas de tridngulos que o mesmo tinha demonstrado, pois essa semelhanga permite

diminuir a distancia entre E e E’, até que nao seja possivel atribuir um valor.

Ainda assim, ou seja, quando esta grandeza (a distdncia) ndo € “atribuivel”, o tridngulo
pode ser determinado pela sua semelhanga com o tridngulo DI4 que, ele, € “atribuivel”.
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Ha uma relagdo que se conserva no tridngulo EKE' na passagem do finito ao
infinitesimal, que ¢ justamente a sua semelhanga ao tridngulo DI4. (ROQUE;
CARVALHO, 2012.p.218).

No entanto o argumento acima s6 € valido para a circunferéncia, mas Leibniz proporciona

um método andlogo valido para um caso mais geral, onde conforme os autores:

Podemos tratar o tridngulo ndo atribuivel constituido por um pedaco da tangente como
sendo o elemento caracteristico de uma curva, designado como tridngulo
caracteristico (analogo ao tridngulo EKE’). Fazendo Ay= E’K e Ax= RR’ e este
método exprime analiticamente todos os elementos do problema fazendo com que a
~ A P d A e
relacdo A—z se torne uma relacao infinitesimal é( grandezas do tridngulo caracteristico).

(ROQUE; CARVALHO, 2012.p.218).

Para Roque e Carvalho (2012) foi a partir de 1684 que Leibniz publicou seus artigos sobre
o célculo, tendo como um de seus trabalhos mais importantes um novo método para encontrar
maximo ¢ minimo, utilizando o calculo das tangentes através do tridngulo caracteristico.

O método para encontrar a tangente de Leibniz pode ser comparado com o de Fermat, e

consiste em considerar uma curva e uma tangente a esta curva no ponto M,

Tragando um segmento NR paralelamente ao eixo das abscissas, obtemos um
tridngulo retdngulo NMR semelhante a TMP formado pela ordenada PM, pela
subtangente 7P e pelo comprimento da tangente 7M. O ponto T ndo ¢ fixo, ou seja,
ndo ¢ um ponto especifico da curva. Este ponto ¢ marcado de modo que TM seja
perpendicular ‘a tangente.

O segmento TP ¢ chamado de “subtangente”. (ROQUE; CARVALHO, 2012.p. 219).
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Figura 7- Método de Leibiniz

N N .

Fonte: Roque; Carvalho (2012).
o . e . d
Para Leibniz apesar de dy e dx serem quantidades infinitamente pequenas a razao d—z =

MR . s . PM ~
~5 entre estas quantidades ¢ finita porque ¢ dada pelo valor T da razdo entre a ordenada e
subtangente. “Logo, sendo dx uma quantidade qualquer, a diferencial dy ¢ definida pela

propor¢ao A — (ROQUE; CARVALHO, 2012,p.219).

dx subtangente
Com isso surge a introducao da palavra funcao, determinando como a “fun¢do” que uma
reta executa em uma curva, sendo uma tangente, normal ou subtangente.
Desta forma, pode se considerar que era através da construgao do tridngulo caracteristico

que consistia o método de Leibniz para encontrar a reta tangente de uma determinada curva.

3.10 METODO ATUAL

De acordo com Siguends (2009), era preciso desenvolver o conceito de fungdo para
resolver o problema da tangente, que foi resultado de uma lenta e longa evolugao historica. Foi
durante o século XVII que houve um novo impulso no desenvolvimento das fungdes, com a
introdu¢ao das coordenadas cartesianas de Descartes.

A introdugdo dessas coordenadas além de facilitar os estudos das curvas ja conhecidas
permitia a criacdo de novas. Por meio do estudo dessas novas curvas que Fermat se deu conta
das limitagdes do conceito classico de reta tangente (Siguenas, 2009).

Conforme Siguenas (2009) o método de Fermat para encontrar a tangente consistiam em
ideias que formam o embrido do conceito de derivada, no entanto, ele ndo utilizava notacao
apropriada e o conceito de limite ndo estava ainda claramente definido.

Com isso, foi Leibniz que algebrizou o Calculo Infinitesimal introduzindo os conceitos
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de varidvel, constante e pardmetro e a notagdo dx e dy para denominar a menor possivel das
diferengas em x e em y. Surgindo desta notacdo o que conhecemos hoje como Calculo
Diferencial.

No entanto foi no século XIX que segundo Siguenas (2009)

Cauchy introduzia formalmente o conceito de limite e o conceito de Derivada, a partir
disso com Leibniz ¢ Newton, o Calculo Diferencial torna-se um instrumento
indispensavel pela sua aplicabilidade aos mais diversos campos da Ciéncia. Assim o
aparecimento ¢ desenvolvimento do Calculo Diferencial estdo ambos intimamente
ligados & questdo das tangentes. (SIGUENAS, 2009, p.11).

Essa ligagdo citada pelo autor faz referéncia a influéncia na constru¢do do Calculo
Diferencial que os estudos e os métodos desenvolvidos para calcular a reta tangente possui, no
qual consequentemente o método para calcular essas retas, atualmente, ¢ através das derivadas.

Para Avila (2006, p.175), uma fungio /. definida num intervalo aberto I, é derivavel em

X, € I se existe e € finito o limite da razao incremental

f(x) = f(x0)

X — X
com x — X,. Este limite € por defini¢do a derivada da fun¢@o f no ponto x,. Para indicar esse
limite sdo usadas as seguintes notacdes
f'(x0), (Df)(x) e %(xo), onde esta Gltima é o
quociente das diferenciais.

De acordo com o autor, em mecanica, normalmente se considera fungdes do tempo t, ou
seja, s(t), x(t), entre outras. E na notacdo ¢ comum haver um ponto em cima da letra como, por
exemplo, x(t).

Conforme Avila (2006) colocando x = x, + h pode se escrever a derivada da seguinte

maneira:

fE)—fxo) _ . FGo+h)— fxo)

X — X h—0 h

f'(x0) = lim

X—Xg

Ainda de acordo com o autor, essa ¢ a derivada no sentido ordinario com o ponto x,
sendo interior ao dominio da fungdo. “As nogdes de derivadas laterais, a direita e a esquerda,

sdo introduzidas de maneira analoga”. (AVILA, 2006,p.176):

f(xo+h)—f(x0)
h b

S (xo+h)—f(x0)

1+ . 1(n— .

xg) = lim xXp) = lim
fre) = Jim f(xg) = lim Lot
Essas definicdes sdo aplicadas mesmo que x, seja extremo esquerdo ou direito

respectivamente, de um intervalo onde f seja definida, conforme Avila (2006).
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A derivada de uma funcéo f é, por sua vez, uma funcdo do ponto onde ¢é calculada.
Podemos, pois, considerar sua derivada, que é chamada a derivada segunda de f e
indicada com as notagdes £, D?f, d*f/dx?, “s(t), "x(t). De um modo geral, podemos
considerar a derivada de ordem n ou derivada n-ésima, definida recursivamente como
a derivada da derivada de ordem n-1 e indicada com as notag¢des f™, D™f, df/ dx™.
Uma fun¢do com derivadas continuas até a ordem n é chamada fungao de classe C".
(AVILA, 2006, p.176).

Com isso deve se notar que através de pequenas modificagdes, muitos resultados
envolvendo derivadas ordindrias permanecem validos para as derivadas laterais. “[...] uma
fungdo f é derivavel em x, no sentido ordinario, se ¢ somente se suas derivadas laterais nesse
ponto existem e sdo iguais”. (AVILA, 2006, p. 176).

Para o autor ao considerar que a fungdo f ¢ derivavel, a diferenca

f—(xi - QXO) —f'(x0) =n
tende a 0 com x = 0, logo f(x) = f(xo) + [f'(x9) + n](x — xy) tende a f(x) com x — 0,
provando o teorema que diz que toda func¢do derivavel num ponto xo € continua nesse ponto.
Conforme Avila (2006) esse teorema representa o declive da reta secante e ao considerar
uma reta secante PQ, onde P = (xg, f(xg)) e Q = (x, f(x)), representado na figura abaixo.
Quando x — 0, o ponto Q se aproxima do ponto P e f’(x() € o valor limite do declive da reta
secante. “Isto sugere a defini¢do de reta tangente a curva y= f(x) no ponto P como aquela que
passa por esse ponto e tem declive f'(x,) . (AVILA,2006, p. 177).

Com isso sua equacao em coordenadas (x,Y) ¢ dada por:

Y — f(xo) = f'(xo)(x — x0) ouY = f(x0) + f'(x0) (x — x0)
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Figura 8- Reta tangente a curva y=f(x)
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Fonte: Avila (2006)

A elaboragdo deste capitulo era um dos objetivos deste trabalho que focou na realizacao
de um estudo sobre os diferentes métodos de se encontrar a equacao da reta tangente desenvol-
vidos ao longo da histéria. Este estudo compde uma sequéncia de dez métodos, partindo do
primeiro registro formal, contendo a primeira defini¢cao de tangente encontrada no terceiro livro
de “Os Elementos” de Euclides, até a forma atual de se encontrar, por meio das derivadas.

Ao desenvolver um estudo desses métodos podemos perceber que os conceitos Matema-
ticos vinculados a Histéria do Calculo Diferencial, contribuem, cada um, em pequenas ideias
intuitivas que, com o tempo, se estruturam, formando ideias mais elaboradas.

A partir desse estudo também fica claro que grandes nomes da Matematica deram suas

contribuigdes ao avanco desse importante conceito relacionado ao Célculo Diferencial.

4. DESCRICAO E ANALISE DE DADOS: UM CAMINHO PELA
INTERPRETACAO FENOMENOLOGICA

De acordo com Bicudo (1994) a Fenomenologia surgiu e cresceu com Edmund Husserl.

No entanto, outros pensadores como Heidegger, Merleau-Ponty, Gadamer, Ricoeur, tém suas

contribui¢des no desenvolvimento do pensar fenomenolodgico. Para a autora, a fenomenologia
surge como um novo método designado para fundamentar a Filosofia e as Ciéncias.

Segundo a autora, a fenomenologia se opde de modo direto ao positivismo, no entanto,

essas duas concepgdes consideram um pensar rigoroso acerca da realidade, ou seja, “[...] € um

modo cientifico de conhecer a realidade”. (BICUDO, 1994, p.16).
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O positivismo trata a ciéncia como um corpo de conhecimentos constituido por
proposicdes cientificamente comprovadas, constituido pela teoria e pelos padrdes de rigor por

ela aceitos,

[...] explica fatos ja conhecidos e prediz os ainda ndo conhecidos. Na perspectiva da
predicdo, tem-se a orientacdo do que pode ser perguntado e de como o perguntado
pode ser respondido. Isso é dado pelos padrdes de rigor os quais sdo postos em termos
de objetividade e de neutralidade. A objetividade ¢ baseada na quantificacdo. A
neutralidade na separacdo do pesquisador do objeto de pesquisa. (BICUDO, 1994,
p-16-17).

Assim, “a fenomenologia, portanto, ¢ um pensar a realidade de modo rigoroso. O que a
caracteriza ndo € ser ou procurar ser esse pensar, mas o modo pelo qual age para perseguir essa
meta”. (BICUDO, 1994, p.17).

A autora destaca nesse sentido que, os procedimentos sdo inseparaveis do fendmeno
interrogado e do Pesquisador. “Neles estdo presentes a busca do rigor e algumas concepgdes
que dizem da interpretagdo do mundo, como: fendmeno, realidade, consciéncia, esséncia,
verdade, experiéncia, a priori, categoria, intersubjetividade”. (BICUDO, 1994, 17).

A fenomenologia ¢ uma abordagem que se orienta para o estudo de fendmenos. Desta
maneira, deve se considerar que a busca de determinada interrogacdo de um fendmeno nao
ocorre em um primeiro momento ao olhé-lo, mas sim, ao longo da investiga¢do, mediante uma

atitude atenta do sujeito que interroga.

A fenomenologia, assim, aceita um fenomenal que ndo questiona, uma vez que nunca
¢ vislumbrado; mas interroga o fendmeno, o que ¢ experienciado pelo sujeito voltado
atentivamente para o que se mostra. A realidade ¢ o compreendido, o interpretado e o
comunicado. E, portanto, perspectival, nio havendo uma tnica realidade, mas tantas
quantas forem suas interpretagdes € comunicagdes. (BICUDO, 1994, p18).

Para que haja a percepcao do fendmeno ¢ essencial que aquele que percebe esteja presente
nesse processo de maneira atenta para ver o que se mostra. Para Bicudo (1994), o que ¢ visto
nao ¢ percebido de maneira solo, mas estd em volta de uma regido de fenomenos co-percebidos.

Nesta pesquisa, buscamos compreender o fenomeno da maneira como ele se mostra, tal
qual propde a fenomenologia. O fendmeno que desejamos compreender ¢ aquilo que se mostra
na escrita dos alunos, apds uma aula de Histéria da Matemadtica, que destaque aspectos
histéricos do conceito de reta tangente. Desta forma, utilizaremos do rigor fenomenologico para
realizar a analise dos dados. Este movimento de analise é dada em dois momentos distintos,

mas nao separados um do outro: a analise Ideografica e analise Nomotética.
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Na Analise Ideogréfica, sdo realizadas as primeiras leituras dos dados, realizadas com o
intuito de conhecer as descricdes de uma maneira geral, sempre a luz de nossa pergunta de
pesquisa. De acordo com Machado (1994), apds a leitura inicial, o pesquisador realiza uma
nova leitura buscando destacar unidades de significado, ou seja, o pesquisador por meio da
compreensdo que tem do que foi dito pelo sujeito, coloca em sua prépria linguagem o que
compreende, o que chama sua atencao, levando em consideracdo a interrogacao da pesquisa.

Apos as unidades de significados serem constituidas, € necessario sintetiza-las. Os
discursos dos sujeitos e as descrigdes produzidas devem ser mantidas, sempre se baseando na
questao inicial da pesquisa (interrogagao).

Segundo Lima (2016), “o termo Nomotético deriva-se de “nomos” (do grego), que
significa uso de leis, normas, regras” (LIMA, 2016, p.540). Na analise Nomotética, busca-se
uma passagem do nivel individual para o nivel geral, buscando as convergéncias de sentidos e
significados do que ¢ dito individualmente, e que possibilite constituir categorias de analise que,
abertas a interpretacdo, permitam ir do nivel individual para as caracteristicas gerais do
fendmeno.

O desenvolvimento dessa pesquisa se deu, incialmente, realizando um estudo bibliogra-
fico, onde identificamos os principais métodos de se encontrar reta tangente ao longo da Histo-
ria. Apos, elaboramos uma apresentacdo que ilustra, de forma resumida, os principais pontos
desses métodos, os matematicos que participaram diretamente da sua elaboragdo e os conceitos
matematicos envolvidos.

Essa apresentacdo foi realizada aos alunos da disciplina de Historia da Matematica, do
curso de Licenciatura em Matematica, da Unesp de Guaratingueta no primeiro semestre de 2020.
Um ponto que se faz importante destacar € que, no inicio do desenvolvimento deste trabalho,
estava programado que esta apresentacdo se daria em uma aula presencial da disciplina, onde
os alunos trabalhariam, durante a aula, em algumas atividades relacionadas aos métodos apre-
sentados, fomentando uma discussdo sobre as complexidades e principais ideias subjacentes a
cada um deles. Porém, com a suspensao das aulas presenciais, devido a pandemia decorrente
ao Coronavirus, tivemos que reorganizar o nosso planejamento de coleta dos dados.

Assim, a apresentacdo dos métodos foi realizada em uma aula sincrona do curso, a partir
da plataforma Google Meet e, apos essa aula, disponibilizamos aos alunos um formulario atra-
vés do aplicativo Google Forms, que continha algumas questoes elaboradas de maneira que, as
respostas pudessem auxiliar na discussdo da nossa interrogagao de pesquisa.

Com os dados em maos, em um primeiro momento, realizamos uma leitura de todas as

respostas com o objetivo de compreender de maneira geral o apresentado pelos alunos. Em
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seguida, iniciamos o destaque de escritas dos sujeitos que se mostraram importantes para a

compreensdo da questdo orientadora do trabalho.

Para facilitar a identificacdo dessas escritas, determinamos cddigos que representam os

alunos e as respostas, de acordo com a numeragao de cada questao. Por exemplo, ao utilizarmos

AI1RI esté se referindo a resposta da primeira pergunta dada pelo aluno 1. Isso possibilitou a

construcao do quadro a seguir, onde elaboramos a Analise Ideografica do trabalho.

Temos, na primeira coluna da tabela, o codigo identificativo de cada escrita, na segunda

o trecho destacado de cada escrita, na terceira coluna a interpretacao realizada pela pesquisadora,

com o objetivo de apresentar sua compreensdo acerca do fendémeno identificado e na ultima

coluna as ideias nucleares que se constituiram.

Tabela 1- Andlise Ideografica

(continua)
IDENTIFICACAO ASERSSAO IDEIAS
FALA DO SUJEITO ARTCICULADA NUCLEARES
AIRI [...] Ou seja, mesmo antes da | O aluno consegue identificar | Compreensao da

formalizagdo a ideia intuitiva de
variagdo ja estava implicita nos
métodos apresentados.

a presenca do conceito de

variacdo nos métodos.

ideia intuitiva de

variacao

A3RI1 [...] com o desenvolvimento | Considera que ¢ por meio do | Compreensao de
matematico dessas ideias foi | desenvolvimento dos | derivas e limites
possivel trabalhar com as ideias | métodos ao longo do tempo através do
intuitivas de limites e derivadas | que foi possivel | desenvolvimento
futuramente. compreender os conceitos de dos métodos

derivadas e limites.

A4R2 O estudo da matematica foi se | O aluno descreve que a | Evolugdo dos

aperfeigoando e ganhando novas
perspectivas com o passar do
tempo, o que gerou a necessidade
de adaptacoes a  diversos

conceitos previamente formados

[.].

matematica foi se

aperfeicoando ao longo da

historia, ou seja, foi se
aprimorando, gerando a
necessidade de  ajustar

Inimeros conceitos.

conceitos

matematicos

(continuacao)
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AS5R2 [...] a compreensdo conceitual | O aluno acredita que o
pode ser facilitada quando | aprendizado de um conceito | Evolugdo dos
percebemos como uma ideia se | pode ser melhor conceitos
desenvolveu na Historia da | compreendido através do seu matematicos
Matematica, a partir de seu | processo de constru¢do, ou
contexto e  processo de | seja, da sua evolugdo ao
construgao. longo da Historia.
A8R2 [...] Portanto, para a compreensdo | Considera que para a Evidéncia o
. . . . rocesso de
de  determinados  conceitos | compreensdo de conceitos P
descoberta
matematicos, ¢ essencial que se | matematicos ¢ fundamental
tenha contato com a historia que | o conhecimento dos seus
0 acompanha, podendo | processos de descoberta (no
evidenciar seus processos de | sentindo de constatar algo
descoberta e adequagdo, | que ainda ndo tenha sido
evolugdo e formalizagdo para o | reconhecido como
que conhecemos atualmente. significativo), adequagdo e
formalizagdo, ou seja, o seu
processo de
desenvolvimento ao longo
do tempo.
AIR3 [...] os conceitos foram se | Para o aluno os conceitos | Evolucdo dos
aperfeigcoando até para conceitos
. . foram se desenvolvendo para -
estabelecer um rigor maior na matematicos
matematica e, assim, foi sendo | estabelecer um maior rigor
desenvolvida as nogdes do ‘o )
, o matematico, sendo assim
Célculo Infinitesimal que, por
meio do célculo da reta tangente, | desenvolvidas as nogdes de
trouxe a ligacdo com o método | -, o
gag . ) Calculo Infinitesimal,
atual de encontra-la (através da
derivada). considerando que as
derivadas entdo ligadas com
o calculo da reta tangente.
A2R3 A histéria da matematica nos | O aluno compreende que as

mostra que derivadas surgiram

antes do conceito formal de

derivas surgiram antes do

conceito formal de limite.

(conclusao)
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limite, através de diversos

métodos muito diferentes [...].

A4R3 Acredito que a discussdo da reta | Considera que a concepgao -
tangente apresentada ¢ parte do | de derivada faz parte de uma conceito de
conceito de derivada, que foi se | estruturagdo que ocorreu ao -
estruturando [...]. longo do tempo no conceito

de reta tangente.

AS5R3 [...] o conceito de derivada foi | O aluno entende que a| Concepcdo de
resultado de uma lenta e longa | concep¢do de derivada ¢ resuﬁztll(‘)]?eauma
evolugdo historica, respondendo | resultado de uma evolugdo evolugdo
ao problema da tangente [...]. histérica. Se mostrando Bistonics

como solu¢do ao problema
da tangente.

A3R4 [...] o método de Leibniz, pois foi | Foi a partir do método de | Constru¢ao do
a partir dele que aprendi os | Leibniz que houve a conceito de
conceitos e como calcular | compreensdo do conceito de | derivada a partir
derivadas no ensino superior [...]. | derivada. do método de

Leibniz

A5R4 Todos os métodos tém sua |O  aluno  ressalta a | Construgao do

importancia, uma vez que através
deles foi possivel sedimentar e
estruturar o  conceito  de
derivadas, podendo ser
observado as contribuigoes de
cada um para tal.

importancia de todos os
métodos na estruturagao do
conceito de derivadas, pois
observou contribuicdes de

todos.

conceito de
derivada a partir

dos métodos

Fonte: Autoria propria

Concluido o processo da analise ideografica, a continuagdo da analise dos dados se deu

por meio da analise nomotética, momento em que buscamos compreender o investigado, por

meio de uma visdo geral. Feita a etapa de destaque das unidades de significados, o intuito foi

buscar convergéncias das ideias nucleares que permitissem a formacdo das categorias abertas,

que proporcionam as interpretagdes em relacdo ao fendmeno estudado.

Desta forma, foi construido o quadro 2, contendo o c6digo, as convergéncias encontradas

e as categorias abertas. Para facilitar a identificacao das convergéncias das ideias nucleares, foi

utilizado cores.
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Tabela 2- Analise Nomotética

Codigo Convergéncias Categorias abertas

A2R3, A4R3

Construgdo do conceito
A3R4, ASR4 Construgao do conceito de |
derivada a partir dos
métodos

Construcao do conceito

matematico
A8R2 Evidéncia o processo de
descoberta
A3R1, A4R2, A5SR2, A1R3, Evolucao dos conceitos Evolucao do conceito
AS5R3 matematicos matematico

Fonte: Autoria propria

4.1 DISCUSSAO DAS CATEGORIAS ABERTAS

As analises realizadas nos mostraram que, apo6s uma apresentagao em que se destacou
aspectos historicos relacionados ao conceito de reta tangente, os alunos consideraram que, o
processo de construgdo e de evolucao do conceito de alguns outros conceitos ligados ao de reta
tangente surgem, ao se trabalhar com a Historia da Matematica.

Tais discussdes proporcionaram uma melhor compreensdo do conceito, visto que os
participantes manifestam que a apresentacdo auxiliou na compreensdo de que o conceito de
derivada faz parte de uma estrutura que se deu ao longo do tempo a partir da ideia de reta
tangente, além de perceberem a importancia de conhecer os processos de descoberta de
conceitos matematicos, facilitando a sua compreensao, ressaltam ainda a relevancia de todos os
métodos apresentados na estruturagdo ao longo da Historia.

Mas, ao pensarmos nas categorias encontradas, construcdo e evolucdo do conceito Mate-
matico, o que podemaos dizer, ou diferenciar, cada uma delas?

Ao se tratar a ideia de construgdo, podemos observar que, de acordo com um dicionario
brasileiro de Lingua Portuguesa a palavra construcdo significa “acdo, processo ou resultado de
compor, estruturar ou elaborar algo; composigéo, elaboracéo, estruturagéo, criacao”, ou seja,
faz menc&o ao ato de criar, construir algo. (MICHAELIS, 2021).

Pesquisando no site intitulado “Conceito De” na publicacio de 2014, construcéo é uma

palavra que tem origem do Latim “constructio” e seu conceito é usado também em referéncia

3 Conceito de construgdo. Conceito De, 2014. Disponivel em: <https://conceito.de/construcao>.
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a obra construida, e a arte de construir. Por outro lado, a ideia de construcdo é usada também
em sentido figurado, para fazer mencéo a tudo aquilo que, de alguma maneira, se edifica ou se
produz, ndo se tratando apenas de edificacdes fisicas.

Nesta perspectiva, podemos observar a ideia de “constru¢do do conceito” presente
inicialmente na primeira defini¢do de tangente no livro “Os Elementos” de Euclides, no qual
algo novo ¢ descoberto e exposto pelo matematico, proporcionando a partir desta concepgao
outros estudos. A introdugdo das coordenadas cartesianas por Descartes e Fermat, possibilitou
a criagdo de outras novas curvas, admitindo técnicas algébricas, ao invés de construcoes
geométricas na defini¢do de curvas. Este € outro ponto que pode ser considerado como a
descoberta de um novo procedimento, ou seja, “constru¢ao do conceito”.

Ja, ao que se refere a nossa segunda categoria, ou seja, a evolucéo do conceito, podemos
consultar o dicionario de filosofia*, que nos indica “desenvolvimento, volver para fora o que ja
esta contido em algo. Nesse sentido, evolugdo seria o desenvolvimento pela atualizacdo das
possibilidades, das poténcias ja inclusas virtualmente em algo”. A esséncia do significado desse
termo é a de desenvolver, designando um processo de mudanca, no qual algo novo é produzido
de modo que a identidade ou individualidade do objeto original ndo seja violada.

Ainda segundo esse dicionério, além da ideia de desenvolvimento que o termo evolucédo
indica, podemos dizer que “evolugao” faz referéncia a um processo gradual e ordenado, dife-
rente de revolucdo que é um processo de desenrolar subito e possivelmente violento.

Para Gomes (2005, p. 71) “[...] um conceito ¢ criado e transforma-se no decorrer dos
tempos, sofrendo adaptacdes e reformulagdes. Principio o qual denominamos evolugdo
historica de conceitos”. De acordo com o autor, o conhecimento ndo nasce com o individuo

(empirismo), ndo € dado (apriorismo) e sim construido (construtivismo).

A natureza de uma realidade viva nao ¢é revelada apenas pelos seus estagios inicias
nem pelos seus estagios terminais, mas pelo proprio progresso de suas transformagoes;
¢ a lei da construcdo, quer dizer, o sistema operatorio na sua constitui¢do progressiva.
(GOMES, 2005, p.71, apud. PIAGET& GARCIA, 1987, p.12).

Segundo este autor, o desenvolvimento da matematica se deu desse modo, ou seja, cada
etapa surgiu de consequéncias e de etapas anteriores que, ou reforcam o seu entendimento, ou
reconstroem-se de uma maneira que satisfaz as necessidades imediatas (evolucionismo).

Para Chyczy (2014) conforme o tempo avanca ocorrem mudang¢as na matematica, uma

disciplina que esta suscetivel a frequentes evolugdes. Para a autora a “[...] evolugcdo de um

4 Evolugdo. Dicionario de Filosofia, 2019. Disponivel em: <
https://sites.google.com/view/sbgdicionariodefilosofia/evolu%C3%A7%C3%A30>.
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conceito, ou um objeto matematico, possui uma riqueza de detalhes que muitas vezes estao
presentes em sua “face interna” [...]”. (CHYCZY, 2014, p.34). Podendo ser revelada através do
estudo da historicidade do conceito.

O método de Fermat para encontrar a tangente consistiam em ideias que formam o
embrido do conceito de derivada, no entanto ele ndo utilizava notagdo apropriada e o conceito
de limite ndo estava ainda claramente definido, com isso foi Leibniz que algebrizou o Calculo
Infinitesimal introduzindo os conceitos de variavel, constante e parametro e a notacao dx e dy,
sendo assim, houve uma “evolu¢ao do conceito”.

Antes de Newton e Leibniz os matematicos ja tinham enorme conhecimento sobre o modo
de resolver problemas especificos de célculos infinitesimais, no entanto ndo reconheciam a
generalidade e a potencialidade das técnicas empregadas. Pode se considerar que a “evolucdo
do conceito” ocorreu em todos os métodos, pois na medida que os estudiosos apresentavam
seus trabalhos, com o passar dos anos surgiam novas necessidades, fazendo-se necessario o

desenvolvimento das concepgdes para satisfazer esses pontos.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Embasado no referencial tedrico apresentado podemos considerar que o trabalho a partir
da Historia da Matematica, juntamente com outros recursos didaticos e metodologicos vem
promovendo um ambiente de melhoria tanto no processo de ensino, quanto na aprendizagem
de temas matematicos, possibilitando aulas dinamicas e interessantes, além de propor uma
Matematica contextualizada e integrada as outras disciplinas.

Com isso, buscamos compreender a interrogacgao inicial da pesquisa: “Modos pelos quais
os alunos compreendem o processo historico da Matematica, no que refere ao estudo da reta
tangente?”. A pesquisa foi desenvolvida a partir de um estudo de caso com interpretacao
fenomenoldgica dos dados, e que nos permitiu chegarmos a duas categorias abertas: Construgdo
do conceito matematico e Evolug¢do do conceito matemdtico. A discussdo dessas categorias nos
possibilitou uma compreensao do investigado.

A partir da analise dos dados percebemos que os alunos consideram importante para a
compreensdo de um conceito Matematico o conhecimento do seu processo de descoberta, de
criacdo e de desenvolvimento. Compreenderam que o conceito de derivada faz parte de um
desenvolvimento que ocorreu ao longo do tempo, a partir da ideia de reta tangente a uma curva.
Além de perceberem também a relevancia de todos os métodos apresentados, que se deram ao
longo da historia.

A primeira categoria: Constru¢do do conceito Matematico entendemos que faz mengao
ao ato de criar, construir algo, podendo relacionar por exemplo, com a primeira definicao de
reta tangente de Euclides, com a introdugdo das coordenadas cartesianas de Descartes e Fermat,
ou seja, com todos as primeiras descobertas matemadticas que estruturaram o Calculo
Diferencial.

No entanto, com o passar dos anos surgem necessidades, fazendo-se necessario o
desenvolvimento dessas descobertas, o que se refere a segunda categoria: Evolugdo do conceito
Matematico. Podemos relacionar a essa categoria ¢ o método de Fermat que apesar de consistir
em ideias que formam o embrido do conceito de derivada, ndo utilizava notagdo adequada,
fazendo se necessario que o matematico Leibniz algebrizasse o Calculo Infinitesimal,
proporcionando uma evolugdo das concepgdes do matematico frances.

Ao discutirmos as duas categorias, a partir dos autores apresentados, compreendemos que
um conceito ¢ criado e no decorrer do tempo se transforma, sofrendo reformulagdes. Além de

que a evolucao de um conceito, ou um objeto matematico, possui uma grande quantidade de



49

particularidades que muitas vezes sdo revelados com mais facilidade a partir do estudo da
historicidade do conceito.

Nesta perspectiva reafirmamos a relevancia de um trabalho desenvolvido a partir da
Historia da Matematica, que possibilita criar um ambiente de compreensao de conceitos e ideias,

além de proporcionar uma aula singular.
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ANEXO A- QUESTIONARIO

1-

Vocé consegue identificar uma ideia intuitiva comum, sobre a reta tangente ou derivada,
nos métodos estudados?

Como vocé pensa a relacdo entre a Historia da Matematica e a compreensao de um
conceito matematico?

Como vocé entende a discusséo por meio da Histdria da Matematica para a compreensao
do conceito de derivada?

Vocé se identificou com algum dos métodos apresentados para a discussdo sobre o con-
ceito de derivadas? Qual deles? Por qué?

Vocé consegue identificar as semelhancas entre as ideias de Newton e Barrow? Quais
sdo elas?



