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Resumo

No presente trabalho consideramos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

iy = afi (1) + 0fy (22)

| . (D
Ty = cfi(x1) + dfy (x2)

onde a, b, ¢ e d sao coeficientes constantes, A, u, 7 e ¢ sao nimeros racionais positivos com
numeradores e denominadores impares, as fungoes f; : (—h, h) — R, h > 0, sdo continuas
e satisfazem as condigoes f;(0) = 0,i = 1,2 e x;fi(z;) > 0, para z; # 0,i = 1, 2.

Associado ao sistema (I) consideramos a seguinte funcao

V=a /O h fH(r)dr + /0 " f2(r)dr, (II)

onde ¢ e f sao nimeros racionais positivos com numeradores e denominadores impares e
« € uma constante positiva.

Nosso objetivo principal é encontrar sob quais condi¢oes dos parametros a, b, c,d e
a > 0 a fungao V definida em (II) é uma funcao de Liapunov estrita para a solugao nula

do sistema (I), o que nos leva a concluir a estabilidade assintdtica da solugao nula.

Palavras-Chave: FEquagoes Diferenciais, Estabilidade Assintodtica, Funcoes de

Liapunov.



Abstract

In this work we consider the system of ordinary differential equations

7y = afi (1) + 0fy (22)

| . (D
Ty = cfi(x1) + dfy (x2)

where a,b,c and d are constant coefficients, A, u,n and ¢ are positive rational numbers
with odd numerators and denominators, and the functions f; : (—h,h) — R, h > 0, are
continuous and satisfy the conditions f;(0) = 0,7 = 1,2 and x; fi(z;) > 0, for x; # 0,7 =
1,2.

Associated to the system (I) we consider the following function

V= a/o 1 ff(T)dT—l—/O 2ng(T)dT, (IT)

where £ and 6 are positive rational numbers with odd numerators and denominators and
« is a positive constant.

Our main goal is find under what conditions the parameters a, b, c,d and o > 0 the
function V' defined in (II) is a strict Liapunov function for the zero solution of the system

(I), which leads us to conclude the asymptotic stability of zero solution.

Keywords: Differential Equations, Asymptotic Stability, Liapunov Functions.
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Introducao

Muitos fenomenos fisicos, quimicos, biolégicos, econdomicos, ecolégicos, etc., sao
modelados por equagoes, sejam estas equacoes algébricas, diferenciais, estocasticas,

integro-diferenciais, etc. Por exemplo, suponhamos que o seguinte sistema

L) =), teR (1)
onde z : R — R", representa, algumas vezes, numa forma simplificada, algum fenomeno
real. A primeira condigao que devemos assumir é que se verifique a unicidade de solugoes
para o sistema (1), pois, caso contrario, teriamos que comecar a pensar se nosso modelo
¢ sensato ou nao. Um dos principais objetivos para construir um modelo é poder prever
o comportamento do fenomeno, isto é, confiamos que, com nosso sistema de equacoes,
seremos capazes de conhecer a estrutura bésica do fendmeno, de modo que poderemos
ter informacoes sobre sua dinamica simplesmente resolvendo o sistema. Mais ainda, em
muitas situagoes nao estaremos interessados no futuro imediato, e sim em todo o futuro do
sistema. Para isso, estudaremos o comportamento assintético do sistema quando o tempo
t cresce até +oo. Notemos a poténcia e interesse desta idéia: se o modelo é correto e se
temos ferramentas adequadas para o andlise do comportamento assintético do sistema,
podemos ir desde a teoria matematica até o futuro real do fenomeno.
Por exemplo, consideremos o sistema classico do tipo Lotka-Volterra
U =u(A —au — bv),
(2)
0 =v(pu—cv—du)
onde a,b,c e d sado constantes positivas. O par (u(t),v(t)) representa a densidade de

duas espécies bioldgicas num certo habitat. Os termos Au, pv representam o crescimento

10
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positivo das espécies, que é quebrado pelo processo de competicao intrinseca entre as
mesmas espécies (termos —au® para a primeira delas e —cv? para a segunda) e pela
competigdo entre ambas (termos —buv, —duv respectivamente). Portanto, a resolugao
deste problema nos vai proporcionar informacoes da dinamica das duas espécies. O estudo
do comportamento assintético deste sistema dependendo dos parametros A e p nos leva
a prever as situacoes futuras das espécies em competicao. Observe que nos interessamos
pela evolugao no tempo das solugdes do problema (2). Em concreto, nos interessa o
comportamento limite destas.

O conceito de atrator global serd uma das ferramentas basicas para essa andlise. A
grosso modo, um atrator global é um conjunto compacto para o qual todas as solucoes se
aproximam quando o tempo se faz grande. Observe que os estados estacionarios (pontos
de equilibrio) estao dentro do atrator e o estudo do comportamento deles é de grande
importancia para sabermos a estrutura do atrator.

No presente trabalho estudaremos o comportamento assintético dos pontos de

equilibrio do sistema de equacoes diferenciais ordinarias no plano
= afi' (1) + bff (w2)

dy = cfNx1) + df (x2)

onde a, b, ¢ e d sao coeficientes constantes, A, i, e ¢ sao nimeros racionais positivos com

(3)

numeradores e denominadores impares, as fungoes f; : (—h, h) — R, h > 0, sdo continuas

e satisfazem as condigoes

(4)
x;fi(x;) > 0,para x; # 0,i = 1, 2.

Das condicoes dadas em (4) segue que a origem ¢é tinico ponto de equilibrio de (3).

Nesta dissertacao comegaremos vendo alguns conceitos preliminares sobre estabilidade
de solugdes estaciondrias para sistemas do tipo (1) e a Teoria de Liapunov, além de alguns
conceitos sobre fungoes homogéneas. Isto é feito no Capitulo 1 e teve como base os livros
[5], [6], [7], 9], [10], [11] e [13].

No Capitulo 2 vemos rapidamente o problema de Aizerman o qual motiva o estudo de

problema (3). Esse capitulo foi baseado nos livros [4] e [§].
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Os resultados principais do nosso trabalho estao no Capitulo 3, em que estudamos
condicoes suficientes para a estabilidade assintética da solugao nula de sistemas da forma
(3). Dividimos esse estudo em alguns casos, os quais estao contidos nas segoes 3.2, 3.3 e
3.4, respectivamente. Para cada caso apresentamos alguns exemplos com seus respectivos
retratos de fase, os quais foram elaborados com a ajuda do software Mathematica. O

estudo desse capitulo foi baseado nos artigos [1], [2], [3] e [12].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos coletar alguns conceitos preliminares os quais usamos na
elaboracao deste trabalho. Revisaremos rapidamente o conceito de estabildade de
equililibrios de sistemas nao lineares de primeira ordem, em seguida veremos o método
de Liapunov e alguns resultados sobre fungoes homogeéneas. Neste Capitulo usamos as

seguintes referérencias bibliograficas: [5] , [6], [7], [9], [10], [11] e [13].

1.1 Conceitos de estabilidade

Nesta secao iremos introduzir o conceito de estabilidade de solugoes de equacoes
diferenciais. Para isto consideremos f : [0,400) x R" — R™ uma func¢do continua tal
que o PVI

T = f(t,x)

.CL'(to) = X

(1.1)

tem uma tnica soluc¢ao para todo (to,zo) € [0, +00) x R™. Seja ¢(t) a solugao definida

para t > 0.

Definigao 1.1.1 Dizemos que ¢ € estavel se dados € > 0, to = 0, existe § = 0(e,tg) > 0
tal que se x(t,to, o) € solucao de (1.1) e ||xg — @(to)|| < & entao x(t,to, xo) estd definida
para t =ty e ||x(t, to, x0) — @(t)|| <€, ¥Vt = to.

13
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Lema 1.1.1 A estabilidade de uma solu¢ao ¢ de (1.1) € equivalente a estabilidade da

solucao nula do sistema equivalente
Z=F(t,z2)
Z(to) = 0,
onde F : [0, +00) x R" — R" € dada por F(t,z) = f(t,o(t) + 2z) — f(t,p(t)).
Demonstracao. Se ¢(t) ¢é solucao de (1.1), entdo fazendo a mudanca x = p(t) + z,
obtemos
T=¢p+2
fto(t) +2) = ft,0(1) + 2,
ou seja,
2= [t et) +2) = f(t, (1)

Chamando F(t,z) := f(t,p(t) + z) — f(t,¢(t)) obtemos
Z=F(t z2),

e facilmente vemos que F(t,0) = 0.
Além disso z(tg) = x(ty) — ¢(to) = 0, pois z(t) e ¢(t) sao solugoes de (1.1) e assim
(to) = (to) = 0. m

Assim do Lema 1.1.1 concluimos que estudar a estabilidade da solucao ¢(t) de (1.1) é
equivalente a estudar a estabilidade da solucao nula de (1.2).

Vamos agora entao definir a estabilidade da solugao nula.

Definicao 1.1.2 A solugdo nula € estavel se dados € > 0, tg > 0 existir 6 = d(e, to) tal
que se ||zo|| < 0 entdo x(t,ty,x0) estd definida em [ty,00) e ||x(t, 0, xo)|| < €, para todo

t>t.

Definigao 1.1.3 A solug¢do nula é assintoticamente estdvel se for estdvel e se dado ty = 0

ezistir p = p(to) > 0 tal que se ||xo|| < p entao x(t,to, x0) — 0, quando t — oco.
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Definicao 1.1.4 Dizemos que uma solucao € instdvel se nao € estdvel.

Seja A C R™ um aberto e f: A — R" uma funcao continua. Vamos a partir de agora

considerar o seguinte sistema auténomo

i= f(z), (1.3)
assumindo que vale a existéncia e unicidade de solugao.

Definicao 1.1.5 Dizemos que xqg € R™ € uma singularidade, ou um ponto singular do
campo f, se f(xg) = 0 € R". Dizemos que uma singularidade xo € isolada se € a unica
singularidade do campo em alguma vizinhanca de xq. Pontos que ndao sao singulares

costumam ser denominados requlares.

Observagao 1.1.1 Se xy € uma singularidade para f, entao o caminho constante dado

por x(t) = xg, para todo t € I, € solugao de (1.3), pois 0 = &(t) = f(z(t)) = f(xo).

Lema 1.1.2 x4 € um ponto singular do sistema (1.3) se e somente se xy € um ponto fixo

do fluxo desse sistema.

Demonstragao. Seja ¢ : I x R" — R" o fluxo do sistema (1.3).
(=) Suponhamos que xy é um ponto singular de (1.3), ou seja, f(xg) = 0. Dai ¢(t,x¢) =
¢+(0) = wo.

Portanto x4 é ponto fixo de ¢.

(<) Suponhamos agora que xy é ponto fixo de ¢, ou seja, ¢(t,x9) = x0. Entao
0 = ¢(t, x0) = f(B(t, o).
Logo f(zo) = 0, ou seja, xy é ponto singular de (1.3). O

Agora vamos definir estabilidade, estabilidade assintética e instabilidade de um ponto

singular, ja que de acordo com a observagao (1.1.1) ele é solugao da equagao diferencial.

Definicao 1.1.6 Um ponto singular xo de (1.3) € estavel quando para toda vizinhanga U
de xy, existe outra vizinhang¢a Uy, com Uy C U, tal que toda solugdo ¢(t) de (1.3) com
©(0) € Uy estd definida e p(t) € U, para todo t > 0, ou seja, toda solu¢io comeg¢ando em

U, permanece em U, para todo t > 0
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Figura 1.1: Singularidade Estavel

—

Figura 1.2: Singularidade Assintoticamente Estavel

Se além disso tEeroo(p(t) = 1z, diminuindo U; se necessdrio, entdo oy €
assintoticamente estavel.

Um ponto singular xo que nao € estavel é chamado instavel. Isto significa que existe
uma vizinhan¢a U de xg tal que para toda vizinhan¢a Uy de xo, com Uy C U, existe pelo

menos uma solu¢ao o(t) comecando em Uy que nao permanece totalmente em U.

Figura 1.3: Singularidade Instavel

Exemplo 1.1.1 Seja A uma matriz em R"™ nao singular cujos autovalores tém todos parte
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real menor que zero. Entao de acordo com [11], pagina 73 existem k e > 0 tais que
e < ke ™, ¥ ¢ > 0.

Entao 0 € R™ é um ponto singular assintoticamente estdvel do sistema & = Ax.

De fato, como det A # 0 temos
Ar=0= A4z =A4""0= 2 =0,

ou seja, 0 € R™ € o unico ponto singular de Ax.

O fluzo do sistema @ = Az é dado por ¢(t,z) = eMx. Entdo
lo(t, )] = lle*z]| < ke™ 2]l — 0 quando t — oo.

Portanto tliin llp(t,x)]| = 0 e concluimos assim que 0 é um ponto singular

assintoticamente estdvel.

Exemplo 1.1.2 Se 0 € R? ¢ um centro para o sistema @ = Az, onde A € My(R), entdo
ele ¢ uma singularidade estdvel mas nao € assintoticamente estdvel.
Sejam o, 8 € R, 8 # 0, A = a + i um autovalor de A e v = vy + ivy 0 autovetor

associado a \. Entao
Alvy + ivs] = (a4 if)[v1 + iva] = (avy — Pug) + i(Bvr + avs). (1.4)
Tomando as partes real e imagindria da equagao (1.4) temos

Avy = av; — PBug e

Avy = PBuy + avs.

Os vetores vy e vy sao linearmente independentes, pois se eles nao fossem linearmente
independentes ezistiria um ¢ # 0 tal que vo = cvy, dat v = (1 +ic)vy e v = (1 —ic)v
seriam linearmente dependentes, absurdo pois 3 # 0.

Entdo dado x € R?, existem Z,7 € R tal que

T = 2V + Yvs
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. - - T . _1 L dx 1.
ou seja, x = [v;  va]X, onde X = . Entio x = [v;  wo| 'z e dai il [v1 o] .
y
Logo, a equacao diferencial satisfeita por X é
e
d_)t( = [Ul UZ]_lA[U]_ 1}2]5(.
No nosso caso, temos
[’Ul 02]7114[1}1 Ug] = [Ul Ug]il[A?}l A’UQ]

= [v U2]_1[04U1 — Buy  Pur + avs)

a
-8 «

=1 wo] o1 vy

a f
-8 «
Assim acabamos de obter uma equacao para X que deiza a forma padrao & = Ax na forma

mais simples

dx « ~

o _ oz iz (1.5)
dt -8 «

A solugao de (1.5) com ¢(0) = x € da forma

A=t e o
pois
pi(t) = e*'(cos(Bt), —sin(Bt)) e a(t) = ™ (sin(Bt), cos(Bt)),
as colunas da matriz, sio solugdes da equagio (1.5) e satisfazem 1(0) = (1,0) e a(0) =
(0,1).

No centro temos o = 0 dai a solugao de (1.5) com ¢(0) = x é da forma

cos(ft)  sin(ft)
—sin(ft) cos(Ht)

Mostremos que a solu¢ao nula de (1.5) € estdvel.
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Observe que a solugao p(t) fica girando em torno de (0,0) sobre uma circunferéncia
de raio k, isto €, ||p(t)|| = k, onde k =constante.

Para qualquer bola B(0,0) podemos tomar 0 < € < § tal que para todo x € B(0,¢),
temos ||o(t)]] = [|z|| < € <9, ou seja, ¢(t) € B(0,0). Portanto a origem € estdvel.

Temos que a constante k € positiva, pois se k = 0 teriamos que ¢(t) =0,V t >0, o
que contradiz (1.6).

Assim para qualquer k > 0, eziste 0 < € < k tal que ||o(t)|| = k > e.

Portanto um centro nao é assintoticamente estdavel.

1.2 O primeiro método de Liapunov

O primeiro método de Liapunov, também conhecido como método indireto ou método
da linearizacao, permite investigar a estabilidade local de um sistema nao linear através
de seu modelo linearizado. Os sistemas nao lineares sao aproximados por truncamento da
representagao em série de Taylor em torno dos pontos de equilibrio e a sua estabilidade é

estudada através dos autovalores.

Seja p(t) uma solugao de (1.1). J& vimos no Lema 1.1.1, que estudar a estabilidade
de ¢ é equivalente a estudar a estabilidade da solugao nula de (1.2).
Suponhamos entao que F seja C'. O desenvolvimento de Taylor de F(t,z) em torno
dez=0¢
F(t,z) = F(t,0)+ DF(t,0)z 4 g(t, 2),

onde ¢(t, z) = o(||z||) quando ||z|| — 0.
Como F(t,0) = 0 obtemos o seguinte sistema

Z=A(t)z+ g(t, 2) (1.7)

onde A(t) = DF(t,0) € L(R™), g(t,0) = 0 e g(t,2) = o(]|z||]), quando z — 0, para cada
t. Um sistema desse tipo chama-se quase linear. O proximo resultado estabelece uma

condigao suficiente para que a solugao nula de (1.7) seja assintoticamente estével.
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Teorema 1.2.1 Consideremos o sistema quase linear
t=Ax+g(t,x), (t,z)€ Q (1.8)

onde Q, = {(t,z) € R x R"; ||z|| < b}, A é um operador linear em R™ cujos autovalores
tém parte real menor que zero, g € continua e g(t,x) = o(||z||) uniformemente em t.
Suponhamos ainda que (1.8) tenha solugdes unicas em todo ponto. Entdo a solugdo nula

de (1.8) € assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Como A tem todos os autovalores com parte real negativa, de [11]
pagina 73, segue que existem u > 0 e k > 1 tais que |led|| < ke ™™, V¢ > 0.
Como g¢g(t,z) = of||lz]|), temos que existe d; > 0 para o qual ||z| < ¢; implica

lgt, )| < 3z lle]l, para todo t € R.

)
Seja z € R", tal que [|z|| < 0, onde § = ?1 e p(t) uma solucao de (1.8) cujo gréfico
esta em Q5 = {(t,x) € R x R™;||z|| < é1}, com ¢(0) = = e intervalo maximal (w_,w.).

Pela Formula da Variacao das Constantes temos

t
o) = Mot [ Mg(s,p5)ds, Y € (i)
0
Como ||p(t)|| < d1, para todo ¢ (pois graf(y) C Qs,), isto implica, para t > 0,
t
IOl < el + [ e (s, ps)ds
t
ke ol ke g(s, )]s
0
donde
t
(o) < Fllell + & [l o)) ds
Lol
o < Klall+ & [ e Lo s
0
u [t
—Hlal + 5 [ (o) ds.
0

Aplicando a Desigualdade de Gronwall (ver [11] pagina 37), obtemos

ot < kllzflelo 5% = k||z||e??, ¢ > 0.
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Portanto

le(@)Il < Kllzlle™", ¢ >0, com ||z]| <4, (1.9)

ou seja, se ||¢(0)]| < 0 temos
lo(t)] < ke 5" = 617"t > 0. (1.10)
Afirmamos que w, = 400. Se nao, teriamos

(51 = lim Hgﬁ(t)” < 616_%t < 61.

t—w

A igualdade acima segue do fato de que o grafico da solucao tende para a fronteira do
conjunto Qs,, quando ¢ — w, (ver [11] pagina 17). Mas isto nos dd um absurdo.
Portanto, w, = +o00.

Finalmente podemos concluir a partir de (1.10) que a solugao nula é assintoticamente

estavel.
De fato,
lim ||o(t)]| < lim &e” 2" =0, logo lim [|¢(t) — 0] = 0.
t—o0 t—oo t—o0
Portanto a solu¢ao nula do sistema (1.8) é assintoticamente estavel. O

Corolario 1.2.1 Seja xy um ponto singular de (1.3) e suponhamos que D f(xo) tem
todos os autovalores com parte real negativa. FEntao existem wuma vizinhanca U de xq
e constantes k > 0 e v > 0 tais que para todo x € U, a solugio p(t) de (1.3) tal que

©(0) = x esta definida e em U para todo t >0, e
lo(t) — 2ol < kel — aoll, ¥ ¢ >0,
Em particular, xq é assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Como f ¢ de classe C! o desenvolvimento de Taylor de f(x) em torno

de zo nos da

f(@) = f(wo) + D f(xo)(x — x0) + g(20, ),
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com ¢(zg,x) = o(||z||), quando x — 0. Entao

g(wo, ) = f(x) — f(x0) — D f(20)(T — 20).

Fazendo a mudancga

a equagao (1.3) fica
y(t) = f(y + o).

Somando e subtraindo f(zg) e D f(zo)y na equacao acima, temos

y(t) = Df(xo)y + f(y + x0) — f(20) — Df(w0)y + f(x0)

= D f(x0) + g(z0,v),

(1.11)

onde g(zo,y) = f(y + x0) — f(2o) — Df(z0)y = o(||lyll), quando y — 0, ou seja,

i 1900l _
lwli=o |yl
Agora podemos aplicar o teorema anterior para o sistema

g = Df(xo)y + g(zo,y)

(1.12)

para estudar estabilidade assintética da solugao nula de (1.12) e depois concluir a

estabilidade assintdtica do ponto singular xy do sistema (1.3).

Como Df(zg) € L(R™) tem todos os autovalores com parte real negativa e

g(xo,y) = o(ly|), quando y — 0, pelo Teorema 1.2.1, (desigualdade (1.9)) temos

ly (@)l < ke™=Jyll, t >0,

com ||y|| < d, onde y(0) =y e y(t) é solugao de (1.12).

Retornando as variaveis z(t) = y(t) — xo, obtemos

l2(t) = o]l < ke 2|z — o), t >0,

com = € B(xg,d), onde z(0) = x.

Assim para toda ¢(t) solugao de (1.3) com (0) = z e chamando g = v temos

lo(t) — zo|| < ke ™| — x|, t >0,
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para x € B(x,9).

Pela equivaléncia das normas em espacos de dimensao finita, podemos considerar uma
norma adequada em R™ para que toda solucao comecando na bola de centro xq e raio §
permanece nessa bola quando o tempo cresce.

Além disso, xy é assintoticamente estavel, pois
lim ||¢(t) — xo|| < lim ke 6 = 0
t—o00 t—00

Portanto lim ¢(t) = g, e assim z é assintoticamente estéavel. O
t—o0

1.3 O segundo método de Liapunov

O matemadtico e engenheiro russo A. M. Liapunov em sua tese de doutorado (1982)
encontrou um importante critério para a estabilidade de pontos singulares. Esse critério
ficou conhecido como método direto ou sequndo método de Liapunov. Esse método
surgiu com a tentativa de estudar a estabilidade de pontos de equilibrio sem qualquer
conhecimento das solugoes das equacgoes diferenciais, ou seja, sem usar a forma explicita
das solugoes. Nesse método tentamos chegar a conclusoes sobre estabilidade diretamente
usando funcoes apropriadas que sao definidas no espaco de fase. KEssas funcoes sao
chamadas Funcoes de Liapunov. Introduziremos nesta secao o segundo método de
Liapunov para fazer o estudo de estabilidade, estabilidade assintética e instabilidade de

pontos de equilibrio.

Denotemos a partir de agora a solucao de (1.3) passando por x € A por ¢, : [ — A,

onde I C R ¢ o intervalo maximal da solugao, com ¢,(0) = z.

Definigao 1.3.1 Seja V : Q@ — R wuma funcdao diferencidavel. Entdo para cada x € )

definimos a deriwada da func¢ao V(x) ao longo da solugdo ¢.(t) em t =0 como sendo

d

Vie) = 5V (Pe))li=o = VV(2) - f(2).

Definicao 1.3.2 Seja xq um ponto singular de (1.3). Uma fungdo de Liapunov para x

¢ uma funcao V : Q@ — R diferencidvel, definida em um aberto Q2 3 xq, satisfazendo
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a) V(zg) =0eV(x) >0, Va#mxy;

b) V(r) <0, Ve

A funcao de Liapunov V diz-se estrita quando
¢) V(r) <0, VaoeQ—{x}

Teorema 1.3.1 (Teorema de Liapunov) Seja xg um ponto singular de (1.3).
a) Se existe uma func¢ao de Liapunov para o, entdo xo € estdvel.

b) Se a funcao for estrita, xo € assintoticamente estdvel.

Demonstragao. a) Seja V' : ) — R uma fungao de Liapunov para xy. Vamos mostrar
que o ponto singular x ¢ estavel, ou seja, queremos mostrar que para qualquer vizinhanga
U de xg, existe uma vizinhanga U; de xg tal que Uy C U e ¢,(t) € U, para quaisquer
reU et >0.

Seja U’ uma vizinhanca qualquer de zy. Chamemos U = U’ N §2 e observemos que U
é aberto e xg € U.

Escolhemos o > 0 tal que B = {z € R ||z — 20| < a} C U.

Como V' é continua e o conjunto S = {z € R"; ||z — x9|| = a} C Q é compacto, temos
que existe

m = min{V(z); ||z — zo|| = a},

ou seja, o minimo ¢é atingido e m > 0 ja que V(z) > 0 para z € 2 — {z}.

Novamente pela continuidade da V' e como V' (zy) = 0, segue que existe um ¢ > 0,0 < «
tal que ||z — zo|| < ¢ implica V() < m.

Seja Uy = B(xg,9). Segue que Uy C BC U = U; C U.

Resta provar que ¢,(t) e U, Vx €Uy et > 0.

Como V(z) = %V((px(t))\tzo < 0, temos que V' decresce ao longo das trajetérias de
(1.3). Dado qualquer x € Uy suponha que ¢,(t) ¢ U, para algum ¢ > 0. Em particular
temos ¢, (t) ¢ B(xg,0) e portanto, como x € U; C B(xp,a) C U, em algum instante t*,

com 0 < t* <t a trajetéria por x deve passar pela primeira vez pela esfera de centro xg e

raio «, ou seja, ||¢.(t*) — xo|| = a.
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Entao V(p.(0)) = V(z) < m < V(p.(t*)), onde a ultima desigualdade segue do fato
de m ser o minimo de V' (z) em S. Mas isto contraria o fato de que V' decresce ao longo
das trajetdrias de (1.3).

Portanto xg é estavel.

b) Pelo item (a) resta mostrar que tliinoo 0 (t) = zo, Vx € Uj.

Consideremos o conjunto B C U como no item (a). Suponhamos que V(x) < 0 em
Q — {xo} e portanto V ¢ estritamente decrescente ao longo das trajetérias de (1.3).

Pelo item (a) se x € B(xy,d) entao ¢,(t) C B(zg,a), Vt > 0.

Provemos inicialmente que V(. (t)) — 0, quando t — +o0 e depois que p,(t) — o,
quando t — +o00.

Como V (¢,(t)) < 0 temos que V (@,(t)) é decrescente ao longo das trajetérias de (1.3).
Entao V(¢.(t)) — [ > 0. Suponhamos que [ > 0 e consideremos o conjunto compacto
A={z € Q: ||z — x| < aeV(x) >1}. Temos entao que (t) € A, ¥t > 0.

Seja 0 < 1 := min{—V(z),z € A}. Logo, =V (¢,(t)) = n, ¥Vt > 0. Dai integrando,

temos
Vipa(t)) = V(z) < —nt, Vi >0,
ou seja,
Vip(t)) < V(xz)—nt, Vt>0. (1.13)
Se B, > 0 satisfazem 0 < § < V(z) < p, para 0 < ||z — 20| < a, entdo para
t>d>0,temosnt>u—ﬁeassim —nt < B — .

Ui
Voltando em (1.13) temos

Vi(pa(t) < V() =t <p+08—p=0,

o que é um absurdo.

Logo I =0 e V(p.(t)) — 0, quando t — +o0.

Vamos mostrar agora que ¢, (t) — o, quando t — 400. Suponhamos que nao. Logo,
existe uma sequéncia (t,,), t,, — +o0o tal que ||p.(tm) — zol| = p > 0, V m.

Como A é compacto pode-se encontrar uma sequéncia (7,,,) tal que ¢, (7,,) — vy, com

y # xo. Dal pela continuidade da V' temos ¢,(7,,) — v > 0, o que é um absurdo pois
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V(p(t)) — 0, quando t — +oo e V(y) # 0.

Portanto zg é assintoticamente estavel. O

Vejamos a seguir alguns exemplos nos quais aplicamos os Teoremas de Liapunov.

Exemplo 1.3.1 Consideremos o sistema

= —z+2z(r +y)?

(1.14)
y - _y3 + 2y3(5(} + y)27 ($7y> € R?.

Para encontrar os pontos singulares de (1.14) temos que resolver o sequinte sistema

de equacoes

2z +y)?—-1)=0
vRx+y)?-1)=0

de onde temos

1
=0 0u(x+y)2:§

1
v =0 ou (x+y)2:§.

V2

Disto seque que (0,0) é um ponto singular. Além disso, (x+y)* = % Sr+y=+—),

2

. . . N V2 2
ou seja, 0s demais pontos singulares estao sobre as retas y = —x + o eY="T— .
Logo a origem é um ponto singular isolado do sistema (1.14).

Observe que nao € possivel aplicar o Teorema 1.2.1, pois

-1 0
Df(xo) =
0 O
tem autovalores \y =0 e Ay = —1 e nem todos tem parte real negativa.

Sejam W uma vizinhanga de (0,0) e V : W C R? — R wuma funcio definida por
Viny) = 50 +yP).

Facilmente vemos que

o VV € diferencidvel,

e V(0,0)=0 ¢
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o V(z,y) >0, ¥ (z,y) # (0,0).
Além disso,

Viz,y) =2t + yy
= z(—z + 2(z +y)*) + y(—y* + 20°(x +v)*)
= —a” +20%(x +y)* — y' + 2" (¢ + y)?
=2z +y)*(2* +y') — (2® +y*)
=2 +y) =" +y") <0,
em uma vizinhanca W da origem, suficientemente pequena.

Assim V : W — R € uma func¢ao de Liapunov estrita para a (0,0).

Portanto a origem ¢é assintoticamente estdvel.

Exemplo 1.3.2 Consideremos agora o sistema
i=y-ay (1.15)
y=—1% (z,y) € R
Efdcil ver que a origem € o unico ponto singular do sistema (1.15). De fato, da dltima
equacao seque que v =0, daiy—xy? =0 y(1 —ay) =0 e entioy =0 ou zy = 1. Mas
x =0 e conseqiientemente xy =0 o que nos dd y = 0.
Portanto (0,0) é o dnico ponto singular do sistema (1.15).
Consideremos a fun¢ao V : R* — R definida por V(x,y) = i$4 + ;y2.
Facilmente vemos que
o V ¢ diferencidvel,
e (0,0)=0c¢
o V(z,y) >0,V (z,y) # (0,0).

Além disso
V(z,y) =& +yy
= 2*(y — 2y?) + y(—2?)
— Py — 2y — 2Py

= —3)4@/2 < 07 v (xvy) € R27
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ou seja, V : R? — R é uma funcdo de Liapunov para a origem.

Portanto (0,0) é uma singularidade estdvel do sistema (1.15).

Figura 1.4: Retrato de Fase de (1.15)

Exemplo 1.3.3 Consideremos agora o sistema

T=y—
(1.16)
y:—l'—y, (‘T?y) €R2'

Observe que este sistema pode ser escrito da forma

X = AX,

T -1 1
onde X = e A=
Y -1 -1

Como det A # 0 temos que a origem € a unica singularidade do sistema (1.16).
Consideremos a fungio V : R?* — R definida por V(x,y) = ;(xQ +?).
Facilmente vemos que

o V ¢ diferencidvel,

e V(0,0)=0c¢e

o V(z,y) >0,V (z,y) # (0,0).



29

Além disso

V(z,y) =zt +yy
=a(y—z)+y(—z—y)?
=y — o —ay —y°

= (22 +4y*) <0, V¥ (z,y) € R%.

Portanto a origem € assintoticamente estdvel.

Figura 1.5: Retrato de Fase de (1.16)

Teorema 1.3.2 (1° Teorema de Instabilidade de Liapunov) Suponhamos que x é
um ponto singular de (1.3). Se existe uma fung¢ao V : U — R diferencidvel, com xy € U
e U aberto, tal que V(xg) =0, V(xz) >0, Vo # 29 e V(:r) >0, V x # xy entdo xy €

mstavel.

Demonstracao. Seja M = max{V(z);x € B(zg,a)}. O maximo é atingido pois V' é
continua e B(xg, ) é compacto.
Como V > 0 segue que V é estritamente crescente ao longo das trajetérias v (t) de

(1.3), assim para todo d >0, 6 < a e x € B(xg,d)\{zo}, temos
V(ps(t)) > V(p(0)) =V(x), Vt>0.
Sendo V definida positiva existe m > 0 tal que

inf V (0, (t)) = m.

t>0
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Pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € (0,t), tal que

V{(p,(t)) — V(x) = V(e (1))t = mt, Vt > 0.

Portanto

Vi(ps(t)) = mt+V(x) >mt > M

para t suficientemente grande, isto é, ¢, (t) sai fora do conjunto fechado B(xg, «). Logo

o € instavel. O

Exemplo 1.3.4 Consideremos o sequinte sistema

t=2y(z—1)+=x
y=—a(z—1)+y (1.17)
=223, (x,y,2) € R3.

Observemos que a origem ¢ a unica singularidade do sistema (1.17). De fato, da

ultima equagao seque que z = 0. Entao usando as duas primeiras equagoes devemos ter

Como a matriz acima é nao singular seque que a origem € a unica singularidade do
sistema (1.17).

Considerar a funcio V : R® — R definida por V(x,y, 2) = 2% + 2y* + 2°.

Vemos que

o V ¢ diferencidvel,

e V(0,0,0)=0¢

o V(x,y,z) >0, V (z,y,2) # (0,0,0).

Além disso

Vz,y,z) =2zt + 4yy + 222
=22(2y(z — 1) + 2) + dy(—x(z — 1) + ) + 22(z%)
= dayz — day + 22° — dayz + 4oy + 4y* + 227

=222 + 4yt +2:1 >0, VY (2,y,2)#(0,0,0)
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Figura 1.6: Retrato de Fase de (1.17)

Logo, a funcao V' satisfaz as hipoteses do Teorema 1.3.2 e portanto a solucao nula do

sistema (1.17) € instdvel.

1.4 Funcoes homogéneas

Nesta secao vamos estudar alguns resultados importantes sobre funcoes homogéneas

e generalizadas homogéneas. Para maiores detalhes ver [9] e [13].

Definicao 1.4.1 Sejam 2 = (—h,h) X ... x (=h,h) C R™ um subconjunto aberto, onde
h € uma constante positiva suficientemente pequena, e V : ) — R uma funcdo. Dizemos
que V' é semidefinida positiva (negativa) em Q se V(0) =0 e V(xz) >0 (V(x) < 0). Se
V() =0¢eV(x) >0 (V(r) <0), para x # 0 entao a fungcio V é chamada positiva
(negativa) definida.

Dizemos que a fung¢ao V' tem sinal definido em 2 se para x € Q2 ela € definida positiva

ou negativa

Definicao 1.4.2 Seja f : U — R uma funcao, onde U C R"™ é um aberto satisfazendo
Ax € U, para todo x € U e todo A € R. Dizemos que f é uma fung¢ao homogénea de grau

a € R se para todo x € U e todo A € R tem-se

fAx) = X2 f(x).
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Lema 1.4.1 Sejam Q um subconjunto aberto contendo a origem, V : Q C R* — R
uma func¢ao homogénea de grau m com sinal definido e W : Q@ C R" — R, uma func¢ao
arbitraria a qual se anula quando x = 0. Suponhamos que para cada x € 2 vale a
desigualdade

(W (1, ... x0)| < e{|zy| + ..+ |xa]}T, (1.18)

onde € € um niumero positivo suficientemente pequeno, o qual depende exclusivamente dos
coeficientes da V.

Entao a funcao
Ulxy,..oyxn) =V, ..., x,) + Wz, ..., 2y) (1.19)
também terd sinal definido numa vizinhanga de x = 0, que serd o mesmo sinal da V.

Demonstragao. Dadox = (z1, 29, -+ ,x,) € R" tem-se z = paonde o = (o, ..., ) €
S!={zeR":|z]| =1} e p=+/22 + ...+ 22. Consideremos p suficientemente pequeno

tal que x € 2. Assim,

Uz, .. @) = p" Vi, ..., an) + Wipaa, ..., pay). (1.20)

Seja p suficientemente pequeno tal que x = pa € 2 e V é uma forma definida positiva.

De (1.18) e do fato de a € S* segue

(Wpa, ..., pon)| < e{|pon| + ... + [pa|}™

— e {laa] + ... + fan} (1.21)
<ep"n™.
Seja [ = inf V(«a), assim
aeS?
Viag,...,an) =1 (1.22)
Facilmente vemos que [ > 0 pois V(aq,...,a,) é uma forma positiva e pode assumir na

esfera S! somente valores positivos.

De (1.20), (1.21) e (1.22) temos

Ulxy, ... @) = p"l—ep™n™ = p™(l — en™).
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[ - - . .
Se € < ——, entao a funcao U toma somente valores positivos, exceto na origem.
n
Portanto U ¢é definida positiva.

O raciocinio ¢ analogo se V' for definida negativa. O

Sejam agora (z1,...,2,) € Q CR"eV : Q — R e uma funcao arbitraria expandida em
poténcias de 1y, . .., x, em alguma vizinhanca da origem. Suponha que essa decomposi¢ao

comega com membros de uma ordem arbitraria m, entao podemos escrever
*
V(zy, ..o, xn) = V(o oo oyxn) + Vi (21,00, 20) (1.23)

onde V,,, é uma fungao homogénea de grau m e V* é uma funcao que tem os termos de
graus superiores. A funcao V* deve se anular quando z; = ... =z, = 0. Entao para uma

vizinhanca suficientemente pequena da origem vale o seguinte resultado.

Lema 1.4.2 Seja V' uma func¢do dada satisfazendo (1.23). Se V,, € uma fun¢do com sinal

definido, entao a func¢ao V' terd o mesmo sinal da Vi,.

Assim, o sinal definido de fungbes analiticas sao determinados pela totalidade de
membros de menor ordem na expansao dessas funcoes, com excecao do caso quando a
totalidade de membros de menor ordem nao tiver sinal definido.

Em seguida vamos definir o conceito de funcao generalizada homogénea e enunciar um

resultado que nos garante estabilidade assintotica da solugao nula.

Definicao 1.4.3 Seja f : U — R uma funcao, onde U C R™ é um aberto satisfazendo
(N™zy,. .., N™x,) € U, para todo x € U, todo N € R em;, i = 1,...,n, sendo

numeros racionais positivos. Dizemos que f € uma func¢ao generalizada homogénea de

classe (my,...,my) de ordem m se para todo x € U e todo A € R vale a sequinte igualdade
m m m
FOA™xy, o A xy,) = N (2, xy), (1.24)
ondem;, ©=1,...,n, e m $a0 numeros racionais positivos; m; = %, m = 5; 0S8 numeros
1

gG,t1=1,...,n, e q sao impares.
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Teorema 1.4.1 A fim de que a funcao f : U C R*™ — R continuamente diferencidvel,
seja generalizada homogénea de classe (mq, ..., m,) de ordem m € necessario e suficiente

que
Z mlea—f =mf.
i=1 O

Demonstragao. A demostracao deste teorema segue diretamente derivando a ambos os

lados da igualdade (1.24). O

Teorema 1.4.2 A fim de que a solu¢ao nula do sistema (1.3) seja assintoticamente
estavel, é necessdario e suficiente que existam fungoes continuas V e W definidas em
U C R" satisfazendo as sequintes propriedades:

a) A fungcao W € definida negativa e a fung¢ao V' é definida positiva;

b) As fungoes V e W sao generalizadas homogéneas de classe (my, ..., my) e de ordem
m — o e m, respectivamente (o > 0);

c) A fung¢ao V' € continuamente diferencidvel ao longo das trajetorias do sistema (1.3)
e vale a sequinte relacao

av

R ¢ 4
dt

Se as fungoes f;(x;) sao continuamente diferencidveis , entao as fung¢oes Ve W podem
ser escolhidas também continuamente diferencidveis e as condi¢oes b) e ¢) podem ser

escritas na forma do sistema linear de equacoes em derivadas parciais

aﬁL‘i
i=1
= oV
15— = (m— o)V
l_zlm x o (m—o)
= oW
Z m;x;—— = mW.
Gasi

Demonstragao. A prova deste teorema esta em [13], pdginas 185 e 186. O



Capitulo 2

O problema de Aizerman

Neste Capitulo vamos ver o problema de Aizerman o qual motiva o estudo do problema

principal deste trabalho. Maiores detalhes podem ser vistos em [4] e [8].

2.1 Motivacgao
Consideremos a equacao linear de segunda ordem
T+ at+br =0 (2.1)
e também a equacao nao linear
T+at+ f(x)=0 (2.2)

onde f: R — R é uma funcao continua e f(0) = 0.

Se a > 0 e b > 0 entdo a solu¢ao nula da equacao (2.1) é assintoticamente estavel. A
condicao b > 0 pode ser considerada como a condicao que a reta y = bx fica localizada
no primeiro e no terceiro quadrante do plano de coordenadas. E natural considerar a
seguinte questao: Se o grdfico da funcio y = f(x) € também localizado no primeiro e
no terceiro quadrante, a solugcdo nula da equagao (2.2) € assintoticamente estdvel? Em
outras palavras, impor as condigoes a > 0 e zf(z) > 0 garante a estabilidade assintética

da solugao nula de (2.2) ou sdo necessérias algumas condigoes adicionais?

35
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Observe que a equacao (2.1) pode ser escrita na forma de um sistema bidimensional

de equacoes diferenciais ordinarias

f1:$2

(2.3)
ZL:2 = —bl'l — aT9
o qual é um caso particular de (2.4).
2.2 O problema de Aizerman
Vamos considerar o seguinte sistema
r, = ar, + bx
1 1 2 (2.4)

1:2 = cxr1 + d.CL’Q

com a, b, c,d € R, ou equivalentemente,
T = Ax,

onde

1 a b
T = e A=
To c d

Uma condi¢ao necessaria e suficiente para a estabilidade assintotica da solugao nula

de (2.4) é que os autovalores A\; e \y da matriz A satisfagam
Re)l; <0, =12 (2.5)
Derivando a primeira equagao em (2.4), substituindo xs e &5 obtemos
1 — (a+d)i1 + (ad — be)z; =0 (2.6)

que é da forma (2.1). Neste caso as condi¢oes que garantem que a solugao nula de (2.6)

é assintoticamente estavel sao
a+d<0 e ad—0bc>0 (2.7)

que sao chamadas de condi¢oes de Routh-Hurwitz.



37

Consideremos agora o sistema nao linear

1 = f(x1) + bxo 2.8)
Lo = cxy + dxy
onde f: R — R é uma fun¢ao continua nao linear e f(0) = 0. Observe que este sistema
¢ uma perturbacao nao linear de (2.4).
O problema de Aizerman consiste em encontrar condigoes suficientes para a
estabilidade assintética do sistema (2.8) tendo em vista as condigdes suficientes para
a estabilidade assintética da solugao nula de (2.4).

Vejamos agora um resultado importante sobre a estabilidade assintética da solucao

nula de (2.8).

Teorema 2.2.1 Se as condi¢oes

M@ g e (2.9)
I
PLACE (2.10)
T

sao satisfeitas para 1 # 0, entao a solu¢ao nula do sistema (2.8) é assintoticamente

estdvel.

Demonstragao. Considerar a seguinte funcao

Vi, 2) = (day — bra)? + 2d / F(€)de — bea, (2.11)
0

a qual pode ser escrita na forma

Vi, ) = (day — bra)? + 2 /0 A (6) — beg)de.

Facilmente vemos que V' (0,0) = 0 e de (2.10) segue que a funcao V' é definida positiva.
Seja v(t) = (x1(t), z2(t)) uma solugao de (2.8) tal que v(0) = (x1,x2). Derivando V'

ao longo de 7, temos

d
£V(y(t)) li—0 = 2d°x121 — 2bdayzy — 2bdTowy + 267397 + 2df (71)7 — 2bew 7

= 2d2171f<l’1) — 2dcb$% + 2df2($1) — QbC$1f(l’1>

= —2[bedx? + bexy f(x1) — 2wy f(z1) — df?(21))

— 9 (fg’f) +d) (bc - %ﬁl)d) 22
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De (2.9) e (2.10) temos V(x1,25) < 0, V (21,23) # 0 e vale zero somente na reta
x = 0. Além disso, desde que & # 0 para y # 0 a condigao (14.12), pdgina 68 de [8] é
satisfeita. Entao a fungao V satisfaz as condigoes do Teorema 14.1, pagina 67 de [8] e

portanto a solugao nula do sistema (2.8) é assintoticamente estéavel. O

Agora vejamos outras perturbagoes do sistema (2.4).
Sejam f; : R — R fung¢bes continuas nao lineares tal que f;(0) =0, ¢ = 1, 2.

Consideremos o sistema
21 = f(x1) + bx
1= fla) + b (2.12)
Ty = cx1 + fa(x2);
As condigoes suficientes para a estabilidade assintdtica da solugao nula do sistema

(2.12) sao

f1($1)+f2($2) <0, fi(x1) fo2)

T X2 T X2

—be > 0,21, 29 # 0.

Ja para o sistema

Zy = azy + fi(x)

(2.13)
33'2 = fg(l'l) + d$2
sao suficientes as condicoes
a+d<0, ad-— hi@2) fola1) >0, 1,29 #0.
) T
E para o sistema
T1 = fi(z1) + bx
1= fi(z1) + bzo (2.14)

fg = f2($1) + dl’g

sao suficientes as condicoes

filzy) +d <0,
T T i

> 0, IIJ17£0

Observagao 2.2.1 Em Krasovski [8](ver pagina 109) podemos wver que estudos mais

gerais foram feitos para sistemas da forma

j,'i = ;111 +—|—am:cn—i—bz1f11(x1)+—i—bmfm(xn), 1= 1,...,77, (215)
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onde a;; e bj; sao constantes e f;; sio funcoes continuas nao lineares. Para resolver o
problema de estabilidade da solugcao nula deste tipo de sistema, Lurie e Postnikov tiveram
a idéia de construir a func¢ao de Liapunov V para o sistema (2.15) que dependa tanto
das integrais das funcoes f;; quanto da forma quadrdtica dos argumentos x1,. .., ,. Fssa

fungao V' tem a forma

n n 2
V= Z CijTil; + Z Oéij/ i3 (§)d¢. (2.16)
ij=1 ij=1 70

Observe que o sistema (2.8) € um caso particular de (2.15) e a fun¢do de Liapunov
usada para provar a estabilidade assintdtica da solugdo nula de (2.8) foi construida a

partir da funcao (2.16).



Capitulo 3

Estabilidade assintotica de uma

classe de sistemas nao lineares

Este é o Capitulo central do trabalho no qual vamos usar o resultados do capitulos

anteriores. As reférencias usadas neste capitulo sao [1], [2], [3] e [12].

3.1 Apresentacao do problema

Consideremos o seguinte sistema de equacoes diferenciais

£y = afi(z1) + bfy (22)
Ty = Cf{'(ld) + dfé(l’z)

onde a, b, c e d sao coeficientes constantes, A, i, 7 e ¢ sao nimeros racionais positivos com

(3.1)

numeradores e denominadores impares, as fungoes f; : (—h, h) — R sdo continuas e h é

uma constante positiva e satisfazem as condicoes

(3.2)
x;ifi(x;) > 0, para x; # 0,i = 1,2.

Das condigoes dadas em (3.2) segue que a origem é o unico ponto de equilibrio de
(3.1).
Vamos estudar daqui em diante a estabilidade assintotica da solucao nula de sistemas

da forma (3.1) utilizando o segundo método de Liapunov. Para isso, usaremos fungoes

40
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de Liapunov que envolvam as integrais das funcoes f;,7 = 1,2. A idéia de construir tais
funcoes foi de Lurie e Postnikov, e foram bastante utilizadas no problema de Aizerman,
como a fungao (2.16). A diferenca aqui é que nosso sistema nao possui parte linear e
assim nossas fungoes dependem apenas das integrais das fungoes f;,7 = 1, 2.

Sistemas da forma (3.1) sdo amplamente usados na andlise de sistemas de controle
automatico e foram estudados em [1], [2], [3], [12], entre outros.

O problema da estabilidade do sistema (3.1) é a generalizacdo do Problema de
Aizerman que vimos no capitulo anterior.

Para estudar a estabilidade de sistemas da forma (3.1) vamos considerar os seguintes

Casos.

3.2 Casol: A\=pu=n=(=1

Neste caso temos o seguinte sistema

Ty = afi(x) + bfa(x)
Ty = cfi(x1) + dfa(x2)

onde a, b, c e d sao coeficientes constantes e as fungoes f; satisfazem (3.2)

Observagao 3.2.1 Sead—bc # 0 entao a origem € o unico ponto de equilibrio do sistema
(3.3).
De fato, encontrar os pontos criticos de (3.3) € equivalente encontrar x € R? tal que
AF(x) =0, onde
A= o b e F(z) = fil@)
c d fo(a)

Se det A # 0 entao x € ponto de equilibrio do sistema (3.3) se F(x) =0, i.e.,

filr1) =0 e fo(wz) = 0.

Definamos S = {(x1,z2) € R?: fi(x1) = fo(zs) = 0}. E imediato ver que (0,0) € S.

Mostremos que S C {(0,0)}. Suponha que existe (z1,22) € S com ||(z1,22)|| > 0. Dai
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fi(z1) = 0 e fa(z2) = 0 e consequentemente z;f(z;) = 0, j = 1,2. Mas isto contradiz

(3.2).

Observacao 3.2.2 Se det A = 0 entdo a solu¢do nula do sistema (3.3) ndo pode ser
assintoticamente estdvel.

b
De fato, se det A =0 entao ad = be = ¢ i A. Dai o sistema (3.3) fica da forma
c

.Z:l = )\Cf1<l'1) + )\dfz(l'g)
iy = cfi(r) + dfa(x2),

ou seja, ¥y = Ay, o que implica ¥1 — Axy = 0.

Dai temos

dlL‘Q dl‘g/dt 1
ara _ — = dry = M.
dr,  doijdi A LT A

Integrando obtemos x1 — A\xy = c.

Consideremos a fungio H(xy,x2) = x1 — Axa. Seja (x1(t), zo(t)) uma solugdo de
(3.3), entio H(x1(t), z2(t)) =0, ou seja, H é constante ao longo das solugies de (3.3) e
portanto € uma integral primeira. Em particular, cada orbita do sistema (3.3) permanece

confinada a uma unica curva de nivel
HC == {(mla x2)7 H(Z’l, x?) - C}

da integral primeira H.

Logo, a solug¢ao nula de (3.3) nao pode ser assintoticamente estavel.

Consideremos agora a seguinte funcao

V(xy,z2) = /QE1 fi(r)dr + a/l”z fo(r)dr, a>0 (3.4)
0 0

A idéia é encontrar um valor positivo da constante a tal que a fungao V' definida em
(3.4) seja uma fungao de Liapunov para a solugao nula do sistema (3.3). O Teorema

seguinte nos da condigoes necessarias e suficientes para que isso ocorra.
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Teorema 3.2.1 O sistema (3.3) tem uma fungdao de Liapunov estrita para a solugdo nula

da forma (3.4) se e somente se
a<0, d<0, e ad—bc>D0. (3.5)

Demonstragao. Primeiramente mostremos que V(x1,x9) > 0, V (z1,22) # (0,0).
De fato, de (3.2) temos que z; e f;(z;) tém o mesmo sinal. Como as fungoes f; estao

definidas para |z;| < h, entdo para z; € (—h,0) temos que f;(x;) < 0 e dai

/0 filr)dr = — /O fi(r)dr > 0.

Agora, se x € (0, h) temos que f;(z;) > 0 e dai /Iz fi(m)dr > 0.

Portanto V' (z1,22) > 0 para todo (z1,z2) # (0, 03.

Além disso V' (0,0) = 0. Logo a funcao V' ¢é definida positiva.

Seja y(t) = (z1(t), x2(t)) a solucao do sistema (3.3) tal que v(0) = (x1, z2). Entao

21 (t) 2a(t)
V(~(t)) :/0 fi(r)dr +Oz/0 fo(T)dT.

Chamando u = z1(t) e v = x5(t), temos

e (& i) o0 (2 [ i)’

= 7@ +ah®)F

= fi(z1(t))21(t) + afa(za(t))a(t)

e calculando,

d

SV (@®)le=o = filz1)(afi(z1) +bfa(22)) + afolzz)(cfr(21) + dfa(22))

= aff(z1) + bf1(21) fo(2) + acfi(z1) fo(aa) + adf ().

Chamando fi(x1) = 11 e fa(x2) = yo, definamos

d

dtv< V() im0 = W = ayf + by + acyrys + ozdy%. (3.6)

Agora nosso problema se reduz a encontrar condigoes necessarias e sufucientes para que

a funcao W seja definida negativa. Vamos considerar alguns casos.
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Caso bc > 0.

Observe que W pode ser vista como a forma quadratica

a b
W =yTAy, ondey= o e A= . (3.7)
Yo ac ad

b
Suponhamos que W é definida negativa. Entao, se « = - > 0 a matriz A € My(R) é
c

simétrica. Dai os autovalores de A

(a+ ad) £ +/(a+ ad)? — 4a(ad — be)

Ao = 5

sao negativos e satisfazem

)\1 + )\2 =a-+ Oéd, (38)
Ao = a(ad — be). (3.9)

Como A\ <0 e Xy <0, temos A\ + Ao <0 e AjAy > 0.

Assim, da equagao (3.9) e do fato de a > 0, segue que ad —be > 0 e consequentemente
ad > bc > 0. Logo a e d tém o mesmo sinal e por (3.8) concluimos que ambos sao
negativos.

Portanto

a<0,d<0, ead—bc>0.

Suponhamos agora que valem as desigualdades (3.5). Dai, a + ad < 0 e ad — be > 0

Por (3.9) segue que A\; Ay > 0 e isto implica que A; e Ay tém o mesmo sinal. E finalmente
de (3.8) concluimos que A\; < 0 e Ay < 0.

Como os autovalores de A sdo todos negativos segue que a forma quadratica W é
definida negativa, ou seja, W (y1,y2) < 0, V (y1,42) # (0,0) e portanto (3.4) é uma fungao

de Liapunov estrita para a solugao nula do sistema (3.3).

Caso be < 0.

b
Se tomarmos o« = —— > 0 temos
C

W = ayi + ady;. (3.10)
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Suponhamos que a funcao W é definida negativa e olhemos novamente para W como

a forma quadrética

a 0
W =1y"By, onde y= . e B= . (3.11)
Y2 0 ad

Assim os autovalores de B sao todos negativos, ou seja, a < 0 e ad < 0. Como a > 0,
segue que

a<0 e d<0.

Suponhamos agora que valem as desigualdades (3.5). Neste caso apenas com as
desigualdades

a<0 e d<0

concluimos facilmente que W (yy,y2) <0, ¥V (y1,y2) # (0,0).
Caso bc = 0.

Se b = ¢ = 0 entao a funcao W é da forma (3.10) portanto o resultado é vélido para

todo a > 0.

Se b =0 e ¢ # 0 entao temos
W (y1,y2) = ayi + acyrys + ays, (3.12)

e neste caso sua forma quadratica é

CI/ _
W =y"Cy, onde y= v e C= 2 (3.13)

Y2 & ad

Os autovalores de C sao da forma
N (a + ad) £ \/(a+ ad)? — 4aad + (ac)?
12 = 5
e satisfazem
(ac)?

/\1)\2 = aad — (314)

4
)\1 + )\2 =a -+ od. (315)



46

Suponhamos que W(y1,y2) < 0, V (y1,42) # (0,0), entdo Ay < 0, Ay < 0 e
consequentemente A\; + Ao < 0. Dai segue de (3.15) que a + ad < 0.

(ac)®
1

Temos também que A\ > 0 e de (3.14) segue que aad >

e assim, ad > 0 o que
implica que a < 0 e d < 0.

Suponhamos agora que a < 0 e d < 0. Entao a + ad < 0 e de (3.15) segue que
AL+ A2 < 0.

Agora queremos A\ Ay > 0. Entao de (3.14) segue que

(ac)? 4dad
1 >0@a<?;

aad —

4ad

Assim, se tomarmos 0 < o < iz teremos A Ay > 0 e portanto Ay < 0 e Ay < 0.
c

Logo W (y1,y2) <0, V (y1,92) # 0.

Se c =0 e b# 0 entao

W = ayi + by1ys + adys, (3.16)
e dai
a b
W =y"Dy, onde D= 2. (3.17)
% ad

Os autovalores de D sao

(a + ad) £ /(a + ad)? — 4aad + b2

A2 = 7
e satisfazem
b2
)\1)\2 = aad — Z (318)
A+ X =a+ ad. (3.19)

Suponhamos que W seja definida negativa. Dai A\; < 0 e Ay < 0 e entao de (3.19)

segue que a + ad < 0.
2 2

Temos também que A\ \y = aad — 1 > 0 o que implica que ad > 1 e assim ad > 0.
Do fato de a + ad < 0 segue que a < 0 e d < 0.

Suponhamos agora que a < 0 e d < 0. Dal a + ad = A + Ay < 0. Também
b2 2
M =aad—— >0 a>—.
e = ety ¢ ad

b
Entao para todo o > Tad teremos Ay < 0 e Ay < 0.
a
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Portanto W (y1,y2) <0, ¥V (y1,42) # (0,0). o

O Teorema 3.2.1 nos garante que se um sistema do tipo (3.3) satisfaz as condigoes
(3.5) entd@o existe uma fungao de Liapunov estrita para (0,0). Logo pelo Teorema 1.3.1 a
solugao nula do sistema é assintoticamente estavel.

Vejamos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 3.2.1 Consideremos o sistema

. 311 +
xr1 — — T
1+ 2?2
| g 5 (3.20)
i) —1 I ;L‘% — oX9.
As fungoes f; : R — R, i = 1,2 dadas por fi(x;) = . jil 5 € fa(x2) = x5 sdo continuas,
7

além disso satisfazem as condigoes (3.2).
Observe que a origem € o unico ponto singular do sistema (3.20).
Neste sistemaa = —-3,b=1,c=—-6 ed = —5. Entdoa < 0,d <0 ead—bc=21> 0.

Assim pelo Teorema 3.2.1 a solugao nula é dos sistema (3.20) € assintoticamente estdvel.

Figura 3.1: Retrato de Fase de (3.20)

Exemplo 3.2.2 Consideremos o sistema

& = —bx + 2sen
Y (3.21)

y=a® —seny
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As funcoes fi(x) = a3 e foly) = siny sio continuas, além disso xfi(x) > 0 e
yfo(y) > 0 para y € (—%,5). Observemos também que para x,y € (—%,%), a origem

¢ o dnico ponto de equilibrio do sistema (3.21).
Neste sistema a = —5,b=2,c=1ed=—1. Logoa < 0,d <0 ead—bc=3>0.

Assim pelo Teorema 3.2.1 a solugcao nula é assintoticamente estdvel.

Figura 3.2: Retrato de Fase de (3.21)

Exemplo 3.2.3 Consideremos o sistema

jl'l = —2f1(1’1) + 4f2(!1]2)

(3.22)
iy = —fi(x1) — fa(w2)
%, T < 1 %7 T < 1
onde fi(x1) = T e fo(wa) = To
—, T121 T3 221
1+a? 3+ x5

Efdcil ver que as funcoes f; : R — R,i = 1,2 sao continuas e satisfazem as condi¢oes
(3.2).
Neste sistema temos a = —2,b = 4,¢c = —1 ed = —1. Assima < 0,d < 0 e

ad —bc = 6 > 0. Portanto pelo Teorema 3.2.1 a solugio nula do sistema (3.22) é

assintoticamente estdvel.
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Teorema 3.2.2 A funcdio (3.4) satisfaz as hipdteses do 1° Teorema de Instabilidade de

Liapunov para a solu¢do nula do sistema (3.3), se e somente se
a>0, d>0 e ad—0bc>0 (3.23)

Demonstragao. Como vimos no Teorema anterior, V(0,0) = 0 e V(xy,29) > 0,
V (21, x3) # (0,0). Resta mostrar que V (z1,x3) > 0, ¥V (21, 22) # (0,0).

Como no Teorema anterior consideremos a funcao W dada por
W = ay? + byrys + acyrys + adys;, (3.24)

e olhemos para ela como uma forma quadratica, assim como foi feito no Teorema anterior.

Vamos analisar os seguintes casos.
Caso bc > 0.

Neste caso W ¢é a mesma forma quadrética definida em (3.7), com o = g > 0.

Suponhamos que W (yi,y2) > 0, V (y1,92) # (0,0). Dai os autovalores \; e Ay de A
sao positivos e além disso satisfazem (3.8) e (3.9)

Como A\ > 0 e Ay > 0 segue de (3.9) que ad — be > 0. Além disso ad > bc > 0 e de
(3.8) segue que a >0 e d > 0.

Suponhamos agora que a > 0,d > 0 e ad — bc > 0. De (3.9) segue que A\ e Ay tém o
mesmo sinal e do fato de A\; + Ay = a + ad > 0 segue que ambos sao positivos.

Portanto W é definida positiva.
Caso bc < 0.

Considerando o mesmo « do caso bc < 0 do Teorema anterior a funcao W é da forma
(3.10) e sua forma quadrética é (3.11).

Suponhamos que W (y1,y2) > 0, V (y1,92) # (0,0). Dai, os autovalores a e ad de A
sao positivos, e como a > 0 segue que a > 0 e d > 0.

Suponhamos agora que valem as desigualdades a > 0 e d > 0. E imediato ver que
W(y1,y2) > 0, V (y1,92) # (0,0).

Caso bec = 0.
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Se b =c =0 entao W é da forma (3.10) e o resultado vale para qualquer a > 0.

Suponhamos b =0 e ¢ # 0 a fungao W é da forma (3.12), a sua forma quadrética é a
mesma que em (3.13).

Suponhamos que W seja definida negativa, entao \;y > 0 e Ay > 0 e com calculos
semelhantes aos do Teorema anterior concluimos que a > 0 e d > 0.

Agora se supormos a > 0 e d > 0 e tomarmos 0 < a < 4;%[ vamos ter W definida
negativa.

Se ¢c=0eb+# 0 daf a funcao fica como em (3.16) e sua forma quadrética (3.17).

Suponhamos W definida positiva. Entao A\; > 0 e Ay > 0. Assim, de (3.19) temos
a+ ad > 0 e além disso de (3.18) cad — lj > 0, ou seja, ad > 0 e portanto a > 0 e d > 0.

Suponhamos agora a > 0 e d > 0. Entao de (3.19) temos A; + Ay > 0 e de (3.18)

2 b2
temos Mo =aad — — >0 a > —.
m 1A = aa 1 « tad
Portanto tomando o > Tad teremos Ay > 0 e Ay > 0 e assim W é definida positiva. O
a

O Teorema anterior nos garante que se acontece (3.23) entao a solucao nula do sistema

(3.3) é instavel.

Exemplo 3.2.4 Consideremos o sistema

T 311 +x
1= 2
14 22
| ) . (3.25)
Ty = — x
? 14 a2 ?

As fungoes f; : R — R, i = 1,2 dadas por fi(x) =

2 e fa(xe) = x9 s@o continuas,
além disso satisfazem as condigoes (3.2).
Neste sistema a =3,b=1,c=—6 ed=>5. Entaoa > 0,d >0 e¢ ad — bc = 21 > 0.

Assim pelo Teorema 3.2.2 a solug¢do nula do sistema (3.25) € instdvel.

Exemplo 3.2.5 Consideremos o sistema

i = 5a® + 2sen
Y (3.26)

Y = 23 + seny.
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Figura 3.3: Retrato de Fase de (3.25)

As funcoes fi(x) = a3 e foly) = siny sio continuas, além disso xfi(x) > 0 e

yfa(y) >0 paray € (_g’ .
Observemos também que para x,y € (—%, %), a origem € o unico ponto de equilibrio

do sistema acima.
Neste sistema a = 5,b=2,c=1ed=1. Entaoa > 0,d >0 e ad —bc =3 > 0.

Assim pelo Teorema 3.2.2 a solug¢do nula do sistema (3.26) € instdvel.

Figura 3.4: Retrato de Fase de (3.26)
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3.3 Caso2: A\=pu#len=_(=1

Neste caso o sistema (3.1) tem a forma

71 = af (1) + 0f3 (22)
fg = Cf1<[lf1) + dfz(.’L‘z)

onde a,b,c,d sao constantes, A é um numero racional positivo com numerador e

(3.27)

denominador impares e as fungoes f; satisfazem (3.2).

Consideremos a seguinte fungao
V(zy,z0) = a/ fi(r)dr +/ f(r)dr, a>0. (3.28)
0 0

E imediato ver que V(0,0) = 0 e usando a segunda condicdo de (3.2) temos
V(xqy,29) > 0,V (x1,22) # (0,0), ou seja, a funcao V' é definida positiva.

Derivando V' ao longo da solugao y(t) = (x1(t), z2(t)) de (3.27), com v(0) = (x1, z2),
temos

d

2V 0)limo = afi(wa)in + f3(w2)1

= aaf{ (z1) + (b + ) fi(a1) f3 (x2) + dfs ™+ (2).

Chamando fi(x1) =y e fa(x2) = yo, definamos

d
@V(V(tmtﬂ) =:W(y1,12) = Oéayi\ﬂ + (ab + C)?hyé\ + dyzHl- (3.29)

Vamos analisar primeiramente o caso bc = 0.

Teorema 3.3.1 Suponhamos que a <0 e d < 0.
a) Se b=c =0 entio a fun¢ao W ¢é definida negativa para qualquer valor positivo da
constante «.

b) Seb=0 ec+#0 entao W € definida negativa se e somente se

a>i<2)A(Ai1)M' (3.30)

c) Sec=0eb+#0 entao W € definida negativa se e somente se

Ad1
/\+1) B

vd
0<a<ar— < (3.31)

A b
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Demonstragao. a) Se b= ¢ = 0 entao teremos
Wy, y2) = aayy ™ + dyp ™

ecomo a < 0,d<0e X+ 1 tem numerador par segue que W é definida negativa.

b) Se b =0 e ¢ # 0 teremos

W (y1, y2) = cay;™ + cyryy + dyy !

A1
= y%ﬂ (aayl + c@ + d)
Y2 Y2

onde 0(a, 2) = aaz* +cz e 2z = 2y

Y2
Como A + 1 tem numerador par segue que W é definida negativa se e somente se

O(cov,2) +d <0, VzeR.

Para obter o dominio méximo no espago dos coeficientes do sistema (3.27) vamos
procurar por

= inf :
T et 2)

Definimos 6, : R — R por 0,(2) = aaz*"! + ¢z. Claramente vemos que 6, é de classe
C!'. Vamos encontrar max6,(z).

z€R
Temos

dai

ou seja, z* é ponto critico de 6,.

Além disso,

07 (z") = aa(A+ 1)\ [

aa(;+ 1)

Portanto z* é ponto de méximo de 6,.
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Definamos agora a fungao ® : (0, +00) — R por

®(a) = max 6,(2)

zeR
A+1
—c = —c B
aa {aa()\ + 1)} Lm()\ + 1)]
1 A+1
1\ c \ »
=-)\[— 0
(aa) ()\ + 1) -
Como
A
®(a)=a ——r0 0,Va e (0
@=a(miry) | 70 Ya€04),
teremos W definida negativa se e somente se 6(«, z*) +d < 0.
Entao
1 A+1
1\ c \ x
9(a,z*)+d<0<:>—)\() ( ) +d<0
oa +1

Portanto se a < 0,d <0 e

a fungao W ¢ definida negativa.

c) Se ¢ =0 e b # 0 teremos

W (y1,y2) = cayy ™ + abyrys + dys ™
A+1
A+1 Y n
=y aa™y 5 +ab™ + d)
? ( yp ! Yo
- yé\+1(9(av Z) + d)?

onde O(a, z) = caz™! +abz e z = o

Y2
Fixando «a, consideremos a funcao 6, : R — R dada por

00 (2) = caz™ + abz.
Derivando esta fungao, temos

0. (2) = aa(A +1)2* + ab



e dai

Além disso

0" (") = aa(\ + 1)\ [a(;j 1)} S oo

Portanto z* é ponto de méximo de 6,.

Consideremos agora a funcao ¢ : (0,4+00) — R dada por

Como

vy =2 (1)

seguindo o mesmo raciocinio do item a) segue que

o

Y
>

+ |
—

N———

g

N

0 ) +d A 1y b \F d
(Q,Z )+ <0& —« (a) (A—i—]_) +d<0
NS
A= — d
= l) () -

Portanto se a < 0,d <0 e

0<a<ad?( 2 )7
A\A+1
a fungao W ¢ definida negativa.

Consideremos agora o caso bc # 0. Vamos dividi-lo em dois teoremas.
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Teorema 3.3.2 Seja be < 0. Para a existéncia de um numero o > 0 tal que a funcgdo

(3.29) seja definida negativa € necessdrio e suficiente que
a<0 e d<0. (3.32)

~ & . ~
Demonstragao. Neste caso podemos tomar o = -3 > (0 e assim a funcao W tem a
forma

W (y1,y2) = cay;™ + dys ™.

Olhemos para W como uma forma quadrética

W =y" Ay,
%
onde y = e , | e A=

(I 0 d
Suponhamos que W é definida negativa, assim os autovalores de A sao todos negativos,

aa 0

ou seja, aa < 0 e d < 0. Como a > 0, segue que
a<0 e d<0.

Suponhamos agora que

a<0 e d<0,

dai
W(yr,y2) = cay} ™ 4+ dys ™ < 0,

pois A 4+ 1 tem numerador par e portanto W é definida negativa. O

Teorema 3.3.3 Seja bc > 0. Se
a<0, d<0 e ad —bc >0. (3.33)
entdo existe um niumero o > 0 tal que a fungao (3.29) € definida negativa.
Demonstragao. Consideremos
W (y1,92) = aayy™ + (ab+ c)yrys + dyp ™

M "
= yo ! (aa L+ (ab+ )= + d)

g Yo

=y, (0, 2) + d)
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onde (a, z) = aaz*t + (ab+c)z e 2 = o
Y2

Desde que A + 1 tem numerador par segue que W é definida negativa se e somente se
O(a,z) +d < 0.

Seguindo o mesmo raciocinio do Teorema 3.3.1, devemos procurar por

= inf
1= e

Seja o > 0 qualquer e consideremos a funcao 6, : R — R definida por
0a(2) = aaz™ + (ab+c)z.

Vamos encontrar max 6,(z).
z€R

Derivando 6,(z) com relagao a z tem-se

0! (2) = aa(A+ 1)2* + (ab + c).

(ab+c

O ponto z* = [aa()\—l—

;] é um ponto critico de 0,(z) pois 0., (2*) = 0.

Além disso,

0" (2*) = aar(\ + 1)(z*)*!

Logo z* é ponto de méximo de 6,(z) e 0,(2*) é o valor maximo.

Agora definamos a funcao ® : (0,4+00) — R por,

®(a) = maxfa(z) = (e, 27)
%

o] oo [Slepeg]
_ [_(amc)]i ')\(ab%—c)}
aa(A + 1) A1

A+l

-\ [ab+c| >
A+1]

(aa)}
Derivando,

A+l

)\ [%(abﬂ)ib(aa)i (ab+ )™ §(aa>i—1a]

(aa)}

ab+c X
aa ’
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temos,
1
—A\b+ £ b A
R P e
A+1)x L aa
b
<:>—)\b—|—5:0 ou 2 +C:O
« aa
o . & _—C
O[—)\b ou « = b

C C . .
Chamando o* = —, temos que ®’'(a*) = 0 & o = —, pois estamos considerando o

Ab Ab

caso be > 0 e a* deve ser positivo. Agora,

o= o [ (55 o () ()]

e
-1 Ab)2 b
@//(a*) — : |:( ) _:| > O
A+ 1)x a c
Portanto o* é ponto de minimo de ®(a).
Além disso,
)\ e+ 1+3
Do) = |2
(%)% A+1
1+1
A0 [e2)]
(ac)x | A+1
b\
-y
a
1
A c
ou seja, vy = —c | — e o infimo ¢ atingido com a = —.
a Ab
b\ *
Se —c (—) +d < 0 teremos #(«, z) + d < 0, em outras palavras, se
a
ad* — bc* > 0
entao W é definida negativa. O

Os teoremas anteriores nos dao condigoes suficientes para a existéncia de uma fungao
de Liapunov estrita para a solugao nula do sistema (3.27), logo com estas condigoes e pelo

Teorema 1.3.1 a solucao nula é assintéticamente estavel.

Vejamos agora um exemplo onde aplicaremos o Teorema 3.3.3.
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Exemplo 3.3.1 Consideremos o sistema

3
. Z1 3
T = —3 ( ) +x
1+ a2 ’ (3.34)
Ly = — 61 — b
? 1+ a2 ?
T

As fungoes f; - R — R, i = 1,2 dadas por fi(z1) =

e fa(z2) = x9 sao continuas,
1+ a3 fol@e) = 2
além disso satisfazem as condigoes (3.2).

Facilmente vemos que a origem € a unica singularidade do sistema (3.34).

Neste sistema , A\=3,a=—-3,b=1,c=—6 ed=—5. Entaoa <0,d <0 ebc <0.

Portanto, pelo Teorema 3.3.2 a solug¢ao nula do sistema (3.34) € assintoticamente

estdvel.

Figura 3.5: Retrato de Fase de (3.34)

3.3.1 Generalizacao

Os Teoremas 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3 podem ser generalizados para sistemas da forma

O = apfp(er) +pfo (), k=1,....n—1

n—1 (335
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onde A é um numero racional positivo com numerador e denominador impares, as fungoes
fi(x;) satisfazem (3.2), ¢ = 1,...,n. Os coeficientes a;, b; e ¢; sdo constantes e além disso,
a; <0,b; #0ec;#0,7=1,...,n,i=1,...,n— 1.

A fungao de Liapunov para o sistema (3.35) tem a forma

Vier. .| n:n_l " " 3.36
(21, ) Za/ fk<f>f+/0 fA(r)dr (3.36)

onde oy, ..., q, sao constantes positivas.
Os Teoremas 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3 generalizados para um sistema n-dimensional da forma

(3.35) ficam da seguinte forma.

Teorema 3.3.4 Para a existéncia de nimeros oy, . . ., «, tais que (3.36) seja uma fungdao

de Liapunov estrita para (3.35) € necessdrio e suficiente que

n—1 1
b b
Z(k) B — ay > 0 (3.37)
=1 \Ok

onde B, =0 se by, <0 e B, =1 se byc, > 0.

A prova deste resultado é semelhante a do Teorema 3.3.3 (ver [3]).

3.4 Caso3: N\£uen=(=1
Neste caso temos o sistema

T = afl)‘(im) + bf;(xz)

(3.38)
$'2 = Cf1 (l’1> + dfg(l‘g)
Vamos considerar a seguinte funcao
V (w1, xq) = a/ fi(r)dr + / fe(r)dr (3.39)
0 0

onde ¢ e 6 sao nimeros racionais positivos com numeradores e denominadores impares.
Nesta secao vamos estudar condigoes suficientes para que (3.39) seja uma funcao de

Liapunov estrita para a solu¢ao nula do sistema (3.38).
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Primeiramente mostremos que a funcao dada em (3.39) é definida positiva para cada
a > 0. De fato, da condicao z; fi(z;) > 0, para x; # 0,7 = 1,2, segue que z; e fi(z;) tém
0 mesmo sinal.

Para x; € (0,h) temos z; > 0 e f;i(xz;) > 0 e portanto, para a > 0 teremos
V(zy1,29) > 0, para todo z; € (0, h).

Agora para x; € (—h,0), temos z; < 0 e f;(x;) < 0. Como £ e 6 tém numeradores e

denominadores fmpares, segue que f<(21) < 0 e f¢(x5) < 0. Dai

V(xy,20) = a/ml fE(r)dr + /xz I(r)dr
’ 0 ’ 0
—a [ fioar = [ s

~a [ sipar+ [ ppenar >0,

1 2
para o > 0 e z; € (—h,0).

Além disso, V(0,0) = 0.

Portanto V' é definida positiva para cada o > 0.

Vamos agora derivar a funcao (3.39) ao longo das trajetérias de (3.38).

Seja y(t) = (z1(t), z2(t)) a solugao do sistema (3.38) com v(0) = (z1,x2). Entao

z1(t) z2(t)
vwawzaA ﬁwwr+A £ (r)dr

Chamando u = x1(t) e v = x5(t) temos

v 00 = (G o) i (G o)
= aff) G+ 0%
a0+ 0

E dai

d

gV ) =0 = aff(@)(aff ) + bf3 (x2) + f3 (x2) (cfr(21) + dfa(22))

= aaf (1) + abff (v1) 5 (22) + cfi () f3 (22) + df T (x2).
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Chamando y; = fi(x1) e y2 = fo(xs) definimos

d
aV(’y(t)) limo =2 W = ozay{\Jrf + abyfyg + cylyg + dygﬂ. (3.40)

Nosso problema agora se reduz a encontrar uma faixa para os parametros
a,b,c,d, \, i1, e 0 tal que existe um nimero o > 0 e que a fungao (3.40) seja definida

negativa.

Observagao 3.4.1 Os niumeros X+ & e 6 + 1 sao racionais positivos com numeradores

pares e denominadores impares.
2n+1 2r+1  2k+1

De fat ja A = = = — /
¢ fato, sejod = 5o T g T G 4
)\+£_2n+1 2r+1  2(2ns+n+s+2mr+m+r+1)
S 2m4+1 0 2s+1 22ms +m+s) + 1
€
2k +1 20k +1+1
gp1—2itl y_2krlvl)
20+ 1 20+ 1

Desta forma y{\+§ >0 eydt™ >0, para todos yy, yo. Entdo daqui pra frente vamos assumir

que os coeficientes a e d sao negativos.

Vamos dividir o estudo da estabilidade assintética da solu¢ao nula do sistema (3.38)

em alguns teoremas.

Teorema 3.4.1 Se b = ¢ = 0 entdo a fungdao (3.40) é definida negativa para quaisquer

valores dos parametros a,d, \, i1, &, 0 e a.
Demonstracao. Para b =c =0 a fungao (3.40) fica
W = owzyi\Jré + dydtt.
E da observagao (3.4.1) segue que W é definida negativa pois a < 0,d <0ea >0. O
Teorema 3.4.2 a) Sejab=0e¢c#0. Sef+1> X+ ¢ entio a funcao W ¢é definida

negativa para qualquer valor positivo da constante . Se 0 +1 = X+ & entao a funcao W

¢ definida negativa se e somente se

A+e—1 A
a>i<k+§_1) (Aig) . (3.41)
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b) Seja b # 0 e c # 0 e suponhamos que . > X. Se 8 +1 = X+ & entao para W ser

definida negativa a constante o deve satisfazer (3.41).
Demonstragao. a) Se b =0, a fungao (3.40) tem a forma
W = aayy ™ + cyryg + dys ™.
Suponhamos que # + 1 > X + £ e escrevamos a funcao W da seguinte forma

W =Wipe + W7,

onde Wiie = aay; ™ e W* = eyiyf + dys ™.

Observe que W* é uma fungao tal que W*(0,0) = 0 e seus membros tém ordens
superiores ao de Wy,e. Como Wy, é uma funcao homogeénea definida negativa segue
pelo Lema (1.4.2) que W é definida negativa.

Suponhamos agora que 6 + 1 = X+ £. Neste caso que W é da forma

W = aayf+§ + cylngéfl + dygﬁ. (3.42)

Vamos escrever a fungao (3.42) da seguinte forma

A€ Z//\Jr(E Y1
W=y aat— + ¢ +d
’ y§\+£ Y2

v2 " (0(a, 2) + d)

onde f(a, 2) = aaz™t +cze z = o

Y2
Agora para « fixo, olhemos para a funcao de z

0o (2) = a2 + cz

cuja derivada é

0. (2) = aa(A+ &) e

Agora

1

/% * —C AHe-T
9“(2):()@2:[0@(,\4_5)} .

Portanto z* é ponto critico de 6,(z).
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A segunda derivada de 6,(z) é
0!(2) = aa(A + E)(A + & — 1)222

e além disso

%@ﬁ:adA+OQ+§—U{aé£zﬂM%l<0

Portanto z* é ponto de maximo de 6,(z).

Vamos avaliar a funcao € em z*.

8 " —C Tg—l —C AE£-1
@=0 byl e lanre)
1 ﬁ&—l A€ 1 % 1 ﬁﬁ—l 1 ﬁ A+E
= N cA+E-1 [ — — [ CcA+HE-1
(o) ) -G )
1 ﬁs—l 1 ﬁ&—l Ate 1
= | — cx+ée-1 [ ——— — 1
(o) Gie) e e
B 1 e 1 T e A+E—1
~ \aa P ¢ Py
~(a)" (55) T oremnso

Definamos a fungao @ : (0, +00) — R por

o(a) = — 5;*%1 ) e,
( >

Ate Ate
, B # i Ate-1 c AFE-T _
Q@O_(A+f—1)(m3 G<A+£> A+e-1)

Y
:“qu+£J 70

Seguindo o mesmo raciocinio do Teorema 3.3.1, devemos encontrar o valor de o para

Temos
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o qual f(a, z*) +d < 0. Assim

1 c A€
T ( ) ()\ +§_ 1)/\+f*1 > d)\Jrf*l

@1 e\ et ,\+§—1<
a \A+¢ d @

Portanto W ¢é definida negativa se e somente se

L/ e V' /age— 1\ M
o> — _— .
a \A+¢ d

b) Neste caso temos

W = aay; ™ + abyiyh + cyys T+ dyy

Vamos chamar
Wiie = aayng + cylyé\ﬁfl + dy§+5
W™ = abyiyb.
Observemos que Wy ¢ ¢ uma funcao homogénea de grau A + &.
De fato,
W (tyr, tya) = aalty))*™* + c(tyn) (ty2) 7 + d(tys)

= " (aay ™ + ey T+ dyy ™)

= tM&W(yl, Ya)
Como p > X segue que p+& > A+¢&, entao W* possui um elemento de ordem superior

a W)\+§.
Além disso, foi mostrado no item anterior que W), é definida negativa se e somente

se «a satisfaz a desigualdade (3.41).

Entao pelo Lema 1.4.2 o sinal de W ¢é definido pelo sinal de Wy ,¢ o qual é negativo

para « satisfazendo (3.41). Portanto W é definida negativa. O
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0+1
Teorema 3.4.3 a) Seja b # 0 e c = 0. Se vtz < H entao a funcao W ¢é definida

A+E
0+1

K entdo a funcao W € definida negativa se e somente se

AFE A
d (a\* (At 3 15

0+1
)\:i_f—f = % entao para W ser

negativa. Se

b) Sejam b e ¢ nao nulos e suponhamos que p > \. Se

definida negativa a constante o deve satisfazer (3.43)
Demonstragao. a) Neste caso a funcao W tem a forma

W = aay, ™ + abySyl + dyd .

0+1
Se i M , Aleksandrov provou que W é definida negativa usando o Teorema 1.4.2

P

da secao 1.4. O mesmo argumento é usado na prova do Teorema 1, em [3].
i

+1 . A+&p
- 1=
Nie )\entaoe—i— 3

Suponhamos que , e dai

e yr
W=y, [ aayg +ab— +d

0+1 0+1—
Ys Ya
A€ ¢
0+1 A U1
=Y Q0 + ab—— +d
X X H
Ya Yo

A€ 13
= ng aa <y—i> + ab <y—i> +d
Y5 Ys

= Y5 (e, 2) + d]

onde ®(a, z) = aaz** + abzt e z = y—i

A
Y2
Como 6 + 1 tem numerador par segue que W é definida negativa se e somente se
O(a,z)+d <0.
Vamos usar o mesmo argumento dos teoremas anteriores, ou seja, vamos encontrar

inf max ®(a, 2).
a>0 zeR
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Seja a > 0 qualquer e consideremos a funcao ¢, : R — R dada por
Do (2) = aaz + abzt.

Vamos encontrar o ponto de maximo da funcao ®, e analisar o valor da fungao ®

neste ponto. Primeiramente encontremos os pontos criticos da funcao.

'(2) = aa(A + &) T 4 abgA

Assim
P (2) =0 aa(\+ &) FabglA T =0
& aa(\+ &AL = —abgr!
—be X
=z = .
’ [a(A +5>}
L * [_bg]A’ to critico de @
0go, 2* 1= é ponto critico de ®,.
& ar+e)| °F

Temos agora

D/ (2) = aa( A+ E) A+ & — 1) 4 abg(E —1)2572

AE—2
Py

®() = aah+ OO+ — 1) [ TE S anele-1) | -

Queremos saber agora se z* é ponto de maximo de ®,,, ou seja, se 7 (z*) < 0. Entao

Ate—2
X

+ abs(€ —1) [a(;f’fg)] R
a(A+§)
b¢

Pl(2) <0 aa(A+EA+E—1) { —b8 ]

a(A+¢)
SaA+EON+E—1) < abb(E—1)

SA+E—1>N+E,

que é verdade. Portanto z* é ponto de maximo de .
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Consideremos agora a funcao I' : (0,4+00) — R definida por

[a) = P(a, 2)

A+E€

-0 [(A_bfo] ot [a(A_lfa]i &

e [ (Q(A_i))w >(org)

Desde que a fungao I' atinge seu infimo no zero, queremos que ®(«, 2*) +d < 0, entao

: e 1 ¢ 18
@(a,z)+d<0¢>aa{m] +Olb|:m:| +d<0

A+E€

o [a(xbis] o [a(Abio] <

>l

Portanto W é definida negativa se e somente se
_ d (a\* (A +& 15
a< — |- —_— )
A\ & b

Teorema 3.4.4 Sejam ¢ e d nao nulos. Uma condi¢ao necessaria para que a funcao W

O

seja definida negativa é
E=1, pu=40, bc<0, e a=—;.
Demonstragao. Supondo £ =1 e u =6 a fungao W tem a forma
W = aay}t + abyryh + cyryh + dyb ™.
Como be < 0 podemos tomar o = _(E; > 0 e dai, a funcao W torna-se

W = ozayf‘Jrl + dyé”rl

a qual é definida negativa, pois a < 0,d <0e A+ 1 e u+ 1 tém numerador par. O
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Exemplo 3.4.1 Consideremos o sequinte sistema

s(y2)
i =-3—5) — 1,
N xt (3.44)
H=6——— —5
T2 1+ 22 T2
As fungoes f; : R — R dadas por fi(z1) = %, fo(xa) = my sao continuas e
51

satisfazem (3.2).
11
Aqui temos a = —3,b=—-1,c=6,d= -5 A=3 eu= 9 Como be = —6 < 0 pelo

Teorema 3.4.4 a funcao V' dada por

1 T2
V(Il,ﬂfz) = 6/0 1_:7_2d7'+/0 T%dT

¢ uma fungao de Liapunov estrita para a solugdo nula do sistema (3.44). Logo, pelo

Teorema 1.3.1 a solu¢ao nula de (3.44) € assintoticamente estdvel.

Figura 3.6: Retrato de Fase de (3.44)

Teorema 3.4.5 Sejam b e ¢ nao nulos e suponhamos que 1 > \. Se 0 +1 > &+ X\ entao

a fungao W é definida negativa, para qualquer valor positivo da constante .

Demonstragao. Consideremos as fungoes

A
Wire = aay, ™

W* = abyiys + cyiys + dys ™.
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Como g > X segue que pu+& > A+ & e daf os termos da fungao W* sao de grau maior que
o da fungao Wy ¢. Logo, pelo Lema 1.4.2 o sinal da fungao W ¢ determinado pela funcao
Wiie, que é homogénea e definida negativa além de W*(0,0) = 0. Portanto a fungao W

¢ definida negativa. O

Exemplo 3.4.2 Consideremos o sequinte sistema

3 1 y s
et ()
2\1-y° (3.45)
y=3tgr — J_
1—9y?
As fungoes f; : (—1,1) — R dadas por fi(x) = tgz, foly) = 1 Y 5 sdo conlinuas e
-y

satisfazem (3.2).
1 3
Aqui temos a = —1,b = 5’0 =3,d=—-1,\= R e p=3. Neste caso up >\, a <0
ed < 0. Logo pelo Teorema 3.4.5 existe uma func¢ao se Liapunov estrita para a solu¢ao

nula do sistema (3.45) e portanto a solu¢do nula € assintoticamente estdvel.

Figura 3.7: Retrato de Fase de (3.45)
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