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Resumo

Esta dissertacao apresenta o anel de inteiros de corpos quadraticos, de corpos ciclotomicos, de alguns
subcorpos ciclotomicos e de corpos de nimeros abelianos com o objetivo de utilizéd-los na producao de
reticulados algébricos, os quais sao aplicados a teoria da Informacao e a teoria dos Cédigos Corretores
de Erros. O texto desenvolve conceitos basicos sobre Algebra e Teoria Algébrica dos Numeros, estuda
bases integrais de corpos de niimeros sob dois diferentes aspectos, caracteriza o anel de inteiros dos
corpos de numeros referidos anteriormente e apresenta algumas aplicacoes dessa teoria aos reticulados
algébricos. Os teoremas centrais demonstrados nesta dissertacao sao o Teorema de Hilbert-Speiser e
o Teorema de Leopoldt-Lettl. Este fornece o anel de inteiros de qualquer corpo de ntiimeros abeliano,
generalizando aquele. Esta dissertagao possui um capitulo dedicado a demonstracao do Teorema de
Leopoldt-Lett]l de maneira detalhada. Além disso, este trabalho faz uma analise sobre a monogénese
de alguns anéis de inteiros e apresenta um contraexemplo de anel de inteiros nao monogénico. O
ultimo capitulo é dedicado aos reticulados e mostra exemplos de reticulados algébricos construidos nos
espacos de dimensoes 2, 4, 6 e 8 via 0 homomorfismo de Minkowski em ideais de anéis de inteiros de
corpos de nimeros. O trabalho que originou esta dissertacao consistiu principalmente na pesquisa e
no detalhamento das demonstracoes do Teorema de Leopoldt-Lettl e de trés teoremas relacionados ao
tema da monogeénese de anéis de inteiros. Este empenho deu origem a um desenvolvimento mais claro
e menos compacto das demonstragoes relacionadas a esses assuntos, o qual é apresentado no texto.
Enfim, este trabalho retine e oferece um grande aparato tedrico que tem sido 1til ao desenvolvimento
da teoria dos reticulados algébricos e que cria a expectativa de sua utilizacao em futuras aplicacoes
nessa area.

Palavras-chave: Anéis de inteiros. Corpos de nimeros abelianos. Teorema de Leopoldt-Lettl.

Reticulados algébricos.






Abstract

This master thesis presents the rings of integers of quadratic fields, cyclotomic fields, some cyclotomic
subfields and abelian number fields aiming use them to produce algebraic lattices, which are applied
in the Information Theory and in the Error Correcting Codes Theory. The text develops basic
concepts about Algebra and Algebraic Number Theory, studies integral basis of number fields from
two different perspectives, characterizes the ring of integers of the aforementioned number fields and
presents some applications of this theory to algebraic lattices. The main proven theorems in this thesis
are Hilbert-Speiser Theorem and Leopoldt-Lettl Theorem. The second provides the ring of integers
of any abelian number field, generalizing the first. This thesis has a chapter dedicated to make the
proof of the Leopoldt-Lettl Theorem in detail. Furthermore, this work analyses the monogenesis of
some ring of integers and presents a counterexample of a ring of integers non-monogenic. The last
chapter is aimed at lattices and shows examples of algebraic lattices in spaces of dimensions 2, 4, 6
and 8 constructed by ideals of ring of integers of number fields through Minkowski homomorphism.
The work that created this thesis consisted mainly in research and detailing of the proofs of Leopoldt-
Lettl Theorem and of three theorems linked to the issue of monogenesis of the ring of integers. This
effort created a development lighter and less compact of the proofs related to these subjects, which
is presented in the text. Finally, this thesis gathers and provides a great theoretical apparatus that
has been useful to development of the theory of algebraic lattices and that creates the expectation
of its use in future applications in this area.

Keywords: Ring of integers. Abelian Number Fields. Leopoldt-Lettl Theorem. Algebraic lattices.
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Introducao

Uma das areas mais classicas, belas e fascinantes da Matematica é a Teoria dos Numeros. Desde
os tempos babilonicos ha referéncias de estudos nessa area envolvendo equacgoes e niimeros naturais.
A escola pitagorica grega, Diofanto de Alexandria, matematicos hindus, o drabe Al-Khowarizmi, o
italiano Cardano, entre outros, foram estudiosos que alimentaram a Teoria dos Numeros durante os
séculos. Porém, esta teoria ganhou mais destaque no século XVII com Pierre de Fermat, quando
este afirmou que o polinémio p(x,y,z) = 2™ + y™ — 2" nao tem solugdo com coordenadas inteiras
nao trivial para naturais n > 3. Fermat afirmou que isso era fato, mas nao provou, justificando que
a margem do papel onde ele escreveu era pequena demais para conter a demonstracao. Ao longo
do tempo, mateméaticos gastaram suas forcas tentando provar este resultado, que é conhecido como
Ultimo Teorema de Fermat.

Com o passar dos anos, novos problemas em Teoria dos Nimeros foram surgindo, novas teorias
foram desenvolvidas e muitas falsas provas do Ultimo Teorema de Fermat foram sendo relatadas. Com
o desenvolvimento da Teoria Algébrica dos Numeros a partir dos conceitos de nimeros algébricos
e de inteiros algébricos, os estudos de Gauss, Lamé, Liouville, Kummer e Dedekind abriram novas
portas a pesquisa em Matematica e permitiram avancos a Teoria dos Numeros e também a outras
areas, como Teoria de Grupos, Geometria Algébrica, Topologia e Anédlise. Finalmente, em 1995,
o matematico britanico Andrew Wiles concluiu uma demonstracao do Ultimo Teorema de Fermat
utilizando funcoes elipticas, formas modulares e representacoes de Galois.

A Teoria Algébrica dos Numeros nasceu do estudo dos inteiros algébricos, que sao os nimeros

complexos que solucionam alguma equacao
-1
"+ a1+ ... taxr+ag=0

em que a; € Z, 0 < i < n — 1, para algum n inteiro positivo. Conforme estudaremos, os inteiros

algébricos de um corpo K de extensao finita sobre Q (corpo de niimeros) formam um anel chamado
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anel de inteiros do corpo K.

E interessante o fato de que a Teoria dos Numeros se desenvolveu ao longo dos anos pelo simples
fato de ser bela e desafiadora. Antes, assim como a propria Algebra, essa area nao possuia aplicagoes
diretas a engenharia, a industria ou a outros ramos da Matematica Aplicada. Porém, essa histéria
mudou desde a publicagao do artigo A Mathematical Theory of Communication em 1948 pelo norte-
americano Claude Shannon. O referido artigo deu origem a Teoria da Informacao, uma area de
interseccao entre a Matematica e a Engenharia Elétrica na qual se objetiva garantir uma transmissao
segura e eficiente de informacoes por meio dos canais de comunicagao. Nasceu disso também a
teoria dos Cédigos Corretores de Erros, a qual analisa e propoe estruturas matematicas e algoritmos
capazes de detectar e corrigir erros numa transmissao de dados. Atualmente, a A]gebra, a Teoria

dos Numeros classica e a Teoria Algébrica dos Numeros sao aplicadas a Teoria da Informacao.

Um problema da Matematica Aplicada enfrentado por varios pesquisadores hoje em dia é o do
empacotamento esférico. Tal problema consiste em buscar uma maneira de preencher o espago R™
com esferas macicas idénticas, de mesmo raio, de modo que duas esferas ou nao se interceptem ou se
tangenciem em apenas um ponto e de modo que o preenchimento por esferas de R™ ocupe o maior
espaco possivel. Solugoes desse problema sao tteis a Teoria dos Cédigos Corretores de Erros. De
fato, suponha que os centros das esferas que cobrem o espago n-dimensional sejam palavras de um
cédigo. Dessa forma, erros na transmissao de uma mensagem podem fazer com que tais palavras se
modifiquem e sejam enviadas a outros vetores do espaco. Se o vetor modificado estiver em uma das
esferas que cobrem o espaco, podemos bem aproximé-lo pelo centro dessa esfera. Caso contrario, é

menos provavel conseguir uma “correcao correta” desse vetor.

O problema do empacotamento esférico é bem solucionado em algumas dimensoes quando supo-
mos que os centros das esferas que cobrem o espaco devem formar uma estrutura algébrica chamada
de reticulado. Reticulados s@o grupos discretos em R” (definiremos esses conceitos no texto). Assim,
pode-se cobrir o espago com esferas centradas nos discretos pontos de um reticulado cujos raios nao

ultrapassem a metade da menor distancia entre dois pontos quaisquer desse reticulado.

Nesse ponto, quando a Teoria Algébrica dos Nimeros e o problema do empacotamento esférico
reticulado conversam, surge uma nova linha de pesquisa. O conhecido homomorfismo de Minkowski
faz essa ligacao. Tal funcao leva um Z-moédulo do anel de inteiros de um corpo de numeros de
dimensao n sobre Q em um reticulado no espago R"™. Concebido dessa forma, um reticulado A é
chamado de reticulado algébrico. Se A é um reticulado algébrico produzido por um ideal I no anel

de inteiros Ok de um corpo de numeros K totalmente real ou totalmente imaginario, a densidade
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de centro do empacotamento esférico desse reticulado (conceito relacionado ao de densidade do

preenchimento do espago por esferas) em relagdo ao espago R"™ é dado pela férmula
n/2
d= b :
2"/ |D(K)|N(I)

em que t; é uma forma quadrética (que definiremos quando for conveniente), N(I) é a norma do

ideal e D(K) é o discriminante do corpo de nimeros.

Como pode ser notado, o conhecimento do anel de inteiros do corpo de ntimeros K é importante
para construir um reticulado via o homomorfismo de Minkowski e para calcular sua densidade de
centro. Nesse sentido, o presente trabalho tem por objetivo estudar os anéis de inteiros de alguns
tipos de corpos de niimeros, sem perder de vista as aplicacoes desses estudos a teoria de reticulados
e a Teoria da Informacao. Para cumprir esse objetivo, organizamos este trabalho em sete capitulos.
Os dois primeiros apresentam alguns pré-requisitos para a compreensao do trabalho. Os capitulos
3, 4 e 6 estudam propriamente os anéis de inteiros de alguns corpos de ntimeros. O capitulo 5 é
necessario para a compreensao do capitulo 6. O 1ultimo capitulo aplica os conceitos estudados nos
capitulos anteriores aos reticulados. Detalharemos cada um dos capitulos a seguir.

Inicialmente, o primeiro capitulo trata de alguns pré-requisitos para a compreensao do texto e
de conceitos relacionados ao estudo de Algebra. Por sua vez, o segundo capitulo apresenta a Teoria
Algébrica dos Niumeros e seus conceitos basicos. Leitores que ja tiveram um primeiro curso de Teoria
Algébrica dos Numeros notarao que podem evitar a leitura de algumas se¢oes do segundo capitulo.

No terceiro capitulo, estudamos os corpos quadraticos, os corpos ciclotomicos e seus respectivos
anéis de inteiros. Anéis de inteiros desses corpos sao mais conhecidos, pois sao estudados em primeiros
cursos de Teoria Algébrica dos Numeros. Na terceira secao deste capitulo demonstramos qual é o
anel de inteiros do subcorpo maximal real de um corpo ciclotomico e apresentamos o anel de inteiros
do subcorpo ciclotomico gerado pelo periodo de Gauss em dois casos.

O interessante a notar no terceiro capitulo é que todos os anéis de inteiros apresentados sao
monogenicos, isto é, tém base de poténcias gerada por um elemento a. Ver que isso nem sempre
ocorre € um dos objetivos do quarto capitulo, o qual estuda bases potentes e normais de corpos de
nimeros e Z-bases potentes e normais dos respectivos anéis de inteiros. Provaremos que todo corpo
de numeros possui base potente, mas que nem todo anel de inteiros possui Z-base potente. Além
disso, veremos que toda extensao finita galoisiana admite base normal e conheceremos o Teorema de
Hilbert-Speiser, o qual nos dara uma condicao necessaria e suficiente para que um anel de inteiros

possua uma Z-base normal.
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O quinto capitulo trata de caracteres de um grupo abeliano finito. Os topicos estudados nesse
capitulo sao de extrema importancia para a compreensao do sexto capitulo e sao 1teis a outras linhas
de pesquisa em Teoria Algébrica dos Numeros. Conheceremos o que sao caracteres de Dirichlet,
definiremos e estudaremos seus condutores, apresentaremos a soma de Gauss e veremos que ha
relagoes de ortogonalidade envolvendo caracteres de um mesmo grupo.

O sexto capitulo é o principal desta dissertacao. Nele, generalizamos o Teorema de Hilbert-Speiser
ao dar uma expressao para o anel de inteiros de qualquer corpo de nimeros abeliano, segundo a teoria
desenvolvida por Giinter Lettl em 1990, a qual complementa um teorema provado por Leopoldt em
1959. A expressao do anel de inteiros de qualquer corpo de nimeros abeliano como soma direta de
Z-modulos é dada no resultado central desta dissertacao, o Teorema de Leopoldt-Lettl. O objetivo
do sexto capitulo é demonstrar esse teorema. Para isso, definimos e utilizamos varios conceitos, como
o de classes de ramos e o de caracteres coordenados de Dirichlet, tratados nas duas primeiras secoes.

De posse de varias classes de anéis de inteiros de corpos de nimeros, o sétimo capitulo visa aplicar
a teoria desenvolvida nos seis primeiros capitulos desta dissertagao a teoria de reticulados. Nesse
capitulo, tratamos sobre reticulados, empacotamento esférico, reticulados algébricos e terminamos
dando exemplos de reticulados algébricos com densidade de centro étima produzidos por anéis de
inteiros de corpos de nimeros via o homomorfismo de Minkowski nas dimensoes 2, 4, 6 e 8.

Esta dissertacao resultou principalmente do estudo detalhado dos artigos [32] e [20]. Nisso, o
objetivo foi detalhar de maneira minuciosa cada uma das linhas que compunha tais artigos, de modo
a compreendé-los ao maximo. O estudo do artigo [32] foi relatado nas segdes 3.3 e 4.3. Por sua vez,
o capitulo 6 resultou do detalhamento do artigo [20].

Enfim, esta dissertacao envolve conceitos de todas as grandes dreas da Matematica. Podem ser
notados tépicos relacionados a Algébra (majoritdria no texto), a Topologia, & Andlise Matemética
e a Matematica Aplicada. Com isso, esperamos propiciar ao leitor uma compreensao de que ha
interessantes conexoes entre elas e que tépicos tradicionalmente tedricos podem ser aplicados as
engenharias e a outros ramos que dependem da Matematica.

Desejamos a todos uma boa leitura!
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Capitulo 1

Conceitos preliminares de Algebra

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados sobre Algebra que serao uteis no decorrer desta
dissertacao. Inicialmente, na primeira se¢ao mencionaremos pré-requisitos que suporemos conhecidos
pelo leitor desta dissertacao e estabeleceremos algumas notagoes envolvendo conjuntos, aplicacoes,
polinémios, matrizes, Teoria dos Nimeros bésica, grupos, anéis, corpos, Teoria de Galois e modulos.
Nas outras segoes, estudaremos alguns conceitos e resultados envolvendo classes residuais modulo m,

grupos abelianos finitos, algebra, ordens e anéis de grupo.

1.1 Pré-requisitos e notacoes basicas

Em todo este trabalho, iremos supor conhecidas pelo leitor as nogoes e notagoes basicas de teoria
dos conjuntos e de légica matematica. Por exemplo, adotaremos de maneira usual as notagoes €, C,
U, N, V, 3, entre outras. Ressaltemos que o simbolo oo representa o “infinito”, ou uma quantidade
infinita de elementos. A notacao utilizada para denotar a cardinalidade de um conjunto A serd #(A).
O conjunto vazio seré representado por () ou por {}. A diferenga entre dois conjuntos A e B sera
denotada usualmente por A — B. Os conjuntos dos nimeros inteiros, racionais, reais e complexos
serao denotados usualmente por Z, Q, R e C, respectivamente. Vale ressaltar que os naturais serao
considerados como sendo o conjunto N = {0,1,2,3,...}, a menos de men¢ao contraria extraindo o
zero. Para todos esses conjuntos A especificamente mencionados, a notacao A* representard A — {0}.
Sera frequente a utilizagao do Principio da Boa Ordem, ou Principio do Menor Inteiro, o qual nos
garante que todo subconjunto de N nao vazio possui um menor elemento.

Admitiremos que o leitor conheca nocoes gerais de relagoes e aplicacoes. Se A e B sao dois

conjuntos, f : A — B denota uma aplicacao entre eles, enquanto a notacao a —— b denota a



26 Capitulo 1. Conceitos preliminares de Algebm

aplicacdo de um elemento de A em um elemento de B pela aplica¢ado mencionada. A notagao I'm(f)
denota a imagem de uma funcao f. As nocoes de injetividade, sobrejetividade, bijetividade, funcao
composta e funcao inversa devem ser conhecidas.

Sera admitido também o conhecimento de nocoes basicas sobre ordem entre elementos, conjuntos
parcialmente ordenados e conjuntos ordenados. Dessa tematica, utilizaremos o seguinte resultado,

conhecido como Lema de Zorn:

Lema 1.1.1 ([18], capitulo zero. Lema de Zorn). Seja X um conjunto ndo vazio e parcialmente
ordenado. Se todo subconjunto S C X totalmente ordenado possui uma cota superior entao X tem

um elemento mazximal.

Para uma leitura inicial sobre conjuntos, relacoes e aplicagoes, recomendamos os primeiros capitulos
de [6]. Para um conhecimento mais geral sobre a Teoria de Conjuntos e das nogoes de ordem acima
mencionadas, sugerimos a leitura do capitulo zero de [18].

Neste texto, iremos supor que o leitor conheca a teoria basica de polinomios: definicao de po-
linémio, identidade de polindmios, grau de polinémio, operagoes (soma, subtracao, multiplicagao e
divisdo) de polinémios, algoritmo da divisao euclidiana para polinomios, raizes de polinomios, irre-
dutibilidade de polinomios, Critério de Eisenstein e outros critérios de irredutibilidade, entre outros.
Em termos de nomenclatura, serd comum usarmos a notagao f(z) para um polinémio f: A — B
ao invés de apenas f. Nesse caso, fique claro que f(z) € A[z], sendo = a indeterminada sobre A. De-
notaremos grau de um polinémio f(z) por 9(f). Sobre a teoria bésica de polinémios, recomendamos
a leitura do capitulo VI de [6].

A teoria de matrizes, determinantes e sistemas lineares também deve ser conhecida para um bom
entendimento deste texto. O conjunto das matrizes m x n (m linhas por n colunas) com entradas em
um conjunto X (munido com operagdes de soma e multiplicagao) serd denotado por M,,.,(X). Se
m = n, podemos simplesmente denotar tal conjunto por M, (X). O determinante de uma matriz A
serd denotado por det(A). A matriz transposta e a matriz inversa (caso exista) de A serdo denotadas,
respectivamente, por AT e por A1,

E recomenddvel ainda que o leitor conheca aspectos béasicos da Teoria dos Numeros. Sugerimos
que o leitor esteja familiarizado com as nogoes de maximo divisor comum (mdc), minimo miltiplo
comum (mmc), divisdo euclidiana, nimeros primos, nimeros relativamente primos, divisibilidade
entre inteiros, congruéncia modular entre inteiros médulo m, funcao de Euler, entre outras. Uma

. o~ . , ~ ey . a; ~ .
definicao que utilizaremos é a da funcao de Mobius: se n = H§:1 p.” é a fatoracao de n em primos,
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entao a funcao p de Mobius é dada por

1, sen=1
p(n) = ¢ (=1)", se a; = 1 para todo j (1.1)
0, se a; > 1 para algum j

Sera frequente mencionarmos no texto o Algoritmo da Divisao Euclidiana entre inteiros, que é um
resultado que nos permite afirmar que, para quaisquer a,b € Z, existem ¢, r € Z tais que a = bg+r,
em que 0 < r <b. Ser =0, dizemos que b divide a e denotamos esse fato por b | a. Dizemos
que dois nimeros a e x sdo congruentes médulo m, e denotamos por a = x (mod m), se m | a — x.
Chamaremos de Identidade de Bezout ao resultado que afirma que mdc(a,b) = 1 (ou seja, dois
inteiros a e b sao relativamente primos) se, e somente se, existem inteiros z e y tais que ax + by = 1.
Outro teorema que o leitor deve ter conhecimento é o Teorema Fundamental da Aritmética, o qual
afirma que todo niimero natural maior do que 1 é escrito de maneira inica como produto de niimeros
primos, a menos da ordem dos fatores. Recomendamos ainda o conhecimento do Teorema de Euler,
que afirma que a?™ =1 (mod m), em que mdc(a,m) = 1 e ¢ denota a funcdo de Euler. Ademais,
serd algumas vezes citado o conhecido Teorema Chinés do Resto. Para uma introducao a Teoria dos
Nuimeros, sugerimos a leitura de [31].

Admitiremos conhecidas algumas nogoes de espago métrico, andlise real, analise no R™ e Teoria
da Medida, tais como a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a medida de Lebesgue, o Teorema da
Mudanca de Variaveis para integrais, entre outros. Porém, o conhecimento de tais requisitos sera
poucas vezes necessario no decorrer deste texto.

Em relacao a Algebra, assumiremos que o leitor conheca a teoria basica de grupos, anéis, corpos
e médulos.

Sobre a Teoria de Grupos, o leitor deve ter familiaridade com as nogoes de grupo, subgrupo, ordem
de grupo (que denotaremos por o(G)), poténcia, grupo ciclico, grupo abeliano, conjunto gerador,
classe lateral, conjunto quociente, subgrupo normal, grupo quociente, indice de um subgrupo H em
um grupo G (denotado por [G : H|), Teorema de Lagrange, produto direto interno, produto direto
externo, entre outros. Em alguns trechos deste texto, iremos supor ainda conhecidas as nogoes de
p-grupo, p-subgrupo e p-subgrupo de Sylow. Para saber mais sobre grupos, recomendamos a leitura
do capitulo IV de [6] (bdsico), dos capitulos I e II de [15] ou de [29] (avangado).

Sobre a Teoria de Anéis, admitiremos conhecidos os conceitos e resultados basicos envolvendo
anel, subanel, anel de polinomios e caracteristica de um anel. Ressaltamos que um anel A é chamado

anel de integridade se é comutativo com unidade e se, para todo a,b € A, a.b = 0 implica a = 0 ou
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b = 0. Vérias vezes chamaremos um anel de integridade de dominio de integridade, ou simplesmente
de dominio. Além disso, o leitor deve saber sobre ideal, ideal gerado, ideal principal, dominio prin-
cipal, ideal primo, ideal maximal, anel quociente, elemento associado, elemento irredutivel, elemento
primo, dominio de fatoragao tinica (DFU), dominio euclidiano (DE), maximo divisor comum, minimo
multiplo comum, lema de Euclides, entre outros. Lembramos que todo DE é dominio principal e que
todo dominio principal é DFU. Para saber mais da teoria basica de anéis, recomendamos a leitura
dos capitulos V, VI e VII de [6].

Sobre a Teoria de Corpos e sobre extensoes de corpos, suporemos conhecidas as nogoes e resultados
bésicos envolvendo corpo, subcorpo, corpo de fragoes, extensdo, extensao finita (o grau de uma
extensao finita K C L serd denotado por [L : K]), elemento algébrico, polindmio minimal, extensao
algébrica, corpo de raizes (ou corpo de decomposigao), corpo algebricamente fechado, fecho algébrico,
elementos conjugados, polindmio separavel, extensao separavel, extensao normal, corpo composto,
entre outros. Destacamos o enunciado do Teorema do Elemento Primitivo, que sera importante no

decorrer do trabalho:

Proposicao 1.1.1 ([15], capitulo V, proposigao 6.15.). Seja L uma extensdo finita e separdvel de K.
Entao eziste uw € L tal que L = K(u). Um elemento u que satisfaz L. = K(u) € chamado elemento

Primitivo.

Para cada uma das estruturas algébricas comentadas anteriormente (grupos, anéis e corpos), é
possivel definir o conceito de homomorfismo, o qual também suporemos conhecido, bem como o
Teorema do Homomorfismo de cada uma delas. Porém, a seguir, vamos formalizar alguns termos.
Seja f um homomorfismo. Se f é uma aplicacao injetora, entao f é chamado homomorfismo injetor ou
monomorfismo. Se f é uma aplicacao sobrejetora, dizemos que f é um homomorfismo sobrejetor ou
epimorfismo. No caso de f ser bijetora, dizemos que f é um isomorfismo. Se existir um isomorfismo
f + G — J dizemos que G e J sao grupos isomorfos e denotamos essa relacao por G ~ J. Se
um homomorfismo tem como dominio e contradominio o mesmo grupo, entao ele é chamado de
endomorfismo. Se f for um isomorfismo e um endomorfismo dizemos que f é um automorfismo. O
ntcleo, ou kernel, do homomorfismo f serd denotado por ker(f).

Sejam K C L e K € M extensoes de corpos. Um homomorfismo (monomorfismo, isomorfismo)
o : L — M sera chamado K-homomorfismo (K-monomorfismo, K-isomorfismo, respectivamente) se
o(a) = a, para todo a € K. Por sua vez, um automorfismo ¢ : L — L é chamado K-automorfismo

de L se o(a) = a, para todo a € K.
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Ainda sobre corpos, esperamos que o leitor ja tenha tido um primeiro contato com a Teoria de
Galois e com extensoes galoisianas. Se K C L é uma extensao de corpos, denotaremos por Aut (L)
ao conjunto dos automorfismos de L e por Gal(LL : K) ao grupo de Galois de L sobre K, que é o
conjunto dos K-automorfismos de L. Quando necessério, o corpo fixo de um grupo H em um corpo
L serd denotado por ILy. Dessa teoria, o principal resultado é o Teorema Fundamental de Galois,

enunciado a seguir:

Teorema 1.1.1 ([15], capitulo 5, teorema 2.5. Teorema Fundamental de Galois). Seja K C L uma
extensao galoisiana. Entdo existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos 0s corpos
intermedidrios desta extensao e o conjunto de todos os subgrupos de Gal(L : K) dada pela bijecao
M — M’ = Aut(LL : Ml). Além disso:

(a) o(Gal(L : K)) = [L : K].

(b) L é Galois sobre todo corpo intermedidrio M, mas M é Galois sobre K se, e somente se, o
correspondente subgrupo M = Aut(LL : M) € normal em G = Gal(L : K). Neste caso,

Gal(L : K)

Gal(L - M) ~ Gal(M : K). (1.2)

Para saber mais sobre corpos e extensoes de corpos, recomendamos a leitura de [8] ou dos capitulos
V e VII de [15].

Suporemos que os conceitos de Algebra Linear sdo bem conhecidos pelo leitor. Assim, por exem-
plo, admitiremos conhecidas as nogoes de espaco vetorial, conjunto gerador, conjunto linearmente
independente (LI), conjunto linearmente dependente (LD), transformagao linear, produto interno,
produto externo, entre outras, além dos resultados conhecidos em um primeiro curso de Algebra
Linear. Sobre esse assunto, recomendamos [14].

Sobre a Teoria de Médulos, também admitiremos que o leitor conhecga nogoes e resultados basicos
envolvendo médulo, submédulo, homomorfismo!, produto direto, sequéncia quase nula, soma direta
interna, soma direta externa, base, médulo livre, modulo finitamente gerado, posto, modulo sobre
dominios principais, entre outros. O posto, ou rank, de um A-médulo M sera denotado por rka (M),
por ranka (M) ou por rank(M).

Os proximos resultados dao propriedades interessantes dos médulos sobre dominios principais:

Proposicao 1.1.2 ([30], segdo 1.5, teorema 1). Sejam A um dominio principal, M um A-mddulo

livre de posto n e M' um submddulo de M. Entdo:

L O comentério e as nomenclaturas feitos para homomorfismo de grupos, anéis e corpos também valem para homo-

morfismo de mddulos.
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(a) M’ € livre de rank ¢ < n;
(b) Se M' # {0} entdo existe uma base {ey,eq,...,e,} de M e existem ay,aq,...,a, € A tais que

{are1,azes, ... ae,} € uma base de M', com a; | ;41 para todo 1 <1 < gq—1.

Corolario 1.1.1 ([30], secao 1.5, coroldrios 1 e 2). Seja A um dominio principal.
(a) Se M é um A-mddulo finitamente gerado e {I;}1<j<, € um conjunto de ideais de A tais que
I; Iy 2<j<n)entio M = (A/L) x (A/L) x ...(A/L,).

(b) Todo submddulo de um A-mddulo finitamente gerado € finitamente gerado.

Se G é um grupo abeliano, podemos encarar G como Z-modulo. Nesses moldes, o teorema a
seguir, conhecido como Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados, nos diz
que todo grupo abeliano finitamente gerado pode ser decomposto (como soma direta) em uma parte

finita (de tor¢ao) e uma parte livre.

Teorema 1.1.2 (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados). Seja G # {e}
um grupo abeliano finitamente gerado, em que e € o elemento neutro do grupo. Entdo:

(a) G =M @&...0 M, ® K, em que cada M; é um subgrupo ciclico de G de ordem igual a uma
poténcia de primo e K € um subgrupo livre de G.

() T(G) =M, & ...® M.

O teorema anterior nao foi demonstrado, mas uma prova dele pode ser encontrada generalizada
para médulos finitamente gerados sobre dominios principais nos teoremas 7.3, 7.5 e 7.7 de [22] ou no

teorema 6.12 de [15]. Para saber mais sobre médulos, recomendamos [22], [15] ou [24].

1.2 Classes residuais e grupos abelianos finitos

Nesta secao, estudaremos as classes residuais médulo um inteiro m, o grupo aditivo formado por
essas classes, o grupo multiplicativo formado pelas classes invertiveis e terminaremos citando (mas
nao demonstrando) a proposi¢do que permite decompor grupos abelianos finitos em produto de

grupos ciclicos, entre outros resultados.

Definicao 1.2.1. Seja m um inteiro positivo. Dois inteiros a e b sao ditos congruentes maodulo
m se as divisoes euclidianas de a e de b por m tiverem o mesmo resto. Neste caso, denotamos

a=b (mod m).
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Equivalentemente, a e b sao congruentes médulo m quando m | a —b. Como a relagao de
congruéncia médulo m é de equivaléncia, podemos considerar a classe residual de um inteiro a
modulo m dada pelo conjunto @ = {x € Z : x = a (mod m)} = {a+ km : k € Z}. Como em toda
divisao euclidiana com divisor m os Unicos restos possiveis sao os valores inteiros entre 0 e m — 1,
entao o conjunto das classes residuais moédulo m tem m elementos. Denotaremos esse conjunto por
Ly, ou por Z/Zm. Assim, Z,, = {0,1,...,m — 1}. Definimos duas operacoes sobre Z,,: a soma de
dois elementos @ e b em Z é dada por @ + b = a + b, enquanto a multiplicacdo entre eles é dada por
@b = ab. Facilmente verifica-se que (Z,,, +) é um grupo cujo elemento neutro é 0. Nesse grupo, o
elemento oposto de @ é m — a. Por sua vez, Z,, sobre a operacao multiplicativa nao é um grupo, pois

nem todo elemento é invertivel. Dai, vem a necessidade da proposicao seguinte:

Proposicao 1.2.1. Um elemento a € Z,, € invertivel (sobre a multiplica¢do) se, e somente se,

mde(a,m) = 1.

Demonstracio. Por um lado, seja @ € Z,, um elemento invertivel. Entdo, existe b € Z,, tal que
@b = ab = 1. Logo, ab = 1 (mod m), donde segue que m | ab — 1. Se existisse um primo p que
dividisse m e a a0 mesmo tempo, entao p dividiria 1, o que é um absurdo. Logo, mdec(m,a) = 1. Por
outro lado, se mdc(a,m) = 1, entdo a Identidade de Bezout nos garante que existem b e ¢ tais que

ab+ gm = 1. Logo, m | ab— 1. Dali, @b = ab =1, ou seja, @ é invertivel. O

O conjunto dos elementos invertiveis (sobre a multiplicacao) de Z,, serd denotado por Z:, ou por
(Z)Z,)*. Assim, a proposicao anterior nos mostra que Z! = {a € Z,, : mdc(a,m) = 1}. Dessa
forma, verifica-se facilmente que (Z},,.) é um grupo. Em termos da teoria de anéis, claramente Z,,
¢ um anel. Porém, esse conjunto nem sempre é um corpo. Por exemplo, Z, nao é um corpo, ja que

2 nao tem inverso multiplicativo. Para finalizar essa discussao, vem o resultado a seguir:
Proposicao 1.2.2. Z, é um corpo se, e somente se, p € primo.

Demonstragao. Por um lado, se Z, é um corpo, entao Z, — {0} é um grupo multiplicativo. Logo,
mdc(a,p) = 1 para todo 1 < a < p. Logo, nao existe a < p diferente de 1 que divida p. Portanto,
p ¢é primo. Por outro lado, se p é primo, entdo mdc(a,p) = 1 para todo 1 < a < p. Dali, o conjunto

dos elementos invertiveis de Z, é {a € Z, : mdc(a,p) = 1} = Z, — {0}, ou seja, Z, é um corpo. [

Se p é primo ent@o o corpo Z, é um corpo finito (com p elementos) de caracteristica p e pode ser

denotado por GF(p) ou por F,,.
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Definicao 1.2.2. A aplicacao ¢ : N* — N* que associa cada nimero natural m ao niumero de
elementos naturais menores que m que sao primos com m € chamada fung¢ao de FEuler. Assim,

o(m) = #{a € N*: a <m e mdc(a,m) = 1}.
Observagao 1.2.1. O grupo multiplicativo Z, tem p(m) elementos.
Proposicao 1.2.3. Todo grupo ciclico com m elementos € isomorfo a Zy,.

Demonstracao. Seja G um grupo ciclico escrito aditivamente com m elementos cujo gerador é g.
Considere 6 : Z — G definida por 6(n) = ng, para todo n € Z. Essa aplicagdo é um homomorfismo
sobrejetor de grupos. Além disso, #(n) = 0 se, e s6 se, ng = 0, se, e s se, m | n (pois g tem
ordem m). Logo, ker(f) = mZ. Portanto, o Teorema do Homomorfismo de Grupos garante que
G ~ Z/mZ. Por sua vez, a aplicacdo ¢ : Z — Z,, dada por ¢(n) = 7, para todo n € Z, também é
um homomorfismo sobrejetor de grupos aditivos. Como ¢(n) = 0 se, e s6 se, n = 0 se, e s6 se, m | n,
entao ker(¢) = mZ. Logo, o Teorema do Homomorfismo de Grupos garante que Z/mZ ~ Z,,. Por

fim, como a relacao ~ é transitiva, Z,, ~ G. O
Proposicao 1.2.4. Se a é um inteiro positivo, entao a € gerador de 77, se, e sé se, mdc(a,m) = 1.

Demonstrag¢ao. Por um lado, se @ é um gerador de Z*, e d = mdc(a, m) entao (m/d)a = m(a/d) =
0 (mod m). Como a tem ordem m entao m | m/d. Logo, d = 1. Por outro lado, se mdc(a,m) =1 e
h é a ordem de @ entdo m | ha, pois ha = 0 (mod m). Dai, m | h. Além disso, ma = 0 implica que

h | m. Portanto, m = h. O

Proposigao 1.2.5. Seja m = [['_, pi* > 1, em que cada p; € primo e e; > 0, 1 < i < r. Entdo

existe um isomorfismo de anéis

¢ Ly — [ [ 2, (1.3)
=1

Demonstragdo. Considere 6 : Z — []i_, Zye: definida por #(n) = (v1,vs, ..., v,) para todo n € Z,
em que v; é a classe residual de n médulo pi*. Assim, # é um homomorfismo de anéis com ker() =
mZ, pois n é miltiplo de m se, e somente se, n ¢ um miultiplo de todo p;’ (1 < i < r). Logo, a
aplicacao induzida ¢ : Z/mZ — []._, Zye: € injetora. Como o niimero de elementos de I, Lyei €

[T;_, pi" = m, segue que ¢ é bijetora. Como Z,, ~ Z/mZ, entdo o resultado segue. O

O seguinte corolario é conhecido como Teorema Chinés do Resto:
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Corolario 1.2.1. Se p1,pa,...,p, Sao primos distintos, €1, e, ..., €, $40 inteiros positivos e ay, as,
a, $ao inteiros quaisquer, entao existe n € Z tal que n = a; (mod pS*), para todo 1 < i <r
sy Up ’ = U4 i ) =t =T

, . s s z T €;
Além disso, n € tinico mddulo [[;_, pi*.

Demonstracao. Seja v; a classe residual de a; médulo p;’. Devido ao isomorfismo estabelecido na
proposicao 1.2.5, existe tnico v € Z tal que ¢(v) = (v1,va,...,v,). Assim, n satisfaz as congruéncias

n = a; (mod p;"), para todo 1 < i < r, se, e somente se, n = v (mod m), donde segue o resultado. [
Como consequéncia da proposicao 1.2.5, temos outros resultados envolvendo a funcao de Euler:
Proposicao 1.2.6. Se mdc(a,m) =1 entio a®*™ =1 (mod m).

Demonstracao. Como mdc(a,m) = 1 entao a € Z*,. Além disso, como o(Z},) = p(m), o Teorema de

Lagrange nos permite afirmar que @™ = 1, donde segue a congruéncia desejada. O]

Proposigao 1.2.7. Se m = [[,_, p{* € uma decomposi¢cao de m em produto de primos entdo

c T . 1
Zy, ~ HZP? e p(m) = mH (1 — 5) . (1.4)
i=1 i=1 v

Demonstragdo. Considere o isomorfismo ¢ : Z,, — [[,_, iji da proposicao 1.2.5. Sabe-se que
um elemento de Z,, ¢ invertivel se, e somente se, seu correspondente em [[;_, Zp:i for invertivel, o
que ocorre se, e somente se, cada componente desse correspondente em pri for invertivel. Logo,
Z: ~ 11—, Z;:i. Assim, ¢(m) = [[;_, ¢(p{"). Portanto, basta analisar o valor de ¢(p®), em que p é
primo e e > 1 é um inteiro. Para 1 < a < p°, temos que mdc(a,p®) = 1 se, e somente se, a nao é
miiltiplo de p. Entao, por contagem, ¢(p¢) = p¢ — p*~! = p¢(1 — 1/p), pois a cada p elementos no
intervalo 1 < a < p® existe um muiltiplo de p (e existem p®~! destes intervalos). Disso e da igualdade

o(m) =TI_, ¢(p{"), segue imediatamente o resultado. O

Vamos agora estudar a estrutura de Z;,. Devido a proposigao 1.2.7, vimos que basta estudar Z.

(p primo, e > 1) para obter informagoes sobre Z7 .

Lema 1.2.1. Sejam G um grupo multiplicativo e x,y € G tais que xy = yz, o(x) = h, o(y) =k e
mdc(h, k) = 1. Entao o(xy) = hk.

Demonstragdo. Das propriedades de poténcia, (zy)"™ = (2")*(y*)" = e (identidade de G). Portanto,
a ordem [ de xy divide hk. Como 'y’ = (zy)' = e entdo a = 2! = y~!. A ordem de a deve dividir h,
pois a € (x), e deve dividir k, pois a € (y). Devido ao fato de que mdc(h, k) = 1 segue que o(a) = 1.

Portanto, 2! = y~! = e, donde segue que h | [ e que k | [. Logo, hk | l. Assim, [ = hk. O
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Primeiramente, trataremos de Zy, em que p ¢ primo.
Proposigao 1.2.8. Se p € primo entao o grupo multiplicativo Z,, € ciclico.

Demonstragdo. Pela observacao 1.2.1, o(Zy) = ¢(p) = p— 1. Sejaa € Z; o elemento de maior ordem
entre todos os elementos de Z;. Denotemos o(@) = h. Pelo Teorema de Lagrange, h | p — 1, ou seja,
h <p—1. Seja agora T € Z, um elemento qualquer, cuja ordem € r.

Entao r | h. De fato, suponha que exista § € Z; tal que k = o(7) nao divida h. Entao existem um
primo p e inteiros n > m > 0, h' e k' tais que h = p™h' (mde(p,h') = 1) e k = p"k’, pois algum
primo de h néo divide k em sua maior poténcia. Sejam o/ = @ ey =" . Assim, @ tem ordem A’
e 3y tem ordem p". Pelo lema 1.2.1, 2y’ € Zy tem ordem p"h’ > p™h' = h, o que é um absurdo, pois
a ordem maxima em Zj ¢é h.

Logo, como todo elemento de Z; tem ordem dividindo h entao Z" =1 para todo T € Z,,. Portanto,
todo elemento de Z; é raiz do polindomio -1 ¢ Zz]x], o qual tem no maximo h raizes. Logo,
p—1 < h. Portanto, h = p — 1. Logo, existe um elemento de Z; cuja ordem ¢ igual a do grupo,

comprovando que o grupo é ciclico. O
Agora, estudemos Z,., em que p é primo e e > 1, em dois casos: p # 2 e p = 2.
Proposicao 1.2.9. Sep # 2 ee > 1, entao Zy. é um grupo ciclico e
Le == Ly 1 X Lge—1. (1.5)

Demonstragdo. Se e = 1, devido as proposigoes 1.2.3 e 1.2.8 tem-se que Z; ~ Z, 1, comprovando a
tese. Por isso, podemos supor e > 2. Denotemos por @ a classe residual de um inteiro a médulo p€ e
por a a classe residual de @ médulo p. Considere f : Zy. — 7 a aplicacao definida por f(a) = a, a

qual é um homomorfismo sobrejetor de grupos cujo nucleo é
C={acZy:a=1(modp)}. (1.6)

Devido ao Teorema do Homomorfismo de Grupos temos Z./C' ~ Z5. Logo, C' é um subgrupo

de Zz. cuja ordem é (p°)/@(p) = p*~'. Mostremos que C' é um grupo ciclico com gerador 1+ p.

¢~1. E suficiente mostrar que

De fato, note primeiramente que p+1 € C eo(p+ 1) | o(C) = p
(1+p)P " # 1 (mod p*). Para e = 2 isso é claramente verdade. Portanto, assumamos que essa
equivaléncia é valida para e—1, ou seja, que (1—1—]9)1”‘573 # 1 (mod p*~1) e que (H—p)pk3 =1 (mod p*~2).
Portanto, (1 +p)? " =1+ rp°2, em que p nio divide r. Assim,

p

(14+p)" " = ((A+p) VP =042 =1+ (1) rpt PP = 1T sptl (1.7)
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Logo, (1+p)” " #1 (mod p¢) e (14 p)*" " =1 (mod p*1).
Agora, seja B = {a € Z}. : a?~' = 1}. Facilmente verifica-se que B é um subgrupo de Z:. e que
BN C = {1}, pois, exceto o 1, B nao tem elemento cuja ordem seja uma poténcia de p. Entao

B x €'~ BC C Zj.. Logo, B tem ordem no maximo o)/t =p—1.

e— e— e—1 = ~
Tem-se que a? 'eB para todo a € Z,. Como f(@ 1) =@ = a entdo pertencem a B todos os
—ne—1 —ne—1 e—1
elementos (distintos) I° , 2" , ..., p—1" , ja que todos sdo imagens distintas de f. Assim, B

tem exatos p — 1 elementos e podemos concluir que Z;. = BC'~ B x C.

Verifiquemos que B é um grupo ciclico. De fato, seja b um niimero tal que o menor n > 1 satisfazendo
b" =1 (mod p) seja n = o(p) = p— 1 (isto é, b é uma raiz primitiva médulo p). Entdo ' tem
ordem d tal que d | p — 1, pois o subgrupo (b) tem ordem p — 1. Como W= p (mod p) entao
b = (b =1 (mod p) e, dai, p— 1| d. Portanto, d = p — 1. Assim, como BNC = {1}, B tem
um elemento b de ordem p — 1 e C' tem um elemento 1 + p, o lema 1.2.1 garante que b(l——l—p) € Ly
tem ordem (p — 1)p*~" = ¢(p°), comprovando que Z:. é ciclico. Pela proposicao 1.2.3, segue que

B ~7y 1 e que C' > Zpe—1, comprovando que Zye =~ Z, 1 X Lye-1. O
Lema 1.2.2. See € Z, e > 3, e a é um nimero impar, entdo a®>)/?2 =1 (mod 2°).

Demonstragdo. Suponha e =3 e a = 2n + 1, pois a é impar. Assim, > = (2n+1)? =4n(n+1) + 1.
Como n(n + 1) é par, 8 | 4n(n + 1), donde segue que a*> = 1 (mod 8), que é a expressiao desejada.

Suponha, por inducio, que valha a?)/2 = 42 = 1 (mod 2¢). Portanto, existe m € Z tal que a2~ =

14+m2¢. Assim, (a2 °)2 = (1+m2°)? = 14+ m2°t +m22%. Portanto, a® ' = 1+ 2¢T (m+m?2¢71),
o que implica que a® =1 (mod 2¢t1), como querfamos. ]
Proposigao 1.2.10. O grupo multiplicativo Z}; € ciclico gerado por 3 = —1. Se e > 3, entdo

75, ~ (=1) x (5), sendo 5* ' =1 (mod 2¢). Consequentemente, Zk. ~ Ly X Lge—z € Lk, nio € um

grupo ciclico.

Demonstragdo. Inicialmente, como Z; = {1,3} e 32 =1 (mod 4) segue que esse grupo é gerado por
3. Suponha agora e > 3. Denotemos por @ a classe residual de a médulo 2¢ e por @ a classe residual
de a médulo 4. Considere a aplicagao f : Zj. — Z; definida por f(a) =a. A aplicagio f estd bem
definida, é sobrejetora e é um homomorfismo multiplicativo de grupos. Seja C' = ker(f) = {a@ € Z5. :
a =1 (mod 4)}. Sabemos que C' é um subgrupo (normal) de Z.. Pelo Teorema do Homomorfismo
de Grupos segue que Zi. /C ~ 7. Logo, o nimero de elementos de C' é ¢(2°)/p(4) = 2¢72.

Mostremos que C' é um grupo ciclico gerado por 5. Para isso, note primeiramente que 5?9/ =

5277 =1 (mod 2°) (lema 1.2.2). Assim, para garantir que a ordem de 5 médulo 2¢ é 2¢~2 basta
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mostrar que 52" # 1 (mod 2¢). Isso ocorre, Pois
q , P
57 = (1429 =14222°% =1+ 27 (mod 2°). (1.8)

Como 2¢ nao divide 2¢7% entao 52°° = 1 4 2¢7! nao pode ser equivalente a 1 médulo 2¢.
Por fim, mostremos que Zj. ~ {1,—1} x C. Com efeito, seja 0 : Zi;c — {—1,1} x C dada por
O(a) = ((—1)",a*), em que

a sea=1(mod4)

a = (1.9)
—a sea=—1 (mod 4)

0 sea=1 (mod4)
r= (1.10)
1 sea=—1(mod4)

(note que nao hé outros possiveis valores para essa congruéncia médulo 4, ja que os elementos a tais
que @ € Zj. sao impares). Entdao @ = (—1)"a*. Assim, vé-se que a aplicacdo ¢ estd bem definida,
é injetora e é um homomorfismo de grupos. Como Zi. e {—1,1} x C' tém o mesmo numero de
elementos, § é sobrejetora. Isso comprova que Zj. e {—1,1} x C sao isomorfos. Como vimos que C'
é gerado por 5, entdo Zj. ~ (—1) x (5) e, pela proposicio 1.2.3, Zi. ~ Zy X Zge—2. Para comprovar

que Z3. nao é ciclico, basta notar que a ordem de cada um de seus elementos divide 2¢72. O
Em suma, os valores inteiros m tais que Z;, ¢ ciclico sao sintetizados na proposi¢ao a seguir:
Proposicao 1.2.11. Z? € um grupo ciclico se, e somente se, m = 2,4, p°, 2p°.

Demonstragdo. Por um lado, devido as proposicoes 1.2.8, 1.2.9 e 1.2.10, temos que Z3, Zj e Z,. sao
ciclicos. Como Z3j,. >~ Z5 X Zy. = Ly, entao Zj,. também ¢ ciclico.

€i

Por outro lado, note que Z;. tem ordem par, desde que p # 2 e e # 1. Assim, quando m = [1;—, p5

¢ um produto de pelo menos dois primos p; distintos, entao a proposi¢ao 1.2.7 nos diz que Z;, ~
I, szi, e cada componente desse produto cartesiano tem ordem par se p; # 2 e e; # 1. Logo, para
concluirmos que no caso em que m ¢ um produto de pelo menos dois primos distintos tem-se Z, nao
ciclico, basta mostrarmos que GG x H nao é ciclico quando G e H tém ordem par. De fato, suponha
que o(@) = 2r e o( H) = 2s. Logo, para todo (x,y) € G x H tem-se (z,y)** = ((z*)*, (y*)") = (1, 1),

ou seja, nao hé elementos de G x H cuja ordem seja o(G x H) = (2r)(2s) = 4rs. O

Para finalizarmos a se¢ao, apenas citamos o importante teorema sobre a decomposicao de grupos

abelianos finitos em produto cartesiano de grupos ciclicos:
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Proposicao 1.2.12 ([28], capitulo 3, teorema 3). Todo grupo abeliano finito € isomorfo a um produto
cartesiano de grupos ciclicos cujas ordens sao poténcias de primos. Além disso, se G ~ Gy X...xG, ~
Hy x...x H,, em que cada G; e H; é um grupo ciclico cuja ordem € poténcia de um nimero primo,

entior =s e G; = H;, para todo 1 <1 <r, a menos da ordem dos G; e dos H;.

1.3 Algebras, ordens e anéis de grupo

Comecaremos esta secao definindo o que é uma &lgebra. Posteriormente, estudaremos os conceitos e

alguns resultados béasicos sobre ordens e anéis de grupo, os quais serao muito uteis no capitulo 6.

Definicao 1.3.1. Seja A um anel comutativo. Um A-mddulo M €é uma A-dlgebra se:
(a) existe uma operagao de multiplica¢ao definida em M de modo que M seja um anel com esta
operagcao e com a sua opera¢ao aditiva,

(b) a(zy) = (ax)y = a(xy), para quaisquer a € A e x,y € M.

Exemplo 1.3.1. Se A é um anel comutativo entdo o anel de polindmios Alx]| é uma A-dlgebra com
a soma e a multiplicacao de polinomios definida de modo usual. Da mesma forma, o conjunto das
matrizes quadradas definidas sobre A, M, (A), também é uma A-dlgebra com as operagées de soma

e de multiplicagao definidas usualmente para matrizes quadradas.

Definigao 1.3.2. Se A € um anel comutativo e M € uma A-dlgebra, dizemos que N € uma subdlgebra

de M se N for um submddulo de M e um subanel de M.

Se My e M, sao A-algebras, dizemos que uma aplicacao f : M; — My é um homomorfismo
de A-algebras se f for concomitantemente um homomorfismo de anéis e um homomorfismo de A-
moédulos.

Adiante, vamos definir de maneira geral o que é uma R-ordem em uma algebra. Para o que segue,
é necessario saber o conceito de dominio Noetheriano. Apesar de utilizado aqui, esse conceito sera

estudado na segao 2.4.

Definicao 1.3.3. Sejam R um dominio Noetheriano, K seu corpo de fracoes e V. um espaco vetorial
de dimensao finita sobre K. Dizemos que um R-submodulo finitamente gerado M de V é um R-

reticulado completo se K.M =V, em que

FINITA
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A expressao K.M =V é equivalente a dizer que M contém uma K-base de V. Um R-reticulado

completo M é chamado R-reticulado completo livre se M é livre como R-modulo.

Lema 1.3.1. Se M e N sdo R-reticulados completos em V entdo existe r € R, v # 0, tal que
r.M C N.

Demonstracao. Como N contém uma K-base para V', entao para cada x € M existe r, € R, r, # 0,
tal que r,.z € N. Com efeito, como z € V =K.N, entdo x = ;" (a;/b;)y; (a;,bi € Rey, € N) e,
devido a N ser um R-médulo, tomando r, = []", b;, temos r,.x € N. Agora, pelo fato de M ser
finitamente gerado como um R-mdédulo, existe uma base {z1, ..., z,} para M sobre R. Considerando

r=Tg ...Ty, tem-se que rM C N. ]

Definicao 1.3.4. Sejam R um dominio Noetheriano, K seu corpo de fracoes e A uma K-dlgebra de
dimensao finita. Dizemos que um subanel A de A é uma R-ordem em A se a unidade de A estd em

A e se A € um R-reticulado completo em A.

Exemplo 1.3.2. Se A = M, (K) € a dlgebra das matrizes nxn sobre K e R é um dominio Noetheriano

entio A = M, (R) € uma R-ordem em A.

Exemplo 1.3.3. Se a ¢ raiz de um polinomio monico nao nulo com coeficientes em um dominio

Noetheriano R entdo o anel Rla] é uma R-ordem da K-dlgebra Kla.

Exemplo 1.3.4. Seja M um R-reticulado completo em A. Entao o conjunto A.(A, M) ={z € A:
x.M C M} € uma R-ordem de A. De fato, note que A = A.(A, M) é um subanel de A e € um
R-mddulo. Basta checar que A é um R-reticulado completo em A. Para cada y € A, yM ¢é um
R-reticulado completo no K-subespago vetorial yA de A. Como M NyA € um R-reticulado em yA, o
lema 1.3.1 nos diz que hd um elemento nao nulo r € R tal que ryM C M NyA C M. Entaory € A,
donde seque que KA = A. Além disso, existe um elemento s € R ndao nulo tal que s.14, € M.
Portanto, A.(s.14) C M, donde A C s7'M. Como R é Noetheriano e s™*M é um R-reticulado
completo entao A € finitamente gerado como um R-mddulo. Portanto, A € uma R-ordem em A. A

R-ordem A.(A, M) € chamada de ordem a esquerda de M em A.

Particularmente, vamos considerar o anel Noetheriano R = Z, cujo corpo de fracgoes é K = Q.

Assim, podemos reescrever a defini¢ao de Z-ordem (ou, simplesmente, ordem) da seguinte maneira:

Definicao 1.3.5. Seja A uma Q-dlgebra de dimensao finita. Um subanel R de A que contém a
unidade de A é uma Z-ordem (ou, simplesmente, ordem) em A se R € finitamente gerado como

um Z-modulo e se QR = A.



1.8. Algebms, ordens e anéis de grupo 39

Um exemplo importante de uma ordem é o anel de inteiros de um corpo de nimeros, que sera

estudado no capitulo 2.

Proposicao 1.3.1. Seja A uma Q-dlgebra.
(a) Se Ry e Ry sao ordens em A entdo Ry N Ry também € uma ordem em A.
(b) Se um subanel R contendo a unidade de A € finitamente gerado como um Z-mddulo e Ry C R €

uma ordem em A entdao R também é uma ordem.

Demonstragao. (a) Primeiramente, como a unidade de A pertence a R; e Ry entao ela também
pertence a Ry N Ry. Como R; N Ry é um Z-submodulo de Ry e Ry é finitamente gerado, segue do
coroldrio 1.1.1 que Ry N Ry é finitamente gerado. Por fim, a igualdade Q(R; N R2) = A conclui
a demonstragao. (b) Basta mostrar que QR = A. Por um lado, a relagio QR C A segue porque
R C Ae A éum Q-médulo. Por outro lado, como Ry é ordem, entao A = QR;. Como R; C R entao
QR; C QR, donde segue que A C QR. H

Lema 1.3.2. Sejam Ry C Ry ordens em uma Q-dlgebra A. Entao existe um inteiro positivo d tal

que dRy C Ry e tal que o indice de grupos aditivos [Ry : dRy] € finito.

Demonstragao. Por definigdo, Re admite um conjunto {zi,...,z;} de geradores. Como A = QR
entao existe um ntmero natural d tal que dz; € Ry para 1 < ¢ < t. De fato, escreva cada um dos
x; como uma combinacao de elementos de R; com coeficientes em QQ e tome d como sendo o valor
absoluto do produto dos denominadores de todos os coeficientes de todas essas combinagoes. Logo,
dRy C Ry. Como Ry é um grupo abeliano aditivo finitamente gerado (pois é finitamente gerado
como um Z-médulo) entdo segue do Teorema Fundamental dos grupos abelianos (teorema 1.1.2) que

o indice aditivo [Ry : dRs| é finito. Portanto, [R; : dRy] < [Ry : dRs) é finito também. O
Na proposigao a seguir, denote por U(R) o conjunto dos elementos invertiveis de um anel R.

Proposigao 1.3.2. Sejam Ry C Ry ordens em uma Q-dlgebra A. Entao:
(a) O indice dos grupos multiplicativos dos elementos invertiveis (U(Rz) : U(Ry)) € finito.

(b) Se w € Ry € invertivel em Ry entdo u™' € Ry.

Demonstracao. Devido ao lema anterior, existe um inteiro positivo d tal que dRy C R; e o indice
(como grupo aditivo) [R; : dRs| é finito. Para provar que o indice multiplicativo (U(Ry) : U(Ry)) é
finito nés mostraremos que esse nimero é limitado por [R; : dRs]. De fato, sejam z,y € U(Rs) tais

que x + dRy = y + dRy. Entao, multiplicando essa igualdade por y~!, temos y ™'z — 1 € dRy C Ry,
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ou seja, y 'z € R;. Analogamente, x7'y € R;. Entao y~'z € U(R;), donde segue que zU(R;) =
yU(Ry) e que z € yU(Ry). Isso mostra que se dois elementos pertencem a mesma classe aditiva
modulo dRs entao eles também pertencem a mesma classe multiplicativa médulo U(R;). Portanto,
as classes multiplicativas de U(R;) sao unioes disjuntas das classes aditivas de dRy, provando que
(U(Ry) : U(Ry)) < [Ry : dRy]. Logo, o item (a) é valido. Finalmente, para mostrar o item (b), veja

inicialmente que se u € R; é invertivel em Ry entao Ry = uRs. Agora, considerando seus grupos

aditivos, temos claramente que [Ry : uRy| = [uRs : uR;]. Além disso, se r1 € Ry e ro € Ry entdo
ro —r1 € Ry se, e somente se, ury — ur; € uRy. Disso, segue que [uRy : uRy| = [Ry : R;]. Portanto,
[Ry : uRy] = [Ry : Ry] e, consequentemente, uR; = R;. Logo, u € Ry é invertivel e seu inverso
pertence a Rj. O

Finalmente, estudemos a estrutura dos anéis de grupo. Sejam G um grupo (nao necessariamente
finito) e A um anel com unidade. O que faremos é construir um A-médulo que tenha os elementos de
G como base e utilizar as operacoes de A e de G para definir uma estrutura de anel neste A-mdédulo.

Considere o conjunto de todas as combinacoes lineares de elementos em G sobre A dado por

AlG] = {Z ay,g (soma finita) : a, € A} . (1.12)

geG
Na definigao do conjunto A[G], note que a, = 0 exceto possivelmente para uma quantidade finita de
termos. Por isso, todas as somas consideradas aqui possuem finitas parcelas, mesmo que o somatorio
seja indexado em um conjunto infinito. Se for conveniente, podemos escrever os elementos de A[G]

como a =3 - a(g)g, com a(g) € A.

Dado um elemento a = > _~ a,9 € A[G], definimos o suporte de a como sendo o conjunto dos

geG
elementos em G que aparecem efetivamente na expressao de «, isto é, sup(a) = {g € G : a, # 0}.
Note, da definigao de A[G], que
Zagg:ZbggeA[G] —a,=0b, Vgel. (1.13)
geG geG
Vamos definir, de maneira “ébvia”, algumas operagoes em A[G]. Sejam o = ) gec 499, B =
>gecbgg € A € A. Definimos a soma « + 3 entre dois elementos de A[G] por
&+B:Zagg+2bgg:2(ag+bg)g (1.14)
geG geG geG

e definimos a multiplicagdo «./ (ou simplesmente «3) entre dois elementos de A[G] por

a.f = (Z agg> : (Z bgg> = Z (azbr)g.h (1.15)

geG geG g,heqC
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Note que é equivalente a essa defini¢ao dizer que aff = ) . c,u, em que ¢, = Y | gh=u QgDh-

Definimos também a multiplicagdo por escalar de aw € A[G] por A € A da seguinte maneira:

Aa =\ (Z agg) = Z(Aag)g (1.16)

geG geqG

Assim, verifica-se que A[G] é um anel com as operagoes de soma e produto definidas anteriormente.
Mais ainda, A[G] é um anel com unidade. De fato, se 14 é a unidade de A e e é o elemento neutro
do grupo G, entao o elemento unidade de A[G] é 1 = dec aqsg, em que a. = 14 e a; = 0 para g # e,

ou seja, 1 = 1 e.

Definigao 1.3.6. O anel A[G] definido sob as operagoes de soma e produto acima € chamado de

anel de grupo de G sobre A.

Além disso, com a multiplicacdo por escalar definida anteriormente tem-se que A[G]| é um A-

moédulo. Se A for ainda um anel comutativo entdao A[G] é uma A-algebra.

Definigao 1.3.7. Se A € um anel comutativo com unidade e G é um grupo entio A[G] € chamado

de dlgebra de grupo de G sobre A.

Se A é um anel com unidade e G é um grupo, podemos definir a aplicagao injetiva i : G — A[G]
dada por i(z) = deG ag,g, em que a, = 1y e a; = 0 se g # x, para todo x € G. Dessa forma,
vemos que G C A[G]. Mais ainda, utilizando essa aplicagdo podemos dizer que G é uma base do
A-médulo A[G]. Sabe-se que se A é um dominio de integridade entdo um A-mdédulo livre finitamente
gerado tem a nogao de posto bem definida. Logo, se A é um dominio de integridade (um corpo, por
exemplo) e se G é um grupo finito entao A[G] é um A-médulo livre finitamente gerado por G cujo
posto é o(G).

Da mesma forma, sendo e o elemento neutro do grupo G, podemos considerar a aplicacao v :
A — A|G] dada por v(a) = > c;a49, em que a. = a e a; = 0 se g # e, para todo a € A.
Facilmente verifica-se que v é um homomorfismo injetor de anéis. Assim, podemos considerar A

como sendo um subanel de A[G].

Para ver mais sobre R-reticulados completos e ordens, consulte [27]. Para saber mais sobre anéis

de grupo, recomendamos [25].



42 Capitulo 1. Conceitos preliminares de Algebm

Conclusao

Enfim, este capitulo apresentou teorias e conceitos basicos de Algebra. Aproveitamos ainda para
estabelecer notagoes que serao uteis em outros capitulos desta dissertacao. De forma especial, me-
receram destaque os resultados envolvendo classes residuais e grupos abelianos finitos, e também a
ultima se¢ao, que tratou de algebras e anéis de grupo, pois sao temas pouco ou nada explorados em

cursos introdutorios de Algebra.
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Capitulo 2

Teoria Algébrica dos Numeros

Teoria Algébrica dos Numeros é uma &rea classica da Matematica. Um de seus problemas mais
famosos é o Ultimo Teorema de Fermat, o qual consumiu as forcas de varios matematicos durante
muito anos e que sé recentemente foi demonstrado. No passado essa teoria era estudada sem um
fim pratico especifico. Atualmente, porém, a Teoria dos Numeros, assim como a Algebra, tem sido
aplicada, por exemplo, na drea de telecomunicagoes.

Neste capitulo, nosso intuito é desenvolver desde aspectos introdutoérios da Teoria Algébrica dos
Numeros até conceitos um pouco mais avangados, cujo conhecimento sera ttil no decorrer desta
dissertacao. Estudaremos conceitos envolvendo elementos integrais, trago, norma, discriminante,
dominio de Dedekind, anéis de inteiros, ramificacao de ideais primos, traco relativo, ideal relativo,
o diferente, entre outros. Aqueles que ja tem um conhecimento preliminar de Teoria Algébrica dos
Nimeros, recomendamos pelo menos a leitura da tltima se¢ao (sobre trago relativo, norma relativa e
diferente), pois este é um assunto pouco comum em cursos introdutorios e serao referenciados algumas
vezes na sequéncia deste trabalho. Para uma leitura complementar sobre os topicos tratados neste

capitulo, recomendamos [33], [30], [28] e [7].

2.1 Elementos integrais e algébricos

Nesta secao, considere R um anel comutativo com unidade.

Definigao 2.1.1. Seja A um subanel do anel R. Dizemos que um elemento v € R € integral sobre

A se existem ag,aq,...,a,_1 € A tais que

"+ a2t ar +ag =0 (2.1)
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ou seja, se x € raiz de um polinomio monico com coeficientes em A. A equacdo 2.1 é chamada

equacao de dependéncia integral de x sobre A.

Exemplo 2.1.1. Se R=R e A =7, entao todo elemento a de Z € integral sobre A, pois é raiz do
polinémio ménico p(z) = x — a € Zlx]. O elemento v = /2 também ¢ integral sobre A = 7, pois

satisfaz v2 — 2 =0, que € sua equacdo de dependéncia integral.

Naturalmente, note que se R é um corpo e A é um subcorpo de R entao z € R é integral sobre
A se, e somente se, x é um elemento algébrico de R sobre A.

A seguir faremos alguns resultados basicos sobre elementos integrais.

Proposigao 2.1.1. Sejam A um subanel do anel R e x € R. Sao equivalentes:

(a) x é um elemento integral sobre A.

(b) O anel Alz] é um A-mddulo finitamente gerado.

(¢) Existe um subanel B de R que contém A e x (isto é, Alx] C B) e que é um A-mddulo finitamente

gerado.

Demonstragao. Mostremos que (a) implica (b): como x é um elemento algébrico, entdao existem

ag,ai,...,0,—1 em A tais que

" 4 ap 2"+ a4 ag = 0. (2.2)

n—1

Sendo M o A-submédulo de R gerado por 1,x,22,...,2" !, claramente 2" € M. Multiplicando

nti=l — .. — agx’ para qualquer j inteiro. Para

a equacao 2.2 por 27 tem-se que 2" = —a,_ 1z
j =1, como 2" € M, vé-se que z"7/ € M. Por inducao, mostra-se que 2"/ € M para qualquer j
inteiro. Logo, A[z] C M. Como claramente M C Alz], entdao M = A[z]. Isso mostra que A[z] é um
A-médulo finitamente gerado. Para ver que (b) implica (c¢) basta tomar B = A[x]. Por fim, vejamos

que (c) implica (a): seja {y1, ¥z, ..,yn} um conjunto de geradores de B sobre A. Como x € B e B

é um anel, entdao xy; € B para todo 1 < i < n. Assim, para cada 7 nesse intervalo existem 1 < j <n

n
1,j=1

e a;; € A tais que zy; = E?:1 a;;y;. Se I é a matriz identidade, O é a matriz nula, A = ai;]
é a matriz quadrada n x n formada pelos elementos a;; € Y = [y1, 2, ...,y é a matriz dada pelos
geradores de B, entdo (Iz + A)Y = O é um sistema linear n x n homogéneo com solucdo Y. Sendo
d = det(lz + A), a regra de Cramer nos afirma que dy; = 0 para todo 1 < i < n. Como 1 € B,
entao existem ¢; € A tais que 1 =Y " | ¢;y;. Logo, d =d.1 =>_" | ¢;dy; = 0. Porém, o célculo de d

por meio do chamado método de Laplace nos leva a concluir que d é um polinémio monico da forma
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2+ by 4.+ bz + by, com cada b; € A. O fato de d ser igual 0 acarreta que qualquer x € R

é solucao de um polindomio moénico com coeficientes em A, ou seja, x é integral sobre A. O]
Proposicao 2.1.2. Sejam A um subanel do anel R e {x1, s, ..., x,} um conjunto finito de elementos
de R. Se xy € integral sobre A e se, para todo 2 < i < n, x; € integral sobre Alxy1,xs,...,x;_1] entdo
Alxy, z9, ..., x,] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao. Demonstremos por inducao sobre n. Se n = 1, a implicac¢ao (a)=—=(b) da proposicao

2.1.1 garante a validade da tese. Suponhamos, por indugdo, que B = Alzxy,z9,...,2, 1] é um A-
mdédulo finitamente gerado. Assim, existem b; € B tais que B = Y *_ Ab;. Por hipétese, como
x, é integral sobre B entdo Alxy,za,...,x,] = Blzr,] é um B-mddulo finitamente gerado. Logo,

Blz,] = >"1 | Be; em que cada ¢; € Blz,]. Entao

q p

q
Alwy, . ) =Y Bei =Y Y Abse;. (2.3)
=1

i=1 j=1
Assim, o conjunto dos elementos b,c;, com 1 < j <pel <17 <gq, éum conjunto finito de geradores

de Alzy,xq,. .., 2, como um A-mdédulo. O

Em particular, observe que se cada x; do enunciado acima, 1 < i < n, for integral sobre A, entao

Alxy, z9, ..., x,] é um A-médulo finitamente gerado.

Corolario 2.1.1. Sejam A um subanel do anel R e x ey elementos de R integrais sobre A. Entdo

r+y, r—y exy sao integrais sobre A.

Demonstragao. Pela proposicao 2.1.2, o anel B = A[z,y| é finitamente gerado sobre A, pois y é
integral sobre A[z] (j4 que é integral sobre A). Como x + y, x — y e xy pertencem a B, segue da

implicacao (¢)==-(a) da proposigao 2.1.1 que esses elementos sao integrais sobre A. O

Corolario 2.1.2. Seja A um subanel do anel R. O conjunto A" dos elementos de R que sdo integrais

sobre A € um subanel de R contendo A (A C A’ C R).

Demonstracdo. Primeiramente, note que A C A’, pois todo elemento a de A é raiz do polinémio

monico p(z) = x — a € Alz]. Por fim, o coroldrio 2.1.1 implica que A’ é um subanel de R. O
O corolario anterior sugere a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.2. Considere A um subanel do anel R.

(a) O subanel A" formado pelos elementos de R que sao integrais sobre A é chamado de fecho
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integral de A em R.
(b) Se A € um dominio de integridade e K € o corpo de fracoes de A, entdo o fecho integral de A em

K € simplesmente chamado de fecho integral de A.
Outra definicao importante é a seguinte:

Definigao 2.1.3. Seja A um subanel do anel R. Dizemos que R € integral sobre A se R ¢é o fecho

integral de A em R, ou seja, se todo elemento de R ¢é integral sobre A.

Proposicao 2.1.3 (Transitividade). Sejam A C B subanéis de R. Se B ¢ integral sobre A ¢ R €

integral sobre B, entao R ¢ integral sobre A.

Demonstracao. Considere x € R. Como R é integral sobre B, entao x é integral sobre B. Logo,
existem by, by, ..., b,_1 € B tais que 2" + b, 12" + ... + bz + by = 0. Seja B’ = Albg, by, ..., bn_1].
Assim, = é integral sobre B’. Como B é integral sobre A entao cada b; é integral sobre A. Logo, pela
proposicao 2.1.2, B’ é um A-médulo finitamente gerado. Pela implicagao (a)==-(b) da proposigao
2.1.1, segue que C' = B'[x] = A[by, by, ..., b,_1,2] é um A-mddulo finitamente gerado que contém A

e x. Pela implicagao (¢)==(a) da proposigao 2.1.1 concluimos que z é integral sobre A. O

Proposicao 2.1.4. Seja A um subanel do dominio de integridade R e suponha que R € integral sobre

A. Entao R € um corpo se, e somente se, A € um corpo.

Demonstracao. Por um lado, suponha que A seja um corpo e considere x € R um elemento nao nulo.
Como z ¢ integral sobre A, entao a implicac¢do (a)==(b) da proposigao 2.1.1 acarreta que Alz| é um
espago vetorial de dimensao finita sobre A. Considere T': Alx] — A[z| a transformagao linear dada

por T(y) = xy, para todo y € Alz|. Essa transformagao é injetora, pois, para quaisquer y, z € Alz],
Ty)=T(z) = ry=rz=2(y—2)=0=y—2=0=y=2 (2.4)

ja que R é um dominio de integridade e & # 0. Portanto, T ¢é bijetora. Logo, existe y € Alx] tal
que ry = 1, ou seja, = ¢ invertivel. Portanto, R ¢é corpo. Por outro lado, suponha que R é um
corpo e considere a um elemento nao nulo de A. Logo, a tem inverso multiplicativo ¢! € R. Como
R é integral sobre A, existem by, b1, ...,b,_1 € A tais que a™™ + b,_ja "™ + ...+ ba”t + by = 0.
Multiplicando a equagdao anterior por a"~!, temos ™! = —(b,_1 + ... + ba"? + bya™ ') € A.

Portanto, existe a=! € A tal que aa~! = 1 para todo a # 0 em A. Logo, A é corpo. O

Definicao 2.1.4. Seja A um dominio de integridade. Dizemos que A é integralmente fechado

se o fecho integral de A for o préprio A.



2.1. FElementos integrais e algébricos 47

Exemplo 2.1.2. Se A é um dominio de integridade entdo seu fecho integral A’ (dentro do corpo de
fragoes de A) é integralmente fechado. De fato, seja B o fecho integral de A" sobre A’. Como B €
integral sobre A’ e A’ € integral sobre A, seque da proposi¢ao 2.1.3 (transitividade) que B € integral
sobre A. Porém, A’ é o maior anel dentro do corpo de fracoes de A cujos elementos sao integrais

sobre A. Logo, B = A’'. Portanto, o fecho integral de A" € o prdprio A'.

Exemplo 2.1.3. Todo dominio de fatoragao unica (DFU) € integralmente fechado. De fato, seja A
um DFU. Considere x = b/c um elemento do fecho integral de A (no corpo de fracées de A), em que
b,c € A sao relativamente primos (como o anel é DFU, existe o mdzimo divisor comum entre dois
niimeros quaisquer nesse anel). Entdo existem ag, ay, . .., a,_1 € A tais que 2" +a, 12" ' +a1x+ag =

0. Substituindo x = b/c nesta equagao e multiplicando-a por ™, tem-se
c(an 10" 4 agbe + apc™ ) = =" (2.5)

Como A é DFU, vale o Lema de Fuclides. Logo ¢ divide b em A. Portanto, x = b/c € A, donde

conclui-se que A’ C A. Entao A = A’, o que significa que A € integralmente fechado.

Exemplo 2.1.4. Todo dominio principal é dominio de fatoracdo unica. Logo, todo dominio principal

também € integralmente fechado. Em particular, Z. € integralmente fechado.

Proposigao 2.1.5. Se R é um dominio de integridade e A é um subanel de R tal que R € integral

sobre A, entdo para todo ideal nao-zero J de R vale J N A # {0}.

Demonstracdo. Seja x # 0 um elemento de J. Como R é integral, existem ag,aq,...,a,_1 € A
tais que 2" + a,_ 12" ' + ... + a1x + a9 = 0, em que n é o menor natural possivel (ou seja, nao
existe outro polinomio moénico do anel de polinomios A[t] que tenha raiz x e que tenha grau menor
que n). Entao ay # 0, pois, caso contrario, como R é anel de integridade e x # 0, terfamos
2" '+ a,_ 12" 24 ... +a; =0, o que é um absurdo pela minimalidade de n. Assim, ay € JN A e

ap # 0, comprovando que J N A # {0}. O

Proposicao 2.1.6. Seja A um subanel do dominio de integridade R tal que R € integral sobre A.
Considere P um ideal primo de R. Entdo P é um ideal mazximal de R se, e somente se, PN A é um

1deal mazimal de A.

Demonstracao. Por um lado, se P é maximal em R, entdo R/P é um corpo. Seja § : R — R/P o
homomorfismo canoénico. Como R ¢é integral sobre A, entdo R/P ¢é integral sobre §(A) = A/(AN P).
Pela proposigao 2.1.4, A/(AN P) é um corpo. Logo, AN P é um ideal maximal de A. Por outro
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lado, se PN A ¢ um ideal maximal de A, entdo o fato de R/P ser integral sobre o corpo A/(P N A)
acarreta da proposigao 2.1.4 que R/P é corpo, ja que R/P é um dominio de integridade (pois P é

ideal primo). Logo, P é um ideal maximal de R. ]

2.2 Norma e traco

Nesta secao, utilizaremos algumas nogoes de Algebra Linear para moédulo sobre anéis comutativos,
as quais sao generalizadas das nocoes de Algebra Linear sobre espacos vetoriais. Caso queira saber
mais sobre o assunto, consulte o capitulo XIII de [22].

Sejam A um anel e £ um A-médulo livre finitamente gerado. Considere v : £ — E um
endomorfismo, B = {ej,...,e,} uma base de E sobre A e U = |[a;;] a matriz de u com relagao
a base B, assim como definido na Algebra Linear, isto é, cada a;; é coeficiente de e; na expressao
u(e;) = > i, aje; (veja a secdo 3.4 de [14]). Definimos o traco de u e o determinante de u como

sendo, respectivamente,

Tr(u) =Tr(U) = Z a; e det(u) = det(U). (2.6)

i=1
Além disso, definimos também o polindémio caracteristico de u como sendo P, (x) = det(xI —U), em

que I é a matriz identidade n x n.

Proposicao 2.2.1. Com as notacdes acima, sendo v outro endomorfismo de E e a € A, entao:
(a) Tr(uv) = Tr(vu),

(b) as definigoes de trago, de norma e de polinémio caracteristico independem da base escolhida;
(c) Tr(au+v) = aTr(u) + Tr(v);

(d) det(uv) = det(u)det(v);

(e) P,(z) =" —Tr(u)z" ' + ...+ (—=1)"det(u).

Demonstragio. (a) Considere V' = [b;] a matriz de v. Assim, Tr(uv) =370, 377 | aijbji e Tr(vu) =
> i—1 2 iy bjiaij, donde segue diretamente que Tr(uv) = T'r(vu). (b) Sejam C = {fi,..., f.} outra
base de M sobre A e U' = [b;;] a matriz de u com relacdo a essa base. Entdo b;; corresponde ao
coeficiente de f; em u(f;) = > 7" | bijfi. Escrevendo os elementos da base B em fungao dos elementos
da base C, temos e¢; = Y " ¢;f;. Também escrevemos os elementos da base C em fungao dos
elementos da base B como f; = > | d;je;. Assim, sendo C' a matriz [c;;] e D a matriz [dj;], vemos que
C e D sao invertiveis e que C' é a inversa de D, ou seja, C'D = I. Além disso, U = DU'C'. Utilizando
a definicdo de trago, temos Tr(u) = Tr(U) = Tr(DU'C) = Tr(DCU') = Tr(U'). Portanto, o
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trago independe da base escolhida. Para o determinante, temos det(u) = det(U) = det(DU'C) =
det(D)det(U")det(C) = det(D)det(C)det(U') = det(DC)det(U') = det(I)det(U') = det(U’). Por
fim, P,(z) = det(xl — U) = det(xDC — DU'C) = det(DxC — DU'C) = det(D(zl — U")C) =
det(D)det(x] — U')det(C) = det(x] — U’), donde segue que o polindmio caracteristico independe da
escolha da base.

(e) Pelo chamado método de Laplace para resolugdo de determinantes, temos:

r — Q11 a12 ce Q1n
a Tr—a . (o i
Py(z) =det(xl —U)=| e " =T - aw) + (), (2.7)
: . T . i=1

em que r(z) é um polindmio monico de grau menor do que n — 1, j& que, ao descartar linha 1
e a coluna j # 1 descarta-se automaticamente z — a;; e z — a;; da matriz quadrada de ordem
n — 1 cujo determinante sera calculado e que sera uma das parcelas do determinante final. Logo,
Py(x) = 2"+ ¢, 12" ' + ...+ @1z + qo e o coeficiente de 2" no desenvolvimento de P,(x) coincide
com o coeficiente de 2"~ ! do desenvolvimento de [, (x — a;), que é —(ay + ... + app) = =T (u).
Portanto, ¢,—1 = —Tr(u). Além disso, calculando x = 0 tem-se ¢y = P,(0) = det(0l — U) =
det(—U) = (—1)"det(U), concluindo o item (e). O item (c) segue facilmente da defini¢ado de soma de

matrizes e o item (d) segue da propriedade de determinantes que diz que o determinante do produto

de duas matrizes é o produto do determinante de cada uma. O

Agora, considere B um anel e A um subanel de B tal que B seja um A-modulo livre finitamente
gerado de posto n (por exemplo, A pode ser um corpo e B uma extensao finita de grau n sobre A).
Considere também, para cada x € B, a aplicacao m, : B — B, chamada multiplicagao por x, a qual
é dada por m,(y) = yz, para todo y € Y. Facilmente verifica-se que cada m, é um endomorfismo

do A-médulo B. Dessa forma, podemos fazer a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.2.1. Com as notagoes anteriores e sendo x € B qualquer, chama-se trago de = ao
traco de my, o qual € denotado por Trp.a(x). O determinante de m, é chamado norma de x e
¢ denotado por Np.a(x). Analogamente, chama-se polinémio caracteristico de x ao polindmio

caracteristico de m,,.

Quando nao houver confusao sobre os anéis A e B em questao, podemos simplificar a notacao
denotando o trago e a norma de x € B simplesmente por Tr(x) e N(x), respectivamente. Eviden-

temente, por definicdo, o polinémio caracteristico de € B tem coeficientes em A. Devido ao item
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(e) da proposicao 2.2.1, podemos entao inferir que 7r(z) e N(z) sdo elementos de A, mesmo sendo

calculados sobre elementos de B.

Proposigao 2.2.2. Sendo A e B como acima, x,y € B ea € A, entio Tr(z+y) =Tr(x)+Tr(y),
T(azx) = aT(x), Tr(a) = na, N(zy) = N(x)N(y), N(a) = a" e N(ax) = a"N(z).

Demonstra¢ao. Como My 4 1My = Mgy, My O My = Mgy, Mag = @My € M, correspondente a matriz

diagonal al, entao a proposi¢ao 2.2.1 comprova a tese. 0

Proposicao 2.2.3. Sejam K C L uma extensao finita de corpos com grau [L : K] =n, z € L e
d=[K(z): K]. Sex,...,xq sao as raizes do polinémio minimal de z, f(t), no seu corpo de raizes

e se P,(t) € o polinomio caracteristico de x entdo

d d n/d
Tr(z) = gZx N(z) = <H x) e Put) = (ft)" (2.8)

Demonstragio. Mostremos inicialmente que Py (t) = (f(t))%. Sejam r = n/d, B = {y1,...,yqs} uma
K-base para K(z) e C = {1, ..., 2,} uma K(x)-base para L. Logo, D = {y;2;, : 1 <i<d, 1 <j<r}
é uma K-base para L. Seja M = [a;jJaxq & matriz da multiplicacdo m, em relacdo a base B.
Assim, xy; = 22:1 ainyn €, dai, z(y;2;) = (22:1 aQinYn)zj = Zizl a;n(ynzj). Considerando a base D
ordenada na ordem lexicogréfica, isto é, D = {y121, Y122, . - ., Y12r, Y221, - - -, YaZr }, VE-S€ qUE & matriz

M, da multiplicacao por x em L com relacao a essa base é da forma

M 0 ... 0
O M ... 0

M= T, (2.9)
O 0 ... M

formada por r blocos M na sua diagonal. Assim, a matriz tI, — M; possui r blocos diagonais
tl; — M. Consequentemente, P,(t) = det(tl, — M) = (det(tly; — M))" (I). Mostremos agora que
det(tly — M) coincide com o polinémio minimal de . Como f(¢) é o polinémio minimal de x, entao
E={1,r,...,2% '} é uma K-base para K(z). Suponhamos que f(r) = 2" + a, 12" ' + ... + ao.

Entao a matriz do endomorfismo m, com respeito a base £ é

00 ... 0 —ag
10 ... 0 -—a
Mo=10 1 ... 0 —ay |- (2.10)
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A partir dessa expressao, calcula-se t1; — M e, pelo método de Laplace, mostra-se que det(tl;— M) =

f(t). Portanto, de (I), tem-se que P,(t) = (f(t))¢. Agora, suponha que f(t) = 294bg_1x 4. . .+by

(IT). Como m1, ..., x4 sdo raizes de f(t) entdo f(t) = H?Zl(t — x;). Abrindo esta uiltima expressao
e igualando com (II), tem-se que b, ; = — Z?:l T; e by = H?:1 x;. Por fim, da igualdade P,(t) =
(f(t))"% e do item (e) da proposicio 2.2.1, concluimos que T7r(x) = —(n/d)b,_1 = (n/d) 3¢, z; e
que N(z) = (bo)"/* = (T 0" =

Sejam K um corpo e I uma extensao separavel de K de grau n. Existem n distintos K-

monomorfismos o = id, 09, ..., 0, de . em um fecho algébrico 2 de K contendo K.

Corolario 2.2.1. Sejam K C L uma extensao separdvel e finita de graun e oy =1id, o3, ..., 0, 0S8
n distintos K-monomorfismos de I em um fecho algébrico €2 de K contendo 1. Entdo, para qualquer

xel,

n n

Npx(z) = Hai(x), Trig(z) =Y oiz), e  Pu(t)=]](t - oi(x)). (2.11)

i=1 =1
Demonstracao. Seja d = [L : K(z)]. Cada um dos d distintos K-monomorfismos 7; de K(z) em Q
leva x em um unico conjugado x; e se estende para exatamente n/d K-monomorfismos de L em €,
todos levando x em z;. Entao os elementos o1(x),...,0,(x) s@o os elementos 7;(z), 1 <i < d, cada

um deles contado n/d vezes. Assim, o resultado é consequéncia da proposi¢ao 2.2.3. O
O resultado a seguir ¢ conhecido como propriedade transitiva do traco e da norma.

Proposicao 2.2.4. Seja K C . C M uma extensao de corpos, com K C M finita e separdvel. Entao,

para qualquer x € M,
T’/’M;K(LL’) = TT]L;K(TTM;L(.I)) e NM;K(J?) = N]L:K(NM;]L(I)). (212)

Demonstragao. Sejam {o;(x)}7, o conjunto dos K-monomorfismos de I em € e {7;}"2, o conjunto
dos L-monomorfismos de M em €2, em que 2 é um fecho normal de Ml contendo K e L. Assim, K C €2
¢ uma extensao galoisiana e cada monomorfismo o; e 7; pode ser considerado um automorfismo
de Q. Portanto, podemos compor tais automorfismos. Assim, por um lado, Trpx(Try(z)) =
> et 2 j1m 0i(Tj(2)). Por outro lado, cada o; o 7; é um K-monomorfismo de M em Q. Além
disso, existem mn = [M : L|[L : K] = [M : K] K-monomorfismos de M em 2. Afirmamos que os
automorfismos o, 075, 1 <¢ <n, 1 <j <m, sao distintos em M. De fato, se 0;07; = 0, 073 em M
entao o; = o, em K, pois 7; e 73, coincide com a identidade de K. Entao i = k e 7; = 7, em M, donde
segue que j = [. Logo, do coroldrio 2.2.1 concluimos que Tryx(xz) =Y ., 0; 0 7j(x), donde segue a

igualdade Try.x(x) = Trox(TryL(z)). Analogamente mostra-se que Nyux(x) = Npg(Nyp(z)). O
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Outro fato interessante é que se K C IL é uma extensao separavel entao existe x € IL tal que
Trox(z) = 0. Mais ainda, se [L : K] = n < 0o e a caracteristica de K nao divide n entdo existe um
elemento primitivo § de IL sobre K tal que Trp.x(f) = 0.!

A seguir, apresentamos dois resultados sobre tragos e normas de elementos integrais:

Proposicao 2.2.5. Sejam A um dominio de integridade, K seu corpo de fragoes, . uma extensdo
finita de K e x um elemento integral de IL sobre K. Se K tem caracteristica zero entao os coeficientes
do polinémio caracteristico de x relativo a . e K sdo integrais sobre A. Em particular, Tryx(z) e

Npx(x) sao integrais sobre A.

Demonstracao. Seja P,(t) = (t — x1)...(t — x,) o polindmio caracteristico de z. Os coeficientes de
P,(t) sao, devido as famosas relagoes de Girard (para polinémios), dependentes de somas e produtos
das raizes x;. Por isso, para comprovar a tese desta proposicao, basta mostrar que cada z; é integral
sobre A. Cada x; é conjugado de x sobre K, pois sao raizes do mesmo polindmio minimal, e existe
um K-isomorfismo o; : K(z) — K(x;) tal que o;(z) = ;. Como z ¢ integral sobre A, entao existem
ag, i, . ..,0n_1 € Atais que 2" +a,_ 12" ' +...+a1x+ao = 0. Aplicando o; a essa equacao, obtemos
oi(2)" 4 ap_10:(x)" L+ .+ aroi(x) Fag =0 e, daf, 27 +a, 127+ ...+ a1 + ag = 0. Portanto,

cada x; é integral sobre A, como queriamos demonstrar. O

Corolario 2.2.2. Seja A um dominio de integridade que € integralmente fechado, K seu corpo de
fragoes, I uma extensao finita de K e x um elemento integral de I sobre K. Entdo os coeficientes do

polinémio caracteristico de x € 1L sdo elementos de A. Em particular, Tryx(z) e NLx(z) pertencem

a A.

Demonstracao. Devido a proposicao 2.2.5, os coeficientes do polinomio caracteristico de x sao inte-

grais sobre A. Como A ¢ integralmente fechado entao eles pertencem a A. O

2.3 Discriminante

Definigao 2.3.1. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-mddulo livre finitamente

gerado de posto n. Se (x1,...,x,) € B", chama-se discriminante de (z,...,x,) ao elemento

Dp.a(z1,...,x,) = det(Trp.a(z;x;)) € A. (2.13)

1 Esse comentdrio foi extraido de [28], pagina 20.
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Quando nao houver risco de confusao, denotaremos o discriminante Dp.4(21, ..., x,) simples-
mente por D(z1,...,%,).
Proposicao 2.3.1. Mantendo as notagées da defini¢ao anterior, se (yi,...,yn) € B™ € outro con-

Junto de elementos de B tal que y; = 2?:1 a;;jx;, a;; € A, entao

D(y1,...,yn) = (det(ai;))>D(z1,. .., T,). (2.14)

Demonstracao. De fato, utilizando as propriedades do trago, temos:

Tr(ypy,) =Tr <Z Z apiaqjmxj> = Z Z ApiGgi Tr(x25). (2.15)

i=1 j=1 i=1 j=1
Dessa equacao segue que [T7(y,y,)] = [ap][T7r(z:2;)][a,;]". Finalmente, tomando o determinante de

cada matriz, tem-se a tese, j& que det(a,;) = det(a,;) = det([ag]"). O

Devido a proposi¢ao anterior, note que um conjunto {1, ..., z,} forma uma base do A-médulo B

se, e somente se, det(a;;) € invertivel em A. Nesse sentido, é possivel estabelecer a seguinte definigao:

Definigao 2.3.2. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-mddulo livre finitamente
gerado de posto n. O ideal principal de A gerado pelo discriminante de qualquer base de B sobre A

¢ chamado de tdeal discriminante de B sobre A, o qual serd denotado por ®pg. 4.

Para a préoxima proposicao, saiba que um elemento a em um anel A é dito ser um divisor de

zero se for nao nulo e se ab = 0 para algum b # 0 no mesmo anel.

Proposicao 2.3.2. Suponha que ®p.4 possua um elemento que nao € divisor de zero. Entdo,
{z1,...,2,} C B é uma base para B sobre A se, e somente se, o ideal discriminante Dp.4 € gerado

por D(xq,...,x,).

Demonstragao. Por um lado, se {z1,...,x,} C B éuma base para B sobre A entao d = D(z1,...,x,)
¢ um gerador para D p. 4, pois, segundo a proposicao 2.3.1, d é associado ao gerador de Dp. 4 e, entao,
Dp.a = (d) = dA. Por outro lado, suponha que Dp.4 = (D(z1,...,2,)), tome d = D(xq,...,x,)

e considere B = {ey,...,e,} uma base do A-médulo B. Denote d = D(ey,...,e,). Como B

é base, temos x; = Z?Zl a;je;, com 1 < 7 < n e a; € A Da proposicao 2.3.1, sabemos que
d = (det(a;;))*d. Por hipétese, (d) = Dp.a = (d') e, portanto, existe b € A tal que d’ = bd. Assim,
d(1 — b(det(a;;))?*) = 0. Sabe-se que d nao é um divisor de zero, pois, caso contrario, todo elemento
de (d) = D p.4 também seria (absurdo por hipéGtese). Logo, b(det(a;;))* = 1, donde segue que det(a;;)

é invertivel. Logo, [a;;] é invertivel e {z1,...,x,} é base para o A-médulo B. O



54 Capitulo 2. Teoria Algébrica dos Niumeros

Proposicao 2.3.3. Sejam K C L uma extensao de corpos separdvel e finita de graun e oq,...,0, 0S

n distintos K-isomorfismos de L em um fecho algébrico Q de L. Assim, D(x1, ..., z,) = det(o;(z;))?.

Demonstracao. De fato,

D(z,...,x,) = det(Tr(z;x;)) = det (Z ak(a:imj)> = det (Z Uk(:L'i)Uk(:Cj)) =

k=1 k=1

= det (o (7)) det (o (x;)) = det (op(2;))” . (2.16)
[

A proposicao a seguir é um exemplo de calculo de discriminante de uma importante base de

extensoes finitas e separaveis.

Proposicao 2.3.4. Sejam K C L = K(u) uma extensio de corpos finita e separdvel de grau n e

f(z) o polinomio minimal de u sobre K. Entao
D(1,u,...,u" ) = (=1)"7 Npx(f/(u) #0 (2.17)
em que f'(x) denota a derivada do polinomio f(x).

Demonstracao. Sejam xy, ..., z, as raizes do polinémio minimal de u, f(z), em uma extensao de K.
Considere o4, ..., 0, 0s n distintos K-isomorfismos de . em um fecho algébrico €2 de L. Assim, pode-
mos tomar o;(u) = x;, 1 <1 < n. Devido a proposi¢ao 2.3.3 e ao desenvolvimento do determinante

de uma matriz de Vandermonde, temos:

2
D1z, ..., 2" ") = det(o;(27))? = det(a)? = (H(xi - xj)> =c[ (@i — =) (2.18)

1<j i#]
em que ¢ = (—l)n(ngl). Devido ao fato de L ser uma extensdo separavel sobre K entao x; # x;,
para i # j. Logo, ja podemos afirmar que D(1,x,...,2" ') # 0. Voltando & equagio 2.18, temos

finalmente que

D(l,z,.... 2" ") = cH <H(a¢l — 9@)) = ch'(a:i) = cNLx(f' (u)). (2.19)

JFi

i=1

]

Definigao 2.3.3. Se u é um elemento primitivo da extensao finita K C L, com [L : K] = n, entdo

o valor D(1,u,...,u™ 1) é chamado de discriminante de u sobre K e é denotado por Dy (u).
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Devido a proposicao 2.3.4, o discriminante de qualquer conjugado de u também ¢ igual a Dy .k (u).
A proposicao seguinte nos mostra que é possivel caracterizar a base de uma extensao finita e

separavel de corpos por meio do seu discriminante.

Proposicao 2.3.5. Seja K C L uma extensao de corpos separdvel e finita de grau m. Assim,

S ={x1,...,x,} € uma base de L. sobre K se, e somente se, D(xq,...,x,) # 0.

Demonstracdo. Seja u um elemento primitivo de IL sobre K, cuja existéncia é garantida pelo teorema
do elemento primitivo (proposigao 1.1.1). Assim, considere o1, ..., 0, os n distintos K-isomorfismos
de L em um fecho algébrico 2 de L. Logo, variando 1 < i < n, 0;(u) sdo todos distintos (pois
K C L é separdvel) e D(1,u,...,u™') # 0 (proposi¢ao 2.3.4). Como {1,u,...,u" '} é uma K-base
para L entao existem b;; € K tais que x; = Z?Zl biju/=', 1 < i < n. Assim, S é uma base de L
sobre K se, e somente se, det(b;;) # 0, o que ocorre se, e somente se, D(z1,...,2,) # 0, ja que

D(zy,...,2,) = (det(b;;))*D(1,u,...,u"*) (proposi¢ao 2.3.1). ]

Usando a proposicao 2.3.5, mostraremos que toda base de L sobre K possui uma base dual. Antes

de demonstrar esse fato, porém, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.3.1. Sejam K C IL uma extensdao de corpos separdvel finita de graun e B = {x1,...,x,} uma

base de I sobre K. Para quaisquer cy,...,c, € K eziste um, e um sé6, a € L tal que Trpx(x;a) = ¢;.

Demonstracao. Considere o sistema de equacoes em X: 2?21 Trox(xiz;)X; = ¢, 1 <i <n. Tal
sistema possui uma, e uma s6, solucdo ay,...,a, € K, pois det(Trp.x(z;x;)) = D(x1,...,2,) # 0

(proposicao 2.3.5). Assim, a = >, _, a;x; é o Unico elemento de L que satisfaz Trpx(z;a) = ¢;. O

Proposicao 2.3.6. Seja K C 1L uma extensao de corpos separdvel finita de grau n. Para cada base
{z1,...,2,} de L sobre K existe uma unica base {yi,...,y,} de L sobre K tal que, para quaisquer

1<i<nel<j<n,

1, se1 =3
Trox(zy;) = 0 = / (delta de Kronecker). (2.20)
0, sei#j

Além disso, para todo a € 1L, vale que a = Z?Zl Trix(xja)y;.

Demonstracao. Devido ao lema 2.3.1, para cada 1 < j < n, existe um unico y; € L tal que
Trig(zy;) =1sei=je Trix(zy;) =0sei#j (1 <i<n). Assim, o conjunto {yi,...,y,} CL
satisfaz T'ry.x (z;y;) = 0;;. Agora, para quaisquer ay, ..., a, € K tem-se que, para todo 1 < i <mn,

Trix (mz (Z ajyj>) = Z CLjTTL;K(l‘z'yj) = Q. (2.21)

J=1 J=1
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Portanto, se a = 2?21 a;y; entao a; = T'rpx(xja), 1 < j <n (I). Entao, se a = 0, segue que a; =0
para todo 1 < j < n, donde segue que {yi,...,y,} é linearmente independente sobre K. Como L
¢ um K-espago vetorial, segue das propriedades da Algebra Linear que {yi,...,y,} é uma base de
L. sobre K. Por fim, como todo a € I pode ser escrito como a = »7"_, a;y;, com cada a; € K (ji
que {y1,...,yn} € base de L sobre K), entao, de (II), segue que a; = Trpx(z;a), comprovando a

igualdade a = z;zl Trox(zja)y;. -

Nas condigoes da proposicao 2.3.6, a base {y1, ..., y,} é chamada de base dual da base {x1, ..., z,}.

Proposicao 2.3.7. Sejam A um anel (dominio) integralmente fechado, K seu corpo de fragoes, o
qual tem caracteristica zero, I uma extensdo finita de K de grau n e A" o fecho integral de A em L.

Entao A" € um submddulo de um A-mddulo livre finitamente gerado de posto n.

Demonstracao. Seja {z1,...,x,} uma base de L. sobre K. Como cada z; é algébrico sobre K (pois
K C L é uma extensao algébrica, ja que ¢ finita), entdo, para cada i € {1,...,n}, existem a; € A,
0 <j<n,a, #0, tais que Z;’L:o ajxf = 0 (I). Multiplicando (I) por a”~!, vemos que a,x; é

n—1
j=1

integral sobre A, pois é raiz do polindmio ménico p(t) = t" +a*~' 32"} a;x] € Alz]. Seja 2} = a,;.
Claramente, {x},...,2)} C A’ é uma base de L sobre K. De acordo com a proposigao 2.3.6, existe
uma base dual {y1,...,y,} de L sobre K tal que Trpx(z}y;) = d;;. Considere z € A’. Como
{y1,..., Yy} € base de L sobre K entao existem by, ...,b, € K tais que z = 377, bjy;. Para todo
1 <i < n,comoxz € A" entao o corolario 2.2.2 garante que Trx(z;z) € A (ja que A é integralmente
fechado). Assim, Tryx(z}2) = Trox (D25, bjriy;) = D0, biTrux(zly;) = Y25, bjdi; = bi € A, para
todo 1 <7 < n. Portanto, z € A’ implica que z € M = Z?:l Ay;, ou seja, A" C M é um submédulo

do A-médulo livre e finitamente gerado M, de posto n. O]

Corolario 2.3.1. Sejam A um anel integralmente fechado e um dominio principal, K seu corpo de
fragoes, o qual tem caracteristica zero, I uma extensao finita de K de grau n e A" o fecho integral

de A em L. Entao A" é um A-mddulo livre finitamente gerado de posto n.

Demonstracao. Da proposicao 2.3.7 ja sabemos que A’ é submédulo de um A-mddulo livre e finita-
mente gerado M de posto n. Como A é principal, a proposicao 1.1.2 nos garante que A’ tem posto ¢
menor ou igual a n. Além disso, como vimos na demonstracao da proposicao 2.3.7, A’ contém uma

base de LL sobre K (com n elementos). Portanto, ¢ = n. ]
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2.4 Anéis Noetherianos e Dominios de Dedekind

Nesta secao, estudaremos os dominios de Dedekind. Esse conceito é importante, pois esta relacionado
com a fatoracdo de elementos e ideais no anel de inteiros de corpos de nimeros (se¢do 2.5). Para
iniciar esta secao, faremos um estudo sobre anéis noetherianos, os quais serao necessarios na definicao
de dominio de Dedekind.

Se T é uma colecao de conjuntos, dizemos que um conjunto £ € T' é maximal em 7T se para todo

X eT tal que £ C X tem-se £ = X.

Definigao 2.4.1. Seja A um anel comutativo com unidade. Um A-mddulo M é chamado Noethe-

riano se toda colecao nao vazia de submodulos de M contém um elemento maximal.

Proposigao 2.4.1. Sejam A um anel comutativo com unidade e M um A-mddulo. Sao equivalentes:
(a) M é Noetheriano;

(b) Se (M;)i>o € uma sequéncia crescente de submddulos de M, entdo existe k € Z positivo tal que
M, = M; para todo i > k. Isto é, toda sequéncia crescente de submdodulos de M € estaciondria.

(c) Todo submddulo de M € finitamente gerado.

Demonstracao. (a) = (c¢) : Seja N um A-submédulo de M e seja A o conjunto de todos os
submddulos finitamente gerados de N, a qual é nao vazia, pois {0} € A. Por hipétese, A possui
um elemento maximal F', o qual obviamente satisfaz F' C N. Para qualquer x € N, F + (z) é um
submdédulo finitamente gerado por x e pelos elementos de uma base de F. Assim, F'+ (x) € A. Como
F C F+ (z) e F é maximal entdao F' = F' + (z), donde segue que x € F. Portanto, N C F. Logo,
N = F e, entdo, N ¢ finitamente gerado. (¢) = (b) : Seja (M,,),>0 uma sequéncia crescente de
submédulos de M. Por isso, £ = UnZO M, é um A-submoédulo de M. Por hipétese, E é gerado por
um conjunto {zy,...,z,}. Logo, para cada 1 < i < n, existe um indice n(i) tal que z; € M,;). Seja
ny o maior dentre esses n valores n(i). Logo, E C M,,. Como M,, C E entdao M,, = E. Dali, para
todo n > nyg, tem-se M,,, C M, C E, donde vem que M,, = M,, (pois E = M,,). Portanto, (M,),>0
é estacionaria. (b) = (a) : Considere T' o conjunto dos A-submédulos de M. Suponha que existe
S C T que nao contenha um elemento maximal. Logo, para todo elemento N de S, o conjunto de
elementos de S que contém estritamente N é nao vazio. Como S é nao vazio, tome Ny € S. Pelo que
foi observado, existe N; € S tal que Ny € N;. Indutivamente, para todo N;, ¢ > 1, existe N,y € S
tal que N; € N;y1. Logo, tem-se a sequéncia Ng C Ny C Ny C ... N; C N;1; € ..., a qual é uma
sequéncia de submédulos estritamente crescente de submdédulos de M (ou seja, nao estacionaria),

contrariando o item (b). Logo, todo S C T possui um elemento maximal. ]
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Definicao 2.4.2. Um anel com unidade A € dito anel Noetheriano se, como um A-mddulo, ele

for Noetheriano. Neste caso, note que os A-submodulos de A sao seus ideais.

Corolario 2.4.1. Todo dominio principal A € Noetheriano. Consequentemente, toda familia ndo

vazia de ideais possui um elemento maximal.

Demonstracao. Seja A um A-modulo. Neste caso, os submédulos de A sao exatamente os ideais
de A. Pelo fato de A ser um dominio principal, segue que todo ideal de A é principal, ou seja, é
finitamente gerado. Logo, todo submddulo de M ¢ finitamente gerado. Como (c) implica (a) na
proposicao 2.4.1, entdo A é Noetheriano, donde segue (da defini¢do) que toda familia ndo vazia de

ideais de A possui um elemento maximal. O
A proposicao a seguir enumera alguns resultados sobre A-mddulos Noetherianos:

Proposigao 2.4.2. ([30], secao 3.1) Seja A um anel comutativo com unidade.

(a) Se M é um A-mddulo e M’ € um submddulo de M, entao M é Noetheriano se, e somente se,
M'" e M/M' sao Noetherianos.

(b) Se M, ..., M, sio A-mddulos Noetherianos entdo o A-mddulo []'_, M, é Noetheriano.

(c) Se A é um anel Noetheriano e M é um A-mddulo finitamente gerado entao M é Noetheriano.
Enfim, introduzamos o conceito de dominio de Dedekind:

Definigao 2.4.3. Um dominio A é chamado dominio de Dedekind (ou anel de Dedekind) se:
(a) A for anel Noetheriano;
(b) A for integralmente fechado;

(c) todo ideal primo nao zero de A é mazimal.

Sabe-se que todo ideal maximal é primo em um anel comutativo. Nesta defini¢ao, exigimos que

valha também a reciproca desta proposi¢cao para os dominios de Dedekind.

Exemplo 2.4.1. Todo dominio principal é dominio de Dedekind. De fato, seja A um dominio
principal. Pelo coroldario 2.4.1, A é Noetheriano. Pelo exemplo 2.1.4, A € integralmente fechado.
Por fim, verifiquemos que vale o item (c¢) da defini¢ao de dominio de Dedekind: seja (p) um ideal
primo de A. Entao p € irredutivel em A. Com efeito, se p = ab entao ab € (p) e, dai, a € (p) ou
b e (p) (jd que o ideal é primo). Sem perda de generalidade, suponhamos que a € (p). Entdo a = qp,
q € A. Logo, p = qbp e, dai, gb = 1, ou seja, b é invertivel em A. Suponha que existe um ideal

N = (n) contendo (p). Assim, p = rn, comr € A. Como p € irredutivel entao r € invertivel em
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A ou n € invertivel em A. No primeiro caso, tem-se que (n) = (p) e, no sequndo caso, tem-se que

(n) = A. Logo, (p) € maximal.

Exemplo 2.4.2. Como 7Z é dominio principal entao, do exemplo anterior, seque que 7. ¢ dominio

de Dedekind.

Lema 2.4.1. Sejam A um anel Noetheriano integralmente fechado, K seu corpo de fragoes, de
caracteristica zero, I uma extensdo finita de K e A" o fecho integral de A em L. Entao A" é um

A-mddulo finitamente gerado e A" é um anel Noetheriano.

Demonstracao. Devido a proposicao 2.3.7, A’ é submdédulo de um A-médulo finitamente gerado de
posto n = [L : K]. Pela proposi¢ao 2.4.2, A’ é um A-médulo finitamente gerado e é um A-moédulo
Noetheriano. Agora, seja [ um ideal de A’. Mostremos que I é um A-submédulo de A’. Considere
a € Aex,y € I. Como A C A, segue que a € A’. Pelo fato de I ser um ideal de A’, temos
ar +y € I. Portanto, I é um A-submoddulo de A. Seja S uma colecao nao vazia de ideais de
A’. Pelo que foi mostrado acima, S é uma colecao de A-submddulos de A’ e, entdao, S contém um
elemento maximal (j& que o A-médulo A’ é Noetheriano). Logo, toda colegao de ideais de A’ possui

um elemento maximal, o que implica que A’ é um anel Noetheriano. O

Lema 2.4.2. Se A € um anel, P é um ideal primo de A e B € um subanel de A entao PN B € um

1deal primo de B.

Demonstrag¢ao. Considere os homomorfismos ¢ : B — A dada por ¢(z) = x, para todo = € B, e
i A— A/P tal que ¥(z) = z + P, para todo x € A. Entdo, n =Y o ¢ : B — A/P também
¢ um homomorfismo cujo nicleo é PN B. Pelo Teorema do Homomorfismo de Anéis, B/(P N B) é
isomorfo a um subanel de A/P. Como A/P é um dominio entdao B/(P N B) é um dominio. Logo,

tem-se que PN B é um ideal primo de B. O

Proposicao 2.4.3. Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes, de caracteristica
zero, I uma extensao finita de K e A’ o fecho integral de A em L. Entao A" € um anel de Dedekind

e ¢ um A-maodulo finitamente gerado.

Demonstracao. Devido ao lema 2.4.1, A’ é um A-mdédulo finitamente gerado e é um anel Noetheriano.
Seja B o fecho integral de A’ sobre A’, ou seja, o anel formado pelos elementos do corpo de fracoes
de A’ (contido em L) que sao integrais sobre A’. Como B é integral sobre A’ e A’ é integral sobre A,

segue da proposicao 2.1.3 que B é integral sobre A. Como A’ é o maior anel de I que contém todos os



60 Capitulo 2. Teoria Algébrica dos Niumeros

elementos integrais sobre A, entao B = A’. Logo, A’ é integralmente fechado. Por fim, vamos mostrar
que todo ideal primo nao zero P’ de A’ é maximal. Para isso, seja x € P', x # 0. Como x € A’ entao
x ¢ integral sobre A. Portanto, considere f(t) = t" 4+ a,_1t" ' +... 4+ a1t +ap € A[t] um polindémio de
grau minimo tal que f(x) = 0. Devido a essa minimalidade do grau de f(t), podemos garantir que
ap # 0 (sendo, poderfamos tomar um polinomio de grau n — 1 < n sobre A[z] tendo x como raiz).
Como ag = — Y, a;x" entdo ap € xtA'NA C P'N A, donde concluimos que P'N A # {0}. Devido
ao lema 2.4.2, PN A é um ideal primo de A, donde segue que PN A é maximal (j4 que A é dominio
de Dedekind). Assim, A/(P'NA) é um corpo. Considere o homomorfismo ¢ : A — A’/ P’ dado por
¢(x) = x+ P, para todo x € A. Assim, ker(¢) = P'N A. Pelo Teorema do Homomorfismo de Anéis,
A/(P'NA)~¢(A). Como ¢(A) é um subanel de A’/P’ entao A/(P' N A) pode ser considerado um
subanel de A’/P’. Afirmamos que todo ideal maximal de A’/P’ é integral sobre ¢(A) ~ A/(P' N A).
De fato, como A’ é integral sobre A entao, para todo o+ P', a € A’, existe p(t) € A[t] monico tal
que p(a) = 0. Considere P(t) o polinémio sobre ¢(A) construido a partir de p(t), trocando cada um
dos coeficientes deste ltimo pela imagem de sua classe médulo PN A. Assim, P(a+ P’) = 0. Logo,
todo elemento de A’/P’ é integral sobre A/(P' N A). Finalmente, devido a proposigao 2.1.4, segue

que A’/P’ é corpo. Portanto, P’ é um ideal maximal. H

Antes de prosseguirmos, precisamos de alguns conceitos envolvendo ideais e da defini¢ao de ideal
fracionario. Inicialmente, se I e J sao ideais de um anel A, definimos o produto dos ideais [ e J
como sendo o conjunto IJ = {> . nrpa @ibi : a; € I,b; € J}, ou seja, o conjunto de todas as somas
com finitos termos de produtos de elementos de I por elementos de J. O conjunto IJ também é um
ideal de A. Além disso, IJ C INJ (I NJ também é um ideal de A). Se o anel A é principal, [.J é
gerado pelo produto dos geradores de I e de J, enquanto I N J é o minimo multiplo comum desses
geradores.

Seja S o conjunto dos ideais de um anel comutativo com unidade A. Assim, uma operacao
r:SxS — Sdadaporr(l,J)=1J, para quaisquer I, J € S é associativa (isto é, (IJ)K = I(JK),
para quaisquer I, J, K € S) e comutativa (isto é, I.J = JI). Como Al = I = I A, para qualquer
I € S, entao A é um elemento neutro da operacao r. Devido a essas propriedades, podemos dizer
que S com a operacao r (multiplicagdo de ideais) é um monoide comutativo (veja secao 1, capitulo
I, [22]).

Se E é um A-mdédulo, F' é um submédulo de E e I é um ideal de A entao definimos, analogamente,

o produto IE = {> ;nrpa@i€i : a;i € I,e; € E}, o qual é um submédulo de E.
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Lema 2.4.3. Sejam A um anel comutativo com unidade e P um ideal primo de A. Se P contém um

produto de ideais I ... I, de A entao eziste k € {1,...,n} tal que I, C P.

Demonstragao. Suponha que I ¢ P para qualquer k € {1,...,n}. Logo, existe a € Iy — P, para
qualquer k. Como P é primo entdo [["_, a; & P (senao, obrigatoriamente algum a;, deveria pertencer

a P). Porém, [[\_,a; € I ... I, C P, o que é um absurdo. O

Lema 2.4.4. Em um anel Noetheriano A, todo ideal contém um produto de ideais primos. Se A for

ainda um dominio entao todo ideal nao zero de A contém um produto de ideais primos nao zeros.

Demonstracao. Seja ® o conjunto dos ideais de A nao zeros que nao contém produto de ideais
primos nao zeros. Para mostrar a segunda parte da afirmacao deste lema, precisamos mostrar que
® = (). Suponhamos que ® # (). Como A é Noetheriano, ® possui um elemento maximal B. Da
definicao do conjunto ®, segue que B nao é primo. Logo, existem xz,y € A — B tais que zy € B.
Note que B C B+xA e B C B+ yA (pois z,y ¢ Bel € A). Devido a maximalidade de
B, entao B + A e B + yA nao pertencem a ®. Logo, esses conjuntos possuem um produto de
ideais primos nao zeros, digamos: P;...P, C B+ Az e Q;...Q,n C B+ Ay (P;, Q; ideais primos
de A). Como zy € B entado para qualquer o € (B + Ax)(B + Ay) conclui-se que a@ € B. Dali,
P ...PQy...Q, C (B+ Azx)(B + Ay) C B, o que é um absurdo (pois B € ®). Logo, ® = (. A

primeira parte da afirmacao segue de maneira analoga. O]

Definigao 2.4.4. Sejam A um dominio e K seu corpo de fracoes. Um ideal fraciondrio de A ¢

um A-submdodulo I de K tal que dI C A para algum d € A, d # 0.

A definicao acima significa que todos os elementos de um ideal fraciondrio de A possuem um
“denominador comum” d € A. Observe que todo ideal (usual) de A é um ideal fracionario. De fato,
tome d = 1 € A na definicao de ideal fracionario. Nao confunda ideal com ideal fracionario. O
ideal usual serd simplesmente chamado de ideal, como fizemos até o momento neste texto. Caso seja

necessario esclarecer a distin¢ao, podemos chamar os ideais usuais de ideais integrais.

Proposicao 2.4.4. Mantidas as notacoes anteriores, vale o sequinte:
(a) Todo A-submodulo I finitamente gerado de K é um ideal fraciondrio.

(b) Todo ideal fraciondrio I é um A-mddulo finitamente gerado se A for um anel Noetheriano.

Demonstragao. Para o item (a), seja {z1,...,z,} um conjunto de geradores de I sobre A. Como
cada z; € K entdo z; = a;/b; (a;,b; € A, b; #0). Tome d = [];_; b;. Entao dI C A. O item (b)
segue da proposicao 2.4.1. O]
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Sejam I e J dois ideias fracionarios de um anel A comutativo com unidade. O produto I.J é
definido como sendo o conjunto de todas as somas com finitas parcelas de produtos a;b;, com a; € I e
b; € J (analogo ao que foi feito para produto de ideais). Assim, I.J, INJ e [+ J s@o ideais fraciondrios
de A. Da mesma forma como foi visto para ideais, também o conjunto dos ideais fracionarios é um
monoide comutativo sobre a operacao de multiplicacao de ideais fracionarios. O elemento neutro
deste monoide é o préprio anel A.

Voltemos agora aos nossos estudos sobre dominios de Dedekind.

Proposicao 2.4.5. Seja A um dominio de Dedekind que ndao € um corpo. Entao todo ideal maximal

de A € invertivel no monoide dos ideais fraciondrios de A.

Demonstragao. Seja M um ideal maximal de A. Como A nao é um corpo, entdao M é nao zero (senao
A/M = A seria um corpo). Considere M’ = {z € K: xM C A}, o qual é um A-submédulo de K, o
corpo de fracoes de A. Pela definicao de M’, note que para qualquer y € M, y # 0, tem-se yM’' C A,
ou seja, MM’ C A. Logo, M’ é um ideal fracionario de A. Para comprovar a tese, basta mostrar que
M e M’ sao inversos um do outro, ou seja, que MM’ = A. Veja que A C M’, pois, para todo a € A,
tem-se que aM C A (ja que M é um ideal de A). Entao M = AM C M'M. Como M é maximal
e M C M'M C A entao: M = M'M (I) ou M'M = A (II). Suponha que valha (I). Neste caso, se
x € M entdao M C M, 2°M C xM C M e, sucessivamente, "M C M para qualquer n natural.
Logo, para qualquer d € M existe m, € M tal que "d = m,, € M. Assim, dA[z] C A e A[z] é um
ideal fraciondrio de A. Claramente, como A é Noetheriano entao Alx] é um A-mdédulo finitamente
gerado. A proposicao 2.1.1 acarreta que x é integral sobre A. Devido ao fato de A ser algebricamente
fechado (pois A é dominio de Dedekind) entao x € A. Portanto, M’ C A e, assim, M’ = A. Agora,
seja a € M nao nulo. Devido ao lema 2.4.4, o ideal aA contém um produto de ideais primos P; ... P,
nao zeros. Assumamos que n seja minimo. Entao P;...P, C aA C M implica que P, C M para
algum k (lema 2.4.3). Como P é primo e A é dominio de Dedekind entao Py é maximal. Logo,
M =P, Seja B=P,...P,_1P;y,...P,. Entao MB C aA e B ¢ aA, ja que n é o menor possivel.
Por isso, existe b € B tal que b € aA. Como MB C aA e bM C aA entao ba M C A. De acordo
com a definicao de M’, ba=! € M’. Porém, b & Aa e ba' € A, o que contraria o fato de M’ ser igual

a A. Portanto, o item (I) é falso e, dai, vale (II), comprovando a tese. ]

Seja M um ideal maximal (primo) de um dominio de Dedekind A que possui um inverso M’ no
monoide dos ideais fraciondrios deste dominio. Denotaremos M’ por M~'. Assim, MM~ = A. Se

n € Z for negativo, entao definimos M" = (M~1)™".
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Lema 2.4.5. Todo ideal proprio de um anel esta contido em algum ideal mazimal.

Demonstragao. Sejam A um anel e A a colegdo dos ideais I C A. Considere A’ um subconjunto
totalmente ordenado qualquer de A. Tome J = (J,.,, I. Mostremos que J é um ideal de A. Se
r,yeJeacAentaor € I, e Ney e I, € A'. Como A’ é totalmente ordenado, podemos supor
I, C Iy, donde segue que ax +y € I; C J. Além disso, J # A, pois 1 € J e I C J para todo I € A'.

Logo, A’ tem uma cota superior. Pelo lema de Zorn (lema 1.1.1), A tem um elemento maximal. [

Teorema 2.4.1. Seja A um dominio de Dedekind. Entdo:
(a) Todo ideal fraciondrio nao zero de A pode ser expresso de maneira unica como produto de ideais
primos nao zeros de A. Assim, para todo ideal fraciondrio I ndao zero de A, existem ideais primos

nao zeros Py,..., P, de A tais que
I=1[r". n; €7, Vi (2.22)
i=1

de maneira unica.

(b) Os ideais fraciondrios nao zeros de A formam um grupo multiplicativo.

Demonstragao. (a) Dividiremos essa demonstracao em trés partes. Parte I: Mostremos que todo
ideal (integral) de A é produto de primos. De fato, seja ® a cole¢do de ideais nao zeros de A que
nao sao produtos de ideais primos e suponha ® # (). Como A é Noetheriano entao ® possui um
elemento maximal J. Entao J C A, ja que, por convengao, A é o produto da cole¢ao vazia de ideais
primos e, portanto, nao pertence a ®. Pelo lema 2.4.5, todo ideal préprio de A estd contido em
algum ideal maximal e, entdao, J C P, em que P é um ideal maximal (e primo) de A. Se S é a
colecao dos ideais préprios de A que contém J entdo P é um elemento maximal de S. Seja P’ o ideal
fraciondrio inverso de P (garantido pela proposicao 2.4.5), ou seja, tal que P'P = A. Assim, J C P
implica que JP' C PP' = A e, como A C P', entao J C JP' (de fato, se J = JP' e x € P’ terfamos
x"J C J para todo n > 0, ou seja, x integral sobre A e x integral em A - andlogo a demonstracao
da proposigao 2.4.5). Devido a maximalidade de J em @, temos JP' ¢ ®. Logo, JP' = P,... P, é
um produto de ideais primos e, multiplicando essa expressao por P, J = PP, ... P,, o que contraria
o fato de J pertencer a ®. Logo, ® = (). Parte II: Todo ideal fraciondrio é produto de ideais primos.
De fato, seja B um ideal fracionario de A. Por defini¢ao, existe d € A —{0} tal que dB C A. Assim,
dB é um ideal (integral) de A. Se K é o corpo de fragoes de A, como d # 0 entao 1/d € K. Sejam
I o ideal gerado por d em A e o ideal fraciondrio J = {x € K: 21 C A} (como na demonstragao da

proposigao 2.4.5). Entao I.J C A. Logo, como 1/d € J, entdo, para todo a € A, a = ad(1/d) € 1J.



64 Capitulo 2. Teoria Algébrica dos Niumeros

Logo, A = 1J e, portanto, J é o inverso de I. Por fim, como 1/d € J, verifica-se que B = (dB)J.
Como dB e I sao ideais, a igualdade B = (dB).J = (dB)I ! mostra que B ¢ produto de primos (com
expoentes nao necessariamente todos positivos). Parte I1I: Unicidade. Suponha que um ideal seja
fatorado em produtos de ideais primos distintos P; de duas maneiras como [[;_, P/ = [[_, P/,

permitindo que existam n; e m; iguais a zero. Logo, A = [[,_, P/""™ e, separando os expoentes

positivos dos negativos e reindexando primos e poténcias, obtemos Qf' ... Q% = Q7 ... Q;""", em
que cada @; ¢ um dos primos P; e ¢; > 0. Entao Q7 ... Qi C Q1. Pelo lema 2.4.3, sem perda de

generalidade, podemos supor Q1 C ()1. Como Q). é ideal maximal entao Q511 = @1, 0 que é um
absurdo de termos suposto que os primos sao distintos. Isso finaliza a demonstragao do item (a).

(b) J& sabemos que o conjunto A dos ideais fracionérios nao zeros de A é um monoide comutativo (ou
seja, associativo, tem elemento neutro e é comutativo). Como todo ideal fracionario de A é da forma

I =1[,_, P entao J = [[;_, P, ™ é seu inverso, comprovando que A é um grupo multiplicativo. [

Note, do teorema anterior, que o grupo dos ideais fracionarios nao zeros de A é um grupo abeliano
livre gerado pelos ideais primos de A.

Sejam A um dominio de Dedekind e I e J dois ideais fracionarios nao zeros de A. Pelo teorema
anterior, I e J podem ser escritos, de maneira unica, como produto de ideais primos. Suponha que
I =1I_ PZ-"P(“ eJ=1]I_, Q?Q(i), em que P; e Q; sdo primos, com np(i),ng(i) € Z nao nulos.
Entao, suponha que P seja um primo da fatoracao de I e de J nas seguintes férmulas 2.23 e 2.25.

Assim, verifica-se que valem as seguintes féormulas (veja [30], se¢ao 3.4):

I C A<= np(I) > 0,para todo primo P na fatoragao de I. (2.24)

Por fim, estabelecamos mais alguns resultados sobre divisibilidade entre ideais:

Definicao 2.4.5. Sejam I e J ideais fraciondrios de um dominio A. Dizemos que I divide J quando

existe um ideal integral Q de A tal que J = 1Q). Notagao: I | J.

Note que se I | J entdao J C I. De fato, se I | J entao existe um ideal integral @) de A tal que
J=1Q. Dai, J=1Q CIA=1.
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Definicao 2.4.6. Se A ¢ um dominio e I € um ideal integral de A, dizemos que I € irredutivel se

qualquer produto I = JJ', J e J' ideais de A, acarretar I = J ou I =J'.

Proposicao 2.4.6. Se A é um dominio de Dedekind, um ideal nao zero de A € irredutivel se, e

somente se, € primo.

Demonstrag¢ao. Por um lado, seja P um ideal primo e suponha que ele nao ¢ irredutivel. Entao
P =JJ, em que J e J' ideais de A sao ideais diferentes de P. Como J | P e J' | P entao P C J
e P C J'. Portanto, existem a € J e @’ € J' que nao estdao em P. Porém, aa’ € JJ' = P, o que
contraria o fato de P ser primo. Isso prova que todo ideal primo ¢ irredutivel. Por outro lado, seja
J um ideal irredutivel de A. Assim, J pode ser escrito como produto de ideais primos. Por ser
irredutivel, J = P, em que P é o unico ideal primo de sua fatoragao. Logo, todo ideal nao zero

irredutivel é primo. [

Proposicao 2.4.7. Se P € um ideal primo em um anel de Dedekind A e se I e J sao ideais de A

tais que P | 1.J entao P | I ou P | J.

Demonstracao. Por hipdtese, existe um ideal () de A tal que IJ = P(@. Pela unicidade da decom-

posicao de ideais primos, segue que P | [ ou P | J. ]

Proposicao 2.4.8. Sejam I e J ideais fraciondrios nao zeros em um dominio de Dedekind A. Entdo,

I|J se, e somente se, J C I.

Demonstrag¢ao. Ja vimos que I | J implica J C I. Entao, suponha J C I. Como o conjunto
dos ideais fraciondrios forma um grupo multiplicativo, existe um ideal fraciondrio /= de A. Assim,
JI7t C IT7' = A, donde vem que JI~! é um ideal integral de A que satisfaz (JI~1)I = J, mostrando
que I |J. O

Proposicao 2.4.9. Se I ¢ um ideal nao zero de um dominio de Dedekind A entao existe uma

quantidade finita de ideais de A dividindo I.

Demonstragdo. Fatore I em produto de ideais primos de A: I = [[", P{*. Logo, os tnicos ideais

que dividem I sdo os da forma [];*, Pifi, em que 0 < f; <e;, para todo i € {1,...,m}. ]

2.5 Corpos de niimeros e anéis de inteiros

Nesta secao, nos dedicaremos a estudar os elementos integrais sobre Z de extensoes finitas de Q.
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Definicao 2.5.1. Se K ¢ uma extensdio finita de Q entao K é chamado de corpo de miumeros

algébricos, ou simplesmente de corpo de niumeros.

Na definicao acima, o termo “numeros algébricos” é justificado pelo fato de que toda extensao
de corpos finita é algébrica. Note que todo corpo de nimeros tem caracteristica zero, pois é uma
extensao do corpo dos niimeros racionais.

Se K é um corpo de nimeros, chamamos de grau de K ao grau da extensdo [K : Q. Em
particular, um corpo de ntimeros de grau 2 é chamado de corpo quadratico e um corpo de ntimeros
de grau 3 é chamado de corpo ciibico (ou, simplesmente, de ctibica).

Por defini¢ao, todo corpo de nimeros K é uma extensao finita de Q. Além disso, Q C K também
¢ uma extensao separavel, pois Q tem caracteristica zero. Entao, como consequéncia a proposi¢ao

1.1.1, vale o Teorema do Elemento Primitivo para corpos de nimeros:
Proposicao 2.5.1. Se K é um corpo de nimeros entao existe u € K tal que K = Q(u). [

Definicao 2.5.2. Os elementos de um corpo de numeros K que sdao integrais sobre Z sao chamados

de inteiros algébricos de K, ou simplesmente, inteiros de K.

No texto, para evitar confundir os inteiros algébricos com os elementos de Z, é comum chamarmos
os elementos de Z de inteiros racionais quando ha risco de confusao. Como ja vimos no exemplo
2.1.4, se x € Q é um inteiro algébrico entao x € Z.

Pelo corolario 2.1.2, o conjunto dos elementos integrais de K sobre Z forma um anel A contendo

Z.. Isso nos permite dar a seguinte definicao:

Definicao 2.5.3. Se K ¢ um corpo de niumeros, chamamos de anel de inteiros algébricos de
K, ou simplesmente de anel de inteiros de K, ao conjunto dos elementos inteiros de K, o qual

denotamos por Ok.

Note que, se K é um corpo de nimeros, entao Z C Og e Ogx N Q = Z. O resultado a seguir é
importante, pois nos garante que todo anel de inteiros ¢ um Z-modulo livre com posto igual ao grau

do corpo de ntimeros.

Proposicao 2.5.2. Se K é um corpo de niumeros de grau n entdo o seu anel de inteiros Og € um

Z-maodulo livre de posto n.

Demonstracao. Como Z é integralmente fechado (exemplo 2.1.4), é um dominio principal e como
A’ = Ok é o fecho integral de Z em K entao o coroldrio 2.3.1 nos garante que Ok é um Z-modulo

livre finitamente gerado de posto igual ao grau da extensao [K : Q]. O
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Devido a proposicao anterior, podemos fazer a seguinte definicao:

Definicao 2.5.4. Se K é um corpo de nimeros entao qualquer base do Z-mddulo livre Ok € chamada

de base integral de K.

Note que se B = {xy,...,x,} é uma base integral de K entao B também é uma base para o espago

vetorial K sobre Q. De fato, sendo a;/b; € Q (a; € Z,0 # b; € Z),

a; n n n . )
b_ixi:OZ>Z<Hbj>aixi:OZ> (Hbj>ai20, 1<i1<n=aq;=0,1<i<n.

i=1 \j=1 j=1
(2.26)

n

=1

Disso, segue que B C K é linearmente independente sobre Q. Como esse conjunto possui [K : Q]

elementos, entao B é uma Q-base para K.

Corolario 2.5.1. Seja Ok o anel de inteiros do corpo de nimeros K de grau n. Todo ideal nao zero

I de Ok é um Z-mddulo livre finitamente gerado de posto n.

Demonstracao. O ideal I é um Z-submoédulo de Og. Como Z é principal, segue da proposicao 1.1.2
que I é livre finitamente gerado de posto ¢ < n. Se {x1,...,2,} é uma base integral de K e 0 # a € [

entdo {ari,...,axr,} é um conjunto linearmente independente de I. Portanto, ¢ = n. O
A seguir, caracterizamos os elementos invertiveis de um anel de inteiros por meio da norma:

Proposicao 2.5.3. Seja K um corpo de numeros. Um inteiro algébrico x € Ok é invertivel neste

anel se, e somente se, |Nk.q(x)| = 1.

Demonstracao. Por um lado, se x € Ok é invertivel entao existe 2’ € Ok tal que x2’ = 1. Tomando a
norma destes elementos e utilizando uma das propriedades da proposi¢ao 2.2.2; temos N(x)N(z') =
N(z2') = N(1) = 1% = 1. Devido ao coroldrio 2.2.2, N(z) € Z. Portanto, |N(z)| = 1.

Por outro lado, suponha que |N(z)| = 1 e considere 2’ o produto de todos os conjugados de z,
distintos de z. Entao, da proposi¢ao 2.2.3, N(z) = z2’ = 1. Como vimos na demonstragao da
proposigao 2.2.5, todo conjugado de um inteiro algébrico = é um inteiro algébrico. Portanto, x’ é

inteiro algébrico. Logo, 2’ é o inverso de x no anel de inteiros. O]

A proposicao seguinte garante que o anel de inteiros de um corpo de nimeros é um dominio de

Dedekind. Uma das vantagens desse fato é que o teorema 2.4.1 vale para anéis de inteiros.

Proposicao 2.5.4. O anel de inteiros de um corpo de nimeros é um dominio de Dedekind. Em

particular, esse anel é Noetheriano.
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Demonstracao. Sejam K um corpo de ntimeros e Ok seu anel de inteiros. Como Z é um dominio de
Dedekind (exemplo 2.4.2) e Ok é o fecho integral de Z em K entao segue da proposigao 2.4.3 que
Ok ¢ um dominio de Dedekind. Por definicao de dominio de Dedekind, segue também que esse anel

¢ Noetheriano. 0

Nesse momento, poderiamos estar nos perguntando se Ok tem a mesma estrutura de Z e todos
os beneficios deste ultimo. Até agora, parece que sim. A tltima proposi¢do é um exemplo disso.
Porém, uma desvantagem de Ok em relacao a Z é que, ao contrario do anel dos inteiros racionais,

nem sempre o anel de inteiros do corpo de nimeros K ¢é principal, como exemplificaremos a seguir:

Exemplo 2.5.1. Mostraremos na proposicao 3.1.2 da se¢ao 3.1 que o anel de inteiros do corpo de
nimeros Q(v/=5) é A = Z[\/=5]. No anel A, observe que (1 ++/=5)(1 —+/=5) = 2.3. A norma de
cada um dos fatores da igualdade acima é dada da sequinte forma: N(1++/—5) = N(1—+/=5) =6,
N(2) = 4 e N(3) = 9 (de fato, verifique que N(a + b\/=5) = a® + 5b%, para qualquer a,b € Z).
Utilizando a norma, verifica-se que 1 + /=5 ndo tem divisor ndo trivial em A, pois ndo existe
solugdo inteira para as equagoes diofantinas a® +5b% = 2 e a® + 5b® = 3. Logo, se A fosse principal,
o elemento irredutivel 1 + /=5 de A seria primo e deveria dividir 2 ou 3. Suponha, sem perda de
generalidade, que eviste v € A tal que 2 = (1 + \/=5). Tomando a norma na igualdade anterior,
vemos que N(2) =4 = N(x).6, com N(x) € Z. Isso é um absurdo, pois 6 nao divide 4. Logo, A nao

€ principal.

Outro fato interessante é que se K é um corpo de niimeros, entao todo elemento nao nulo de Ok,
que ndo é uma unidade, é produto de elementos irredutiveis (consulte [28], capitulo 5, (O)). Porém,
essa escrita pode nao ser de maneira unica, o que mostra outra diferenga entre Ok e Z.

A seguir, faremos algumas consideracoes sobre os discriminantes em anéis de inteiros.

Proposicao 2.5.5. Se K é um corpo de nimeros e {x1,...,x,} é uma base integral de K entdo
{Y1,. -, yn} também € uma base integral se, e somente se,

Dx.o(z1,...,%n) = Dxo(y1, -+, Yn)- (2.27)
Demonstracao. Se n é o grau de K e {y1,...,y,} é um subconjunto de K entdo, para cada 1 <

1 < n, tem-se que y; = 2?21 a;;xj, com a;; € Z. Devido & proposicao 2.3.1, Dx.o(v1,...,yn) =
(det(a;;))? Dx.g(®1, ..., x,). Assim, vale a igualdade 2.27 se, e somente se, |det(a;;)| = 1 se, e somente

se, [a;;] € invertivel, o que ocorre se, e somente se, {y1,...,y,} ¢ uma base integral de K. O]

Devido a proposi¢ao acima, a seguinte definicao fica bem posta:
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Definicao 2.5.5. Se K ¢ um corpo de nimeros, chama-se de discriminante de K ao valor do
discriminante de qualquer base integral de K, ao qual denotamos por D(K : Q) ou, simplesmente,

por D(K).

Sendo K um corpo de niimeros, a proposicao 2.3.5 garante que D(K) # 0. Além disso, D(K) € Z.
De fato, se {z1,...,x,} é uma base integral de K entdo x;x; € Ok, para quaisquer ¢,j € {1,...,n}.
Logo, T'rk.q(z;z;) € Z (coroldrio 2.2.2). Portanto, D(K) = det(Trk.q(z;x;)) € Z.

Observe também que o ideal discriminante de K sobre Q (defini¢ao 2.3.2), Dx.q, é gerado pelo

discriminante de K.

Proposicao 2.5.6. Se K = Q(u) € um corpo de nimeros de grau n (proposicio 2.5.1) e se u € um

inteiro algébrico entao D(K) | Dk.g(u) € o quociente da divisdo € o quadrado de um inteiro positivo.

Demonstragdo. Seja {xi,...,7,} uma base integral de K. Assim, para 1 < j < n, temos w/~! =
Yo a;x;, com cada a;; € Z. Considere a matriz M = [a;;]. Enfim, a proposigao 2.3.1 garante que

Dg.o(u) = Dro(l,u,...,u"t) = (det(a;;))*D(K), donde segue o resultado. O
A proposicao seguinte pode ser 1til para determinar o anel de inteiros de um corpo de niimeros.

Proposicao 2.5.7. Sejam L um corpo de nimeros de grau n sobre Q e {z1,...,x,} uma Q-base

para L contida em Oy. Se o discriminante D(xy,...,xz,) € livre de quadrados entao {xy,...,x,} €

uma base integral de L.

Demonstragdo. Seja {ei,...,e,} uma base integral de L. Entao z; = 377 aje; (ay; € Z). Dai,

D(x1,...,x,) = det(a;;)*De1, ..., e,) (proposi¢ao 2.3.1). Como D(z1,...,z,) é livre de quadrados

entdo det(a;j) = £1, donde segue que {z1,...,x,} é uma base integral de L. O
Proposicao 2.5.8. Sejam {x1,...,x,} uma base de um corpo de nimeros K de grau n sobre Q
contida em Og e d = D(xy,...,x,). Entao todo x € Ok pode ser escrito como
miry + ... MuTy,
g Mt t (2.28)
d

em que m; € Z e d | m?, para todo 1 <i<n.?
Demonstragao. Seja x = a1x1+ ...+ a,x,, com a; € Q. Sejam oy, ..., 0, os Q-monomorfismos de K

em um fecho algébrico de K (pode ser considerado C). Aplicando cada monomorfismo na expressao

2 Note que devido a proposigao 2.3.5, o fato de {z1,...,x,} ser uma base de K implica que d # 0. Além disso,

como cada x; é algébrico, entdo Trr.q(z;z;) € Z (corolario 2.2.2). Por isso e pela definicdo de discriminante de
um conjunto de elementos tem-se que d € Z.
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de z, obtém-se o;(r) = 7 a;joi(r;), 1 < i < n. Isso nos da um sistema n x n de equagdes nas
variaveis a;. Pela regra de Cramer, a; = y;/0, em que § = det(o;(z;)) e y; é o determinante da
matriz obtida ao trocar a j-ésima coluna de [o;(z;)] pela coluna dos o;(z). E claro que y; e § sdo
inteiros algébricos e que d = 6% (proposicao 2.3.3). Entao da; = dy;, o que mostra que todo nimero
racional da; é um inteiro algébrico. Entao m; £ da; € Og N Q = Z. Falta mostrar que m? /d € Z.

De fato, m?/d = da? = dy7}/6* = y? implica que m3/d € Oxg N Q = Z. O
Por fim, vamos estabelecer o conceito de norma de um ideal em um anel de inteiros.

Proposigao 2.5.9. Sejam K um corpo de nimeros e x um elemento nao nulo de Ox. Entao |N(x)| =

#(Ok/(x)), em que (x) = 2Ok e N(x) = Ngg(z). ?

Demonstracdo. Sejan o grau de K. Devido a proposicao 2.5.2 e ao corolario 2.5.1, Ok é um Z-modulo
livre finitamente gerado de posto n e o ideal (x) é um Z-submédulo de Ok livre finitamente gerado
também de posto n. Por isso, a proposi¢ao 1.1.2 garante que existem uma base {ey,...,e,} do Z-
modulo Ok e elementos ¢y, ..., ¢, € N tais que {cye1, ..., cpe,} é base de (). Ademais, sdo isomorfos
os grupos abelianos Og/(z) e [, Z/(ciZ), cuja ordem é cicy .. . ¢,,. Considere o homomorfismo de
Z-moédulos u : Ox — (z) dado por u(e;) = ¢;e;, para cada 1 < i < n. Entao det(u) = ¢ ...c,. Por
sua vez, {zey,...,ze,} também é base para (z). Logo, existe um automorfismo v do Z-médulo ()
definido por v(c;e;) = we;, 1 < i < n. Portanto, det(v) é invertivel em Z e, portanto, |det(v)| = 1.
Agora, note que a multiplicacao por x é dada por m, = vou e que N(x) = det(m,) (por defini¢ao).
Assim, N(z) = det(m,) = det(v o u) = det(v)det(u) = tdet(u) = £y ...c, = £#(Ok/(x)), donde

segue o resultado. O]

Definicao 2.5.6. Se K ¢ um corpo de niumeros e I é um ideal nao nulo de Ok, chama-se norma

do ideal I o nimero de elementos do anel quociente Ox /I, a qual é denotada por N(I).

Observe que #(Ok/I) é um numero finito. De fato, seja x € I nao nulo. Assim, (z) C [ e
Ok/I ~ (Ox/(x))/(Ox/I). Entao #(Ox/I) < #(Ok/(z)), enquanto #(Ok/(x)) é finito devido a
proposicao 2.5.9.

Note que se I = (x) é um ideal principal de Ok entao N(I) = N((z)) = #(Ok/(x)) = | Nx.o(x)|-

Proposigao 2.5.10. Se I e J sao ideais nao zeros do anel de inteiros Ok entdo N(IJ) = N(I)N(J).

3 A igualdade da tese desta proposicao estd bem definida, pois, como = € Ok, entdo N(x) € Z (coroldrio 2.2.2).
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Demonstracao. Pelo teorema 2.4.1, o ideal J pode ser fatorado em um produto de ideais primos
(maximais). Portanto, basta mostrar que N(IM) = N(I)N(M), para qualquer ideal maximal M.

Como IM C I entao

#(Ox/IM) = #(Ox/D#(1/IM). (2.29)

De fato, para mostrar esta ultima igualdade, aplique o Teorema do Homomorfismo de anéis ao epimor-
fismo ¢ : O /(IM) — Ox/I dado por ¢(x+IM) = x+ 1, para qualquer x € Ok, o qual tem nicleo
I/IM. Utilizando o Teorema de Lagrange (aplicado nos grupos aditivos em questao), comprova-se
a igualdade 2.29. Logo, para demonstrar a tese, basta mostrar que #([/IM) = #(Ox/M). Para
isso, note que o teorema 2.4.1 garante que I # IM, ou seja, IM C I. Agora, note que nao existe

um ideal B estritamente entre I e I M, pois, caso contrario,
IMCcBCcl=I'YYMcI'BcI''I=—=McI'BcOOx (2.30)

Como I7'B C Ok, o qual é de fato um ideal, e como M é maximal entdao I !B =0Ogoul'B =M,
donde segue que B = [ ou B = IM. Portanto, nao ha um ideal estritamente entre I e I M.
Isto significa que, para qualquer elemento a € I — IM, temos IM + (a) = I. Fixe um elemento
a€l—1IM edefinaf: Ox — I/IM por 0(x) = IM + ax, para qualquer z € Og. A aplicacao 6
¢ um epimorfismo de Og-mddulos cujo nicleo é um ideal que satisfaz M C ker(#). Como I # IM,
entao ker(0) # Okx. Como M é maximal, ker(d) = M. Portanto, Ox /M ~ I/IM, comprovando que
#(I/IM) = #(Ok /M), donde segue o resultado. O

Para ver mais sobre normas de ideais e para ver uma aplicacao desse conceito, consulte o capitulo

5 de [33].

2.6 Ramificacdo de ideais primos

Sabemos que o nimero 5 é um numero primo em Z. Apesar disso, caso estejamos em Z[i] D Z, 5
nao é primo, pois 5 = (2 +¢)(2 — i). Além disso, mesmo 2 e 3 sendo ideais primos em Z e sendo
elementos irredutiveis de Z[v/—5], os ideais (2) e (3) gerados nesse anel nio sao ideais primos, pois
(2) = (2,14++v=5)%e (3) = (3,1++/-5)(3,1 —+/=5). Esse fenomeno se chama ramificacio de ideais
e € objeto de nosso estudo nesta secao. Em sintese e sem rigor, o que estamos interessados é em
saber como um ideal primo em um dominio de Dedekind se fatora em um produto de ideais primos

em um anel maior.
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Esta secao tem o intuito apenas de ser informativa e de explicitar defini¢oes e resultados ne-
cessarios para o prosseguimento do texto. Portanto, nao desenvolveremos essa teoria de maneira
minuciosa, pois isso mereceria um trabalho a parte. Por conta disso, grande parte dos resultados
aqui apresentados nao serao demonstrados. Porém, nesses casos, deixaremos indicada uma referéncia
para o leitor interessado em ver a demonstracao. Caso queira ter acesso a essa teoria de maneira
mais completa, recomendamos algumas referéncias: [30] (capitulos V e VI), [7] (capitulos IIT e IV),
28] (capitulos 11, 12 e 14) ou [23] (capitulos 3 e 4). Esta tltima referéncia trata especificamente de
ramificagao em anéis de inteiros.

Em toda esta secao, considere A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes (de carac-
teristica zero), L uma extensao finita de K de grau n e B o fecho integral de A em L. Nessas
condicoes, a proposicao 2.4.3 garante que B também é um dominio de Dedekind.

Se P é um ideal primo de A, nem sempre o ideal BP de B é primo. Devido ao teorema 2.4.1 e a
férmula 2.24 (seguinte & demonstragdo do teorema), garantimos que

q

BP =[] %s (2.31)

=1

em que os *P; sao primos distintos de B e 0s e; sao inteiros positivos.

Lema 2.6.1. Sejam P um ideal primo de A e ‘P um ideal primo de B. Sao equivalentes:
(i) BNA=P.

(i) P C*B.

(iii) BP C p.

Demonstracao. (i) = (ii) : se p € P entdo o item (i) garante que p € P N A, donde segue que
p € B. Portanto, vale (ii). (ii) = (i) : Seja Y. bip; € BP (b; € B,p; € P). Como P C B entao
cada p; € B. Enfim, pelo fato de P ser um ideal de B segue que ), b;p; € B, donde segue que
BP CB. (iit) = (i) : Como B é um ideal primo de B entao PN A é um ideal primo de A (claro).
Assim, pelo item (iii), BP C 3, donde segue que P C (BP)N A C BN A, ou seja, P C PN A.
Como P é maximal e PPN A # A (pois B N A é ideal primo) entao P =P N A. O

Definicao 2.6.1. Se um ideal P de B e um ideal P de A satisfazem uma das condicoes equivalentes

do lema 2.6.1, dizemos que o ideal *B3 estd acima de P ou que o ideal P estd abairo de ‘3.

Proposigao 2.6.1. Um ideal primo B de B € um dos*P; da equagdio 2.31 se, e somente se, PN A =

P. Em outras palavras, os ideais primos da fatoracdo de BP sdo aqueles que estao acima de P.
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Demonstragdo. Inicialmente, note que BP = [, B{" se, e somente se, BP C PB,;, para todo
1 <i < q. Entao B; aparece na fatoragao de BP se, e somente se, BP C B;, o que ocorre (devido

ao lema 2.6.1) se, e somente se, PN A = P. O

Seja P um ideal de A tal que BP é fatorado como na férmula 2.31. Como P é ideal maximal do
dominio de Dedekind A e cada B; é ideal maximal do dominio de Dedekind B entdao A/P e B/%;

Sa0 COTpPOS.

Proposicao 2.6.2. Nas notacoes acima, se J é um ideal de B tal que IN A = P entao o espaco

vetorial B/J sobre A/ P tem dimensdo finita.

Demonstracao. Devido a proposi¢ao 2.4.3, B é um A-médulo finitamente gerado. Seja {z1,...,z,}
um conjunto de geradores de B sobre A. Entao o conjunto {z1+7,...,z,+J3} é um conjunto gerador
do espaco vetorial B/J sobre A/P. Logo, tal espago vetorial tem dimensao finita. O

Para cada i, seja ¢; : A — B/, a aplicagao dada por ¢(a) = a + B, para todo a € A. Essa

aplicacao é um homomorfismo de anéis. Além disso,
di(a) =0 <= a+P; =P, < a € P, N A (2.32)

ou seja, ker(¢;) = P;NA = P. Assim, pelo Teorema do Homomorfismo de Anéis, ¢ : A/P — B/B;
¢ um homomorfismo injetor de corpos. Logo, A/P pode ser considerado um subcorpo de B/3;. Pela

proposigao 2.6.2, B/B; é um espaco vetorial de dimensao finita sobre A/P.

Definicao 2.6.2. Nas notacdoes acima, chama-se de grau residual de 33; sobre A ou grau de
inércia de PB; sobre A e denota-se por f; a dimensao do espaco vetorial B/B; sobre A/P. O

expoente e; de B; na fatoracao de BP em 2.31 é chamado indice de ramificagao de *B; sobre A.

Agora, veja que BP N A = P. De fato, por um lado, se p € P C Aentao p = 1.p € BPN A,
donde segue que P C BP N A. Por outro lado, se a € BP N A entdo a € [[_, B N A e, dai, para
todo i, a € B;NA = P. Logo, BPNA C P. Portanto, BPNA = P. Novamente devido a proposi¢ao
2.6.2, tem-se que B/BP é um espago vetorial sobre o corpo A/P, também de dimensao finita. Dali,

vem o seguinte (e importante) resultado, chamado de Igualdade Fundamental:

Teorema 2.6.1 ([30], segao 5.2, teorema 1). Com as notagoes acima,

q

> eif;=[B/BP: A/P] =n. (2.33)

=1
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Além disso, vé-se também que o anel B/BP ¢ isomorfo ao anel [[{_, B

Definicao 2.6.3. Considere as notagoes anteriores.
(a) Diz-se que um ideal primo P de A se ramifica (ou que ele é ramificado) em B se existe
i€{1,...,q} tal que e; > 1 na fatora¢ao de BP (equacgdo 2.31). Caso contrdrio, diz-se que P nao
se ramifica (ou que ele é ndo ramificado) em B.
(b) Diz-se que um ideal primo B de B tal que PN A = P se ramifica (ou que é ramificado) na

extensao K C L quando o indice de ramificagao de B3 na fatoracao de BP é maior do que 1.

Ainda devido a Igualdade Fundamental (proposicao 2.5.7), outras classificagoes sao feitas a um
ideal primo P de A em alguns casos especiais de acordo com sua fatoracao em B, como veremos na

definicao seguinte:

Definicao 2.6.4. Considere as notagoes anteriores, P um ideal primo de A e a fatoracao de BP
dada pela equacao 2.31.

(a) P é dito totalmente decomposto em B quando e; = f; =1, para todo 1 € {1,...,q}.

(b) P € dito totalmente inerte em B quando e; =1 e f; =n, para algum i € {1,...,q}.

(c) P € dito totalmente ramificado em B quando e; =n e f; =1, para algum i € {1,...,q}.

Note que, se n = 2, os Unicos casos possiveis sdo os listados na definicdo anterior (devido a
Igualdade Fundamental).

A seguir, veremos que quando K C L é uma extensao galoisiana, os indices de ramificacao e os
graus residuais de um ideal primo P de A sdo todos iguais. Adiante, considere . = K’ uma extensao
galoisiana de K de grau n, G = Gal(K' : K) e A" = B o fecho integral de A em K'.

Se x € A’ (ou seja, x ¢ integral sobre A) entao o(z) € A’ para todo o € G. De fato, basta aplicar
o & equagao de dependéncia integral de x sobre A. Como também o~1(A’) C A’, entdo o(A') = A’,
para todo o € G.

Agora, se P é um ideal primo de A e P’ é um ideal primo de A’ que esta acima de P, isto é, tal
que PPN A = P entdao o(P')NA = P. Isso nos faz concluir que o(P’) também estd acima de P.
Além disso, o(P’) tem mesmo indice de ramificagdo de P’. Neste caso, nés dizemos que P’ e o(P’)
sao ideais primos conjugados de A’. O que a proposigao a seguir mostra é que todos os ideais

primos acima de P em A’ sao conjugados:

Proposicao 2.6.3 ([30], secao 6.2, proposigao 1). Se P € um ideal primo de A entdo os indices de

ramificacao e 0s graus residuais de todos os ideais de A" que estao acima de P sdo iguais. Denotando
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por e o indice de ramificagio e por f o grau residual desses primos, tem-se que A'P = ([T, B:)° e

que n =efg.

Por fim, vejamos que é possivel caracterizar ideais de A que se ramificam em B por meio do
discriminante relativo de B sobre A (uma nogao mais geral do que a de ideal discriminante descrita

na definigao 2.3.2).

Definicao 2.6.5. Sejam K e I corpos de numeros tais que K C .. O discriminante relativo de
L sobre K (ou de O, sobre Ok ) € o ideal de Ok gerado pelos discriminantes das bases de 1L sobre

K que estao contidas em Oy. Notagao: dp.x ou 0o, .0y -

Observagao 2.6.1. Se {z1,...,x,} é uma base de L sobre K contida em Oy, entao Tryx(z,x;) € Ok,
devido ao coroldro 2.2.2. Logo, D(x1,...,x,) € Ok e, portanto, Lk € um ideal de Ox. Mais ainda,

oLk € mao zero devido a proposicao 2.3.5.

Se Or, é um Og-médulo livre (por exemplo, se Ok é principal), ja definimos a nogao de ideal discri-
minante, Do, .0, na defini¢do 2.3.2 como sendo o ideal gerado por D(ey, ..., e,), em que {e1,...,e,}
é qualquer base para o Og-moédulo Op. A proposicao a seguir garante que, nesse caso, o ideal

discriminante coincide com o ideal relativo definido anteriormente:

Proposicao 2.6.4 ([28], segao 13.2, (G)). Seja {x1,...,x,} uma base de L. sobre K contida em Of,.
Entao op.x = Doy,.0p = DLx(x1,...,2,)Z se, e somente se, O, é um Og-mddulo livre e {x1,...,x,}

¢ uma base de O, sobre Ok.
O teorema a seguir conecta ramificacao e discriminante e é conhecido como Teorema de Dedekind:

Teorema 2.6.2 ([28], secdo 13.2, teorema 1). Mantidas as notagoes anteriores, um ideal primo P

de Ok se ramifica em Oy, se, e somente se, dp.x C P.
Corolario 2.6.1. Ha uma quantidade finita de ideais primos de Ok que se ramificam em O,.

Demonstragao. De fato, isto segue do teorema anterior e do fato de que dp.x é um ideal nao zero de

Ok. [l

Agora, seja P um ideal maximal de B tal que BN A = P. Os automorfismos o € G tais que
o(RB) = P formam um subgrupo D de G, chamado grupo de decomposig¢ao de P. Se g denota
o ntimero de conjugados de B, entdo g = #(G)(#(D))7!, ou, #(D) = n/g = ef. Para qualquer

o € D, as relagoes o(B) = B e o(P) = P implicam que ¢ induz um automorfismo & de B/



76 Capitulo 2. Teoria Algébrica dos Niumeros

(x = y (mod P) acarreta o(z) = o(y) (mod B)). E claro que 7 é um (A/P)-automorfismo. A
aplicacao o — @ é um homomorfismo de grupos, cujo nicleo é o subgrupo I C D que consiste dos
automorfismos o de D tais que o(z) — x € B, para todo x € B. Dessa forma, I é um subgrupo

normal de D, o qual é chamado de subgrupo inercial de ‘G.

Proposicao 2.6.5 ([30], se¢ao 6.2, proposigao 2). Com as notagoes acima, suponha que A/ P € finito
ou tem caracteristica zero. Entao B/B € uma extensdao galoisiana de grau f sobre A/P e a aplica¢ao

o — @ € um homomorfismo sobrejetor de D no grupo de Galois de B/B sobre A/P. Além disso,

#(I) =e.

Corolario 2.6.2. Com as notacoes anteriores, P ndao se ramifica em B se, e somente se, o grupo

wnercial I de B € o trivial para qualquer B3 acima de P.

2.7 Traco relativo, norma relativa e o diferente

Na secao anterior, conhecemos o Teorema de Dedekind, que da condigoes necessarias e suficientes
para que, sendo K C IL uma extensao de corpos de nimeros, um ideal primo P de Ok se ramifique
em Op. Um problema mais preciso é determinar os ideais 8 de O que sao ramificados em K C L,
conforme a defini¢ao 2.6.3. Claro que se B se ramifica e 8 N Ox = P (P ideal primo de O)
entao P é ramificado. Reciprocamente, se P se ramifica, se K C L é uma extensao galoisiana e se
BN Ok = P entao P se ramifica (2.6.3). No entanto, se K C IL ndo é uma extensao galoisiana, nem
sempre 3 é ramificado, mesmo que P seja. Para determinar quais primos de O, se ramificam em
K C L introduziremos a nocao de diferente nesta secao. Para tanto, precisaremos conhecer sobre
traco relativo e norma relativa de um ideal em uma extensao.

Nosso intuito é apenas de apresentar os conceitos de traco relativo, norma relativa e de diferente,
além dos principais resultados que os envolvem, a fim de que isso possa ser usado adiante nesta
dissertacao. O desenvolvimento da teoria de maneira mais completa necessitaria de um capitulo a
parte e fugiria dos propésitos deste texto. Portanto, nao demonstraremos a maioria dos resultados
aqui citados. Para ter acesso a essa teoria de maneira mais completa, recomendamos a leitura do
capitulo 13 de [28].

Adiante, considere A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes, . uma extensao finita e
separavel de K e B o fecho integral de A em L. Pela proposicao 2.4.3, B também é um dominio de

Dedekind.
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Seja J um ideal fraciondrio de L (relativo a B). Assim, o conjunto {Trpx(z) : x € J} é um
A-médulo.  Pelo fato de J ser finitamente gerado como um B-médulo (2.4.4) por um conjunto
{z1/as1,...,zp/an} (cada a; € A,z; € B) tem-se que a = [[", a; € A, aJ C B e a{Trpx(z) : z €
J} C {Trpk(az) : x € J} C A, donde segue que {Trpx(z) : x € J} é um ideal fracionédrio de K

(relativo a A).
Definigao 2.7.1. O trago relativo em K C L do ideal fraciondrio J de L (relativo a B) é
TTL;K<J) = {TT]L;K(JI) T x e J} (234)

Observe que, se J é um ideal integral de B, entdo Trpx(J) também é. Além disso, vale a
propriedade transitiva do traco: se M é uma extensao separavel e finita de IL, se C' é o fecho integral

de B em M e se I é um ideal fracionario de M (relativo a C') entao
TTM;K(I) = TT]L;]K(T’FM;]L<I>). (235)

Agora, sejam P um ideal primo nao zero de B e P = N A. Denote f = [B/P : A/P]. Se

{z1,...,2,} é uma base de L sobre K contida em B e se T; denota a imagem canoénica de cada x;
em B/ entao {77,...,T,} é um conjunto de geradores do espago vetorial B/ sobre A/P. Assim,
f<n.

Definicao 2.7.2. Com as notagoes anteriores, define-se a norma relativa de B como sendo
Np.a(PB) = P/. (2.36)
A definigao anterior pode ser estendida para qualquer ideal fracionario J de B, como segue:

Definigao 2.7.3. Se J =B ... B € a fatoragdo do ideal fraciondrio J de B em produto de primos

distintos B; entao a norma relativa de J é
Np.a(J) = [ [ No.a(Bi)". (2.37)
i=1

Se J ¢é um ideal integral de B entdo Np.4(J) é um ideal integral de A. Além disso, vale a

propriedade multiplicativa da norma relativa: se I e J sao ideais fracionérios de B entao
Np.a(IJ) = Np.a(I)Np.a(J). (2.38)

Apesar da definicao geral de norma relativa, ha algumas vantagens em considerar K e I corpos

de numeros. Entao, adiante, sejam K C L uma extensao corpos de numeros de grau n, A = Ok e
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B = OL. Neste caso, é mais comum usar a nota¢ao Nk (J) para a norma relativa do ideal fracionario
J de L (relativo a O), ao invés de No, .o, (J).
Neste caso, podemos comparar a norma de um ideal (ja definida na definigdo 2.5.6) com a sua

norma relativa. Se K é um corpo de nimeros e J um ideal de Ok entao
Nio(J) = N(J)Z. (2.30)

ou seja, Nk.o(J) é um ideal de Z gerado por N(J) (consulte [28], capitulo 13, (B)).

Se K C L é uma extensao de corpos de ntimeros de grau n e I é um ideal nao zero de Ok entao
Nox(OLI) =1". (2.40)

(consulte [28], capitulo 13, (C)).
Para corpos de numeros, vale a transitividade da norma relativa: se K C . C M é uma cadeia

de corpos de nimeros e J é um ideal fracionario de M entao
Nyx(J) = Nux (N (J))- (2.41)

(consulte [28], capitulo 13, (D)).
Se K C L é uma extensao galoisiana de corpos de niimeros de grau n e G = Gal(L : K) = {o;}I,

entao, para qualquer ideal fracionario nao zero J de O, vale também a seguinte igualdade:
[[o:()) = OLNLk(J). (2.42)
i=1

(consulte [28], capitulo 13, (E)).

Além disso, se x € L é um elemento nao nulo entao
Npx(xOL) = NLx(x)A. (2.43)

(consulte [28], capitulo 13, (F)).
A seguir, vamos estudar o conceito de diferente. Daqui em diante, considere A um dominio de
Dedekind, K seu corpo de fragoes, I uma extensao finita e separavel de grau n sobre K e B o fecho

integral de A em L. Entao, B também é um dominio de Dedekind, IL é seu corpo de fracoes e

BNK = A.

Definigao 2.7.4. Seja M qualquer subconjunto do corpo L. Entdo o conjunto complementar de

M em relagao a A € o conjunto

M*={xelL:Trx(zy) € A, Yy e M}. (2.44)
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A proposicao seguinte resume algumas propriedades do conjunto complementar.

Proposicao 2.7.1 ([28], capitulo 13, (H)). Seja M C L e M* seu conjunto complementar em relagdo
a A. Entao:

(a) M* é um A-mddulo;

(b) Se BM C M entdo M* é um B-mddulo;

(c) Se My C My C L entao M5 C M{ C L;

(d) B C B* e Trux(B*) C A;

(e) Se M € um A-mddulo livre com base B entdo M* é um A-mdodulo livre que tem como base a base

dual de B (proposi¢cao 2.3.6);
(1) M** = M.

Proposicao 2.7.2. B* é um ideal fraciondrio de I (em relag¢io a B).

Demonstragao. Mostremos que B* é um B-mddulo finitamente gerado. Como o anel A[b] é um A-
modulo livre finitamente gerado, para qualquer b € B (pois B é fecho integral de A em L) entao,

* ¢ um A-médulo finitamente gerado. Além disso, de A[b] C B segue que

da proposicao 2.7.1, A[b]
B* C Afb]*. Como A é um dominio de Dedekind entdao é um anel Noetheriano (por defini¢do). Da
proposigao 2.4.2, item (c), segue que A[b]* é um A-médulo Noetheriano. Pelo item (a) da mesma
proposicao, segue que B* é um A-mddulo finitamente gerado. Dai, de fato, B* é finitamente gerado

como B-moédulo. Agora, seja b o produto dos denominadores (néo nulos) de todos os finitos geradores

de B* sobre B. Entao, bB* C B, o que comprova que B* é um ideal fracionario de L. n

Definicao 2.7.5. O ideal de B que € o inverso do ideal fraciondrio B* ¢ chamado de diferente de

B sobre A e € denotado por 0p.4.

Como B C B* entao 0p.4 € um ideal integral nao zero de B. Pelo fato de B ser um dominio de
Dedekind, ent@o o ideal d5.4 pode ser escrito de modo unico como dp.4 = [[B;, em que cada P; é
um ideal primo nao zero de B e s; > 0 é um numero inteiro. Além disso, s; > 0 somente para uma

quantidade finita de ideais primos 3;. O ntmero s; é chamado expoente em B; do diferente 0p. 4.

Lema 2.7.1 ([28], capitulo 13, (J)). Se L = K(t), em que t é um elemento integral sobre A com
polinémio minimal g(z) = "+ > ca" " € Alx] sobre K, e ¢'(x) € a derivada de g(x) entdo:
tn—l

(a) Trux (g,t—(t)> =0,sei€{0,1,....,n—2}, eTrpx <g,—(t)> =1;
(b) Alt]" = Al

Abaixo estd um exemplo de quando o diferente pode ser explicitamente determinado:
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Proposicao 2.7.3. Sejam L = K(t), em quet € B, e g(x) € Alx] o polindmio minimal de t sobre
K. Entdo dp.a = ¢'(t)B se, e somente se, B = Alt].

Demonstragao. Por um lado, se B = AJt], o lema 2.7.1 garante que B* = (1/4'(t))B, donde, por
defini¢ao, tem-se que dp.4 = ¢'(t) B. Por outro lado, como A[t] C B entao a proposigao 2.7.1 implica

que B* C A[t]* e, do lema 2.7.1, B = ¢/(t)B* C ¢'(t)A[t]* = Alt]. O

Proposicao 2.7.4. Seja J um ideal fraciondrio de B. Entio Trox(J) C A se, e somente se,

J C B*=03,.

Demonstragao. Por um lado, se J C B* entao Tryx(J) C Trox(B*) C A. Por outro lado, como

J = BJ entao Tryx(J) C A entdao J C B*. O
A proposicao a seguir é conhecida como propriedade transitiva do diferente.

Proposicao 2.7.5 ([28], capitulo 13, (M)). Mantidas as notagdes anteriores, se M C L é uma
extensao separdvel de grau finito e se C' é um dominio de Dedekind que tem M como corpo de fragoes

e € igual ao fecho integral de B em M entdo:
0.4 = CfaB:ADC:B- (245)
A seguir, vamos destacar os resultados envolvendo o diferente em extensoes de corpos de niimeros.

Definicao 2.7.6. Se K C IL é uma extensao de corpos de niimeros de grau n entao o diferente 0o, .0,

pode ser denotado por d.x e chamado de diferente de L sobre K.
O resultado a seguir responde a motivacao feita no inicio desta secao:

Teorema 2.7.1 ([28], capitulo 13, teorema 2). Um ideal B de O é ramificado em K C L se, e

somente se, P | OL.k-

A proposicao seguinte relaciona o diferente de uma extensao de corpos de nimeros ao discrimi-

nante relativo da mesma.

Proposicao 2.7.6 ([28], capitulo 13, (P)). Se K C L é uma extensao de corpos de nimeros,
NLx(OLk) = OLk. (2.46)

Usando esta proposicao e a propriedade da transitividade do diferente, mostra-se a transitividade

do discriminante relativo:
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Proposigao 2.7.7 ([28], capitulo 13, (Q)). Se K C L C M ¢ uma cadeia de corpos de nimeros entdo

6M:]K - 5£MKL]NLK(5ML) <247)
Sexz € L e{oy =1id oy...,0,} é 0 conjunto dos K-isomorfismos de L. em C, considere g(t) =
P,(t) = [[i_,(t — o,(z)) o polinémio caracteristico de x (corolario 2.2.1). Por ser o polinémio

caracteristico de z, note que g(z) = 0 e que g(t) € K[t]. Pela proposigao 2.2.3, o polinémio minimal
de z divide g(t). Entao, ¢'(t) = [[[_,(t — 0i(t)) e ¢'(t) # 0 se, e somente se, L = K(¢t), isto é, se ¢
é um elemento primitivo da extensao K C L. Em outras palavras, t é diferente dos seus conjugados
sobre K e, por isso, costuma-se chamar ¢'(t) de o diferente de t em K C L.

Se assumirmos que ¢t é um elemento primitivo de K C L e que t € O, entao ¢'(t) #0 e ¢'(t) € A

(corolario 2.2.2).

A proposicao seguinte da uma relacao entre o ideal diferente e o elemento diferente definido acima:

Proposicao 2.7.8 ([28], capitulo 13, (T)). O diferente d.x € o ideal de O gerado pelos diferentes

g'(t) de todos os elementos primitivos t € O,.

Note que a proposi¢ao acima pode ser comparada com a proposi¢ao 2.3.4. Se Dp.x(x) denota o
discriminante de qualquer x € O sobre K (defini¢ao 2.3.3), entao é garantida a existéncia de um
ideal integral I, de Ok tal que Dy.x(z) = I20Lx.

Para finalizar esta secao, citamos os resultados a seguir, que relacionam grau, anel de inteiros e
discriminantes de corpos K; e Ky ao corpo composto . = K;K,. Lembremos que, se K; e Ky sao

corpos, entao o corpo composto deles é o menor corpo que contenha ambos e é denotado por K;Ks.

Proposicao 2.7.9 ([28], capitulo 13, (U)). Sejam K; e Ky corpos de nimeros que sio extensoes de
um mesmo corpo K. Considere ainda L. = KKy o corpo composto desses corpos e P um ideal primo
nao zero de Og. Entao:

(a) O diferente .k, divide Ok, x, enquanto o diferente Ok, divide OL0k,.x;

(b) A norma Nk, x(0Lk,) divide 5&1}% e a norma Ng,.x(0Lk,) divide 5]%2:]}% ;

(c) P € nao ramificado em K C L se, e somente se, P € nao ramificado em K C K; e em K C K.

Corolario 2.7.1 ([28], capitulo 13, (V)). Seja K C L € M uma sequéncia de corpos de nimeros tal
que M € o menor corpo contendo I para o qual K C M € uma extensdao galoisiana. Se P é um ideal

primo nao zero de Ok entdo P € nao ramificado em K C 1L se, e somente se, P é nao ramificado

em K C M.
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Por fim, para corpos de ntimeros cujos discriminantes relativos sejam relativamente primos vale

a seguinte proposicao:

Proposigao 2.7.10 ([28], capitulo 13, (W)). Sejam K; e Ky dois corpos de nimeros de graus ny e
ng, respectivamente, e tais que 0g,.q € Ok,.@ Sao relativamente primos. Entao:

(a) [KiKs : Q] = ning;

(b) Ox,k2:0 = Ok 00K

(¢) Ox,x, = Ok, Ok,;

(d) Se {x1,...,2,} € uma base integral de Ky e {y1,...Yn,} € uma base integral de Ky entdo
{Z1y1, .+, Tpy Yny € uma base integral de K;Ks.
Conclusao

Demos destaque neste capitulo ao estudo dos elementos integrais sobre um anel ou sobre um corpo.
Apresentamos conceitos que sao fundamentais na Teoria Algébrica dos Nimeros, como o conceito de
traco, o de norma e o de discriminante. Em especial, tratamos do anel de inteiros de um corpo de
nimeros e de suas propriedades. Vimos, por exemplo, que o anel de inteiros de um corpo de niimeros
admite Z-base com mesmo numero de elementos do grau do corpo e que o anel de inteiros é um
dominio de Dedekind. Descrevemos, sem muito aprofundamento, a teoria da ramificacao de ideais
primos em anéis de inteiros de corpos de nimeros, a qual sé foi possivel desenvolver devido ao fato de
tais anéis serem dominios de Dedekind. Nesse ponto, fomos capazes de notar uma conexao importante
entre discriminate e ramificacdo de primos (teorema 2.6.2). Finalmente, na ultima se¢ao definimos
e explicitamos as principais propriedades envolvendo traco relativo, norma relativa e o diferente.
Analogamente ao comentado acima, também pudemos perceber uma conexao entre o diferente e a
ramificacdo de primos (teorema 2.7.1). Em suma, neste capitulo fornecemos ferramentas e resultados
importantes ao decorrer desta dissertacao, cuja leitura deve ser 1til principalmente por aqueles que

nunca tiveram contato com a teoria ou com algum topico aqui desenvolvido.
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Capitulo 3

Corpos quadraticos e ciclotomicos

Ja estudamos no capitulo anterior o que sao anéis de inteiros de corpos de ntiimeros e suas principais
propriedades. Agora, nosso objetivo é conhecer alguns exemplos importantes de corpos de nimeros:
os corpos quadraticos, os corpos ciclotomicos e alguns subcorpos dos ciclotomicos. Em cada caso,
nosso principal interesse é conhecer o anel de inteiros desses corpos. Em alguns desses casos, apre-
sentaremos ainda o discriminante dos corpos. Na tultima secao, demonstraremos detalhadamente
dois teoremas menos conhecidos que dao o anel de inteiros dos corpos Q(n), em que n = ¢, — (.}
é o periodo de Gauss, para m = 2" e m = 4p™ (p > 2 primo). Tais teoremas foram provados

originalmente em [32] e seu detalhamento foi um dos principais objetivos desse trabalho.

3.1 Corpos quadraticos

Nesta secao, estudaremos os corpos quadraticos, seus anéis de inteiros e discriminantes.
Definicao 3.1.1. Um corpo quadrdtico ¢ um corpo de niumeros K de grau 2 sobre Q.

Se K é um corpo quadrético, entao pelo Teorema do Elemento Primitivo (proposic¢ao 2.5.1) existe
0 € K tal que K = Q(#). Como para todo z € K, existe ¢ € Z nao nulo tal que cx € Ok, entdo
podemos supor que 6 é um inteiro algébrico. Portanto, existem a,b € 7Z tais que 6 tem polinomio
minimal p(z) = 2 + ax + b. Logo,

—a++va? —4b
5 )

0= (3.1)

Como a? — 4b € Z, podemos fators-lo em um produto de primos. Assim, podemos supor

a® —4b = r’d (3.2)
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em que d é um numero inteiro livre de quadrados e r € Z. Dessa forma,

—aj:r\/a

0= 9

(3.3)
o que demonstra a seguinte proposicao:

Proposicao 3.1.1. Todo corpo quadrdtico K é da forma K = Q(\/a), em que d € 7, € um numero

livre de quadrados. [

A seguir, determinaremos o anel de inteiros OQ(\/E) de um corpo quadratico Q(\/c_l) qualquer.

Antes, porém, precisamos do seguinte lema:

Lema 3.1.1. Um elemento r + s\/d € Q(\/E) pertence a OQ(\/@ se, e somente se, 2r = u € 7,

2s=vE€Z eu*—dv*=0 (mod 4).

Demonstragdo. Por um lado, suponha que o = r + sv/d pertenca ao anel de inteiros de @(\/E)
Entéo seu conjugado 8 = r — sv/d também deve pertencer ao anel de inteiros. Logo, a soma a + f3
e o produto a.f também pertencem ao anel de inteiros, ou seja, a + = 2r € OQ(\@ NQ=%Ze
a.fp =r? —ds* € Oy/g NQ = Z. Assim, obviamente u* — dv? = (2r)* — (2s)*d = 0 (mod 4).
Como (2r)? € Z entao (2s)?d € Z. Sendo 2s = a/b, a,b € Z e mdc(a,b) = 1, o fato de d ser
livre de quadrados nos leva a conclusao de que b = 1. Caso contrario, existiria um primo p divisor
de b tal que p? dividiria d, o que constituiria um absurdo. Logo, v = 2s € Z. Por outro lado,
se2r =u€Z, 2s=v € Zeu?—dv?P =0 (mod 4) tem-se r* — s*d € Z. Assim, o polindmio
p(x) = 22 — ux + (r? — s2d) € Z[z] possui r + sv/d como raiz, do que se conclui que r + sv/d é um

inteiro algébrico. O]

Proposicao 3.1.2. Seja Q(\/c_i) um corpo quadrdtico, em que d € um numero inteiro livre de qua-

’

drados. Assim, o seu anel de inteiros (’)Q(\/g) é:
(a) Z[V/d], se d # 1 (mod 4);
(0) Z |+ 3Vd], sed=1 (mod 4).

Demonstracao. Note inicialmente que d = 0 (mod 4) nao ocorre, pois, caso contrario, 4 dividiria d,
e este tltimo é um nimero livre de quadrados, ao contrario daquele. Sejam a = r + sv/d € Q(\/E),

em que r,s € Q, u = 2r e v = 2s. Pelo lema 3.1.1, a € OQ(\@ se, e somente se, u,v € Z e

2 _ 2

u? — dv (mod 4). Assim, analisaremos a paridade de u e v e o valor da congruéncia u* — dv

em cada possibilidade de congruéncia de d moédulo 4:

- Caso d =2 (mod 4):
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U par | par | impar | impar
v par | impar | par | impar
u? —dvi=| 0 2 1 3 (mod 4)

Logo, o = r + sv/d € Q(v/d) se, e somente se, u ¢ v sdo pares, isto é, 7 = u/2 e s = v/2 sio nlimeros
inteiros. Portanto, Og /g = Z[\/d).
- Caso d = 3 (mod 4):

u par | par | impar | impar
v par | impar | par | impar
u? —dvl=| 0 1 1 2 (mod 4)

Logo, a = 7 + sv/d € Q(\/d) se, e somente se, u e v sdo pares, isto é, r =u/2 € Ze s =v/2 € Z.
Portanto, Og g = Z[\Vd].
- Caso d =1 (mod 4):

u par | par | impar | impar
v par | impar | par | impar
w? —dv’=1| 0 3 1 0 (mod 4)

Logo, a = r + svd e Q(\/E) se, e somente se, u = 2r e v = 2s tém a mesma paridade (ambos pares

utvVd
2

ou ambos fmpares). Mas isso ocorre se, e somente se, a = com u = v (mod 2). Se u e v s@o

ambos pares, entao r, s € Z, donde segue que

a:M:st/ﬁz(r—s)st(Hz‘/E) (3.4)

2

No outro caso, se v e v sao ambos impares, entao u — 1 e v — 1 sao pares. Logo,

o =

oLV (ot ) 9

2 2 2 - 2
sendo que a ultima parcela é uma combinagao linear de 1 e de (1 + \/E) /2, analogamente ao que foi

feito na equacao 3.4. Portanto, (9@(\/3) =7 [% + %\/E] n

Consequentemente, se d = 2 (mod 4) ou se d = 3 (mod 4) tem-se que o corpo de nimeros
Q(v/d) tem base integral {1,v/d}, enquanto que se d = 1 (mod 4) entdo a base integral desse corpo
6 {1,(1+d)/2}.

Os monomorfismos K — C sao dados por o1(r + sv/d) = r + sv/d e oo(r + sv/d) = r — sv/d.

Dai, podemos calcular o discriminante dos corpos quadraticos:
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Proposicao 3.1.3. Seja d um nimero inteiro livre de quadrados. Se d = 1 (mod 4) entdo o
discriminante de Q(\/d) é d. Caso contrdrio, se d # 1 (mod 4), entio o seu discriminante é

4d.

Demonstragio. No caso d = 1 (mod 4), tem-se pela proposicio 3.1.2 que {z; = 1,25 = (1 ++/d)/2}
é uma base integral de Q(v/d). Entéo, pela proposicio 2.3.3,
2
1 1+ 3Vd
D(Q(Vd)) = det(o4(x;))? = 202 — (—2V/d)? = 4d. (3.6)
1 1-1Vd

No caso d Z 1 (mod 4), a proposi¢ao 3.1.2 nos informa que {x; = 1,29 = \/E} é uma base integral

de Q(+/d). Logo,

N |—=

d 2
D(Q(V) = det(o:(x;))” = 1 _*;l — (-Vay =d (3.7)

[]

Exemplo 3.1.1. O corpo quadrdtico Q(v/—1) = Q(i) é chamado de corpo gaussiano. Como
—1 = 3 (mod 4) a proposi¢io 3.1.2 nos mostra que seu anel de inteiros € Z[i], o qual é chamado
de anel de inteiros gaussiano. A proposicao 3.1.3 nos dd ainda que o discriminante do corpo

gaussiano € —4.

3.2 Corpos ciclotomicos

Corpos ciclotomicos sao exemplos muito importantes de corpos de ntmeros. Um n-ésimo corpo
ciclotémico é a menor extensao de Q que contém as raizes do polinomio " — 1 (n € N, n > 2). Nosso
objetivo, nesta secao, é explicitar resultados bésicos da teoria de corpos ciclotomicos e mostrar qual
¢é o anel de inteiros e o discriminante de cada um desses corpos. Faremos esse estudo em trés casos:
quando n é primo, quando n é uma poténcias de primo e, por fim, quando n é qualquer natural

maior ou igual a 2.

Definicao 3.2.1. Seja n > 2 um numero natural.

(a) Toda raiz do polinémio x™ — 1 é chamada de raiz n-ésima da unidade.

(b) Se ¢, € uma raiz de x™ — 1 (ou seja, (' = 1) e se (, nao € raiz de ™ — 1 (ou seja, " # 1), para
1 <m < n, entao (, € dita raiz n-ésima primitiva da unidade.

(c) Se (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, o corpo Q((,) € chamado n-ésimo corpo

ciclotéomaico.
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Se n = 2, as Unicas raizes de 22 — 1 sao £1. Logo, 2-ésimo corpo ciclotomico é Q e esse caso
6 considerado trivial. Em geral, o elemento e n = cos(%) + isen(2*) (i ¢ a unidade imagindria
complexa) é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Sejam (i, ..., (, as n raizes (complexas) do polinémio 2™ — 1. Note que um desses ¢; é o niimero
1, pois 1" — 1 = 0. Se denotarmos por U, o conjunto formado por essas n raizes, prova-se que U, é
um grupo multiplicativo ciclico, gerado por uma raiz n-ésima primitiva da unidade . Além disso, as
tinicas geradoras de U, sdo as rafzes (¥, em que mdc(k,n) = 1. Denotando por ¢ a funcao de Euler,
perceba que o numero possivel de geradores de U, é p(n).

Se mde(m,n) = 1 entao U, x U, é isomorfo a U, pela funcao ¢ : U,, X U, —> Upp, que é
definida por ¢(a,b) = ab, para quaisquer a € U,, e b € U,. Além disso, nessas condicoes, ¢~ ¢!
(0 <k <m,0<1<n)éuma raiz mn-ésima primitiva da unidade se, e somente se, ¥ é uma raiz
m-ésima primitiva da unidade e ¢! é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Como Q(¢,) é uma extensao finita de @Q, chamada de extensao ciclotomica, entao Q((,) é um
corpo de numeros. Por isso, podemos falar em anel de inteiros e em discriminante desse corpo. A
seguir, provaremos que o anel de inteiros desse corpo é Z[(,] e descreveremos o seu discriminante.
Inicialmente, consideraremos o caso em que n € um nimero primo.

Seja p > 2 um primo (p = 2 é o caso trivial) e denote por ¢ uma raiz p-ésima primitiva da unidade
(podemos considerar ¢ = €*>™/?). Como ¢ # 1 éraizde a? —lea? — 1= (z —1)(2? ' +...+ 2+ 1)

entao (¢ ¢ raiz do polinémio

O (z)=a""+. .. +a+1 € Zlx]. (3.8)
Dessa forma, denotando por A = Og(¢) o anel de inteiros de Q(¢), tem-se que Z[(] C A. Além disso:
Proposigao 3.2.1. O polinémio ®,(z) € o polinomio minimal de ¢ sobre Q.

Demonstragao. Como ( é raiz de ®,(z), basta mostrar que ®,(x) é irredutivel sobre Q. Mostraremos

<f > ey (3.9)

Paral <r <p-—1, (f) é divisivel por p. Também, (110) = p nao é divisivel por p?. Logo, o Critério

que ®,(x + 1) é irredutivel, pois, assim, ®,(x) também ¢ irredutivel. Temos:

B 1 (z+1)P-1
P (r+1)=(z+1) +...+(:c+1)+1_—(x+1)_1 =

5
Il 3
-

de Eisenstein garante a irredutibilidade de ®,(x + 1). Portanto, ®,(z) ¢ irredutivel. O

Devido a proposi¢ao anterior, podemos inferir que o grau de Q(¢) é [Q(¢) : Q] = p — 1. Como
U, é ciclico, entdo ¢!, 1 < i < p — 1, sdo as raizes de ®,(z), isto 6, ®,(z) = [['Z (z — ¢'). Desta

igualdade e da igualdade 3.8, tem-se que p = Hf:_ll (1-¢Y.
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Lema 3.2.1. Se r e s sao inteiros tais que mdc(p,rs) = 1 entao (" —1)/(¢° — 1) € um elemento

invertivel de Z|[(].

Demonstracao. Como mde(p,rs) = 1 entdo existe um nimero inteiro ¢ tal que r = st (mod p). Entao

Cr_l_Cst_l
cs—l_cs—l

€ Z[¢]. Dai, segue que ¢

=14+ +... + D ezl (3.10)

C

Analogamente mostra-se que é invertivel em Z[(]. ]

Crl

Definicao 3.2.2. O elemento invertivel do lema 3.2.1 é chamado de unidade ciclotémica.

Proposicao 3.2.2. Mantendo as notacoes acima, o ideal (1 — ()A € um ideal primo de A e ((1 —

Q)AL =pA. Portanto, p € totalmente ramificado em Q().

Demonstracao. Como observamos antes, p = f;ll(l — (Y. Pelo lema 3.2.1, para 1 < i < p —1,
os ideais (1 — ¢)A e (1 — ¢*)A sdo iguais. Portanto pA = ((1 — ¢)A)P~t. Pelo fato de pA ter no
maximo p — 1 = [Q(() : Q] fatores primo em A (teorema 2.6.1) entao (1 — ¢)A é um ideal primo de

A, completando a prova. O
Sabendo que os conjugados de ¢ sdo os elementos ¢, (2, ..., (P!, podemos calcular o traco e
a norma de (. Como ("' + ...+ (+1 = ®,(¢) = 0 entdo Trge)e(¢) = —1. Analogamente,

TroeiQ 0(¢") = =1, para todo i € {1,...,p — 1}.
Lema 3.2.2. Com as notagoes anteriores, (1 — ()ANZ = pZ.

Demonstragao. Pela proposigao 3.2.2, ((1 — ()A)P~! = pA. Dai, p € (1 — ()A. Assim, pZ C
(1-¢ANZ. O fato de pZ ser um ideal maximal de Z acarreta que (1 — ()ANZ = pZ ou que
(1-¢)ANZ = Z. O segundo caso implicaria que 1 — ¢ é um elemento invertivel de A, donde seguiria

que p também deveria ter um inverso em A e, como p tem inverso em Q, p deveria ter um inverso

em Z = ANQ (absurdo). Logo, (1 —()ANZ = pZ. O
Proposicao 3.2.3. {1,¢,..., (P2} ¢ uma base integral de Q(¢) e Og) = Z[(].

Demonstragao. Continuemos denotando A = Og(). O conjunto {1,¢, ..., (P %} é linearmente inde-
pendente sobre QQ, pois, caso contrario { seria raiz de um polinomio com grau menor do que p — 1

(absurdo do fato de ®,(x) ser o polindmio minimal de ¢). Logo, {1,(,...,(?"?} é uma base de Q(¢)
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sobre Q. Como ji observamos anteriormente, Z[(] C A. Para mostrar que A C Z[(], considere

x € A. Logo, existem tnicos ag, a1, ..., a,—2 € Q tais que
z=ag+al+...a, 2" (3.11)

Queremos mostrar que cada a; pertence a Z. Multiplicando a igualdade 3.11 por (, tem-se que

=3 2 ;¢ e, subtraindo essa expressao da primeira,

z(1—=¢) =ao(1 =) +ar(¢—C)+...+ap 2P 2= ). (3.12)

Como vimos, Tr(¢") = —1. Entao, pelas propriedades de trago (proposicao 2.2.2),

Tr(z(1 =) =Tr(ap(1 —¢)) =agTr(1 =) =ao(Tr(1) —=Tr(¢)) = as((p — 1) + 1) = agp. (3.13)

Para mostrar que ay € Z, calculemos Tr(z(1 — ¢)) diretamente. Pelo corolario 2.2.1, Tr(z(1 —()) =
Sl oi(x(1—¢)) = S0 o4(x)oi(1 — ¢), em que cada o; é um Q-isomorfismo de Q(¢) em C. Como
x; =o0i(x) € A, 1 <i<p-—1, pois cada z; é raiz do polinémio minimal de z, entao

p—1

Tr(z(1—¢) =Y z(1-¢)=(1-ye (1-()A, (3.14)

i=1
jaque (1-¢)/(1—=¢) =1+C+...+¢" 1 € A. Assim, como Tr(z(1—)) € Q, entdo Tr(z(1—C)) €
(1-¢)ANQ =Z. Pelolema 3.2.2, Tr(z(1—()) € (1-C)ANZ = pZ, isto é, Tr(z(1—)) = pay = pz,
com z € Z. Dai, ag = z € Z. Mostremos, por inducao, que a; € Z (1 < i < p — 2). Suponha
que aj_; € Z. Para provar que a; € Z, multipliquemos por (P77 a expressdao 3.11, donde segue
que 2P = Y20, P = P+ arCP I 4 L 4 g+ Gl apalP

Expressando (P~ em poténcias de ¢ com expoente menor do que p — 1, podemos escrever
2P = (a; — aj1) + aiC + ayl® + . 4 al P (3.15)

Como, por hipétese de indugao, a;—1 € Z, entao fazendo o mesmo processo feito para demonstrar
que ag € Z mostra-se que a; — a;—1 € Z, donde segue que a; € Z, para todo j € {0,1,...,p — 2}.
Portanto, A = ZI[(]. O

A seguir, explicitaremos o valor do discriminante de Q(¢). Antes, porém, precisamos calcular
a norma de ¢ e de 1 — (. Por definigao, N(¢) = f;ll ¢* (produto dos conjugados de ¢). Como
®,(r) = [I'Z (z — ¢Y), fazendo x = 0 tem-se que N(¢) = (=1)?"'®,(0) = ®,(0) (pois p — 1 é
par). Dai, pondo x = 0 na equagao 3.8, conclui-se que N(¢) = 1. Além disso, como ja vimos,

p=TI2 (1= ¢). Assim, N(1—¢) =[[?5;(1—-¢) =p
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Proposicao 3.2.4. Se ( € uma raiz p-ésima primitiva da unidade, p > 2 primo, entao o discrimi-
nante de Q(() sobre Q é
=1l
D(Q(Q)) = (=1)= p (3.16)

Demonstracao. Pelas proposicoes 2.3.4, 3.2.3 e 2.5.5,

D(Q(Q) = D(1, ..., ¢ = (—1) T F T N(@) () (3.17)
em que ®,(z) é o polindmio minimal de ¢. Como ®,(x) = L= entdao P/ (z) = (z—l)p(x;:i)—Q(mp—l)
Substituindo x = ¢, temos @ (() = —zl)C_PC* ", Calculando a norma desse elemento, como N (—p) =
(=p)P~", N(¢) =1 e N(1 —¢) = p, temos N(®/(¢)) = p" 2. O resultado segue ao observarmos que
(=)= = (=1)" (pois E=E=2 = 21 (10 2)). 0

Antes de continuarmos a andlise do anel de inteiros e do discriminante dos n-ésimos corpos
ciclotomicos, em que n é poténcia de um primo ou qualquer natural maior do que 2, generalizemos

alguns resultados sobre raizes primitivas e corpos ciclotomicos que vimos para n primo.

Definicao 3.2.3. Seja (,, uma raiz n-ésima primitiva da unidade, n > 2. O polinomio

()= [] (=-¢) (3.18)
mdc(i,n)=1

1<i<n

¢ chamado de n-éstmo polinémio ciclotémico.

Note que ®,(z), com p primo, satisfaz a definicdo anterior. Observe também que ¢, é raiz do

n-ésimo polinomio ciclotomico. Além disso,

v —1 =[] ®ulz) (3.19)

dn
pois ambos os lados sao iguais ao produto de todos os fatores lineares x — (", paratodor € 1,2, ..., n.
Dai,
" —1
D, () = =—— 3.20
(z) o @a(a) (3.20)
d<n
nos permite calcular, por recorréncia, cada polinomio ciclotomico. Por exemplo,
2?2 —1
Oi(x)=x—-1 ég(x):x_lzx—l—l
-1 xt —1
Dy(z) = =z’ 1 Pyz) = =z +1 3.21

assim por diante.
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Lema 3.2.3 (Lema de Gauss). Seja f(z) € Z[z] um polinémio monico e suponha f(x) = g(z)h(x),

em que g(x) e h(x) sao polindmios ménicos com coeficientes em Q. Entdo g(x),h(x) € Z|x].

Demonstra¢ao. Sejam m o menor inteiro positivo tal que mg(z) tenha coeficientes em Z e n 0 menor
inteiro positivo tal que nh(z) tenha coeficientes em Z. Como g(x) é monico, entdo os coeficientes
de mg(x) nao tem fator comum. Caso contrario, m poderia ter sido trocado por um nimero menor.
O mesmo vale para o polinémio nh(x). Mostremos que n = m = 1. Se nm > 1 entdo existe um
primo p tal que p | nm. Reduzindo os coeficientes da igualdade mnf(z) = mg(z)nh(z) médulo p

obtém-se que 0 = mg(x)nh(x), em que a barra indica a redugao dos coeficientes do polinomio médulo

p. Como Z, ¢ um dominio entdo Z,[z] também é. Pelo fato de mg(z) e de nh(x) serem polinémios

em Z,[x| entdo mg(z) = 0 ou nh(z) = 0. Entdo p divide todos os coeficientes de mg(x) ou todos
os coeficientes de ng(x), o que é um absurdo do que supomos inicialmente. Logo, mn = 1 e, entao,

m = n = 1. Portanto, g(z), h(x) € Z|x]. O

Proposigao 3.2.5. Se ¢ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade (n > 2) entdo cada ¢*, 1 <k <n

e mdc(k,n) =1, é um conjugado de (.

Demonstracio. Seja 0 = ¥, com 1 < k < n e mdc(k,n) = 1. Considere f(x) € Q[z] o polinémio
minimal de § em Q. Entéo existe g(z) € Q[z] tal que 2" —1 = f(x)g(x). Pelo lema 3.2.3, f(x), g(x) €
Z[z]. Seja p um nuimero primo que nao divide n. Claramente, 67 é raiz de ™ — 1. Logo, 07 é raiz de
f(x) ou de g(z). Queremos mostrar que 6P é raiz de f(x). Suponhamos, porém, que 6”7 seja raiz de
g(x). Logo, 0 é raiz do polinomio g(z?). Dai segue que g(aP) é divisivel por f(z) em Q[z]. Aplicando
o lema 3.2.3 novamente, segue que g(z?) é divisivel por f(z) em Z[z]. Reduzindo os coeficientes desses
polinémios médulo p tem-se que f(z) divide g(z?) em Z,[z]. Como g(zP) = g(z) e Zylx] é um DFU
entdo f(z) e g(z) admitem maximo divisor comum h(z) € Z,[z]. Entao h(z)? | f(z)g(z) = 2™ — 1.
Por regras de derivagio, tem-se h(z) divide nz"~!, a derivada de ™ — 1. Como p nao divide n entao
p nao divide n. Entao, h(x) = mqz", r < n — 1. Como h(z) | ™ — 1, isso é impossivel. Logo, 67
é raiz f(z), para todo primo p que nao divide n. Portanto, para cada p que nao divide n tem-se
que ¢*? é conjugado de ¢*. Como mdc(k,n) = 1 entao existem «, 3 € Z tais que ak + fn = 1.
Além disso, mdc(a,n) = 1. Considere p um primo da fatoragao de o. Entao 67 é conjugado de 6.
Considere agora ¢ (nao necessariamente diferente de p) um primo de a/p. Entao 077 é conjugado de
0 (por transitividade, ja que 67 é conjugado de #). Esse processo continua até que se obtenha que
6 = ¢k = (1P = (¢ ¢ conjugado de § = ¢*. Portanto, todo ¢* (k nas condigoes da hipStese) sdo

conjugados de (. O]
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Corolario 3.2.1. Se { € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, o grau Q(¢) sobre Q € p(n) e o

polinémio minimal de ¢ € ®,(z).

Demonstragdo. Pela proposicao 3.2.5, cada expressao x — (', para 1 < i < n e mdc(i,n) = 1, é um
fator do polinémio minimal de ¢, p(z). Como 9(p) | I(P,) entao I(p) < A(P,) = ¢(n). Porém, cada
um dos polinémios x — ¢’ acima sao os tinicos fatores de ®,,, donde segue que p(r) = ®,(z) e que

[Q(¢) : Q] = ¢(n). 0

Se (, é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, o grupo Gal(Q({,) : Q) é formado pelos Q-
automorfismos que levam ¢, em seus conjugados. Como vimos na proposicao 3.2.5 e no corolario 3.2.1,
o polinémio @,,(z) = [Linac(in=1(z — ¢;) é o minimal de ¢,. Logo, {¢; : 1 <i <n, mde(i,n) = 1}
é o conjunto dos conjugaclif)zsgclle (n- Portanto, definindo o Q-automorfismo 04(¢,) = ¢, para cada

1 <k <n com mde(k,n) =1, tem-se que Gal(Q((,) : Q) é o conjunto desses oy.
Coroléario 3.2.2. Se { € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, Q C Q(() € extensao de Galois.

Demonstracao. Pelo comentério acima e pelo corolario 3.2.1, [Q(C) : Q] = ¢(n) = #Gal(Q(¢) : Q),

donde segue que a extensao é galoisiana. O]

Corolario 3.2.3. Se (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade entio Gal(Q((,) : Q) € isomorfo

ao grupo multiplicativo Z,. Consequentemente, Gal(Q((,) : Q) € abeliano.

Demonstragao. Considere ¢ : Z: — Gal(Q((,) : Q) dado por ¢(k) = ok, em que of, € Gal(Q((,) :
Q) ¢ tal que 04((,) = ¢*. Pela proposicao 3.2.5, ¢ estd bem definida e é injetora. Pelo coroldrio
anterior, #Gal(Q(¢) : Q) = ¢(n) = #Z;, donde segue a sobrejetividade de ¢. Por fim, para quaisquer
k.l € Z:, ¢(kl) = on. Agora, op(C) = M = (¢H* = o(01(¢)), donde segue que oy = op(07) e,

portanto, ¢(kl) = ¢(k) o ¢(1), mostrando que ¢ é um homomorfismo. Logo, ¢ é um isomorfismo de

grupos entre Gal(Q(¢,) : Q) e Z;. O

Agora, vamos encontrar o anel de inteiros e o discriminante dos n-ésimos corpos ciclotomicos.
Primeiramente, consideremos o caso n = p¥ > 2, em que p é primo e k > 1 é um ntmero inteiro.
Daqui em diante, considere ¢ = (,» a p"-ésima raiz primitiva da unidade e A = OQ(Cpkz) o anel de
inteiros do p*-ésimo corpo ciclotémico. Como p(p*) = [Q(¢) : Q] entao {1,¢,...,¢* 1} é uma Q-base

para Q(¢), em que p = p(p*). Como ¢ é raiz de 2™ — 1 obviamente, Z[(] C A.

Proposicao 3.2.6. Nas condi¢oes anteriores,

o (")

D(1,¢,...,¢" ) = (1) pp e, (3.22)
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plp—1)

Demonstracdo. Pela proposiciao 2.3.4, D(1,(,...,(* 1) = (=1)" =2 N(®/ (x)), em que n = p*. Pela

equacdo 3.19, 2" — 1 = (z? — 1)®, (). Derivando essa expressdo, temos

et = 0, 1) 4 (20 - )@ (x) = ' = (DO (329)

Considerando os conjugados dessa tltima expressao e fazendo o produto de todos eles, temos:

n—1
m | I ¢ = I - [ e.e. (3.24)
1<a<n 1<a<n 1<a<n
mde(a,n)=1 mdc(a,n)=1 mdc(a,n)=1

Por um lado, como o polinémio minimal de ¢ é ®,,(z) = [ [mde(in=1(z — ¢*), vé-se que Ng(e)0(¢) =
1<i<n

(=1)*®,(0). Por outro lado, 2" —1 = (2/? —1)®,(z), entdo ,(0) = 1, donde segue que Ngc).o(¢) =
(=1)"®@,(0) = (=1)* =1, pois u = (p*) = p" ' (p — 1) é par. Dai, [Ti<a<n (* = Ng()o(¢) = 1.

(a,n)=1
Como & = ¢*""" é uma raiz p-ésima primitiva da unidade entdo [] 1<a<p (1 —£%) = ®,(1) = p.
mde(a,p)=1
Além disso, cada indice b tal que 1 < b < p e mde(b, p) = 1 provém de p*~! elementos a € 1,2,...,p"

tais que mdc(a, p¥) = 1. Portanto,

pk—l
ak‘*l a k—1
II «w -v=1 JI a-¢ =p (3.25)
1<a<ln 1<a<p
mdc(a,n)=1 mdc(a,p)=1

Entao n# = ppkle@(O:Q(CI);L(C)) e, dal,

n(p—1) u(p—1) k—1 W(Pk) kfl(k(p—l)—l)

D(1,¢, .., ¢ = (=1) 7 N(@(2) = (=)= pf Femhml = (1) Ty ,
(3.26)
pois p(p —1)/2 = p/2 = p(p*)/2 (mod 2). O

Lema 3.2.4. Nas condigoes acima, se n = p* > 3 (p primo), u = ¢(p*) e ¢ é uma raiz n-ésima

primitiva da unidade entao Z[1 — (] = Z[C] e Dg(c).0(¢) = Do)a(1 = Q).

Demonstragao. Como ( = 1 — (1 — () entdo Z[1 — (] = Z[(]. Agora, se o, ...,q, denotam os
conjugados de ¢ entao 1 —ay,...,1—qy, sao os conjugados de 1 —(. Pela demonstragao da proposigao
234, Do(o(C) = H1§r<sg;¢(0‘r —af)? = H1§r<s§u<<1 —a") = (1 = a*))? = Dy(ya(l — (). 0

Lema 3.2.5. Sen = p¥ >3 (p primo) e ¢ € uma raiz n-ésima primitiva da unidade entdo

[T a-¢)=nr (3.27)

1<i<n
mde(n,i)=1
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Demonstragdo. Por um lado, ®,(z) = [] 1<i<n (z — (') implica que ®,,(1) =[] 1<i<n (1 = ¢Y).

mde(i,n)=1 mdc(i,n)=1
Por outro lado,
AN | _ _ -
(I)n($> = ;Tl =1 + .’L'pk ' + .CEka ' + ...+ :E(p—l)pk ' (328)
x —_—
donde segue que ®,(1) = p, concluindo a demonstragao. O

Proposigao 3.2.7. Sen = p* > 2 (p primo), ¢ € uma raiz n-ésima primitiva da unidade e p = p(p*)

entao {1,¢,...,¢* 1} € uma base integral de Q(C), A = Og) = Z[(] e o discriminante de Q(() €

D(Q(0)) = (~1)F o1, (3.20)

Demonstragao. Ja sabemos que Z[¢] C A. Pela proposicao 3.2.6,
1 2w e (k(p—1)-1)
D(l,C,...,C“ ) = (—1) > pf P ) (3.30)

Logo, se mostrarmos que A C Z[(] entao {1,¢, ..., ("'} é base integral de Q(¢) (pois gera A e é line-
armente independente sobre Q - logo, sobre Z) e podemos concluir que D(Q(¢)) = D(1,¢,...,¢* 1)
(definicao 2.5.5). Portanto, falta mostrar que A C Z[(].

Se x € A, a proposicao 2.5.8 garante que

m:Wh+mﬂl—O+én+nMﬂ_<w4 (3.31)

em que cada m; € Z e d = Dg().0(¢) = Do)o(l — ¢) (lema 3.2.4). Mostremos que d | n*™. De
fato, se f(x) denota o polindmio minimal de ¢ entdao 2" — 1 = f(x)g(z) para algum g(z) € Z[z]
(lema 3.2.3). Derivando essa igualdade, temos nz"~' = f'(z)g(x) + f(x)g'(z). Aplicando (, temos
n¢" 1 = f(Q)g(C), ou seja, n = (f'({)g(¢). Tomando a norma nessa tltima expressiao, obtém-se que
n?™ = +dN((g(¢)), em que N((g(¢)) € Z, pois (g(¢) é um inteiro algébrico. Logo, d | n®™.
Como Z[1 — ¢] = Z[¢] (lema 3.2.4), mostremos que A = Z[1 — ¢]. E claro que Z[1 — (] C A.
Suponhamos que Z[1 — (] € A. Portanto, deve existir x € A, dado por 3.31, tal que nem todos os
m; sejam divisiveis por d. Considere ¢ o menor indice tal que m; nao é divisivel por p. Por isso,
subtraindo a expressao de = da expressao (mq/p) + ...+ (mi—1/p)(1 — ()" 2? € Z[1 — (] C A tem-se
que

8= mi(1 =)' +mi (1 =)' + ... +m(1 =

p

Como 1 — (' = (1 — )y, y € Z[(], para 1 <i < n, entdo o lema 3.2.5 garante que p/(1 — {)* € Z[(].
Dai, como ¢ < p, entdao p/(1 — )" € Z[{] C Ae Bp/(1 — ()" € A. Mas,

€ A. (3.32)

m .
P L Fmie (14O + .+ mu(1— )1 (3.33)

T "1-¢
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Logo, mi/(1 = ¢) = Btar — (mipa +mipa(1+¢) +... +my (1 - ¢OF71) € A Logo, m; = (1 - (),
com z € A. Aplicando a norma N = Ng(¢).q a essa igualdade, temos N (m;) = N(1 — ()N (z). Como
z é algébrico, N(z) € Z. Portanto, N(1 —() | N(m;) = m{'. Porém N(1—() = p (lema 3.2.5). Logo,
p | m¥, ou seja, p | m;, o que é um absurdo pelo que foi suposto inicialmente. Assim, A = Z[1 — (],

concluindo a demonstracao. O]

Por fim, tratemos o caso geral n > 2. Seja (,, = e uma m-ésima raiz primitiva da unidade.
Note que se n é impar entao Q((s,) = Q((,). De fato, por um lado ¢, = ((2,)?, donde segue que
Q(¢,) C Q(Cap)- Por outro lado, (¢1)? = 1 implica que ¢, = 1 ou (&, = —1. Como o primeiro caso

nao ocorre, entao (—Cz,)" = 1 e, assim, —(a, € Q(¢,), donde segue que Q(C2n) C Q(Ey)-

Teorema 3.2.1. Sejam n > 2 e ( uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
(a) Oq(o) = Z[¢];
(b) O discriminante de Q(C) é dado por

nen)
qun qsa(n)/(qfl)

D(Q(¢)) = (—1)*m/ (3.34)

em que s € o numero de fatores primos de n e 0s divisores q Sao primos.

Demonstracdo. A prova é feita por inducao sobre s. Se s = 1, entdao n = p* (p primo). Neste caso,
a proposigao 3.2.7 mostra que os itens (a) e (b) s@o verdadeiros. Suponhamos por indugao que o
resultado vale para s — 1 e mostremos que o resultado vale para s. Sejam p um primo divisor de
n e p* a maior poténcia de p que divide n. Entao n = p¥m, em que m nao é divisivel por p, ou
seja, mdc(m, p*) = 1. Pela relacio de Bezout, existem inteiros a e b tais que ap® + bm = 1. Assim,
¢ = ¢ ¢t com (€)™ =1 ¢ (¢")P" = 1. Seja € uma raiz m-ésima primitiva da unidade ¢ 7 uma
raiz p"-ésima primitiva da unidade. Entao Capk ¢ uma poténcia de &, enquanto (¥ é uma poténcia
de n. Portanto, Q(¢) = Q(£)Q(n) (corpo composto).

Pela proposicao 3.2.7, Oge) = Z[€] e, por hipdtese de inducao, Og(, = Z[n]. Pelas mesmas causas,

me(m)

[T, a7/

o) ke (")
D) = 0L ¢ D) = (-

(3.35)

Devido a proposicao 2.7.10, como os discriminantes acima sao relativamente primos, segue que o

discriminante de Q(¢) é

2" )o(m) mem)e(®*)
2

k m
(PP ettt 2
o) [T, g77 G D)

(3.36)

D(Q(C)) = (Q(E)?™(Q(n))*"") = (~1)
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e como o(p*)p(m) = p(p*m) = p(n) (veja proposicao 1.2.7) entdo

ne®)
Hq|m qeo(n)/(qfl) ’

D(Q(¢)) = (=1)7™/2 (3.37)

Isto prova o item (b). Por fim, também devido a proposicao 2.7.10, segue que Og() = Og(e)Oqry) =
ZIE]Z[n] = Z[¢,n] = Z](]. Tsto prova o item (a). O

Antes de encerrarmos essa secdo, faremos uma importante proposicao que nos informa sobre

primos ramificados em um corpo ciclotomico.

Proposicao 3.2.8. Se ( € uma raiz n-ésima primitiva da unidade entdo nenhum nimero primo que

nao divide n se ramifica em Q((,).

Demonstracao. Pelo teorema 3.2.1, os unicos divisores possiveis de D(Q(¢)) sao os divisores de n.
Pelo teorema 2.6.2, um ideal primo p de Z se ramifica em Og(c) se, e somente se, p | D(Q(¢)). Logo,

os unicos primos que podem se ramificar em Q(¢) sao os divisores de n. O

3.3 Subcorpos ciclotémicos

Na segao anterior, estudamos sobre o corpo ciclotomico Q((,), em que ¢, é uma raiz n-ésima primitiva
de unidade e n > 2. Vimos que Z|[(,,] é o seu anel de inteiros e expressamos o seu discriminante. Nesta
secao, discutiremos sobre subcorpos de Q((,). Em especial, estudaremos o subcorpo maximal real
Q(¢, + ¢1). Todo subcorpo do corpo ciclotomico Q((,) serd chamado de subcorpo ciclotémico.
Como vimos, Q(¢,) é uma extensao galoisiana de Q. Além disso, Z; ~ Gal(Q((,) : Q) e, portanto,
Gal(Q(¢,) : Q) é um grupo abeliano. Neste caso, podemos dizer que Q C Q((,) é uma extensao
abeliana. Neste caso especial, podemos falar que Q(¢,) é um corpo de nimeros abeliano.

E claro que se K é um subcorpo de Q(¢,) entdo K é um corpo de numeros abeliano, pois
Gal(Q(¢,) : Q) é abeliano. Uma interessante pergunta que se pode fazer é sobre a reciproca: se
K é um corpo de niimeros abeliano, entao K é subcorpo de um corpo ciclotomico? Essa resposta é

dada pelo Teorema de Kronecker-Weber:
Teorema 3.3.1. Se Q C K € uma extensao finita abeliana entao existe n € N tal que K C Q((,).

Kronecker foi o primeiro a fazer essa afirmacao em 1853, mas sua demonstracao estava incompleta.
Em particular, havia uma dificuldade em tratar extensoes cujo grau é uma poténcia de 2. Weber foi

o primeiro, em 1886, a dar uma prova deste teorema, mesmo ainda deixando lacunas. Ambos usaram
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a teoria dos resolventes de Lagrange para provar o teorema. Em 1896, Hilbert deu outra prova deste
teorema fundamentada na andlise dos grupos de ramificagao. Usualmente, este teorema é provado
utilizando a teoria de corpos de classe (veja [28], secao 15.2). Para ver outras demonstracoes deste

teorema, consulte [28] (segao 15.1) ou [34] (secao 14).

Definicao 3.3.1. Seja Q C K uma extensao finita abeliana. O menor inteiro positivo n tal que

K C Q(¢,) € chamado de condutor de K.

A seguir discutiremos sobre o subcorpo maximal real de um corpo ciclotomico. Se (, é uma raiz
n-ésima primitiva da unidade entao ¢, + ¢;* ¢ um nimero real (n > 2). De fato, como (;' é o
conjugado complexo de ¢, em C entdo ¢, + ;' é igual a duas vezes a parte real de (,. Portanto,

Q(¢, + ¢, 1) é um subcorpo de Q(¢,) que esté contido em R. Por isso:

Definigao 3.3.2. O subcorpo Q(¢, + ¢, 1) de Q(¢,) € chamado de subcorpo maximal real. Este
subcorpo € denotado por Q((,)™.

Como (¢, nao é real (n > 2), entao o polindémio p(z) = z* — (¢, + ¢, )z + 1 é irredutivel em
Q(¢y)™ e tem ¢, como raiz. Logo, p(xz) é o polinomio minimal de ¢, sobre Q((,)*. Portanto,

[Q(Gn) : Q(G) ] = 2.

Proposigao 3.3.1. Se (, ¢é uma raiz n-ésima primitiva da unidade entio Z[(, + ;'] € o anel de

inteiros de Q((,) ™.

Demonstragdo. Por um lado, como ¢, é um inteiro algébrico entao Z[(, + ;'] C A, onde A =
Oq(c,)+- Por outro lado, veja inicialmente que B = {1,(, + ¢, % .., (G + ¢, 1?1271} é uma base
de Q(¢, +¢,'). De fato, B tem N = [Q((, + ¢,') : Q] elementos que geram o Q-espaco vetorial
Q(¢, + ¢, Entao, seja x = ag + a1(C + Y + ... +an(G + GHY € A, em que cada a; € Q
e N < p(n)/2—1. Se ay € Z, entao ao invés de x considere o elemento x — an(¢, + ¢, 1)V =
ap+ar (G + G+ Fanv1(G+ Y)Y € Al Se ay_y € Z, repita o processo. Se a; € Z para
todo i € {0,1,..., N} entao o resultado estd demonstrado. Suponha que exista um indice a; nao

pertencente a Z. Suponhamos, sem perda de generalidade, i = N. Entao, multiplique = por ¢V e

2N
n

expanda a expressao como um polinémio em (,. Teremos: (VMo = ay + g(¢,) + anC*, em que g(x)
é um polindémio com grau maximo 2N — 1 sobre Q e tal que g(0) = 0. Como (¥x é um inteiro
algébrico em Q((,) entdo esse elemento estd em Z[(,]. Como 2N < ¢(n) —2 < p(n) — 1 entao
{1,¢n, ..., 2N} 6 um subconjunto da Z-base {1, (,, - . . ,Qf(")} de Z[(,]. Logo, ay € Z, contrariando

o que foi suposto. Portanto, z € Z[(, + ¢, '], concluindo que A C Z[¢, + ¢, '] O
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A seguir, veremos dois teoremas que nos apresentam mais dois casos especiais de subcorpos
ciclotomicos. Além disso, nesses casos, calcularemos também o valor do discriminante dos corpos de
nimeros envolvidos. Se m é um nidmero inteiro positivo, para simplificar a notacdo, considere Q™

o corpo ciclotémico Q((), em que ¢, = e?™/™ & uma raiz m-ésima primitiva da unidade.

Lema 3.3.1. Sejam 7 e o dois Q-automorfismos de Q™ tais que 0((m) = 2 e T(Cn) = Cn = (3L,
em que m = 2" > 8. Considere s = m/4 = 2"~ Assim, os corpos fizos de (o°/%) e (1) sdo,

respectivamente, Q%) e Q((,) 7.

Demonstragio. Como (o) tem ordem s entdo (¢*/?) tem ordem 2. O grupo (7) e, consequentemente,

(0*/27) também tem ordem 2. Considere L o corpo fixo de (¢*/?). Mostremos que L = Q("/?). De

m/8 . s 5m/8
C;/Q - Cm/? €, asslin, o /2(4—771/2) = m/2 Cm/?

Portanto, (/2 € L, pois . ¢ o corpo fixo de o° 2. Logo, Q2 c L c QM. Como [Q™ :

fato, pelo Teorema de Euler ([31], teorema 2.13),

Q2] = 2 entdo L. = Q™/?), Isso significa que Q™ é o corpo fixo de (0/?). Agora, desconsidere
a notagao anterior de L e tome LL igual ao corpo fixo de 7. Mostremos que L. = Q((,,)". Com efeito,
TG+ ') = 7(6") +7(Gn) = G+ ¢! Portanto, G +(,' € L. Entdo, Q(¢n +¢,') C L C Q(¢n)
e dai, como [Q((n) @ Q(Gn + 1)) = 2, segue que L = Q(¢n + ¢,,'). Logo, o corpo fixo de (1) é
Q(6m + G21)- O

Teorema 3.3.2. Considere m = 2", n >3, e K o subcorpo imagindrio de Q™ = Q((,,) distinto de

QM2 = Q(Cy2) tal que [QU™ : K] = 2. Entdo:

1

(a) o corpo K é Q(n), em que n =, — (. € o periodo de Gauss;

(b) o valor absoluto do discriminante do corpo K € igual a 212" ~1)-1,

(c) o anel de inteiros de K € Z[n].

Demonstracdo. Seja G = Gal(Q™ : Q). Como Q™) é um corpo ciclotémico, sabemos que G é
isomorfo a Z! = Zj.. Da proposi¢ao 1.2.10 inferimos que G ~ (—1) x (5), ou seja, existem Q-
automorfismos 7 e o de Q™ tais que G = (7)(0), em que 7((n) = (n = (' (aqui, T representa a
conjugacao complexa de z) e o((n) = 2. E importante notar que G ¢, de fato como foi denotado,

um produto interno, pois (1) N (o) = {e}. Com efeito,
() = 0 ((n) <= —1 = 5" (mod 2") <= 5"+ 1 =0 (mod 2") (3.38)

mas como 4 nao divide 5°+ 1, pois 5+ 1= (4+1)'+1 =1+ 1 = 2 (mod 4) entao nao pode ocorrer
5'+1 =0 (mod 2"), comprovando que a interseccao entre os subgrupos fatores de G é a identidade,

donde segue que o produto direto ¢ interno. Denotando por s o valor ¢(2")/2 = 2"72  vé-se que
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72 = 0° = e, em que e é o automorfismo identidade. Como (¢) é um grupo de ordem s, entdo (0°/2),

(1) e H 2 (0°/?7) s@o subgrupos de G de ordem 2. Mais do que isso, esses trés subgrupos sao os
unicos subgrupos de G cuja ordem é 2. Com efeito, suponha que exista outro subgrupo G’ de G cuja
ordem seja 2. Entao G' = {1, 6}, para algum 6 € G tal que §> = e. Como 7% = ¢, a existéncia de
outro elemento de G cuja ordem é 2 sé seria possivel se existisse um inteiro k tal que 0 < k < s/2 e
ky2

(0%)? = e. Porém, isso ndo ocorre, j4 que a ordem de ¢ é 5. Por hipétese, [Q™ : K] = 2. Logo, a

extensdo K ¢ Q™ é normal e, portanto, é Galois, ja que para subcorpos complexos toda extensio é
separavel. Assim, a ordem do subgrupo Gal(Q™ : K) de G é 2 e K é o corpo fixo de Gal(Q™ : K).

Por isso, Gal(Q™ : K) s6 pode ser (¢*/2), (r) ou H = (¢*/?7). Analisemos cada caso:

e Pelo lema 3.3.1, o corpo fixo de (¢°/2) ¢ Q(™/2). Porém, por hipétese, K nao é Q™/?). Logo,
Gal(QM™ : K) # (0°/?).

e Também pelo lema 3.3.1, o corpo fixo de (1) é Q((n+¢,'), que é um subcorpo real. No entanto,
a hipdétese também nao permite que isso aconteca, pois K é suposto um subcorpo imaginério.

Portanto, Gal(Q™) : K) # (7).

e Como os dois primeiros casos nao foram verificados, por exclusdo concluimos que Gal(Q™ :

K) = H = (¢°/?7). Portanto, K é o corpo fixo de H.

1

Agora, vamos mostrar que K = Q(7n), em que n = (,, — (,,;' é o periodo de Gauss. Pelo fato de

m

K ser o corpo fixo de H, temos K = {a € Q™ : (6°/27)(a)) = a}. Mostremos que n € K. Como

02(Gn) = —Cos DOIS, 0Y2(Gn) = (5 = G2 = G’ = — G emtio
(@27 (1) = (0*°7) (G — 1) = 0*2(7(C) — T(CI)) = 0*/2(C = Con) = —Col + G (3.39)

Logo, n € K e, entdo, Q(n) € K. Assim, Q(n) € K € Q™ e, dai, [Q"™ : Q(n)] > 2. Além
disso, (,, tem grau 2 sobre Q(n), j& que ¢ raiz do polinémio minimal x?> — nx — 1 € Q(n)[z]. Logo,
Q™ : Q(n)] =2 = [Q™ : K] e, portanto, K = Q(1), como afirmamos no item (a).

Como Og = Z C Ox C Ogem e Ogwm = Z[(y), entao a adjuncao de (, a esses anéis causa
Z[Cn) C Ok[Cm] C Z[Cn)[Gn] = Z[(n), donde segue que Ogwm = Z[(n] = Ok[Gn]. Logo, pela
proposi¢ao 2.7.3, o diferente 0gem).x ¢ dado por (G'(Gn))Ogem, em que G é o polindmio minimal de
G sobre K e G denota a derivada do polinomio G. Como (,, € K e (,, é raiz de 22 —nz — 1 € K,

segue que este polindomio é o seu minimal G. Assim,

Vg x = (G'(n))Ogim = (Gm + Cn_ml)o(@(m) (3.40)
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Seja P = (1 — Cm)0@<m) o ideal primo de QU™ sobre 2. Sabemos que a norma de B é2e20gm =
P2, Pelo lema 3.2.1, como mdc(2s + 1,m) = mde(1,m) = 1, entdo (1 — (=) /(1 — () é uma
unidade de Ogm) €, dai, (1 - ) Ogem = (1 — () Ogem . Disso e da igualdade (2 = —1 segue que

(1+ Gn)Ogim = (1 = Cn)Ogom) = (1 = (2)Ogmy = (1 = ()*Ogomy = P (3.41)

Também de (25 = —1 obtemos 1+¢2 = (1—-¢5M)(1+¢5M) = (1-¢5M)(1—¢31). De modo andlogo,
1+ Gn = 1= Dai, como mde(3s 4+ 1,m) = mde(2s +1,m) = 1, temos (1 — (&) Ogem = (1 +
Cm)Ogemy - Analogamente, mde(1,m) = mde(s 4+ 1,m) = 1 implica (1 — (&™) Ogm = (1 — () Ogim -
Logo,

(14 ) Ogem = (1= () Ogim (1 = G ) Ogemy = (1 + G ) Ogem (1 =€) Ogmy = (1 = €2,)Ogomy -
(3.42)
Como ¢,,' é uma unidade de Ogm), obtemos (1 + (2)Ogim = (Gn + (') Ogem Deste fato e das
equagoes 3.40, 3.41 e 3.42 temos

Ogmix = (Gn + (') Ogem = (1= () Ogm = P (3.43)
Da proposicao 2.6.4 e das inclusdes Q € K ¢ Q™ obtemos
D(Q™) = D(K)'®" Ny o (3 ¢) (3.44)
e da proposicao 2.7.6 segue que

D(Q™) = D(K) @™ Ny g (Nt ze (0gmzc)) = D)™ Ny (952). (3-45)

Portanto, D(K) = /D(Q)/Nym (dgm.). Pelo teorema 3.2.1, |[D(QU™)| = 22" @Gn—n-1) —
Q QmrK

225(n=1) o como Nem) (B?) = Nem) ('B)? = 2%, obtemos que o discriminante do corpo K é

[DK)| = y/[D(@m)] /22 = 20D (3.46)

o que comprova a afirmagao (b). Nosso objetivo agora é mostrar que a base de poténcias B =
{1,n,...,7™/*71} é uma base integral para o anel Ok, pois, dai, segue que Ox = Z[n]. Para isso,
devemos verificar que o discriminante de B coincide com o discriminante do corpo K. Para ¢ = 0,1
ej=0,1,....s =1, 70’ H = {ri0?, 7i*1g7+5/2}. Como o?/H = {07**/?1,07} e 70/H = 0I*5/?H
para todo j = 0,1,...,5 — 1, segue que todo 7'0c? H pode ser representado como o*H, para algum

k=0,1,...,s— 1. Além disso, o Teorema de Lagrange nos afirma que G/H deve ter s elementos.
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Logo, G/H ={c’H : 0 < j < s}.
Assim, podemos calcular o diferente 9k (7n) do elemento 7:

s—1

%) = [[0n - o'0) = [[1n1 -G DA+ GG (3.47)

=1

its/2

Pelo fato de existir uma relacao biunivoca entre o’ e o para todo:=20,1,...,s — 1, entao

{¢,: 0 <j <m, mde(j,m) =1} = {¢(Gn) 1 ¢ € Gal(Q™ : Q)} = {0°((n), 70" (G) 1 0 < i < s}
(3.48)

donde segue que
{¢:0<i<memde(i,m) =1} = {0 ((n), —0"(Cn) H 10 < i < 5} (3.49)

Ao multiplicar os elementos deste tltimo conjunto por (! e pelo fato de j = i + 1 ser um ntimero

par para cada i, obtemos:

{¢Z:0<j<memde(j,m) #1} = {6"(Cn)C =0 (Gn) MG 10 < < s} (3.50)

Portanto, vale a identidade de polindmios

s—1

flz) & H (—¢) =[J{@ =7 (C)C) @ + 07 (G- (3.51)
i

=1
mdc(j,m

J#1

Assim, sendo ®,,, 0 m-ésimo polinomio ciclotomico, temos

2= 1= Do) = 1) + G () (352)
Pondo z = 1, temos ®,,(1) = 1 + 12" = 2. Além disso, devido & igualdade (z™ —1)/(z — 1) =
2™ L+ 4+ 2+ 1eaequacio 3.52, obtemos

m=2(1+¢. 2 f(1). (3.53)

Observe que 0x(n) = ¢, f(1) e, assim, vale a igualdade de ideais 9k (17)Ogem = f(1)Ogwm), pois ¢,
¢ uma unidade do anel. Das equagoes 3.43, 3.53 e da igualdade dos ideais principais gerados por

14+ (2 e G+ ¢! em Ogom , obtemos

m/2=2""1 = (1+ () f(1) = 2" Ogem = P(f(1))Ogem = fF(1)Ogim = P22" 1 Ogom.
(3.54)

Portanto, 0k (1) Ogm = ‘3722”*1(9@(7”). Aplicando a norma, temos primeiramente

Noim g (0% (1) Ogim ) = Ni:g(Ngom 0k (1) Ogem ) = Nr:o(0x(1))° (3.55)
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e, dai, o valor absoluto do discriminante Dg(n) de B, segundo as proposigoes 2.3.4 ¢ 2.7.8, é

|Dk(n)| = Nr.g(dx(n) \/NQ(m> 0O (1) Ogm)) = \/NQ<m P-22010gm)) =

= \/N@(mx(@@@@(m)"_INQ<m>;@(5B)_2 = V22(n-1)2-2 = gsn=D~1 (3.56)

donde segue finalmente que |Dk(n)| = |D(K)| e, portanto, Ox = Z[n). O

Lema 3.3.2. Considere p um primo impar, n um nimero inteiro positivo e k =3 ouk = 4 (se k = 3,
entdo p > 3). Sejam & e Epn raizes k-ésima e p"-ésima primitivas da unidade, respectivamente, de
modo que (,, = &&pn. Considere também os Q-automorfismos de Q((,) dados por T(&) = &.°,
T(&pn) = &pny 0(&k) = &k € 0(Epn) = Epny em que T € o gerador do grupo multiplicativo Zy. (ou seja,

r € uma raiz primitiva mddulo p™ e tem ordem p(p™)). Nessas condigoes,
Gal(Q((m) : Q) ~ (1) x (o) ~ (1){c) £ H. (3.57)

Demonstracao. De fato, sob as condi¢oes do enunciado, note que (1) N (o) = {e} (neste caso, e é o

elemento identidade), pois, como r tem ordem ¢(p"),

T(En) = & # € = ' (&), Vi € {0,1,...,0(p") — 1} (3.58)

comprovando que T # ¢°, para todo i = 0,1,...,(p") — 1, donde segue imediatamente a assergao
feita inicialmente. Assim, H = (1){(c) = {7%¢7]i = 0,1;5 =0,1,...,¢(p") — 1} é um produto interno
de grupos e, portanto, é isomorfo ao produto externo (1) x (o).

Considere 7" a restrigao do Q-automorfismo de Q((,) 7 ao corpo Q(&x) e o’ a restricao de o a
Q(&n). Assim, (7') >~ (1) e (¢/) =~ (o). Pela proposicdo 1.2.7, obtemos Zj . ~ Zj x Z.. Além
disso, Z;, = (—1) e Z3. = (7). E conhecido que existem isomorfismos Z; ~ Gal(Q® : Q) e
Zt, ~ Gal(Q¥") : Q) dados, respectivamente, pelas leis LN (), i = 0,1, e 7 — (o),
i=0,...,0(p") — 1. Logo, Gal(Q® : Q) ~ (') e Gal(Q®") : Q) ~ (¢'). Entdo, de toda a discussio

acima, sintetizamos a seguinte composicao de isomorfismos:

Gal(Q(Gm) : Q) = Zyyn ~ Ly X Lo Gal(QW : Q)xGal(QP") : Q) ~ () x (') =~ (7)x (o) ~ (T){0)

ou seja, Gal(Q((,) : Q) ~ H, como querfamos demonstrar. O

Lema 3.3.3. Considere p um primo impar, n um inteiro positivo, k = 3 ou k =4 (se k = 3, entdo

p > 3), & uma raiz k-ésima primitiva da unidade e En uma raiz p"-ésima primitiva da unidade tais
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que G = Expn. Sejam T e o dois Q-automorfismos de Q((,,) dados por T(&) = &, T(En) = Epn,
o(&k) = & e a(§n) = &, onde v € uma raiz primitiva médulo p" e tem ordem @(p"). Sendo
s = p(p")/2, entdo:

(a) 0% (&) = &

(b) os corpos fizos de (T) e (o°T) sdo, respectivamente, Q¥") e Q((n + CF).

Demonstracdo. Mostremos inicialmente que o item (a) é véalido. Por hipétese, r#*") = 1 (mod p") e

r* # 1 (mod p") para todo 0 < i < ¢(p"). Entao
reP") = (P2 (P2 1) = (= 1)(r* + 1) = 0 (mod p") (3.60)

e, como p | p", entaop | (r*—1)(r*+1),edai, p | r*—1oup|r®+1. Se p dividisse simultaneamente
a=r1"—1eb=r°4+1, entdo p dividiria a — b, ou seja, p | —2, o que ndo ocorre, pois p é um
primo fmpar. Por esse motivo, p" | a ou p™ | b. Como p" nao divide r°* — 1 (ja4 que a ordem

de r é p(p™) médulo p™), entdo p" | r° + 1, isto é, r®* = —1 (mod p"). Assim, 5;2 = ]}3, 0 que
conclui a verificagdo do item (a). Agora, mostremos que o item (b) é valido. Primeiramente, seja
L ={a € Q) : T(a) = a} o corpo fixo de (1), o qual mostraremos que ¢ igual a Q({,»). Para
isso, note que & € L, pois 7(§,n) = &n (por defini¢ao). Logo, Q C Q(&,») C L. Como a extensao
L C Q(¢n) é Galois, segue que [Q((y) : L] é igual & ordem do grupo (7), pois L é corpo fixo deste

grupo. Portanto, [Q((y,) : L] = 2. Logo,

[L: Q = [Q(¢m) : QI/[Q(Gn) : L] = @(m)/2 = 20(p")/2 = ¢(p") = [Q(&r) : Q] (3.61)

donde concluimos que Q(&,») = L, pois Q C Q(&,») C L. Portanto, o corpo fixo de (7) é Q™)
Para completar a prova, seja M = {a € Q((y) : 0°7(a) = a} o corpo fixo de (o°7). Note que

Cm + 1 € M, pois, utilizando o item (a),

°T(Cn + (') = 0% e + &) = 6160 + Gl = Gt G = G + G (3.62)

Logo, Q C Q(¢n + ¢,,') € M. Analogamente ao que foi feito no caso anterior desta demonstragao

mostra-se que [Q(¢n +¢Y) 1 Q] = [M : Q] = ¢(p™) e, portanto, o corpo fixo de (o57) é Q((m + CF),

comprovando o item (b). O

Lema 3.3.4. Se & € uma raiz p"-ésima primitiva da unidade e ®pn € o p"-ésimo polinomio ci-

clotomico, entao p”éﬁff’n_l)/@;n (éf,n) = 512; - L

Demonstragio. Sendo W(z) = 2"~ —1 um polinémio e @, (z) = 22" =D 427" 41 0 p"-ésimo

polinémio ciclotomico, entao 2?" — 1 = W(x)®(x). Derivando essa expressdo, obtemos p"z?P ~! =



104 Capitulo 3. Corpos quadrdticos e ciclotomicos

V() Py () + W (2)P)0(2). Como & é raiz de @pn(x) (pois mde(2,p) = 1), entdo p”(ﬁﬁpﬂ_l) =
()@ (¢n). Por fim, a igualdade W((m) = 55%1 —1 = ¢ — 1 acarreta p”ff,r(bpn_l)/q);n(fin) =

1. O

Teorema 3.3.3. Considere m = 4p™, em que p € um numero primo impar e n um inteiro positivo,

e K o subcorpo imagindrio de QU™ distinto de Q™4 = Q({n) tal que [QU™ : K] = 2. Entdio:

1

(a) o corpo K é Q(n), em que n = (,, — (' € o periodo de Gauss;

n—1 1

(b) o valor absoluto do discriminante do corpo K ¢ igual a 29®")pne®")—p ;

(¢) o anel de inteiros de K € Z|n).

Demonstracao. Inicialmente, a identidade de Bezout garante a existéncia de a e b inteiros tais que
4a + p"b = 1, pois mdc(4,p") = 1. Assim, mdc(p", a) = mdc(4,b) = 1 e, entdo, & = (S e Epn = Cpn
sao raizes 4-ésima e p"-ésima primitivas da unidade, respectivamente. Assim, (,, = 4pn. Observe
ainda que & = —&; ', Pelo lema 3.3.2, sabemos que o grupo de Galois de Q((,,), denotado por G, é o
produto interno (1) (o), em que 7(&) = &, T(En) = Epn, 0(&4) = Ese o (Epn) = &pny onde 1 é uma raiz
primitiva médulo p e tem ordem ¢(p"). Note que 7((m) = &' e que 0(Cn) = £4€5.. Aplicando o
mesmo raciocinio feito na demonstragao do teorema 3.3.2 podemos concluir que os tinicos subgrupos
de G de ordem 2 sdo (1), (¢°7) e H £ (0°), em que s = ¢(p")/2. Como [Q™ : K] = 2, entdo a
extensio K ¢ Q™ é Galois (pois é normal e separavel). Logo, a ordem do subgrupo Gal(Q™ : K)
de G é 2 e K é o corpo fixo de Gal(Q™ : K), ou seja, K é o corpo fixo de um dos trés subgrupos:

(1), (o°T) ou H = (0°). Analisemos cada caso:

e Pelo lema 3.3.3, o corpo fixo de (7) é Q"). Porém, a hipétese ndo permite que ocorra igualdade

entre K e Q"). Logo, Gal(Q™ : K) # (7).

e Pelo mesmo lema 3.3.3, o corpo fixo de (o°7) é Q((n + 1), que é um subcorpo real de Q™.

Por isso, a hipétese também nao permite K = (Q™)*. Logo, Gal(Q™ : K) # (o°7).
e Por exclusdo, concluimos que Gal(Q™) : Q) = H = (0*) e, entdo, K é o corpo fixo de H.

Seja n =3 ey P(Cn) = Cm — Gl = &ul&n + &) o perfodo de Gauss. Mostremos que K = Q(n).
Primeiramente, note que 5 € K, pois 0°() = 0*(£4(&pm + &) = &a(&p + En) = =& 0 + Ea&pn =
Gn — Gl Assio, @ € Q() € K € Q(Gn). Por um lado, [Q(() : K] = 2 implica [Q(Gn) : Q)] > 2
e (m € Q(n). Por outro lado, ¢, é raiz de F(z) = 2> —nzr — 1 € Q(n)[z], que é, entao, seu
polinémio minimal sobre Q(n). Logo, [Q((xn) : Q(n)] = 2, donde segue que K = Q(n). Além disso,
Z C Og C Ogemy implica que Ogemy = Z[(n] C Ox[Cn] C Ogim [Gn] = Ogem - Logo, Ogmy = Ok |G-
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Por isso e pela proposicao 2.7.3, o diferente dgm).i ¢ dado por (G'(¢m))Ogm, em que G € o polindmio
minimal de (,, sobre K e G’ denota a derivada do polinémio G. Como (, € K e (,, é raiz de

2?> —nz — 1 € K, segue que este polindmio é o seu minimal G. Assim,

gk = (G'(Cn))Ogim = (G + (") Ogomy = Ea(Epn — €;n1)0@<m> (3.63)

Considere B = (1—&,n)Ogye,) 0 ideal primo ramificado de Q(&,) sobre p, ou seja, pOge,.) = pee”)

e a norma de *B é p. Em Ogg,.), como mdc(1, p") = mde(p”, p" — 1) = 1, vale a igualdade dos ideais

(1= &m)Og(em = (1= & )00, = (1= &) Ogign)- (3.64)
Multiplicando por (1 4 &,n), obtemos:
(1= &) Og(en) = (1 + &) (1 = £:)Ogeyn) = (& — &) Ogieyn)- (3.65)

Pelo fato de mdc(2,p") = mdc(1,p") = 1, também temos:

(1= &) Oge,n) = (1= §50) Oge,m)- (3.66)

De 3.65 e 3.66, concluimos que P = (1 — §n)Oge,n) = (§pn — {I;Ll)(’)@(gpn). Estendendo estes ideais

para Ogm), obtemos
PBOgwm = (En — &) Ogmy - (3.67)
Por fim, das equagoes 3.63 e 3.67, como &, é unidade de Ogem), implica-se que

Otk = (Gn 4 G )Ogim = Ea(Epn — & ) Ogim) = POgyim) - (3.68)

De maneira andloga ao que foi feito na demonstragdo do teorema 3.3.2, mostra-se que D(K) =

\/(D(@(m))/NQ(m (0gm.x)- Do teorema 3.2.1,

4pn 4s .
|D(Q(m))| _ ( 14 ) _ 24sp4ns—2p 1 (369)

o 24sp2p”— 1

e, como

N@(m) (DQ(m):K> = N@(m) (%O@m)) - N@(P")(NQ(m);Q(P")(YBOQ(m)» - N@(p”)(m2> - (NQ(P")(SB))2 = p2

entao o valor absoluto do discriminante do corpo K é

nfl_l

|D(K)| = |D(@(m))|/p2 — 225p2ns_p



106 Capitulo 3. Corpos quadrdticos e ciclotomicos

confirmando a assertiva (b), j& que ¢(p") = 2s. Agora, para j = 5,5+ 1,...,25 — 1, temos ¢/ H =
o*H, em que i = 0,1,...,s — 1 é tal que i = s — j. Assim, 0/H = o' H = {0'5 o't} =
{o"*% 0’} = 0" H. Logo, paratodo j = s,s+1,...,2s—1, existei = 0,1,...,s—1tal que 0’ H = o' H.
Analogamente, segue que para todo j = s,s +1,...,2s — 1, existe ¢ = 0,1,...,s — 1 tal que
o’TH = o'TH. Dali, como a ordem de G/H deve ser igual & razdo entre a ordem de G e a de H,
ou seja, a ordem de G/H é p(p") = 2s, segue que G/H = {c'H,o'TH : 0 < i < s}. Dessa forma,

podemos calcular o diferente dx(n) do elemento 7:

wm =[] m-vm) = ]:[{(n—aj(n»(n—ajf(n))} = (n—7(n)) f[{(n—aj(n))(n—ajf(n))}-
Ye(G/H)\{e} J=0 j=1
(3.72)
Como 1 — 7(n) = 264(&n + &) €
(=o' () (0 — o'7(M)) = €xllpm — & + & — &7 VealGn + & + 6 + &) =

= G(&n + 6 — (G + 67 = GGG — ) (6 — 7)) (3.73)

entao -
ox(n) = (§a/&n) 226460 + &) H{(S,?n — ())& — 07 (60))}- (3.74)

Pelo fato de que para todo j = 1,...,p" tal que mde(j,p") = 1 existe i € {1,2,...,p"} tal que

mde(i,p") =1e 553; = é’fw entao
{fzi 10 <j<p",mde(j,p") =1} C {f;n 10 <i < p",mdc(i,p") = 1}. (3.75)

Mais ainda, esses conjuntos sao iguais, pois o segundo possui ¢(p") elementos (claro) e o primeiro

_ 2%

on implica j = k para 0 < j,k < p" tais que

também possui ¢(p™) elementos, ja que {iﬁ

mdc(j,p") = mde(k,p™) = 1. Assim,

{€n -0 <i < p"ymde(i,p") =1} = {&1 - 0 < j < p",mde(j,p) = 1} = {$(&) : ¢ € Gal(QP : Q)} =

={07(&n), 0" () 15 =0,1,... s = 1} = {07 (§n), 07 (7)1 5 =0,1,...,s = 1} (3.76)
donde segue que {07(€%.),07(&,°) 1 j=0,1,...,s — 1} = {{gn :0 < j < p",mde(j,p") = 1}. Logo, o

p"-ésimo polinomio ciclotomico, ®,», ¢ dado por

Oy (2) = (& = &) = (z = &)= = §2) f(x) (3.77)
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em que f(x) = [[72{(x =07 (§)) (x =07 (§;7))}. Como @ (2) = (G0 — &) f(E) + (x = &:7) f(2) +
(z — &) F'(x), entao

F&) = ®pn (&) /(€50 — E570).- (3.78)
Note, da equagao 3.74, que dx (1) = (£4/&n )2 V284(En +E0' ) f(E20). Como &y, &y e & sio unidades
de Ogm), entdo x(n)Ogom = 2(Epn + Epn' ) f(E30) Ogmy €, como (Epn + &gt ) (Epn — it ) = & — &t

segue da igualdade de ideais anterior e da equacao 3.78 que

x (1) Ogm) = 2P () / (§pn — & ) Oy - (3.79)

Por fim, pelo lema 3.3.4, p”fiy(lpn_l)/@;n (&) = &2 — 1 e, entao

@ (E)Ogum = p" /(&2 — 1)Ogom = p" /(& — 1)Ogom)- (3.80)
A dltima igualdade seguiu porque mdc(2,p) = mdc(1,p) = 1 e, dai, (£ — 1)Ogom = (§ — 1)Ogem -
Logo, 3k (1) Ogm = 2p™(1 — &)~ (1 — &) ' Ogem . Utilizando esta tltima igualdade e notando que

e(m)

N ((§ — 1)Ogm ) = Noo (Ngim g (6 — 1)Ogim)) = Naw ((§ — 1)F/ D) = po=t = p*
(

inferimos que

N (0% (7)Ogim) = N (20" (1 — &) 711 — &) " Ogem ) = 2" Nt (20" (1 — &) 1 Ogim ) =

= p 72" Nie(Ngom g (20" (1 — &) " Ogimy)) = p= 2" 2hspinsp=2 = ghspins—20" 712 (3.82)
e, assim, o valor absoluto do discriminante de B = {1,7,...,n%*®")} ¢

‘DK(’]’})l = NK(DK(U)) = \/NQ(m) (DK(n)OQ(m)) = \/24Sp4ns—2pn71_2 — 228p2ns_pn—1_1' (383)
Portanto, |Dk(n)| = |D(K)|, donde concluimos que o anel de inteiros de K admite base integral de
poténcias, ou seja, Og = Z[n], como querfamos demonstrar. O

Por fim, faremos um breve comentério sobre alguns subcorpos de Q(({,), em que p é um nimero
primo. Seja g uma raiz primitiva médulo p, isto é, ¢ satisfaz zP~! = 1 (mod p) e nao satisfaz
2" =1 (mod p) se 1 <i < p—2. Fixe um divisor ¢ de p— 1 e tome f = (p—1)/e (apesar da notagao

similar, nao hé relagao dela com indices de ramificacao nem grau de inércia). Defina

f-1
= ¢ i=01,...e— 1L (3.84)
§=0
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Cada um desses 7; é chamado periodo e sua importancia é exemplificada a seguir. Seja ¢ um Q-
automorfismo de Q(¢p) tal que o(¢,) = ¢J. Como g é uma raiz primitiva, entdo o gera o grupo de
Galois. O subgrupo de ordem f é H = {1,0°,...,0°U=V}, que corresponde a {1,¢°,...,¢g°/ Y} C
Z,,. Consequentemente, {g¥t":0<j < f—1} ¢ uma classe lateral deste grupo. Verifica-se que H
fixa n; Além disso, o(n;) = Miy1, para 0 < i < e —2, e 0(ne_1) = 1m9. Entdo 7; tem exatamente e
conjugados por Gal(Q(¢,) : Q). Disso segue que, para qualquer 7, 7; gera um subcorpo de Q(¢,) de
grau e sobre Q. Por exemplo, o elemento ¢, + ¢, ! que gera o subcorpo maximal real de Q(¢,) é um
periodo. Neste caso, f=2ee=(p—1)/2.

No préximo capitulo, entre outros assuntos, iremos querer responder a seguinte pergunta: Z[n;| é
o anel de inteiros de Q(7;)? Como vimos, se f =2 e n; = (, entdo isso é verdade (proposicao 3.3.1).

Porém, se f > 2, veremos que isso nem sempre ocorre.

Conclusao

Na primeira secao deste capitulo, mostramos que o anel de inteiros de um corpo quadratico Q(\/E) é
Z[\/d) ou Z[1/2 4 1/2+/d), dependendo do resto de d na divisao por 4, e explicitamos o discriminante
desse corpo. Na segunda se¢ao, desenvolvemos a teoria basica sobre as raizes da unidade e os corpos
ciclotomicos, mostramos que o anel de inteiros de um corpo ciclotomico Q((,,) é Z[(,,] e apresentamos
o discriminante desse corpo. Na ultima se¢ao, enunciamos o Teorema de Kronecker-Weber, vimos
que o anel de inteiros do subcorpo maximal real Q((,, + (') é Z[(n + ¢,;'] e provamos que o anel
de inteiros dos subcorpos Q(n) C Q((n) é Z[n], em que n = G — ¢t m = 2" ou m = 4p™ (p > 2

primo), além de explicitar seu discriminante. Os teoremas 3.3.2 e 3.3.3, que provam este tltimo fato,

tém demonstracoes bem elaboradas e mereceram um minucioso desenvolvimento.
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Capitulo 4

Bases integrais normais e potentes

Na Algebra Linear é notavel a importancia das bases para os espagos vetoriais, pois seus elementos
sao geradores desses espacos. Por esse motivo, é importante o conhecimento da base de uma extensao
finita de corpos. H& alguns tipos de bases que sao mais interessantes como, por exemplo, as bases
potentes e as bases normais, as quais serao objetos de nosso estudo neste capitulo. Além disso,
também estudaremos as bases potentes e as bases normais para anéis de inteiros de corpos de ntimeros

sobre Z.

4.1 Bases normais e bases potentes

Inicialmente, vamos discutir sobre bases potentes de um corpo de nimeros. Seja K C IL uma extensao
de corpos de niumeros, a qual é, entao, finita e separavel. Pelo Teorema do Elemento Primitivo
(proposicao 1.1.1) vimos que existe v € L tal que L = K(u). Este elemento u chama-se elemento
primitivo de IL sobre K. O grau do polinémio minimal de u coincide com o grau da extensao [L : K]

e, portanto, {1, u, ... ,U[L:K]_l} ¢ uma base do K-espaco vetorial L.

Definigao 4.1.1. Se K C L € uma extensdo de corpos de nimeros de graun e B = {1,u,... , u""1}
¢ uma K-base do espago vetorial I entdo B é chamada base de poténcias (ou base potente) de

L sobre K. Se K = Q, podemos dizer simplesmente que B € uma base de poténcias de L.

Como corolario imediato do Teorema do Elemento Primitivo e pela discussao que fizemos inicial-

mente, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 4.1.1. Toda extensao de corpos de numeros admite uma base de poténcias. [
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Exemplo 4.1.1. Se (5 = e%, o conjunto {1, (s, C2, (3} € uma base de poténcias do corpo ciclotémico

Q(¢5) (sobre Q).

Agora, discutiremos sobre bases normais. Como vimos na defini¢ao 1.3.6, se A é um anel com
unidade e G é um grupo, entdo A[G] é um anel de grupo, cujos elementos sao da forma ) gec 4g9
(soma finita), com cada a, € A. Se G é o grupo de Galois de alguma extensao de corpos de nimeros

K C L galoisiana (entao G ¢ finito) e o € L, ent@o definimos

AlGla = {Zaaa(a) ta, € A} . (4.1)

Definigao 4.1.2. Sejam K C L uma extensao galoisiana finita de grau n e G = Gal(L : K) = {o; :
1 <i<n}. Seexisteaw € L tal que B = {o;(a)) : 1 < i < n} € uma base do K-espago vetorial L,
dizemos que B € uma base normal de I sobre K. Isso € equivalente a dizer que existe a € 1L tal

que L = K[G]a.

Exemplo 4.1.2. Considere a extensio galoisiana Q C Q(i) de grau 2, em que i = /—1. Assim,
G = Gal(Q(i) : Q) = {id,c}, em que (i) = —i. Tome a = 1+ 1i. Entio B = o(a) = 1 — 1.
Considere B = {a,0(a)} = {a,} = {1 +4,1 —i}. O congunto B gera Q(i) sobre Q, pois, para
qualquer a + bi € Q(i) (a,b € Q), tem-se que

b a—b
a—i—bi:a;— a+a2 B, (4.2)

Logo, como Q(i) é um Q-espago vetorial de dimensao dois e B tem dois elementos que geram Q(1)

entio B € uma base normal de Q(i) sobre Q.
Nosso objetivo a seguir é mostrar que toda extensao galoisiana finita admite base normal.
Lema 4.1.1 (Lema de Dedekind). Seja I um corpo. Distintos automorfismos de um corpo L sdo

linearmente independentes sobre L.

Demonstra¢ao. Suponhamos que um conjunto S = {oy,...,0,} de automorfismos de L seja li-
nearmente dependente sobre L. Logo, existem a; € L (1 < ¢ < n) nao todos nulos tais que

a101 + as09 + ... + a,o, = 0. Logo,
a101(x) + agoz(x) + ... + ayon(x) =0, Vel (4.3)

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a; # 0 para todo i e que n seja 0 menor possivel (senao,

retire os elementos em excesso). Se n = 1 entao ajoq(x) = 0, para todo x € L. Logo, a; = 0, o que é
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um absurdo. Agora, sendo n qualquer, como oy # o, entao existe ¢ € L tal que o1(c) # o,(c). Pelo

fato de cx pertencer a L para todo x € L, segue que ay01(cx) + azoe(cx) +. ..+ ayo,(cx) = 0. Logo,
aro1(c)o1(x) + asoa(c)oa(x) + ... 4+ anon(c)o,(x) = 0, Vel (4.4)
Multiplicando a equagao 4.3 por o(c) e subtraindo a expressao obtida de 4.4, obtém-se
as(o9(c) — a1(c))oa(x) + ... + an(on(c) — o1(c))on(z) =0,V z € L (4.5)

com o termo a,(0,(c) — o1(c)) # 0 para todo z € G, o que é um absurdo devido ao fato de termos
assumido n o menor nimero de elementos nao nulos na combinacao dos ¢; com coeficientes em L.

Logo, S ¢ linearmente independente. O

A seguir mostraremos um caso especial do que queremos: se uma extensao galoisiana é ciclica

entao essa extensao admite base normal.

Proposicao 4.1.2. Seja K C L uma extensdo galoisiana de grau n com grupo de Galois ciclico
G = Gal(L : K) = (o). Entao existe a € L tal que {a,0(a),...,c" (a)} é uma base para o

K-espaco vetorial L.

Demonstracdao. Seja o : . — L um K-automofismo de IL, o qual pode ser considerado uma trans-
formagao linear do K-espago vetorial L. Seja m,(x) o polinomio moénico de menor grau tal que
mey(c) = 0 (isto é, o polinomio minimal de o). Como o é raiz de 2" — 1, pois " = id, entdao m,(z)
divide 2™ — 1. No entanto, os n elementos o* (0 < i < n — 1) sdo distintos e, devido ao lema 4.1.1,
sao linearmente independentes sobre K. Portanto, nao existe um polinomio de grau menor do que
n que tenha o como raiz. Dessa forma, o polindmio minimal de ¢ deve ter grau maior ou igual a
n. Como 2™ — 1 admite o como raiz e é monico, entdao m,(x) = 2™ — 1. Como o polinémio carac-
teristico de uma transformacao linear (no caso, o) é divisivel pelo seu polinémio minimal, é ménico
e tem grau igual a [L : K] = n, concluimos que o polinémio caracteristico e o polinémio minimal

1

de o sao iguais a 2" — 1. Devido a resultados de Algebra Linear', segue que existe a € L tal que

{a,0(a),...,0" ()} é uma base para o K-espago vetorial L. O

Lema 4.1.2. Seja K C L uma extensdao galoisiana finita de grau n com grupo de Galois G = {o; :

1 <i<n}. Entio {ay,...,a,} € uma base para o K-espago vetorial L se, e so se, det(o;(a;)) # 0.

L Consulte a definigao de vetor ciclico e o segundo coroldrio do teorema 3 no capitulo 7 de [14].
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Demonstragao. Seja A = [o;(a;)]. Por um lado, se {ay,...,a,} ndo é uma K-base para L entdo
existem ci,...,c, € K, nao todos nulos, tais que cia; + ... + cpa, = 0. Assim, Ac’ = 0, em que
¢ = (c1,...,c,), donde segue que det(A) # 0, pois o sistema em questao possui uma solugdo nao
nula. Por outro lado, suponha que {ay, ..., a,} seja uma base para o espago vetorial L sobre K e que
det(A) = 0. Assim, existe d = (dy,...,d,) € L" nao nulo tal que dyo1(a;) + ...+ d,o,(a;) = 0, para
todoi € {1,2,...,n}. Por linearidade, como {ay, ..., a,} é base, tem-se que dyo1(x)+. . .+d,0,(z) =

0, para todo = € L, o que contradiz o lema 4.1.1. Logo, det(A) # 0. O
A proposicao seguinte é conhecida como Independéncia Algébrica dos Automorfismos.

Proposicao 4.1.3. Seja K C L uma extensao galoisiana finita de grau m com grupo de Galois

G ={0oy,...,0,}. Suponha que K seja um corpo infinito. Se f € L|xy,...,x,] € um polinomio de n
variaveis tal que f(oq1(x),...,on(x)) =0, para todo x € L, entao f € o polindmio nulo.
Demonstragao. Sejam {aq,...,a,} uma K-base para L e A = [0;(a;)]. Para todo = € L, tem-se que

T =y1a1 + ...+ Ypln, com yq,...,y, € K. Entao, se y = (y1,...,ys) entdo f(oy(x),...,0,(x)) =
f(Ay) = g(y1,...,yn), para algum g € L[zy,...,x,]. Dai, g(y1,...,yn) = 0 em K" e, assim, g = 0.

Disso, segue que f também ¢é identicamente nulo. O]
Finalmente, o teorema a seguir garante que toda extensao finita galoisiana admite base normal.

Teorema 4.1.1 (Teorema da Base Normal). Seja K C L uma extensao galoisiana finita tal que
G = Gal(L : K). Entao, existe a € L tal que L = K|[G]a, isto é, L admite uma K-base normal

gerada por .

Demonstracdo. Se K e L sao corpos finitos entao a proposicao 4.1.2 garante o resultado. Caso
contrario, consideremos que K ¢ infinito. Suponha que G = {oy,...,0,} e que x; = z,,. Con-
sidere f(x1,...,7,) = det(v,,,,). Dessa forma, f(1,0,...,0) é o determinante de uma matriz de
permutacao e, portanto, é nao nulo. Assim, f nao é identicamente nulo e, devido a proposicao 4.1.3,
existe a € L tal que f(o1(a),...,o,(c)) = det(o;(0;(a))) # 0. Por isso, o lema 4.1.2 garante que
{o1(),...,0n(a)} é uma base para L sobre K. O

4.2 Bases integrais normais

Na se¢ao anterior discutimos sobre bases normais. O Teorema da Base Normal (teorema 4.1.1) nos

garantiu que toda extensao galoisiana finita admite base normal. Nosso interesse agora ¢é estudar
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bases integrais de extensoes de corpos de nimeros. Daremos uma condigao necessaria e suficiente
para que um corpo de nimeros abeliano possua base integral normal sobre QQ, mesmo nao sendo
possivel fazer a mesma afirmacao do Teorema da Base Normal para bases integrais em geral. O

resultado que objetivamos demonstrar é o Teorema de Hilbert-Speiser.

Definigao 4.2.1. Seja K C L uma extensdao galoisiana (finita) de corpos de nimeros cujo grupo de
Galois é G = {o1,...,0,}. Dizemos que a extensio K C IL possui uma base integral normal (BIN)
se eziste um elemento o € O, tal que {o1(a),...,0,(a)} € uma base para O sobre Ok, isto €, se

OL = Ok|[Gla. Neste caso, dizemos que « gera uma base integral normal para K C L.

Proposigao 4.2.1. Seja K C F C L uma extensao de corpos de nimeros tal que K CL e K C F

sao galoisianas. Se a gera uma BIN para K C L entao Trpr(«) gera uma BIN para K C F.

Demonstragio. Estabelecamos as seguintes notacoes: G = Gal(L : K), H = Gal(L. : F) e G =
Gal(F : K) ~ G/H. Por hipétese, existe a € L tal que {g(a)}4e¢ é uma BIN para K C L. Para
qualquer x € Of (entdo x € Oy), existem tnicos elementos c(g) € Ok tais que x = ) c(g)g(a).
Como z € F entao h(z) = x, para todo h € H. Temos:

h(z) =Y clg)(hog)(a)=> c(hog)(h ' ohog)(a)=> c(h" og)g(a). (4.6)

geq gea geG

Devido a unicidade de ¢(g) e ao fato de que h(x) = x, tem-se que c(h™'g) = ¢(g) para todo g € G e
h € H (ou seja, c(hog) = c(g)). Para cada o € G, existe 5 € G tal que 6H = 0. Assim,

r= clghgla) =) Y clhod)(hod)(a)=) &) ) (hod)(a)=

geq ocq heH och heH

= Z 0 TTLF ZC TTILIF )) (47)

ceCG oceCG

(note que na penultima igualdade foi usado o fato de que H é normal em (). Portanto, O admite

uma Og-base normal gerada por Ty, r(«). O

Corolario 4.2.1. Se K C F C L € uma extensao galoisiana de corpos de numeros e K C L tem

BIN, entao Tryp(OL) = Or.

Demonstragao. Por um lado, o coroldrio 2.2.2 garante que Trp,r(Or,) C Op. Por outro lado, se x € Oy

entdo (mantendo as notagoes da demonstracao da proposigao anterior) a férmula 4.7 acarreta

=Y ¢c(6)> (hod)(a)=> c(6)Trus(d(e) = True | Y c(6)5(a) | . (4.8)

ceG heH oceCG =t
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Como ) .zc(6)d(a) pertence a Op entao v € Trpp(OL), donde segue finalmente que Op C

TTL;F(OL) . O

Corolario 4.2.2. Se K C I € uma extensao galoisiana de corpos de numeros que admite BIN entao

TTL;K(OL) = OK
Demonstracao. Segue imediatamente do corolario 4.2.1. O

No6s mostramos que se K C F C I é uma extensao de corpos de niimeros tal que K CLe K C F
sao galoisianas e se K C L tem BIN entao [ C L tem BIN. No entanto, se K C L tem BIN num caso
mais geral, nao é sempre verdade que F C L também tem BIN. Por exemplo, se K = Q, F = Q(/—7)

e L = Q(¢r) entdo (7 gera uma base integral normal para K C L, mas F C LL ndo tem BIN (veja [4]).

Proposicao 4.2.2. Sejam K; e Ky dois corpos de numeros de graus n e m, respectivamente, e tais
que 0g,.q € 0k,.q sao relativamente primos. Suponha que Q C K € galoisiana com grupo de Galois
G ={0i}1<i<n. Entdo:

(a) Se Ky tem BIN dada por {o1(«),...,on(c)}, a € Ok, entao Ox,x, admite BIN sobre Ok, dada
por {o1(a),...,on(a)}. Em outras palavras, se Ok, = Z|G|a entio Ok,x, = Ok,[G]a.

(b) Além disso, se Q C Ky € galoisiana com grupo de Galois H = {T;}1<i<m € se eziste § € Ok,
tal que {T1(5),...,7m(B)} € BIN de Ky sobre Q entdao {o;7;(af)}1<ij<n também é BIN para K;Ks
sobre Q. Em outras palavras, se Ok, = Z|Gla e Ok, = Z[H]S entio Ok,k, = Z|G x H|(af).

Demonstracao. (a) Por hip6tese e devido & proposicao 2.7.10, temos
OK1K2 = OKl OK2 = OKQZ[G]O( (49)

Como Z C Ok, e como O, tem base normal sobre Z entao, por fim, Ok,Z[G|a = Ok, [G]a.

(b) Por hipétese e devido a proposigao 2.7.10, temos

Ox,x, = Ok, Ok, = Z|G|aZ[H|f. (4.10)
Além disso, para a;; € Z,
x € Z|GlaZ|H|p <= = = i iaijai(a)@-(ﬂ) S i i&i]’(o—i'rj)(aﬁ). (4.11)
i=1 j=1 i=1 j=1
Logo, Z|G|aZ[H|p = Z|G x H](af), completando a prova. O

Nas condic¢oes acima, se Q C K;K, admite BIN entao a proposigao 4.2.1 garante que Q C Ky e

Q C Ky também tém BIN. Portanto, o item (b) da proposi¢ao anterior é a reciproca deste fato. No
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entanto, a reciproca do item (a) ndo ocorre sempre, ou seja, mesmo que Ky C K;Ky tenha BIN nao

se pode afirmar que Q C K; tem BIN.

Proposicgao 4.2.3. Seja n um nimero inteiro positivo impar e livre de quadrados tal que K C Q((,),

em que K é um corpo de nimeros. Entio Q C K tem BIN gerada por Trgc,)x(Cn)-

Demonstracao. Seja p um nimero primo impar e livre de quadrados. Denote por ¢ uma raiz p-ésima
primitiva da unidade. Devido ao teorema 3.2.1, Og) = Z[¢]. Assim, {1,(,...,(P7?} é Z-base
para Og(). Como ¢ é um elemento invertivel nesse anel entdao (Z[¢] = Z[(], donde segue que
{¢,¢?,...,¢?71} também é Z-base para Og(c). Assim, como Gal(Q(¢) : Q) = (o) (ciclico), em que
o(¢) = (%, em que z é um elemento primitivo médulo p, entao {o*({) h<icp-1 = {¢,(3,..., P71} é
uma base normal para Og(). Agora, seja n um nimero inteiro positivo impar e livre de quadrados.
Vamos mostrar que ¢, gera uma BIN para Q C Q(¢,). Se n é primo, o pardgrafo anterior demonstra
que Q C Q(¢,) admite BIN. Caso contrario, existem um primo p e um inteiro positivo impar e
livre de quadrados m relativamente primo a p tais que n = pm. Pelo visto acima, Q C Q((,) tem
BIN gerada por (,. Suponhamos, por indugao, que Q C Q((,,) também tem BIN gerada por (p,.
Pelo teorema 3.2.1, segue que os discriminantes de Q(¢,) e de Q((,,) sao relativamente primos. Pela
proposicao 4.2.2, (,(,, gera uma BIN para Q((,)Q((,,). Agora, como p e m sao relativamente primos
entdo n é uma combinagao linear sobre Z de p e m, donde segue que (), = (,(,, é uma raiz n-ésima
primitiva da unidade. Assim, Q((,)Q(¢n) = Q(¢)) = Q(¢,). Logo, ¢, é uma raiz n-ésima primitiva
da unidade que gera uma base normal para Q C Q(¢,) = Q(¢,). Por fim, a proposigao 4.2.1 garante
que Tro(c,)x(¢,) gera uma BIN para K C Q. Podemos trocar ¢, por (,, ji que eles sao conjugados,

0 que garante a tese. O

A seguir, definiremos alguns conceitos necessarios adiante envolvendo ramificagao de ideais primos

em corpos de ntimeros.

Definigao 4.2.2. Sejam K C L uma extensao finita de corpos de nimeros, P um ideal primo (ma-
zimal) de Og e POy = PPPS2 ... By’ a ramificacio de P em primos de O (se a extensdo for
galoisiana, e; = ... =e,). Considere ainda p a caracteristica do corpo Og/P.

(a) Dizemos que B; é severamente ramificado em K C L se p | e;. Caso contrdrio, dizemos que
B; € brandamente ramificado.

(b) Dizemos que P é severamente ramificado em K C L se algum dos B; € severamente ramifi-

cado. Caso contrdrio, dizemos que P ¢ brandamente ramificado.
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(¢) Dizemos que K C L é brandamente ramificado se todo ideal mazimal de Ox é brandamente

ramificado em K C L.

Antes da seguinte proposicao, é preciso observar que se K C L é uma extensao de corpos de
numeros finita entdo Trp.x(O) é um ideal de Ok. De fato, se a € Ok e z,y € O, entao aTrp.x(x) +

Trix(y) = Trux(ar +y) € Trox(OL), devido & proposigao 2.2.2.

Proposicao 4.2.4. Sejam K C L uma extensao de corpos de niumeros galoisiana e P um ideal

mazximal de Og. Entao P divide Tryp.x(OL) se, e somente se, P é severamente ramificado em L. C K.

Demonstragdo. Como K C L é uma extensao galoisiana entao PO, = (P1P, ... B,)¢ (proposicao
2.6.3). Estabelecamos as seguintes notacdes: L; = Op /%y, K = Ox/%PB; e p = car(L;) = car(K).
Tome a € Oy. A aplicacao multiplicacdo por o, mg : O, — O, induz as seguintes K-transformacoes
lineares: mg : Op/POp — OL/POL e mg, : Ly — L;, em que @ = a + POp e @; = a + B,;OL.
Considerados como L;-espacos vetoriais, é possivel mostrar que

_ 0 ; e—1
]L_ LNmN N;’Bz

Z—E_q—;?__?f (412)

Escolha uma K-base B; se Op/P¢ como segue: escolha uma base de ¢! /P¢, estenda-a para
P2 /PE e repita esse processo recursivamente.

Existe um isomorfismo canonico O/PO;, ~ @O /B¢ (veja o Teorema Chinés do Resto; teorema
2.25 de [15]). Identificando essas duas K-algebras, temos que U!_, B; é uma K-base de Op/POp. Em
relacao a essa base, a matriz de mg é diagonal superior em blocos, em que cada um dos eg blocos
correspondem aos endomorfismos mg- em L; ~ P /97, para algum i € {1,...,g} e para algum

j€{1,... e}. Portanto, em K, temos:
- g
TT]L;K(OK) = GZTTE:K(ai). (413)
i=1

Por um lado, se P é severamente ramificado em K C L, ou seja, p | e, entdo a equagdo anterior
garante que m = 0 em K, para qualquer o € Op (devido & caracteristica de K ser p).
Logo, P | Trpx(a)Ok. Portanto, p | Trpx(OL). Por outro lado, suponha que P é brandamente
ramificado, ou seja, p nao divide e. Como K C L; é separdvel entao existe 3, tal que TTE-;K(E) # 0.
Novamente, o citado Teorema Chinés do Resto nos permite escolher 8 € Oy tal que 8 = 3, (mod B1)
e 8 =0 (mod ), para i # 1. Logo, Trox(B) = eTrrx(B,) # 0 em K. Portanto, P nao divide
Trix(B)Ok e, dai, P nao divide Trpx(Or). Isso completa a prova. O
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s

Corolario 4.2.3. Se K C L ¢ uma extensdo galoisiana de corpos de numeros entdo K C 1L ¢

brandamente ramificada se, e somente se, TrLx(OL) = Ok.

Demonstrag¢ao. Por um lado, se K C L é uma extensao brandamente ramificada entao todos os ideais
maximais de Ok sao brandamente ramificados em K C LL. Logo, a proposicao 4.2.4 garante que nao
existe ideal maximal (primo) de K que divide o ideal Try.x(Op) (definicao de ideal maximal). Logo,
Trix(Op) = Ok. Por outro lado, do mesmo modo, se Trpx(OL) = Ok, entdo nao existe ideal
maximal que divide Trp.x(OL). Pela proposigao 4.2.4, nenhum ideal maximal deve ser severamente

ramificado, donde concluimos que todo ideal maximal de Ok é brandamente ramificado. n

O corolério a seguir combina a teoria de ramificacao desenvolvida acima com a teoria de bases

integrais normais.

Corolario 4.2.4. Se K C L € uma extensao galoisiana de corpos de niumeros que tem BIN entao

K C L é brandamente ramificada.

Demonstracao. O coroléario 4.2.2 nos mostra que Trx(O) = Ok. Por sua vez, do corolario 4.2.3

tem-se que K C LL é brandamente ramificada. O]

Finalmente, provaremos a seguir o Teorema de Hilbert-Speiser, que nos dé condigoes necessarias

e suficientes para que um corpo de nimeros abeliano admita BIN.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Hilbert-Speiser). Seja K um corpo de nimeros abeliano de condutor
n. Sao equivalentes:

(a) Q C K admite BIN;

(b) Q C K € uma extensio brandamente ramificada;

(c) n € impar e livre de quadrados.

Neste caso, Tro,)x(Cn) € o gerador da base normal.

Demonstragdo. A proposicao 4.2.3 garante que (c) implica (a) e que Trgc,)x(¢,) é o gerador da
base normal. O corolério 4.2.3 garante que (a) implica (b). Falta mostrar que (b) implica (c). Para
isso, suponha que Q C K é uma extensao brandamente ramificada. Seja p um nimero primo fmpar
que divide n e considere n = mp”, em que mdec(m,p) = 1. Pela proposi¢ao 3.2.8, o primo p nao se
ramifica em Q((,,). Assim, N =K NQ(¢,) é o subcorpo maximal de K em que p é ndo ramificado.
O corpo N ¢é também o corpo fixo do grupo de inércia I, de qualquer primo de O acima de p.
Portanto, [K : N] = #(I,). Como p nao divide e (pois a extensao é brandamente ramificada) e

#(1,) = e (proposicao 2.6.5), entao p nao divide [K : N]. Entao K esta contido no p-subgrupo de
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Sylow de Gal(Q(¢,) : N). Se r > 1 entao [Q((,) : Q(Cpm)] = P! e, entdo, K estd contido em Q((pm)
e p? nao divide n. Da mesma forma mostra-se que o grupo de inércia dos primos acima de 2 é um

2-grupo e, portanto, n é fmpar. O

4.3 Bases integrais potentes

Vimos na proposicao 4.1.1 que toda extensao de corpos de nimeros admite uma base de poténcias. A
pergunta que responderemos nesta se¢ao é: todo corpo de niimeros admite base integral de poténcias?

Tendo em vista os exemplos concretos que ja apresentamos neste texto, alguém poderia pensar
que a resposta i questdo acima é positiva. De fato, j& vimos que Z[v/d] ou Z[% + %\/E] ¢ o anel de
inteiros de um corpo quadrético Q(v/d), que Z[¢] é o anel de inteiros de um corpo ciclotémico Q(¢) e
que Z[¢ 4+ ¢71] é o anel de inteiros do subcorpo ciclotémico maximal real Q(¢ + ¢~!). Além disso, os
teoremas 3.3.2 e 3.3.3 nos mostraram que os subcorpos Q(n), em que n = (,, — (.} param = 2" > 8
e m = 4p" (p primo mpar), também admitem base integral de poténcias.

No entanto, nosso objetivo nesta secao é apresentar uma classe de contraexemplos afirmando que

a resposta a questao introdutoéria desta secao é negativa.

Definicao 4.3.1. Seja K C L. uma extensdo de corpos de numeros. Dizemos que K C L admite
base integral de poténcias (BIP) se existe § € Oy, tal que Oy = Oklf]. Isso € equivalente a dizer
que {1,0,...,0K=1Y ¢ uma Og-base para Oy.

Se K =Q elL € um corpo de numeros, dizemos que Oy, € um anel de inteiros monogénico quando

Q Cc L admite BIP. Caso contrdrio, diremos que Oy, € anel de inteiros nao monogénico.

Adiante, sendo m um nimero inteiro positivo, denotemos por Q™ o corpo ciclotémico Q((y ), em

que (,, = e /™ & uma raiz m-ésima primitiva da unidade. O teorema que demonstraremos nos d4

uma classe especial de corpos que sao nao monogénicos, isto €, que nao admitem BIP. As ferramentas

utilizadas e as ideias por tras da demonstracao sao similares as utilizadas para demonstrar os teoremas

3.3.2 e 3.3.3.

Teorema 4.3.1. Seja m = 3p™ em que p > 3 é um nimero primo e n é um inteiro positivo. Se K é

um subcorpo imagindrio de QU™ = Q((,,) distinto de Q") tal que [QU™ : K] = 2, entdo:

1

(a) o corpo K é Q(n), em que n = (,, — (. € o periodo de Gauss;

(b) o valor absoluto do discriminante do corpo K ¢ igual a 39®")/2pne®")=(m/3p)=1.
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(c) ndo existe a € Ok tal que Ok seja da forma Z[a], ou seja, Ox nao é um anel de inteiros
monogenico.

Demonstracdo. Seja (,, = €*™/™ uma raiz m-ésima primitiva da unidade. Como mdc(3,p") = 1,

27ib 27mia

existem a, b € 7Z tais que 3a + bp™ = 1. Logo, existem w £ (Y =e™5 e = (pn = € 7" raizes 3-ésima

e p"-ésima primitivas da unidade, respectivamente, que satisfazem (,, = wé. Pelo lema 3.3.2 da secao
anterior, garantimos a existéncia de Q-automorfismos 7 e o em Q™) dados por 7(w) = @ = w™,
7€) = ¢, o(w) =wea(f) =& demodo que G = Gal(Q™ : Q) = (r){(w). Observe que 72 = id e que
7(Cn) = w i e () = w€". Considere s = ¢(p™)/2 = p"~(p—1)/2. Assim, os subgrupos de ordem
2 de G sdo (1), (T0°) e H = (0*). Pelo lema 3.3.3, os corpos fixos de (1) e (0°7) sdo, respectivamente,
QP") e (Q))*. Logo, por exclusdo, o corpo fixo de (¢°) é K. Portanto, K = {a € Q™ : 0%(a) = a}.
Sejan = ZpeH ¢?. o perfodo de Gauss, isto é, 1 = 0°((n)+0%((n) = w(E+E71). Assim, analogamente
ao que foi feito na demonstra¢ao do teorema 3.3.3, vé-se que K = Q(n) (comprovando o item (a)
deste teorema) e que Ogm = Ok[(n]. Por isso e pela proposigao 2.7.3, o diferente dgm) i ¢ dado por
(G"(Gm))Ogimy, em que G é o polindmio minimal de (,, sobre K e G’ denota a derivada do polinémio
G. Como (¢, € K e (, é raiz de 22 — nz — 1 € K[z], segue que este polinémio é o seu minimal G.
Assim,

Ok = (G'(Gn))Ogim = (G + € ) Ogimy = w(€ = €71 Ogim (4.14)
Considere B = (1 — £)Ogem o ideal primo ramificado de Q") sobre p. Neste caso, a norma de B é
p. Novamente, de maneira similar a demonstracao do teorema 3.3.3 nas equacoes 3.65, 3.66 e 3.67,

podemos concluir que

dgmx = w(€ — &) Ogm = BOgm. (4.15)
e que
D(K) = 1/ D(Q™)/ Noom (gm ) (4.16)
Pelo teorema 3.2.1, temos
Ip" 4s N
|D(Q(m))| _ ( P ) _ 323p4ns 2p (417)

- 343/2p2pn*1

Ngm dgm ) = N (BOgm ) = Ngom (Ngm.gem (BOgem ) = Nowm (B?) = (Ngwm (R))? = p?
(4.18)

donde segue que o valor absoluto do discriminante do corpo K é

ID(K)| = 4/|D(@Q0m)|/p? = 3p>s " (4.19)
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demonstrando a afirmacgao (b), ja que ¢(p") = 2s. Por fim, demonstremos que o anel de inteiros
de K nao é monogénico. Adotemos a notacdo v = ¢ + ¢ € R, Comon = w(é+&7Y) =wye
Q(w) NQ(y) = Q entdo K = Q(n) = Qwy) = Qw)Q(v) e, dai, Ox = Og)Oqr) = ZW]|Z[y].
Como o discriminante da base {w,w?} de Q(w) sobre Q é igual a —3, que ¢ livre de quadrados,
segue da proposicao 2.5.7 que esta base é uma base integral para Z[w]. Logo, Ox = Z[w|Z[y] =
WZ[Y] + w?Z[y]. Dai, para todo o € Ok, existem R, S € Z[y] tais que a = wR + w%S. Sabendo que
G/H ={0’H,0'7H : 0 < j < s}, podemos calcular o diferente de a:

s—1

o (a) = (o — 7(a)) H (a — o’ (a))(a — 707 (a)). (4.20)

Substituindo a — 7(a) = (w — wW?)(R — S) e 0/(a) = w(R — ¢/(R)) + w*(S — 07(S)) na equagdo

anterior, obtemos:
() = (w—w)(R-8)[[J(a -0’7 H{w R—d’(R)) 4+ w*(S — o (5))}. (4.21)

Para quaisquer T' € Z[vy] e p € G, é verdade que T — p(T') é divisivel por v — p(y) em Z[y]. De
fato, para cada i = 1,...,m, existe z; = ¥""1 + 9" 2p(7) + ... + yp(7)"2 + p(7)" € Z[7] tal que
v —p(7)" = (v = p(v))z;. Assim, sendo T = > a;y" com a; € Z para todo i = 0,1,...,m, entdo,

m

T=p(T) =3 ai(y' =p(0)) = 3_aily' = p(2)') = (v = p(1) }_ ez’ (4.22)

i=1
com y_", a;z" € Z[y]. Além disso, 1 —¢ divide v — p(7) em Ogeny. Com efeito, temos v — p(y) = & —

p(E)+E—p(§71), temos E+E7 = (1-)(§7 1 —1)+2 e temos p(§)+p(E71) = (1—p(€))(p(§H) —1)+2.
Além disso, para algum f inteiro positivo, 1 —p(§) =1—&/ = (1= &) (/71 + ...+ £+1). Dali, existe

p € Ogen) tal que

Y=p(M)=1=E " =1) = 1= pE)p(E") 1) = (1~ (4.23)

confirmando a afirmacao anterior de que (1 —¢&) | (v — p(7)) em Ogeny. Assim, seja 3 dado por

5 = w(R— ) [J(wa, + ) [(a — o'r(a) (124)

em que a;,b; € Z[y] sdo tais que R — ¢/(R) = (v — p(7))a; e S — d?(S) = (v — p(v))b;, para cada
7=1,2,...,s — 1. Nessas condigoes, nota-se que § € Ok. Entao, da equacao 4.21, obtém-se que

s—1

k() = B(1 —w)(a —or(a) [[(v = o'7(7)) (4.25)

Jj=1
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com 8 € Og. Agora, por defini¢ao, o diferente de Z[y] é vz, = Hj;}(’y — a/7(7)). Logo,

o) = B(1 - w)(a — o7()) 05O (4.26)
Vamos calcular o discriminante de o em K. Da proposicao 2.7.10, obtemos
D(K) = D(Ky)?UD(Q(7)) = 3 Nec(0zz)). (4.27)
Das equacoes 4.26 e 4.27, obtemos:
Dx(a) = Ng(0x(@)) = Nk (B)3"Nx(o — o7()) N (0z)) = Nx(8) N(er = o7(a)) D(K).  (4.28)

Portanto,

Dx(a) > Ng(o — o7(a)) D(K). (4.29)

Mostraremos a seguir que Ng(a — o7(«)) > 1. Para fazer isso, é preciso dividir a demonstragao em

casos, supondo o — o7(«) # 0:
e Se R=0(S),como 1 —¢ | T — p(T) para todo T' € Z[y] e p € G, entdo
a—o7(a) = w?(S — d%(9)) = w1 — &)l (I € Ogm) (4.30)

e, portanto,

Nic(a = 07(@)) = /N (2(1 = O)1) > /Ngon (1 =€) = /5 > 1. (4.31)
e Se S = o(R), analogamente ao feito no item anterior mostra-se que Nx (o — o7(a)) > 1.
e Se R—0(S) = S — o(R), entio
2a—o7(a)) = 2(0(R) = §) = —(R+ S) +o(R+S) = (1 - &)l (1€ Ogom).  (4.32)

Calculando a norma Ngm (.) da expressdo anterior, obtemos [2¢7") N (a—o7(a))| = [pNgem (1)]

e, como mdc(2,p) =1, z = Ngom (1)/2°%") € Z (nao nulo), entdo

[Ne(a = o7(a)| = Ip2| > [p| > L. (4.33)

e Se R—0(S)=0(R)— S, entdao a — o7(ar) = w(R — o(9))(1 — w) e, dai,

Nig(a —o7()) = \/N@(m) (WR—=0(59)(1 —w)) > /Nogm (1 —w) =

= \/NQ(3>((1 — w)PPM) = V3er) = 3" P=D/2 5 (4.34)
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e Por fim, suponha que nenhum dos quatro casos anteriores sao verificados. Primeiramente, como

w? +w = —1, temos:
[Ni(a — or(a))] = [Ng(w(R — o(5)) + (S = o(R)))| =

= [Not) (N ([W(R = 0(8)) + w?(S — o(R))][r(w(RR — o(S5)) + w?(S — a(R)))]))| =

= [Ny (R = 0(5))* = (R = a(9))(S = o(R)) + (S — o(R))*) (4.35)

Dai, como R, .S sao reais, obtemos:

[Nx(a = o7()| = [No) (R = 0(5))* = (R = a(9)(S = o(R)) + (S = o(R))*)| >

> |Ng) (R —0a(5))(S —o(R)))[ =21 (4.36)
comprovando que |Ng(a —o7(a))| > 1.
Logo, em todo caso, Nx(a — o7(a)) > 1, e, da equagao 4.29, obtemos a implicacao a seguir:
Dk (a) > Ng(a — o7()) D(K) = D () > D(K). (4.37)

Portanto, para todo a € Og com Dg(«) # 0, segue que Dg(«) > D(K), o que impede Ok de ser

MOoNogenico. [

Conclusao

Neste capitulo, nos dedicamos ao estudo das bases normais e potentes tanto para corpos como para
anéis de inteiros. Na primeira se¢ao, notamos que toda extensao de corpos de niimeros possui base de
poténcias e mostramos que toda extensao galoisiana finita admite base normal, por meio do Teorema
da Base Normal. Na segunda secao, definimos o que é uma base integral normal (BIN) e demos
uma condicao necessaria e suficiente para que um corpo de nimeros abeliano admita BIN, devido
ao Teorema de Hilbert-Speiser. Por fim, na ultima secao definimos o que é uma base integral de

poténcias (BIP) e apresentamos um exemplo de corpos de nimeros que nao possuem BIP.
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Capitulo 53

Caracteres

Caractere é um homomorfismo de um grupo G (que consideraremos abeliano e finito) no grupo
C — {0}. Os caracteres de um grupo G sao muito tteis a Teoria dos Nimeros, como poderemos
comprovar neste capitulo. Um exemplo claro disso serd o Teorema do Condutor-Discriminante, que
apenas enunciaremos, mas que nos permitira calcular o discriminante de qualquer corpo de nimeros,
desde que sejam conhecidos os caracteres de seu grupo de Galois. Daremos uma atencao especial aos
caracteres de Z;. Estudaremos ainda nesta se¢ao os caracteres de Dirichlet médulo n, uma expressao

para seu condutor, relacoes de ortogonalidade entre caracteres e a soma de Gauss.

5.1 Caracteres de grupos abelianos finitos

Em toda esta segao, considere G um grupo abeliano finito de ordem o(G) = n com notagao mul-
tiplicativa para sua operagao. Denotemos por C* = C — {0} o conjunto dos elementos complexos

invertiveis.

Definicao 5.1.1. Uma funcao x : G — C* € chamada de caractere de G se é um homomorfismo

de grupos.

Observe imediatamente da definicao acima que se y é um caractere de G entao, para quaisquer
elementos a e b desse grupo, x(a) # 0 e x(ab) = x(a)x(b). Além disso, considerando que e é a unidade
de G, vale que x(e) = 1 e que x(a)" = x(a") = 1, para qualquer a € G. Dali, segue claramente
que x(G) é um subgrupo do grupo multiplicativo ciclico das raizes n-ésimas da unidade. Portanto,
X(G) é um grupo ciclico multiplicativo e |x(a)| = 1 para qualquer a € G. Dado um caractere x de
G, definimos o caractere conjugado de x por Y(a) = W, para todo a € G. Vamos definir agora

uma operacao entre caracteres, a operacao multiplicacao. Dados x; e x» caracteres de G, denotamos
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a operacao de multiplicagao entre esses caracteres por xiY2, que € dada por

(xix2)(e) = xa(a)xz(e)  VacG. (5.1)

Com essa operacao, verifica-se que o conjunto dos caracteres de G é um grupo abeliano, o qual
denotamos por G. Observe que o elemento unidade de G é o caractere Xo : G — C* definido por
Xo(a) = 1 para todo a € G. Consequentemente, o elemento inverso de um caractere xy de G qualquer

em G é seu caractere conjugado y. De fato, para todo a € G,

(x0)(a) = x(a)x(a) = [x(a)] = 1. (5.2)

Exemplo 5.1.1. Considere G = Z§ = {1,2,3,4}. Vamos determinar os caracteres de G: denote

primeiramente por xo = 1 a unidade de Z% Seja x1 o caractere de Z% definido por

xai) =1L xa@) =i x@)=-i  xa)=-L (5:3)

x3(1) =1, x3(2) = -1, x3(3) = —1, xa(1) = 1. (5.4)

Como x3 € um caractere com imagem real, entao seu caractere conjugado € o proprio x3. Como

veremos nesta secdao, o numero de caracteres de G deve ser exatamente igual a ordem de G. Assim,

ZE = {Xo0, X1, X2: X3}

A seguir vamos comparar grupos de caracteres de diferentes grupos, como subgrupos e grupos
quocientes. Considere GG e G5 grupos abelianos finitos e um homomorfismo de grupos ¢ : Gy — Gj.

Entao a aplicacao
$:G— Gy talque x€G > B(x)=xop€C (5.5)

também é um homomorfismo de grupos. Com efeito, se y € é\l , entao y o ¢ € 6\’2, pois, para todo

a,b € Gy, x o p(a) = x(p(a)) # 0 e
X © p(ab) = x(p(ab)) = x(p(a)p(b)) = x(v(a))x((b)) = (x o p(a))(x © ¢ (b)). (5.6)
Além disso, o fato de ser homomorfismo ¢é facilmente verificado, ja que para todo x1, x2 € é\l,

Pxixz) = (xax2) o = (1o 9)(x2 0 ) = P(x1)P(x2)- (5.7)

Em particular, se Go é um subgrupo de G e ¢ é a aplicagao inclusao entao p(x) é a restricao de y

ao subgrupo Gs, pois para todo a € Gq, tem-se @(x)(a) = x(p(a)) = x(a).
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Se GG1 e G5 sao grupos abelianos finitos quaisquer e ¢ : Go — (1 é um homomorfismo de grupos

entao seu nucleo é dado por
ker(9) = {x € G1 : x(¢(a)) = 1,V a € Ga}. (5.8)

Sejam H um subgrupo do grupo abeliano finito G' e ¢ : G — G/H o homomorfismo canénico
que associa cada elemento g € G a sua classe aH € G/H. Entao seu correspondente homomorfismo
é @: G/H — CAJ, em que 12(%) = Y o 1. Neste caso, claramente y = ¥ o ¢ é um caractere de G tal

que x(a) = x(aH) para todo a € G.

Proposicao 5.1.1. Sejam H um subgrupo do grupo abeliano finito G, p : H — G a aplicagdo
inclusao e ¥ : G — G/H o homomorfismo canonico. Entdo:
(a) ker(3) = {x € G : aH = bH = x(a) = x(b)}.
(b) 1}\ ¢ um homomorfismo injetor.
(c) )(G/H) = ker().
(d) Estabelece-se o isomorfismo
G
b(G/H)
Demonstracao. (a) Por um lado, se x € ker(®), entao 5.8 garante que x(¢(a)) = 1 para todoa € H.

~3(G)c H. (5.9)

Como ¢ ¢ a inclusao, entao y(H) = 1. Assim, se aH = bH entao ab™! € H e

L= x(ab™") = x(a)x(b)"" = x(a) = x(b). (5.10)

Por outro lado, suponha que y € G 6 tal que aH = bH = x(a) = x(b). Assim, para qualquer
a€ H,aH = H. Logo, x(a) = x(1) = 1. Assim, x(¢(a)) = x(a) = 1, donde segue o resultado pela
igualdade 5.8. (b) Sejam Y € (?/?{ e Yo a unidade de G. Entéo:

D(X) = xo <= You(a) =1,Ya € G < Y(aH) =1,Vac G < X(aH) =1,YaH € G/H (5.11)

e este ultimo fato ocorre se, e somente se, Y é a unidade de CT/?I . Logo, a ¢ um homomorfismo
injetor. (c) Por um lado, considere y € 12(67/7{), ou seja, Y = Y ov. Sejam a,b € G tais que
aH = bH. Entao

x(a) =X ov(a) = X(aH) = X(bH) = X o 1h(b) = x(b). (5.12)
Portanto, aH = bH = x(a) = x(b) e dai x € ker(®) devido ao item (a). Logo, @/Z)\(C?/?—I) C ker(p).
Por outro lado, tome x € ker(p). Defina x : G/H — C* dada por Y(aH) = x(a) para todo a € G.

Primeiramente, note que X estd bem definida, pois, devido ao item (a) e como x € ker(p),

aH =bH = x(a) = x(b) = x(aH) = X(bH). (5.13)
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Além disso, X é caractere, pois, para todo a,b € G, x(aH) = x(a) #0 e
X(aHbH) = x(abH) = x(ab) = x(a)x(b) = X(aH )X (bH). (5.14)
Entdo x = (X) € 12(67/-?]), donde segue que ker(p) C @(Cj/-ﬁ), completando a prova. (d) Final-
mente, o Teorema do Homomorfismo aplicado a g/b\ .G — H e o item (c) garantem que
G G N

el ok 3(G) c H. (5.15)

O
A proposicao seguinte descreve explicitamente os caracteres de um grupo abeliano finito ciclico.

Proposicao 5.1.2. Seja G um grupo abeliano finito ciclico de ordem n e com gerador a (isto €,

G = (a)). Se (, denota uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo G = {X0, X1, -+ Xn_1} pOSSUI

n distintos elementos, em que x,(a®) = ("%, com1<s<ne0<r<n-—1.

n

Demonstragao. Simplifiquemos a notagao considerando ¢ = (,,. Primeiramente, cada y, ¢ um carac-

tere de G (0 < r < n — 1), pois, para quaisquer a* e a' em G,
x(a'at) = (@) = O = ¢ = (00 ). (5.16)
Além disso, se 0 <r <1’ <n—1, entao x, # x.. De fato,
xr(a) =xwla) = =" = n|r—r =r—1"=0 (5.17)

0 que é um absurdo pois supomos 7 < r’. Assim, mostramos que {x,}"=} C G e que o primeiro
conjunto possui n elementos distintos. Agora, se x € G entdo x(a)" = x(a™) =1 e, dai, x(a) = ("
para algum 7 entre 0 e n — 1. Logo, para todo s € {1,2,...,n}, temos x(a®) = x(a)® = (" = x,(a®).

Portanto, xy = x.., donde concluimos finalmente que GcC 5 s O
Corolario 5.1.1. Se G ¢ um grupo abeliano finito ciclico de ordem n entao G ~ G.

Demonstragao. Sendo G = (a) e ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade, considere 6 : G — G

dado por 0(a") = x, para cada 0 < r <n — 1. A aplicagao 0 estd bem definida, pois
a"=d=n|r—t= (== x(a) =xi(a) = 0(a") = x, = x¢ = 0(a"). (5.18)
A aplicacao 6 é um homomorfismo, pois

0(a"a') = 0(a"™) = (a0 ™Y = XL imod m) = XeXe = 0(a")0(a’). (5.19)
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A aplicacao é também injetora, pois
0(a") =xo <= xr = X0 <= Xxr(a) =x0(a) <= (" =1l<=n|r<r=0. (5.20)

Por fim, como G e G sdo grupos finitos com mesmo nimero de elementos (devido & proposigao

anterior), entdo 6 é sobrejetora. Isso comprova que 6 é um isomorfismo entre G e G. O

Um fato importante da teoria dos grupos é que todo grupo abeliano finito é isomorfo ao produto
cartesiano de uma quantidade finita de grupos ciclicos (proposigao 1.2.12). Por isso, todo grupo G

abeliano finito se enquadra na seguinte proposicao:

Proposigao 5.1.3. Se 6 : G — [[/_, G; € um isomorfismo de grupos, entao existe um isomorfismo

de grupos 0:G—s I, a induzido por 6.

Demonstragdo. Considere que § : G — [[;_, G; é dado por 6(g) = (g1, 92, - - ., g,) para cada g € G,
tendo g; € G;. Assim, 07'(g1,9,...,9,) = g. Defina, para cada i = 1,2,...,r a aplicagdo v; :
G; — G dada por vi(g;) = 07'(1,...,g;,...,1) em que g; € G; ocupa a i-ésima posi¢ao da r-upla
(L,...,9,...,1). E claro que G; ~ v;(G;) é um subgrupo de G. Para cada x € G defina o caractere
Xi:Gi — C* por x; =xov; =0;(x) (1 =1,2,...,7).

Agora, defina 0:G— I, G, por a(x) =(x1,---,Xr) Essa aplicacao estd bem definida, pois

X=X =xovi=xov, VI<i<r= y;=xi, V1<i<r=0(x)=0(x). (5.21)

A aplicacao 6 é um homomorfismo, pois

~ ~ ~

Oxx) = (xx' v, oxx’ ove) = (x(v1), -5 x(0) (X (v1)s -+ X (vr) = 00)0(X) (5.22)

Verifiquemos que @ ¢é injetora. Seja y € G tal que a(x) ¢ a unidade de [],_, G, isto é, xXouv; éa
unidade de a Entao

X(g) = X(9_1<gla cee agr)) = X(9_1<(g1, 17 ceey 1)(1a927 sy 1) s (17 17 S 797“)) =

=x(0" g, 1,..., 007 (1,g0,...,1)...07 (1, 1,...,9,) = x(v1(g1)v2(g2) . . . v-(g)) =

=xouvi(g1)xouvag2)...xouv(g)=1.1..... 1=1 (5.23)

isto é, x(G) = 1. Logo, x é a unidade de @, comprovando que 0 ¢ injetora.

Por fim, comprovemos que g6 sobrejetora. Dado x; € G;, 1 < i@ < r, considere a aplicacao y :
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G — C* dada por x(g) = x1(g1)x2(g2) - . - x»(g-) para qualquer g = 07'(g1, go,...,9,) € G. Como
cada x; é caractere, entdo y estd bem definida e x(g) # 0 para todo g € G. Além disso, x é um

homomorfismo, pois, dados ¢ = 0'(g1,92,...,9,),h =0 (hy, ho,... h,) € G,

X(gh) = X(e_l(glag% tee 797")(9_1(}”7 h,g, ey hfr)) = X(e_l(glhlag2h2> s agrhr)) -

= x1(g1h1)x2(g2h2) - X (grhe) = x1(91)x2(92) - - - X (gr)x1 (R1)x2(2) - . Xr (Rr) = x(g)x(R). (5.24)

~

Portanto, a aplicacdo x é um caractere de G. Por fim, notemos que 0(x) = (x1, X2, - -, Xr), j& que

para cada g; € G,

x o vi(gi) = x(vi(g:)) = X(Q_l(l, s Gie 1)) =xa()oxag) - xe (1) = xa(gi) (5.25)
isto é, Y ov; = x; para cada 1 < i < r, comprovando que é\(X) = (XY ov,XO0Vg...,XOU) =
(X1, X2, - - -, Xr). Portanto, 0 6 um isomorfismo de grupos. ]

Uma consequéncia dessa proposicao é que o nimero de elementos de GG e o nimero de elementos

de seu grupo de caracteres associado G é igual, como nos mostra o corolario a seguir:
Corolario 5.1.2. Se G' é um grupo finito abeliano, entao G ~ G. Consequentemente, o(G) = O(é).

Demonstrag¢do. Como G é abeliano finito, segue da proposigao 1.2.12 que G ~ [[,_, G;, em que cada
G é ciclico. Da proposicao 5.1.3 segue que G~ IT-, a Por sua vez, o corolario 5.1.1 nos permite
afirmar que [[_, G, ~ [I;_; Gi, e este ultimo é isomorfo a G. Logo, usando a transitividade do

~

isomorfismo, G' ~ G. O
Vejamos a seguir outras propriedades importantes dos caracteres de grupos abelianos finitos.

Proposicao 5.1.4. Seja H um subgrupo de ordem m do grupo abeliano finito G de ordem n. Todo

caractere de H admite n/m extensées para caracteres de G.

Demonstragao. Seja ¢ : H — G o homomorfismo inclusao e ¢ : G — G/H o homomorfismo

canonico. Devido ao item (d) da proposigao 5.1.1, sabemos que @(C?/Tf) ~ {5(@) c H. Logo,
o(G)/o((G/H)) < o(H). (5.26)

-~

Devido ao coroldrio 5.1.2, afirmamos que o(G) = o(G), o(H) = o(H) e o(G/H) = o(CT/?{). Além

disso, como a imagem de qualquer aplicacao cujo dominio ¢ finito nao pode ter mais elementos do
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que o dominio, entao 0(@2(5/7-])) < 0(5/7{). Dai,

oAGT) < o GT) = o(G/H) = T = 57 (5.27)
ou seja R
_A9) @), (5.28)
o(¥(G/H))
Das equacao 5.8 e 5.26 segue que 0(@)/0(1}(67/?[)) = o(ﬁ) e, consequentemente,
_C__s@-n (5:29)
V(G/H)

Como @ = y o ¢ é a restrigao de y € G ao subgrupo H, entao a igualdade de conjuntos {5(@) = H
significa que todo caractere de H é a restrigdo de um caractere de G (por @). Sabe-se que ker(p) =
QZ(@T{) (item (c) da proposigao 5.1.1) tem n/m elementos, pois O(QZ(CT/?‘I)) = 0(G)/o(H) = n/m.
Note agora que P(x1) = P(x2) se, e somente se, x; o x5 € ker($). Para cada caractere xg de
H existe um caractere x de G tal que p(x) = xm, pois @ é sobrejetora. Assim, P(x') = xu se, e
somente, X' o x~! € ker(®), o que ocorre exatamente n/m vezes (que é o nimero de elementos no

nicleo). Logo, cada caractere de H admite n/m extensoes a caracteres de G. [

Proposicao 5.1.5 (Propriedade de Separagao). Sejam a # b elementos do grupo abeliano finito G.
Nessas condigoes, existe x € G tal que x(a) # x(b).

Demonstracao. Seja H = {a € G : x(a) = 1,V x € G}. Se mostrarmos que H = {e} podemos
garantir que existe um caractere x de G tal que x(a) # 1 se a # e. Fagamos isso: verifiquemos
inicialmente que H é um subgrupo de G. De fato, dados a,b € H, x(ab™') = x(a)x(b)™t = 1.1 = 1,
pois x(b™1) = 1.x(b™1) = x(b)x(b™') = x(bb~') = x(1) = 1. Logo, ab~! € H, ou seja, H é subgrupo
de G. Para cada y € @, considere a aplicagado Y : G/H = C* definida por x(¢gH) = x(g), para

todo g € G. Essa aplicacao esta bem definida, pois para cada gq, g2 € G,
g H = g:H = g19;' € H= x(9195") = 1 = x(91) = x(92) = X(91 H)X(92H),  (5.30)
e é um caractere, ja que X(g1H) = x(g91) #0 e
X(g1Hg2H) = X(9192H) = x(9192) = x(91)x(92) = X(9:1H)X (g2 H ). (5.31)

Portanto, dado x € G, existe X € G//?I tal que X(gH) = x(g), para todo g € G. Assim, 12(5{) =

X oY = y, isto é, 12 é sobrejetora. O item (b) da proposi¢ao 5.1.1 ja nos informava que 12 era
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um homomorfismo injetor. Portanto, podemos agora garantir que v é um isomorfismo. Assim,

QZ(CT/?I) ~ G e, entdo,

o((G/H)) = o(G). (5.32)
Como vimos na demonstracao da proposicao 5.1.4, vale ainda que
W(G/H)
e, dai,
o(G)/o((G/H)) = o(H). (5.34)

~

Logo, das igualdades 5.32 e 5.34 concluimos que o(H) = o(H) = 1. Portanto, H = {e}.
Portanto, existe um caractere x de G tal que x(a) # 1 se a # e. Finalmente, tome elementos a e b
distintos em G. Assim, ab™! # e. Logo, existe um caractere y de G tal que x(ab™!) # 1, ou seja, tal

que x(a) # x(b), comprovando a tese. ]

Observe que a contrarreciproca da proposicao anterior nos diz que se x(a) = x(b) para todo
X € @, entao a = b.
Vamos analisar agora o conjunto dos caracteres de G , 0 qual denotaremos por G. Considere, para

cada a € GG, a aplicagao ¢, : G — C* definida por
W) =x(a), VYyxed. (5.35)

Essa aplicacao estd bem definida, pois y; = x2 implica yi(a) = x2(a), donde segue que t,(x1) =

to(x2). Além disso, ¢, é um caractere de G, pois ta(x) = x(a) #0 e
ta(x1x2) = xixz(a) = x1(a)xa(a) = ta(x1)ta(X2)- (5.36)
Dessa forma, considere a aplicacao ¢ : G — é definida por
v(a) = tq, VaeQG. (5.37)

Pela transitividade do isomorfismo, note que ja podemos garantir que G ~ Ge que o(G) = o(@).

Porém, a proposicao a seguir nos esclarece que ¢ é a aplicacao que confere esse isomorfismo.
Proposicao 5.1.6. A aplicagio v : G — G € um isomorfismo.

Demonstragao. Mostremos inicialmente que ¢ é um homomorfismo: para todo a,b € G, t(ab) = e =

taty = t(@)e(b), pois ta(X)w(x) = x(ab) = x(a)x(b) = ta(x)ts(x),V x € G. Note que, se e é a unidade
de G, entdo ¢, é a unidade de CAJ, ja que te(x) = x(e) = 1, para todo x € G. Portanto,

a € ker(t) = 1(a) = ic => 1y = te = x(a) = x(¢), Vx € G (5.38)
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e, pela contrarreciproca da proposi¢ao 5.1.5, isso implica que a = e. Logo, ker(t) = {e}, ou seja, ¢ é

~
~

injetora. Como o(G) = o(G), entao ¢ é sobrejetora e, portanto, ¢ ¢ um isomorfismo. O

5.2 Caracteres de Z;,

Nesta segao explicitaremos os caracteres do grupo multiplicativo (Z/Zn)*, o qual estamos denotando
ao longo deste texto simplesmente por Z;. Consideraremos n > 1. Devido ao Teorema Fundamental
da Aritmética, podemos escrever n = p{'ps®...pfr, em que p; é primo e mdc(p;, p;) = 1, para todo
i # 7,0 <14,j <r. Para cada ¢, denotemos n; = p*. Assim, n = nyny...n,, com mdc(n;,n;) =1
para cada 1 # j, 0 <4,7 <.

Devido a proposicao 1.2.7, existe um isomorfismo de grupos 6 : Z& — []._, Z,,, que associa
cada elemento x € Z! a 0(x) = (x (mod ny),x (mod nsy),...,x (mod n,)). Utilizando a proposigao
5.1.3, consideremos a aplicagao 0 i; — 1T, 2;2\ dada por a(x) = (X1,X2y-- -5 Xr), €M que
Xi = xou e vi(x;) = 0711,...,2,...,1) (como na demonstragao da referida proposicao), para
cada i = 1,2,...,r. Pela proposicao 5.1.3, f ¢ um isomorfismo. Portanto, o que faremos a seguir
¢ explicitar os grupos de caracteres ZTZE (p primo, e > 1), j& que assim, pelo comentério anterior,
também fica explicito o grupo Z\;‘L Para realizar essa tarefa serd necessario considerar dois casos:

quando p = 2 e quando p # 2.
Caso 1: p primo impar (p # 2).

Neste caso, sabemos da proposigao 1.2.9 (ou de sua demonstragio) que Z;. = B x C, onde
B = (b) é um grupo ciclico de ordem p — 1 e C' = (p + 1) é um grupo ciclico de ordem p®~*. Assim,

os elementos de Z;e sao da forma
b'(1+ p)? com0<i<p—1le0<j<pl (5.39)

Consideramos x : B — C* o caractere dado por x(b) = (,—1 € ¢ : C — C* o caractere dado
por ¥(p + 1) = (pe-1. Pela proposigao 5.1.2, B= (x) e C = (). De fato, seja x, um caractere de B
dado por x,(b°) = ¢°; (0<r<p—1el<s<p-1) conforme indicado pela proposicao citada.

Assim, é verdade que y, = x" para cada 0 < r < p — 1, pois

Xr(0%) = G2 = (Go)" = x(0)" = x"(0°), V1<s<p-1 (5.40)
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Portanto, B = (y). Analogamente mostra-se que C' = (¢). Entdo Z\;e = (x) x (¥). Assim, todo

caractere de Z;. ¢ da forma x"¢*, com 0 <r <p—-1e0 <s < p¢~l. Agora, sejam n = x"¢° um
elemento qualquer de ZT’; e a=0'(1+ p)’ um elemento qualquer de L. Entao
n(a) = x"¥*(a) = X (0 (1 +p)) = ¢ ¢ (5.41)

¢ a descricao explicita de um caractere qualquer de Z\I’;e.
Caso 2: p=2.

Se p=2ee =1 entao Z} = {xo0}, em que xo = 1. Portanto, podemos supor ¢ > 2. Pela
proposicao 1.2.10 sabe-se que Zj. ~ B x C, onde B = {—1,1} = (—1) tem ordem 2 e C' = {a € Z}. :
a =1 (mod 4)} = (5) tem ordem 2°72 isto é, Z5. ~ (—1) x (5). Logo, todo elemento de Zj. ¢ da
forma

(-1)'5  comi=0,1e0<j<2% (5.42)

Defina x : B — C* por x(—1) = -1 e ¢ : C — C* por ¢)(5) = (se—2. Devido a proposigao 5.1.2 e

de maneira analoga ao que foi feito no caso p impar verifica-se que B = {1,x} = (x) e que C= ().

—~

Como Zi. ~ B x C entdo Z} ~ B x C, ou seja, 25\ = (x) x (¢). Portanto, todo caractere de Zj.
é da forma x"¢°, comr = 0,1 e 0 < s < 22, Tomando n = x"* um elemento qualquer de de e

a = (—1)'5 um elemento qualquer de Zi., entao
n(a) = x"¢°(a) = X" ((=1))*(5') = (~=1)" ¢ (5.43)

¢ a descricao explicita de um caractere qualquer de Z3..

5.3 Relagdes de ortogonalidade entre caracteres
Seja G um grupo abeliano finito de ordem n. Considere
V={f:G— C; féfuncao} (5.44)

o conjunto das fung¢oes complexas definidas em G. O conjunto V' é um espaco vetorial sobre C. Além
disso, a dimensao de V sobre C é o(G) = n. De fato, V é espago vetorial, pois (f+¢)(a) = f(a)+g(a),
(af)(a) = af(a) para quaisquer f,g € V, a € G, a € C, e verificam-se todas as propriedades da

definigdo de um espaco vetorial. Para mostrar que V' tem dimensao n considere G = {g1,92, .-, Gn}
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e tome o conjunto B = {f1, fa,..., fu} C V tal que cada funcao f; é definida por

L i=y;
fi(g) = o (5.45)
0, @#J;
Mostremos que B é base para V. Com efeito, se a; € C,
Zaifi =0= Z&Zfl(g]) =0= a; = ajfj(gj) =0 (546)
i=1 i=1
para todo j € {1,2,...,n}. Logo, B é um conjunto linearmente independente sobre os nimeros

complexos. Além disso, se f € V, defina ¢; £ f(g;) € C. Assim, f(x) = >, cifi(z) para todo
x € G. Logo, B gera V e, portanto, V' tem dimensao n sobre C. A base B é chamada de base
canoOnica de V.

A expressao

0=~ S faga),  fgeV (5.47)

aeG

define um produto interno em V. Em geral, se f e g sdo elementos de V' tais que (f, g) = 0, dizemos
que f e g sdo ortogonais. Esse produto vetorial induz uma norma, ||f|| = (f, f)'/2. Se ||f]| = 1,
dizemos que f € unitario.

Seja o conjunto dos caracteres de G dado por G = {x0,X1,--+,Xn-1}, €m que xo é o caractere

trivial. Veremos na proposicao seguinte que esse conjunto forma uma base ortonormal de V.

Proposicao 5.3.1. Consideradas as notagoes acima:

(a) [Ixil| =1, 0<i<n—1;

(b) (xisx5) =0, se i # j;

(¢c) Para0<j<n—1ecaq €C, tem-se (31—5 aixi, X;) = ;.
(d) O conjunto G= {X0sX1s-++,Xn-1} € base de V.

Demonstragio. Seja o = (Xi, X0) = = > peq Xi(@). Se Xi = X0, entdo (xi, Xo) = = Pgeq = 2 = 1.
Caso i # Xo, deve existir b € G tal que y;(b) # 1. Logo,
() = -3 xla)ld) =~ 3 xlab) = = 3 wife) (5.49)
Xi n Xi\a)Xi n Xil\a n XilC a
aceG aceG ceG
do que segue que ay;(b) = « e, portanto, « = 0. Logo, (xi,x0) = 0 se i # 0. Para quaisquer

Xj» Xk € CA?, considere x; = XXk € G. Pelo que provamos acima,

X]?Xk ZX; ZXZ (549)

aEG aEG
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donde segue que se j # k entdo (x;, xx) = 0 e se j = k entdo (x;, xx) = 1, 0 que comprova os itens
(a) e (b). O item (c) é imediato devido a linearidade do primeiro termo do produto interno e devido
aos itens (a) e (b). Por fim, verifiquemos que vale o item (d). Se a; € C, 1 < i < n, a combinagao
linear Z:.L;Ol a;Xx; = 0 implica, pelo item (c), que «a; = <Z;:ol a;Xi, xj) = (0,x;) = 0, para todo
0 <j <n—1. Portanto, G é linearmente independente sobre C e, como G tem mesma dimensdo de

V', entao o conjunto dos caracteres de G forma uma base para V', completando a prova. O

Como corolario desta proposicao, seguem as relacoes de ortogonalidade entre caracteres de um

grupo abeliano finito G:

Corolario 5.3.1 (Relagoes de ortogonalidade entre caracteres). Se G = {X0, X1,+-+>Xn-1}, Xo € 0

caractere trivial de G e e é o elemento identidade de G, entdo:

n, ©=0;
((l) ZaEG XZ(CL) = .
0, #0;
- n, t=7j;
(b) ZaGG Xi(a)XJ'(a) = . .
0, i#7J;
n—1 n, &¢=¢6
(c) Sea € G, > "5 xi(a) =
0, a#e;
n, a=b;

(d) Se a,be G, S0 xila)xi(b) =
0, a#b;

Demonstragdo. (a) Como xo(a) = 1 para todo a € G, entdo ) ., xo(a) = n. Caso x; # Xo,

entdao pela proposicao 5.3.1, 0 = (x;, x0) = %ZaEG’ xi(a), donde segue que > . xi(a) = 0. (b)

Se i = j, entdo x; = X, e, pela proposi¢ao 5.3.1, 1 = (x;,xi) = %ZaEG xi(a)xi(a), donde se-
gue que Y. xi(a)xi(a) = n. Se i # j, entdo 0 = (xi, x;) = = > .cq Xi(@)x;(a), o que implica
Y wec Xila)x;(a) = 0. (c) No item (a), trocando o conjunto G' por G e utilizando a aplicagio ¢,

definida na férmula 5.35 tem-se que

N, Lo = le; n, a=e;
D oxila) =Y ) = = (5.50)
i=0 Xi€G O: la 7& le; 07 a 7& €,

(d) Se a = b, entao ¢, = 13 e, dali,

n—1 n—1
_ 1 _
n=n(tal, s te) = n ta(Xi)ty  (Xi) = Z Xi(a)xi(b). (5.51)
=0 =0
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Terminaremos esta secao estudando alguns operadores lineares de V. Para cada a € G, defina

Sa 1V — V uma aplicacao tal que, para cada f € V, S,(f) seja uma funcao de G dada por
Sa(f)(b) = f(ab), Vbed. (5.52)

Essa aplicacao S, é uma transformacao linear de Vem V e é chamada de operador de mudanca.
Para todo elemento f € V', considere
S 2> fla)S, (5.53)
acG
uma nova transformacao linear de V em V.
Note que se x é um caractere de G qualquer, entdo S,(x)(b) = x(ab) = x(a)x(b), para todo
b e G. Logo, S.(x) = x(a)x, o que nos mostra que todo caractere de G é um autovetor de S,, cujo

autovalor associado é x(a). Da mesma forma, dado f € V,

Sr0)®) = f(@)Sa(x)(b) = [Z f(a)x(a)X] (b),  Vbed, (5.54)

acG acG
donde conclui-se que S¢(x) = (3_,cq f(a)x(a))x. Portanto, todo caractere x é um autovetor de Sy,

cujo autovalor associado é ) .. f(a)x(a). Isso nos leva a seguinte proposicao:

Proposicao 5.3.2. Se f € V entao

H (Z f(a)x(a)> = det(f(ba™"))acc bec- (5.55)

xe@ \aeG
Demonstragao. Considere a matriz nxn dada por M = [f(ba™")|secpec- SejaS =Sy =3 ..o fla)S,.
Por um lado, como G = {X0, X1, -, Xn—1} é base de V que consiste de autovetoresde Se ) . f(a)x(a)
sdo os autovalores relacionados a esses autovetores, entao det(S) = [[12y (32 gec fla)xi(a)).
Por outro lado, seja B = {f,}scc @ base canonica de V', isto é, f,(b) = 1se b =a e f,(b) = 0 se

b # a, para quaisquer a,b € G. Temos, para cada b,c € G,

S(fo)(e) =Y F(@)Sa(fi)(e) =D fla)fulac) = flbe™) = (Z f<ba‘1>fa> (c). (5.56)

acCG acG acG
Entdo, S(fy) = > ,cq f(ba™") fo, para todo b € G. Logo, a matriz de S com relacao & base B tem
entradas f(ba™!) na linha a e coluna b, ou seja, a a matriz de S ¢ M. Dai, det(S) = det(M).

Portanto,

det(M) = det(S) = 1:[ (Z f(a)x,-(a)> . (5.57)

=0 \geG

]
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5.4 Caracteres de Dirichlet

Os caracteres que definiremos nesta segao podem ser relacionados com os caracteres anteriormente
estudados. Porém, o dominio do caractere agora considerado nao é mais um grupo finito, mas sim o

anel Z. Ao longo dessa secao, considere n > 1 um nimero inteiro.

Definig¢ao 5.4.1. Uma funcao x : Z — C é chamada de caractere de Dirichlet médulo n (ou
caractere modular mdédulo n) quando satisfaz as sequintes condigoes:

(a) x(a) = 0 <= mdc(a,n) # 1;

(b) a =0 (mod n) = x(a) = x(b),

(¢) x(ab) = x(a)x(b).

Se x é um caractere de Dirichlet médulo n entao o conjunto dos elementos de Z que sao relati-
vamente primos a n é chamado de suporte de x. Note que x(a) = 1 para todo a = 1 (mod n). Em
particular, definimos o caractere xq tal que xo(a) =1 se mde(a,n) =1 e xo(a) = 0 caso contrario, o
qual chamamos de caractere trivial moédulo n.

Observe também que x((—1))% = x((—1)?) = x(1) = 1. Assim, y(—1) = &1. Consequentemente,
para qualquer inteiro a, x(—a) = x(—1)x(a) = £x(a). Dessa forma, todo caractere de Dirichlet

modulo n pode ser classificado da seguinte maneira:
e se x(—a) = x(a) para todo a relativamente primo a n, x é chamado caractere par;
e se x(—a) = —x(a) para todo a relativamente primo a n, x é chamado caractere impar.

A primeira proposi¢ao desta se¢do compara os caracteres de grupos abelianos finitos com os

caracteres de Dirichlet:

Proposicao 5.4.1. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os caracteres de Z; e os caracteres

de Dirichlet modulo n.

Demonstracao. Seja x um caractere médulo n. Defina y : Z — C* uma aplicagao tal que x(a) =
x(a), para cada @ € Z!. Note que X estd bem definida e é um homomorfismo, pois y estd bem
definida e é um homomorfismo. Como Y(a) = x(a) # 0 para todo @ € Z;,, entao x ¢ um caractere de
Z. Considere agora a fungao ¢ : {caracteres de Dirichlet mod n} — Z% definida por ¢(x) = X,
a qual estd claramente bem definida. Além disso, ¢ é injetora. De fato, se p(x1) = ¢(x2), entao
X1 = Xa2- Dai, xi1(a) = x2(a) sempre que mdc(a,n) = 1. Caso mdc(a,n) # 1, como x; e Y2 Sao

caracteres de Dirichlet médulo n, entao x;(a) = x2(a) = 0. Logo, x1 = X2 € ¢ é injetora. A fungao
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© é sobrejetora, pois, dado p € Z\;‘L, considere x : Z —» C tal que x(a) = 0 se mde(a,n) # 1 e
x(a) = p(a@) se mdc(a,n) = 1. Assim definida, a aplicacdo x é um caractere de Dirichlet médulo n
tal que p(x) = p. Portanto ¢ é bijetora, o que comprova que existe uma relagao biunivoca entre os

caracteres de Dirichlet médulo n e os caracteres de Z,. O

Observacgao 5.4.1. Considerando x1 e 2 dois caracteres de Dirichlet modulo n, podemos definir
o produto x1Xx2 por xi1x2(a) = x1(a)xz(a), para cada a € Z. Assim, p(x1x2) = ¢(x1)¢(x2). Logo,
podemos considerar que o conjunto dos caracteres de Dirichlet modulo n € um grupo isomorfo a Z\’;
Isso nos permite, sempre que conveniente, considerar o conjunto dos caracteres de Dirichlet modulo

n como sendo o conjunto Z,, com relagao dada de maneira natural.

Seja y um caractere de Dirichlet médulo n. Considere o conjunto
M, ={m € N—{0} : mdc(a,n) = mdc(b,n) e a = b (mod m) = x(a) = x(b)}. (5.58)

Cada elemento de M, é chamado de definidor modular de x. Note que n € M, devido ao item (b)
da defini¢ao de caractere de Dirichlet médulo n (defini¢ao 5.4.1). Além disso, se my € M, e my | my
entdo my € M,. De fato, como a = b (mod my) implica a = b (mod m,), entdo para quaisquer a e b
tais que a = b (mod my) e mdc(a,n) = mde(b,n) = 1 segue que x(a) = x(b), pois m; € M,. Logo,
my € M,.

O Principio da Boa Ordem nos garante que o conjunto M, possui um menor elemento natural

positivo. Por ser muito interessante para os nossos propositos, isso nos leva a seguinte definicao:

Definicao 5.4.2. Para qualquer caractere de Dirichlet x mddulo n, o menor elemento de M, ¢é

chamado de condutor de x e é denotado por f,.

Note que se xo é o caractere trivial médulo n, entao seu condutor é f,, = 1, pois se mdc(a,n) =
mde(b,n) = 1, como a = b(mod 1), entao xo(a) =1 = xo(b).
As préximas proposigoes fazem importantes observagoes acerca do condutor de um caractere de

Dirichlet. Antes, demonstraremos um lema que sera 1til na demonstracao da préxima proposicao.

Lema 5.4.1. Sejam a, b, my, ms, n e d inteiros tais que mdc(a,n) = mde(bn) = 1, d =
mdec(my, ma) e a =b (mod d). Considere my o produto dos primos que dividem n e que ndo dividem

my. Entao existe um inteiro x tal que x = a (mod momy), x = b (mod ms) e mde(x,n) = 1.

Demonstragao. Por hipdtese, d = mdc(mq, ms). Logo, pela Relacao de Bezéut existem inteiros r e

s tais que d = rmomy + smy. Tome x = smy[(a — b)/d] + b = a — mgmyr[(a — b)/d]. Entao existe x
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tal que z = b (mod mz) e x = a (mod mgmy). Por consequéncia, mde(x,n) = 1. De fato, suponha
que exista p primo que divida z e n. Entao p nao pode dividir mg, pois se p | my entdo p | (x — b),
donde p | b (pois p | ) e p | n, 0 que é uma contradigao do fato de b e n serem relativamente primos.
Portanto, como p divide n e p nao divide ms, segue da definicao de mg que p | mg. Logo p | mgm, e
p | x, donde segue que p | a e p | n, 0 que é um absurdo do fato de a e n serem relativamente primos.

Portanto, a existéncia do primo p é um absurdo e mdc(z,n) = 1. ]

Proposicao 5.4.2. Seja x um caractere de Dirichlet médulo n. Entao M, consiste de todos os

multiplos positivos de f,.

Demonstragdo. Primeiramente, mostremos que se my,mg € M,, entdo d = mdc(my,ms) € M,.
Suponha que a e b sejam inteiros tais que mdc(a,n) = mde(b,n) = 1 e a = b(mod d). Considere m o
produto dos primos que dividem n e que nao dividem my. Entao ainda vale d = mde(mm1,ms). Pelo
lema 5.4.1 é garantida a existéncia de z tal que x = b (mod ms), © = a (mod mm;) e mde(x,n) = 1.
Como my € M, e my | mmy entdo mmy € M,. Assim, mdc(a,n) = mde(b,n) =1, x = a (mod mm,)
e x = b (mod my). Pela definigao de M,, como mmy, my € M,, segue que x(a) = x(z) = x(b). Logo,
se mdc(a,n) = mde(b,n) =1 e a = b(mod d), obtém-se x(a) = x(b). Portanto, d € M,. Agora, seja
m’ € M, qualquer. Como f, € M,, segue do que foi provado acima que d = mdc(f,,m') € M,. Por
um lado d | f, implica que d < f,.. Por outro lado, d € M, implica d > f,. Logo, d = f,. Assim, o

fato de d dividir m’ acarreta que f, divide m/, para qualquer m’ € M, . O
Proposicao 5.4.3. Nao existe caractere de Dirichlet com condutor 2m, onde m é um nimero impar.

Demonstragao. Seja x um caractere de Dirichlet médulo n tal que f, = 2m, com m impar. Como
n € M,, pela proposicao 5.4.2 tem-se que f, | n. Logo 2 | n, ou seja, n é par. Por definicao de M,,
se a e b sao inteiros que satisfazem mdc(a,n) = mde(b,n) =1 e a = b (mod 2m) entao x(a) = x(b).
Suponha que a e b sejam inteiros quaisquer tais que mdc(a,n) = mde(b,n) =1 e a = b (mod m).
Como n é par, entao a e b devem ser impares. Além disso, a = b (mod m) acarreta a = b (mod 2m) e,
do que foi suposto, x(a) = x(b). Portanto, m € M,, o que é um absurdo do fato de 2m ser o menor
elemento desse conjunto. Portanto, nao pode existir um caractere de Dirichlet xy com condutor da

forma 2m, com m {mpar. O

Lema 5.4.2. Sejam d um divisor de n e a um numero inteiro relativamente primo com d. Entao

existe x relativamente primo a n tal que x = a (mod f).
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Demonstracao. Seja m o produto dos primos distintos que dividem n e que nao dividem d. Assim,
mdc(m,d) = 1. Pelo Teorema do Resto Chinés, segue que existe x inteiro tal que x = a (mod d)
e x =1 (mod m). Mostremos que mdc(z,n) = 1. Suponha que exista p primo que divida = e n.
Como p | n, entdo p | d ou p | m. Se p dividisse d, entao p dividiria * — a e, como p | =, entao p | a,
o que é um absurdo por mdc(a,d) = 1. No outro caso, se p | m, entdao p | x — 1, donde segue que
p | 1, pois p | z, o que novamente é um absurdo. Portanto, a existéncia de p nao é verificada. Logo,

mdc(z,n) = 1. O

Trocando em miudos, a préxima proposicao nos permite “reduzir” o suporte de cada caractere
) 5
de Dirichlet a sua forma minima, ou seja, nos garante que cada caractere pode ser considerado com

modulo dado pelo seu condutor.

Proposicao 5.4.4. Se x ¢ um caractere de Dirichlet modulo n com condutor f, entdo existe um

unico caractere 1 modulo f de condutor f tal que
mdc(a,n) =1 = 1Y(a) = x(a). (5.59)

Demonstracao. Sabemos da proposicao 5.4.2 que f | n. Logo, como mdc(a,n) = 1, entdo mdc(a, f) =
1. Pelo lema 5.4.2, se mdc(a, f) = 1 entdo existe z inteiro tal que x = a (mod f), x = 1 (mod my)
e mdc(x,m) = 1, em que my é o produto dos primos distintos que dividem n e que nao dividem f.
Seja y um inteiro tal que mdc(y,n) = 1 = mde(z,n) e y = x = a (mod f). Como f € M,, entdo
isso garante que x(y) = x(z) = x(a). Defina ¢ : Z — C por 9(a) = x(z) se mdc(a, f) = 1 e por
¥(a) = 0 caso contrério. Como y é um caractere de Dirichlet, entao ¢ também é um caractere de
Dirichlet. Mais ainda: 1 é um caractere de Dirichlet médulo f. De fato, se a = y (mod f) entdo
y=x = a (mod f) e, dai, ¥(a) = x(z) e ¥(y) = x(z), ou seja, ¥(a) = ¥(y). Além disso, se

mdc(a,n) = 1, entao ¢ (a) = x(a), pois como mdc(a,n) = mdc(z,n) =1e f € M,, entao

a=x (mod f) = x(a) = x(z) = ¢(a). (5.60)

O condutor de ¢ é f, j4 que se d € My, é o condutor de 1, como f € My, entdao d | f (pela proposicao
5.4.2). Porém, nesse caso, como mdc(a,n) = mdc(b,n) =1 e a =0b (mod d) entao ¥ (a) = 1(b), pois
d € My, e entdo x(a) = x(b). Logo, d € M, e, entao, como f é minimo nesse conjunto, obtém-se
d = f. Por fim, verifiquemos que ¢ é o Uinico caractere que satisfaz as propriedades citadas. Suponha
que ¢’ seja outro caractere de Dirichlet médulo f com condutor f tal que se mdc(a,n) = 1 entao
Y'(a) = x(a). Mostremos que ¥ = ¢": se mdc(a, f) = 1, como z = a (mod f), ' tem mbdulo
f e mde(x,n) = 1, entdao ¢'(a) = ¥'(x) = x(z) = ¥(a); caso contrério, se mdc(a, f) # 1, entao
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V' (a) = 0 = 9(a), pois ¢ também é um caractere médulo f. Logo, ¥ = 9/ e a unicidade de ¢ é
garantida. [

Da proposicao anterior, podemos concluir que existe um tnico caractere de Dirichlet médulo f
com condutor f, para cada f possivel de ser condutor de um caractere de Dirichlet. Um caractere

definido médulo seu condutor é chamado caractere de Dirichlet primitivo.

Proposicao 5.4.5. Um caractere de Dirichlet x mddulo n tem condutor n se, e somente se, para

todo divisor d den, 1 < d < n, existir a € Z relativamente primo comn, a =1 (mod d) e x(a) # 1.

Demonstracao. (<=) Seja x um caractere médulo n com condutor d tal que 1 < d < n. Logo
d | n (pela proposigao 5.4.2) e, devido & proposicao 5.4.4, existe um unico caractere ¢ médulo d com
condutor d tal que

mde(x,n) =1 = ¢(x) = x(x). (5.61)

Por hipétese, considere a um inteiro tal que mdc(a,n) = 1, a = 1 (mod d) e x(a) # 1. Devido a
férmula 5.61 tem-se que ¢ (a) = x(a) # 1. Porém, como a =1 (mod d) e 1 é um caractere médulo
d, entao ¥ (a) = (1) = 1, o que é um absurdo. Logo, o condutor de x é 1 ou n. No entanto, a
existéncia de um elemento a tal que y(a) # 1 nos permite dizer que x nao é trivial. Portanto, o
condutor de y é n. (=) Seja y um caractere de Dirichlet médulo n com condutor n. Suponhamos,
por absurdo, que exista um divisor d de n, 1 < d < n, tal que para cada inteiro a relativamente
primo a n e congruente a 1 médulo d infira-se que x(a) = 1. Pela lema 5.4.2, se b é um inteiro
tal que mdc(b,d) = 1 entdo existe x € Z tal que mdc(z,n) = 1 e x = b (mod d). Claramente, se
mdc(b,n) = 1, podemos tomar x = b. Seja ¢ : Z — C uma aplicagao dada por ¢(b) = x(z) (# 0)
se mde(b,d) = 1 e ¥(b) = 0 caso contrario. Esta aplicagao estd bem definida. Com efeito, se ¢ = b
sao inteiros tais que mde(b, d) = mde(c,d) = 1, entao existem x e y tais que x = ¢ = b =y (mod d),
mde(x,n) = mde(y,n) = 1e(b) = x(y) e ¥(c) = x(z). Considere o inteiro a tal que ax = y (mod n)

(de fato, existe soluc¢ao para esta congruéncia linear). Entao a =1 (mod d), pois
dimem|ar—y=d|ar—y=ar=y=2x (modd) = a=1 (mod d) (5.62)

ja que mdc(xz,n) = 1 e, consequentemente, mdc(z,d) = 1. Além disso, mdc(a,n) = 1, pois se
existisse um primo p que dividisse a e n, entao p dividiria ax — y e, entao, dividiria y, o que é um

absurdo, pois mde(y,n) = 1. Logo, por hipdtese, tem-se que x(a) = 1. Dai,

Y(0) = x(y) = x(ax) = x(a)x(z) = x(v) = ¥(c). (5.63)
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O caso em que b = ¢ nao é primo com d é ébvio. Portanto, ¢ estd bem definida. Além disso, v é
um caractere de Dirichlet modulo d. De fato, 1) é um homomorfismo multiplicativo de anéis porque
X ¢é. Por definigao tem-se claramente que ¥ (a) = x(z) = 0 se, e somente se, mdc(x,d) # 1. Por fim,
se b e ¢ s@o inteiros relativamente primos a d tais que b = ¢ (mod d), entao existem = e y tais que
mdce(z,n) = mde(y,n) =1, x =c=b =y (mod d) e Y(b) = x(y) e ¥(c) = x(z). Analogamente,
existe a inteiro tal que ax =y (mod n) e ¥ (b) = x(y) = x(ax) = ¥(c). Portanto, ¥ é um caractere
de Dirichlet médulo d. Por fim, como podemos tomar x = b quando mdc(b,n) = 1, entdo nesse caso
x(b) = 1(b). Como d < n, isso significa que y tem condutor menor do que n, pois coincide com
o caractere 1) de condutor menor ou igual a d no seu suporte. Isso é uma contradicao de termos

suposto que x tem condutor n, o que conclui a demonstragao. O

A 1ltima proposicao desta secao nos mostra uma maneira interessante de decompor caracteres de
Dirichlet em outros caracteres de modo que o seu condutor coincida com o produto dos condutores

dos caracteres da decomposigao.

Proposigao 5.4.6. Seja n = [['_, n; > 1 um ndmero inteiro positivo, em que mdc(n;,n;) = 1 para
todo i # j (na verdade, n; € a maior poténcia de um primo p; na decomposi¢ao de n pelo Teorema
Fundamental da Aritmética). Assim, todo caractere de Dirichlet x mddulo n pode ser escrito de
maneira dnica como x = [[_, xi, em que x; € um caractere modulo n;. Além disso, f, =[]y fr:-

Majis ainda, se x € primitivo, entao cada x; também € primitivo.

Demonstracao. Pelo Teorema Chinés do Resto, se a é um inteiro tal que mdc(a,n;) = 1 para todo
1 < < r, entao existem inteiros a; tais que a; = a (mod n;) ¢ a; = 1 (mod n;) se j # i, de modo
que a; seja solugao unica para a congruéncia X = a (mod n) em X (pois n = [[;_, n;). Além disso,
da mesma forma como fizemos na demonstra¢ao do lema 5.4.2, mostra-se que mdc(a;,n) = 1 para
todo 1 < ¢ < r. Defina cada aplicagao x; : Z — C por y;(a) = x(a), se mde(a,n;) =1, e x;(a) =0
caso contrario, 1 < ¢ < r. Mostremos que y; estd bem definida: para cada a e b, existem a; e b;
tais que a; = a (mod n;) e by = b (mod n;). Assim, a; = a = b = b; (mod n), x(a;) = x(b;) e,
consequentemente, x;(a) = x;(b). Cada x; é um homomorfismo de anéis, pois, se a e b sdo inteiros
relativamente primos a n;, entao mde(ab,n;) = 1 e x;(ab) = x(a;b;) = x(a;)x(b;) = xi(a)x:(b). No
caso em que a ou b nao é primo com n; a conclusao de que y; ¢ um caractere de Dirichlet é 6bvia.
Além disso, pela definicao da aplicacao vé-se que y; é um caractere de Dirichlet modulo n;.

Vejamos que x = []'_; xi- Dado um inteiro a relativamente primo a n, entdo existem a; (1 <i <r)

tais que a; = a (mod n;) e a; =1 (mod n;) se j # i. Das propriedades de congruéncia, ¢é claro que
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[[l.,ai=1...a...1=a (mod n;) para todo 1 <1 <r. Logo, [[_, a; = a (mod n) e, dai,

=X (H ai) = H x(a;) = H xi(a) (5.64)

para todo a relativamente primo a n. O caso em que mdc(a,n) # 1 é trivial. Logo, x =[]\, Xi-
Essa representacdo é unica, pois, seja x = [[;_; x; outra decomposi¢do de x em um produto de
caracteres de Dirichlet médulo n;. Para cada a € Z primo com n sejam a;, 1 < ¢ < r, inteiros como

definidos no inicio da demonstracao. Assim, para cada 1 <17 <,
/
Xi(a) = xi(a:) ij (@) =1...x(a;) ... 1= x(a;) = xi(a) (5.65)

donde somos levados a concluir que a representagao x = [[,_, x; é unica. Agora, mostremos que
fx =11, fv;- Inicialmente, se d; € M,, para todo 1 <i < rentaod = [[;_, d; € M,. De fato, sejam
a e b inteiros relativamente primos a n tais que a = b (mod d). Dai, mdc(a,n;) = mde(b,n;) = 1
ea = b (mod d;). Logo, por hipétese, x;(a) = x;(b) para todo 1 < i < r. Logo, a igualdade
x = [, xi acarreta x(a) = [[._; xi(a) = [[;—; xi(b) = x(b). Portanto, d € M,. Afirmamos que se
d € M, satisfaz d < n (ou seja, d | n) entao d = [[;_, d;, em que d; = mde(d, n;) € M,,. Com efeito,
como cada n; é a poténcia maxima de um primo p; na fatoracao de n, mdc(n;,n;) = 1 parai # jed | n
entao verifica-se o produto d = [[;_, d;. Falta mostrar que d; = mdc(d,n;) € M,,, 1 <i <r. Para
isso, sejam a e b inteiros positivos relativamente primos a n; tais que a = b (mod d;). Vamos mostrar
que x;(a) = x;(b). De fato, sejam a; e b; nimeros inteiros que satisfazem mdc(a;, n) = mdc(b;,n) = 1,
a; = a (mod n;), b = b (mod n;), a; = 1 (mod n;), b; = 1 (mod n;) para i # j, x;(a) = x(a;) e
Xi(b) = x(b;). Como d; = mde(d,n;)

n; entdo a; = a (mod d;) e b; = b (mod d;), donde segue que
a; = b; (mod d;). Das outras congruéncias, analogamente mostra-se que a; = b; (mod d;) se i # j.
Dal, devido ao fato de d; e d; serem primos entre si quando ¢ # j conclui-se que a; = b; (mod d).
Por hipétese, d € M,. Assim, a; = b; (mod d) e mdc(a;,n) = mde(b;,n) = 1 implicam que

xi(a) = x(a;) = x(b;) = x;(b). Portanto, d; € M,, se 1 <i <r. Em suma, o que mostramos foi:

d=]]die My<=die M, 1<i<r (5.66)

i=1
Dai, como f,, é o menor elemento do conjunto M,,, 1 <1i < r, entdo [[;_; fy, ¢ o menor elemento
de M,. De fato, suponha que exista d < [[/_, fy; € M, e tome d; = mdc(d,n;) € M,, para cada
1 <i<r. Assim, d=][_,die fy | d. Logo, [Ti_; fx,
termos suposto d < [[;_, fy,- Portanto, f, = [[;_; fy,- Por fim, dessa igualdade segue que se x for

[I;—,di = d, o que é um absurdo por

um caractere médulo fy, = [[;_; fy (note que esta ¢ a fatoracdo de f, em um produto de elementos
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primos entre si) com condutor fx, entao decompomos x = H:Zl Xi, em que cada caractere y; tem
modulo e caractere fy,, o que demostra o fato de que se x é um caractere primitivo entao cada x;,

1 <17 < r, também é um caractere primitivo. Isso conclui a demonstracao. O

Por fim, citamos o importante teorema a seguir, que nos da o discriminante de um corpo de

nimeros em fungao dos condutores dos caracteres associados ao corpo:

Teorema 5.4.1 (Teorema do Condutor-Discriminante). Sejam K um corpo de nimeros e G =
Gal(K : Q). Considere X o grupo dos caracteres de Dirichlet associados a K, isto €, X ~ G. Entio

o discriminante de K ¢ dado por

DK) == ][] /v (5.67)
xE€EX
Demonstragao. Consulte [34], capitulos 3 (teorema 3.11) e 4 (apés teorema 4.5). O

5.5 Condutores dos caracteres de Dirichlet

Nosso objetivo nesta secao é determinar uma formula para os condutores dos caracteres de Dirichlet
moédulo n. Antes disso, faremos algumas consideragoes acerca do conjunto de caracteres de Dirichlet
modulo n.

Sejam n um numero inteiro positivo e (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Pelo corolério
3.2.3, Gal(Q(¢,) : Q) ~ Z2, o que é dado pelo isomorfismo ¢ que associa cada k € Z* a ¢(k) = oy, €
Gal(Q(&) : Q), em que 04(¢,) = ¢*. Para simplificar a notacdo, denotemos por Q™ = Q(¢,) o n-
ésimo corpo ciclotomico e por G™ = Gal(Q™ : Q) seu grupo de Galois. Como Z} é um grupo finito
abeliano, o corolario 5.1.2 nos mostra que Z’; ~ 7* ~ G™. Devido & proposicio 5.4.1, garantimos
a existéncia de uma relagao bijetora entre os caracteres de Z e os caracteres de Dirichlet médulo
n, o qual denotaremos por X (™. Evidentemente, os caracteres de Dirichlet de X ™ sao aqueles que

podem ser definidos médulo n, ou seja, que tém condutor dividindo n, ou seja,
XM = {x:7Z — C* caractere de Dirichlet : f, | n}. (5.68)

Pela observacao 5.4.1, podemos considerar X ~ Z%

Observacao 5.5.1. Devido a relagdo 7%, ~ G™, podemos identificar x(o},) = x(k) para todo k € Z.
Assim, em suma,

X0~ Zr o 7~ GO~ G, (5.69)

n
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Devido & proposicao 5.4.3, se n é impar entdao X = X Por isso daqui em diante podemos
assumir que n nao é da forma 2m, com m fmpar, isto é, que n #Z 2 (mod 4).

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, n = [['_, p{*, em que cada p; é primo e e; é um
inteiro positivo, 1 < ¢ < r, de modo que p; # p; se ¢ # j. Devido a proposi¢ao 5.4.6 tem-se que
xXm = ITi-, X (p:i), o que significa que todo caractere de Dirichlet x médulo n pode ser escrito de
maneira unica como um produto de caracteres x; médulo pi*. Além disso, f, = [[;_, fy,. Portanto,
para conhecer o condutor de um caractere médulo n basta conhecer o condutor de cada um de seus
fatores modulo ps*. Por esse motivo, estudaremos a seguir os condutores dos caracteres de Dirichlet
modulo p¢, em que p é um primo e e é um inteiro positivo. No entanto, sera necessario dividir esse

estudo em dois casos: se p = 2 ou se p # 2.
Caso p=2

Primeiramente, supondo p = 2, temos que supor também que e > 2. De fato, pelo que observamos
anteriormente, nao existe caractere com condutor igual a 2! e assumimos n # 2 (mod 4). Como
X@) ~ ZE@ (com um pouco de abuso, consideraremos essa relacgao uma igualdade), as discussoes da
secao 5.2 nos lembram que

X = (W) x (hy) (5.70)
em que wy((—1)") = (=1)%, 1o(5) = ¢J.», (wo) tem ordem 2 e (¢h) tem ordem 2°72. Assim, para
todo x € X2 e para todo a = (—1)'5/ € Z}. (proposicio 1.2.10) existem 0 <r <2e 0 < s < 2°72
tais que

x(a) = wi((=1))5(5) = (=1)" . (5.71)
Para ¢,m € Z denotemos por v,(m) o inteiro x tal que ¢* divide m e ¢**! nao divide m, ao

qual chamaremos de valorizagao de m por ¢q. Note que v,(m) representa a maior poténcia de g que

divide m.
Proposicao 5.5.1. Seja x = wiys € XD com 0 <r <2e0<s <272 Entio

2¢=2(5)  se 5> 0
=1 4, ses=0er=1; (5.72)
1, se s =1 =0 (x trivial).
Demonstragao. O caractere xy = 1 é o trivial. Portanto, para s = r = 0 tem-se que f, = 1. Suponha

s =0er =1, ouseja, x = wy, em mddulo 2°. Mostremos que f, = 4. Primeiramente, mostremos que
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4 € M,. Sejam a,b € Z}. (o que é equivalente a afirmar que a e b sdo inteiros relativamente primos
a 2°) tais que a = b (mod 4). Escrevendo a = (—1)%5% e b = (—1)»5%, como 5/ =1 (mod 4) para
todo j inteiro, entdao a = b (mod 4) implica (—1)% = (—=1)% (mod 4), donde segue que i, = i,. Entao
x(a) = wy(a) = i = & = wy(b) = x(b), o que acarreta 4 € M,,.. Logo f, | 4 e, consequentemente,
fx = 4, j& que nao existe caractere com condutor 2 e y nao ¢ trivial. Agora, seja 0 < s < 2¢72
Claramente, s = 2"2(9)¢g, com ¢ fmpar e 0 < vy(s) < e — 2. Mostremos que 2°7"2(5) ¢ M,: sejam
a = (—1)a50 e b = (—1)"»5% elementos relativamente primos a 2° tais que a = b (mod 2°72(%)).
Como e — vy(s) > 2 entdo a = b (mod 4), o que implica que i, = i, pelo que ja vimos. Logo,
5%a=ib =1 (mod 2¢7*2()). Como a ordem de 5 em Z3, (m inteiro positivo qualquer) é 2™~2, entdo
tomando m = e — va(s) tem-se que 272072 | i — j, donde segue que 2°72 | s(j, — j»). Assim,
x(a) = (=1)%" ;ZfQ = (=1)»7¢l®, = x(b). Portanto, 2°7*2(*) € M,. Assim, como x nao ¢ trivial,
fy = 20727F com 0 < k < e — vy(s) — 1. Suponha k > 0. Considere a = 52 "7 e p =1
em Z3.. Assim, a = b (mod 2°72®)7%) e x(a) = x(b), donde CS'T@(E:W(S)%%)S = ¢37¢)*,. Entao
2672 | 5.207v2(8)k=2 o daf, 2v25)0+k | 5 0 que é um absurdo, pois k > 0 e 22! ngo divide s.

Portanto, f, = 2e-v2(s) m

Caso p # 2

Analogamente ao que foi feito no caso anterior, como X #) ~ Z5. (novamente, com um pouco de

abuso, consideraremos essa relacao uma igualdade), na se¢ao 5.2 vimos que

X®) = (wp) X (1) (5.73)

e~ Assim,

em que w,(b') = ¢ 1, Yp((1 4+ p)’) = Cge_l, (wp) tem ordem p — 1 e (1,) tem ordem p
para todo x € X e para todo a = b'(1 + p)? € Z:. (proposicao 1.2.9) existem 0 < r <p—1e
0 <s < p!tais que

x(a) = wp (V) s((1+p)) = GGl (5.74)
Proposigao 5.5.2. Seja x = wyy), € X®) com0<r<p—1e0<s<pt Entio
pe’”P(s), se s> 0;

=19 p ses=0er>0; (5.75)
1, se s =1 =0 (x trivial).

Demonstragao. Ja vimos que se x = 1 é o caractere trivial, entao f, = 1. Suponha s =0 e r > 0.

Desta forma, x = w,. Mostremos que f, = p. Sejam z,y € Z;. tais que x =y (mod p). Tomando
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r =0b=(1+p)’= ey = b (1+p)’, como (1+p)! =1 (mod p) para todo j inteiro, entao x = y (mod p)
implica b= = b (mod p), donde segue que i, = i,. Entdo x(z) = wy(z) = =, = C;{l = wy(y) =
X(y), o que acarreta p € M,. Como x nao é trivial, entdao f, = p. Para o tltimo caso, suponha
0 < s < pt. Note que v,(s) < e — 1. Mostremos que p*~() € M,: sejam x = bi=(1 4 p)i=
ey = bv(1+ p)» elementos de Z}. tais que = y (mod p~»(*)). Como e — v,(s) > 1 entdo
x =y (mod p), o que implica que i, = i,. Logo, (1 4+ p)==% =1 (mod p~*()). Como a ordem
de 1+ p em Zy, (m inteiro positivo qualquer) é p™ 1, entdao tomando m = e — v,(s) tem-se que
pe = | G, — j,, donde segue que p*' | s(j, — j,). Dal, x(z) = ) Zfﬁfl = ;ﬂ ﬁi’fl = x(y).
Portanto, p~%(¢) € M,.. Assim, como x ndo é trivial, f, = p*"2()=% com 0 < k < e—w,(s). Suponha

e—vp(s)—k—1

k > 0. Considere z = (1+p)P eb=1emZ.. Assim, x =y (mod p**)7F) e x(z) = x(y),

e—vp(s)—k—1 - , ,
donde tem-se gﬁ”l(;f,l ! )s — ¢ S,;s_l. Entdo p°~! | s.pt~ %)=+ ¢ dai, p®+* | 5, 0 que é
um absurdo, pois k > 0 e 29()*+! nzo divide s. Portanto, f= peur(s), O

56 Soma de Gauss

Nesta se¢ao definiremos a soma de Gauss de um caractere de Dirichlet. Na secao 6.2, adiante,
utilizaremos os conhecimentos aqui adquiridos para definir e estudar os caracteres coordenados de
Dirichlet. Em toda esta secao, considere m > 2 um inteiro positivo e (,, = e uma raiz m-ésima

primitiva da unidade.

Definigao 5.6.1. Seja x um caractere de Dirichlet médulo m. Para cada i € {0,1,2,...,m —1}, a
i-ésima soma de Gauss de x, denotada por 7;(x), € definida por

n

() £ x(k)¢r. (5.76)
k=1

Quando i = 1, diremos simplesmente soma de Gauss ao valor T, que serd denotado por T.

Note na definigao da soma de Gauss que as parcelas x(k)¢* nao aparecem quando mdc(k,n) # 1,

pois, neste caso, y(k) = 0.

Proposicao 5.6.1. Se x € um caractere primitivo mddulo m (ou seja, f,, =m) e 1 < i <m, entao:
(a) sendo xo o caractere trivial e ¢ a fun¢ao de Euler,

o) = p(m), sex = Xxo (5.77)

0, s€ X 7 Xo-
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(b) 7i(x) = x(i)"'7(x), se mde(i,m) = 1;
(c) Ti(x) =0, se mdc(i,m) # 1.

Demonstrag¢do. Como 1o(x) = Y 1y X(k), entdo o item (a) deste lema segue imediatamente como
coroldrio do item (a) da proposigao 5.3.1 tomando G = Z,. Se mdc(i,m) = 1, a aplicacao f : Z}, —
7}, definida por f(z) = ix para cada x € Z}, é bijetora. Entao, para cada k € Z,, existe um tnico
a € Z;, tal que a = 1k. Assim,

D) = > x(D)x(k)GE = Zx )G = T7(X) (5.78)

k=1

o que demonstra o item (b). Por fim, suponha mde(i,m) # 1 e tome d = mdc(i,m). FEntao
1 <d < i< me existe um inteiro m’, 1 < m’ < m, tal que m = dm’. Como x é um caractere
médulo fy, = m, pela proposicao 5.4.5 é garantida a existéncia de um inteiro b tal que mdec(b, m) = 1,

b=1 (mod m') e x(b) # 1. Dai (v =%, e,
Co= (=l = 0 = b — Y (5.79)

Como mde(b,m) = 1, a aplicagao g : Z*, — Z7, definida por g(x) = bx para cada x € Z*, também

¢ bijetora. Assim, para cada a € Z}, existe um tunico k € Z;, tal que k = ba e

=> x(k) Z X(0)x (@) = x(6) > x(a)¢ie = x(b)7(x)- (5.80)
k=1 a=1 a=1
Como x(b) # 1, entao 7,(x) = 0, completando a prova. O]

Seja x um caractere médulo m = []'_, m;, em que mde(m;,m;) = 1 se i # j. Assim, devido &
proposi¢ao 5.4.6, para cada i € {1,2,...,r} existe um caractere x; médulo m; tal que x = []i_, xi-

Considere ainda, para cada i € {1,2,...,r}, o nimero inteiro m, = m/m,.

Lema 5.6.1. Nas condigoes acima, vale a sequinte igualdade:

= H Xi(m;) HT(Xi)- (5.81)

Demonstracao. Para cada k € Z* , a demonstracao da proposicao 5.4.6 nos garante que existem

ki€ Z,i € {1,2,...,r}, tais que k = [[;_, ki (mod m), mde(k;,m;) = 1, k = k; (mod m;),
k=1 (mod m}) e x(k) = [[;_; xi(k;). Como mdc(mj, m;) = 1 entéo existe um inteiro b; tal que
bm; =1 (mod m;), para cada ¢ € {1,2,...,r}. Além disso, se i # j, como mdc(m;, m;) = 1 entdo

m; | m} e bym; =0 (mod m;). Logo, k=37, bim;ki (mod m). Assim,
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Isso acarreta .
k=1 i=1 \k;=1

Além disso, como x;(b;)x:(m;) = xi(bim}) = x;(1) = 1, entao

sz DGk = xi(bi) szbk )Gkt = xi(m})7(xi)- (5.84)

k=1

Logo,
=11 (Z Xi (i) 355”) [T Gaitm sz H Xi) (5.85)
=1 klzl =1 i=1
como queriamos demonstrar. O

Proposicao 5.6.2. Se x é um caractere de Dirichlet cujo modulo f € igual a seu condutor entao
TP = f.

Demonstracao. Inicialmente, suponha f = p°®, em que p é primo e e > 1. Seja y um caractere médulo

f com condutor f (primitivo). Assim, utilizando a defini¢ao da soma de Gauss, temos:

TP =7(x) (Hx )(Hﬁ c)fZXy (i)¢ " (5.86)

k=1 =1
Como ja foi observado, as parcelas em que mdc(k,p) # 1 ou mdc(i,p) # 1 nado aparecem. Logo,
podemos reescrever a férmula anterior como:

e

p
rOOP = > Y x() TG (5.87)
mdc(k,p)= 1mdc(;,p)
Tomando i e k tais que mdc(i,p) = mdc(k,p) = 1, é garantido que existe ¢t € Zy. tal que kt =

i (mod p®). Fazendo essa mudanga de varidvel, como x(i) = x(k)x(t), tem-se

p° p° p° p°
k(t—1 k(t—1
TP =Y Y xmef = > x| Y o (5.88)
=1, =1, t=1, =1,
mdc(k,p)=1 mdc(t,p)=1 mdc(t,p)=1 mdec(k,p)=1

Note que para k € {1,2,...,p°}, mdc(k,p) = 1 se, e somente se, k = cp (c € {1,2,...,p"'}). Logo,

pe pe pe—l
PR PR YIS (5.89)
k=1 c=1

mdc(k,}f;)zl

Usando a identidade 1 +z + 2%+ ... + 2" ! = ‘”;:11 para quaisquer x # 1, vé-se que

¢, set=1,
S =P (5.90)
k=1 0, set # 1
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P el set=1 (mod p),
Sgpev=gF mod 1) (5.91)
=1 0, set#1 (modp).

Entao,

e pe pe pe—l
T()I” = X(ﬂ( C;’;(”))— > X ;cﬁi’(t” = pt—p! > X

t=1, t=1,mdc(t,p)=1
mde(t,p)=1 mde(t,p)=1 t=1 (mod p*~1)
(5.92)
Vamos analisar esta tltima soma. Sabemos que se p # 2, como mdc(t,p) = 1 e 1 <t < p°, tem-se
que t = b (1 +p)® (mod p°), em que 0 < o/ <p—1,0< " < p'ex(t) = g};{lg;il. Entao

t =1 (mod p*') se, e somente se, @/ =0 e’ =sp°2 0<s<p—1. Assim, x(t) = C;f:2 =( e,

entao,
p° p—1
doxm=> ¢ =0 (5.93)
t=1,mdc(t,p)=1 s=0

t=1 (mod p~1)

Se p = 2 e e > 3, sabemos que para cada t relativamente primo a p, 1 < t < p°, tem-se que
t=(-1)*5"emque o’ =0o0ul,0<a” <22 e x(t) = (—1)¥¢Y,. Entdao t =1 (mod 2°71) se, e

somente se, o' =0 e o’ =0 ou 2°73. Dal,
26

Yo X =1+ =1-1=0. (5.94)
t=1,mdc(t,2)=1
t=1 (mod 2°¢71)

Por 1ultimo, se p = 2 e e = 2, entao Z%=1,md0(t72)=1 x(t) = x(1)+x(3) =0. Comop=2ee=1
t=1 (mod 2°71)
nao se aplica, entao todos os casos possiveis para p e e ja forma tratados. Logo, em todos casos,

I7(x)|* = p°. Agora, considere geralmente f = []'_, p{’, em que pq,...,p, sdo primos distintos e

e; > 1. Seja x = [[,_, x; a decomposicao de x em caracteres de médulo e condutor pi*. Denotando

fi= f/p5, tem-se que mde(f;, f) =1 e, pelo lema 5.6.1,

r

TP = T00T(x) = HXz‘(fi) HT(Xi) HXz’(fz’) [1-06) = (5.95)

i=1

s T

= mez(fl) HWT(M) =1 HT(Xi)T(Xi) = pr = (5.96)

i=1 i=1

como queriamos demonstrar. O

Definicao 5.6.2. Se x é um caractere modulo m com condutor f, a soma de Gauss primitiva é

f
T(x) = Y _x(k)C}. (5.97)
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Observacao 5.6.1. Note que na definicao 5.6.2, acima, a raiz primitiva da unidade nao € m-ésima,

mas sim f-ésima.

Proposicao 5.6.3. Sejam x um caractere modulo m com condutor f, 7(x) = Z,J::l X(l{:)C}k a soma
de Gauss primitiva de x € Ti(x) = >p_i X(K)C* a i-ésima soma de Gauss de x. Considere ainda
mo e ig nimeros naturais tais que ¢}, = ¢ e mde(mg,ig) = 1. Entdo a soma primitiva e a soma
1-éstma se relacionam pela formula

700 = Z (20 () oo (5.98)

em que p denota a fungdo de Mdébius (veja a equagao 1.1). Além disso, T;(x) # 0 se, e somente se,

flmo emy/f €livre de quadrados.

Demonstragao. Consulte [13], §20.1.1V. O

Conclusao

Inicialmente, estudamos nogoes gerais de caracteres em um grupo. Na primeira se¢ao, mostramos
que um grupo e seu grupo de caracteres associado sao isomorfos. Na segunda se¢ao descrevemos os
caracteres do grupo Z;. Vimos na segao 3 que ¢é possivel estabelecer relagoes de ortogonalidade entre
caracteres ao definir um produto interno entre dois deles. Posteriormente, no quarto capitulo, apre-
sentamos nogoes basicas sobre caracteres de Dirichlet, provamos um resultado sobre decomposi¢ao
de caracteres e enunciamos a Formula do Condutor-Discriminante. Na quinta secao, apresentamos
formulas que permitem calcular o condutor de caracteres de Dirichlet. Por fim, na sexta secao,

estudamos nocoes bésicas envolvendo soma de Gauss.
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Capitulo O

Anéis de inteiros de corpos de numeros

abelianos

Neste capitulo, que é o principal desta dissertagao, temos por objetivo demonstrar o Teorema de
Leopoldt-Lettl, que fornece o anel de inteiros de qualquer corpo de numeros abeliano. A seguir,
detalharemos o artigo [20] a fim de apresentar uma demonstragao completa do mencionado teorema,
que é mais conhecido como Teorema de Leopoldt ([19], 1959), sob o enfoque e a teoria desenvolvida

por Giinter Lettl ([20], 1990).

6.1 Classes de ramos

Nesta secao, conceituaremos e demonstraremos alguns resultados técnicos sobre classes de ramos.
Tais conjuntos serao utilizados adiante na demonstracao do teorema de Leopoldt. Ao longo deste
texto, consideremos K um corpo de niimeros abeliano contido em um corpo ciclotomico Q™ £ Q((,,),
em que (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade e n é o condutor de K (teorema 3.3.1). Assumamos
também as seguintes notacdes: G = Gal(K : Q) e G™ = Gal(Q™ : Q). Note que G é um subgrupo
de G™,

Assim como fizemos na segao 5.5, considere a relagao bijetora entre os caracteres de Z) ~ G
e os caracteres de Dirichlet médulo n (proposicao 5.4.1). Continuaremos denotando por X ™ ao
conjunto dos caracteres de Dirichlet médulo n. Evidentemente, os caracteres de Dirichlet de X ™

sao aqueles que podem ser definidos médulo n, ou seja, que tém condutor dividindo n, ou seja,

X™ = {x:Z — C* caractere de Dirichlet - f, | n}. (6.1)
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Devido a relacio Z% ~ G, podemos identificar x (o) = x(k) para todo k € Z*. Temos:

XM~ 7r ~ Z: ~ GM ~ G, (6.2)

n

Se a fatoragao de primos de n é dada por n = []'_, p{*, e; > 0, a proposi¢ao 5.4.6 garante que

T

() — HX(pfi). (6.3)

=1

Além disso, para cada primo p cuja poténcia na fatoracao de n é e > 0, vimos na secao 5.2 que

X = (wp) x (). (6.4)

Decompondo y € X®) como
X = wpt, (6.5)
(sep=2entao 0<a<1e0<b<2? massep#2entao 0 <a<p—1e0<b<pl), os

resultados da secao 5.5 nos afirmam que o condutor de x é dado por

7

peur®)  se b > 0;
D, seb=0, a>0ep#2;
fx = (6.6)
4, seb=0,a>0ep=2;
L L se b=a=0 (x trivial).
Juntando as férmulas 6.4 e 6.6, temos que X™ = QM x UM em que QMW = [[_ (w,,) é o

grupo de caracteres de Dirichlet de primeiro tipo médulo n e U™ = []"_ (1,,) é o grupo

de caracteres de Dirichlet de segundo tipo mdédulo n.

Observacao 6.1.1. Como G ¢ um subgrupo de G™, e este 4ltimo estd associado a X™, entdo
existe um subgrupo X =~ G de X™ biunivocamente associado a G. Devido ao teorema 1.1.1, hd
também uma correspondéncia biunivoca entre os subcorpos de Q™ e os subgrupos de G™, pois G
¢ abeliano. Por transitividade, cada subcorpo de QU estd associado de maneira biunivoca a um

subgrupo de X™.
Proposigao 6.1.1. O condutor de K € igual a mme{f, : x € X}.

Demonstragao. Sejam n o condutor de K e n’ = mme{f, : x € X}. Considere G o grupo de Galois
de K sobre Q e G™ o grupo de Galois de Q™. Entéo existe X < X®™ tal que X ~ @, ou seja,
tal que X estd associado a G e a K (observagio 6.1.1). Se x € X entdo f, | n, pois X C X™,

Logo, n' | n e, entdo, X™) c X™. Como f, | n' para todo y € X (por defini¢io), segue que
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X ¢ X™) Assim, temos a seguinte cadeia: X € X™) ¢ X Pela observacao 6.1.1, essa relacao
implica que K ¢ Q™) ¢ Q™ donde segue que n = n’, pois n é o condutor de K. Isso mostra que

n=mmc{f,: x € X}. O
Definicao 6.1.1. Para cada n € N, definimos o conjunto

D(n)={deN:P,|d, d|ned#2 (mod4)} (6.7)
em que P, € o produto dos primos distintos de n que sao diferentes de 2.

Na defini¢ao do conjunto D(n), note que um elemento d deste conjunto deve satisfazer a condigao
d # 2 (mod 4). Isto é equivalente a dizer que d nao é da forma 2m, em que m é um nimero impar.

Note que se n nao é da forma 2m, com m impar, entdo D(n) # 0, pois n € D(n).

Definigao 6.1.2. Considere a fungdo aritmética ¢ : N — N que a cada nimero natural n = [[;_, ps’
(sendo p; primos distintos e e; > 0) associa um outro natural n' = [];_, pf tal que f; = e; see; > 2
e f; =0 see; =1, ou seja, definida por

amy="T] »=". (6.8)
=1

p, (n)>2

FEssa fungdo é chamada de fung¢do parte potente e a imagem q(n) é chamada de parte potente

de n.

Proposicao 6.1.2. A fungdo parte potente q é uma fungdao aritmética multiplicativa, isto €, g(mn) =

q(m)q(n) se mdc(m,n) = 1.

Demonstragao. Considere p; e py dois primos distintos. Assim, q(p1p2) = 1 = q(p1)q(p2). Se e > 2,
a(p5p2) = 1§ = a(p)a(p2) e a(pips) = p§ = a(p1)a(ps). Por fim, se e > 2 e f > 2, q(pipy) = pips =
q(pﬁ)q(pg ). Por indugao sobre o nimero de primos nas fatoragoes de m e de n, verifica-se facilmente

que g(mn) = q(m)q(n) se mdc(m,n) = 1. O

Lema 6.1.1. Seja B(n) o conjunto das possiveis partes potentes dos condutores de todos os x em
X™ - Assim, a restricdo da fungdo parte potente q : D(n) — B(n) € bijetora. Em outras palavras,
existe uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de D(n) e as possiveis partes potentes dos

condutores dos x € X™.
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Demonstra¢ao. Suponha que a fatoracao de n seja dada por n = 2°p7* ... pSm, em que p; sao primos

impares distintos, e; > 1 e ey > 0. Por definicao,
D(”)Z{anpf" P 1< <e, 0<x < e, x#l}. (6.9)
i=1

Portanto, #(D(n)) = egpey . . . €, Além disso,
A(n) £ {29*"1_[19? c0<aw<e, 0<a;<e;, x#1, 2, # z} ={q(d): deDn)}.  (6.10)
i=1

Agora, para todo y € X™, tem-se que fx | n. Como nao existe condutor da forma 2m, com m
fmpar, entao f, = 2"pi"...pim em que 0 <z < ey, x #1 e 0 < x; <e;. Portanto, por um lado,
B(n) = {q(f,) : x € X™} C A(n). Por outro lado, variando a e b na equagdo 6.5 e utilizando a
férmula 6.6, vé-se que A(n) C B(n). Portanto, A(n) = B(n). Assim, a fungao ¢ : D(n) — A(n) tal
que ¢(2° T2, pi*) =2 T2, pY em que y; = 0sex; = L ey, = x; se x; > 2, é a funcdo parte potente

restrita a D(n). Claramente, por definicao de D(n) verifica-se que g é sobrejetora. Por contagem dos

elementos, como #(A(n)) = egey ... e, = #(D(n)), entdo a aplicacdo é bijetora. O

Definigao 6.1.3. Seja X wm grupo finito de caracteres de Dirichlet, n = mmc{f, : x € X} e

d € D(n). Chama-se classe de ramo d em X ao conjunto

Py ={x € X :q(fy) = q(d)}. (6.11)

Proposicao 6.1.3. Nas condicoes da defini¢cao anterior,

x= | o (6.12)

deD(n)

1sto €, as classes de ramos de X particionam X em subconjuntos disjuntos.

Demonstragdo. Seja y € X. Como X C X™ entdo existe d € D(n) tal que g(d) = q(f,) (lema
6.1.1). Portanto, x € ®4. Logo, X C UdeD(n) ®,. A igualdade vem do fato 6bvio de que &, C X.
Falta ver que a uniao é disjunta. Suponha que &4, # 0 e Oy, # () sdo tais que existe x € Py, N Dy, .
Entao ¢(dy) = q(fy) = q(d2). Como dy,dy € D(n) entao os primos da fatoragdo de n aparecem na
fatoracao de d; e de dy. Assim, se n = [[/_, pi"" (o > 1, p; primos distintos) entao dy = [[;_, pj* e
dy =11, p{i, em que 1 <e;, f; < a;sep; #2. Se p; =2 entao e; ou f; podem ser zero e nao podem

ser iguais a um. Em todo caso, como ¢(d;) = ¢(ds) entéo e; = f; se e; > 2. Caso p; seja primo impar

ee; = 1lentdao f; =1 (sendo f; > 2 acarretaria diferenca entre g(d;) e ¢(da)). Se p; = 2 e e; = 0 entao
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fi = 0 (fi = 1 nado pode ocorrer por definicdo de D(n) e f; > 2 acarretaria diferenca entre ¢(d;) e
q(dz)). Analogamente, se p; =2 e f; = 0 entdao e; = 0. Em todo caso, portanto, e; = f; para todo i.

Logo, di = ds. Assim, a uniao Udep(n) ®, é comprovadamente disjunta. O

No que segue, se d € N é divisivel por um ndmero primo p entdao ¢(d)|, denotara o valor p®,
em que e = v,(q(d)). Pelo fato de ¢ ser uma funcéo aritmética multiplicativa (proposicao 6.1.2),
concluimos que

d)=q (][] ]| =[]0 =[a@l (6.13)
pln pn pln

Seja x = Hp|n X, a fatoracio de x € X™ em caracteres de XP*). Logo, f, = Hp|n fx, (proposicao
5.4.6). Entao

af)=a| ]l rw | =T1afe): (6.14)
pn pln

Das férmulas 6.13 e 6.14, concluimos que

q(d) = q(fy) <= a(d)], = q(fy,), ¥V p|n (p primo). (6.15)
A seguir, sejam X um grupo de caracteres de Dirichlet e n = mmc{f, : x € X}.
Lema 6.1.2. Se p é um nimero primo divisor de n entdo a proje¢io m: X — (1) € sobrejetora.

Demonstragao. Mostremos que existe xo € X tal que 7(xo) = ¥,. Seja e = vy(n). Assim, p° | n e
p“™ nao divide n. Como n = mmc{f, : x € X}, existe x € X tal que f, = p°q, com mdec(q,p) = 1.
Logo, x = wib T, ., weirhli, em que v,(b) = 0, pois e = e — v,(b) (equacdo 6.6). Logo, p nao divide
b e, portanto, mde(b,p) = 1. Como a ordem de H = (¢,) é p° ! se p # 2 e é p° 2 se p = 2 entao
mde(b,o(H)) = 1. Portanto, (1) = (¢f). Por isso, existe o € Z tal que ¢, = 15°. Portanto,
tome xo = x® Neste caso, xo = wp*¥, [, ., w weipodi. Logo, m(xo) = tp. Entdo, para cada

Yy € (Yp), existe x, = xj € X tal que 7(x,) = ;. Isso comprova que a projecdo 7 : X — () é

sobrejetora. n

Lema 6.1.3. Sen =4 (mod 8) (ou seja, n = 4x, em que x € impar) entdo a proje¢ao m: X — (ws)

¢ sobrejetora.

Demonstracao. Note que (we) = {1,ws}. Como w(1) =1e 1 € X, falta sé mostrar existe y € X tal
que m(x) = wy. Como n = 4z, com z impar, e como n = mmc{f, : x € X}, existe x € X tal que

4| f, e 2¥ nao divide f, se y > 2. Entao, da equacao 6.6, segue que a =1 e b = 0. De fato, se b # 0
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entao fy, = 2¢=2(0)  donde segue que 2¢72 | b, 0 que é um absurdo, pois 0 < b < 272, Portanto,

b=0ea=1. Logo, x =ws[], . weiapli. Dai, m(x) = ws. O

A proposicao a seguir nos mostra quando uma classe de ramo ®, é nao vazia.

Proposicao 6.1.4. Mantidas as notacoes anteriores para X e n, tem-se que:
(a) , #0;

(b) d# 4 (mod 8) = &4 # 0;

(¢) Se d =4 (mod 8) entao ®q# 0 <= 3 xo € X tal que q(fy,) = 4.

Demonstragao. (a) Se n nao tem parte potente entdo ¢(n) = 1 e x = 1 satisfaz ¢(fy) = 1 = ¢q(n).
Agora, suponha que n é impar. Entao podemos fatorar esse nimero natural como n = [[, pi" [ | i
em que p; e ¢; sao primos e o; > 2. Assim, ¢(n) = [[;p;". O lema 6.1.2 nos diz que para cada
pi’, a projegao m: X — [], (1y,) ¢ sobrejetora, j& que os componentes do produto sao dois a dois
relativamente primos. Por isso, existe x € X tal que 7(x) = Hpi Yp,. Assim, pondo b = 1 na equacao
6.6 para cada primo p; tem-se que f,, = p;*. Portanto, g ( fxpi) = q(n)|,,, para todo p; que divide
q(n). Devido a equivaléncia 6.15, segue que ¢(f,) = ¢(n), ou seja, que x € ®,,. Agora, suponhamos
que n = 4z, com z fmpar. Como fizemos anteriormente, podemos fatorar n como n = 22 [[, i [] i G
em que p; e ¢; sao primos diferentes de 2 e o; > 2. Assim, q(n) = 22[[,pf*. Acima, vimos que
q ( fxm-) = q(n)|p,, para todo p; diferente de 2 que divide ¢(n). Falta analisar o fator 22. Pelos lemas
6.1.2 e 6.1.3, a projegao 7 : X — (w2) [, (¢p,) € sobrejetora, ja que os componentes do produto
sdo dois a dois relativamente primos. Logo, existe x € X tal que m(x) = ws [],, ¥, (note que nao
aparece o termo ). Assim, pela igualdade 6.6, f,, = 4 e, portanto, ¢(fy,) = 4 = ¢(n)|s. Portanto,
q(fy) = q(n), donde segue que x € ®,,. No dltimo caso, suponha que n = 8z (ou seja, n # 4 (mod 8)).
Nesse caso, supondo n = 2* [, p;" T 1 ; 5, €m que p; € ¢; Sao primos diferentes de 2, a; > 2 e o > 3,
tem-se que g(n) = 2*[[;pi". Pelo lema 6.1.2, a projecao m : X — () [], (¢y,) é sobrejetora,
pois os componentes do produto sao dois a dois relativamente primos. Por isso, existe xy € X tal
que 7(x) = ¢ [[,, ¥, Tomando b = 1 na equagao 6.6 para o primo 2, tem-se que g(fy,) = 2%
Assim, q(fy,) = q(n)]2. Como ¢ (fy, ) = q(n)
acima), inferimos da equivaléncia 6.15 que ¢(f,) = g(n). Portanto, x € ®,. (b) Suponha que d seja

»:» bara todo p; diferente de 2 que divide g(n) (visto

um elemento de D(n) tal que d # 4 (mod 8). Assim, d é impar ou d = 8z, em que z ¢ inteiro.
Consideremos a fatoracdo de d em primos dada por d = [[,pi" [] ; 5, €m que p; e ¢; sao primos
distintos e a; > 2 (pelas restrigdes impostas, permite-se que algum p; seja 2, mas nao se permite que

algum ¢; seja 2). Portanto, ¢(d) = [[;p;". Como 7 : X — [[, (¢,) ¢ uma projecdo sobrejetora,
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entdo existe xy € X tal que m(x) = [[,, ¥p;- Para cada p;, a férmula 6.6 acarreta q(fy,,) = p;*. Por
raciocinio andlogo ao ja feito anteriormente, tem-se que ¢(fy) = ¢(d), donde segue que x € ®4. (c)
Suponha que d = 4z, em que z é impar. Podemos fatorar d como d = 22 [, p{" Hj g, em que p;
e ¢; sao primos fmpares e o; > 2. Assim, ¢(d) = 4[[; pi". A projecio m : X — (wo) [, (¥yp;) ¢
sobrejetora se, e somente se, mo : X — (wsy) é sobrejetora, ja que o({ws)) = 2 é relativamente prima
com o((1p,)). Isso ocorre se, e somente se, existe xo € X tal que ma(x0) = we, ou seja, se 4 é a
poténcia de 2 na fatoragao de fy,. Portanto, q(f(y,),) = 4 se, e somente se, 7 : X — (w2) [ [, (¢,)
¢ sobrejetora. Neste caso, existe x € X tal que 7(x) = w2 [[,, ¥y €, portanto, g(fy) = 4p;" = q(d),
donde segue que x € ®,. O]

Proposicao 6.1.5. Considere as notacées anteriores para X e n e a projecio m: X — W x 7,

em que Z = (wq) sen =4 (mod 8) ou Z = (1) se n # 4 (mod 8). Entao 7 é sobrejetora e (P,,) = X.

Demonstracdo. O fato da projecdo 7 ser sobrejetora segue dos lemas 6.1.2 e 6.1.3, ja que W™ x 7 é
um produto de grupos ciclicos com ordens relativamente primas entre si duas a duas. Por defini¢ao,
®, C X. Assim, ($,,) C X. Mostremos a outra inclusdo. Seja x € X. Faremos a demonstra¢ao em
quatro passos:

1° passo: Mostremos que 7({®,)) = U™ x Z. Sabemos que existe o € ®,, tal que 7(xo) = w [, ¢,
em que w é o gerador de Z. Denotemos ¢ = 7(x,). Como U™ x Z é um produto de grupos ciclicos
com ordens relativamente primas entre si duas a duas, entdo W™ x Z é ciclico e tem gerador 1.

Assim, dado ¢ = ¢™ € ¥ x Z, garante-se a existéncia de 7' € (®,,) tal que

T(xo') = m(x0)" =™ = 1. (6.16)

Portanto, U™ x Z C w((®,)). Como (®,,) C X entdo 7((®,)) C ¥ x Z e, dai, 7((®,)) = V) x Z.
2° passo: Existe y’ € (®,) tal que 7(xx’') gera ¥™ x Z.
De fato, denote ' = m(x) € W™ x Z. Pelo 1° passo, existe x; € (®,) tal que 7(x1) = /. Assim,

m(x) = 7(x1) implica que 7(xx;") = 1. Seja X' = x7 'xo € (®,). Entdo
T(xx') = 7(xx1 'x0) = 7(xx1 )7 (x0) = m(x0) = 2. (6.17)

Portanto, 7(xx') gera U™ x Z.

3° passo: yy € ®,.

Com efeito, como 7(xx') = ¢ = w Hp Yp, entao o mesmo raciocinio utilizado na demonstracao do
item (a) da proposigao 6.1.4 mostra que xx’ € ®,,.

4° passo: Finalmente, verifiquemos que X C (®,,).
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Se X' € (®,) entao x'~! € (®,). Assim, yx' = x” € ®,, donde segue que xy = X"(x')7' € (®,).

Portanto, x € (®,), comprovando que X C (®,,). Isso conclui a demonstracao. O
As classes de ramos que sao nao vazias apresentam propriedades relatadas na proposicao seguinte.

Proposicao 6.1.6. Mantendo as notagoes anteriores, se d € D(n) e se &y # 0 entao
@) =XNXD={yeX:f|d} (6.18)
€ a projecao
T (Dg) — D x 7 (6.19)
¢ sobrejetora, em que Z = (wq) se d =4 (mod 8) ou Z = (1) se d # 4 (mod 8).
Demonstragdo. Seja d = mmc{f, : x € X N X¥}. Tomando n = d' nas proposi¢oes anteriores,
sabemos que a projecao 7 : X N X @ — W(@) x 7 ¢ sobrejetora, em que Z = (w,) se d' = 4 (mod 8)

ou Z = (1) se d # 4 (mod 8). Como d = mmc{f, : x € X e f, | d} entdo d' | d. Por definigao,
Py ={x € X :q(d) =q(fy)} #0. Considere

Ac={x € X :qld)=aqlfy) e f | d}. (6.20)

Por um lado, é claro que A; C ®4. Por outro lado, se x € @4 entdo ¢(d) = ¢(f,). Como f, #
2 (mod 4) entao f, é impar ou f, = 4z, com z fmpar. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que f, = 41Lp " [1 1%, em que p; e g; sdo primos fmpares distintos e e; > 2, donde segue que
q(fy) = 411;p;’. Pelo fato de esse valor coincidir com ¢(d), tem-se que d = 4[[; pi* [, 5, com r;
primos fmpares distintos de p; e distintos entre si. Como r; e p; formam o conjunto de todos os
primos impares distintos divisores de n (pois d € D(n)) e como g; | n, segue que os todos os fatores

¢; sao particulares dos r;. Logo, f, | d, donde segue que ®; C A,. Portanto, &; = Ay. Por isso,
O ={x € X :q(d) =a(f) e f | d} = {x € XN XD :q(d) = q(f)}. (6.21)
A seguir, mostremos que ¢(d) | d'"

®d7é®:>3X€q)d:>Q(fx)ZQ(d)efx|d:>Q(d>|fx€fx|d:>Q<d)|fx6X€XmX(d):>

= q(d) | fy e f [mme{fy:x € XNXD} = q(d) | fre fy|d = aq(d) | d (6.22)

Como ¢(d) | d' e d' | d entdo d/d" =[], ¢;, em que ¢; sao primos distintos (néo relacionados com os

¢; anteriores). Note que se houvesse um primo divisor de d cujo expoente m na fatoragao de d/d’
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fosse maior do que 1, entdo terfamos que ¢ deveria dividir ¢(d), um divisor de d’, donde seguiria
que ¢; nao pode aparecer na fatoracao de d/d’. Portanto, ¢(d) = q(d’). Observe que d e d' sé diferem
possivelmente em primos impares divisores de n que aparecem com expoente 1 na fatoragao de d e
que nao aparecem na fatoracio de d’. Logo, U@ = ¥(d) x [1,(¥,,), em que os g; sdo primos divisores
de d com expoente e = 1 na sua fatoracdo. Logo, o((¥,,)) = ¢ " = 1, ou seja, U@ = w(@) x []. 1.

Agora, observe que d = 4 (mod 8) se, e somente se, d =4 (mod 8). De fato,

d=4 (mod 8) < d = 4x, mdec(2,x) =1 <=4 q(d) = q(d') e 8 |/q(d) = q(d') <~

<« d =4y, mdc(2,y) =1 <= d =4 (mod 8) (6.23)

Portanto, devido a afirmagao do primeiro paragrafo desta demonstragao, concluimos que 7 : (®4) —
U@ x 7 é uma projecio sobrejetora, em que Z = {w,) se d = 4 (mod 8) ou Z = (1) se d # 4 (mod 8).
Além disso, sendo dy = {x € XNX9D: q(fy) = q(d)}, a proposicio 6.1.5 nos informa que
((I;;/> = X NX@. Porém, a férmula 6.21 nos garante que

®p={x € XNXD:q(f,) = q(d) = q(d)} = . (6.24)

Portanto, (®4) = (Pg) = X N X@. O

6.2 Caracteres coordenados de Leopoldt

Estudaremos agora idempotentes ortogonais em anéis de grupo e caracteres coordenados de Leopoldt.
Esses elementos serao tuteis nas justificativas da secao seguinte, em que demonstraremos o Teorema
de Leopoldt. Os caracteres coordenados de Leopoldt foram introduzidos por esse mateméatico em [19]
e a maioria das demonstracgoes aqui feitas sao encontradas de maneira sintética e nao tao detalhada
no primeiro capitulo do referido artigo.

Ao longo desta segao, considere K um corpo de nimeros abeliano com anel de inteiros Ok, denote
por G = Gal(K : Q) o grupo de Galois de K sobre Q e por X o grupo de caracteres de Dirichlet
associado a K. Devemos lembrar que X pode ser identificado com o grupo de caracteres de G.

Dado x € X, definimos o elemento €, do anel de grupo C[G] pela expressao

6 2 1 > x(o)o. (6.25)
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Proposicao 6.2.1. Sao vdlidas as propriedades:
(a) 3 ex € =1 (identidade de C[G]);

(b) Se x # ¢ sdo elementos de X, entdo €€, = 0;
(c) Se x € X, entio € = €,.

Demonstracdo. O corolario 5.3.1 garante que

n! n se o =1id
> xilo) = (6.26)
i=0 0 seo#id

onde n = [K: Q]. Logo, denotando por id = 1.id a unidade de C[G],

Zex Z ZX Z(n %) :—zd+ Z 0.0 =1id (6.27)

xeX = UEG ceG \i=0 id#0€G

o que completa a prova do item (a). Para provar os itens (b) e (c), observe que

exey = (Zx )(Zw ) K @] Z( 3 W) . (6.28)

oceG oeG ceG \oi102=0

Se o € G for fixado, entao o9 = ooy percorrera todos os elementos de GG fazendo o; assumir cada

elemento de G. Além disso, como x(071) = x(07 ') entdo

Z x(o1)p(o2) = Z X(Ufl)m: Z x(o1)¢(02) = Z X(o1)¥(02) =

0102=0 o109=0 01—102:0 o2=001

= > x(o0¥(o10) = () > x(01)(o0). (6.29)

o1€G 01€G

Do corolario 5.3.1 é possivel afirmar que

0
S oty =4 | XY (6.30)
016G nosex=1uv
donde segue finalmente que
- 0
S Xonu(os) = sex# Y (6.31)
g102=0 @ZJ(U)” sex =19

Utilizando a igualdade acima e voltando a equacao 6.28, concluimos que se x # 1 entao €€, = 0.
No caso em que x = v, tem-se
€ = eyey = 3 Zw = Z X(o)o = ¢,. (6.32)
oeG UEG

Isso demonstra os itens (b) e (c). O
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Devido a isso, os elementos €, sdo chamados de idempotentes ortogonais de C[G].

Definigao 6.2.1 (Caractere coordenado de Leopoldt). Sejam a € K e x € X. Definimos o carac-

tere coordenado de Leopoldt pela expressio

yr(x|a) = Z x(o (6.33)
UEG
27
em que T(x) = Zk L x(k )Qf ¢ a soma primitiva de Gauss de x e (5, = e’x € uma raiz f,-ésima

primitiva da unidade.

Para qualquer y € X, defina Q(x) = Q({x(¢) : ¢ € G}) o menor corpo que contém Q e as

imagens de y.
Proposicao 6.2.2. Seja x € X. Entao Q(x) = Q(Corary))-

Demonstragio. Por um lado, para qualquer o € G, x(0)7?) = yrd(g) = 1. Assim, Q(x) C
Q(Cord(y))- Por outro lado, sabemos que x(G) = {x(¢) : ¢ € G} é um grupo ciclico, pois é um
subgrupo do grupo (ciclico) multiplicativo das raizes o(G)-ésimas da unidade. Portanto, existe p € G
tal que x(G) = (x(p)). Afirmamos que ord(x) = ord(x(p)). De fato, denotando h = ord(x(p)),
temos x(p)" = 1 e x(p)™ # 1 para 0 < m < h. Além disso, para todo o € G, existe um inteiro e
tal que x(a)" = (x(p))" = (x(p)")¢ = 1¢ = 1 ¢, para 0 < m < h, x™(c) = x(0)™ # 1. Portanto,
ord(x) = ord(x(p)).

Logo, concluimos que x(p) é uma raiz ord(x)-ésima primitiva da unidade. Assim, para todo o € G,
existe um inteiro e tal que x(o) = (x(p))® € Q(Cora(y))- Portanto, Q(x(G)) C Q(Cora(y)); concluindo

a demonstracao. |

Assim, para qualquer y € X e para qualquer a € K, observe que yx(x|a) € KQ(x). Estendendo

a operacao de Q[G] a estrutura aditiva de K por linearidade, obtém-se

1 — 1 -
) = g 2o X7 = e el ) (6:34)

A seguir faremos uma sequéncia de resultados técnicos sobre caracteres coordenados de Leopoldt.

Proposicao 6.2.3. Todo a € K pode ser representado como

(x[a) (6.35)

xGX
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Demonstracao. Devido a proposicao 6.2.1, sabemos que er x €x = lcjg) = 1.id (unidade do anel de

grupo). Assim, > v €,(a) = lid(a) = a. Logo, pela igualdade 6.34, tem-se

1= (@) = = 3 o)) (6.36)
[

A préoxima proposicao relaciona o caractere coordenado aplicado a um elemento a € K e sua ima-
gem por um elemento de GG. Esse resultado pode ser chamado de primeira propriedade de invariancia

dos caracteres coordenados de Leopoldt.
Proposigao 6.2.4. Para todo p € G, yx(x|p(a)) = x(p)yx(x|a).

Demonstra¢ao. Como, para qualquer o € G, x(o o p) = x(o)x(p), entao

vk (x|p(a) =_Zx ZX‘”” (00 p)(a). (6.37)

JEG’ oeG’ x(p

Fazendo variar o € (G, como G é um grupo, o o p varia entre todos os elementos de G. Logo, podemos

reindexar o somatoria anterior e obter o seguinte:

(xlo(a)) = === X{Io) = ) = — g (xla). (6.38)

UEG X(p)

Como x(p) = x(p) ™" e x(p)x(p) = [x(p)| = 1, finalmente concluimos que yx (x|p(a)) = x(p)yx(x|a)-
O

Como ja vimos, existe uma correspondéncia biunivoca entre grupos de caracteres de Dirichlet e
grupos abelianos finitos. Devido ao Teorema da Correspondéncia de Galois podemos, por transitivi-
dade, garantir que existe uma correspondéncia biunivoca entre corpos intermediarios de K e grupos
de caracteres de Dirichlet. Portanto, seja K, o subcorpo de K associado ao grupo de caractere (x),

para qualquer y € X.

Proposicao 6.2.5. Sea € K, x € X e f = f, € o condutor de x, entao
1 -
y(xla) =< > X(0)Trx ol(Trae)x, (¢r)o(Trr, (a)]. (6.39)
c€Gal(Ky:Q)

Demonstracao. Desde o inicio desta se¢ao estamos considerando G = Gal(K : Q). Seja também H =
Gal(K:K,)={m,m,...,Tm} < Ge G/H ~Gal(K, : Q) = {01,09,...,0,} (devido ao Teorema da

Correspondéncia de Galois, pois G é abeliano). Dessa forma, G = {o;7;: 1 <i<me 1l < j <n}.
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Note ainda que se K,, é o subcorpo de K associado a (x), entao K, é o corpo fixo de Gal(K : K, ) = H.
Porém, o fato de G/H estar associado a K, significa que x pode ser definido restrito a G/H, ou seja,

todo elemento de G que nao estd em G/H ¢ levado na unidade de GG, ou ainda,
7€ Gal(K:K,) <= x(7) =1 <=7 € ker(x). (6.40)

Portanto, ker(x) = H (nessa igualdade, permite-se estar embutido um isomorfismo). Logo, x(7;) = 1,
para todo 1 < j < n. Considere G' = Gal(Q({s) : Q). Como K, C Q((s), podemos tomar
G'/(G/H) = Gal(Q((y) : Ky) = {1,902, ..., ¢} Logo, G ~{op; : 1 <i<nel<j<r} De
maneira analoga ao que foi comentado acima, é claro que x(¢;) = 1 para todo 1 < j < r. Agora,
como Z; =~ Gal(Q(¢s) : Q), podemos escrever a soma de Gauss de maneira diferente da definida

inicialmente (ressaltando que o “produto” dos automorfismo abaixo é, na verdade, uma composicao):

f
ZX Z (Uﬂﬁg 02¢] Cf ZZX Uz% 02¢] (Cf) (641)

k=1 o €Gal(Q(¢r):Q) i=1 j=1
Como x(v;) = 1 para todo 1 < j < r, segue que

n

= ZX(Ui)Uz‘ (Z %(Cf)) = X(0:)oi(Tro,)x,((r) (6.42)

i=1
Para simplificar a notacao, denotemos B = Tro,)k, (¢r). Assim, 7(x) = > x(0:)0i(B). De posse

dessas informacoes, segue que

x(ox7;)oxTi(a) =

T(x) Y x(oir))oiri(a) = ZX(Ui)Uz’(B)

n m
0;7;€G =

:1]

n n

=22 > oo o B)oir(a). (6.43)

i=1
Como G é grupo, podemos trocar os elementos o por elementos o;0;, 1 < [ < n, reindexando o

somatoria anterior da seguinte forma:

n n m

7(x) Z x(oiTj)oiTi(a) = ZZZX(Uiaflgflel)Ui(B>U¢UlTj(a)- (6.44)

O'iTjGG =1 =1 j:1

Como x(15) = X(Tj_l) = 1, podemos simplificar o somatério anterior e seguir os calculos:

7(x) Z x(oi75)oiTj(a ZZZX 01)o; (B.ow(7j(a))) =

o;7;€G i=1 [=1 j=1

=3 " x(o) Z o (B.al <Z Tj(a)> ) => x(o)Tri, o(B.ol(Trxx, (a))). (6.45)

=1 =1
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Portanto, simplificando as notacoes, substituindo B por sua expressao definidora e utilizando a

definicao dos caracteres coordenados de Leopoldt, temos:

7))y (xla) = 7(x) > x(0) > x(0)Trego (Troex, (C)o(Trrx, (a)) -

oG o€Gal(Ky:Q)
(6.46)

Por fim, a igualdade 7(x)7(x) = |7(x)|* = f dada pela proposicao 5.6.2 finaliza a demonstragao. [
Coroldrio 6.2.1. Para quaisquer a € K e y € X, tem-se yk(x|a) € Q(x).

Demonstragio. Como 1/f € Q e Trg q(x) € Q para qualquer z € K, entdao o resultado segue

imediatamente da proposi¢ao anterior. O

Lema 6.2.1. Se x € X e r € um inteiro positivo tal que mde(r,ord(x)) = 1, entao (x) = (xX") e
fx = fx*-

Demonstracao. Seja m = ord(yx). Como mdc(r,m) = 1, entdo existem inteiros a e b tais que
ra +mb = 1. Assim, para qualquer x° € (x), temos y¢ = y"tmbe = (y")%(y™)% = (x")* € (x").
Portanto, (x) = (x"), j& que obviamente (x") C (x). Mostremos que f, = f,». Como (x) = (x"),

entdo existe um inteiro s tal que mde(s,m) =1 e x"* = x. Dali, para quaisquer a,b € G,

x(a) = x(b) = x(a)" = x(b)" = x"(a) = X" (b) (6.47)

e também
X' (a) = x"(b) = x(a)"” = x(b)" = x(a) = x(b). (6.48)

Em suma, x(a) = x(b) se, e somente se, x"(a) = x"(b). Como x e x" podem ser definidos sob

o mesmo mddulo, note que M, = M,r (veja a definicdo desse conjunto na segdo 5.4). Portanto,

fr = fy O

Proposicao 6.2.6. Se mdc(r,ord(x)) =1 e 0, € Gal(Q(Cora(y)) : Q) € 0 automorfismo definido por

U'r(Cord(x)) = C;»d(x); entao yK(XTW) = UT(MK(X’CL))

Demonstracao. Seja m = ord(x). Pela proposi¢ao 6.2.2, Q((,) = Q(x). Em particular, como
K, C K, segue que para todo o € H £ Gal(K, : Q) tem-se x(c) = ¢¢,. Entdo, o,(x(c)) = 0,(¢5) =
(¢! = x(0)" = x"(0). Portanto, o,.(x(0)) = x"(0) para qualquer ¢ € H. Pelo lema 6.2.1, sabemos
que (x) = (x"), ou seja, K, =K, e que f\r = f,. Assim, para qualquer o € H,

Co £ Tri o (TT Qs K (S )T (TTK:KX(G))> =TTx,:Q (TT Qs K (Crr)O (TTK:KXT(Q)D . (6.49)
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Note que C, € Q. Logo, pela proposi¢ao 6.2.5 e como o,(x(c)) = x"(0) para qualquer o € H, temos

yx(xla) = 1/fy > o X(0)C e, consequentemente,

or(yx(xla)) Z o (x(0) Z X'(0)C = yx(x|a). (6.50)

X oeH O'EH

]

A préxima proposicao pode ser chamada de segunda propriedade de invariancia, pois nos mostra
como calcular o caractere coordenado de Dirichlet yg(x|a) em um subcorpo F de K que define

completamente o caractere y.

Proposicao 6.2.7. Seja F um corpo tal que Q C F C K. Se x € um caractere de Gal(F : Q), ou
seja, x(p) = 1 para qualquer p € Gal(K : F), entdo
yx(x|a) = yr(x|Trxe(a)). (6.51)

Demonstracao. Sejam G = Gal(K : Q), H = Gal(K : F) e G/H ~ Gal(F : Q). Por defini¢ao de
caractere coordenado de Dirichlet, como a soma de Gauss independe do elemento a do corpo K nas

condicoes consideradas, entao

ye((|Trece(a) = 1) S @ (me)) - &) S @Y Wopa) (652

T<X »eG/H peEH

Por hipétese, x(p) = 1 para todo p € H. Logo,

yr(X|Trr(a

Z > x(@)x(p) (¥ 0 p)(a) =

wEG/H peH

Zx = yk(x|a). (6.53)

T(X) weG/H, peH aeG
[l

A seguir, utilizaremos a notagao [A : B] para dois Z-m6dulos livres de posto igual ao grau de K
(vistos como grupo aditivos), mesmo que B nao esteja contido em A. De acordo com a definigao
estabelecida em [21] (§4, capitulo 2), se C' é um Z-mddulo livre também de posto igual ao grau de K

entao
» [C: B
[C A

Esse valor é chamado de indice generalizado. Nao ha problema na definicao, pois tal valor inde-

[A:B] =

(6.54)

pende da escolha de C'. Se B esta contido em A, entao o indice generalizado coincide com o indice
usual de grupos aditivos.

A préxima proposi¢ao nos diz quando o Z-mdédulo Z[G]a tem posto maximo, para algum a € K.
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Proposicao 6.2.8. Seja a € K.
(i) Se D(K) denota o discriminate de K entao

Dglofa): 0 € G) = (Hny\a> K). (6.55)

XEX

(ii) Z|Gla tem rank mazimal [K : Q] se, e somente se, yx(x|a) # 0, para todo x € X. Neste caso,

Gla] = | ] T y(xla)

x€X

(6.56)

Demonstragio. (i) Seja f: G — C a aplicagao dada por f(o) = o~ !(a), para todo o € G. Devido

a proposicao 5.3.2, temos

detlo’(o(a))orccoea = || (Z X(U)al(a)> (6.57)

x€X \oc€eG

Pela proposicao 2.3.3, note que
Dyo(o(a) : o € G) = (det]o’ (0(a))|yecoec)” (6.58)

Por definigio, sabemos que 7(x)yk (x|a) = 3, cq X(0)a(a) = 3, x(0)o7(a). Disso e das equacdes
6.57 e 6.58, temos

Dico(o(a) : 0 € G) = H(Zx ) =TI (F00wda)” = TT welo? [T 70070

x€EX \o€G xeX xeX xeX
(6.59)

Note que, para a tltima igualdade, associou-se um elemento 7(x) indexado em y ao correspondente

X. Como |7(x)|> = 7(x)7(x) = fy (proposi¢ao 5.6.2) entao

Dig(o(a): 0 € G) = [ A I ve(xla)* = D) [] vx(xla)® (6.60)

xeX  xeX YEX
em que a ultima igualdade advém da Férmula do Condutor-Discriminante (teorema 5.4.1). (ii) Pelo
item (i), yx(x|a) # 0 para todo x € X se, e somente se, Dxg(c(a) : 0 € G) # 0. Devido a
proposigao 2.3.5, isso ocorre se, e somente se, {o(a) : 0 € G} é uma Q-base para K (ou seja, é
linearmente independente sobre Q). Isso é equivalente a dizer que {o(a) : ¢ € G} é linearmente

independente sobre Z, ou seja, que Z[Gla = > __~Zo(a) tem posto maximal [K : Q]. Portanto,

oeG
yk(x|a) # 0 para todo x € X se, e somente se, Z[G]a tem posto maximal [K : Q]. Neste caso, tem-se
que Dxg(o(a) : 0 € G) = [Ok : Z[Gla)* D(K). Comparando com a igualdade do item (i), conclui-se

que [Ok : Z[Gla] = |I],cx yx(x|a)|- O
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Na préxima proposicao, calculamos os caracteres coordenados das raizes da unidade.

Proposigao 6.2.9. Sejam k,n € N tais que (¥ = (™

w0, em que ko,ng € N e mde(ko,ng) = 1. Entdo,

para qualquer x € X™ | temos:

0, se f nao divide ng ou q(f) # q(ng)

(6.61)
ety (22) x (=2) x(ko) #0, s £ [ na e a(f) = glno)

Yo (X|CF) =

em que p denota fungdo de Mébius (veja a equagio 1.1) e f denota o condutor de .

Demonstracao. Por definicao, temos

n

> Xy = 2 (6.:62)

Yo (X|CF) =

LS X@)o(ch) =

1
7(x) ceq(m 7(x)
em que 7(x) ¢ a soma primitiva de Gauss e 7(x) é a soma de Gauss (geral). Pela proposigao 5.6.3,

tem-se entao que

v (0068) = E0 () x (=220 xth (6.63)

a qual é diferente de zero se, e somente se, f | ng e ng/f for livre de quadrados. Porém, essa ultima

condigao é vélida somente quando ¢(f) = ¢(ng). Isso conclui a prova. O

6.3 Teorema de Leopoldt-Lettl

Nesta secao demonstraremos o principal resultado desta dissertacao: o Teorema de Leopoldt-Lettl.
Esse teorema nos fornece o anel de inteiros de qualquer corpo de niimeros abeliano.

O matemdtico alemao Heinrich-Wolfgang Leopoldt (1927-2011) demonstrou esse resultado ori-
ginalmente em 1959, no seu artigo [19]. Ele mostrou que se K é um corpo de nimeros abeliano e
G = Gal(K : Q) entdo Ox = RxTk, em que Rk é uma ordem em Q[G] e Tk é um inteiro algébrico
de K chamado de Basiszahl de Leopoldt. Por conta da origem do teorema ser devida a Leopoldt,
usualmente o teorema principal desta secao é conhecido como Teorema de Leopoldt.

Em suas notas ([16]), Henri Johnston explicita esse teorema da seguinte forma: seja K um corpo
de numeros abeliano com grupo de Galois G = Gal(K : Q); entdo Ok é um Ag.g-médulo livre de
posto um, em que Agx.g = {z € Q[G] : zOx C Ok} é uma Z-ordem em Q[G], chamada de ordem
associada da extensao Q C K. Henri ressalta ainda que é possivel explicitar um gerador o € Ok
tal que Ox = Ag. o (teorema 1.8 de [16]). No texto, Johnston demonstra esse resultado para os
casos em que K tem condutor n fmpar ou quando i = v/—1 € K (teorema 12.9 de [16]), mas faz

comentarios acerca da demonstracao geral.
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Por sua vez, Giinter Lettl deu outra demonstracao do Teorema de Leopoldt em 1990, no seu
artigo [20], no qual mostrou de maneira um pouco mais elementar do que a original que Ox = RxT,
em que Rk é uma ordem em Q[G] e T é um inteiro algébrico do corpo de niimeros abeliano K.
Além disso, Lettl foi mais especifico e demonstrou também que, se n é o condutor de K, entao
Ok = @uaepm)Z[Gng, em que G = Gal(K : Q) e ng é um elemento de K N Q(¢y). Nesta secao,
citaremos o Teorema de Leopoldt da maneira como foi enunciado e demonstrado por Lettl no capitulo

4 de [20]. Por isso, chamaremos esse importante resultado de Teorema de Leopoldt-Lettl.

Em toda esta segao, considere K um corpo de niimeros abeliano com condutor n, G = Gal(K : Q),
Qm & Q(¢m), em que ¢, = e é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, para qualquer m > 1
natural, e X o grupo de caracteres de Dirichlet associado a G. Para qualquer d € D(n) (definigao

6.1.1), assumamos ainda as seguintes notagoes:
Ke2KNQYW e ng2 Trgwx,la (6.64)

A seguir, faremos uma série de resultados que nos levarao ao Teorema de Leopoldt-Lettl. O lema
seguinte é provado em cursos de Teoria de Galois e esta enunciado abaixo porque sera utilizado na

prova do lema posterior.

Lema 6.3.1 (]22], capitulo 6, teorema 1.12.). Sejam K C L wma extensao galoisiana de corpos
e K € M uma extensao de corpos arbitrdria, ambas contidas em um mesmo corpo ). Considere
H = Gal(LM : M). Entao:

(a) O corpo composto MIL é Galois sobre M, enquanto I é Galois sobre I N M.

(b) Se o € H entao o|p, € Gal(L : K).

(c) A aplicagio ¢ : H — Gal(L : L N M) dada por (o) = o|v, para qualquer o € H, é um

isomorfismo.

Lema 6.3.2. Com as notagoes ja estabelecidas, se x € X ed € D(n),

e(Xl) = - b (116 (6.65)

Demonstra¢io. Como n é o condutor de K entdo K ¢ Q™ e, como d | n, entdao Q¥ c Q™.
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Considere o corpo composto L = Q@WK. Considere o seguinte diagrama de corpos:

Q™
/L\
Q@ \ K
Kq
Q
Como Q C Q@ & uma extensdo galoisiana, os itens (a) e (c) do lema 6.3.1 nos garantem que
(n) .
Rl — 0@ e 1 Q@ K]
L:K]=[QY: K, = QW Q] (6.66)
Vamos mostrar que
[Q(n) . Q(d)]
T mn). B — .
Tom xCd KK, Nd (6.67)
De fato, novamente pelo lema 6.3.1, tem-se que
Q" : L] 1
77d - TTQ(d):Kdgd == TT]L:KCd - TTIL:]K Cd [Q(n) : L] - [@(n) : ]L] TT]L:K(TTQ("):]LCd) <668)

em que a ultima igualdade segue do fato de que (; € L. Pela transitividade do trago (proposigao

2.2.4), obtém-se que
Trom.xCa = [Q™ : L]na. (6.69)

Além disso,

2 Tl [Q(n) - K] B [Q(n) Ky [Q(n) . Q(d)] B [Q(n) . Q(d)]
Q™ :L]= LK K K] Q9 Ky  [K:Kj (6.70)

Juntando as equagoes 6.69 e 6.70, finalmente vé-se que a equagao 6.67 é verdadeira. Assim, devido

também a proposicao 6.2.7, temos finalmente
[@(n) . Q(d)]
Yo (X[Ca) = yx(X|Trgm xCa) = WW(XW@ (6.71)

donde segue o resultado. O]

Lema 6.3.3. Com as notagoes anteriores, se x € X e d € D(n) entdo

yr(X|na) # 0 <= q(d) | fy e fx|d<== x € g (6.72)

em que ®y € classe de ramo d de X.
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Demonstragdo. Pelo lema 6.3.2, yx(x|ns) # 0 se, e somente se, yow (x|¢s) # 0. Pela proposicao
6.2.9, isso ocorre se, e somente se, f, | d e ¢(fy) = q(d). Assim, por um lado, yx(x|n4) # 0 implica
que x € ®,. Por outro lado, seja x € ®4. Entao ¢(f,) = ¢(d) e, como ¢(d) | d, tem-se que q(f,) | d.
Como f, # 2 (mod 4) entdo f, é impar ou ¢ da forma 4z, para algum inteiro z. No primeiro caso,
podemos fatorar f, = [[,p;" [] ;> €em que p; e g; sao primos mpares distintos e ¢; > 1. Como
fx | n e todos os primos fmpares de n dividem d entao [[, p; Hj ¢; | d. Além disso, a hipdtese
d. Logo, [T;pi"11;4; | d e, portanto, f, | d. Logo, fy | d

e q(fy) = q(d). Pela equivaléncia estabelecida no inicio, conclui-se que ygm (x|¢s) 7# 0. Por fim,

de que q(f,) = q(d) acarreta [], p¢

mostremos que fx | d e ¢(fy) = ¢q(d) é equivalente a dizer que fx | d e q(d) | fy. De fato, por
um lado, como q(fy) | fy entdo ¢(d) = q(fy) | fy. Por outro lado, suponha fx | d e ¢(d) | f,.
Obviamente, ¢(d) | q(fy). Além disso, seja q(fy) = [ p;* a fatoragao de ¢(f,) em primos, com
e; > 1. Dessa forma, f, = [[.p;" [] ;> em que ¢; também sdo primos dividindo f,. Como f, | d
eitay jrﬁj

entao a fatoracdo de primos de d é dada d = [, p; ', em que parte dos r; € formada pelos

¢;. Assim, ¢(f,) | ¢(d). Portanto, ¢(f,) = ¢(d). Isso completa a prova. O

Lema 6.3.4. Com as notagoes anteriores, se x € X e d € D(n) entao

= g L Kl (fi> X (;‘_d) 0 (6-73)

XEPq

n/d
n

Demonstracio. Tome k = n/d € Z. Assim, ¥ = = (4. Aplicando a proposicao 6.2.9, quando

Yo (X|Ca) # 0 tem-se que

Yoo (X|Ca) = %u (f%) X (—f%) : (6.74)

Como [Q™ : Q] = [Q™ : Q]/[QY : Q] = ¢(n)/p(d), segue do lema 6.3.2 que

et = oot o (1) T (7)) <ok (7)x (1) 6w

A proposicao 6.2.3 e o lema 6.3.3 acarretam

ndz[KT@];ymm)W: o S eyl T (6.76)

Finalmente, substituindo a igualdade 6.75 na expressao 6.76 tem-se a expressao 6.73 que queriamos

demonstrar. O

O lema 6.3.4 nos permite ver claramente que se ®; = () entao ny = 0. Reciprocamente, se 73 = 0

entao yx(x|na) = yr(x]0) = 1/7(x) > ,cq x(0)o(0) = 0, para todo x € X. Disso e do lema 6.3.3
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podemos concluir que y € @4, para todo x € X, ou seja, que ®; = (). Portanto, para cada d € D(n),

na=0<+= &;=10 (6.77)

Devido a proposigao 6.1.4, isso s6 pode ocorrer quando d = 4 (mod 8).
Mantidas as notacoes acima, definimos
T2 =Y Trowxle (6.78)
deD(n) deD(n)

Esse elemento é similar ao j& comentando “Basiszahl” definido por Leopoldt em [19].
Lema 6.3.5. Mantidas as notagoes anteriores, yx(x|T) # 0, para qualquer x € X.

Demonstracao. Seja x € X qualquer. Como o caractere coordenado de Leopoldt preserva a soma,

yeOIT) =yx [ x| Y. ma | = > uxlxIna). (6.79)

deD(n) deD(n)

Pela proposigao 6.1.3, X = dep(ny Pa, sendo esta unido disjunta. Logo, existe um tnico dy € D(n)
tal que x € ®4,. Assim, o lema 6.3.3 garante que yg (x|74,) 7 0 € yx(x|na) = 0 se d # dy. Da equagao
6.79, obtemos finalmente que yx(x|7") = yx(x|74,) 7 O. O

Portanto, o lema 6.3.5 e a proposicao 6.2.8 nos garantem que [Ox : Z[G|T| = |[ [ ex yx(x|T)]| ¢
um indice finito.
O resultado a seguir ¢ interessante, pois nos mostra que 7' gera uma base normal para a extensao

de corpos Q C K.
Proposicao 6.3.1. Com as notagoes anteriores, K = Q|G]|T.

Demonstracao. Seja G = Gal(K : Q) = {o1,...,0,}. Pelo lema 6.3.5, yx(x|T) # 0, para todo
X € X. Devido ao que foi mostrado na proposicao 6.2.8, isso significa que Z[G|T tem posto maximal
m = [K: Q]. Neste caso, vimos ainda que [Ok : Z[G]T| = |[],cx yx(x|T)| ¢ um indice finito.

Por um lado, é claro que Q[G]T C K, pois T' € K. Por outro lado, seja B = {z1, ..., z,} uma Z-base
para o Z-moédulo Z[G]T. Como B ¢ linearmente independente sobre Z entao é também linearmente
independente sobre Q. Além disso, B gera Q[G]T, pois gera Z[G]T. Portanto, B é uma base para
Q[G]T sobre Q. Assim, [Q[G]T : Q] = [K: Q] e, como Q[G]|T C K, entao Q[G]T = K. O

Agora, para cada d € D(n), defina

DI (6.80)

X€P4
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em que cada €, é o idempotente ortogonal de x definido na secao 6.2. Como f, = f5 entao ¢4 ¢
fechado para a conjugacao de caracteres. Por isso, o texto [20] afirma que €; é um elemento do anel

de grupo Q[G]. Além disso:
Lema 6.3.6. Com as notacoes anteriores,

Rx =Z|G][{€es: d € D(n)}] (6.81)
¢ uma Z-ordem em QI[G].

Demonstra¢ao. Como ¢; € Q[G] e Z|G] C Q[G], entdo Rk é um subanel de Q[G]. Além disso, como

D deD(n) € = D _yex € = 1 entdo 1 € Rg. Além disso, como

Rg = Z[G){ea: d€ D)} =< > > aggea:ag €L (6.82)

deD(n) geG

entdo Rk é um Z-médulo finitamente gerado por {ge; : g € G,d € D(n)}. Agora, obviamente
Q[G] € QRk, pois G pode ser considerado contido em Rg. De fato, cada g € G pode ser escrito
como ¢ = 1.9.(3_ jep(y €4). Reciprocamente, como €; € Q[G] tem-se que QRx C Q[G], donde segue
que QRx = Q[G]. Portanto, Rx é uma Z-ordem em Q[G]. O

Lema 6.3.7. Com as notagdes anteriores, para cada d € D(n),

Demonstragao. Por um lado, da defini¢ao de ¢; e de €, tem-se que

KX 1
ca(T) = ) e Zy [K:Q]Z Xy | x| D me | =

XE€Pq X€®Pq XEPy ceD(n)

1 — 1 S
" [K: Q) x%;;( X) Z w(x[7e) = K- Q] > 00y (xIna) (6.84)

€D(n X€P4

em que a ultima igualdade seguiu do lema 6.3.3. Por outro lado, das proposicoes 6.2.3 e 6.1.3,

Na = [K 9 > yr(XIna)T(x) (xIma)7(x) K 0] > yr(xIna)T(x)

xeX ceD( ) X€Pc XEPy
(6.85)

em que a ultima igualdade também se deve ao lema 6.3.3. Isso comprova que €;(T") = ng. m
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Devido ao lema anterior, €;(7") = ny. Assim, se rkz(M) denota o posto do Z-médulo M, entao
’/’kz(Z[G]Ud) = Tkz(Z[G]Ed) = #(I)d (686)
De acordo com a construcao que fizemos é ainda possivel explicitar K por meio de uma soma direta:

Proposicao 6.3.2. Com as notagoes anteriores,

K=Q[GIT= P QG (6.87)

deD(n)

Demonstragao. A primeira igualdade ja foi demonstrada (proposigao 6.3.1). Mostremos a outra
igualdade. Considere Ly £ Q[G]ng. Para todo m € K, m = id(m) = > vex &(m) =3 4cp,) €alm).
Como m € K = Q[G|T, entao existe ¢ € Q[G] tal que m = €(T"). Entao, pelo fato de Q[G] ser
comutativo e pelo lema 6.3.7, m = 3 ., €a(e(1) = 3 yep(m) €(€(T)) = D 4ep(n) €(1a). Portanto,
m e ZdGD(n) LLy. Reciprocamente, como 1, € K, entao ZdED(n) Ly C K. Portanto, K = Zdep(n) L,.
Falta mostrar que a soma ¢ direta. Para isso, considere >, ., pa(na) = 0, com pq € Q[G] e
ta(na) € Lg. Mostremos que cada parcela é zero. De fato, note que p4(n4) = pa(ea(T)) = €a(pa(T))

e, entao, para cada d € D(n),

0=co0)=ca| > plm) | =ca| D a(u(D)| = Y cace(u(D).  (6.88)

1€D(n) 1€D(n) 1€D(n)

Pela idempoténcia dos €; (consequéncia da proposigao 6.2.1), entao

0= 3 eroei(pulT)) = Ea(T)) = eau(T)) = prala). (6.89)
1€D(n)
Portanto, pa(na) = 0, donde segue finalmente que a soma K =3~ 5, Lq ¢ direta. O

Comparavelmente a proposicao anterior, mostraremos no Teorema de Leopoldt-Lettl que o anel
de inteiros de um corpo de nimeros abeliano K é ®gep(n)Z[G]ng (notacdes anteriores mantidas).

Antes de partir para a demonstracao efetiva deste teorema, precisamos de mais dois lemas:

Lema 6.3.8. Sejam n € N e p um nimero primo. Considere ( uma raiz np-ésima da unidade que

ndao € uma raiz n-ésima da unidade. Considere ainda o € Gal(Q((,) : Q) e

M £ {7 € Gal(Q(Cp) : Q) = Tlge,) =0} (6.90)

Entao
0, se p | n;

> (0= (6.91)

—Frob(p)~'o(¢P), se p ndo divide n
onde Frob(p) € Gal(Q((np) : Q) € tal que F'rob(p)|a,) = 0p € Gal(Q(¢) = Q).
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Demonstracio. Como o € G™ existe k € Z* tal que 0 = 0. Suponha que p | n. Cada 7; € G™) é

tal que 7;(¢) = (%, para 0 < i < np e mdc(i,np) = 1. Pela definigao de M, 7; € M se, e somente se,
7:(Cn) = o1(Cn) = CF. Assim,

Ti(G) =G = T =G = G =G =i =kt jn (6.92)

em que 0 < j < p, pois 0 < i < np e podemos assumir 0 < k < n. Mais ainda, note que
mdc(i,n) = mdc(k + jn,pn) = 1, pois p | n e mdc(k,n) = 1. Portanto, 7, € M se, e s6 se,

7(¢) = ¢Fin com 0 < j < p. Além disso,

p—1 p—1 p—1
S = "d =1+ d=1+Tr(¢)=1-1=0. (6.93)
=0 j=0 j=1
Logo,
p—1 p—1
DT =D =ty (Y =0 (6.94)
TEM j=0 J=0

comprovando a primeira parte deste lema. Agora, suponha que p nao divide n. Analogamente ao
que foi feita acima, tem-se que 7; € M se, e s6 se, i = k+ jn e mdc(i,pn) = mde(k + jn,pn) = 1, ou

seja, i = k + jn e mde(k + jn,p) = 1 (pois p nao divide n). Assim,

p—1 p—1
YNor = >, =t y=¢ > ¢g=
reM 0<j<p =0 j=0
k+jin#Z0 (mod p) k+jn#0 (mod p) k+jn#0 (mod p)
p—1 ' p—1 _ p—1 ' p—1 '
= ¢* A DR Gl =¢"| G +1= Y Gl =
§=0 5=0 5=0 §=0
k+jn#0 (mod p) k+jn=0 (mod p) k+jn=0 (mod p) k+jn=0 (mod p)
p—1 p—1
_ _Ck Z CZ _ _ Z Ck+j7l _ _Ck+]0n (695)
=0 =0
k+jn=0 (mod p) k+jn=0 (mod p)

em que jo € {0,1,....p — 1} e k + jon = 0 (mod p). Note que a ultima igualdade segue do
fato de que a equacdo k + an = 0 (mod p) possui unica solugdo jp para 0 < x < p (consulte o
teorema 2.8 de [31]). Logo p | k + jon e, entdo, (k + jon)/p = kp~! (mod n), donde segue que
—(HHI — ()T = = Frob(p)~(ox(¢")). m

Lema 6.3.9. Mantidas as notagdes anteriores, sejam d € D(n) tal que &y # 0 e U £ Gal(QW : Ky).
Assim, eziste um subconjunto B C Gal(QW : Q) = G tal que BU = B ¢ Z[G|¢y = @pepB(Ca)Z.



6.3. Teorema de Leopoldt-Lettl 175

Demonstragdo. Pela proposicio 6.1.6, como @4 # () entdo (®g) = X N XD = {y € X : f, | d}.
Devido a relagao biunivoca existente entre caracteres e corpos abelianos, podemos associar o corpo
Ky; = KN Q(¢) ao grupo de caracteres X N X@ = (®,;). Denote dy = z[] 2pln Py €M que
z =1, se v13(d) < 2, ouz =4, se va(d) > 3 (lembrando que v9(d) denota o Iﬁéfg?oexpoente x
de 2 tal que 2” | d). Suponha que d # 4 (mod 8). Pelos resultados da secdo 5.5, tem-se que
X®) ~ Z% = (wp). Como d # 4 (mod 8) entdo d é impar (I) ou d = 8z (II), em que x € Z (pois
d = 2 (mod 4) nao ocorre, ja que d € D(n)). No caso (I), tem-se que dy é um produto de primos
fmpares divisores de n. Assim, lembrando que Q™ denota os caracteres de primeiro tipo médulo
m, tem-se que Q@ = [ospatwr) = [hospni@p) = Tlosppa, (W) = Qo) No caso (II), tem-se que
dy = 4H27£p|n P. E claro que os primos que dividem d e dy coincidem, pois d € D(n). Portanto,
Q) = [Tafwp) = 14 wp) = Q) Em ambos os casos (I) e (II) obtemos Q@ = Qldo) = X(do),
Logo, se d # 4 (mod 8) entdo Q%) est4 associado a Q@. Note também que dy | d nesses casos.
Suponha agora que d = 4 (mod 8), ou seja, que d = 4z, com x impar. Neste caso, dy é o produto
dos primos fmpares divisores de n. Como d € D(n) entdo dy | d. Também X (@) = ozpn (wp)
isto 6, Q%) estd associado a [To4pn(wp). Denotemos G’ 2 Gal(QW : Q). Como dy | d entdo
a aplicagao f : Zj <— Zj, tal que f(z) = x (mod dy), para qualquer = € Zj, é sobrejetora e tem
nicleo {x € Z; : =1 (mod d)}. Pelo Teorema do Homomorfismo e pelo Teorema Fundamental

de Galois (teorema 1.1.1), tem-se que G’ ~ G9 /G ~ 7 /75 ~ ker(f). Portanto,
G = Gal(Q : Q) = {0, : teZiet=1 (mod dy)}. (6.96)

Mostremos que UNG" = {id}, em que id é o automorfismo identidade de G’. Seja ¢ € UNG'. Devido
& proposicao 5.1.5, para mostrar que o = id, basta mostrar que x(¢) = 1, para qualquer x € X,
Seja x € X@. Como Q@) estd associado a Q@ ou a Q@ /Z (Z definido como na proposicio
6.1.6) entdo G’ ~ W(d) x Z. Utilizando a projecio 7 : X@ — W@ x Z e a sobrejetividade de
7| xnxd, a proposi¢ao 6.1.6 nos leva a concluir que x (o) = 7(x)(0) = 7(x0)(c) = xo(0), para algum
Xo € XN XD Como o € UeXnNXD ¢ trivial em U entdo xo(o) = 1, ou seja, x(o) = 1,
para todo y € X@. Portanto, U N G’ = {id}. Considere R : G¥ — G@) o homomorfismo
restrigao dado por R(0) = 0|gup. Claramente ker(R) = G'. Assim, R : U — G®) tem nicleo
G'NU = {id}, donde segue que R : U — G'%) & injetora. Afirmamos que existem k, ...,k € G@
tais que U’ = UézlkiU (unido disjunta). De fato, seja H = R(U). Como G(%) é abeliano entdo H
é normal nesse grupo. Portanto, G /H = {r,..., 7} é um grupo. Se 7 : Q%) — Q%) ¢ um
Q-automorfismo entdo 7 : Q@) — Q@ ¢ um Q-monomorfismo (dy | d). Da teoria de Galois, existe

um Q-automorfismo o : Q¥ — Q@ tal que o|gs, = 7. Logo, R(c) = 7. Assim, R : G —
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G@) ¢ um homomorfismo sobrejetor. Sejam ky, ...,k € G@ tais que R(k;) = 7, (1 < i < 1) e
U’ = U._,k;U. Inicialmente, veja que essa unido ¢ disjunta. De fato, se o € k;U N k;U (i # j) entao
o = kjuik;jug, em que uy,up € U. Assim, por R estar bem definida e ser um homomorfismo segue
que T;R(uy) = R(k;)R(u1) = R(k;)R(uz) = 7jR(uz) € mR(u) N 7jR(u) = 0, o que é um absurdo.
Portanto, o € k;U N k;U. Pela disjuncao da uniao U’ e pela defini¢ao de homomorfismo aplicada a
R vé-se facilmente que R : U’ — G(%) é bijetora. Note agora que G@ = U'G’. De fato, isso segue
do Teorema Fundamental de Galois e da afirmacio anterior. Além disso, cada o € G@ se escreve
de maneira Unica como o = vT, em que v € U’ e 7 € G'. Sejam py,...,p, os primos distintos que

dividem d/dy e e; = v,,(d). Seja também

1, sep; #2;
ci = vy, (do) = ¢ 0, sep;=2euy(d)

=1 ou 2; (6.97)
2, sep;=2euvy(d) > 3.

Observe que e; > ¢;. Para cada i € {1,...,7}, considere H; = Gal((@(”fi) : Q(p?)) e H C H; um

conjunto de representantes para Gal((@(p?_l) Q). Como G@ =[] pld G@"™) | considere a
p primo

) — G, Como H; < G(pji), podemos considerar

e—1

i1 G
o grupo G' = A([[;_, H;). Considere ainda H = \([[\_, H;/H]) e B = U'H. Como H C G e
U' c G entdo B ¢ GD. Pelo fato de id pertencer a U entdo B C BU. Agora, tomando bu € BU

inclusdo (homomorfismo injetor) A : [

(b€ B,u € U) vé-se que bu € BU'H = B, pois, tomando algum k; como identidade, vé-se que u € U’
e u.l € U'H. Portanto, BU = B. Falta mostrar que Z[GY](; = ®pepB(C4)Z. Devido a construgio
acima e considerando A £ {y € X@ : ¢(f,) = q(d)}, tem-se que

r

#(B) = o(do) [ [ 0§ ~) = #(AD) = rkzZ[G V)¢ (6.98)

i=1
em que o segundo termo da igualdade nao considera p; = 2 se d = 4 (mod 8). Portanto, resta mostrar
que 0(Ca) € D _gcp B(Ca)Z para qualquer o € G, Seja o = vA(ry,...,7), em que v € U e 7; € H,.

Considere ainda

{p € Hz : ’O‘Q(p?i_l) = Ti|Q(pji—1>} — {Ti}7 SE T; € Hz/7
{r:}, se 7, ¢ HY.

M; & (6.99)
Note que, em ambos os casos, M; C H;/H]. Seja i € {1,2,...,r} tal que 7; € H.. Do lema 6.3.8,
tem-se o((y) = — ZpeMi VA(T1, ..y p, .-, Tr)(Ca) em que p ocupa a i-ésima posicao da r-upla acima.

Usando essa igualdade para todo i com 7; € H! e denotando por k o nimero de indices ¢ entre 1 e r
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. , .
tais que 7; € H, conclui-se que

o) =(=DF Y oMpr,.p)(G) €Y BG)Z. (6.100)

p1EMa,....prEMy BEB

Com isso, finalmente verificamos que Z[GV](; = ®pepB((a)Z. O
Enfim, abaixo enunciamos e demonstramos o Teorema de Leopoldt-Lettl:

Teorema 6.3.1 (Teorema de Leopoldt-Lettl). Sejam K um corpo de nimeros abeliano de condutor
n, G = Gal(K : Q), ng definido como na equagao 6.64, T definido como na equagao 6.78 e Rk a

Z-ordem definida pela formula 6.81. Assim, o anel de inteiros de K é dado por

Ox = @ Z[Gna = Rx(T). (6.101)

deD(n)
Demonstracao. Mostremos inicialmente que a segunda igualdade é verdadeira. Por um lado, como
o conjunto {e, : x € X} é uma familia de idempotentes ortogonais e como @4 N g, = O se
dy # dy, entdo {eg : d € D(n)} também é uma familia de idempotentes ortogonais. Além disso,
D dep(n) €d = Dyex € = 1 € g € Q[G]. Assim, para qualquer x € 3, p ) Z[Gna, existem ag €
Z[G] tals que x = 3 cpi Qdlld = D _gep(n) da€d(T) = (ZdeD(n) aded> (T), ou seja, x € Rg(T).
Portanto, »_,cp(,) Z[GIna C Rx(T). Por outro lado, considere z € Rg (7). Como €2 = €4 entao
€™ = e para qualquer natural m > 2. Assim, x = (a + ZdeD(n) aqeq)(T), em que a,aq € A,
para todo d € D(n) (note que na expressao de x nao aparecem outras poténcias de €; pelo que foi
comentado antes nem produtos mistos €4, €4,, pois quando d; # dy tem-se que €464, = 0). Além
disso, ZdeD(n) eq = 1 implica que (ZdeD(n) ed> (T') = T, donde segue que ZdeD(n) ng = T. Logo,
r = a(T) + 3 gep(m) aca(T) = a (ZdeD(n) 77d> + 2 den(n) QdNd = D_gep(n) (@ + aa)na, donde segue que
T € D yep(ny LIGIna. Portanto, Rk (T) = 3 cp(,) Z[G]ng. Para mostrar que a soma ¢ direta, sejam
di # dy € D(n). Se x € Z|Gng, N Z|G]ng, entao x = ang, = bng,, com a,b € Z|G]. Assim, aeg, (T) =
bea,(T'). Multiplicando por eq, (T) tem-se que aeq, (T') = ae; (T) = b(eayeq,)(T) = 0. Portanto,
x = aeq, (T) = 0, donde segue que Z[G|ng, N Z|G|na, = {0} se dy # ds. Em suma, comprovamos até
agora, que @deD(n) Z|Gna = Rx(T). Por sua vez, ny € Og. De fato, como 7y = Trg.gwrx (1) €
como 1y € OQ(d>, o coroldrio 2.2.2 garante que 1y € Ok. Nessas circunstancias, também o(n,) € Ok,
para todo o € Gal(K : Q). Logo, Z[G]na C Ok, donde segue que P cp,) Z[Glna C Ok. Falta
somente mostrar que Ox C P deD(n) Z|G]ny. Para isso, consideraremos dois casos. No primeiro caso,
suponha que K é um corpo ciclotémico, ou seja, que K = Q™. Neste caso, G = G™. Para cada

d € D(n), tem-se que Ky = QW N QW = QY e que ny = Trow.gwmna = 14, ou seja, 1y = (a.
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Mostremos que ¢* € Z[G]ny C Ok para qualquer k € N. Com efeito, sejam o = mdc(n, k), ko = k/a
e ng = n/a. Assim, mde(ko,no) = mde(ko,n) = 1. Entdo, se ng # 2 (mod 4) entao (¥ = (%. Caso
no = 2 (mod 4) (ny fmpar) entao (& = ¢r = i(ﬁg/? Por isso, podemos assumir ng # 2 (mod 4) e

no

tomar (¥ = :l:(fjg. Considerando d = ¢q(ng) [ | p € D(n) tem-se que ng | d. Pelo lema 6.3.8,

pln,pl/2no

obtém-se que

TTQ(d)!@(”O)(Cd) = H (—F’I’Ob(p)fl) (Cno) =M (nio) Ul(C”o) (6'102>

pld/no
para algum o; € G@. Entdo ¢¥ = +oy,0," (TTQ(@:Q(nO)Cd) € Z|G9]¢y = Z]G™](¢,. Agora, suponha
que K é um corpo de numeros abeliano qualquer de condutor n e tome o € Og. Como vimos que o
teorema vale para Q™ entdo a = ZdeD(n) g, em que oy € Z[GD]¢y. Como QM = @dep(n) Q[GD]¢y
entao tais ay sdo determinados de maneira tnica. Se ®; = () entdo g = 0. Sendo ay = €4() €
Q[G]ng € Q[GD]¢y. Além disso, oy é fixo por Gal(Q@ : Ky). Por isso, s6 falta mostrar que para
qualquer d € D(n) tal que &4 # 0, se v € Z[G V)¢, é fixo por U = Gal(Q® : Ky) entdo x € Z[G]ng.
Com efeito, pelo lema 6.3.9, sabemos que existe B C G¥ tal que BU = B e z = ZﬁeB xpB(Ca)
com xg unicamente determinado em Z. Para qualquer 7 € U, 77!(z) = z ¢ BU = B implica que

x5 = xg. Escolhendo B’ C B tal que B = sep BU, finalmente obtém-se que

o= 3o (S i) = 3 vt < 2l 6109

peB’ TeU peB’
Isso mostra, enfim, que Og C @dep(n) Z[G]na, concluindo a prova. O
Corolario 6.3.1. Com as notagoes anteriores, T € Ok. [

Exemplo 6.3.1. Seja K um corpo de nimeros abeliano com condutor n, em que n € impar e livre
de quadrados. Dessa forma, n = [[,_, p;, sendo cada p; um primo tmpar. Nessas condi¢oes, D(n) =

{n}. Além disso, K, =KNQW =K e T =1, = Tromx(Cn). Portanto,
Ok = Z[G|T = Z[G]|Trgm .k (Cn) (6.104)

isto €, K admite base integral normal. Note que isto fornece outra prova para a proposi¢cao 4.2.3 ou

para a implicagcdo (¢) = (a) do Teorema de Hilbert-Speiser (teorema 4.2.1).

Exemplo 6.3.2. Seja K um corpo de miimeros de grau p (primo impar) com condutorn = p*p1ps . .. Dy,
em que os p; sao primos impares distintos entre si e distintos de p. Neste caso, D(n) = {ppip2 ... pn,n}.
Denotemos d = pp1ps . ..pn. Como o grau de K é primo, entio Ky = KN QW deve ser K ou Q.

Como o condutor de K é n, entao a primeira op¢ao nao pode ocorrer, pois, caso contrdario, K estaria
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contido em Q. Dessa forma, K; = Q. Neste caso, na = Trow.gls = —1 (calculado na segdo 3.2).

Entao, como 0, = Trom x(Ca) (exzemplo 6.3.1), temos

Ox = ZIG)(~1) ® ZICITrgum(G:) = Z© Z[C)Trgum (G, (6.105)

Conclusao

Como vimos, o Teorema de Leopoldt-Lettl, apresentado e demonstrado na ultima secao, fornece o anel
de inteiros de qualquer corpo de nimeros abeliano como soma direta de Z-modulos. Nas primeiras
secoes, estudamos as classes de ramos e os caracteres coordenados de Leopoldt, fundamentais na prova
do principal teorema deste capitulo sob o enfoque considerado. Ressaltamos que o detalhamento
cuidadoso do artigo [20] foi o maior desafio vencido no processo de producao desta dissertagao. Os
resultados da primeira secao deste capitulo foram demonstrados no referido artigo, mas aqui tivemos
o objetivo de detalha-los ao maximo. Por sua vez, a maior parte dos resultados da segunda secao
e os primeiros da terceira secao foram apenas mencionados no artigo citado e, aqui, receberam

demonstragoes detalhadas.
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Capitulo 7

Reticulados algébricos

Neste capitulo apresentamos uma aplicacao da teoria desenvolvida nesta dissertacao. Reticulados sao
conjuntos de R™ atualmente muito utilizados na teoria dos Cddigos Corretores de Erros e na Cripto-
grafia. Nosso objetivo nesta tltima parte da dissertacao é definir reticulados, enunciar o problema do
empacotamento esférico, descrever o que sao reticulados algébricos e apresentar construgoes de reticu-
lados via corpos de nimeros em algumas dimensoes. As duas ultimas se¢oes deste capitulo permitirao

ao leitor compreender onde é possivel aplicar a teoria desenvolvida ao longo desta dissertacao.

7.1 Reticulados

Definiremos nesta se¢ao os principais conceitos relacionados a reticulados, tais como regiao funda-

mental, matriz geradora e matriz de Gram.

Definigao 7.1.1. Sejam K um corpo, A C K um anel e V- um K-espaco vetorial de dimensdo finita
n. Considere ainda B = {vy,vs,..., 0} CV um conjunto com m vetores linearmente independentes

sobre K (logo, m < n). Assim, o conjunto

A= {Zm: a;v; T a; € A} (7.1)

¢ chamado de reticulado m-dimensional com base B. Se m = n, dizemos que A € um reticulado

completo.

Neste texto, assumiremos K =R, V =R" e A = Z. Além disso, em geral trataremos do caso em

que m = n e, por simplicidade, chamaremos um reticulado completo somente de reticulado.
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Exemplo 7.1.1. Em R?, considere o reticulado A = {a(1,0) + b(0,1) : a,b € Z}, cuja base € a

canénica {(0,1),(1,0)}. Assim, A = Z? e, geometricamente,

em que os pontos assinalados marcam os pontos do reticulado Z2.

Note que um reticulado pode ter mais do que uma base. Por exemplo, veja que C = {(2,1),(—1,3)}

também é uma base para o reticulado Z? do exemplo 7.1.1.

Se A é um reticulado de R™ com base B (com n elementos) entdo um conjunto linearmente
independente C C A com n elementos é outra base para o reticulado A se, e somente se, a matriz de
mudanga de base de B para C é invertivel (isto é, se essa matriz tem entradas inteiras e determinante

+1).

Definicao 7.1.2. Seja A um reticulado de R™ com base B = {vy,vs,...,v,}. O conjunto

=1

¢ chamado de regiao fundamental do reticulado A.

Exemplo 7.1.2. No exemplo 7.1.1, o retingulo de vértices (0,0), (0,1), (1,0) e (1,1) (hachurado

abairo) € a regido fundamental do reticulado Z2.
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Exemplo 7.1.3. Considere o reticulado de R* gerado pela Z-base B = {(2,0),(1,1)}. Ezplicita-
mente,

A={(a,b) €Z® : a+b=0 (mod 2)}. (7.3)

Hachurando sua regiao fundamental, geometricamente esse reticulado é o sequinte:

A regiao fundamental P de um reticulado A pode ser transladada pelo espaco R™. Se essa
translacao for feita pela adicao de um elemento [ € A nao nulo, entao essa nova regiao nao intercepta

a regiao fundamental. Mais ainda, a proposicao a seguir nos garante que todas as translacao feitas
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por adicao dos elementos de A preenchem o espaco. Isso significa que o espaco R™ é ladrilhado pela

regiao fundamental (na verdade, por suas translagoes).

Proposigao 7.1.1. Seja A um reticulado de R™ com regiao fundamental P. Entao todo elemento de

R"™ pertence a uma unica regiao P + 1, em que | € A, isto é, R" = UleAP + 1.

Demonstracao. Considere B = {vy,vq,...,v,} uma base geradora de A. Como ¢é linearmente in-
dependente e tem n elementos, esse conjunto também é base para o espacgo vetorial R™. Sendo
assim, todo x € R™ é escrito como = = Z?:l a;v;, com a; € R. Escrevendo cada a; = b; + 0;,
em que b; é a parte inteira de a; e 0 < 6; < 1, tem-se que x = Z?:l biv; + Z?:l 0;v;, sendo que
Z?:l bjv; € A e Z?:l O;v; € P. Portanto, cada x € R™ pertence a uma classe P + [. Para ver
que cada elemento de R™ pertence a uma tunica classe dessas, suponha que exista x € R" tal que
z € (P+L)N(P+ly), emquely =Y av; ely =Y " bv; sdo elementos distintos em A (a;,b; € Z).
Assim, © =Y 1" av; + Yo O = >0 bivi + > Olvy, em que 0 < 6;,0; < 1. Dal,

n n

> (ai = bivi =Y _(6; — 6})o;. (7.4)

i=1 i=1

Como B ¢ linearmente independente entao, para cada i, a; — b; = 6; — 6. Pelo intervalo de defini¢ao
de 6; e de 0. concluimos que —1 < 0; — 0. < 1. Porém, a; — b; € Z, donde obrigatoriamente segue
que 6; — 0 = 0, ou seja, 0; = 0.. Consequentemente, a; = b;. Disso segue que l; = Iy, o que é
uma contradicao da suposicao que fizemos. Portanto, cada elemento de R™ esta em uma tnica classe

P +1. O

Definicao 7.1.3. Seja H C R™ um subgrupo. Dizemos que H ¢ um subgrupo discreto se para

qualquer conjunto compacto K C R™, H NK € finito.
Por exemplo, o conjunto Z™ é um subgrupo discreto de R".
Proposigao 7.1.2. O conjunto dos pontos de um reticulado A C R™ € discreto.

Demonstracao. Seja {vy,vs,...,v,} uma base para o reticulado A. Considere o sistema linear ho-
mogeéneo com n — 1 equagoes e n incognitas dado por (z,vs), (x,v3), ..., (z,v,). Esse sistema deve
possuir uma solugao = nao nula. Se (x,v;) = 0 entdo o vetor x seria ortogonal a todos os vetores de
R™, o que é impossivel ja que = # 0. Portanto, (z,v) # 0. Agora, o vetor s; = x/(x,v;) também é
ortogonal a vy, ..., v, e satisfaz (s1,v1) = 1. Generalizando, podemos dizer que, para cada 1 <i <n,
existe um vetor s; tal que (s;,v;) =1 e (s;,v;) =0sei # j. Sejaz = ., av; € A, com q; € Z, um

vetor pertencente a uma bola de raio r. Assim, a; = (2, s;) e, pela inequagdo de Cauchy-Schwartz,
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lai|| = |I{z, si) || < ||z]|l|sil] < rlls:||. Como r||s;|| ndo depende de z entao existe um nimero finito de
possibilidades para a;. Assim, o conjunto de todos os z € A tais que ||z|| < r é finito. Isso prova que

a interseccao de A com qualquer compacto de R™ é finito. O

Proposicao 7.1.3. Seja H C R™ um subgrupo discreto. Entdo H € gerado como um Z-mdodulo por

r < n vetores linearmente independentes sobre R.

Demonstracao. Seja {vq,vs,...,v,.} um conjunto linearmente independente sobre R, em que r < n é
o maior possivel. Considere P = {>"/_ a;v; : 0 <a; <1}, que é obviamente um conjunto compacto
em R™ (pois é fechado e limitado). Por hipdtese, P N H ¢ finito. Tome = € H. Da maximalidade
de r, segue que z = >_._ A\, em que \; € R. Para j € Z, defina z; = jz — >_._ [i\;]vi, em que o
simbolo [.| denota a parte inteira de um nimero. Assim,

T

zy =Y (N — M) (7.5)

i=1
donde segue que x; € P e, pela definicdo de z;, x; € PN H. Como xy = = — Y ._,[\]v; entdo
r =z + y.._,[Nv. Porisso, H é gerado como um Z-mdédulo por P N H, ji que z1,v; € PN H.
Dessa forma, como P N H ¢é finito, tem-se que H é um Z-modulo finitamente gerado. Porém, como
PN H ¢ finito e Z ¢ infinito, devem existir inteiros j # k tais que z; = x. Assim, da definicao desses
elementos vemos que (j — k)\; = [jA] — [k)\;] para cada i, donde segue que cada \; € Q. Portanto,
H é um Z-médulo gerado por um nimero finito de elementos que sao Q-combinacoes lineares dos v;.
Seja d # 0 um ntmero inteiro que seja denominador comum dos coeficientes de todos os elementos
de PN H. Assim, dH C )., Zv;. Sabe-se que existem uma base {fi, f2,..., f,} para o Z-médulo
Y iy Zv; e inteiros a; tais que {aq fi, 0 fs, ..., . f;} gera dH, ou seja, rk(dH) < r. Por outro lado,
como dH e H sao Z-médulos com mesmo posto e como » ., Zv; C H entdo rk(dH) > r. Portanto,
o posto de dH é r e os «; sao nao nulos. Logo, os f; também sao linearmente independentes sobre
R, assim como os ¢;. Disso segue que dH e, por sua vez, H sao Z-mddulos gerados por r vetores

linearmente independentes sobre R. O

Coroldrio 7.1.1. Seja A um subgrupo aditivo (visto como Z-mdédulo) de R™. Entao, A é um reticu-

lado se, e somente se, A é um subgrupo discreto.
Demonstracao. Segue como consequéncia direta das proposicoes 7.1.2 e 7.1.3. 0

A seguir, faremos uma série de defini¢oes envolvendo reticulados:
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Definicao 7.1.4. Seja A C R™ um reticulado com base B = {vy,va, ..., v,}. Sejav; = (v15,v25, ..., Vnj)
a expressiao em coordenadas reais de cada vetor dessa base. A matriz M = [vij|1<ij<n € chamada de

matriz geradora de A.
Nesta secao, considere i a medida de Lebesgue em R™.

Definicao 7.1.5. Seja A C R"™ um reticulado com regidao fundamental P. O volume do reticulado

A € definido como sendo

vol(A) £ vol(P) = u(P) = /Pdu. (7.6)

Para que a definicao anterior nao admita problema, é preciso mostrar que o volume de um

reticulado independe da base escolhida. Faremos isso a seguir.
Proposigao 7.1.4. Se M ¢é uma matriz geradora de um reticulado A entdo vol(A) = |det(M)].

Demonstragdo. Por defini¢ao, vol(A) = [, du. Considere a transformacao linear b : R® — R" dada
por h(z) = zMT. Como det(MT) = det(M) # 0 (pois M é matriz de uma base de A) entdao h ¢
invertivel. Portanto, h ¢ um difeomorfismo e h'(x) = h, para todo x € R"”. Além disso, h([0, 1]") = P.

Pelo Teorema da Mudanca de Variaveis, tem-se que
/ dp = / dx :/ |det(M™)|dx = |det(M7T)| = |det(M)]. (7.7)
P h([0,1]™) [0,1]™
m

Corolario 7.1.2. O volume de um reticulado A C R™ independe da escolha da base B desse reticu-

lado.

Demonstrac¢ao. Considere B = {vq,...,v,} e tome C = {uy,...,u,} outra base para A. Entao
u; = Z?:l a;;vj, a;; € Z, para todo 1 < i < n. Assim, A = [a;;] é a matriz mudanga de base.

Portanto, det(A) = £1. Denote por M a matriz geradora de A gerada pelas coordenadas dos vetores
de B e por M’ a matriz geradora relacionada a C. Assim, M’ = AM. Aplicando o determinante a
esta expressao, tem-se que |det(M')| = |det(A)||det(M)| = |det(M)|. Da proposigao 7.1.4 segue que

o volume do reticulado A independe da base escolhida. O

Definicao 7.1.6. Seja A C R™ um reticulado cuja matriz geradora é M. A matriz de Gram
associada a M €

G=M"M. (7.8)



7.2.  Empacotamento no R™ 187

Note que a matriz de Gram é sempre uma matriz simétrica. Além disso, matrizes de Gram podem
ser diferentes caso mude-se a base ou a matriz geradora de um mesmo reticulado. Por exemplo, no
reticulado Z?, verifica-se facilmente que a matriz de Gram associada a base {(1,2), (=2, 1)} e a matriz
de Gram associada a base {(2,2), (—1, 3)} s@o diferentes (veja [3]). Em contrapartida, vale a seguinte

proposicao:

Proposicao 7.1.5. Seja A C R™ um reticulado com matrizes de Gram G, em relacdo a uma base

B, e G', em relagao a uma base C, entao det(G) = det(G").

Demonstracao. De fato, seja A a matriz mudanga de base de B a C. Considere M e M’ as matrizes
geradoras de A em relacao as bases B e C, respectivamente. Assim, M’ = AM e, utilizando proprie-
dades de determinante, como |det(A)| = 1, tem-se que det(G') = det(M'"M') = det(MTATAM) =
det(MT)det(AT)det(A)det(M) = det(MT)det(M) = det(G). O

Devido a proposigao anterior, justifica-se a definicao a seguir:

Definigao 7.1.7. Se A C R" € um reticulado entao o determinante de A é o determinante de uma

matriz de Gram de A. Notagao: det(A).

7.2 Empacotamento no R”

Um problema geométrico importante é o do empacotamento de esferas no R™: procura-se encontrar
qual a melhor maneira, em termos de densidade, de colocar esferas idénticas macicas juntas preen-
chendo um espago. Por exemplo, queremos saber quantos baloes idénticos podem ser colocados em
um grande galpao vazio. Se ao invés de baldes colocdssemos cubos idénticos, seria mais facil notar
que ¢ possivel preencher todo o espago. Como as esferas nao se juntam tal qual os cubos, havera
sempre espaco vazio entre elas. A solucao do problema do empacotamento de esferas é 1til para
a Teoria da Informacao, mas também para outras dreas como a otimizacao, a fisica, a quimica, a
biologia, a medicina, entre outras. Um famoso exemplo de arranjos de esferas tridimensionais é dado
pela figura seguinte:

O empacotamento de esferas acima é normalmente visto em feiras, na maneira como os feirantes
dispoem as frutas, e em memoriais de guerra. Essas esferas ocupam aproximadamente 74,5% do

espaco e cada uma toca exatamente outras doze, se o espaco nao for limitado.
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E cl4ssica a pergunta: em uma dada dimensao, qual é a maior densidade possivel que se pode
alcancar empacotando o espaco com esferas macigas tangentes idénticas? Nesse caso, qual é a dis-
posicao e o raio dessas esferas? Em outras palavras, como é possivel preencher o espago utilizando
esferas macicas tangentes idénticas deixando o menor espaco possivel sem preenchimento?

Este é ainda um problema em aberto. Por exemplo, na dimensao 3 acredita-se que o empaco-
tamento comentado anteriormente é o mais denso. Gauss (1831) ja4 mostrou que isso é vélido para
os chamados empacotamentos reticulados (que estudaremos nesta segao). No entanto, nao foi ainda
possivel mostrar que a disposicao de esferas comentada é a melhor possivel entre todas as possiveis
disposicoes de esferas idénticas. Sabe-se, no entanto, que a melhor densidade é menor do que 77,9%
(veja o primeiro capitulo de [5]).

Em contrapartida, sabe-se que para a dimensdao n = 1, as esferas (intervalos) centrados nos
nimeros inteiros e de raio 0,5 cobrem toda a reta. Dessa forma, a densidade maxima de empaco-
tamento de esferas em R é exatamente igual a 1. Para a dimensao n = 2, também ja foi provado
que a maior densidade possivel é 7/12 ~ 0,907. Neste caso, o empacotamento de esferas méaximo é
atingido pelo conhecido empacotamento reticulado hexagonal, em que as esferas (circulos em

R?) sdo inscritas em um hexdgono e centradas no reticulado que tem matriz geradora

1 0
1/2 /3/2

visto na figura abaixo:
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Em termos gerais, um empacotamento esférico no R" é uma forma de dispor esferas n-
dimensionais de mesmo raio de modo que elas se interceptem em apenas um ponto de modo que
essa distribuicao de esferas ocupe o “maior espacgo possivel”. Por sua vez, um empacotamento é
dito empacotamento reticulado se o conjunto dos centros das esferas desse empacotamento forma
um reticulado em R"™. Obviamente, um empacotamento pode ser descrito apenas pelo raio e pelos
centros das esferas.

Dé-se o nome de densidade de empacotamento a propor¢ao do espaco coberto pelas esferas
que formam um certo empacotamento. Tal valor é denotado por A. Se o empacotamento € reticulado,
podemos observar a proporgao ocupada pelas esferas na regiao fundamental e estendé-lo para todo

o plano (proposigao 7.1.1). Assim, é intuitiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 7.2.1. A densidade do empacotamento associado a um reticulado A C R™ € dada por

_ Volume da regiao coberta por uma esfera  vol(B(0, p))

A(A) =

= 7.10
Volume da regiao fundamental vol(A) (7.10)

em que B(0, p) denota a esfera de centro na origem e raio p.

Com recursos de integracao em R™ é possivel mostrar que vol(B(0, p)) = p"vol(B(0,1)). Como
B(0,1) é um valor fixo em cada dimensao n, maximizar o cdlculo da densidade de um empacotamento

reticulado associado a A é maximizar o valor de p"/vol(A), pois A(A) = p™vol(B(0,1))/vol(A).

Definicao 7.2.2. Se A C R" ¢ um reticulado, a densidade de centro de A ¢ dada por

S(A) = w’l’ o (7.11)

em que p € o raio de empacotamento de A.

Da discussao anterior, note que A(A) = 6(A)vol(B(0,1)). Por motivo ja comentado, para maxi-
mizar a densidade de empacotamento de A basta maximizar a sua densidade de centro.
Além disso, outro problema é determinar o melhor raio a considerar para realizar um empacota-

mento reticulado. Para isso, se A C R", considere o valor
Apin = min{|A| : A€ A, X #0}. (7.12)

Note que tal valor existe, ja que a intersec¢ao de A com uma esfera compacta de centro na origem e raio
k > 0 é um conjunto finito. Nesses termos, é claro que o maior raio para o qual é possivel distribuir
esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento é A,,;,/2. Este valor geralmente é

chamado raio de empacotamento de A.



190 Capitulo 7. Reticulados algébricos

Exemplo 7.2.1. Considere o reticulado hexagonal A definido pela matriz geradora da equacdo 7.9 e
cujos pontos estao representados geometricamente na figura sequinte a matriz. A regiago fundamental
deste reticulado € o paralelogramo de vértices (0,0), (0,5;0,5v/3), (1,5;0,5v3) e (1,0), cuja drea
(nogdo que coincide com a de volume num espaco n-dimensional) é \/3/2. Considere o raio das
esferas (circulos) igual a p = Apin/2 = 1/2. Assim, duas esferas quaisquer no plano ou se tangenciam

ou nao se tocam. No R?, B(0,1) = m. Assim,
A(A) = p"vol(B(0,1)) /vol(A) = (1/2)*1/(V/3/2) = 7/(2V/3) = 0, 9069... (7.13)

Exemplo 7.2.2. Como comentamos, em 1831 Gauss demonstrou que a disposicdao das esferas em R3
similar a das laranjas nas feiras é a de melhor empacotamento reticulado. O reticulado que origina
este empacotamento € um subconjunto de Z3 cujos elementos sdo tais que a soma de suas coordenadas

€ uwm numero par, isto €,
A= {(21,29,2,) €Z* : 11+ 29+ 13 € Par}. (7.14)

Tal reticulado é chamado de fcc (face - centered - cubic). Uma matriz geradora para A €

-1 -1 0
M = 1 -1 0 |. (7.15)

Usando o raio de empacotamento p = Npin/2 = \/5/2, tem-se que a densidade de centro de A €
§ = /2/8 ~ 0,17678. Isso implica que a densidade de empacotamento de A é w/y/18 ~ 0,741, a

qual é a melhor possivel dentre os empacotamentos reticulados.

Exemplo 7.2.3 (Reticulado n-dimensional A,). Para n > 1, o reticulado n-dimensional A, €
definido por

A ={(z0,21,...,0,) €EZ™" o+ 21+ ...+ 13, =0} (7.16)
A,, € um reticulado n-dimensional e possui matriz geradora obtida de M = [a;j|nxn+1, em que a; = —1
eaj;iy1 = 1 paral < i < n ea; =0 nas outras entradas. O raio de empacotamento de A, é p = \/§/2

e a densidade de centro é § = 27"/2(n+1)"'2. Paran = 2, o reticulado Ay coincide com o reticulado

hexagonal do exemplo 7.2.1. A matriz geradora € obtida de

M = . (7.17)
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Por esse método, o raio de empacotamento é p = 2/v/2 e a densidade de centro € igual a 22/*(2 +
D72 = 1/y/12 ~ 0,28868, o que causa A(N) = 7/(2v/3) = 0,9069... (de acordo com o que vimos
no exemplo 7.2.1).

Exemplo 7.2.4 (Reticulado n-dimensional D,,, n > 3). Se n > 3, define-se o reticulado D,, por
D, ={(z1,29,...,2,) €Z" : 1+ 22+ ...+ 2, =0 (Mmod 2)}. (7.18)

Em outras palavras, D, ¢é obtido colorindo os pontos de Z™ alternadamente de preto e branco e

tomando os pretos. A matriz geradora deste reticulado € dada por

-1 -1 0 .0 0
1 -1 0 .0 0

M= 0 1 -1 ... 0 0 (7.19)
0 0 0 1 -1

O reticulado D,, tem raio de empacotamento p = \/2/2 e densidade de centro igual a 2-(2)/2,

O reticulado fec do exemplo 7.2.2 pode ser obtido de qualquer um dos reticulados As e D3. Na di-
mensdo 4, a densidade de centro de Dy é 5 = 1/8 = 0,125 e é a melhor possivel para empacotamentos
reticulados em quarta dimensdo. Na dimensao 5, a densidade de centro de Ds € § = 1/(8\/5), a qual

¢ a melhor possivel para empacotamentos reticulados em quinta dimensao.

Exemplo 7.2.5 (Reticulados FEg, Fg e E;). O conjunto

=0

8
Egz{(:po,xl,...,xg)eRg cx, €Louz;+1/2€Z, inEO (mod 2)} (7.20)

¢ o reticulado 8-dimensional que tem a melhor densidade nessa dimensao. Seu raio de empacotamento
é \/5/2 e sua densidade de centro é 1/16 ~ 0,06250. Agora, seja V um Ay-sub-reticulado em E.
Assim,

Es={re€ks : z0v=0, VveV} (7.21)

¢ o reticulado 6-dimensional que tem a melhor densidade entre os reticulados de R®. Seu raio de
empacotamento ¢ \/2/2 e sua densidade de centro ¢ 1/(8v/3) ~ 0,0722.

Por sua vez, para algum v minimal em Eg, o conjunto

E;={rx € FEg : zv=0} (7.22)
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¢ o reticulado 7-dimensional que tem a melhor densidade nessa dimensao. Seu raio de empacotamento
€ /2/2 e sua densidade de centro ¢ 1/16. Para conhecer a matriz geradora desses reticulados e outras

informacoes sobre eles, consulte a se¢ao 8 do capitulo 4 de [5].

Outros reticulados, como os usualmente denotados por Kj, (dimensao 12), A (dimensao 16) e
Agy (reticulado de Leech, dimensao 24) podem ser conhecidos no capitulo 4 de [5]. Cada um deles
também fornece empacotamento reticulado com densidade méxima.

A tabela a seguir apresenta as maiores densidades de centro de reticulados conhecidas nas di-
mensoes de 1 a 8, 12, 16 e 24, sintetizando o que foi comentado acima. Os dados foram extraidos
da tabela 1.1 do prefacio da terceira edigdo de [5], na qual também sdo apresentadas as maiores

densidades de centro conhecidas para dimensoes até 128.

n 0 Reticulado

1 1/2 A =7

2 1/(2v3) A,

3 1/(4v2) Asou Ds

4 1/8 D,

5 1/@&v2) Ds (7.23)
6 1/(8V3) Es

7 1/16 E;

8 1/16 By

12 1/27 K1
16 1/16 A
2 1 Aoy

7.3 Reticulados algébricos

Nesta secao, veremos que é possivel construir reticulados a partir de ideais do anel do inteiros de
um corpo de numeros. Posteriormente, veremos uma expressao para a densidade de centro de um
reticulado obtido dessa forma e daremos alguns exemplos de reticulados que atingem a densidade
maxima em algumas dimensoes.

Seja K um corpo de ntiimeros de grau n. Sabe-se que existem exatamente n distintos monomorfis-

mos o; : K — C. Seja o : C — C a conjugagao complexa, isto é, a(i) = —i. Entéao, para qualquer
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1 <j<n,tem-se que aoo; =0y, 1 <k <n. Além disso, o; = oy, se, e somente se, 0;(K) C R. Se
0;(K) C R entao o; é chamado de monomorfismo real de K.

Considere 71 o nimero de indices j tais que ¢;(K) C R. Sendo assim, n — r; é um ndmero par.
Portanto, existe um numero natural ry tal que r; + 2ro = n. Dessa forma, vamos renumerar os
monomorfismo o como o, 1 < j < 7y, se 0;(K) CR, e 0j4,,(7) = 0;(z) parary +1 < j <7y + 1o
Por essa construgao, os primeiros r; 4+ ro monomorfismos determinam os ultimos ry. Para qualquer
x € K, definimos

o(x) = (01(2),. .., 004 (7)) ER™ x C? ~ R™ x R?™, (7.24)

Definicao 7.3.1. A aplicacio o definida na expressao 7.24 é um homomorfismo de K em R™ xR?"2 ¢

é chamado de homomorfismo de Minkowski ou homomorfismo canénico de K em R™ x R?"2,

Geralmente, sendo im(.) a parte imaginaria de um ndimero complexo e re(.) sua parte real, o

homomorfismo de Minkowski é ¢ : K — R" definido por

O'(ZL") = (01<£L'), <oy Oy (%), 7“6((77«1_;,_1(1)), im(UT1+1($)), . 're(grﬁ-rz (w))7 im(am-&-m(‘r))) (725)

Exemplo 7.3.1. Seja K = Q(i) o corpo gaussiano, em que i é a unidade imagindria. Se o1 = id e
o9 € a conjugacao complexa em K, entao tais oj sao os Q-monomorfismos de K em C. Neste caso,
r1=0ery =1 (pois 51 = 09). Assim, para qualquer x = a+bi € K, com a,b € Q, o homomorfismo

de Minkowski associado a K € o(x) = (re(z),im(x)) = (a,b).

Exemplo 7.3.2. Considere o corpo ciclotomico K = Q((s), em que (s = €2™/°. Seja Gal(K : Q) =
{01,09,03,04} em que 0;(¢) = ¢, para 1 < j < 4. Assim, 01(z) = 03(z) € 02(z) = 04().
Portanto, r1 = 0 e ro = 2. Além disso, o homomorfismo de Minkowski associado a K € o(z) =

(re(o1(x)), im(o1(x)), re(os(x)), im(os(x))).

Exemplo 7.3.3. Se K = Q(v/3) C R (de grau 2) entior, = 2 ery = 0, em que 0s Q-monomorfismos
de K sio o1 = id e 0y(a+bv3) = a—bV3 (a,b € Q). Dessa forma, para qualquer © = a+ by/3 € K
(a,b € Q), o homomorfismo de Minkowski é dado por o(x) = (a + bv/3,a — b\/3).

Definicao 7.3.2. Seja K um corpo de nimeros e ry e ro dados como acima.

(a) Se ro = 0 entao K é chamado de corpo de nimeros totalmente real, pois, nesse caso, todos os
monomorfismos de K sdo reais.

(b) Se r1 = 0 entao K é chamado de corpo de nimeros totalmente imagindrio ou totalmente

complexo, pois, nesse caso, todos os monomorfismos de K sao nao reais.
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Os exemplos 7.3.1 e 7.3.2 apresentam corpos de numeros totalmente imaginarios, enquanto o
exemplo 7.3.3 apresenta um corpo de nimeros totalmente real. Com relagao a esse assunto, vale a

seguinte proposicao:

Proposicao 7.3.1. Se Q C K é uma extensao galoisiana finita entao K é totalmente real ou total-

mente complezxo.

Demonstracao. Como Q C K é uma extensao normal, pois é galoisiana, entao todo monomorfismo
o de K satisfaz ¢(K) = K. Como K C R ou KN (C —R) # ) entdao K é totalmente real ou K é

totalmente imaginério, respectivamente. O

A proposigao a seguir garante que a imagem de um Z-submédulo livre de K de posto n (por

exemplo, seu anel de inteiros ou algum ideal de Ok) é um reticulado de R™, em que n é o grau de K.

Proposicao 7.3.2. Sejam M um Z-submddulo livre de K de posto n e o o homomorfismo de Min-
kowski associado a K. Se {x1,xo,...,x,} € uma Z-base para M entdo o(M) é um reticulado em R"
e seu volume é

vol(a(M)) =27"

det (ai(xj))‘ : (7.26)

1<ij<n

Demonstracdao. Seja D o determinante da matriz n X n cuja i-ésima coluna é formada pelas n coor-
denadas do vetor o(z;) € R™. Sabemos que, para qualquer nimero complexo z, re(z) = (2 +2)/2 e
im(z) = (z—7%)/(2i), em que Z denota o conjugado complexo de z. Utilizando propriedades de deter-
minantes, cada escalar 1/2 das r, linhas que sao formadas por re(o;(z;)) (r1+1 <i <r;+ry) e cada
escalar 1/(2¢) das 7, linhas que sao formadas por im(o;(z;)) podem ser postos em evidéncia fora do
determinante. Logo, D = 27"2(2i)~"2D; em que D; é o determinante de uma matriz com as primeiras
71 linhas iguais formadas por o;(z;) e com as tltimas 2r, linhas intercaladas por oy, 4i(2;) + 0 1i(25)
e optilzy) — m A cada par consecutivo dessas tltimas 2r, tltimas linhas, faz-se a soma das
linhas do par. A soma é substituida no lugar da primeira linha do par. Depois, extrai-se mais um
escalar 2 de cada uma dessas novas ry, linhas. Por fim, em cada par consecutivo das ultimas 27,
linhas, faz-se a subtracao e substitui-se tal valor no lugar da segunda linha do par. Assim, como
Orii(T]) = Oriimri(z;), vé-se que D = 2772(2i)7"222 Dy, em que Dy = deti<; jcp(0i(x;)). Sim-
plificando os cédlculos, tem-se que D = (2i)"2 deti<; j<n(0i(x;)).} O fato de {x;}1<i<,, formar uma
Q-base para K acarreta deti<; j<n,(0i(x;)) # 0 (proposigbes 2.3.3 e 2.3.5). Portanto, D # 0. Logo,

os vetores o(z;) sao linearmente independentes em R”. Por esse motivo, o Z-mdédulo o(M) que eles

1 Para ver os cdlculos detalhados de D, conforme a descri¢ao feita, consulte o teorema 5.1.1 de [3].
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geram ¢ um reticulado em R"™. Ademais, vol(c(M)) = |D| = 27"%| deti<; j<n(0i(2;))], 0 que conclui

a prova. ]

Corolario 7.3.1. Seja K um corpo de nimeros de grau n cujo discriminante € indicado por D(K).

Se I € um ideal (integral) nao zero do anel de inteiros Og entao o(Ox) e o(I) sao reticulados em
R™. Além disso,
DI

vol(o(Ok)) = ~om e vol(o(I)) =

N(I)y/|D(K)]
2r2

(7.27)
em que N(I) indica a norma do ideal I (defini¢ao 2.5.6).

Demonstracao. Devido a proposigao 2.5.2 e ao corolario 2.5.1, tanto Og como [ sao Z-médulos livres
de posto n. Pela proposigao 7.3.2, 0(Ok) e o(I) sao reticulados em R"™. Agora, seja {x1,z2,...,2,}
uma Z-base para Ok. Pela proposigao 2.3.3, D(K) = [det(o;(z;))]*. Da equagdo 7.26, segue entao
que vol(a(Ox)) = 27"21/]D(K)]|. Por fim, como o(I) é um subgrupo de o(Ok) de indice N(I), pois
Ox/I ~ o(Ox)/o(I), entdo vol(o(I)) = N(1)272+/|D(K)|. O

Se I é um ideal do anel de inteiros Ok, segue do corolario anterior e da equagao 7.11 que a

densidade de centro do reticulado o(I) é dada pela féormula

T2 pn

N(I)/IDK)]

5(o(I)) = (7.28)

Observe ainda que N(I) =1 se I = Ok.

Definigao 7.3.3. Se K é um corpo de nimeros e I é um ideal nao zero de Ok, o reticulado o([)
obtido a partir do homomorfismo de Minkowski o associado a K € chamado de reticulado algébrico

ou realizagcao geométrica de 1.

Podemos esclarecer ainda mais a expressao da densidade de centro do reticulado o(I) devido a

seguinte proposicao:

Proposigao 7.3.3. Sejam K um corpo de nimeros, x € K e 0 o homomorfismo de Minkowsk:

associado a K. Entao |o(z)|? = ¢.Trxq(2T), em que

1, se K for totalmente real (ro =0
o= J (r:=0) (7.29)

1/2, se K for totalmente imagindrio (r, =0)
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Demonstracao. Considere oy, 09,...,0, os n = [K : Q] monomorfismos de K, sendo n = ry + 2rs.

Dessa forma, o homomorfismo de Minkowski é dado por
U(Zﬂ 23(01($),...,0}1($),T6(0}1+1(10),iﬂl<0}1+1($)),...T€(0}1+¢2(lﬂ),i7n(0}1+¢2(x)). (7'30)
Calculando a norma, tem-se que

lo(z)]? = oy(x)* + ...+ ofl +1e(0r41)? +im(or 1)+ .. Fre(Or 1)’ + im0y 40)? (7.31)

2

Porém, re(0;)? + im(0;)? = oi(x)oi(x) = o(xZ), r1 + 1 < i <71y +ry. Sendo assim,

lo(z)]” = o1(2)* + ...+ 07, + 00, (2T)° + ...+ Opy iy (2T)° (7.32)

Por um lado, se 11 = 0, como 0,,4;(2T) = 0;(2T) = 0;(zT), 1 < j < 7o, entdo |o@)* =

S, 03 (0F) = Y72 0y (2, da,
n

2o(x))> =) 0i(aT). (7.33)

=1

Como os 0;(2T) sdo os conjugados de zT, isto implica que |o(z)|* = Tri.o(xT)/2.

T2

Por outro lado, se ry = 0, entdo |o(z)|* = 3712, (0;(x))*. Como 04(2T) = 04(x)04(T) = oi(w)os(x) =

(04())?, pois os monomorfismos tém imagem real, entao

n

(@) =) 0i(aT) = Trig(aT) (7.34)

=1

o que conclui a prova. O

Sejam K um corpo de nimeros e I um ideal nao zero de Ok. Se o é o reticulado de Minkowski

associado a K, entao o raio de empacotamento do reticulado (/) é dado por

p=1/2min{lo(z)| : el x+#0}=(1/2)min{\/cTregxT) : z €I,z +#0}. (7.35)
Denotando
tr £ min{Trg.o(2T) : v €I, #0} (7.36)
podemos concluir a seguinte proposicao:
Proposicao 7.3.4. Com as notagoes anteriores, se K é um corpo de nimeros totalmente real ou

totalmente imagindrio de grau n entao a densidade de centro de um ideal nao zero I em Ok €

tn/2

* = o /IDEING)

(7.37)
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Observacao 7.3.1. Em particular, devido a proposicao 7.3.1, a formula 7.37 € valida quando K €

uma extensao racional galoisiana.

Demonstracao. Se K é totalmente real, usa-se ¢ = 1 na equacao 7.35, enquanto que, se K é totalmente

imagindrio, usa-se ¢ = 1/2 (proposigao 7.3.3). No primeiro caso, pelas férmulas 7.28 e 7.35, tem-se

(VE/2)" ' (7.38)

N()/IDE)]  2°/[DK)IN(I)
No segundo caso, se K ¢é totalmente imaginario, entao
2n/2 (271 /t1/2>n Z577,/2

5 _ I (7.39)
N(I)y/D(K) 27/ ID(K)[N (1)

finalizando a prova. O]

Em suma, via Teoria Algébrica dos Numeros é possivel construir reticulados em uma dimensao n
utilizando corpos de niimeros de grau n a partir de ideais nao zeros do anel de inteiros desses corpos.
Além disso, pela proposigao 7.3.4, sendo esse corpo K totalmente real ou totalmente imaginario (por
exemplo, quando K é uma extensao galoisiana de Q), consegue-se construir um reticulado algébrico

e obter sua densidade de centro, desde que se conhecam:
1. A estrutura do anel de inteiros de K;
2. O valor N(I) de algum ideal I de Ok;
3. O discriminante D(K);
4. O valor t;.

Com relacdo ao item (2), alguns ideais favorecem o calculo de N(I). Por exemplo, se I = Ok
entdo N(I) = 1. Outro caso é quando I = (a) é um ideal principal, a € Ok. Neste caso N(I) = N(a).
Outro caso que pode interessar é quando I é um ideal totalmente ramificado em K. Com isso tudo, ha
uma grande variedade de ideais de Ok que podem ser usados para produzir reticulados algébricos de
modo que se conhecam suas normas e que, consequentemente, permitam o calculo de suas densidades
de centro.

Com relagdo ao item (3), a proposigdo 3.1.3 e o teorema 3.2.1 permitem o célculo de D(K)
quando K é um corpo quadratico ou um corpo ciclotomico, respectivamente. Os teoremas 3.3.2 e
3.3.3 expressam o discriminante dos corpos Q(n), em que n = (,, — (!, para m = 2" e m = 4p"

(p > 3 primo). De modo geral, o Teorema do Condutor-Discriminante (teorema 5.4.1) permite o
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calculo do discriminante de qualquer corpo de numeros, desde de que se conhecam os caracteres de
Dirichlet associados a K. Utilizando esse resultado, Trajano P. Nébrega, José C. Interlando e J.O.
Dantas Lopes expressaram o discriminante de subcorpos de Q((,r) (p primo) e de corpos de nimeros
abelianos. Esses resultados estao acessiveis no capitulo 4 de [26] e os trabalhos originais contendo-os
estao indicados na bibliografia da referida dissertagao. Abaixo, enunciamos um desses teoremas, que

explicita o discriminante de um corpo de nimeros abeliano:

Teorema 7.3.1. Seja K um corpo de nimeros abeliano de condutor m. Se a fatoragcao de m em
produto de primos é dada por m = [[i_, pi*, em que p; sao primos e e; > 1, entao o mddulo do

discriminante de K € dado por
m[K:Q

DK)| = ———
[Tie pfl

(7.40)
em que 6% = Zz;l[K N @(Cm/pf) : Q}

Como podemos ver, hd uma grande variedade de corpos de nimeros que favorecem o céalculo de
|D(K)|, permitindo que o parametro do item (3) seja encontrado sem dificuldade.

O que ainda nao é tao facil de encontrar é o minimo dos tracos de zZ, com = € I, © # 0, o
que permite encontrar o valor do parametro ¢; do item (4). A tarefa de minimizar Trg.q(z) é, na
verdade, a de minimizar uma forma quadratica. O capitulo 5 de [9] desenvolve alguns resultados
sobre esse topico para corpos ciclotomicos.

Com relagao ao item (1) vale a nossa principal observagao. O objetivo central desta dissertagao
foi oferecer um amplo leque de estruturas de anéis de inteiros de corpos de ntiimeros. A partir desses
anéis, ¢ possivel construir novos reticulados algébricos com vistas a maximizar a expressao de sua
densidade de centro.

Deve-se notar, por exemplo, que o uso de corpos de nuimeros abelianos para obter reticulados
algébricos ¢ aconselhado, tendo em vista que uma combinacao do Teorema de Kronecker-Weber
(teorema 3.3.1), do Teorema de Leopoldt-Lettl (teorema 6.3.1) e do teorema 7.3.1 citado acima
facilita o encontro de parametros na férmula da densidade de centro (férmula 7.37). Na préxima
secao, reuniremos exemplos de reticulados com densidade 6tima em algumas dimensoes que puderam
ser construidos via homomorfismo de Minkowski.

E possivel ainda construir reticulados algébricos por meio do homomorfismo de Minkowski per-
turbado por um elemento o em um corpo de nuimeros tal que o(a) é real para todo monomorfismo

o de K em C. Essa teoria e exemplos podem ser encontrados na sec¢ao 5 de [3].
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7.4 Construcdo de reticulados algébricos

Nesta secao, apresentaremos construgoes de reticulados algébricos com densidade de centro étima
nas dimensoes 2, 4, 6 e 8. Ao final, discutiremos sobre algoritmos e métodos que tém sido usados
para tentar encontrar reticulados algébricos com densidade 6tima em outras dimensoes, tais como
dimensoes fmpares. Nesse ponto, ja estaremos explanando sobre perspectivas futuras consequentes
a este trabalho.

Dimensao 2: A seguir, apresentamos alguns exemplos de reticulados algébricos com densidade de
centro maxima construidos na dimensao 2, isto é, via corpos de nimeros quadraticos. Lembremos,

da tabela 7.23 que a densidade de centro maxima na dimensdo 2 ¢ igual a 1/(2v/3) ~ 0, 2887.

Exemplo 7.4.1. Seja K = Q((3). Note que K é um corpo ciclotomico de grau o(3) = 2. Portanto, K
¢ um corpo quadrdtico e € uma extensao racional galoisiana. Pela proposicao 3.2.4, o discriminante

de K é

D(Q(G) = (-1) 7 37 = -3, (7.41)
Seja P = (1 — (3)Ok o ideal primo que se ramifica totalmente no anel de inteiros de K (proposi¢ao
3.2.2). Pelo que vimos na se¢ao 3.2, N(B) = 3. Dentre os parametros para se calcular a densidade

de centro do reticulado gerado pelo homomorfismo de Minkowski através de B, falta calcular o valor

ty. Se x € Og = Z[(3), entao © = ag + a1(s. Entao, como (5 = —1 — (3,
17 = (ag + a1(3)(aop + a1(3) = aj + a3 — apa, (7.42)

donde seque que

Tri.o(2Z) = 2(a3 + at — apay) = ai + a3 + (a1 — ag)*. (7.43)

Agora, por um lado, se v = a + b € P entdo v = (1 — (3)(c + d(3) = ¢+ d + (3(2d — ¢), donde
seque que a +b =0 (mod 3). Por outro lado, se a+b =0 (mod 3), entdo a + b = 3k, com k € Z.
Assim, x = a+ b = k((1 — () € B. Portanto, x € P se, e somente se, a +b =0 (mod 3). Dai,
para qualquer © = a + b(3 € B, como a+b =3k (k € Z), entao

Trr.g(zT) = a* + b* + (b — a)® = 6(a® + 3k* — 3ka). (7.44)

Logo, Trx.q(2T) > 6, para qualquer x € B. Além disso, tomandoa=1eb= —1,isto é,x =1—(3 €
B ek =0, entao Trx.qg(aT) = 6. Portanto,

ty = min{Tr(27) : z€P,x#0} =6. (7.45)
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Aplicando a formula da densidade de centro da proposicao 7.3.4, tem-se que

n/2 2/2
5 tos _ 6 _ 1 (7.46)
2 /ID(K)|[N(P) 22343  2V3 '

Portanto, o ideal R produz, através do homomorfismo de Minkowski, um reticulado de densidade

mdxima na dimensao 2.

Através do ideal (1 — (,)Oq(,) ¢ ainda possivel construir reticulados nas dimensoes p — 1, em
que p é um numero primo. Generalizando o que fizemos no exemplo anterior, é possivel mostrar que
para qualquer x = Zf;oz ;¢ € Og(e,)

p—2

v € (1-G)O0qe,) < > _a; =0 (mod p). (7.47)

=0
Com isso, mostra-se que t7, em que I = (1 — (,)Oq,), ¢ igual a 2p. Dessa forma, similarmente ao

que fizemos no exemplo anterior, a densidade de centro do reticulado produzido por esse ideal é
(p—1)"=

p—2

210*11)7

§= (7.48)

Para ver mais sobre isso e consultar uma tabela com a densidade de centro de alguns reticulados
gerados por I, variando p, consulte [2].
Outra maneira de construir um reticulado algébrico de dimensao 2, agora através do proprio anel

de inteiros de um corpo de numeros, ¢ dada a seguir.

Exemplo 7.4.2. Considere o corpo ciclotomico K = Q((s). Como ¢(6) =2 € o grau de K entao K
¢ um corpo quadrdtico. Na verdade, como (5 = 1/2 +1i(v/3/2) entio K = Q(v/=3). Da proposi¢do
3.1.2, vé-se que |D(K)| = 3. Além disso, para qualquer x € Og = Z[(g),

2T = (a + bv/—3)(a — bv/—3) = a* + 3b* (7.49)

em que a e b sdo inteiros. Assim, Tri.o(zT) = 2(a* + 3b?) Portanto, se I = Ok entao t; = 2. Daf,

obtém-se que a densidade de centro do reticulado algébrico produzido pelo anel de inteiros de K é
£/ o2

o /IDIK)N(I) 22v/3 23

(7.50)

que € a mdxima densidade de centro de um reticulado na dimensao 2.

Dimensao 4: A seguir, buscaremos encontrar um reticulado algébrico na dimensao 4 cuja densidade

de centro seja méxima, isto é, igual a 1/8. Para isso, considere o corpo ciclotomico K = Q((g). Seu
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anel de inteiros é Og = Z[(s] e seu discriminante ¢é igual a 256. Uma base para este corpo é
{1,¢s,¢2,¢3}. Seu grupo de Galois é Gal(K : Q) = {0y : o04(G) = &, i = 1,3,5,7} ~ Z} =
{1,3,5,7}. O objetivo é encontrar um ideal principal I de Ok tal que 1/8 = (¢3)/(2*N(I)/|D(K)]),
isto é, tal que t2 = 25N (I). Considere I = (a+ b(g + (3 + d(3)Ox um ideal principal de Ok, em que
a,b,c,d € Z e a=a+bls+ c(2 + d¢3 € Og. Assim,

Ni.o(1) = Nxgla + bls + (3 + d¢3) =

= a* +b* — dab’c + 2a°* + ¢* + 4a’d — 4bc*d + 20*d? + dacd® + d* (7.51)

Agora, para cada z = «a(i + j(s + k(2 +1(3) € I, com 4, j, k, 1 € Z, tem-se que
Trr.g(2T) = 4a%i + 4b%i* + 4c%i* + 4d*i® + Sabij + 8bcij — 8adij + Scdij + 4a’j? + 4b% 5>+

+4c%5% + 4d*5? + Sabjk + Sbejk — Sadjk + Scdjk + 4a’k* + 4b%Kk* + 4c2k? + 4d*k? — Sabil — 8bcil

+8adil — 8cdil + S8abkl + 8bckl — S8adkl + 8cdkl + 4al* + 4b%1* + 4c*1* + 4d°1>. (7.52)

Tomando a = b = ¢ = 1, obtém-se o ideal I = (1 + (g + (2 + (3)Ok, cuja norma é N(I) = 8. Neste
caso, Trg.o(2T) = 16i* + 1615 + 165> + 165k + 16k* — 16il + 16kl + 16/ cujo minimo é obviamente
16 (basta tomar i = 1 e j = k = [ = 0). Portanto, o ideal principal I = (1 + (g + (2 + (3)Ox produz
um reticulado algébrico cuja densidade de centro é méxima, igual a 1/8.

Os célculos acima nos permitiram encontrar um ideal principal do anel de inteiros de K que
maximizasse a densidade de centro do reticulado produzido por ele através do homomorfismo de
Minkowski. Para fazer os cdlculos da norma de « e do trago de xx acima foi utilizado o software
Sage Math. O método utilizado anteriormente parece ser interessante para produzir reticulados com
densidade pré-determinada. No entanto, para dimensoes maiores do que 4, as contas ficam muito

extensas e, por isso, esse método nao se mostra tao eficiente.

Dimensao 6: Para obter reticulados algébricos na sexta dimensao com densidade de centro maxima
igual a 1/(8v/3), [9] utilizou a seguinte proposicio, que calcula uma expressiao para o traco de zT

quando x é um inteiro algébrico de K.
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Proposigao 7.4.1 ([9], teorema 5.2.1). Seja L = Q((,), em que n = [[;_, pi*, com cada p; primo e
e >1,n#2 (r>2), em=pn). Sex=3""al €Oy =27 entio

n m—1 p(P)—1 p
Trter) = 5 [oP) S at 42 3 u (1) eltag, (7.53)
i=0 j=1 J

em que P =py...ps, t; =mde(j,P) (1 <j<p(P)—1), u € a fungio de Mébius (veja a equagdo

1.1) e Ay = apay + a1ap_1+ ... + @p1-kAm_1, para qualquer 1 < k <m — 1.

Exemplo 7.4.3. Considere o corpo ciclotomico K = Q(y) de grau ¢(9) = 6. O discriminante desse
corpo € D(K) = +3°, seu anel de inteiros é Ox = Z[Co] e {1,(o,(3,...,(5} € uma Q-base de K.
Considere I = (1+ (o + (2 + (3 + ¢§ + ¢3)OL. Por ser um ideal principal, N(I) = N(1+ o + (& +
G+ +¢3) =9. Para qualquer x € I tem-se que

=14+ G+ + ¢+ G)ao + arlo + azly + asCS + asly + as(y) (7.54)

com cada a; € Z. Pela proposicao 7.4.1,

Trr.g(2T) = 18 <S +> a?) (7.55)

i=0
em que S = apay + a1as — Apag + Aoa3 — Agly — Q104 + A304 — AoQs — G105 — G205 + agas. Logo, t; = 18
(basta tomar ag =1 e a; = 0 para i # 0). Portanto, a densidade de centro do reticulado algébrico

gerado por I é
5— 183 1
26.9./39 83

que € a densidade mdzrima encontrada na dimensao 6.

(7.56)

Dimensao 8: Utilizando o mesmo raciocinio do caso anterior, mostremos um exemplo de reticulado

algébrico na oitava dimensao.

Exemplo 7.4.4. Considere o corpo ciclotomico K = Q((a) de grau ¢(20) =8 e [ = (=1 — (o0 +
Gy + (3 + C39) Ok um ideal de Ox = Z[(o0). O corpo K tem discriminante D(K) = 4+28.5%. Além
disso, N(I) = N(=1— (oo + (35 + Gy + C5y) = 80. Para qualquer x € I, tem-se que

7
x = (=1 = Cao + (3 + G + Coo) (Z ai<§0> (7.57)
i=0

em que cada a; € 7. Assim, pela proposicao 7.4.1,

Tri.g(2T) = 40 <s +> a§> (7.58)
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em que S = agai + a1as — agaz + Asa3 — AgGy — G104 + 304 — Q105 — Q205 + Q405 + Aog — U20g —
asag + asag + apay + ajay — asay — agay + agay. Logo, tomando ag = 1 e a; = 0 para i # 0, tem-se

que t; = 40. Neste caso, a densidade de centro do reticulado algébrico obtido a partir de I é

40 1
BRE TGN )

que € a densidade de centro mdxima na oitava dimensao.

Enfim, mostramos que é possivel construir reticulados algébricos através do homomorfismo de
Minkowski para dimensoes 2, 4, 6 e 8. Em sua maioria, os resultados apresentados nesta secao
devem-se aos estudos de Agnaldo, [9]. Também Cintya, [3], construiu reticulados algébricos para as
dimensoes 2, 4, 6, 8 e 12 através de uma “perturbacao” no homomorfismo de Minkowski. Por sua
vez, Carina, [2], apresentou uma série de construgoes de reticulados algébricos através de corpos ci-
clotomicos. Em sua tese, Grasiele, [17], também apresenta construgao de reticulados D,, rotacionados
para dimensoes n =2""2 (r > 5) en = (p—1)/2 (p primo).

No entanto, até o momento nao foi encontrado reticulado algébrico em dimensoes impares cuja
densidade de centro coincida com a densidade 6tima. Em particular, nao foi obtido ainda nenhum
reticulado algébrico nas dimensoes 3, 5 e 7. A busca por reticulados algébricos nessas dimensoes

constitui parte de nossos objetivos futuros.

Conclusao

Enfim, concluimos esta dissertagao apresentando uma area de estudos onde a teoria desenvolvida
ao longo de todo este texto pode ser aplicada. Na primeira secao, demos nocoes gerais e basicas
sobre reticulados, matriz geradora, matriz de Gram e determinante de um reticulado. Na segunda
se¢ao, tratamos do problema do Empacotamento Esférico, atualmente muito 1til a teoria dos Codigos
Corretores de Erros. Na terceira se¢ao, fizemos uma conexao entre reticulados e a Teoria Algébrica
dos Numeros ao definir reticulados algébricos via o homomorfismo de Minkowski. Af fizemos um co-
mentario sobre os parametros envolvidos na formula da densidade de centro de reticulados algébricos
produzidos por ideais de anéis de inteiros de corpos de nuimeros. Por fim, na quarta secao demos

exemplos de reticulados algébricos construidos nas dimensoes 2, 4, 6 e 8.
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Conclusao

Enfim, apresentamos neste trabalho uma grande variedade de corpos de ntimeros e seus respectivos
anéis de inteiros. Inicialmente, estudamos os anéis de inteiros monogénicos, ou seja, aqueles que tém
base integral potente. A primeira classe de corpos que estudamos foram os quadraticos, (@(\/3), cujo
anel de inteiros provamos ser Z[6], em que 6 = v/d ou 6 = (1/2)(1 + v/d). Depois, nos dedicamos
a mostrar que o anel de inteiros de um corpo ciclotomico Q(¢) é Z[¢] e que o anel de inteiros do
subcorpo ciclotomico maximal real Q(¢ + (1) é Z[¢ + (1.

Curiosos pela observacao de que todos os anéis de inteiros citados anteriormente eram mo-
nogénicos, nos dedicamos a compreensao do artigo [32], que estudou a monogénese do anel de inteiros
em alguns corpos de nimeros abelianos imagindrios, a saber Q((, — ¢, ), com n = 2™ e n = 4p™
(p > 2 primo). Porém, como vimos no capitulo 4, utilizando os conceitos de discriminante e de
diferente, o referido autor mostrou que o corpo Q(¢, — ¢,;') nao possui anel de inteiros monogénico
quando n = 3p", em que p > 3 é primo.

Mudando o foco, passamos a analisar quais anéis de inteiros possuiam base normal. Como base
normal é uma base formada pelas imagens de um elemento « pelos automorfismos do grupo de Galois
de um certo corpo de niimeros, nos restringimos as extensoes galoisianas finitas sobre Q. Provamos o
Teorema de Hilbert-Speiser, que afirmou que um corpo de niimeros abeliano K de condutor n possui
base integral normal se, e somente se, n é impar e livre de quadrados.

Generalizando o Teorema de Hilbert-Speiser, nos dedicamos a mostrar o Teorema de Leopoldt-
Lettl no sexto capitulo, segundo o qual todo corpo de nimeros abeliano K possui anel de inteiros
dado por O = RT = @dep(n) Z|G]ng, em que n é o condutor de K, Ry é uma Z-ordem de Q[G],
T é um elemento de Ok e os outros parametros foram definidos no capitulo 6. Apesar da primeira
igualdade ter sido mostrada em 1959 no artigo [19], apresentamos a demonstragao do teorema citado
conforme desenvolvida por [20] em 1990.

Finalmente, no tultimo capitulo, aplicamos os conhecimentos obtidos sobre Teoria Algébrica dos
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Numeros e, em particular, sobre anéis de inteiros de alguns corpos de ntmeros apresentados no
texto para construir reticulados algébricos. Mostramos exemplos de reticulados construidos via o
homomorfismo de Minkowski que apresentam densidade de centro étima nas dimensoes 2, 4, 6 e
8. No entanto, comentamos que ainda nao sao conhecidos exemplos de reticulados algébricos com

densidade de centro 6tima em dimensoes impares.

Com relacao a producao da dissertagao em si, fazemos ainda alguns comentdrios. Inicialmente,
foi proposto pelo orientador deste trabalho o estudo dos artigos [32] e [12], tendo em vista as futu-
ras aplicagoes que isso poderia ter a reticulados algébricos. O primeiro artigo foi estudado logo no
inicio do desenvolvimento desta dissertacao e exigiu aprofundamento de alguns topicos em Teoria
Algébrica dos Numeros, como os apresentados na se¢ao 2.7. Esse estudo deu origem aos teoremas
3.3.2, 3.3.3 e 4.3.1 e aos seus lemas. Comparando o artigo original as demonstracoes apresentadas,
é possivel notar o trabalho minucioso que foi feito para detalhar os resultados citados. Com relacao
ao segundo artigo proposto inicialmente, houve uma mudanca de planos. Ao iniciar sua leitura,
tomamos conhecimento do artigo [20], que prova o Teorema de Leopoldt-Lettl (antes desconhecido
pelo autor e pelo seu orientador). Notando sua possivel utilidade aos nossos estudos futuros, decidi-
mos nos dedicar ao minucioso detalhamento da teoria apresentada nesse artigo. Isso exigiu grandes
esforgos. Primeiramente, tivemos que estudar de maneira profunda os conceitos de caracteres, que
deram origem ao quinto capitulo desta dissertacao. Depois, tendo em vista alguns resultados nao
demonstrados ou menos detalhados no referido artigo, tivemos que pesquisar em outros artigos de
autoria de Kurt Girstmair e Heinrich-Wolfgang Leopoldt as solugoes para os nossos problemas. Em
termos de experiéncia pessoal do autor, uma das maiores dificuldades enfrentadas foi provar de ma-
neira autonoma os resultados do capitulo 6. Com excecao do Teorema de Leopoldt-Lettl e dos dois
lemas anteriores a ele (que foram rigorosamente provados pelo autor de [20]), quase todos os outros
resultados do capitulo 6 foram demonstrados autonomamente pelo autor desta dissertacao. Isso exi-
giu um trabalho minucioso, uma longa pesquisa e até mesmo a leitura de algumas partes do artigo

[19], em alemao.

Com relacao as perspectivas futuras, nossos principais objetivos consistem em aplicar os resultados
desenvolvidos nesta dissertagao, em especial no capitulo 6, a teoria de reticulados algébricos. Por
exemplo, um dos nossos propésitos é buscar reticulados algébricos com densidade de centro 6tima em
espacos de dimensao impar, o que ainda nao foi encontrado. Além disso, também devemos concentrar
esforcos na busca da minimizacao da forca trago presente na férmula da densidade de centro de

reticulados algébricos em algumas extensoes de corpos de nimeros (veja 7.36). A monogénese de
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anéis de inteiros é ainda outro topico (mais tedrico) que pretendemos aprofundar no futuro.
Enfim, concluimos este trabalho com o sentimento de missao cumprida e com a expectativa de
que esta dissertacao dé futuras contribuicoes a outras teses, dissertacoes e artigos. Agradecemos aos

leitores e esperamos que este trabalho tenha contribuido para seu crescimento intelectual.
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