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IMPACTO POTENCIAL DESTA PESQUISA

Os lantanideos sdao metais de transi¢do interna com propriedades espectroscOpicas € mag-
néticas Unicas. Por conta de uma camada interna incompleta 4 f, transi¢des f-f sdo permitidas,
fazendo com que esses metais sejam aplicados em dreas diversas, como em catalisadores, mate-
riais vitreos, imas, materiais luminescentes, entre muitos outros. Devido a relevancia dos lanta-
nideos tanto na academia, quanto na industria , a presente pesquisa propde um desenvolvimento
tedrico de matrizes de transi¢do de sistemas hidrogenoides. Relacionando-as com polarizabili-
dades dinamicas, é possivel compreender o comportamento da nuvem eletronica ao estar inse-
rido num campo elétrico. Desta forma, uma vez que sistemas mais simples sdo compreendidos,
o proximo passo € tentar expandir para sistemas complexos como os lantanideos. Além disso,
as interacdes elétricas e seus efeitos sdo propriedades fundamentais para obter informacdes so-
bre o comportamento de compostos de lantanideos. Desta forma, compreender suas estruturas
e fenomenologias é de extrema importancia para que haja cada vez mais a expansdo de suas

aplicacoes.
POTENTIAL IMPACT OF THIS RESEARCH

Lanthanides are inner transition metals with unique magnetic and spectroscopic proprieties.
Due to their incomplete inner shells 4 f, f-f transitions are allowed, consequently these me-
tals find use as catalysts, vitreous and luminescent materials, among many others. Because of
their relevance, this present work presents a theoretical development of hydrogen-like systems’
transitions matrix. Once we find these matrix, it is possible to obtain the values for dynamic
polarizabilities, therefore we can understand the influence of the electric field on the electronic
cloud. Thus, once simpler systems are understood, the methodology may be expanded to more
complex systems such as lanthanides. Not only that, but electric interactions and their effects
are fundamental proprieties in order to study the behavior of these inner transitions metals com-
pounds. So, to understand their structures and phenomenology is extremely important in order

to expand their applications.
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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo calcular polarizabilidades dinAmicas multipolares o (w)
de sistemas hidrogenodides utilizando-se de um método variacional-perturbativo de 2* ordem.
Essa grandeza fisica representa a deformacao e redistribuicdo da nuvem eletronica quando um
sistema introduzido em um campo elétrico fraco oscilatério de frequéncia w. Através dos calcu-
los dessas grandezas, € possivel obter os comprimentos de onda de desligamento Ao ("tune-out
wavelength") . Em frequéncias especificas do campo aplicado, a polarizabilidade dinamica sera
nula. Essas frequéncias podem ser diretamente relacionadas com comprimentos de ondas e se-
rdo particulares para cada estado quantico. Essas grandezas sd@o importantes devido ao fato do
atomo em questao ndo interagir com o campo elétrico e espécies quimicas vizinhas nesses de-
terminados valores. O dtomo de hidrogénio é um sistema amplamente estudado devido a sua
estrutura simples. Assim, € possivel usar aproximacdes de potenciais efetivos na descricao de
sistemas atdmicos mais pesados e tratd-los como um sistema hidrogendide. No presente tra-
balho, o sistema cédtion monovalente do bdrio Ba™ serd simplificado, e seu tnico elétron na
camada de valéncia serd tratado nos célculos, reduzindo o problema de muitos corpos € assim,
sendo uma alternativa para obtencdo de suas energias, funcdes de onda e fenomenologias re-
lacionadas. O estudo das propriedades fundamentais de 4tomos cada vez mais pesados, podera
fornecer mais informagdes para estudos futuros sobre dtomos como os lantanideos que sdo os
protagonistas de muitos materiais magnéticos e luminescentes.

Palavras-chave: Campos elétricos. Perturbagdo (Matematica). Analise espectral. Compostos
metalicos. Estimativa de parametro.



ABSTRACT

The main goal of this work is to obtain dynamic multipolar polarizabilities o (w) of hydrogen-
like systems using a second order variation-perturbation method. The dynamic polarizability
characterizes the charge redistribution that occurs when a system is exposed to a week electric
field oscillating in a frequency equal to w. When this propriety is calculated is possible to obtain
the tune-out wavelengths Aro. In specific frequencies a(w) — 0, where this frequencies can
be related to wavelengths and are particular to every quantum state. These quantities are quite
important due to the fact the studied system do not interacting with neighbor chemical species
nor electric fields in these specifics wavelengths.The hydrogen atom is a system broadly stu-
died because of its simple structure. Therefore, is possible to describe heavier systems using
an approximation of a effective potential and treat them as a hydrogen-like atoms. This present
work, only the valence electron of monovalent cation Ba™ will be treated in the calculation,
consequently the many-body problem will be avoided and it will be possible to obtain a good
approximation of its energy, wavefunctions and phenomenologies. Studying fundamental pro-
prieties of heavy atoms allow us to get closer to methods where we can solve heavier atoms
such as lanthanides, inner transitions metals that are the most important elements of magnetic
and luminescent materials

Keywords: Electric fields. Perturbation (Mathematics). Spectral analyses. Metallic compounds.
Parameter estimation.
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1 INTRODUCAO

1.1 Polarizabilidade dindmica

A polarizabilidade o € uma grandeza que estd em uma posicao interdisciplinar na ciéncia,
podendo transitar entre a fisico-quimica, quimica inorganica, atbmica e molecular, e até mesmo
em estudos da matéria condensada. Ela representa a deformacdo e redistribuicdo da nuvem
eletronica quando uma distribui¢do de carga € introduzida em um campo elétrico fraco, como

representado na Figura 1.

Figura 1 — A esquerda: representagio de um orbital s na auséncia de um campo elétrico. A
direita: uma combinacao de orbitais s e p por conta da presenca de um campo elétrico
F.

A interacdo do dtomo com o campo elétrico F' tem como consequéncia o surgimento de
momentos de multipolo induzido p. Esses momentos sao diretamente proporcionais a0 campo
externo e a constante de proporcionalidade « € conhecida como polarizabilidade.

O momento multipolar mais conhecido € o de dipolo, por conta da sua forte influéncia nas
interagdes entre dtomos e moléculas. No entanto, hd a indu¢do de outros tipos de momentos,
que apesar de menos importantes em termos de propriedades elétricas, ordens superiores podem
ser necessdrias nos diferentes tipos de andlise de fendmenos de interagdo.

Por conta disso, as polarizabilidades sdo importantes quantidades atbmicas e moleculares e
estdo relacionadas a diversos fendmenos, como a refra¢do, absorcao e espalhamento de radiacao
eletromagnética. Assim como relacdo direta com interagdes eletrostaticas entre &tomos ou mo-
léculas. Dito isso, os coeficientes de dispersdao de van der Waals para dois 4tomos de hidrogénio

sdo -,

n—2 1 . .
Con = (2n —2)! szl 2L (2] /aLl(zw)aLz (iw)dw

onde L; estd associado aos dtomos, N, = Ly +Ls, e o (iw) sdo as polarizabilidades dindmicas
multipolares de frequéncia complexa.
A polarizabilidade de um 4dtomo em uma molécula, por exemplo, auxilia a previsdo e o

entendimento da reatividade quimica e das interacdes intermoleculares. O condensado de Bose-
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Einstein,o quinto estado da matéria, é estudado levando em consideracdo as polarizabilidades
dos estados do sistema de interesse . Para conseguir sua estabilidade estrutural é necessario
que seja determinado precisamente os valores dessas constantes de dispersao de van der Waals.

A interacdo de longo alcance entre dois dtomos simétricos é definida como,

A polarizabilidade pode ser relacionada a mais quantidades fisicas muito importantes, como
a constante dielétrica ¢y de um gas molecular ou atdmico, onde a polarizabilidade de dipolo est4

relacionada a mesma pela equacio de Debye4,

3 [e—1 e
o= —
drn \ € + 2 kT’

onde n é o nimero de moléculas ou d&tomos do gas por unidade de volume, jiy € 0 momento de

dipolo permanente, k£ a constante de Boltzmann e 7" a temperatura.
E possivel também relacionar a polarizabilidade de dipolo com o indice de refracio (relagio

de Lorentz-Lorenz), a qual € a razdo entre velocidade da luz no vécuo e a velocidade da luz no

3 (n*—1
a=—|[|—-——].
drn \ n? + 2

Além disso, a polarizabilidade € muito ttil na determinagdo de estruturas eletronicas dos

material de interesse *

atomos, moléculas e clusters.

A polarizabilidade pode estar diretamente relacionada a frequéncia de um campo elétrico
aplicado. A partir do momento que ela € relacionada a um campo, ela € chamada de polarizabi-
lidade dinamica o(w), sendo w a frequéncia do campo. Quando w — 0 ela serd conhecida como
polarizabilidade estética. A polarizabilidade dindmica é muito mais rica, no sentido de conter
muitas informagdes da particula de interesse, como as suas ressonancias.

Assim, € possivel relaciond-la com uma diversidade de quantidades fisicas > 6, COmo Cons-
tantes dielétricas de um gds molecular ou atdmico, indices de refracao e constantes de dispersao
de van der Waals. Para determind-la, h4 diversas técnicas experimentais para a sua obtengao,
como interferometria ' ou por deflexdo de um feixe atdmico por campos elétricos 8 Apesar de
métodos experimentais serem comuns, os cdlculos tedricos ? para obten¢do da polarizabilidade
sdo de maiores interesse e alguns exemplos serdo citados mais adiante.

O estudo da interag@o dtomo-radiacdo recebe uma atengdo especial no estudo da fisica ato-
mica e molecular. Nessa drea da ciéncia usa-se técnicas como aprisionamento e resfriamento
de sistemas atomicos e mede-se suas propriedades com uma alta precisdo. Essas técnicas sao
usadas em armazenamento e processamento da informacdo quantica que estd codificada nos
estados atdomicos '°. Por exemplo, o potencial de aprisionamento ptico U,(r,w) de um deter-

minado estado quantico € funcdo da polarizabilidade dindmica de forma que 1
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3
2”“01(7«)04(%), (1.1)

Ulr,w) = —

onde wy, € a frequéncia do laser, I(r) € a sua intensidade em fungdo da posi¢do, aj o raio de

Bohr e c a velocidade da luz.

Um conhecimento preciso de polarizabilidades elétricas de estados atdmicos sdo funda-
mentais em tais experimentos e experimentos correlacionados, como reldgios atomicos, devido
a presenca da radiacdo variar os niveis de energia de sistemas atdmicos, efeito conhecido tam-
bém como ac Stark shift 12 onde essa variagdo ird depender principalmente da polarizabilidade

dinamica do estado de energia.

1.2 Comprimento de onda de desligamento

Como ja citado, quando um 4tomo esté inserido em um campo elétrico, sofre perturbagdes
na sua nuvem eletronica. Em comprimento de ondas muito especificos dessa radia¢ao, o 4tomo
possuird polarizabilidade nula. Os comprimentos de onda de desligamento Ao ("tune-out wa-
velength), como sdo conhecidos, sdo grandezas particulares de cada estado quantico do sistema
de interesse. Elas sdo muito importantes devido ao fato do &tomo em questdo ndo interagir com
o campo elétrico e espécies quimicas vizinhas nessas frequéncias especificas.

Uma vez que se € aplicado um campo elétrico com esses comprimentos de onda, dtomos
aprisionados em uma rede Optica, por exemplo, deixardo de interagir com os feixes de lasers,
podendo ser liberados do laser de aprisionamento por essa mudanca da frequéncia do campo,
independentemente da intensidade do campo. Assim, o estudo dessa propriedade permite a
compreensdo das interacdes de dtomos com radiagdes, como lasers, e até mesmo fendmenos de
colisdo entre particulas 1314 Experimentalmente, essa grandeza fisica auxilia no resfriamento
de espécies de interesse, por exemplo. Algumas sdo dificeis para chegar a temperaturas de
microkelvin devido a sua dindmica de colisdo, portanto, nesses casos, é possivel resfriar uma
mistura da espécie de interesse juntamente com um metal do grupo I para auxiliar o resfriamento
15 Assim, é usado 0 Ao para liberar o metal alcalino e manter a espécie de interesse depois

que os mesmos estiverem suficientemente frios.

1.3 Protagonismo dos Lantanideos

O atomo de hidrogénio € um sistema amplamente estudado devido a sua simplicidade. As-
sim, € possivel, usando aproximacdes de potenciais efetivos na descri¢do de sistemas atdmicos,
simplificar sistemas mais pesados, como os dtomos neutros Na, /', ou fons como o cition mo-
novalente de Ba™, e tratar explicitamente o seu tinico elétron na camada de valéncia como alter-
nativa na obten¢do de suas energias, funcdes de onda e fenomenologias relacionadas. O estudo
das propriedades dos dtomos do grupo I da tabela periddica desperta o interesse da comunidade
cientifica ja ha algum tempo e j4 encontra-se artigos com cdlculos de polarizabilidades dinami-

16 17, 18

cas e comprimentos de onda de desligamento  como também, em pesquisas um pouco
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mais atuais com resultados acerca a realiza¢do do condensado de Bose-Einstein (BEC) 19 Uma
vez que os metais alcalinos ja vém sendo assuntos de diversas pesquisas, 0 mais novo interesse
da comunidade sdo os metais alcalinos terrosos, do grupo II, os quais vém se mostrando promis-
sores quando o assunto € manipulacdo Optica e magnética, como resfriamento e aprisionamento

de dtomos 2° - 21, BEC 22, e relégios atdmicos 23

, onde, por exemplo, a polarizabilidade € uti-
lizada no célculo da correcdo da mudanga de energia ocasionada pela radiacao de corpo negro
(BBR - blackbody radiation) 2425

O estudo das propriedades fundamentais de dtomos cada vez mais pesados, podera fornecer
cada vez mais informacdes para estudar &tomos como os lantanideos que sdo os protagonis-
tas de muitos materiais magnéticos e luminescentes. Um aspecto importante da luminescéncia
desse metais estd no aumento das intensidades de emissdo, devido ao fendmeno do acoplamento
dinamico 2°?”. Nesse mecanismo, a radiacao incidente induz momentos multipolares oscilantes
nos ligantes que estdo ao redor desses metais. Como consequéncia, um campo elétrico oscilante
€ produzido e € acoplado ao original. Desta forma, esse campo elétrico pode induzir transi¢des
4f-4f com forgas de oscilagdo da ordem de grandeza de 10~ ou maior.

Os lantanideos sdo elementos que possuem numero atdmico Z de 57 até 71, como mostra

na Figura 2.

M_a ‘Ce ‘ Pr ‘Nd‘Pm‘Sm‘ Eu ‘Gd‘Tb ‘Dy ‘Ho ‘ Er ‘Tm‘Yb Lu ‘

1 LANTANIDEOS

e

6 Ba [57-71 ‘

Figura 2 — Representacdo da tabela periddica com enfoque no grupo dos lantanideos, onde o
elemento lantanio (La) possui Z= 57 e o lutécio (Lu) Z =71.

Eles sdo metais de transi¢cdo interna que possuem o estado de oxidacdo trivalente como o
mais estdvel termodinamicamente nos compostos. Por conta disso, fons trivalentes irdo possuir
o orbital 4f incompleto, sendo protegidos pelos elétrons dos orbitais mais energéticos 5s25p°,
como mostra a Figura 3. A distribuicdo eletronica do elemento Cério, no seu estado de oxidagao

+3, possui uma camada incompleta mais interna,

[Ce] : 15%2522p°353p"3d 452 4p°525p°65%4 f 1 5d*
[Ce]*? 1822822p63333p63d104324p6525p64f1.
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Portanto, os cétions trivalentes de lantanideos (Ln®>") podem ter a sua configuragio repre-

sentada como [Carogo]5s25p%4 fV, onde o caroco € igual a [Kr]4d'°.

Caroco

‘ Camada de valéncia ‘

Figura 3 — Representacdo da distribuicdo eletronica das configuracdes de um lantanideo triva-
lente.

E possivel observar na Figura 4 a distribui¢cdo radial calculada dos niveis energéticos do
Ce™, em especial do estado interno 4 f e os de n = 5, e compara-las em relacdo a distncia da

origem do sistema.
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Figura 4 — Distribuicao radial da func¢io hidrogenéide dos niveis energéticos do fon trivalente
cério

Esta camada 4 f incompleta faz com que os lantanideos trivalentes tenham propriedades
Unicas e 0s tornam opticamente ativos na regido do Ultravioleta (UV), visivel e Infravermelho
(IV) préximo. As aplicagdes desses metais de transi¢ao interna vao desde simples lampadas de
iluminagao 28 até detectores de radiacoes de alta energia » Coma nanotecnologia, a producao

O, mas como filmes finos 3!

de materiais avancados, conformados ndo sé como nanoparticulas 3
e hibridos permite a associagdo de materiais com propriedades complementares, tais como
oxidos inorganicos e polimeros,resultando numa busca por sistemas mais complexos, mais efi-
cientes e que combinem o maior nimero possivel de propriedades.

Os lantanideos podem ter um papel fundamental também em tecnologias quanticas, como
por exemplo, no processamento das informagdes pela computacdo quantica. Resumidamente,

o conceito de computacdo quantica se baseia na codificacdo e manipulagdo de quantum bits,
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também conhecidos como qubits. Esses qubits sdo sistemas de dois estados que estdo em uma
superposicao e moléculas de lantanideos sdo espécies quimicas que estdo sendo estudadas para
potenciais qubits. 33

A estrutura dos niveis eletronicos dos cations trivalentes de lantanideos sdo estabelecidos
usando a teoria quantica. A interacdo entre os cétions trivalentes de lantanideo e os efeitos do
campo cristalino nos niveis de energia podem ser representada utilizando a teoria das pertur-
bacdes, relacionando a luminescéncia desses compostos com as transi¢des multipolares do fon
terra rara.

J4 foram feitos cdlculos acerca da obten¢do energias de interacao de sistemas atdmicos mo-
noeletronicos >4, no entanto ainda é um campo muito pouco explorado. Relacionar a expansao
multipolar do campo elétrico com o campo cristalinos nos niveis de energia do cition mono-
valente de bdrio e suas respectivas polarizabilidades dindmicas € o primeiro passo para que se

consiga alcancar tais resultados para sistemas atomicos tdo importantes como os lantanideos.

1.4 Regras de selegao e a Estrutura fina

Com a descoberta de uma nova propriedade do elétron - o spin - foi necessario a introdugao
de dois novos nimeros quanticos, s € ms, idénticos ao que ja se tinha do momento angular

orbital, os quais podem assumir valores discretos

1
ms—:|:§
(S
1
)

Teoricamente, o elétron foi apenas descrito em 1928 por Paul Dirac, onde ao introduzir a
relatividade restrita de Albert Einstein (1905) no mundo quéntico, conseguiu encontrar uma
equacdo de onda para o elétron, a qual ndo apenas fornecia a descricdo de um elétron se mo-
vendo praticamente a velocidade da luz, mas também que o elétron poderia fazer uma "meia
rotacao".

Como sera visto na Sec¢do 2.1, a equagdo de Schrodinger foi deduzida a partir de um com-
portamento nao relativistico do mundo microscépico. Portanto, de forma que a equagdo resolva
sistemas quanticos que contenha essa nova propriedade magnética, é necessario acrescentar 0s
numeros quanticos (s e m;) na funcdo de onda relacionada ao elétron e correcdes relativisticas
relacionadas a energia dos estados.

Considerando os dois momentos angulares do elétron, aquele relacionado ao spin S e ao
orbital L, tem-se que também hé aquele que representa a interacio entre eles. Entdo, para a
determinac@o de estados eletronicos e suas respectivas energias, é necessario introduzir esse
acoplamento entre os dois momentos angulares. Ao combinar S e L, tem-se o aparecimento do

momento angular total J, onde
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J=L+S8,

e que pode ser representado pelos vetores mostrados na Figura 5.

Figura 5 — Representagao dos momentos angulares de um elétron

Transi¢Oes entre estados estaciondrios ocorrem quando o dtomo interage com a radiacdo
eletromagnética que ird produzir um campo elétrico de frequéncia w. Se w se iguala a frequéncia
de ressondncia atdmica, entdo o dtomo entrard em uma superposicdo de diferentes estados e
entdo surgird um momento de dipolo induzido. Para saber quais transi¢des tem uma maior

probabilidade de acontecer, € necessdrio as Regras de selegdo,

Al = +1 (1.2)

Amy =0 (1.3)

E possivel visualizar algumas transi¢des possiveis para o &tomo de hidrogénio na Figura 6.
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Figura 6 — Diagrama de energia para o atomo de hidrogénio.

O diagrama de energia sem considerar o momento de spin, depende apenas do niimero

quantico principal n. No entanto, ao observar com uma maior precisao o espectro do atomo de

energia, é possivel observar uma separacdo de linhas espectrais, o que é consequéncia da quebra

da degenerescéncia devido ao spin, como mostra a Figura 7.
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Figura 7 — A esquerda:Diagrama de energia para o &tomo de hidrogénio sem considerar o nu-
mero quantico my. A direita: Aproximagdo no nivel de energia 2p, mostrando a di-
visdo da estrutura fina relacionada ao nivel 2p

O espectro com uma definicdo capaz de mostrar a separacdo entre os niveis de energia de-

vido ao spin mostra o que é conhecido como estrutura fina. Nesses espectros € possivel ver

niveis de energia variando com o niimero quantico principal n € com o nimero quantico mo-

mento angular total 7,
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j=0+1/2. (1.4)

Para elementos mais pesados, a separacdo entre niveis de energia com mesmo n e diferentes
J ja € mais evidente. Por exemplo, a diferenga de energia entre os niveis 2p; ; € 2p3/, para
o dtomo de hidrogénio € da ordem de 107° u.a., ja a diferenca de energia entre os niveis
6p1/2 € 6ps/2 para o elemento Ba € da ordem de 102 u.a. E possivel observar essa separagio
visivelmente no diagrama de energia para Ba™ representado na Figura 8, sem que seja feita

uma maior aproximag¢do como no diagrama para o dtomo de hidrogénio.
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Figura 8 — Diagrama de energia do cdtion monovalente do bario Ba™

Na Figura 8 € possivel ver algumas transi¢cdes permitidas entre o estado fundamental e

estados excitados. A regra de selecdo para s transicoes possiveis sdo aquelas que cumprem,

Aj=0,1. (1.5)

além das mostradas nas Equacoes (1.2) e (1.3).

1.5 Quimica tedrica

A quimica tedrica vem ganhando notoriedade nas ultimas décadas. Ela € uma area de in-
tersec¢do da matematica, fisica e da quimica, precisando do auxilio de softwares e hardwares
que tornem possivel cdlculos e formulacdes de algoritimos para que sejam feitas simulagdes

computacionais que irdo auxiliar na solucio de problemas complexos.
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Através da compreensdao do comportamento de &tomos e moléculas em meios reacionais por
meio de calculos®>’ provoca o avanco de teorias e técnicas experimentais. A quimica tedrica
estd presente em diferentes partes da ciéncia como obtengao das diferencas de energias confor-
macionais e de barreiras de energias rotacionais, obtencdo de propriedades termodinamicas de
gases estudo de aromaticidade de compostos e uso da teoria do campo ligante por um método
quantico aproximado.

A medida que o nimero de particulas do sistema de interesse aumenta, a complexidade da
fun¢do de onda também aumenta. Portanto, com poucas excecdes, nos calculos da mecanica
quantica sempre sdo introduzidos aproximagdes. Diversos algoritimos quanticos vem sendo
propostos para resolver problemas na quimica, e o ideal sao métodos de aproximagdes que
sejam o equilibrio entre a precisdo dos resultados e o custo computacional.

Sdo encontrados na literatura métodos tedricos para o calculo de polarizabilidades como
interacao de configuracao (CI) 36 teoria funcional da densidade (DFT) %', teoria das pertur-

bacdes 38

e outras que podem ser combinadas para conseguir boas aproximacodes.No presente
trabalho, a obtencdo das polarizabilidades dinamicas foi feita através de cdlculos Ab initio e
semi-empiricos através de um método variacional perturbativo de 2* ordem.

Outro pilar fundamental para que se obtenha um célculo de qualidade € um menor custo €
que também se faca uma boa escolha das func¢des base utilizadas para representar os estados do
sistema. Dito isto, o método escolhido para este projeto foi a combinac¢do do método variacional
com a teoria da perturbacio e as bases escolhidas foram os orbitais de Slater, fun¢des parametri-
zadas que formam bases incompletas. Assim, € realizada uma combinacdo linear desses orbitais
para se tornar uma aproximagao mais precisa de um orbital atdmico.

As solugdes para os problemas quanticos apresentadas até aqui se baseiam na equagao que
rege a mecanica quantica, a equagdo de Schrodinger. Como alternativa deste também, foi pro-
posto, além dos resultados obtidos pelo método variacional-perturbativo de 2* ordem, solucdes
analiticas ao sistema de interesse, tornando o cdlculo mais veloz, de forma que nao houvesse a
perda da qualidade do resultado.

Dito isso, o resultado dos cédlculo das energias relacionadas aos sistemas hidrogenoides,
como o dtomo de hidrogénio e logo em seguida, o cdtion monovalente de bario (Ba™) neste
trabalho, ndo sé servira para relaciond-las a propriedades fundamentais atdmicas, mas também
auxiliard o grupo a avaliar a qualidade dos métodos utilizados, como também a escolha das

func¢des de base dos estados inicias e perturbados do sistemas em questao.
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2 FUNDAMENTACAO CIENTIFICA

2.1 A equagao de Schrodinger e a Teoria das perturbagoes

Com o nascimento da teoria quantica com o cientista Max Planck (1900) com a proposta do
quantum de energia, os olhos da comunidade cientifica se voltaram para o mundo microscopico.
Heisenberg, de Broglie e Schrodinger foram alguns dos primeiros cientistas que fundamentaram
a Mecanica Quantica que surgia no comec¢o do século XX.

A equagdo de Schrodinger,

ih@ﬁl(:c, t) _ W PV(a,t)
ot 2m  Ox?
€ uma equacdo diferencial de segunda ordem que estd relacionada com a energia do estado

+ VU (x,t), (2.1)

de um sistema quantico de massa m, assim como a Mecanica Newtoniana estd relacionada a
evolucdo de um sistema no mundo macroscépico. Quando lida-se com estados que ndo tem
evolugdo temporal, eles sdo chamados de "estados estaciondrios"e a equagdo de Schrodinger

pode ser reescrita,

Hip(z)) = Elib(x)), 2.2)

sendo I o operador Hamiltoniano relacionado a energia cinética e potencial cujo observével é
a energia total do sistema E.

Para a simplificacdo da escrita, o presente trabalho usard a notacdo de Dirac (ou notagdo
bra-ket), como utilizado na Equacéo (2.2). Desta forma, o ket |a) representa um auto-estado o

qual genericamente pode ser representado como,

)= |, (2.3)

Qn

sendo seu respectivo bra (a| com elementos conjugados de 2.3,

(a| = [a] ai ... a] (2.4)

n

7

Considerando o espaco vetorial de duas fun¢des complexas genéricas g(x) e h(z) € C, é

possivel determinar, por exemplo, o produto interno dos estados (g(z)| e |h(x)),

(g(@)[h(z)) = / " drg* (2)h(z). @.5)
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E importante pontuar que Schrodinger desenvolveu a sua equagdo considerando o elétron
como uma particula possuindo graus de liberdade relacionados apenas as coordenadas espaci-
ais. No entanto, como visto na Secdo 1.4, mais especificamente na Figura 7, quando o espectro
€ observado mais detalhadamente, hd mais divisdes do que o esperado no espectro de energia.
Essas divisodes estdo diretamente relacionadas a uma propriedade particular do elétron, que € o
spin, o qual vai possuir o seu proprio grau de liberdade. Portanto, para que previsdes consigam
ser realizadas, é necessario que sejam feitas que algumas consideragdes na equacio de Schro-
dinger, como a introduc¢io de uma nova coordenada e operadores relacionados a energia com a
introducdo dessa nova propriedade.

Seguido adiante, é possivel encontrar solugdes analiticas exatas para (2.2) quando o sistema
€ simplificado, como o oscilador harmdnico, rotor rigido e até mesmo para o 4tomo de hidro-
génio, o qual possui apenas um elétron na sua eletrosfera. No entanto quando tem-se um dtomo
com, por exemplo, dois elétrons como sistema de interesse, a equacao de Schrodinger torna-se
impossivel de encontrar uma solucio exata.

Desta forma, sdo considerados métodos de aproximacgdo suficientemente precisos, como a
teoria das perturbacdes. Com este método € possivel obter funcdes de onda aproximadas dos
estados através de pequenas correcdes. Nessa metodologia, hd introdugdo de pequenas pertur-
bacdes ao sistema e € possivel observar as mudangas de energia relativas a essa perturbacao.

H4 a adi¢do de uma correcao do hamiltoniano ndo perturbado do sistema H,, por um ope-
rador W,

H = Hy+ \W, (2.6)

sendo A\ um parametro perturbacional 0 < A < 1. No presente trabalho, o parametro perturba-
cional serd o campo elétrico fraco F', sendo ele responsdvel pela introdu¢do de uma pequena
perturbacdo em uma determinada dire¢do no sistema, causando uma deformacgdo na densidade
eletronica do dtomo.

Tanto a energia quanto a funcdo de onda do sistema podem ser expandidos em funcio do

parametro perturbacional,

E\) =E9 £ X\EW + N2 E®) 4 |

W(A) = @ 4 xp® 4 N33

Os indices (9, ¢ @) informam a ordem da corregdo. Se o indice for, por exemplo, (),
tem-se uma correcdo de primeira ordem.

O papel do parametro € essencialmente técnico, ndo possuindo nenhum significado fisico,
sendo apenas um artificio matemético (quando ele € igual a zero tem-se uma auséncia de pertur-

bacdo e quando é igual a 1, a pertubacao estd totalmente inserida). Desta forma, ele € introduzido
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apenas com a finalidade de transformar a equagdo de Schrodinger em equagdes perturbacio-
nais, as quais podem ser resolvidas individualmente, de forma que os coeficientes que tiverem

a mesma poténcia sdo podem ser igualados,

(Ho + AWD) (@ 4 xgp® 4 X293 4 ) = (BO £ AEW 4 X2E®) (@ 4 Ap™ + \29@) 4 )
Para o presente estudo, serd necessdrio igualar os termos com parametros de poténcia 1 (),

E](U)%(cl) + W(l)wl(co) _ E(O)d}lil) + Elgl)wlio) (2.7)

e termos com parametros de potencia 2 (\?),

HOp® L0y = 5O L g0y L )y (2.8)

Fazendo as devidas substituicdo, que serdo omitidas neste presente trabalho, é possivel che-

gar na correcdo de primeira ordem da energia,

EO = 7 W), 29)
e na segunda ordem da energia,
O (0)y2
E® =% (W Win|ton) (2.10)

E](CO) N ESLO)

sendo os subindices k e n a representagdo dos estados finais e iniciais do sistema de interesse.

2.2 Matriz de transicao e a polarizabilidade

O método de calculo escolhido foi o desenvolvido por Gao e Starace 39 onde a matriz de
transicao TJEQ_)H de dois fotons € obtida pela teoria das perturbagdes. Assim, essa grandeza gerada

por um campo multipolar M/, kq entre dois estados |i) e | f) pode se representada pela matriz,

z> 2.11)

onde F; € a energia inicial do sistema, w a energia do campo aplicado e H o Hamiltoniano do

1 ~
— M,
Ei 4+ w — H

T}Q_)n(w) = <f‘qu

sistema hidrogendide.

A matriz de transi¢ao pode ser escrita em uma forma variacionalmente estavel, na qual.

1 N
c,
- 1
Al = (FIMrg————~. (2.13)
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Na forma variacionalmente estavel, qualquer quantidade relacionada a amplitude de transi-
¢do, apenas terd os erros quadraticos e superiores. Com isto, a amplitude da transi¢do pode ser
escrita como,

7O

f—i

(w) = (1| Myg| ') + (N Mgl f) — (N i +w — H|N), (2.14)

com |\) e |\') sendo estados intermedidrios da transi¢do. Considerando-se |i) = | f),

TEL(w) = (8| Mg N') + (A Migli) — (NEs +w = HIX), (2.15)

Os indices sobrescritos e subscritos serdo omitidos por maior clareza de notagao 7'(w).

A polarizabilidade é uma propriedade fisica fundamental que caracteriza a interagdo campo-
particula, por este motivo,relaciona-se a mudancga de energia a perturbagcdo provocada por um
campo elétrico fraco. Da teoria da perturbacdo, tem-se que a expressao para a energia para o
estado fundamental |i) ,

Jis
E=E 4 (; +Z EfwﬂE |>+..., (2.16)
- Lf

sendo HV equivalente a0 momento de dipolo e campo elétrico —a?) F'. Desta forma,

0 a0 (i@ ) (fla]i)T]
E=E9 — (ila |Z>F+{Z Ftw F?4 . (2.17)

Desta forma, a polarizabilidade do sistema pode ser definida como a segunda derivada da ener-

gia,

°E (il @1f) (f1a@]z)
m_ _ =9 ) 2.18
“ <dF2> Z{ Fi+w— By (2-18)
Tem-se a expansdo da energia total do sistema em funcdo do campo elétrico,
o
E=E94+a0F 2’3 F? 4. (2.19)

onde o") sdo as polarizabilidades multipolares do sistema,o primeiro termo da soma do lado
direito, £(°), a energia nio perturbada, o segundo termo a energia perturbada de primeira ordem
(EM), o terceiro a energia perturbada de segunda ordem (E(?). Tem-se que a corregdo de pri-
meira ordem a energia € igual a zero, pois estd fisicamente relacionada ao momento permanente
de dipolo do d&tomo que € nulo.

A energia de interacdo do 4&tomo com o campo elétrico € relacionado ao operador multipolar
My,

My, = Feqrak, (2.20)

onde F' € a amplitude do campo, e a carga elétrica do elétron, ¢ a dire¢do do campo, k a simetria
do campo aplicado. Como o trabalho seré realizado em unidades atémicas, o operador multipo-

lar é multiplicado pelo raio de Bohr a e e=1. Se for utilizado uma fonte de radiacdo que tenha
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uma distancia muito maior que o tamanho do sistema de interesse, é possivel fazer uma apro-
ximag¢do na amplitude desse campo. Supondo tal condi¢do, o campo pode ser expandido em
multipolos. Isso significa, que a amplitude do campo elétrico pode ser considerada como uma
combinacdo de campos elétricos multipolares gerados por distribuicdes especificas de cargas

elétricas, como mostra a Figura 9.

e L1l

Campo de Campo de Campo de
dipolo guadrupolo octupolo
eletrico elétrico elétrico

Figura 9 — Representacdo da expansdo do campo elétrico

O tipo de distribuicdo de carga 2* estd relacionada a simetria do campo k. Se k foriguala 1 o
campo elétrico é gerado por duas cargas, ou seja, um campo de dipolo elétrico (2! = 2 cargas).
Se k for igual a 2, é um campo de quadrupolo elétrico (22 = 4 cargas) e assim sucessivamente.
As regras de selecdo (Secdo 1.4) estdo diretamente relacionadas a essa simetria do campo. Se o
campo tiver simetria k = 1, a transi¢do com maior probabilidade é aquela que possui A/ = +1,
ou seja, transicdes s — p, onde o estado inicial s possui ¢ = 0 e o estado final p possui ¢ = 1.

Relacionando a correcdao da perturbacdo de segunda ordem na energia com a matriz de

transicdo (2.15) e, consequentemente, com a polarizabilidade,
ol (w) = —2T (w). (2.21)

Importante observar que o campo elétrico € tratado como um campo cldssico, cujo com-
portamento particulado da radiacao eletromagnética serd ignorada. Por este motivo, o presente
trabalho tem um tratamento "semicldssico”, onde apenas o dtomo € tratado como um sistema
quantico.

Se a parte radial do estado perturbado |\) de (2.15) for representado por uma combinagio

de orbitais de Slater,

‘Z 20y, 0 ¢>>> (2.22)

€ possivel agrupar os termos da matriz de transicao da seguinte forma,

ZZ (a0 Ko+ a,Cly — a0, Gy (2.23)

Com isso, T'(w) é fungdo dos parﬁmetros variacionais a, € a,. Minimizando o valor dessa

matriz em relagdo a a, obtém-se as equacdes seculares,
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N N
(Z > K- a“/GW) = 0. (2.24)
weoop

Desta forma, é possivel construir um sistema linear com g incognitas, cujo valor estéd pre-

sente em um intervalo de 1 até um tamanho maximo estipulado previamente N, .,
Bll Ce Bleaz aq Al
: : : : = : . (2.25)

BNmaxl e BNmamea:c a’Nmaac ANma:c

Assim, com a determinacdo dos coeficientes a,, € possivel encontrar as polarizabilidades do

sistemas, pois,
(W) = 20,0 (i| Mg | \). (2.26)

2.3 Potencial efetivo

O presente trabalho ird trabalhar com sistemas hidrogendides: o dtomo de hidrogenoide
e o cdtion monovalente do Ba™. Como introduzido para Ln™3, o cdtion Ba™ pode ter sua

configuracio eletronica representada por,

[Ba™] = [caroco]6s’.

onde,
[caroco] = 152222p°35%3p%3d"45?4p°4d 555"

Na Figura 10 é possivel observar a representa¢do do caroco no Ba™t de forma simplificada.

- -~
Nucleo - e Q
/’ .\ / — N
\\ \ I A
I'\ ) ! ; Caroco
7 \ 1
\\ -7 \ /
-- AN 7’
~ ”
NS
H—1s? Bat — [Xe]6s?

Figura 10 — Representacdo simplificada de um dtomo de hidrogénio do lado esquerdo e do fon
monovalente de bério, levando em consideracao o caroco, do lado direito.

Essa representacio se deve ao fato dos elétrons das camada fechada ndo serem relevantes
quimica ou/e fisicamente no presente estudo. Desta forma, leva-se em consideracdo apenas o
elétron da camada de valéncia, o qual é o mais importante na descri¢cdo de interagdes dindmicas

com campos e radiacdes externas. A partir dessa premissa, € possivel fazer uma aproximacao
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nas interacdes desse sistema atomico. Introduzindo interagdes efetivas no hamiltoniano do sis-
tema, € possivel tratar indiretamente a influéncia de elétrons em camadas fechadas e o nucleo,
com o elétron da camada de valéncia. O potencial efetivo poderd ser dividido em trés partes

40
‘/BaJr P

L

VI )+ VI D [eme)(mal, (2.27)
£=0

mg:—e

(Z — Ny)

r

VBat+ = —

nos quais serd introduzido parametros semi-empiricos nas duas dltimas parcelas e a primeira
parcela € aquela representa o termo coulombiano, onde Z € o ndmero atdmico e /N; 0 nimero
de elétrons presente no carogo.

A parcela que represente as interagdes do longo alcance (LLA) estd relacionada a polarizacio
dos orbitais de camada fechada ou "ndo-penetrantes"”, ou seja, é aproximacao relacionada ao
campo elétrico produzido pelo elétron da camada de valéncia e a sua interacdo com o carogo.
Por conta dessa polariza¢do, hd uma mudancga no potencial o qual o elétron sente

o

VEr) = —5 3 f ()% (2.28)

sendo f(r) uma funcdo responsdvel por prevenir a divergéncia do potencial em pequenos valo-
res de r e € escolhida de forma arbitraria para cada sistema de estudo. No presente trabalho, a

funcido de corte escolhida para o sistema de estudo serd,

73

r3 43

f(r) (2.29)

jé o é a polarizabilidade de carogo com valores representados na Tabela 1.

Tabela 1 — Valores de polarizabilidade de carogo para dipolo e quadrupolo

k ak
1 10.61"
2 4596
3 _
4 -

Valores confidveis para polarizabilidade de carogo o* sdo encontrados na literatura apenas
parak =1lek = 2.

A contribuicdo de curto alcance (CA) semi-local contém as interacdes relacionadas a inte-
racdo coulombiana de atracdo entre o carogo e o elétron de valéncia. Ela é considerada como
semi-local, pois ela é dependente do nimero quantico /¢ relativo ao elétron de valéncia,

eXP(—ﬁeTp) '

VEA(r) = (ag + ber + cor?) (2.30)

Os parametros ay, by, ¢, € 5 sdo os coeficientes semi-empiricos do potencial e sdo deter-

minados para cada valor de /. Esses parimetros podem ser estendidos quando € levado em
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consideragdo o spin e o seu acoplamento com o momento angular orbital (L.S). Os valores para

os coeficientes semi-empiricos estdo mostrados na Tabela 2.

Tabela 2 — ParAmetros do potencial modelo semi-empirico do cédtion Ba™ ! 0 termo

"sm"refere-se a "spin-médio", ou seja, sem considerar os efeitos relativisticos

l J a b c 15}

0 sm 13,164 3177 -5,1877467 0,4003807 0,324

1 sm  9,24323025 -2,9225112 0,4535069 0,324
172 7,49547603 -1,6444532 0,1664638 0,324
32 10,5127659 -3,8766865 0,6585307 0,324

2 sm  0,80796019 -1,5186540 0,1006399 0,375
32 0,81833847 -1,6232238 0,1430682 0,375
52 0,79092896 -1,4387559 0,0701797 0,375

>3 sm -54 52,586 549  -49,864 273 2,492
J-172 -54 52,449 280 -50,198 307 2,499
J+1/2 -54 52,656 031 -49,520 733 2,486

Supondo que L é o valor maximo do nimero quantico orbital ¢ dos estados ocupados do
carogo A** e K, é o nimero quantico principal maximo. Desta forma, o nimero de nés da
funcao radial do elétron de valéncia € igual an — ¢ — 1 — K, sendo n e £ 0s nimeros quanticos
relacionados ao elétron de valéncia. Assim, com essa abordagem permite que o para estado fun-
damental do elétron de valéncia ndo possua nenhum nd, garantindo que nenhuma das solugdes
possiveis seja igual a uma fungdo eletronica relativa ao carogo. Dito isto, no potencial de curto
alcance V4 engloba as pseudo interacdes com ntcleo de carga Z com o elétron de valéncia,
levando em consideracdo os efeitos do caroco com N elétrons. Para ¢ < L, o potencial de curto

alcance € repulsivo, as quais as varidveis p e ¢; podem ser relacionadas. Féret e Pascale utilizam
(P, 4:)=(2,0) quando £ < Lee (p, g;)=(1,1).

2.4 Potencial do campo cristalino e a separagao adiabatica

Como dito anteriormente, os lantanideos e demais cations metdlicos, quando confinados em
ambientes quimicos, como por exemplo compostos de coordenagdo interagindo com os ligantes
ao seu redor, podem ter sua espectroscopia explicada através de transicdes que ocorrem devido
a combina¢do de campos multipolares.

As posicdes relativas das espécies coordenantes ao centro metdlico sdo pré-requisitos para
a andlise detalhada do espectro de excitacio e emissdo. Desta forma, usando a teoria do campo
cristalino (TCC) € possivel tratar os ligantes como cargas pontuais e buscar aproximagdes para
entender suas estruturas eletronicas e fenomenologias. Para o presente trabalho, serd utilizado
um método variacionalmente estdvel integrado com a teoria das perturbagdes para obtencio e
entendimento dos valores de polarizabilidade dindmicas multipolares quando o cition monova-
lente Ba™ confinado em campos cristalinos, onde o potencial de campo cristalino v (X, r) pode

ser representado por
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X
v(X,r) = Z ’r_iw (2.31)

Esse potencial v( X, r) é repulsivo entre o elétron da camada de valéncia e as cargas pontuais
(> ao seu redor. Utiliza-se o subindice A como identificagdo da carga, podendo variar de 1 a
X. No presente trabalho, todas as cargas pontuais serdo consideradas equivalentes. Na Figura

11 esta representado um sistema confinado em um campo de simetria octaédrica (X =6).

Sistema confinado
Q4

Figura 11 — Sistema confinado em um campo cristalino octaédrico

E possivel utilizar o teorema da expansao He expandir v(X,r) em uma combinagdo de

harmonicos esféricos,

X +4oo ke

=33 > o fﬁilYkeqC(@A 63)YVieq. (6, 9). (232)

A=1 ke=0 ge=—ke

Os significados para k. € g. sdo similares aos valores de £ € ¢ em uma interacdo de um atomo
com um campo multipolar descrito na Se¢ao 2.2. No entanto, cada carga pontual possuird uma
combinag¢do infinita de campos multipolares e consequentemente k.. Os valores para p- € p-
sdo relativos aos proximos valores que podem ser atribuidos para r € 2. A varidvel p. serd
substituida por r, pois ao comparar o valor médio de ambas varidveis < r > e R), tem-se que
<r ><< Ry >.Desta forma,

X +oo ke

=222 % HQA Rk VT (03, 00)Yig (0,0). (233)

A=1 ke=0 g=—ke

Agrupando as variaveis relativas as cargas pontuais (), e ao elétron de valéncia,

Do ij [ L S N @)H AT kv, (0 ¢>}
A=1 ke=0 go= 2k 4 1 Ryt e ey 2k, +1 At
(2.34)

As cargas pontuais sdo fixas, portanto, pode-se afirmar que os termos relacionados as mes-
mas s@o constantes, portanto pode-se atribuir um parametro cristalino By, que englobe todas

essas variaveis,
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X +oo ke 1
wxn =3 % Bkcqc{ T rchkch(é’,qﬁ)]., (2.35)

onde,

o= |\ T T D 00 60 230
Para que v(X,r) ndo assuma valores complexos, é necessario que By, seja combinado,
onde ele assumird mesmos valores de k., mas diferentes valores de .,
Para g. > 0,

B = —=[Byq.(A) + Bro—g. (V)] (2.37)

1
V2

Isso significa que

1 A Q) A Q) e
(2.38)

B\ o e D Wit 000 + Vi Gr 0]} 239
¢ A

Onde a combinagdo de harmonicos esféricos pode ser simplificada por,

1 47 Q
b= E{ 2% + 1 chiq (‘UZQJZQC(QM%)} (2.40)
c b\
Para g. < O,
B = ——=(Buac(N) = Broa. V) (2.41)
1 47 Q B
B= —ﬁ{ M1 1RT>.\|_1(_1>ZQquc(0>\a du)} (2.42)
c B\
onde,
O 1. (03 63) = [Viego (O3, 63) = Yoo (0, 62)] (.43)
Para q. = 0,

Bi.o(A) = Br,o(N) (2.44)

A mesma combinacio de harmdnicos esféricos deve acontecer em (2.35), portanto,
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X +oo ke

Z Z Z kege |: %Tkgzkcqc (97 ¢):| . (245)

A=1 k=0 q.=
A fim de tratar um sistema confinado em um campo cristalino, serd proposta uma aproxima-
¢d0 que ird consistir numa separacdo da funcao de onda pelo método adiabatico. Esse método

42 43 44 45, e ele

jé foi amplamente utilizado envolvendo o 4tomo de hélio e hidrogénio idnico
pode ser estendido com sucesso para problemas de poucos corpos. O dtomo de hidrogénio con-
finado em um campo cristalino apresenta resultados positivos quando observa-se suas energias
relacionadas >* pelo método hiperesférico adiabatico (HAA), e propde-se que esses calculos
podem ser expandidos para sistemas mais complexos, como o cition monovalente do bario.
Nesse método consiste na separacdo das varidveis radiais e angulares, onde € considerado que a
varidvel radial varia muito mais lentamente que a varidvel angular. Essa consideragdo é andlogo
a aproximacio de Born-Oppenheimer, onde por conta do nicleo ser muito pesado, os elétrons
se movimentam ciclicamente de uma forma muito mais rdpida que o movimento vibracional
do nicleo. Por conta disso, é possivel desconsiderar nos cédlculos o movimento nuclear. Por-
tanto, ao tratar um sistema hidrogenoide confinado em um campo cristalino, é possivel utilizar
essa aproximacao, onde as cargas X de um campo cristalino serdo aproximadamente fixas em
relacdo ao movimento do elétron da camada de valéncia. Desta forma, serd considerado uma
perturbacdo na parte angular, que possuird uma dependéncia radial. A fun¢do de onda pode
ser aproximadamente separada em uma func¢do relacionada a parte radial e uma fun¢do canal

relacionada a parte angular,

U(X,r,0,0) = F(X,r)0,m(X,r]0, ). (2.46)

As fungdes de canal angular 9,,,(X, |6, ¢) formaram um conjunto de uma nova base e se-
rdo expandida em uma combinag¢do de harmonicos esféricos. Todas as importantes propriedades
da correlagdo eletronica estdo presentes nessas fungdes, descrevendo uma evolucgdo lenta para
os valores atribuidos de 7.

Novas fung¢des sdo criadas onde as interagdes e energia relacionadas a esses sistema podem
ser descritas a partir de curvas de potencial do movimento eletronico U, (X, r), relacionadas a
parte angular de estado quéntica v desse conjunto. Desta forma, utilizando as fun¢des de canal
angular na equacao de Schrodinger (2.2), onde serd introduzido uma perturbagao relacionada

ao potencial do campo cristalino (2.45),

h2

2me

VZ4+V(r)+u(X,r) - E|¥(X,r,0,¢)=0 (2.47)

onde h € a constante reduzida de Planck e m,. a massa reduzida do elétron. O valor do laplaciano

V2 podendo ser equivalente 2,

Vi=s —+-—-=. (2.48)

ror 72

* 20 12
)
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onde o operador do momento angular L2,

P o 1 &
2 s PR— —
L= g teotla + Sg a0

Como os harmonicos esféricos sao autofungdes do operador L, convém usd-lo em vez das

(2.49)

diferenciais.
Em unidades atdmicas, obtém-se
#? 20 [P 27
W+;§_T_Q+T_QU(X’r)+2E U(X,r,0,0)=0 (2.50)
O operador UU(X ,1) tem como autofuncdes as fungdes de canal angular e como autovalor
as curvas de potencial UJZ,(X ,T) as quais contém informacdes a respeito do sistema. Ele é

resultado de uma combinagdo do operador momento angular L?ea perturbagdo angular v (X, r)

do sistema,
# 20 U,(X,r) 22
St R L TT LR |U(X,r,0,¢) =0 2.51
87,_2 + r ar 7,,2 + r + ( 7r7 7¢) ( )
onde,
U,(X,r) = L* + 2r%0(X, 1) (2.52)
Pela teoria das perturbacgdes,
U, =00+l (2.53)
onde,
Ul =L (2.54)
€
UL = 2r2p(X,r). (2.55)
Dito isso,
Uy(X, 1) 0y (X, 716, ¢) = Uy(X, 1) 0y (X, 716, @) (2.56)

onde € possivel observar a dependéncia das funcdo de canal angular com a varidvel r.

Esses autovalores U, (X, r) serdo as curvas de potencial que representardo as energias re-
lacionadas da interag¢do do sistema confinado com o campo cristalino.Essas curvas (junto com
acoplamentos ndo-adiabdticos) sdo independentes da energia e, por conta desse fato, é necessa-
rio que seja feita apenas uma vez o calculo dessa grandeza para qualquer que seja o fendmeno,

como por exemplo: propriedades de estados ligados, espalhamento de elétrons e fotoionizagdo.
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Substituindo a separagdo adiabdtica (2.46) em (2.51),

2 20 UlX,r)

= S L 2V(R) + 2B | F(X.r) + [T(X 710, 9| F(X,1) = 0, 2.57)

sendo T'(X, |6, ¢) relacionado aos termos dos acoplamentos ndo adiabéticos. Ao tratar-se de

uma primeira aproximacao, esses acoplamentos nao serdo desenvolvidos neste trabalho.
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3 DESENVOLVIMENTO TEORICO

3.1 Atomo de hidrogénio

3.1.1 Hidrogénio nao relativistico

O cétion monovalente do bario (Ba™) pode ser considerado como um sistema do tipo hidro-
gendide pela utilizacdo de um potencial efetivo e tratamento do sistema considerando apenas
seu unico elétron na sua camada de valéncia. Assim, é de fundamental importancia que seja
estudado o comportamento de um sistema com apenas um elétron na camada de valéncia mais
simplificado, como este sistema hidrogendide.

Portanto, para a obtenc¢ado das polarizabilidades do hidrogénio foi calculada a grandeza ma-
triz de transicdo eletronica 39 para o sistema, obtida pela teoria das perturbacdes (2.15).

De acordo com (2.21), ao resolver a matriz de transi¢do (2.15) € possivel obter as polari-
zabilidades dinamicas. Para que isso seja feito, € necessario o conhecimento dos operadores e
constantes utilizados: M, 1q € 0 operador do campo multipolar, £’ a energia do estado inicial , w
a energia do campo aplicado e H o hamiltoniano do sistema.

Definindo o estado (i| como o estado ndo perturbado,

(il = (e, (r, 0, 9)| = (Be(r)Yem, (6, 9)], (3.1)

e sendo ()| o estado perturbado do sistema jd definido em (2.22).
Tem-se que a parte angular Yy,,,, (0, ¢) € escrita em fung¢@o de harménicos esféricos, a parte
radial R,,,(r) em funcdo dos polindmios associados de Laguerre do dtomo de hidrogénio, e a

parte radial do estado perturbado ®,,(r) em funcdes radiais de Slater (STO), onde r < r/ay,

Q,(r) = Nugr”“ exp(—(r) (3.2)

(20)2u+20+3
Nué/ — /
(2u + 20" + 2)!

A escolha das bases do estado perturbado sdo aproximacdes de orbitais atdmicos, onde é

introduzido um parametro zeta ({) do qual pode ser atribuido quaisquer valores. Como sera
visto mais adiante, a escolha do valor deste parametro estd diretamente relacionado ao tempo
de cdlculo no programa utilizado.

Dito isto, desenvolvimento da equagao serd dividido em duas partes: o cdlculo dos elementos
de matriz do operador multipolar entre o estado inicial e o estado perturbado (i|Mj,|\') e os
elementos de matriz do hamiltoniano do 4tomo de hidrogénio entre os estados perturbados do
sistema (\|E +w — H|X) .
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3.1.1.1 Calculo dos elementos de matriz do operador multipolar entre o estado inicial

e o estado intermediario para o &tomo de hidrogénio

Considerando um campo uniforme de radiacao aplicado na direcdo z (¢ = 0), pode-se rees-
crever o operador (2.20) como M, = ezFFaf . Transformando-o em coordenadas esféricas,

tem-se My, = e(r cos§)F F. Substituindo cos 6 por harménicos esféricos,

>0t

Tratando o campo elétrico F' como um termo relacionado a perturbagdo, sendo igual a 1, é

= <Ww r,0,0) ‘ Yig (0, ¢)r* Fak

U)o 6. ¢>> (3.3)

possivel dividir a integral nas partes relacionadas a parte angular e a parte radial,

N
K'u/ = Z <Yr€mg(97¢)‘%i’¢) }/Z’m’[(ea¢)><Rn@(r) rk (I)#Tm>al“ (34)
p=1 1

sendo Ny, a constate de normaliza¢do do harmonico esférico Yy,
A parte angular da integral contendo 3 harmonicos esféricos (3.4) pode ser substituida pelos

simbolos 3j 40

<Ym<9, g)| Heal?:0)

Yoo (6, ¢>> — (—1)"/RI+ D20 1 1)

¢ kU ¢ k0
00 0)\=my q mj)

Sao esses simbolos 37’s que sdo responsaveis pelas regras de sele¢do em transi¢oes eletro-

(3.5)

nicas. Para que o valor dos mesmos nao seja igual a zero, a primeira condicdo é que a primeira

linha do segundo simbolo siga a seguinte condi¢@o de triangularidade,

- | <k<(+0. (3.6)

Como serd visto adiante, cada simetria do campo k£ esta diretamente relacionada a um tipo
de transicao atdmica permitida, podendo ela ser, por exemplo s — p ou s — d, dependendo do
valor atribuido a k.

A segunda condic¢do, € que a segunda linha do segundo simbolo obedeca a seguinte condi-
¢do: —my +q+ my = 0.

Agora, ja na parte radial da integral (3.4),

(&) ss] [=(2] )
n ) 2n((n+0)")3 n n 37)

n—~0—1 T
(—1)*(n+7¢) 277
[Z n—f—l—x)(2€+1+x)'x‘<n> '

=0

1/2
Rng(T) =
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Para simplificar os célculos, a constante de normalizacdo serd representada pelo simbolo
N,,,. Dito isto,

<Rng(7“) T’k @H(r)> _
r
n—~{—1 T
27r (=1)*(n+¢)! 27r
<Nn€< > ; n—C0—1—-2)120+1+2)lx!l\ n (3.8)
N
exp<—ﬁ> rk a, Nt exp(— CT)>
" 1
Resolvendo a integral em (3.8) pela férmula
n!
/r” exp(—pr) = FerT (3.9)

tem-se

"2z (—1)
ZNnKNWa“n+€ { Z ( ) [(n—f—l—x)!(%—l—l—i—x)!

I r=
} (3.10)

(C+z+k+p+0+1)
Ohktatptl 42
(£+9

Portanto, substituindo os resultados das integrais (3.5) e (3.10) em (3.4),

Ky = (il 1) = S ()" @I+ D@0 + 1) (f; : é)( Con f’,)zvngzvﬂg,mw

» 0 —my q my
"‘fl 22\ (—1)” (C+ath+p+r+11]
n (n—(—1—2)I(20+1+2)lx! Frkrorprire | (O
-9

(3.11)

3.1.1.2 Calculo dos elementos de matriz do hamiltoniano entre os estados intermediarios

do sistema para o 4tomo de hidrogénio
Para resolver a segunda parte da matriz de transi¢ao 7'(w);_,; € possivel separd-la na soma
de duas integrais, ja que F e w sdo constantes: G,,» = (E + w)(A|X) — (A\|H|X). Onde,

E=FE=— (3.12)

A
2n?’

Assim,
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E+w<z ,UZM ng/

onde tem-se que a parte angular, representada pelos harmonicos esféricos Y;,,,, sdo ortonormais,

ZN vty )Y@ (0, ¢)>, (3.13)
ou seja, (Yom,|Yerm,) pode ser representado pelo delta de Kronecker dger € dy7,pm;

1 p Anti . is.
5= { para numeros quantiCos i1guais (314)

0 para numeros quanticos diferentes.

Contudo, as bases escolhidas para representar a parte radial do estado intermediario (STO)

ndo sao ortonormais, assim,

N
o, (r D,/ (r
() <Z T )>5”’5mem;7=
w=1

(14w +20)!
ZZCL [ MZIN 1 ey (2/}/)#4‘# YR (315)
p=1p'=1
Dito isto,
20
(E+w)A\N) = (E +w) ZZ@ Ny Ny~ T 222 i+ p+20)! (3.16)

« L~ (QC)MJru +20'4+1 °
u=1p

Para resolver </\|ﬁ |\’), é necessario definir o operador hamiltoniano. Nesta parte do traba-

lho, o hamiltoniano utilizado serd o hamiltoniano hidrogenoide H,,

. 1 Z
Hy = —§v2 - =, (3.17)

,
onde V? € o operador laplaciano (2.48).Em u.a. é considerado m, = h = 1.

Substituindo (3.17) na integral,

(AH|X) =

Z q)%(r)aﬂ’n’m} (97 ¢)>

=1

N N
®,(r) 102 20 12 A
<Z r ““Yf’mé(e"b)‘_i (ﬁJFFE_ﬁ T

(3.18)

Para simplificar, serd separado em partes a resolucao da integral (3.18). Portanto, o primeiro

termo da soma da integral sera,
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e exp(—crm/me,<e,¢>> _

Wt -1 W+t-1)

B 2

g
St exp<—<r>>.

Resolvendo a integral (3.1.1.2),

N N
* 1 / / / / (N+Nl+2€/_2>!
55 aia N (<5 ) (- 04— )RR

(u+p +20 1))
(2c)u+u’+2£’

(3.19)
(p+p/ +20)

2
+C (2C)u+u’+2£+1 ’

=2¢(p/ + 0 =1)

Agora, sendo o segundo termo da integral,

VX 1 20
Z Z ZCLM'NMNM' (—§> <r“+l,_1 exp(—(r)Y}g/mg/(H,qb)'—a—

ror
p=1p'=1
N N
* 1 pt+e—1
ZZ%QWNMNM’ —5 )" exp(—(r)

=1 p'=1

P () Y (6, ¢>> _

2 + 0 —1) 2%

i+t exp<—<r>> |

r2

Resolvendo a integral

N N
X 1 , (p+p' + 20 —2)! (p+p/ +20 1)
Z; Z:laua/"NﬂN#’ (_§> {2(” +e-1) (20w +2¢ =1 —2 (2¢ )1+ +20 :
p=1p=

(3.20)

O terceiro termo da soma

N N 1 zQ
Z Z N Ny (—§> < WL exp(—Cr) Yorme (6, qﬁ)‘ ~ 7 WAL oxp(—Cr) Yorme (6, gb)>
p=1p'=1

sendo os harmonicos esféricos autofungdes do operador L?, com autovalores iguais £({ + 1),

o+ 1)

r2

N N 1
Z Z GZGH’NMNM’ (_§> <Tﬂ+l,_1 exp(—(r)
p=1p'=1

Resolvendo a integral,

)
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N N
* 1 /(! (N+MI+2£,_2)!
=5 1: > lczuau/NuNu/ (—5) [—e (' +1) oy (3.21)
p=1 p'=

E, por ultimo, o quarto termo da soma,

N N
/ Z / ’
DD it NuNy <7““” exp(—(r)Yome (6, ¢)' = = exp(—Cr) Yeme (6, ¢)> =
p=1p'=1 "
N N
. (p+p 420 —1)!
~ZY Y arauN,Ny AT (3.22)

p=1p'=1

Assim, combinando (3.16), (3.19), (3.20), (3.21), (3.22) e fatorando os termos,

G = NE+w—HN) =

N N
(p+p +20)0 1 (i + w420 —2)!
Z Z Nue Nye { (E+w) (2¢)ptu'+20+1 + B W+ +0-1) (20201

w'=1p=1
At + 20 —1)! (o + ' +20)

! / 2 U+Ml+2€,_2)!
—2 (W + 1) (20)ptn+2t ¢ (2¢)mtm+20+1

(2C)u+u’+2€’—1
(u+p +20 — 1)!} }

(2C)u+u’+2£’

00+ 1)(

+2Z

(3.23)

Dito isto, como desenvolvimento da matriz de transi¢do (2.15) tem-se a combinacdo de K
(3.11) e G, (3.23),

0) \—-m¢ q¢ m,

!

N N
(M+M'+2£')! 1 / / / / (M+Nl+2€/_2>!
- > Nuz’Nu’é’{(E + W)W t3 W+ +0-1) (2C)r 2T

T(w)isi = Z(—l)m\/(%—i— )20+ 1) (é ]({)3 g') ( ( k gl)

=0

n—_{—1 4l - /
anNue/(n+€)!{ Z <%> ’ [( (1) l+zx+k+p+0+1)

n—(—1-2)(20+1+a) Crhtatpt 2
(£+9)

w=1 p=1
p o p 20 =D o (p 200 (e 20 = 2)!
—QC(,U +4 ) <2C)u+u’+2£’ (2C),u+,u’+2£’+1 — <£ + 1> (2<>u+u’+2é’71
(g +20 = 1)1 .
e (20t +2r G

(3.24)
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3.1.2 Hidrogénio relativistico

Para considerar o elétron como uma particula com spin, € necessdrio adicionar algumas cor-
re¢des no desenvolvimento dos cdlculos. Até o momento, ndo foi considerado nenhum efeito
relativistico relacionado ao elétron. Assim, os trés efeitos mais importantes 4 sd0 aqueles re-
lacionados a interacdo do momento de spin e angular do elétron, energia cinética relativistica
e a posi¢do inexata do elétron dentro de uma precisdo comparada ao comprimento de onda de
Compton ().

Para desenvolver o calculo considerando o elétron uma particula de spin, é necessario um
parametro adicional(£) em fun¢do do conjunto das coordenadas de spin, que so fatores de fase.

O estado inicial passa a ser

(1] = (Yntmpsm, (1,0, 0, )| = (Rue(r) Vi (0, 6, €| (3.25)

e o estado perturbado
N
o
= (30
pn=1

onde a fun¢do angular serd agora representada por harmonicos esféricos tensoriais )/ ] (0, 9,9),

ng< 0,81, (3.26)

a fim de ser considerado o momento angular total do elétron j (s + ¢). Como felto para o elé-
tron sem considerar o spin, o célculo aqui também serd dividido em duas partes: o cdlculo
dos elementos de matriz do operador multipolar entre o estado inicial e o estado perturbado

(i| M| X') € 0s elementos de matriz do hamiltoniano entre os estados perturbados do sistema
(AE+w— H|\

3.1.2.1 Calculo dos elementos de matriz do operador multipolar entre o estado inicial e
o estado perturbado

Substituindo a fun¢do do estado inicial (3.25), do estado perturbado (3.26) e o valor do
operador qu (2.20),

KNI = <Rn€( ) ij ¢ 5 ‘ qu

Z Jyim(,6, £>>

(3.27)
Yig(
]m] EANSR ]m] Rn
Z< 6.0.9)| e ]y £>>< e
Importante pontuar que a parte radial da Equagao (3.27) ja foi resolvida anteriormente em

7nlc

(3.10), portanto, € necessario apenas desenvolver a parte angular da integral.

Desta forma, definindo o harmonico esférico yﬂ mJ( ,0,8),
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(o, Z Z (Omgsmg| jm;)Yim, (0, 6) Y, (€), (3.28)

my=—L ms=—s

onde (¢mysmy|jm;) sio conhecidos como os coeficientes de Clebsh-Gordan *®. Assim,

(i 0.0.6)| F-?)

yg/ / > Z Z Z Z gm58m5|jmﬂ>
my=—Lms=—s mj=—t' m;=—s (3.29)
qu(97 ¢)

(C'mys'mi|3'm’;) <Ym (0,9) Neg

Yiomy (0 ¢>>< Yo (€)Y (€)).

em que (Yo, (§)|Yem, (§)) pode ser representado pela Equacdo (3.14).

De modo que

(Imesmy|im;) = (—=1)™ 5 /25 + 1 ( Eos > (3.30)

me Mg m;

Yim, (0, ¢) %}i’@ Yglmz(ﬁ, ¢) ) ja ter sido desenvolvido anteriormente (Equacéo (3.5)), é

possivel desenvolver a Equacgao (3.29),

K,y = (i| M| N) = Z Z 1)ymatmstmytt=stme | /(954 1)(257 4+ 1)(20 + 1)(20 4 1)

me, me ms,mj

14 ' v ! )/ v kv 2N
o) o NoeNoo (0 + 0)!
—my ms My —my ms My 0 0O —my q mt
”i” 22\ (=1) (Ctatk+p++DH ]
n (n—0—1—2)(20+1+z)l! Crhta bt +2 w
(#+¢)

=0
(3.31)

3.1.2.2 Calculo dos elementos de matriz do hamiltoniano entre os estados perturbados

do sistema

Nesta parcela da matriz sdo feitas as correcdes relativisticas através de perturbacdes no

hamiltoiniano e na energia do sistema,

Gy = (M| Bo+ B+ w = (Ho + Hys + Hya + Hparuin)

X> (3.32)

sendo H g o operador responsavel pela interagdo do momento de spin e angular, H,.; a correcao
relativistica da energia cinética, H pguin @ correcdo de Darwin e Hy o hamiltoniano (3.17) ja

trabalhado anteriormente.
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Podendo reescrever a integral como (| E + w|X) — (A|H|\), é possivel verificar que na

segunda parcela, o autovalor de H, foi apresentado em (3.23), portanto € preciso resolver

(5

Separando as corregdes:

a,uy ( 7¢7 5) ﬁLS + ﬁrel + ]ﬁ[darwin

Zq) e )auy]m"( ,<Z>,£)>. (3.33)

w=1

I. Corre¢do spin-orbital

Sendo os elementos de matriz do operador H LS»

<Z @up(P)a ng 0,6,€) 'HL

p=1

P ;(p ), im0, 6, £)> (3.34)

responsavel pela correcdo de energia referente ao acoplamento spin-orbital, tem-se que,

fro=— (8V) '3

2m2c2r \ Or

Entdo, resolvendo a derivada do potencial coulombiano V/,

N 1 Z\ ~ A
Hs=——|=)LS 3.35
sendo c igual a constante velocidade da luz igual a 137,035 999 084 u.a. Nao serd substituido o
valor para a velocidade da luz para fins de simplificacao.

Devido ao fato dos operadores J2, L? e S? possuirem autovalores ja conhecidos, é conveni-

ente expressar os operadores LS nesses termos,

J? ( )

J? = I8+ 8%
portanto,
72 T2 Q2
LS = (/ _Ié -5) (3.36)

Substituindo (3.36) em (3.35) e desenvolvendo (3.33),

(5

ot Z1(J2—L1%— 52
auyj “0,9,¢) Eﬁ( )

Z q)u;(r)au’ ng< Qb §)>

w=1
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2.2 G gl + 1) = 0 + 1) = s(o-+ D] (P40

ro|r3

£'s!

q)u;( )>< yime| yimey,

Como apresentado anteriormente, os harmonicos esféricos tensoriais também sdo ortonor-
mais e como os estado perturbados possuem o mesmo ndmero quanticos,(); | V)¢) = 1.
Basta resolver a integral radial e assim, € obtida a parcela responsdvel pela correcao da energia

do acoplamento spin-orbital,

N N
/A o A+ + 20— 3)!
Eps = Z Z auaﬂ’4_c2[3(9 +1) =00 +1) —s(s +1)] ( (20)nHi+2r—2 ) . 3.37)

p=1p'=1

II. Correcdo energia cinética relativistica

Apesar do sistema apresentado aqui ser um sistema hidrogenoide, onde o elétron trabalhado
tem uma velocidade com valor bem menor que o valor da velocidade da luz, é necessario fazer
uma correcdo da energia cinética do elétron, onde é levado em conta a dependéncia da sua
massa com a velocidade.

A parcela responsavel por essa correcao,

N ® . )
<Z ur(r)alﬁ Z’s’£(0>¢7f)‘Hrel

DAL ¢5>> (3.38)
w'=1

pn=1
A perturbacdo H,.,
A4
2 P
Hre = — . 339
: 8m3c? (3.39)
Pode-se encontrar o valor de p* através do hamiltoniano ndo-perturbado,
]32
{ + V(T)] U = Egt, (3.40)
2me,
P = 2m [Ey — V(1)) (3.41)

Substituindo o valor de (3.41) em (3.39),

A~

Ho = {(2m.[Ey — V(n)]}*.

~8m 302
Usando a regra de produto notdvel do quadrado da subtracao entre dois termos, chega-se no
hamiltoniano equivalente para a corre¢do relativistica,

oon(-2)1 (2)

- 1

rel
4mec2
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Aplicando Flrel no estado perturbado ()| e considerando m, = 1 (u.a.),
1
—— [Eé()\])\’) + 2E,72 <)\‘—

1 1
NY+Z2 (N =N
)7 Ol

r2
Desenvolvendo as integrais, € obtido o valor para a correcdo da energia cinética relativistica,

. L[ o+ p +20)
ET‘el = — Z Z G#CLHI H(’N/jf’@ [EO (2<)u+u’+2€'+1
wooop

(p+p 420 —1)! +ZQ(M+//+2£’—2)!
(QC)/H-/LH—%’ (2<)u+u’+2€’—1

(3.42)
+2E0Z

III. Correcao de Darwin

N
D, (r ot .
<Z MT< )a# g/s’ e((g, ¢7 g)‘Hdarwm

p=1

@, (r) .
§ M J My
r CL“/ 0! (9, QS, f) . (3.43)
w=1

Esse termo de correcdo surge depois que assume-se que o elétron ndo € localizado arbitra-
riamente com precisdao. Quando o elétron como uma particula, para ndo possuir uma incerteza

no momento, ele ndo pode ser localizado mais precisamente que o comprimento de onda de

Compton A\,

h
Ae =

T mec’

Esse comportamento do elétron é conhecido como "Zitterbewegung". Portanto, € necessario
fazer uma correcao do potencial em relacdo da distancia do elétron, devido ao fato de ele nao
ser mais considerado como um ponto no espago, mas sim, algo um pouco deslocalizado devido

a0 seu movimento.

Hdarwin = (344)

Substituindo (3.44) em (3.43),

N . 9
<Z 2ulr) , yimio, m)‘ A

r Am2c? dr dr
p=1 ¢

(I) ’ j’m’
Z HT(T) a#l s’ ‘ (97 ¢7 §)> .

=1

Resolvendo as derivadas e depois integrando por todo o espaco, € obtido o valor da correcdo

da energia respectivo ao termo de Darwin,

(3.45)

(4 p + 200 —3)! (,LL+M,+2€/—2)!:|
EDarwin = -

4¢2 {(“/ +0—1) (2¢) i +20-2 - (20w +20-1

Por ultimo, uma corre¢do deve ser realizada na energia em (A E + w|\'). Por conta da

perturbacdo relacionada a estrutura fina, a energia ird ter uma correcdo de primeira ordem £
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para o estado fundamental, onde £ = E, + E((]l). Assim a Equacdo (3.16) apresentard uma
pequena modificagdo, em relacdo ao novo termo adicionado.
A energia de primeira ordem do estado fundamental € obtida utilizando como base funcdes

hidrogenoides,

E(l) = <n€jmj‘HLS + Hrel + HDarwin’ngjmj% (346)
O resultado da integral (3.46) é um valor bem conhecido na literatura,
1 n 3
EM = — — = 3.47
2ntc®m, (j—|—1/2 4)’ (347)

sendo n=1 e j=1/2, pois estamos lidando com o estado fundamental 1s do &tomo de hidrogénio.
Substituindo-se (3.16),(3.23), (3.37), (3.42), (3.45) e (3.47) em (2.15) e fatorando os termos,

T(w)is = Z Z Z (—1)mattmstmitt=stme /(95 1 1)(25" +1)(20 + 1)(2¢' + 1)

1= gl s,

14 s J 4 s g v kv ¢ kU
—my ms My —my ms My 0 00 —my q ml
n—[—1 x—|—£
27 (—1)*
, ! il
anNM(n—i_g){xZ:O <n> [(n—ﬁ—l—x)!(%—i—l—l—x)!
(L+z+k+p+0+1)
(+htatp+l+2 A
9

, . EyuZ 200 —1)!
_ZZNM’N/M’{ [Z—C(M +0) — Co2 1 [(M —i(_glé):ru’we' >]

¢ EG) [(u+p 200

| [t

W+0)W+0-1)—-00+1) Z* Z¢] [(p+p +20 —2)!
2 - @ @ (2€)u+u’+2£’—1

{Z(j’(j' D)) (s 1)~ (W~ 1>>} } |

4c2 BH

+

_I_

(3.48)

3.2 Cation monovalente de Bario Ba' em um campo elétrico

A medida que o sistema de interesse aumenta seu nimero de elétrons, os célculos vio se
se tornando cada vez mais complexos com um alto custo computacional, tornando impossivel
encontrar solugdes sem o auxilio de aproximacdes.

O sistema desenvolvido no presente trabalho € o cition monovalente de bario Ba™. O ele-

mento bario possui 56 elétrons em suas camadas, desta forma, seu cdtion monovalente possuira
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55 elétrons. Esse sistema poderd ser considerado, de certa maneira, como um sistema hidro-
genodide, cujos cdlculos serdo similares. Devido seu unico elétron na camada de valéncia 6s,
os elétrons das camadas fechadas internas fardo parte do que serd chamado de "core"ou "ca-
ro¢o".Assim, junto com nucleo, suas interagdes em relacdo ao elétron da camada de valéncia
serdo levadas em consideragdo como um todo. Para que se compreenda a dindmica do cation

monovalente Ba™, seu hamiltoniano serd representado como

. 1
Hp,+ = —§v2 + VBat, (3.49)

onde o potencial efetivo relativo ao cédtion Vp,+ estd representado em (2.27).

Para o desenvolvimento dos célculos do bério, serd utilizada também a matriz de transi¢ao
(2.15), no entanto, algumas modificacdes serdo acrescentadas em relacdo ao desenvolvimento
dos cdlculos realizados para o hidrogénio.

Serdo feitas, de modo geral, quatro modifica¢des, sendo elas: introducdo de um novo poten-
cial Vg,+, uma energia relacionada ao estado fundamental do Ba™, valores da fung¢do radial do
estado fundamental e uma corre¢do no operador multipolar.

Primeiramente, é importante identificar que a funcdo de onda da equacdo de Schrodinger
(2.1) pode ser separada em parte angular e radial, o que ocasionard em uma equacdo diferencial
ordindria de segunda ordem radial, sendo escrita como,

2
% + %d% — 6(671——12—1) — 2Vpe+ +2E | R(r) = 0. (3.50)

Para obter a energia do autoestado fundamental e a solucdo numérica da funcdo faz-se a
analise em pontos notdveis de (3.50). Investigou-se o comportamento assimptotico das solugdes
para valores de  — 0 e  — 00, além de calcular também a regido intermedidria de 7, que sera
representada como ¢(r), obtendo-se a solugdo total pelo produto das fungdes destes pontos

notaveis,

X(r) = Ro(r)g(r) Roo(r)- (3.51)

Parar — 0,

2 9 1
i | £ 24 _He+D) Ry(r) =0, (3.52)

a—0 | dr?  rdr r?

os termos de maior contribui¢do sdo aqueles que possuem 2.

Assim, a solu¢do da equagao (3.52) é

Ro(r) =" (3.53)

2

Ja no limite assintdtico, todos os termos inversamente proporcionais a r ou r“ sdo de menor

importancia, assim,
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: d?
:clggo {W + QE} Ro(r) =0, (3.54)
da forma que sua solugdo é,
Roo(r) = Ny exp(—kr), (3.55)

sendo k£ uma constante.

Para encontrar o valor de k substitui-se a solucao (3.55) em (3.57),

z—o0 | dr?

aplicando a derivada segunda na fung¢do exponencial,

d2
lim [— + ZE} N exp(—kr) = 0, (3.56)

T—r00

lim [kg + QE} Ny exp(—kr) =0, (3.57)

Como a fun¢do exponencial ndo pode ser igual a zero, tem-se que,
d2
lim |— +2F| =0, (3.58)
z—oo | dr?
assim,

k=+v—-2F (3.59)
Substituindo (3.51) em (3.50),

2 2d  ((0+1)

dr?  rdr 72

¢ possivel verificar que hd duas incdgnitas a serem descobertas, sendo elas a fungdo g(r) e a

— 2Vpa+ (1) + QE} Ro(r)g(r)Ru(r) =0, (3.60)

energia I~ do autoestado.

3.2.1 Energia Fp,+ e fungao radial numérica g(r)

Primeiramente, o valor da energia F foi encontrada através do procedimento chamado de
"Matching"49 (Apéndice A).

A funcdo de onda € propagada numericamente de » = 0 até um ponto escolhido arbitraria-
mente que serd chamado de 7,4, utilizando o método de resolu¢do numérica de Runge-Kutta
de 4* e 5* ordem (7, ,.,., ) - A func@o serd também propagada no sentido inverso, a partir de
um valor que serd chamado de 7,,,.,, que serd determinante no valor da convergéncia da energia,
até o valor de 7 aten (Trp0n -1 aron ) -

No ponto que é chamado como "match", sdo aplicadas condi¢des de continuidade para fun-

¢do de onda e a sua derivada primeira, desta forma,

=Q, (3.61)
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considerando que x(7)_, é fung@o propagada de 0 até o 7,,4.n € X (7). é fung¢do propagada
inversamente, ou seja, de 7,4, até Taen- X' (1) representa suas respectivas derivadas primeiras.

Assim, a energia € proposta por,

_ElQZ - E2Q1
Ql - QZ

de modo que FE; e E5 sdo dois valores iniciais de energia propostos arbitrariamente.A energia

E, = (3.62)

FE,, obtida sera substituido no valor de F; e serd calculado um novo determinante. O resultado
serd dado como concluido quando o valor do determinante () atingir o critério de convergéncia,
neste caso uma diferenca de 10~? u.a. entre valores sucessivos de E,,.

Uma vez obtido o valor da energia do estado fundamental, € necessario os valores da fun-
¢do g(r) utilizando também a resolu¢do numérica de Runge-Kutta de 4* ordem com condi¢des
iniciais presentes no Apéndice B. Desta forma, é possivel obter a funggo radial x(r) (3.51) e

entdo calcular seus valores para um determinado intervalo de Ar.

3.2.2 Matriz de transicao para o cation monovalente de bario

Uma vez com os autovalores da energia e da func¢do, ja é possivel calcular a matriz de
transicdo (Equacgdo (2.15)). O novo operador multipolar qu possuird uma correcdo devido a

polarizacdo do carogo e serd representado por,

- - aF
My = qu{l - TT?H]E(TF}’ (3.63)

sendo M, kq O operador multipolar j4 apresentado anteriormente (2.20).

Portanto, a representacdo a primeira parte da matriz de transi¢do sera,

Ky = (i| Mg \) =
~ ng ’
/drd9d¢r2x('r)ngg(9, (b)qu{l — rTilf(r)%“} Z a0 Nt T2 exp(—Cr) Yo, (6, ¢).
o
(3.64)

Primeiramente, as integrais relacionadas a parte angular serao representadas pelos simbo-
los 35’s. Como os valores atribuidos para a parte radial do estado inicial y(r) foram obtidos
de forma numérica, € necessdrio que a integral realizada também numericamente. O método
numérico escolhido foi o Método dos Trapézios, onde a ideia € dividir a 4rea entre a funcao
que se deseja integra e o eixo da abscissa em pequenos trapézios. Em seguida, suas dreas serdo
somadas, obtendo a integral numérica da 4rea desejada.

A segunda parte da matriz de transi¢ao (2.15) ndo possui modifica¢do na suas autofungdes
sendo considerado, como no dtomo de hidrogénio, os estado perturbados |)\). Portanto, em
(M(Epa+ + w — Hpa+)|N), a modificagdo dos cdlculos, quando comparado aos desenvolvi-
dos para o hidrogénio, se d4 na introdu¢do do hamiltoniano (3.49), com os respectivos termos

relativos ao pseudopotencial semi-empirico (2.27), portanto, pode-se separd-lo em trés partes,
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X>, (3.65)

r
\ ak r3 2
 Qp2k+2 r3 43

eXP(—@sz>

(-

N > (3.66)

<)\ (ag + ber + cgr?)

Por conta das varidveis radiais estarem no denominador em (3.66) e (3.67), torna-se im-

x>. (3.67)

possivel que suas resolugdes se dé utilizando (3.9), portanto, as integrais ndo serdo resolvidas
por hora, sendo representadas como a somatéria das mesmas. No entanto, vale ressaltar que as
mesmas serao resolvidas posteriormente.

Desta forma,

N N
- 3 ¢ (p+p + 20!
GHH, = <>\|EBCL+ + W — HBCL+|A/> - 1 . Nuf’NM/f'{ (EBa+ + w + E <2C)M+M/+2gl+1
W=l p=

(p+ @ +20 —2)!
(24’)#4’#/4’2[/71

(u+p +20 —1)!

(20 )ntr+20 o

2

(p+p' +20)!
(2C),u+,u’+2£’+1

ra[o e ey

+¢ = 2[(Z = Ni) = ((u+ )]

- p - 2 ! !
/dr(ag + ber + cﬂz)exp( BZ. <) PP oxp(—2¢r)
T 1

o PN e
+/dr2r2k+2 (r3—|—7"3) rHTH exp(—?(r)}auaul

(3.68)

Assim, para obter-se a matriz de transi¢do para o cation monovalente de bario basta somar
(3.64) e (3.68),
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—my q m,

(k0 (kU
ZWN V(20 +1)(20' + 1) (0 0 o)( ,>

~ Qe Y
/ dTX(T)qu{l L

%\ (p+ ' +20)!
+ZZ Z!Nulel{<EBa+ +w+ —= 9 (QC)N+M/+2£/+1

w'=1p=1

LU o L + !+ 20— 2)! (3.69)
+§ {(M TOWHE=1) = HE+1) (u(2<§u+u’+2€/1 )

(n+p +20 —1)!
(20)mHw'+2¢0 B

(p+p +20)!
(2()u+u’+2£’+1

- p - 2 i !/
/dr(ag + ber + Cg?”Q)exp( 62. CT)T“J’_“ 20 exp(—2(7)
71 (A

d ak re : pp 420 92 *
r 5ok \ 73 4,8 r exp(—2(r) oo
C

3.3 Cation monovalente de bario Ba™ confinado em um campo cristalino inserido em

+? —2[Z = Ni = ¢(p+ )]

um campo elétrico

Nessa Sec¢ao serd desenvolvida a matriz de transicdo para o cition monovalente de bario
Ba™ confinado em um campo cristalino octaédrico (X=6). O desenvolvimento tedrico ird seguir
a mesma légica que para o Ba™' na Se¢do 3.2, no entanto, ainda serd necessdrio fazer algumas
modificagdes. Por conta da complexidade dos célculos, serd apenas considerado um campo
elétrico de dipolo (k=1) com parametros semi-em empiricos nao relativisticos.

Primeiramente, a parte radial funcdo de onda do estado inicial e da energia (2.57) precisa
ser obtida numericamente através do método de Runge-Kutta de 4* e 5* ordem com condi¢des
iniciais presentes no Apéndice B. O mesmo procedimento que foi realizado para a obtencdo da
fun¢do (3.50), no entanto, serd acrescentada o autovalor referente a curva de potencial U, (X, r)
por conta do campo cristalino agora presente. H4 uma solu¢cdo numérica para a parte radial

diferente para cada valor escolhido de Ry e X.

3.3.1 Funcao de canal angular

O estado intermedidrio da matriz de transi¢do |\) continuaré tendo sua parte radial repre-
sentada pela combinacao de orbitais de Slater. J4 na parte angular o estado perturbado e inicial,
serd considerado as fungdes de canal angular apresentadas na Sec¢do 2.4.

Desta forma,
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N (r)
A) = . ﬁvm ) 97 . 3.71
A ;:1 . (X,710,¢) (3.71)
Pode-se obter as funcdes de canal angular por meio da teoria das perturbacdes (Secdo 2.1),

portanto a funcdo de onda perturbada em primeira ordem para um estado nao degenerado €&,

Jom (X, 7]0, 8) = Yo (0 Z 3 Z Z u'frl;’f)i&)ﬁ”;( Dy, .(0.)

u=0 m’'=—u, v=0 m'"=—
(3.72)

Para resolver (3.72) € necessario desenvolver a segunda parte a direita da equacao, assim

(Yom(8, 0)|2r*0(X, 1) Yim (6, 6))

41

= (Yonl0.00257 3 B (O Vi (6,6)Yin(6.0) ) =

< A;q UV 2k r 1 (3.73)
=D [2Bkcqc<A><—1>%<2u+1>rk+2 A N B }

N 0 00 -m q m

Assim, substituindo (3.73) em (3.72),
B (X, 716, 0)
Yum<0:¢)_

3.74
S T I
Y, .

u(u+1)—v(v+1)

>

Ake,qe,m,v

Pode-se agrupar essa fracdo multiplicando o harmdnico esférico em uma constante <A};ch>,

B (V) (3 , 3) <m ) m“/)}

(ARie) =
ede uw(u+1) —v(v+1)
Para evitar uma soma infinita de harmonicos esféricos, é possivel fazer uma avaliagido dos

(3.75)

valores de (A", ). De forma que, se o valor do mesmo foi muito pequeno, ele pode ser consi-
derado irrelevante para o desenvolvimento dos cédlculos. Na Tabela 3 estdo os valores para os
primeiros termos diferentes de zero quando ¢.=0 para v = 0 (estado fundamental) e para u=1
(estado p) em um campo de simetria octaédrica (X=6).

Desta forma, a corre¢do em primeira ordem da func@o (6, 7|0, ¢) pode ser representada

por,

Poo(6,716,6) = Yoo(6,0) + > (Al)r*Yi0(6, ), (3.76)

Ake,qe,mv
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pois, ao observar os valores de (A}";) para o estado fundamental, apenas o valor para k=1 é
relevante.
4 a funcdo perturbada para o estado p, os termos relevantes sdo aqueles relacionados ao
Jaaf turbad tado p, os t levant 1 1 d

v=0ev=2para k =1,

7910<67 7"’9; ¢) = }/10(97 ¢) - Z <A(1)(1)>ch+2}/00(07 ¢) - Z <A%(1)>ch+2}/20(97 (b)
NkeyGe,mv Nkeyqe,m,v

(3.77)

Tabela 3 — Coeficientes (A}")) das fun¢des perturbadas em 1* ordem do estado s e p. Rg=10

u.a..
u =0 (estado s) u =1 (estado p)

v ke (4i0) v ke (Airo)

1 1 029252752061072 0 1 0,8775825618 102

2 2 0436817819810* 2 1 0,1755165124 1072

3 3 0888819552610 2 3 0479962558110°

4 4 0909879662010 3 2 03369737467 10*

5 5 -0,102598337410® 3 4 0311958741410°°

6 6 -0,124764642010° 4 3  0,790061 8243 106

7 7 -0976231897610° 4 5 -0284995381710°8

8 8 -0,6154226845107'2 5 4 0,886246424210°8

9 9 -0303950227410°1% 5 6 -0,3062404848107°

10 10 -0,8168538617107** 6 5 -0,106544427310°8
6 7 -0220778598510°1°
7 6 -0,1358548324107°
7 8 -0,1312901727 10!
8 7 -0,1102567791 10710
8 9 -0,620671472810713
9 8 -0,715539293410°12
9 10 -0,1612211569107'4
10 9 -0,3618455088 10713

3.3.2 Matriz de transicao do cation monovalente de bario confinado inserido em um

campo elétrico de dipolo

Uma vez que j4 discutida e desenvolvida as fun¢des radiais e angulares, a matriz de transi¢do

(2.15), nesse caso, terd a adi¢do no seu hamiltoniano o operador referente ao campo cristalino
v(X, 1),
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T(w) =
N
< (X, 7)000(6, 70, ¢ ’Mk Z awﬁw (6,70, )>
pn=1
N N
P D, (r
<Zl ,u’[“ aulﬁlo 6 T’|9 ) EBa+ +w — (HBa+ +U X 7‘ Zl MT( (1“1910 6 T|9 )>
W= p=

(3.78)

Assim, substituindo (3.76) e (3.77) em (3.78),

T(w) =

au[Y10(0, ¢) — (Afg)r* Yoo (0, ¢)—

(A2 A2V 0, ¢>]>

_< > ) e [¥r0(6. 6) — (ABYH2Yi0(8, 6) — (AZ)rH+2Y30(0, 6)

— T
- x 1q> (r)
Epo+ +w — [Hper —0(X,1)]] Y “r a,[Yio(0, ¢) — (Afp)r**Yoo(6, ¢) — (Afg)r*+*Yao(6), ¢)]>
pn=1

(3.79)

Por conta da ortonormalidade, apesar de surgirem diversos termos por conta das multiplica-
¢oes entre o somatorio de harmonicos esféricos, os tinicos termos que serdo diferente de zero sao
aqueles referentes a (Yoo (6, 9)|O[(Yoo(8, 9)), (Yo (6, 6)|O1(Yor (6, 6)) € (Yoa(68, 0)| O] {Yo2(6, 9)),
onde O é um operador genérico.

Primeiro substituiu-se as func¢des de canal angular para depois resolver o potencial do campo
cristalino v(X, ). Importante apontar que a constante By, () presente em v(.X, ) depende
do niimero quantico secundério v relacionado ao estado perturbado |\).

Na Secio 2.3, foi demonstrado que o somatdrio do operador momento angular e do potencial
do campo cristalino, podem ser representados pelo operador U (2.52), onde ambos possuem

como autofung¢des as fungdes angulares,

Up(X,7) = (Yo (0, ) |12 + 2r20(X, 1) Yo (0, ) =

= 1
v(v+ 1)+ (3.80)

X +4oo ke
NS 3 B |y gy Vi 6.0)
A=

1 k'c 0 QC:_kc

Yon(6.0))

(it

Resolvendo Uél)(X JT)s
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X +oo ke
U0 =2 Y B B (V6,0 |y 5 Vi 610

A=1 k=0 gc=—k.

Yon(8.0)).

(3.81)

A integral composta por trés harmonicos esféricos serd substituida por simbolos 35’s € nos
célculos presentes nesse trabalho para uma primeira aproximacdo serdo considerados apenas

qC:O,

X
UD(X,r) =23 r2 By (20 + 1) <S ke “) ( v ke U). (3.82)

Py 0 0 -m 0 m

O pardmetro By, 4. ja foi definido em (2.36). Para B, a energia relacionada a curva de
potencial ird sofrer uma altera¢do proporcional a @)/ Rﬁ”l.
Os elementos de matriz do operador multipolar entre o estado inicial e o estado perturbado

da Equacao (3.79) serdo representados pela letra K/,

Ky= > aM/NM{ / drdfdoF (X, 1) Yoo(6, ¢) My 2 exp(—2¢r)Yio(6, @)

Azk(27QC)/"‘

—(Ap) / drdfdr*=** F(X,r)Yio(6, ¢) My ™" exp(—2¢r) Yoo (6, ¢)

—(4jp) / drdddgF (X, 1) Yoo (0, §)r' ™ My r 42 exp(=2(r) Yao (6, 6)

—(Ap){A1p) / drF(X,r)Yio(8, @)r'=t> My r 20 exp(—2¢r) Yoo (6, ¢)r'e

—(Afp)(Arp) / drdddgF (X, 1)Yi0(6, §)r**? My r 42 exp(=2(r) Yao (0, ¢)ch+2}-
(3.83)

Nesse caso, serd usado o operador multipolar M}, sem considerar a corre¢do a polarizabili-

dade do carogo ... Assim, substituindo os harmdnicos esféricos por simbolos 3;'s,

e g nliralt (8

A7k07QC7H’

[ PO exp(-20r)lr? — (AR — (AR (AR

0 k 2 0 k£ 2 / ~
—<A1§>(_1)mﬁ( ) ( ) / drF (X, r)pretitn 2ok t2 np o exp(—2(r)
0 00 -m q m

—<A%><A}3)(—1)m\/§ (1 k 2) ( 1 k 2)/dfr’F(X,T)TQkC+M+M/+2U+k+4queXp(—QCT)}-

00 0/ \=-m q m
(3.84)
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Ja os elementos de matriz do hamiltoniano entre os estados perturbados do sistema da Equa-

cdo (3.79) serdo representados pela letra G* >

1/0* 290 Ui (X,
aH/YIO gb)‘ - 5 (_ + ;_) +VBa+ - M

or?

= (22

,
pn=1
1/ 20 Uo(X,7) | o= (1) - (38
5\ 52 + ror VBat 2 Z . CL;LYOO(HNb) ¢
pn=1
N
(1) ) 1 /0> 20 Uy(X,r)
+<Ai3>2< Z Mr a, Yoo (0, o)ret? 3 (ﬁ + ;5) + VBay — 2

Os célculos relacionados as derivadas da parte radial ja foram discutidos previamente € os
valores a serem atribuidos a U, (X, ) sdo referentes ao desenvolvimento da Equagdo (3.80).

Para fins de simplificacdo, a seguir os elementos de matriz G, serdo separados para cada

valor de v.
Para v=1,
2 /
(1) _ G\t +2)0 1 3 (u+u)
o (141 +2)! (p+p +1)! 1 k. 1 1 k.o 1
- — 2(Z - N;) — 1)|~———| — 368
+C (2C)M+Hl+3 + [( Z) g(/l"" )] (QC)M_;'_#/_;'_Q 36 kO 00 0 —m 0 m

(4 p + ke +4)!
(Qc)u+u’+kc+5

)exp(—ﬂrp —2Cr)

rd

- /drd@dgb(al + byr +cr? P exp(—20T) }a;*tau/.

(3.86)

Parav =0,

2 +u +2k.+4) 1[, +p + 2k, + 2)!
G = Z (A10)° MON'O{(E%-QH—C)(M a )+—{u(u—1)(u a )

2kt s ' +2kc+3
s 2 (2Q)ptr'2ket 2 (20t 2het
(1o + 1/'2k, + 3)! 0 k. 0 0 ko O

2(Z — N;) — 1 ; — 368,
+2[( ) — C(p+1)] (20t +2ke+4 k0 00 0 —-m 0 m

w+ p 4 3k, +4)! exp(—pr? — 2(r , .
( [0y ) dr(ag + bor + cor?) ( o )rl“rﬂ F2ket6 oxp(—2(7) ana,,

(3.87)



65

e finalmente para v = 2,

2 /
2 _ 2: 1212 ¢*\ (p+ p + 2k, + 8)!

2
/\»kcﬂlc#

30+ D g UL T O iz )

(1 + p + 2k, +7)! 2 ko 2\ [ 2 ko 2
e RTINS,

-m 0 m

(u+ p' + 3k.+ 8)!
(zg)u+u’+2kc+9

B —2 ,
— /dr(aQ + bor + co1?) ezl ﬁrq. CT)T“*“ F2ketd exp(—2(r)}a;iau/.
r 7

(3.88)

Dessa forma, a forma final da matriz de transi¢do serd a combinacao de (3.84), (3.86), (3.87),
(3.88),

1 2 3
T(w) =Ky — (G + G2 +GP). (3.89)
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4 POLARIZABILIDADES DINAMICAS PARA O ATOMO DE HIDROGENIO

4.1 Escolha do valor do parametro zeta

Com o desenvolvimento da grandeza matriz de transicdo na Equacdo (2.15), € necessério
escolher valores do parametro arbitrario zeta ({) para que fosse minimizado o tempo do calculo
do programa. Como célculos foram desenvolvidos a partir de sistemas hidrogenoides, escolheu-
se fazer o teste de convergéncia para zeta para o dtomo de hidrogénio, e assim, o valor que serd
usado para o d&tomo de hidrogénio, serd usado para o ion bario.

Deste modo, foi feito o cdlculo da quantidade de STO necesséria para a convergéncia do
valor da polarizabilidade do dtomo de hidrogénio em fun¢do de diferentes valores de zeta. Os
valores de w foram escolhidos de forma que se obtivesse um panorama do comportamento da
convergéncia em diferentes faixas de energia do campo elétrico. O cédlculo (Apéndice D) e a
plotagem grafica foram realizados nos programas "Maple 17"(!) e "Origin 2018"(?), respectiva-

mente.
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Figura 12 — Convergéncia de o!(0,00) em fun¢do do pardmetro zeta para diversos campos
(k=1,k=2,k=3 e k=4)

1
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https://www.maplesoft.com/
https://www.originlab.com/
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Figura 13 — Convergéncia de ! (0,10) em fungdo do pardmetro zeta para diversos campos
(k=1,k=2,k=3 e k=4)
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Figura 14 — Convergéncia de f’(0,20) em fungdo do pardmetro zeta para diversos campos
(k=1,k=2,k=3 e k=4)
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Figura 15 — Convergéncia de !(0,30) em fungdo do pardmetro zeta para diversos campos

(k=1,k=2,k=3 e k=4)
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Figura 16 — Convergéncia de !’(0,40) em fungdo do pardmetro zeta para diversos campos

(k=1,k=2,k=3 e k=4)
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Figura 17 — Convergéncia de of’(0,45) em fungdo do pardmetro zeta para diversos campos
(k=1,k=2,k=3 e k=4)
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Figura 18 — Convergéncia de !’(0,49) em fung¢do do parimetro zeta para diversos campos
(k=1,k=2,k=3 e k=4)

Analisando as Figuras 12-18, € possivel observar que para cada valor de w realizado, existe
um valor de zeta onde a quantidade de orbitais de Slater utilizado € minima para uma conver-
géncia de 10~ do valor da polarizabilidade. E possivel afirmar que os melhores valores de zeta

estdo na faixa entre 0,7 e 1,0. A Figura 12 mostra que para w = 0,00, para todas as simetrias do
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campo elétrico calculado nesse trabalho, é necessério apenas 2 STO’s para a convergéncia do
valor com uma precisdo de 107! para (=1,0. Assim, o valor escolhido para os cdlculos desse
trabalho € de ( = 1,0.

Os valores da convergéncia das polarizabilidades para cada valor de k nos valores escolhidos

de w estdo representados nas Tabelas 4 e 5.

Tabela 4 — Valores de convergéncia para polarizabilidades dinamicas do hidrogénio para k=1 e
k=2 em determinadas frequéncias do campo elétrico w

aq Qi
w=0,00 4,500 000 000 000 000 000 00 15,000 000 000 000 000 000 00
w=0,10 4,784 300 342 997 543 878 89 15,519 764 398 805 022 718 59
w=0,20 5,941 674 860 994 536 844 35 17,367 110 025 767 313 453 08
w=030 10,563 888 867 155 004 180 66 22,014 652 590 993 205 652 35
w=0,40 -16,822 645354493 68290444 40,462 689 612 717 254 173 82
w=045 -17,646935095 099 22593624 -59,084 451 738 149 533 050 31
w=0,49 -27,696484 078 991 721 957 18 -202,017 458 855 360 608 139 62

Tabela 5 — Valores de convergéncia para polarizabilidades dindmicas do hidrogénio para k=3 e
k=4 determinadas em frequéncias do campo elétrico w

a3 Qg
w=0,00 131,250 000 000 000 000 000 00 2126,250 000 000 000 000 000 00
w=0,10 134,679 646 529 008 080 462 66 2173,043 742 153 913 863 971 47
w=0,20 146,370 655096 143 512 64646 2329,241 838 004 520 885 273 80
w=0,30 172,569 259 069 953 641 213 07 2660,631 370 049 389 22021271
w=0,40 241,298 639 667 119 243 827 56 3406,153 699 706 644 035 065 76
w=0,45 364,915215041486933 53250 4287,612749 068 131 515477 25
w=0,49 -783,656 515481568 31393390 1475,761 703 107 781 036 682 49

4.2 Polarizabilidades dindmicas nao relativistica para o atomo de hidrogénio pelo mé-

todo variacional-perturbativo de 22 ordem

Sabendo-se que a polarizabilidade dindmica estd diretamente ligada a grandeza matriz de
transicdo na Equagdo (2.21), com o resultado na Equacdo (3.24) € possivel calcular as pola-
rizabilidade dindmicas do hidrogénio em funcdo da energia do campo no programa "Maple
17"(Apéndice E). Para o 4tomo de hidrogénio foi estipulado um N,,,, igual a 200. A condi-
cdo de convergéncia para os valores das polarizabilidades foi: a diferenca entre o valor final e
o valor anterior deveria possuir um valor igual ou menor a 10~. Caso o valor ndo seguisse
essa condicao, o programa adicionaria mais um STO, aumentando assim o tamanho da base
enquanto a condicao nao fosse satisfeita ou atingisse o valor de N,,,,. O passo escolhido para
os cdlculos foi de Aw = 1073, diminuindo para Aw = 1077 nas regides de ressonancia. Nas
Figuras 19-22 estdo representadas a resposta eletronica do atomo de hidrogénio para diferentes

campos multipolares.
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Figura 19 — Polarizabilidades dindmicas nao relativisticas de dipolo para o &tomo de hidrogénio
(k=1). As transi¢des observadas sdo do tipo 1s — np.
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Figura 20 — Polarizabilidades dinamicas ndo relativisticas de quadrupolo para o dtomo de hi-
drogénio (k=2).As transi¢des observadas s@o do tipo 1s — nd.
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Figura 21 — Polarizabilidades dindmicas ndo relativisticas de octupolo para o dtomo de hidro-
génio (k=3). As transi¢des observadas sdo do tipo 1s — nf.
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Figura 22 — Polarizabilidades dindmicas nao relativisticas de hexadecapolo para o dtomo de
hidrogénio (k=4).As transi¢des observadas sdo do tipo 1s — ng.
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Ao observar os graficos obtidos, é possivel relacionar as regides onde a polarizabilidade
tende a +00 e —o0 a transi¢des eletronicas. Isso acontece quando a energia do campo se iguala
a energia de uma transi¢cdo eletronica. De acordo com as regras de selecdes, para um campo
k = 1 as transi¢Oes permitidas sdo as transicdes s — p. Isso acontece pois a integral de trés
harmonicos esféricos representada pelos simbolos 3;7’s na matriz de transi¢do na Equacdo (3.24)
s6 é diferente de zero, de acordo com a Equagdo (3.6),se [0 — ¢'| <1 <0+ /.

Assim, na Figura 19 € possivel identificar as transicdes 1s — np. Onde a primeira resso-
nancia € relacionada a energia de transicao entre os estados 1s e 2p, a segunda € relacionada
aos estados 1s e 3p e assim por diante. Seguindo a mesma logica, nas Figuras 20 - 22 € possivel
observar a resposta do dtomo de hidrogénio em campos de quadrupolo, octupolo e hexadeca-
polo, com as transi¢des 1s — nd, 1s — nf e 1s — ng, respectivamente. Os valores para
w nas regides onde ol (w) — +oo obedecem Aw = FE; — E; em unidades atdbmicas, onde
E, = —Z/n?. Por exemplo, a primeira ressonancia na Figura 19 acontece em w=0,375 000 0
u.a., onde £y =-0,125 000 0 u.a. ¢ £; =-0.500 000 O uv.a. .

Dalgarno e Lewis 39 obtiveram a seguinte formula para a polarizabilidade estdtica « ndo

relativistica,

(k+2)(2k+1)! 1
22kk' q2k+1 :

a(0) = 4.1)

Desta forma, os resultados para as polarizabilidades estaticas o’ (0) obtidas com precisdo

de 10" presentes nas Tabelas 4 e 5 estdo de acordo com os valores obtidos através da Equagio
4.1).

4.3 Polarizabilidades dinamicas nao relativistica para o 4&tomo de hidrogénio por um

calculo alternativo analitico

O cdélculo tedrico das polarizabilidades dindmicas vem sendo feito por um método ab initio,
onde utilizou-se um método variacional-perturbativo de 2* ordem como uma aproximacao da
energia do 4tomo. Considerando e baseando-se nos valores ja calculados, foi possivel encontrar
uma expressdo analitica alternativa para as polarizabilidades dinamicas o (w) (Apéndice F).

Para um campo uniforme de dipolo elétrico (k=1),

2
T w T w T/ w
a(w) = a1(0) + ;aniA—En tan {5 (AEH>] + tan B (AEn) , (4.2)

onde a,, ¢ uma constante igual a 2(AFE,, — AFE,,_1), onde AF ¢ a energia de transi¢do de um
subnivel de energia para outro e a(0) é a Equacéo (4.1). O célculo foi feito para n = 8, o que

resulta em 7 transi¢des do tipo s — p.
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Figura 23 — Polarizabilidades dinamicas pelo método analitico. As transi¢cOes observadas sdo
do tipo 1s — np.

As transigdes para esse método analitico também acontecem exatamente para Aw = F;—E;
em unidades atdmicas . O principal objetivo da obten¢do de uma solugdo analitica para o
célculo dos valores da polarizabilidade dindmica quando comparado ao método variacional-
perturbativo € a reducao do tempo de cdlculo do programa. Enquanto os resultados para pola-
rizabilidade dinamica com o método ab initio levou acerca de 3 semanas para calcular 1207

pontos, o método analitico calculou 1562 pontos em apenas alguns minutos.

4.4 Polarizabilidade dinimicas para o atomo de hidrogénio relativistico pelo método

variacional-perturbativo de 22 ordem

Considerando os valores da matriz de transi¢do em (3.48) € possivel obter as contribui¢cdes
para as polarizabilidades dinamicas considerando as corre¢des para o acoplamento spin-orbital
e para o movimento relativistico do elétron (Apéndice G). Assim, para cada 2*-polo da expansio
feita para o campo elétrico, existird duas contribuicdes dos estados perturbados para a polariza-
bilidade do estado fundamental. Por conta do spin eletrdnico, havera a contribui¢ao referente ao
estado quantico j = ¢ + s e ao estado quantico j = ¢ — s . A condi¢do de convergé€ncia para o
hidrogénio relativistico € exatamente a mesma que foi usado para o hidrogénio nao relativistico,
de 10712 e N0z = 200.

As Figuras 24-27 representam as respostas do dtomo de hidrogénio relativistico para um

campo de dipolo, quadrupolo, octupolo e hexadecapolo elétrico.
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Figura 24 — Polarizabilidades dinamicas relativisticas de dipolo para o &tomo de hidrogénio.As
transi¢Oes observadas sdo do tipo 1512 — npi+1/2.
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Figura 25 — Polarizabilidades dindmicas relativisticas de quadrupolo para o 4tomo de hidrogé-
nio.As transi¢des observadas sdo do tipo 151/ — nda+1/2.
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Figura 26 — Polarizabilidades dinamicas relativisticas de octupolo para o dtomo de hidrogé-
nio.As transi¢des observadas sdo do tipo 1515 — 1.f341/2.
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Figura 27 — Polarizabilidades dindmicas relativisticas de hexadecapolo para o d&tomo de hidro-
génio. As transi¢des observadas sdo do tipo 1s1/2 — nga+1/2.
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Para £ = 1, por exemplo, assim como foi feito para a andlise das polarizabilidades dina-
micas para o elétron sem spin (Figuras 19-22), por conta das regras de sele¢do, as transigdes
observadas na Figura 24 serdo 1s — np;, com j podendo assumir valores ¢ + 1/2 ou ¢/ — 1/2
e ¢’ sendo o ndimero quéntico secunddrio relacionado ao estado intermedidrio |\). Assim, os
dois estados perturbados que contribuem para o valor total da polarizabilidade serdo: np;/; €
nps /2. Essa divisdo representa uma mudanga nos niveis de energia causada pelas corre¢des e €
conhecida como a "estrutura fina"de um determinado elemento.

Desta forma, para um campo de quadrupolo (Figura 25), as contribui¢cdes para as polari-
zabilidades serdo aquelas relacionadas aos estados quénticos 3/2 e 5/2, pois ¢ = 2. As po-
larizabilidades de octupolo e hexadecapolo seguirdo a mesma légica, por ¢ ser igual a 3 e 4
respectivamente, os estados quanticos que contribuirdo sdo quando j=5/2 ¢ 7/2 para k =3 e j
=7/2e9/2parak =4.

Na Tabela 6 € possivel observar os valores para as polarizabilidades estatisticas para o hi-
drogénio o (0) considerando as corre¢des relativisticas. E possivel observar que as corregdes

relativisticas ocasionam uma pequena diminui¢do na polarizabilidade.

Tabela 6 — Comparacao de valores obtidos e da literatura para polarizabilidades estaticas para o
atomo de hidrogénio com as correcdes relativisticas em unidades atomicas.

k  Esse trabalho Ref. Erro (%)

1 4,499 983 4,499 751°1 0,005 155 84
2 14,999 953 14,998 829°2 0,007 493 92
3 131,249512 131,237 8212 0,008 907 46
4 2126241050 2126,028 6742 0,009 988 33

A Tabela 7 mostra os valores obtidos das ressondncias para o d&tomo de hidrogénio relati-
vistico quando «a(w) — +o0. E possivel observar e comparar os valores presentes na literatura
para as mesmas ressonincias. E interessante perceber que a diferenca percentual entre os va-
lores obtidos nesse trabalho e os valores experimentais possuem um erro muito parecido para

todas as ressonancias.



78

Tabela 7 — As primeiras ressonincias em u.a. para dtomo de hidrogénio considerando o spi ele-
tronicoparak =1, k=2, k=3 and k =4

Transi¢oes

Ref. >3

Esse trabalho

Erro (%)

Is1/2 — 2p1)2
Is1/2 = 2p3)2
Ls1/2 — 3p1/2
Is1/2 — 3p3)2
Is1/2 — 4p1)2
Is1/2 — 4p3)2
Ls1/2 — 5p1/2
1s1/9 — 5p3)2

0,374 799 2
0,374 800 9
0,444 207 2
0,444 207 7
0,468 499 9
0,468 500 1
0,479 743 9
0,479 744 1

0,375 003 5
0,375 004 9
0,444 446 4
0,444 446 9
0,468 751 2
0,468 751 4
0,480 000 8
0,480 000 9

0,054 509 2
0,054 428 9
0,053 848 7
0,053 848 7
0,053 639 3
0,053 639 3
0,053 5494
0,053 528 5

181/2 — 3d3/2
181/2 — 3d5/2
181/2 — 4d3/2
181/2 — 4d5/2
181/2 — 5d3/2
181/2 — 5d5/2

0.444 207 7
0,444 207 8
0,468 500 1
0,468 500 2
0,479 744 1
0,479 744 1

0,444 446 9
0,444 447 0
0,468 751 4
0,468 751 5
0,480 000 9
0,480 000 9

0,053 848 7
0,053 848 7
0,053 639 3
0,053 639 3
0,053 528 5
0,053 528 5

181/2 — 4f5/2
Lsijo — 4 fr2
Is1/2 = 5f5/2
1s1/2 = 5 f7/2

0,468 500 2
0,468 500 2
0,479 744 1
0,479 744 1

0,468 751 5
0,468 751 5
0,480 000 9
0,480 001 0

0,053 639 2
0,053 639 2
0,053 528 5
0,053 528 5

18172 = 5g7/2
Ls1/2 = 5992
Ls1/2 — 6g7/2
Is1/2 — 6992

0,479 744 1
0,479 744 1
0,485 8519
0,485 8519

0,480 0010
0,480 0010
0,486 111 8
0,486 111 8

0,053 528 5
0,053 528 5
0,053 493 7
0,053 493 7



79

5 POLARIZABILIDADES DINAMICAS PARA O BARIO CATION MONOVA-
LENTE Ba™"

5.1 Valores para Fp,+ e g(r)

Utilizando o procedimento "Matching"descrito na Secao 3.2.1, foi obtida a energia Epg,+
para o estado fundamental do cdtion Ba™ igual a — 0,367 635 041 u.a.

Desta forma, com o valor da energia, € possivel assim, encontrar a solu¢do numérica para a
fungdo radial g(r). Foi escolhido pontos com intervalos de 1072, onde o valor de 7,4, foi igual
a 20, portanto foram 2000 pontos calculados (Apéndice C). E possivel observar a funcio de

onda 6s' obtida na Figura 28.

0,18 T T T
0,16
0,14
0,12

0,10

x(r) (u.a)

0,08
0,06
0,04

0,02

0,00

15 20

r(u.a)

Figura 28 — Funcdo de onda obtida numericamente para o estado 6s do cation monovalente de
Bério

5.2 Polarizabilidades relativisticas

Como visto anteriormente, para o &tomo do hidrogénio, foi necessario introduzir uma per-
turbac@o no hamiltoniano a fim de encontrar as corre¢des referentes a estrutura fina. Ja para o
cation monovalente do elemento bério, foi usado um pseudopotencial com parametros semiem-
piricos, o qual permite que corre¢gdes relacionadas ao spin sejam acrescentadas sem que haja
uma perturbacdo no hamiltoniano. Nesta secao, serd apresentado primeiro os resultados consi-
derando os parametros relativisticos e logo apds, os resultados considerando o "spin-médio".
Para o valor do parametro exponencial zeta ¢ foi considerado 1,0, o mesmo valor que foi con-
siderado para o hidrogénio. Por conta da complexidade do sistema e do esfor¢co computacional,
diferentemente do N,,,, igual a 200 para o hidrogénio, foi utilizado N,,,, igual a 70 para o

cation monovalente do bario (Apéndice H). A reducao do nimero maximo de STO faz com que
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ndo se obtenha um resultado com precisdo 10~1Y igual obteve-se para o hidrogénio, no entanto
ainda assim € possivel obter uma boa aproximacao.

Nas Figuras 29-32 estdo descritas a resposta eletronica devido a aplicacdo de campos multi-
polares elétricos. Como mencionado anteriormente, as ressonancias podem ser observadas em
regides onde a(w) — +00 e os tipos de transi¢do vao estar diretamente relacionadas com a
simetria do campo elétrico k. Para Ba™, a energia de ionizagdo € igual a — 0,367 350 41 u.a.,
sendo o mesmo o valor, em mdédulo, mdximo que pode ser atribuido a w. Os pontos obtidos
para as curvas foram obtidos com um espago de Aw = 1073, enquanto perto de ressonincia
esse intervalo diminuiu para Aw = 10~7 (para k=1 foi necessdrio que o intervalo diminuisse

para Aw = 107!° devido a proximidade das ressonancias).
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-400

_600 L 1 L 1 L 1 L 1 1 M 1
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35
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Figura 29 — Polarizabilidades dindmicas relativisticas para k = 1. As transi¢des observadas sao
do tipO 681/2 — NP1+1/2
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Figura 30 — Polarizabilidades dinamicas relativisticas para k = 2. As transi¢Oes observadas sdo
do tipO 681/2 — ndgil/z
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Figura 31 — Polarizabilidades dinamicas relativisticas para k = 3. As transi¢des observadas sdao
do tipO 681/2 — nfg:tl/g
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Figura 32 — Polarizabilidades dinamicas relativisticas para k = 4. As transi¢Oes observadas sdo
do tipO 681/2 — NG4+1/2

Dados experimentais mostram que a primeira transi¢ao de dipolo acontece quando w = 0,092
3185ew=0,1000225 w.a? para j=1/2 e j=3/2, respectivamente. Neste presente trabalho, foi
obtido para as mesmas transicoes valores iguais a 0,092 318 80 e 0,100 022 97 a.u., possuindo
erros menores que 1072 quando comparado aos valores da literatura. As primeiras transicdes
para o cition monovalente do bario estdo presentes na Tabela 8.

Como citado na Secao 1.3, quanto maior o nimero atomico de um elemento quimico, mais
importante as corre¢des relativisticas se tornam. Sendo o nimero atdmico do Ba* igual a 55,
diferentemente do hidrogénio, as correcdes energéticas sdo imprescindiveis para resultados de
maior exatiddo. E possivel observar a importincia dessas correcdes ao comparar a ordem de
grandeza da diferenca dos valores das Tabelas 7 e 8. Por exemplo, a diferenca das energias de
transi¢do 1s;/2 — 2py/2 € 1512 — 2p3/ para o dtomo de hidrogénio € da ordem de grandeza
de 107, enquanto a diferenga das energias de transi¢do 65, s2 — 6p1/2 € 6512 — 6p3/e € da

ordem de grandeza de 1072,
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Tabela 8 — Primeiras ressonancias para k = 1, k = 2, k = 3 e k = 4 em u.a. para o cition
monovalente de Bario Ba™ .

Transi¢oes Ref. > Esse trabalho Erro (%)
6512 — 6p12  0,0923185 0,0923188 0,000 329 6
6s1/2 — 6p3/2 0,1000225  0,1000229 0,000 399 9
6512 — Sd3p  0,0222069 0,0185398 16,513 3359
6s1/2 — dds2  0,0258563  0,0233860 9,555 504 8
6512 — 6d32  0,2093612 02084462  0,4370437
6512 — 6d5/2  0,2102970  0,2095180  0,370428 5
6512 — 4f5,2 0,2198824 02424930 10,283 042 2
6512 — 4f72 0,2209063  0,2424600 9,756 942 2
6512 — 5fs,2 0,2614923  0,2875100 9,949 4325
6512 — 5f72 0,2625895 02875126  9,4912782
6512 — 6f5,2 0,2943225 03119874 6,001 8856
6512 — 6f72 02947816 03119895 5,837 508 2
6s1/2 — 5972 0,2871709 0,287 6102  0,1529751
6s1/2 — 5992 0,2871709 0,287 6102  0,1529751
6512 — 6972 0,3120793  0,3117722 0,098 3949
6512 — 6992 0,3120793  0,3117722 0,098 3949

Observando e comparando os valores das ressonancias, € possivel notar que o erro entre o

experimental e o tedrico cai demasiadamente quando o nimero quantico do estado fundamental
n € menor que o nimero quantico do estado excitado n’. Ademais, a diferenca entre os niveis
de energia com mesmo / e diferente j diminui com o aumento de n, portanto os valores de suas
ressonancias tornam-se cada vez mais parecidas, o que se justifica pela maior proximidade dos
orbitais conforme eles vio ficando mais energéticos. E possivel observar essa similaridade nas
transi¢Oes para k = 4, entre 6512 — 5gr/2 € 65172 — 5gg/2 ou entre 652 — 6g7/2 € entre

631/2 — 699/2.

5.3 Polarizabilidades nao-relativistica para o bario cation monovalente Ba™

Os valores para as polarizabilidades dindmicas desconsiderando o efeito do spin foram obti-
dos através da Equacgao (3.69), usando-se os parametros de "spin médio"da Tabela 2 (Apéndice
H).

Nas Figuras 33 -36 estdo as polarizabilidades dinamicas multipolares ndo relativisticas para
o Ba™.
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Figura 33 — Polarizabilidades dinAmicas nio relativisticas de dipolo para Ba™ (k=1). As transi-
¢oes observadas s@o do tipo 65 — np.
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Figura 34 — Polarizabilidades dinAmicas ndo relativisticas de quadrupolo para Ba™ (k=2).As
transi¢des observadas sao do tipo 65 — nd.
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Figura 35 — Polarizabilidades dinAmicas nio relativisticas de octupolo para Ba™ (k=3).As tran-
sicdes observadas sdo do tipo 6s — n f.
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Figura 36 — Polarizabilidades dinAmicas ndo relativisticas de hexadecapolo para Ba™t (k=4).As

transi¢cdes observadas s@o do tipo 6s — ng.
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Para obter-se valores mais precisos, € importante considerar os parametros relativisticos
devido a importancia do spin na descricao de elementos mais pesados. Entretanto, € possivel
validar o método através da utilizacdo de cdlculos ndo relativisticos. A Tabela 9 mostra valores
para a polarizabilidade estdtica para valores de k£ de 1 a 4, e € possivel observar que tanto os

valores nao relativisticos e relativisticos sao similares aqueles encontrados na literatura.

Tabela 9 — Polarizabilidades estdticas para o0 Ba™ em um campo elétrico de dipolo, quadrupolo,
octupolo e hexadecapolo.

af’(0)  ofT(0)  aFT(0) ol (0)
Este trabalho? 127,35 4 499 30987 1081038
Este trabalho® 127,45 4538 30987 1081815
Ref. 5% 124,15  4182(34) - -
Ref. 2@ 124,70 4821 26510 898 400
Ref. 360 124,51 4091,5 36468 -
Ref>’c 123,88(5) 4 420(250) - -
Ref. 8 124,36(16) 2 462(361) - _
Ref.>% 125,5(10) 2 050(100) - -
Ref.' 145,41 44386 31537 1087707
Ref.5% 168,89 - - -
127,92 - - .
122,35 - - -

a.Nao relativistico b. Relativistico c. Experimental

As polarizabilidades estaticas mostradas para este trabalho para k=1 e k=2 sao o resultado
da soma entre a polarizabilidade do elétron de valéncia a,(w) e a do carogo «, presente na
Tabela 1. Por outro lado, para k=3 e k=4 a polarizacio do caroco foi negligenciada por falta de

valores na literatura, levando em consideracao apenas av,
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6 COMPRIMENTO DE ONDA DE DESLIGAMENTO

Com as representacdes graficas da polarizabilidades dindmicas € possivel encontrar a inter-
seccao das curvas com o eixo horizontal pelo método grafico. Tanto para o hidrogénio (Figuras
19-27), quanto para o cation monovalente do bario (Figuras 29 - 36) é possivel observar as pri-
meiras vezes nas quais «(w) = 0, sendo representado por setas vermelhas. Ao encontrar o valor

da energia do campo nesses pontos de intersec¢do, € possivel determinar Ao pois,

C
E =h~
)\7

sendo A a constante de Planck h = 6,626 070 15 10734 kg'm?.s~!, c a velocidade da luz 299 792

458 m.s~!. Como estd sendo trabalhado em unidades atdmicas,
FE = wEh.

E}, é conhecido como energia de Hartree e é igual a 4,359 744 722207 1 10~ J. Os valores

de Aro sempre irdo aparecer em frequéncias entre duas transicoes eletronicas.

6.1 Atomo de Hidrogénio

Na Tabela 10 mostra os resultados dos Ao nas regides entre duas transi¢des para o dtomo

de hidrogénio.

Tabela 10 — Comprimentos de onda de "desligamento"para o campo elétrico de dipolo, quadru-
polo, octupolo e hexadecapolo para os primeiros intervalos de w para o dtomo de
hidrogénio em nandmetros e suas respectivas frequéncias w em unidades atomicas.

k=1 k=2 k=3 k=4
nm u.a nm u.a nm u.a nm u.a
0,375 —0,444] 106,075 0,429 - - - - - -
0,444 — 0,468 98,315 0,463 100,134 0,455 - - - -
0,468 — 0,480, 95,427 0,477 96,126 0474 96,829 0,471 - -

[ ]
[ ]
[ ]
0,480 — 0,486] 94,003 0,485 94,352 0483 94,682 0481 94,881 0,481
[ ]
[ ]
[ ]

0,486 — 0,489 93,190 0,489 93,387 0,488 93,577 0,487 93,692 0,486
0,489 —0,492] 92,742 0,491 92,810 0,491 92,922 0,490 92,996 0,490
0,492 —0,493] 92,341 0,493 92,428 0,493 92,482 0,493 92,551 0,493

Ainda para o hidrogénio ndo relativistico, mas agora para os resultados utilizando um mé-
todo analitico alternativo (Figura 23) desenvolvido pelo grupo, foi obtido os valores de Arp
para k = 1. Na Tabela 11 € possivel comparar os valores de Ao para o calculo analitico e para
o método variacional-perturbativo.
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Tabela 11 — Comprimento de onda de desligamento. MVP = Método variacional-perturbativo
de 2* ordem. SA = Soluc¢do analitica para o 4tomo de hidrogénio em nandmetros e

unidades atOmicas.

k=1MVP) k=1 (SP) Diferenca percentual
nm u.a nm u.a (%)
1° Aro 106,075 0,429 106,395 0,428 0,301
2° Aro 98,315 0,463 98,422 0,463 0,109
3° AMro 95,427 0,477 95430 0,477 0,003
4° \ro 94,003 0,485 93,979 0,485 0,026
5°Aro 93,190 0,489 93,160 0,489 0,032
6° A\ro 92,742 0,491 92,652 0,492 0,097
7° Aro 92,340 0,493 92,312 0,494 0,031

Pode-se afirmar, conforme os dados apresentados na Tabela 11, que o método analitico

mostra-se efetivo para a determinagdo dos valores de Aro.

Da mesma forma que os valores da Tabela 10 foram obtidos, é possivel obter os valores de

Ao considerando as correcdes (Tabela 12).

Tabela 12 — Comprimentos de onda de "desligamento"em nandmetros e suas respectivas
frequéncias w em unidades atdmicas para o campo elétrico de dipolo, quadrupolo,
octupolo e hexadecapolo. - considerando o spin eletronico

k=1 k=2 k=3 k=4
nm u.a nm u.a nm u.a nm u.a
0,375 — 0,444] 106,079 0,429 - - - - - -
0,444 — 0,468] 98,324 0,463 100,135 0,455 - - - -
(0,468 — 0,480] 95,443 0477 96,127 0474 96,830 0,470 - -
(0,480 — 0,486] 94,024 0,484 94,353 0,483 94,683 0,481 94,881 0,480
(0,486 — 0,489] 93,199 0,4889 93,389 0,488 93,578 0,487 93,692 0,486
0,489 — 0,492] 92,744 0412 92812 0,491 92,858 0,491 92,994 0,490
(0,492 — 0,493] 92,342 0,494 92,429 0,493 92,029 0,495 92,552 0,492

Quando observamos os gréficos das polarizabilidades dinamicas, é possivel observar que

conforme o valor de k& aumenta, o valor do comprimento de onda de desligamento vai se apro-

ximando do valor da primeira das duas ressonéncias entre as quais ela se localiza. Por exemplo,

o primeiro comprimento de onda de desligamento na Figura 19, acontece em 0,429 545 7 u.a.,

afastado das ressonancias entre as quais ele se localiza (0,375 000 0 e 0,444 444 4 u.a.).

Por outro lado, o primeiro comprimento de onda desligamento na Figura 21 acontece quando

w € igual a 0,470 554 4 u.a., mais préximo do valor da primeira ressonancia que é w= 0,468

750 0 u.a. . Para k=4, essa proximidade € ainda maior. O primeiro comprimento de onda de

desligamento na Figura 22 acontece quando w = 0,480 216 3 u.a. e a primeira ressonancia tem
w igual a 0,480 000 O u.a. .
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Nas Tabelas 13 e 14 € possivel observar os valores de Ao considerando os parametros

relativisticos para Ba™ em nandmetros e suas frequéncias w relacionadas unidades atdémicas,

respectivamente.

Tabela 13 — Primeiros comprimentos de onda em nandmetros para Ba® em um campo de di-
polo, quadrupolo, octupolo e hexadecapolo utilizando os parametros relativisticos.

k=1 k=2 k=3 k=4

j=1/2 j=3/2 j=3/2 j=5/2 j=5/2 j=7/2 j=7/2 j=9/2
202,83 200,06 1020,51 727,51 161,11 161,11 150,40 150,40
163,16 16223 172,48 17229 146,71 146,71 14126 141,26
14822 147,76 151,60 151,52 139,70 139,70 13643 136,43
140,79 140,39 14234 14230 13559 135,59 13345 13345
136,22 136,06 13721 137,18 13294 132,94 131,45 13145
13338 13326 13401 13399 131,12 131,14 129,99 129,99

Tabela 14 — Primeiras frequéncias relacionadas aos comprimentos de onda de desligamento em
unidades atdmicas para Ba™ em um campo de dipolo, quadrupolo, octupolo e he-
xadecapolo utilizando os parametros relativisticos.

k=1 k=2 k=3 k=4
j=1/2 j=3/2 j=3/2 j=5/2 j=5/2 j=T7/2 j=7/2 j=09/2
0225 0228 0044 0062 028 0283 0303 0303
0279 0281 0264 0265 0311 0311 0323 0323
0,307 0,308 0301 0301 0326 0326 0334 0334
0324 0325 0320 0320 0336 0336 0341 0341
0334 0335 0332 0332 0343 0343 0347 0347
0,342 0342 0340 0340 0347 0347 0351 0351

Para k = 1 e k = 2 os valores para A\;o possuem uma grande diferenca quando compara-se

j=0+1/2ej =/ —1/2 em um mesmo intervalo de ressonancia. No entanto, a0 mesmo

tempo que k£ aumenta, € possivel observar que essa diferenca diminui significamente. Quando

k = 4 ndo € possivel distinguir os valores de Ao para j = 7/2 e j = 9/2. Isso acontece

pelo mesmo motivo pelo qual ndo foi possivel separar os valores de ressonincia para Ba™: a

proximidade dos niveis de energia.

Ja a Tabela 15 mostra os valores de Arp para quando ndo € levado em conta o spin.
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Tabela 15 — Primeiros comprimentos de onda em nandmetros e unidades atdmicas para Ba™
em um campo de dipolo, quadrupolo, octupolo e hexadecapolo utilizando os para-
metros de spin-médio.

k=1 k=2 k=3 k=4
nm u.a nm u.a nm u.a nm u.a
200,81 0,227 921,73 0,049 161,12 0,283 150,39 0,303
162,55 0,280 172,38 0,264 146,70 0,311 141,25 0,323
147,92 0,308 151,59 0,301 139,70 0,326 136,43 0,334
140,49 0,324 142,32 0,320 135,59 0,336 133,45 0,341
136,13 0,335 137,19 0,332 132,94 0,343 131,45 0,347
133,29 0,342 134,00 0,340 131,11 0,347 129,99 0,351

Quando os valores de Ao para o cdtion bario usando parametros relativisticos e ndo re-
lativistico € possivel observar alguns parametros. Sendo o primeiro deles estando relacionado
com os valores relacionados a k = 1 ¢ £ = 2. Quando os valores para um mesmo ¢’ é possivel
analisar que os valores presentes na Tabela 15 estdo entre os valores presentes na Tabela 13.
Enquanto os valores para k = 3 e k£ = 4 praticamente todos os valores relativisticos sdo iguais
aos nao relativisticos. Os Unicos valores que ndos seguem esse padrao sio aqueles relacionados
aos ultimos Ao quando k£ = 4, no entanto a segunda casa decimal é relacionada a incerteza do
método.

Outra observacdo relevante é quando comparamos os valores quando oy, (w) — 0o e ay(w) =
0. Por exemplo, quando o primeiro cruzamentos da curva da polarizabilidade com o eixo x para
k = 1 para j=1/2 (Figura 29) acontece quando w=0,224 642 3 u.a. e a segunda transicao ird
acontecer quando w=0,224 632 u.a. . Em outras palavras, a segunda transicao possui um valor
similar que o primeiro comprimento de onda de desligamento. Por outro lado, quando £ € igual
a 4, existe uma grande diferenca entre as frequéncias quando compara-se as mesmas regides.
Por exemplo, a primeira e a segunda transicdo para j=7/2 ocorrem quando w=0,287 170 9 e
w=0,312 079 3 u.a. enquanto o valor de w para App entre essas duas ressonancias € de 0,302
948 3 u.a. .
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7 CONCLUSAO

Foi realizado o desenvolvimento dos célculos para as polarizabilidades dindmicas do d&tomo
de hidrogénio e do fon monovalente do béario Ba™, sendo que este dltimo, foi também confinado
em um campo cristalino octaédrico.

Utilizou-se um método variacionalmente estdvel com uma corre¢do de segunda ordem da
energia para obter as grandezas desejadas, onde a matriz de transi¢do em funcao da frequéncia
w de um campo elétrico oscilatério fraco € diretamente proporcional a polarizabilidade.

Com o 4dtomo de hidrogénio, a fun¢do inicial utilizada para os calculos ndo relativisticos
e relativistico foi a solucdo analitica da equacdo de Schrodinger. Os valores obtidos para as
polarizabilidades estaticas ndo relativisticas o} (0) sdo exatamente os mesmos valores obtidos
analiticamente na literatura, assim como os valores para as transi¢des.

Ao realizar o desenvolvimento dos célculos para ao hidrogénio relativistico, foi necessario
acrescentar hamiltonianos e varidveis referentes ao spin. Apesar dos valores para as polariza-
bilidades estaticas relativisticas possuirem erros apenas em torno de 0,005 % quando compa-
radas ao valores da literatura, esperava-se que o erro fosse menor por se tratar de um sistema
simples como o hidrogénio. Como também esperava-se erros menores para a comparacao dos
valores das transi¢des (em torno de 0,05%). Desta forma, em vez de utilizar a mesma funcao hi-
drogendide para o hidrogénio ndo relativistico e relativistico, propde-se que seja desenvolvido
em estudos futuros uma nova funcao radial para o estado inicial do hidrogénio relativistico.
Acredita-se que ao considerar correcdes relacionadas ao spin em uma nova funcao radial, os
erros relativos aos valores obtidos e os da literatura poderao ser ainda mais reduzidos, tornando
o0 método mais preciso.

Ja para o fon bario uma func@o numérica foi obtida. Para suas corre¢des relativisticas, em
vez de adicionar hamiltonianos novos ao sistema, sdo usados parametros semi-empiricos re-
lativisticos. Os valores obtidos nesse trabalho para as polarizabilidades estaticas do fon bario
ab at (0) podem ser comparadas com os valores encontrados na literatura, o que é um indicativo
que os valores obtidos sdo satisfatorios.

Interessante observar as transi¢des para o Ba™, onde percebe-se que os maiores erros estio
relacionados as transi¢des que acontecem entre o elétron de valéncia e os subniveis com distri-
buicdo de probabilidade radial na regido do caroco. Desta forma, prova-se que o método € mais
eficiente ao tratar de excitagdes as quais possuem como um estado final »’ um valor maior que
o estado quantico do estado fundamental 7.

Discutiu-se também os comprimentos de onda de desligamento A\7o. Uma quantidade fisica
muito interessante a qual sempre estd localizada entre duas transicdes de um estado quantico e
onde a polarizabilidade dindmica «(w) é igual a zero. Foram obtidos valores de Ao tanto para
o hidrogénio, quanto para o cition Ba™.

As polarizabilidades dindmicas a(w) e os Aro obtidos podem ser utilizados em futuras pes-
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quisas, podendo auxiliar na compreensao do comportamento da interacao de metais confinados
por ligantes quimicos. Esses valores podem auxiliar no entendimento de comportamentos es-
pectroscopicos e a relacdo da interagdo matéria-radiacao.

O préximo passo, talvez o mais importante, é que obtenha-se as func¢des radiais para o
fon Ba*t confinado em um campo cristalino para diferentes R, e suas energias F. Pode-se
explorar diversas simetrias de campo cristalino, como o octaédrico (X=6) e o de carga unica
(X=1). Desta forma, serd possivel calcular suas polarizabilidades para diversos campos e assim
analisar e comparar, por exemplo, as mudancas dos valores de energia e transi¢des eletronicas
para cada campo e R). Uma vez que esses valores sejam obtidos com exito, € possivel expandir

para dtomos e ions cada vez mais pesados e complexos.
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APENDICE A - PROGRAMA UTILIZADO NO "MAPLE 17" PARA O CALCULO
DAS ENERGIAS PELO METODO 'MATCHING’

> restart;
> inter face(prettyprint = 0);
> digits = 20;
> fc:= proc(re,r)options —;r3/(r® + rc3)end proc;
> V LR := proc(alphac, rc, r)options —; —(1/2) * alphac * fc(re,r)?/rt end proc;
> VSR := proc(a, b, ¢, beta, p, qi, r)options —; (a+bxr—+cxr?)xexp(—betaxr?) /r%i end proc;
> u := proc(Z, N,alphac, rc,a, b, ¢, beta, qi, p, r)options —; —(Z—N)/r+V LR (alphac,re,r)+
VSR(a,b,c,beta, p, qi, r)endproc;
> Uk := proc(Q, Ri)options —;—12 % Q/Riend proc;
> Ri:=25;Q :=1;
f1:= proc(E :: float,Z :: float, N :: integer,alphac :: float,rc :: float,a :: float,b ::
float,c :: float,beta :: float,p :: integer,l :: integer, r0, rmatch :: float,rmax :: float) ::
float;
> local(k, f0,df0, g0, dg0,
dsysl,dsoll, dsys2,dsol2,dsyl, ddsyl, dsy2, ddsy2, psil, dpsil, psi2, dpsi2, det);
> k= sqrt(—2* E);
> f0:=r0df0 := [ %70 — 1);
> g0 := exp(—k * rmax); dg0 := —k * exp(—k * rmazx);
> dsys o= dif F(F(r), (r,2)) + (2 (—k s+ 14+ 1)) %
(dif f(f(r), “(r,1)))/r — (2% (u(Z, N,alphac,rc,a,b, c,beta, qi,p,r) xr + kxl+k))/r+)
f(r) =0, f(r0) = f0,(D(f))(r0) = dfo;
dsoll := dsolve(dsysl, numeric, method = rk f45, output = listprocedure, range = r0..rmatch);
> dsys2 :=dif f(g(r),(r,2))+ 2x (=kxr+1+ 1))« (dif f(g(r), (r,1)))/r
— ((2 % (u(Z, N, alphac,re,a,b, c,beta, qi,p,r) xr + k xl + k))/r + Uk(Q, Ri)) * g(r) =
0,9(r0) = g0, (D(g))(r0) = dg0; dsol2 := dsolve(dsys2, numeric, method = rk f45, output =
listprocedure, range = rmazx..rmatch);
> dsyl := rhs(dsoll[2]); ddsyl := rhs(dsol1[3]); dsy2 := rhs(dsol2[2]); ddsy2 = rhs(dsol2[3]);
> psil := proc(R)options —; R'xdsyl(R)*exp(—k+R)endproc; dpsil := proc(R)options —
L+ psil(R)/R+ R' x ddsyl(R) * exp(—k * R) — k * psil(R) end proc;
> psi2 = proc(R)options —; B! * dsy2(R) x exp(—k * R)end proc;
dpsi2 := proc(R)options —;lxpsi2(R)/R+R'*ddsy2(R)*xexp(—kxR)—kxpsi2(R)end proc;
> det := psil(rmatch) * dpsi2(rmatch) — psi2(rmatch) x dpsil(rmatch);
> end :
> rc = 1.924;alphac = 10.61;q1 := 0;p = 2;beta := .324;a = 13.1643177;b :=
—5.1877467; c := .4003807;
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> 7 :=056.0; Zc:=1.0;1 := 0; N := 54;

> [ :=0;

> f0:=1;df0:= —(Z — N —sqrt(—2«E)« (I+1))/(l+1—(1/2) * U1(Q, Ri));
> 10 :=0.10e — 5;

> rmatch := 3.19;

> rmax = 20.0;

> K1 := —.5;

> B2 .= —.495;

> w[0] := 0.;w[l] := E1,;

> fa:= f1(E1, Z, N,alphac,rc, a,b, ¢, beta, p, 1, r0, rmatch, rmazx);

> fb:= f1(E2,Z, N,alphac,rc, a,b, ¢, beta, p, 1, 70, rmatch, rmazx);

> for x from 1 to 500 while(abs(w[z] — wlx — 1]) > 1.0E —9) do;

> En:=—(FElx fo— E2x fa)/(fa— fb);

> fn:= f1(F1,Z, N,alphac,rc,a,b, c, beta, p, 1, r0, rmatch, rmax);

>af fb< fa then E2:= E2; fb:= fbelse E2:= FE1; fb:= fa end if;
> FE1:= En; fa:= fn;w[z + 1] := En;

> print(x, En, fn) : od :
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APENDICE B - CONDICAO INICIAL DA ES

O método utilizado para se obter as solugdes da Equacido (3.60) é o de Runge-Kutta de 4* e

5* ordem. Fazendo a distributiva da funcdo de interesse, obtém-se,

{d'é’dgg) I {£+ 1T— k:r] dz(rr) 4o { _ % _ ke Upys (T)]Q(T)}RK(T)ROO =0 (B.D)

Como Ry e R, ja foram definidos em (3.53) e (3.57), apenas os termos entre chaves podem

ser iguais a zero,

2 e s RG] VORI U5

Para que a Equacdo B.2 seja obtida numericamente, é necessdrio conhecer as condigdes

dg(r) +2[£+ 1— kr} dg(r) +2[ 1: Kt

iniciais ¢(0) e ¢'(0). E possivel determinar a autofuncio g(r) e sua derivada, expandindo-se

g(r) como uma série de poténcias em r do tipo,

o0

g(r) = sar. (B.3)

n=0
A fim de encontrar a solu¢do analitica da Equagdo B.3, € conveniente encontrar a relacio
entre os coeficientes consecutivos s,,. Como a expansdo de g(r) serd feita em torno de zero, o

potencial Upg,+ torna-se puramente coulombiano. Por tanto, substituindo (B.3) em (B.2),

o 2 o
-1 nn—2 NMN—k / nn—l
nZ:On(n ST %+ r[ T+ ]Znsr

=0 (B.4)
+2{— B+ 1) + (Z_N)] anr" =0
T T s

n—2 n—1

Agrupando os termos relacionados a 7"~ “ e ",

i{[n(n — 1)+ 2n(1 + 0)]s,r™ 2 + [=2kn — 2k(£ + 1) +2(Z — N)]s,7" '} =0 (B.5)

n=0

Para se comparar os coeficientes consecutivos do somatdrio,inicia-se uma nova “serie no

primeiro somatoério em n+1, portanto,

i{sn+1rn_1[(n+ Dn+2(n+1)(14+0)]+ 5,7 [=2kn—2k((+1)+2(Z—N)]} =0 (B.6)

Assim, para que todos os termos de (B.6) se anulem,



100

Spr1l(n+ Dn+2(n+ 1)(1+0)] + sp[—2kn —2k({ +1)+2(Z — N)] =0 (B.7)
Agrupando e isolando s, tem-se

C2k(C+1) — (Z - N)]
S A1+ 0] "

Observando a Equagdo (B.3) e (B.8), é possivel dizer que g(0) = sg e ¢'(r) = s1. Como

(B.8)

todos os coeficientes de s,, 1 dependem de s,,, consequentemente g(0) = 1 e ¢’(0) = s1/s0.
Portanto,
d Z—N—-Fk(l+1
o) s | (¢+1) ©9)
dr So (1+¢)

Para a condi¢do inicial da Equacdo (2.57) referente ao Ba™ confinado em um campo crista-

lino, acrescenta-se U1, por tanto,

dg(0)  [Z—N —k(+1)]
— . B.10
dr (1+¢)— —U;U ( )
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APENDICE C - PROGRAMA UTILIZADO NO "MAPLE 17" PARA CALCULO
DA FUNCAO RADIAL NUMERICA DO CATION MONOVALENTE DO BARIO.

> restart;
> inter face(prettyprint = 0);
> Digits := 20;
> fc:=proc(re,r)options —;73/(r3 4+ rcd)end proc;
> V LR := proc(alphac, rc,r)options —; —(1/2) x alphac x fc(re,r)?/riend proc;
> VSR := proc(a, b, c, beta, p, qi, r)options —; (a+bkr+cxr?)xexp(—betaxr?) /r% end proc;
> u := proc(Z, N,alphac, rc,a, b, ¢, beta, qi, p, r)options —; —(Z—N)/r+V LR(alphac,re,r)+
VSR(a,b,c,beta,p, qi,r)end proc;
> Ri = 25;Q = 1;
> Ul := proc(Q, Ri)options —;—12 % QQ/Riend proc;
> f1:=proc(E :: float,Z :: float, N :: integer,alphac :: float,rc :: float,a :: float,b ::
float,c :: float,beta :: float,qi :: integer,p :: integer,l :: integer,r0 :: float, R) ::
float; >; ocal(k, f0,df0, dsys1, dsoll, dsyl);
> f0:=1;df0:= (—Z 4+ sqrt(—=2« E) = (1 + 1)) /(L + 1);
> k= sqrt(—2 % E);
> dsysl :=dif f(f(r),r$2) + (2« (I+1—k=xr))/(r))«dif f(f(r),r$1) +
2 (—()/() — (<IK)/(r) + Z/(r) — UN(@. Ri)) * £(r) = 0, £(r0) = £0, D(f)(r0) = df0 :
> dsoll := dsolve(dsysl, numeric, method = rkf45, output = listprocedure, minstep =
0.10e — 19, maxstep = 0.10e — 1);
> dsyl := rhs(dsol1[2]);
> R' s dsyl(R) x exp(—k x R);
> end :
> q = 13.1643177;b := —5.1877467; ¢ := .4003807; beta := .324;
> rc:= 1.924; alphac := 10.61; qi := 0;p := 2;
> 7 :=056.0; Zc:=1.0;1 := 0; N := 54;
> F = —.367635041;
> r0 := 0.10e — 4; rmax := 20.0;
> passo := 0.1e — 1; Nrmax := round(rmazx/passo);
> for x to 4200 do rriz] := x * passo;
psi[z] .= f1(FE, Z, N,alphac,rc,a, b, ¢, beta, qi, p, 1, r0, rr|x])enddo;
> for y to 2574—1 do Aly] := (1/2) ((psily] xrr[y])? + (psi[y+ 1] *rrly+1])?) = (rr[y +
1] = rrly])end do; Npsi = 1/sqrt(sum('Ali]’,i = 1..2574 — 1));
> f2:= fopen("C : //Laura// funcaonumericaBabsteste.asc”, W RITE);
> for w to 2574 dofprint f(f2,” %.16e%.16en” , rr{w], Npsixpsi[w]|)end do; fclose(f2);
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APENDICE D - PROGRAMA UTILIZADO NO "MAPLE 17" PARA O CALCULO
DA CONVERGENCIA DA POLARIZABILIDADE DINAMICA PARA
DETERMINADOS VALORES DE ZETA.

restart;

inter face(prettyprint = 2);

Digits = 30;

Nr:=(Z,n,l) — sqrt(4* Z3x (n — 1 — 1)!/(n® xnx (n+1)!)?)

Ns = (zeta,mu, 1) — sqrt((2 * zeta)Zme+24+3) /(2 5 mu 4 2 % [ + 2)!)

E:=(Z,n) — —(1/2) % Z*/n?

tj = proc(jl :: integer,j2 :: integer,j3 :: integer,ml :: integer,m2 :: integer,m3 :
integer) :: float;

local(t, ft, fta,aux, N, Nmin, L, J, Jn, Jp);

Jp :=proc(L,J) = L+ J

end,

proc; Jn := (L, J) — abs(L — J)

proc;if(ml+m2+m3) = 0andJn(jl,j2) <= j3 <= Jp(jl,j2)andJn(jl,j3) <= j2 <=
Jp(31, 53)and Jn(j2,73) <= j1 <= Jp(j2, j3)then :

N = [j1+ml, i1 —ml, j2+m2, j2—m2, j3+m3, j3—m3, j1+ 2 — j3, 72+ j3 — j1, j3+
j1 = j2J;

Nmin := min(N);

ft = (51,352,753, ml,m2,m3,t) — (=1)017273) x sqrt((j1 + j2 — j3)! % (j1 — j2 + j3)! *
(=714 724 73)* (1 +m1)! * (1 — m1)! % (72 + m2)! % (52 — m2)! * (53 + m3)! * (3 —
m3)/(G1+ 72+ 33+ D))« (=1)F/ () * (j3—j2+t+m)!x (j3—j1l+t—m2)!* (j1+ j2-
J3 =% (J1 —t —ml)!  (j2 — t + m2)!)

proc; fta := 0; aux = 0;

for t from 0 while aur < Nmin+1do if ‘and‘(‘and‘(‘and‘(‘and‘(j3—j2+t+ml >=
0,73 —jl4t—m2 >=0), j1+j2—j3—t >=0), j1—t—ml >=0),j2—t+m2 >=0) then
fta = fta+ ft(j1,72,73,ml,m2,m3,t); aux := aux + lelsefta := fta

end; i fend; do

ftaselse 0 fi:

end :

ga = (Z,n,11,k, zeta,mu,12) — sum((2* Z/n)@ 5 (=1)% % (11 +x + k + mu + 12 +
DY/((n—11—1—2) % (2% 1+ 142) % (2!) % (Z/n+ zeta) WHathtmuti242)) 0 — 0. n—[1-1)
proc; g := proc(Z,n,l1,ml, k,q, zeta, mu,12,m2)— >

(=)™ s sqrt((2 %11 + 1) * (2% 12+ 1)) * t5(11,%,12,0,0,0) = t5(I1,k, 12, —m1, q,m2) x
Nr(Z,n,l1) x Ns(zeta, mu,12) x (n 4+ 11)! x ga(Z,n, 1, k, zeta, mu, [2)



103

end,

proc; hl := (Z, zeta, mu, nu,12) — (Z — zeta * (nu 4 12)) * (mu + nu + 2 %12 — 1)!/(2 %
zetq)(mutnu+2si2)

proc; h2 := (Z,n, omega, zeta, mu,nu,2) — (E(Z,n) + omega + (1/2) * zeta?) * (mu +
nu + 2 % 12)1/(2 * zeta)mutnut2e2+1)

proc; h3 := (zeta, mu,nu,(2) —

((1/2) % (nu+12) * (nu+12 —1) — (1/2) 2% (124 1)) * (mu + nu+ 2 % (2 — 2)!/(2 *
zetq)mutnu+2+2-1)

hp := (Z,n,omega, zeta, mu, nu,12) — Ns(zeta, mu,(2) x Ns(zeta, nu,[2) *

(h1(Z, zeta, mu, nu, 2) + h2(Z, n, omega, zeta, mu, nu, 12) + h3(zeta, mu, nu, [2))

hn := (Z,n,omega, zeta, mu, nu, 12) —

Ns(zeta, mu, (2)xNs(zeta, nu, (2)x(h1(Z, zeta, mu, nu, 12)+h2(Z, n, —omega, zeta, mu, nu, (2)+
h3(zeta, mu, nu,12))

inter face(prettyprint = 0);

Z :=1;n:=1;11 :=0;ml :=0;

k= 4;q := 0;omega := .30;

zeta :=1.3;12 := k;m2 := q; Nmax := 200;

with(Linear Algebra); alp := Vector(Nmax); A :== Vector(Nmazx); Bp := Matriz(Nmax, Nmax);
Bn := Matriz(Nmax, Nmaz);

f1:= fopen(”C : //Teste// K4Zetal.3omega0.30.N200.asc”, WRITE);

for mu to Nmax do Almu] := eval f(g(Z,n,l1,ml, k,q, zeta, mu, 12, m2));

for nu to Nmax do Bplmu,nu] := eval f(hp(Z,n, omega, zeta, mu, nu, 12)); Bn[mu, nu] :=
eval f (hn(Z, n, omega, zeta, mu, nu, [2))

end do end do;

for N from 1 to Nmax doAt := Vector(N) : Bpt := Matriz(N,N) : Bnt := Matriz(N,N) :
for zn from 1 to N do At[zn] := Alzn] : for xmfrom 1 to N do Bptlzn,zm| =
Bplzn,xm] : Bnt[zn,xm| := Bn[zn,zm] : od : od :

aap := LinearSolve(Bpt, At); aan = LinearSolve(Bnt, At); alp[N] = —(sum( AJw] '
aaplw]’,w = 1..N)) — (sum(’Alw]" " aan[w]’,w = 1..N));

forintf(f1,”%d%.20 f

n”, N,alp|N]) : od : fclose(f1) :
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APENDICE E - PROGRAMA UTILIZADO NO "MAPLE 17" PARA O CALCULO
DOS PONTOS DA POLARIZABILIDADE DINAMICA PARA O HIDROGENIO
NAO RELATIVISTICO.

> restart;
> inter face(prettyprint = 2);
> Digits := 30;
> Nr := proc(Z,n,l)options —; sqrt(4* Z3 x factorial(n — 1 —1)/(n®* n* factorial(n +
1)®))endproc;
> Ns := proc(zeta, mu, l)options —; sqrt((2 x zeta) 2 x mu +2 % [+ 3) / factorial (2 x mu +
2x1+2))end proc;
> FE := proc(Z,n)options —; —(1/2) x Z* /n’endproc;
> tj = proc(j1,j2, 73, m1,m2,m3) :: float;
>, ocal(t, ft, fta,aux, N, Nmin, L, J, Jn, Jp);
> Jp := proc(L, J)options —; L + Jend proc;
> Jn := proc(L, J)options —; abs(L — J)endproc;
> if(ml +m2+m3) = 0 and Jn(jl,52) <= j3 <= Jp(jl,j2) and Jn(jl,j3) <=
Jj2 <= Jp(j1,43) and Jn(j2,;j3) <= jl <= Jp(j2,j3) then :
> N = [j1 + ml, 51 — ml, 52 + m2, j2 — m2, 53 + m3, j3 — m3, 51 + j2 — j3,52 + j3 —
j1,53+ 41 — j2);
> Nmin := min(N);
> ft = proc(j1, j2,73,ml, m2,m3,t)options —;
(—1)G1—52—m3)xsqrt((j1+72—33) % (j1—j2+53) % (=14 524 53) % (F1+m1)!* (51—
m1)lx (724 m2)* (52—m2)!*(j34+m3)” *(j3—m3)! /(j1+ 72473+ 1)) (=1)*/((¢") * (j3—
J2+t+m)x(j3—jl+t—m2)!x(j1+52—j3—t)!x(j1—t—ml)!x(j2—t+m2))end proc;
> fta := 0;aux := 0;
> for t from 0 while aux < Nmin+1 do if
‘and'(‘and‘(‘and‘(‘and‘(j3—j2+t+ml >=0,j3—jl+t—m2 >=0),j1+j2—j3—t >=
0),jl1—t—ml1 >=0), j2—t+m2 >= 0)thenfta := fta+ft(j1, 52,73, ml, m2,m3,t); auxr :=
aux + lelsefta := fta end if end do;
proc;
> fta := 0;aux := 0;
> for t from 0 while aux < Nmin + ldo if
nd‘(‘and‘(‘and‘(‘and‘(j3 — j2+t+ml >= 0,73 —jl+t—m2 >=0),j1 +j2 —j3 —t >=
0),jl1—t—ml >=0), j2—t+m2 >= 0)then fta := fta+ft(j1, 2,73, ml, m2,m3,t); auz :=
aux + 1 else fta := ftaend if end do;
> fta;
> else 0 fi:
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> end :

> ga := proc(Z,n, 1, k, zeta, mu, [2)options —; sum((2xZ /n) w-+11)*(—1)%* factorial (114
r+k+mu+12+1)/(factorial(n — 11 — 1 —x) * factorial (2«11 + 1+ x) * factorial(z) x
(Z/n + zeta) Ul + z + k +mu + 12+ 2)),7 = 0.n — [1 — 1)endproc;

> g :=proc(Z,nl,11,ml,j1,mjl, k, q, zeta, mu, 12)options —; (—1)mjl+11 —1+mj2 +

124 ml)xsqrt((2x 114+ 1)« (2124 1)) xtj(I1,k,12,0,0,0) x tj(I1,k, 12, —m1, q,m2) *
Nr(Z,n,l1) x Ns(zeta, mu,12) x factorial(n+11) x ga(Z,n,l1, k, zeta, mu, (2)end proc; >

hl := proc(Z, zeta, mu, nu, [2)options —; (Z — zeta x (mu + (2)) * factorial(mu + nu +

2% 12 —1)/(2 * zeta)'mu + nu + 2 * [2)end proc;

> h2 := proc(Z,n,omega, zeta, mu, nu, 12)options —; (E(Z,n) + omega + (1/2) * zeta?) x
factorial(mu + nu + 2 % 12) /(2 * zeta)'mu + nu + 2 % 12 4+ 1)end proc;

> h3 := proc(zeta, mu, nu, [2)options —; ((1/2) x (mu +12) * (mu+12 — 1) — (1/2) * 12 x
(124 1)) * factorial(mu 4+ nu + 2 % 12 — 2) /(2 * zeta)'mu + nu + 2 % 12 — 1)end proc;

> hp = proc(Z,n,omega, zeta, mu, nu, 12)options —; N s(zeta, mu, (2)x N s(zeta, nu, [2)*
(h1(Z, zeta, mu, nu, 12)+h2(Z, n, omega, zeta, mu, nu, 12)+h3(zeta, mu, nu, 12))end proc;

> hn = proc(Z,n,omega, zeta, mu, nu, 12, j2, s)options —; Ns(zeta, mu, 12)xN s(zeta, nu, 12)*
(h1(Z, zeta, mu, nu, 12)+h2(Z, n, —omega, zeta, mu, nu, (2)+h3(zeta, mu, nu, [2))end proc;

> inter face(prettyprint = 0);

> 7 :=1;n:=1;[1:=0;ml := 0;

>k:=1;q:=0;passo :=0.10e — 3; OM := 0;0i := 0.;

> zeta = 1.0;12 := k;m2 := q;

> Nmaz := 200; prec := 0.10e — 19;

> with(Linear Algebra); alp := Vector(Nmazx); alpha := Vector(OM+1); f1 := fopen(”C' :
//Teste//kl.teste3.12.asc”, W RITE);

> A= Vector(Nmaz); Bp := Matriz(Nmazx, Nmax); Bn := Matriz(Nmazxz, Nmazx);

> for mu from 1 to Nmax do Almu] := eval f(g(Z,n1,l1,m1,j1,mjl, k,q, zeta, mu,2)) :
for nu from 1 to Nmax do

Bp|mu, nul] := eval f (hp(Z,n, omega, zeta, mu, nu,12)) :

Bn[mu, nu)] := eval f(hn(Z, n, omega, zeta, mu, nu,12) : od : od :

> for xzo from 1 to (OM +1) do omega := 0i+ (xo—1) xpasso : conv := 0 : delta :=

1.0e —1:

> for N from 1 to Nmax while(delta > prec)do At := Vector(N) : Bpt := Matrixz(N,N) :
Bnt := Matriz(N,N) :

> for xn to N do At[zn]:= Alxn]; for xm to N do Bpt[zn,xzm| := Bplzn,xzm|; Bntlzn,zm| =
Bn[zn,xmlend do end do;

> aap := LinearSolve(Bpt, At); aan := LinearSolve(Bnt, At);

> alp[N] := —(sum("A[w]" " aap|w],w = 1..N)) — (sum('Alw]" " aan[w]',w = 1..N));

> if N <> 1 then delta := abs(alp|N] — alp[N — 1]) : fi : pol := alp[N] : conv :=

conv+1:od:
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> alphalzo] = pol;
> fprintf(f1,”%.8f%.20f
n”, omega, alphalzo)) : print(omega, alpha|xol)od :

> felose(f1);
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APENDICE F - PROGRAMA UTILIZADO NO "MAPLE 17" PARA O CALCULO
ANALITICO PARA AS POLARIZABILIDADE DINAMICA DE DIPOLO ELETRICO
DO ATOMO DE HIDROGENIO.

restart;

E:=(Z,n) — —(1/2) x Z*/n*

for x from 2 to 100 do deltalx — 1] := eval f(E(1,z) — E(1,1))

f :=proc(x,omega) — (1/2) x Pi* omega/delta[x]

g = (z,omega) — tan(f(zx,omega)) : h := (x,omega) — tan(f(x,omega)*xomega/delta|x]) :

a := proc(x :: integer) :: float;if(x = 1)then 1.0 else evalf(2 * (delta[x] — delta]x —

1)) fi:end:

m = (x,omega) — eval f(a(x) * f(x,omega) * (g(x,omega) + h(x,omega))) :

alpha := (xm :: integer, a0, omega) :: float;local(y, al);al :== a0; for y from 1 to xm do al :=
al +m(y,omega) : od : end :

fl:= fopen(”C : //Teste/solucaoanalitica.asc”, W RITE);

pontos := 1000; passo := 0.374e — 3;xm := 7; a0 := 4.5;

for t from 0 to pontos do;

omega =1 * passo;

at[t] := alpha(xm, a0, omega); fprint f(f1,8f20fn”, omega, at[t]) : od :
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APENDICE G - PROGRAMA UTILIZADO NO "MAPLE 17" PARA O CALCULO
DAS POLARIZABILIDADES DINAMICAS PARA O HIDROGENIO
RELATIVISTICO

> restart;

> inter face(prettyprint = 2);

> Digits := 30;

> Nr := proc(Z,n,l)options —;

sqrt(4 = Z3 x factorial(n — 1 —1)/(n® * n * factorial(n + 1)3))endproc;

> Ns := proc(zeta, mu, l)options —;

sqrt((2 * zeta)2 x mu + 2 1 + 3)/ factorial (2  mu + 2 * | + 2))endproc;

> F = —.5;

> tj = proc(j1,j2, 73, ml,m2,m3) :: float;

> ocal(t, ft, fta,aux, N, Nmin, L, J, Jn, Jp);

> Jp := proc(L, J)options —; L + Jendproc;

> Jn = proc(L, J)options —; abs(L — J)endproc;

> if(ml + m2+ m3) = 0andJn(jl,j2) <= j3 <= Jp(jl,52)andIn(jl1,j3) <= j2 <=
Jp(31, j3)andJIn(j2, j3) <= jl <= Jp(j2, j3)then :

> N = [j1 + ml, 51 — ml, 52 + m2, 52 — m2, 53 + m3, j3 — m3, 51 + j2 — j3,52 + j3 —
i1,33+ j1— j2;

> Nmin := min(N);

> ft = proc(j1, j2,73,ml, m2,m3,t)options —;

(=11 —52—m3)xsqrt((j1+72—533) % (j1—j2+53) % (=514 524 53) % (1 +m1)!* (51—
m1)lx (724 m2)x (j2—m2)!*(j34+m3)” « (j3—m3)! /(j1+ 72473+ 1)) (=1)*/((¢!) * (j3—
J24+t+ml)x (3 —jl4+t—m2)!x(j1+j2— 33 —t)!* (j1—t —m1)!* (j2—t+m2))endproc;
> fta := 0;aux := 0;

> for t from 0 while aux < Nmin+1 do if

‘and'(‘and‘(‘and‘(‘and‘(j3 —j2+t+ml >=0,j3—jl+t—m2 >=0),j1+j2—j3—t >=
0),jl—t—ml >=0), j2—t+m2 >=0) then fta := fta+ft(j1,72,73,ml,m2,m3,t);aux =
aux + lelsefta := fta end if end do;

> fta;

> else 0 fi:

> end :

> ga := proc(Z,n, 1, k, zeta, mu, [2)options —;

sum((2% Z/n) @ +11)* (—=1)" % factorial (11 +x +k+mu+12+1)/(factorial(n — 1 —1 —
x) * factorial(2 % 11 + 1+ x) * factorial(z) * (Z/n + zeta)l +x +k +mu+12+2)),z =
0..n — I1 — 1)endproc;
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> g := proc(Z,n,11,ml,j1,mjl, k,q, zeta, mu, 12, m2, j2,mj2, s, ms1)options —; (—1)mjl+
I1—1+mj24+124+ml)xsqrt((2+ 114+ 1)« (2%x12+1) % (2*xj1 4+ 1) % (2% j2+ 1)) =

ti(l1,s, 51, ml,msl, —myjl)«tj(I2, s, j2, m2,ms2, —mj2)xtj(l1, k,12,0,0,0)xtj(l1, k,12,—ml1, g, m2)x
Nr(Z,n,l1) x Ns(zeta, mu,12) % factorial(n+ 1) x ga(Z,n,l1, k, zeta, mu, (2)end proc; >

hl := proc(Z, zeta, mu,nu, 2, c)options —; (Z—zetax(mu~+12)+ExZ/c*)* factorial (mu-+

nu+2 %12 —1)/(2 % zeta)'mu + nu + 2 x [2)end proc;

> h2 := proc(omega, zeta, mu, nu, (2, c)options —; (—.4997332541890 + omega + (1/2) *
zeta®+(1/2) % E2?/c?) * factorial (mu+nu+2%12) /(2% zeta) 'mu+nu+ 2 %12+ 1)endproc;

> h3 := proc(zeta, mu,nu, 12, c, Z)options —; ((1/2) * (mu+12) * (mu+12—1) — (1/2) x

125 (12+ 1)+ (1/2) x Z%/® — (1/4) * zeta * Z/c?) x factorial(mu +nu + 2 %12 — 2) /(2 *

zeta)'mu + nu + 2 % (2 — 1)end proc;

> hd = proc(zeta, mu,nu, j2,12, s, ¢, Z)options —; (—(1/4) « Z % (j2% (j2+1) — 2% (12 +

1) —s*(s+1))/+ (1/4) x Z x (mu+ 12 — 1)/c®) x factorial(mu +nu + 2 12 — 3) /(2 *

zeta)'mu + nu + 2 % (2 — 2)end proc;

> hp := proc(Z,n,omega, zeta, mu, nu, 12, j2, s, c)options —;

Ns(zeta, mu, 12)*Ns(zeta, nu, 12)x(h1(Z, zeta, mu, nu, (2, c)+h2(omega, zeta, mu, nu, 12, ¢)+
h3(zeta, mu,nu,12,c, Z) + hd(zeta, mu,nu, j2,12, s, ¢, Z))end proc;

> hn := proc(Z,n, omega, zeta, mu, nu, 12, j2, s, c)options —; Ns(zeta, mu, [2)«N s(zeta, nu, [2)*
(h1(Z, zeta, mu,nu, 12, ¢) + h2(—omega, zeta, mu, nu, 12, ¢) + h3(zeta, mu,nu,12,¢, Z) +

h4(zeta, mu,nu, j2,12, s, c, Z))endproc;

>: > inter face(prettyprint = 0);

> 7 :=1n:=111:=0ml:=0;s:=1/2;msl := —1/2;51 :=1/2;mjl := —1/2;
>k:=1;q:=0;passo := 0.10e—3; OM := 0;0i := 0.; ¢ := 137.035999083695801114154891488;

> zeta = 1.0;12 := k;m2 := ¢;ms2 :=1/2;j2 := 1/2;mj2 := 1/2;

> Nmaz := 200; prec := 0.10e — 19;

> with(Linear Algebra); alp := Vector(Nmax); alpha := Vector(OM+1); f1 := fopen("C' :
//Teste//k1.12.teste.asc”, W RITE); > A := Vector(Nmazx); Bp := Matriz(Nmax, Nmazx); Bn :=
Matriz(Nmax, Nmax);

> for mu to Nmax do Almu] := evalf(g(Z,n,l1,ml,j1,mjl, k,q, zeta, mu,12,m2, j2, mj2, s, ms
fornutoNmaxdoBp[mu,nu] := eval f (hp(Z, n,omega, zeta, mu, nu, 12,52, s, c));

Bn[mu, nu] := eval f(hn(Z, n,omega, zeta, mu, nu, 12, j2, s, c))end do end do;

> for xo from 1 to (OM + 1) do omega := 0i + (xo — 1) * passo :

conv := 0 : delta :=1.0e — 1 :

> for N from 1 to Nmax while (delta > prec) do

At .= Vector(N) : Bpt := Matriz(N,N) : Bnt :== Matriz(N,N) :

> for an to N do At[zn]:= Alzn]; for xm to N do Bpt[zn,xzm| = Bp[zn,xzm]|; Bnt[zn,zm] =
Bn[zn,xm] end do end doj

> aap := LinearSolve(Bpt, At); aan := LinearSolve(Bnt, At);

> alp[N] := —(sum("A[w]" " aap[w]’,w = 1..N)) — (sum('Alw]" " aan[w]',w = 1..N));
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> if N <> 1 then delta := abs(alp|N] — alp[N — 1]) : fi : pol := alp[N] : conv :=
conv+1:od:

> alphalzo] := pol;

> fprintf(f1,”%.8f%.20f

n”, omega, alpha[xol) : print(omega, alphalzo])od :

> fclose(f1);
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APENDICE H - PROGRAMA UTILIZADO NO "MAPLE 17" PARA O CALCULO
DAS POLARIZABILIDADES DINAMICAS PARA O CATION MONOVALENTE DE
BARIO

> restart;
> inter face(prettyprint = 2);
> Digits := 30;
> f1:= fopen("C : //Laura//6sBal00.dat”, READ); Al := readdata(f1, float,2); Al :=
convert(Al, array); fclose(f1);
> Nr := proc(Z,n,l)options —;sqrt(4* Z3x factorial(n —1—1)/(n*nx* factorial(n+
1)3))end proc;
> Ns := proc(zeta, mu, l)options —;sqrt((2 * zeta)'2 x mu + 2 x | + 3)/ factorial (2 *
mu+ 2 %[+ 2))end proc;
> F = —.367635041;
tj = proc(jl :: integer,j2 :: integer,j3 :: integer,ml :: integer,m2 :: integer,m3 ::
integer) :: float;
> ocal(t, ft, fta,aux, N, Nmin, L, J, Jn, Jp);
> Jp := proc(L, J)options —; L + Jendproc;
> Jn = proc(L, J)options —;abs(L — J)endproc;
> if(ml 4+ m2+ m3) = 0andJn(jl,j2) <= j3 <= Jp(j1,j2)and Jn(j1,j3) <= j2 <=
Jp(31, j3)andIn(j2, j3) <= jl <= Jp(j2,j3) then :
> N = [j1 + ml, 51 — ml, 52 + m2, j2 — m2, 53 + m3, j3 — m3, 51 + j2 — j3,52 + j3 —
j1,53+ 51 — j2];
> Nmin := min(N);
ft:=proc(jl, 72,53, ml,m2, m3,t)options —;
(=11 —52—m3)xsqrt((j1+72—33)! % (j1—j2+53) % (=514 524 53) % (1 +m1)!* (51—
m1)lx (724 m2)*(j2—m2)!*(j34+m3)” * (j3—m3)!/(j1+ 72473+ 1)) (=1)*/((¢") * (j3—
J24+t+ml)lx(j3—j1+t—m2)x (j1+j2— 33 —t)!*x(j1—t—ml)!* (52—t +m2)!)endproc;
> fta := 0;aux := 0;
> for t from 0 while aux < Nmin+1 do if
‘and'(‘and‘(‘and‘(‘and‘(j3 —j24+t+ml >=0,j3—jl+t—m2 >=0),j1+j2—j3—t >=
0),jl1—t—ml >=0), j2—t+m2 >=0) then fta := fta+[ft(j1,72,73,ml,m2,m3,t); aux =
aux + lelsefta := fta end if end do;
> fta;
> else 0 fi:
> end :
> 7 :=056; Ni:=54;11:=0;ml :=0;12 := k;m2 := ¢,
>k:=1,q:=0;
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> zeta := 1.5; Nmax := 70;

> rrc = 1.924;alpc = 10.61;qi = 0;p := 2;beta := .324;a = 9.23423025;b =
—2.9225112; ¢ := .4535069;

> nrmax = 2000;

> for mu to Nmax do for nr to nrmax do fun[nr|:= Allnr,2];rr[nr] == Al|nr, 1]; Glmu, nr] ;
fun[nr] * (1 — alpc * rrinr)®/(rrc® + rr[nr]®)?) « rr[nr]* * Ns(zeta, mu, 12) * rr[nr](2 +

mu + 1) x exp(—zeta x rrinr])end do end do

> with(LinearAlgebra); Kp := Matrixz(Nmazx, Nmaz); Kn := Matriz(Nmazx, Nmazx);

> hl := proc(Z, Ni, zeta, mu, nu, [2)options —; (Z—Ni—zetax(mu-+I12))x factorial(mu+

nu+2 %12 —1)/(2 x zeta)'mu + nu + 2 * [2)end proc;

> h2 := proc(E, omega, zeta, mu, nu, [2)options —; (E+omega+(1/2)*zeta?)* factorial (mu+
nu+ 2 % 12)/(2 x zeta)'mu + nu + 2 x 12 + 1)endproc;

> h3 := proc(zeta, mu, nu, 2)options —; ((1/2) % (mu+12) x (mu+12 — 1) — (1/2) %12 x

(12 + 1)) * factorial(mu + nu + 2 * 12 — 2) /(2 * zeta)'mu + nu + 2 * 12 — 1)endproc;

> h4 := proc(zeta, alpc, rre, mu, nu, [2)

options —; (1/2)*alpe* Re(int(rimu+nu+2x12+2) xexp(—2% zetaxr) [ (r* +rrc®)? r =
0..infinity))endproc;

> h5 := proc(zeta, mu, nu, (2, a, qi, p, beta)

options —; —a * (int(r‘mu + nu + 2 * (2 — qi) * exp(—beta * P — 2 * zeta * r),r =
0..infinity))end proc;

> h6 := proc(zeta, mu, nu, (2,b, qi, p, beta)

options —; —(int(b* rlmu + nu + 2% 12 — qi + 1) * exp(—beta * r? — 2 x zeta x r),r =
0..infinity))end proc;

> h7 := proc(zeta, mu,nu, 2, c, qi, p, beta)

options —; —(int(c* rlmu + nu + 2 * 12 — qi + 2) * exp(—beta * r? — 2 x zeta x 1), r =

0..in finity))end proc;

> hp = proc(Z, Ni, E, omega, zeta, mu, nu, [2)options —; Ns(zeta, mu, 12)xN s(zeta, nu, 12)x*
(h1(Z, Ni, zeta, mu, nu, [2)

+ h2(E, omega, zeta, mu, nu, 12) + h3(zeta, mu, nu, 2) +

h4(zeta, alpc, rre, mu, nu, [2)+h5(zeta, mu, nu, 12, a, qi, p, beta)+h6(zeta, mu, nu, 12, b, qi, p, beta)+
h7(zeta, mu,nu, (2, ¢, qi, p, beta))end proc;

> hn = proc(Z, Ni, E, omega, zeta, mu, nu, [2)options —; Ns(zeta, mu,2)xNs(zeta, nu, 2)*
(h1(Z, Ni, zeta, mu, nu, [2)

+ h2(E, omega, zeta, mu, nu, (2) + h3(zeta, mu, nu, (2) +

h4(zeta, alpc, rre, mu, nu, [2)+h5(zeta, mu, nu, (2, a, qi, p, beta)+h6(zeta, mu, nu, 12, b, qi, p, beta)+
h7(zeta, mu,nu, 2, c, qi, p, beta))end proc;

> for mu to Nmax do for nu to Nmax do

Kplmu,nu] := eval f(hp(Z, Ni, E, omega, zeta, mu, nu,12)); Kn[mu,nu] := eval f(hn(Z, Ni, E, omeg
> inter face(prettyprint = 0);
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> passo := 0.10e — 4;OM = 0;0i := 0.;

> prec := 0.10e — 19;

> alp := Vector(Nmazx); alpha := Vector(OM + 1);

f1:= fopen(”C : //Teste//Pol.estatica.Ba.kl.asc” ,W RITE);

> A := Vector(Nmaz); Bp := Matriz(Nmazx, Nmax); Bn := Matriz(Nmazxz, Nmazx);

> for mu to Nmaz do

Almu] := eval f((—1)"Lksqrt((2xl14+1)*(2x124+1))*tj (11, k,12,0,0,0)*tj(I1, k, (2, —m1, g, m2)*
(sum((G[mu, nrs] + G[mu,nrs+ 1)) x ((rr[nrs+ 1] — rrnrs]) = (1/2)), nrs = 1..nrmax —

1))); for nu to Nmax do Bplmu,nu| :== Kp|[mu, nu]; Bn|mu, nu] := Kn|mu, nulend do end do;>
for xo from 1 to (OM + 1) do omega := oi + (xo — 1) * passo : conv := 0 : delta =

1.0e —1:

> for N from 1 to Nmax while(delta > prec) doAt := Vector(N) : Bpt := Matrixz(N,N) :
Bnt := Matrix(N,N) :

> for an to N doAt[zn]:= Alxn]; for xm to N do Bptlzn,xzm| := Bplzn,xzm|; Bntlxn,zm| =
Bn[zn,xml]end do end do;

> aap := LinearSolve(Bpt, At); aan := LinearSolve(Bnt, At);

> alp[N] := —(sum("A[w]" " aap|w]’,w = 1..N)) — (sum('Alw]" " aan[w]',w = 1..N));

> if N <> 1thendelta := abs(alp[N]—alp[N — 1)) : fi: pol := alp|N] : conv := conv+1:

od :

> alphalzo] := pol;

> fprintf(f1,”%.8f%.20f”, omega, alphalxol) : print(omega, alphalzo]) : od :

> fclose(f1);
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