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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados de simulagdes de Monte Carlo de uma
teoria quantica de campos escalar com autointeragao ¢! em uma rede (1+1) empre-
gando o recentemente proposto algoritmo worm. Em simulacdes de Monte Carlo, a
eficiéncia de um algoritmo é medida em termos de um expoente dinamico z, que se
relaciona com o tempo de autocorrelagao 7 entre as medidas de acordo com a re-
lacdo 7 o< L?, onde L é o comprimento da rede. O tempo de autocorrelacao fornece
uma medida para a “memoria” do processo de atualizacao de uma simulagao de
Monte Carlo. O algoritmo worm possui um z comparavel aos obtidos com os efi-
cientes algoritmos do tipo cluster, entretanto utiliza apenas processos de atualizagao
locais. Apresentamos resultados para observaveis em funcao dos parametros nao-
renormalizados do modelo X e p?. Particular atencao é dedicada ao valor esperado
no vacuo (p(x)) e a funcao de correlagao de dois pontos (p(x)e(z’)). Determinamos
a linha critica (Ac, pZ) que separa a fase simétrica e com quebra espontanea de

simetria e comparamos os resultados com a literatura.

Palavras Chaves: Teoria quantica de campos, Transi¢oes de fase, Simulacoes de

Monte Carlo, Algoritmo worm

Areas do conhecimento: Fisica de Particulas e Campos, Mecanica Estatistica,

Fisica Computacional
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Abstract

In this work we will present results of Monte Carlo simulations of the ¢* quantum
field theory on a (1 + 1) lattice employing the recently-proposed worm algorithm.
In Monte Carlo simulations, the efficiency of an algorithm is measured in terms
of a dynamical critical exponent 2, that is related with the autocorrelation time
7 of measurements as 7 o< L?, where L is the lattice length. The autocorrelation
time provides a measure of the “memory” of the Monte Carlo updating process.
The worm algorithm has a z comparable with the ones obtained with the efficient
cluster algorithms, but uses local updates only. We present results for observables
as functions of the unrenormalized parameters of the theory A\ and p?. Particular
attention is devoted to the vacuum expectation value (p(x)) and the two-point cor-
relation function (¢(z)p(z")). We determine the critical line (A¢,u2) that separates
the symmetric and spontaneously-broken phases and compare with results of the

literature.
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Capitulo 1

Introducao

O formalismo da Teoria Quantica de Campos Relativistica permite realizar predi-
¢Oes para processos de interacao entre elétrons e fo6tons que concordam com dados
experimentais em oito digitos significativos de precisao [1]. O sucesso da descri¢ao
de fenémenos eletromagnéticos por meio da teoria quéantica de campos incentivou a
extensao do formalismo a outros areas da fisica, principalmente as areas do mundo
subatomico. A obtencao de resultados analiticos em uma teoria quantica de cam-
pos, no entanto, é muitas vezes impraticavel. Em casos especiais, como no caso
de varios processos de eletrodinamica quantica, é possivel o emprego da teoria de
pertubagoes, onde o pardmetro de expansao é a constante de acoplamento [2]. Em
outras situagoes, mesmo quando a interacao é forte, expansoes perturbativas ainda
podem ser empregadas, mas a expansao perturbativa se da em termos de parametros
adimensionais tipicamente envolvendo a razao da energia (ou momento) do processo
em estudo e uma escala intrinseca do problema. Estamos nos referindo particular-
mente a formalismos como a teoria de perturbagao quiral [3]. Obviamente, para que
expansoes dessa natureza facam sentido, é necessario que os parametros de expan-
sao sejam menores que a unidade. Entretanto, métodos pertubativos nem sempre
sao aplicaveis, como no caso dos proeminentes fenémenos da quebra dinamica da
simetria quiral e do confinamento dos quarks e gluons na cromodinamica quantica
(QCD) [4]. Para tratar situagoes desta natureza, distinguem-se os métodos de Monte
Carlo [5]. Métodos de Monte Carlo sao técnicas de calculo numéricas, baseadas em
conceitos estatiticos que procuram simular os possiveis estados do sistema de acordo
com uma distribuicao de probabilidades que estd, no caso de uma teoria quantica
de campos, associada a agao da teoria.

Neste trabalho faremos uso de uma particular técnica de Monte Carlo, conhecida

como algoritmo worm*, para estudar propriedades de uma teoria quantica de campos

*A traducdo para a lingua portuguesa de worm é minhoca. No entanto, ndo nos sentimos
confortaveis em usar o termo algoritmo minhoca e, na auséncia de nome melhor, vamos empregar

o termo algoritmo worm para a técnica.



relativistica envolvendo um campo escalar real () auto-interagente, do tipo ¢*(z).
Um campo desta natureza descreve excitagoes (particulas) relativisticas sem spin.
Além de possuir interesse intrinseco na fisica do mundo subatdomico e na fisica de
altas energias em geral, por exemplo, como prototipo do campo de Higgs, responsavel
pela quebra da simetria de calibre nas interagoes fracas [2], o modelo de um campo
escalar autointeragente ¢ muito rico sob um ponto de vista pedagbgico, pois ele
fornece um bom ponto de partida para o estudo de outros modelos de teoria quantica
de campos.

A utilidade de uma teria de campos envolvendo campos escalares autointera-
gentes vai além dos propositos pedagdgicos e transcende a fisica de altas energias.
Por exemplo, no modelo de Ginzburg-Landau para o fendmeno da supercondutivi-
dade [6], a teoria do campo escalar’ com autointeragio ¢*(z) fornece as bases para
o entendimento do fendomeno em termos de uma linguagem de transi¢oes de fase
e fendmenos criticos da Mecanica Estatistica [7]. O fenémeno da supercondutivi-
dade, descoberto por Onnes em 1911 [8], consiste basicamente no desaparecimento
da resisténcia elétrica de certos materiais quando estes encontram-se abaixo de uma
determinada temperatura, chamada de temperatura critica. Transicoes de fase seme-
lhantes ocorrem em materiais magnéticos, e sao conhecidas como transicoes de fase
de segunda ordem. Para o entendimento de conceitos basicos sobre transi¢oes de
fase e fendmenos criticos, o modelo de Ising [7] se distingue por sua simplicidade e
por servir de laboratorio para varias técnicas de simulagao numérica. O modelo de
Ising fornece uma descricao qualitativa de alguns materiais com propriedades mag-
néticas, apresentando uma temperatura critica T onde, para temperaturas acima
de T esses materiais apresentam magnetizacao nula, e para temperaturas abaixo de
Te, eles apresentam uma magnetizagao nao nula — diz-se que a temperaturas abaixo
de T esses materiais adquirem uma magnetizacao espontanea.

O conceito de magnetizacao espontanea esta relacionado ao fato da existéncia
de magnetizacado mesmo na auséncia de campo magnético externo. A existéncia de
magnetiza¢ao/supercondutividade para 7" < T¢ e auséncia para T > T estao rela-
cionadas ao conceito de quebra de espontanea de simetria no sistema [7]. No modelo
de Ginzburg-Landau, a supercondutividade ocorre na fase onde o fluxo de campo
magnético possui simetria global U(1), as fases simétrica e com quebra de simetria
neste modelo distinguem-se respectivamente pelos valores nulo e ndo nulo assumidos
pelo valor absoluto de um campo escalar. No modelo de Ising a magnetizacao espon-
tanea vem associada com uma fase onde houve a quebra da simetria rotacional. O

fendmeno de quebra de simetria desempenha um papel importante em outras areas

TNeste caso, o campo é complexo, equivalente a dois campos escalares reais.



da fisica. Em 2008, Yoichiro Nambu recebeu o prémio Nobel de Fisica por estender
o conceito de quebra espontanea de simetria da Mecanica Estatistica para o mundo
subatomico. Em particular, o conceito de quebra espontanea da simetria quiral na
QCD, fundamental para o entendimento contemporaneo do papel desempenhado
pelo méson 7 na fisica das interagdes fortes, deve-se a Nambu [9]. Entende-se o
méson 7 como sendo um (pseudo) béson de Goldstone da quebra espontanea da
simetria quiral da QCD, o que explica sua pequena massa, frente a escala tipica das
massas hadronicas. No modelo padrao das particulas elementares e interagoes funda-
mentais, o mecanismo de Higgs [10], responséavel por gerar as massas das particulas
elementares, envolve o conceito de quebra espontanea de simetria. Por tras deste
mecanismo encontra-se um campo escalar complexo, que corresponde ao boson de
Higgs. Na linguagem da Mecénica Estatistica [7], o estudo de transigoes de fases
faz uso do conceito de parametro de ordem. Este é um observével ¥ do sistema cujo
valor é nulo em uma das fases e nao nulo na outra. No modelo de Ising o parametro
de ordem ¢é a magnetizacgao.

Na presente dissertagao utilizamos o algoritmo worm para estudar a estrutura
de fases de uma teoria quantica de campos relativistica a temperatura zero de um
campo escalar real com auto-interacio do tipo ¢*(z). Especificamente, nossos es-
tudos tém como ponto de partida a acao da teoria em duas dimensoes (1+1), a
qual possui dois parametros, p2 e \: p2 multiplica o termo p?(x), e A multiplica o
termo de autointeragao ¢*(z) na Lagrangeana do modelo. Estes definem o espago
de parametros do modelo, o qual, como sera visto com detalhe, divide-se em duas
regides, simétrica e com quebra de simetria. Na fase simétrica, o potencial classico
possui um tnico ponto de minimo e o valor esperado do campo no vacuo, (p), é
nulo; ja na fase com quebra de simetria, o potencial efetivo é do tipo “duplo pogo”,
possuindo assim dois pontos de minimo com (p) # 0. Este comportamento descreve
uma transicao de fase, assim como no modelo de Ising. Para a teoria do campo
escalar as fases sdo caracterizadas por uma linha critica definida pelos parametros
(A, p2), ou seja, para cada valor de A teremos um valor critico de pZ. Neste trabalho
iremos encontrar pontos criticos (A¢, ugc) de modo a construir a linha critica que
separa a regiao simétrica da com quebra de simetria. Para encontrar estes pontos
criticos olharemos basicamente para os comportamentos do campo valor esperado
na vacuo {p(ug)) e o calor especifico para valores fixos de \.

Num método de Monte Carlo em geral, fazemos o uso de algoritmos de simu-

lagoes. Estes consistem basicamente de um método de atualizagdo de configuragoes.

¥Na QCD, o loop de Polyakov [4] é usado como sendo um pardmetro de ordem para caracterizar,
como funcao da temperatura, fases em que gluons estao confinados ou desconfinados - mas o loop

de Polyakov nao é um observavel.



Estas configuragoes correspondem a pontos do espaco de fase, este espaco define os
estados acessiveis do sistema. Na Mecanica Estatistica, um sistema de muitos graus
de liberdade (descritos por exemplo por um campo) em contato com um reservatéorio
térmico sofre flutuagoes oriundas do contato com este reservatério térmico. Devido
a estas flutuagdes o sistema muda constantemente de configuracao e, desta forma,
visita todo o espaco de fase. No caso de um sistema quantico a temperatura zero,
as flutuagoes sao de natureza quantica, como por exemplo as induzidas pelas flu-
tuagoes de ponto zero. Em ambas situacoes, dizemos que um sistema possui uma
probabilidade p, de ser encontrado no estado p e uma probabilidade P(yu — v) de
realizar uma transicao para o estado v uma vez estando no estado p. No equilibrio
estas probabilidades obedecem a relacao p,P(y — v) = p,P(v — p) conhecida
como condicao de balango detalhado. Um algoritmo de simulagao de Monte Carlo
tem o papel de “imitar” a dinamica de transi¢ao entre configuragoes.

O algoritmo de simulagao mais conhecido é o algoritmo de Metropolis [11]. Ele foi
proposto em 1953 em um estudo da termodinamica de um sistema de esferas rigidas
bi-dimensonais. Este algoritmo marcou um avanco em simulagoes numéricas, entre-
tanto, possui eficiéncia reduzida quando realizamos simulagoes nas proximidades de
um ponto critico [5]. Esta redugao de eficiéncia é conhecida como critical slowing
down e pode ser observada através de uma grandeza chamada tempo de correlagao.
O tempo de correlagdo, 7, € um tempo caracteristico de um algoritmo, o qual deve-
mos “esperar” entre as estimativas sucessivas de um observavel em uma simulagao
de Monte Carlo, de modo a garantir que nossas medidas sejam estatisticamente in-
dependentes. O tempo de correlagao obedece a relacao 7 < L?*, onde L é o tamanho
da rede considerada na simulacao e z é chamado de expoente dinamico. Para o mo-
delo de Ising, temos [5] que z &~ 2 para o algoritmo de Metropolis, e z ~ 0,25 para
algoritmos conhecidos como sendo do tipo “cluster” [12, 13]. A diferenga essencial
entre estes algoritmos esta no processo de atualizagao do sistema, o algoritmo de
Metropolis é um algoritmo local, ja o algoritmo de cluster é nao-local. Algoritmos
locais atualizam um 1inico ponto da rede por vez, considerando a configuracao deste
ponto frente a configuracao de seus vizinhos mais proximos; ja algoritmos nao locais
atualizam uma regiao da rede, considerado a configuracao desta regiao em meio a
configuracao global da rede. Apesar do ganho em eficiéncia dos algoritmos nao-
locais do tipo cluster, a programacgao ¢ um pouco mais complicada e a paralelizagao
desses algoritmos em clusters de computadores é bastante mais complicada do que
a de um algoritmo local.

Recentemente foi proposto um novo algoritmo para simulag¢oes de Monte Carlo [14],

chamado de algoritmo worm. O algoritmo worm soluciona o problema de critical



slowing down, z =~ 0, 25 para o modelo de Ising, sem utilizar processos de atualizacao
nao-locais. No contexto do modelo de Ising, este novo algoritmo consiste em uma
expansao em série de poténcias no inverso da temperatura do fator de Boltzmann.
Os termos dessa série, formados de produtos de operadores de spin referentes aos
sitios da redes, s@o entao re-arranjados em termos envolvendo bonds (ligagoes) entre
os spins, de maneira que o espaco de configuragoes possa ser interpretado em termos
de estruturas geométricas envolvendo loops (lagos) abertos ou fechados — ou worms.
No trabalho original em que o algoritmo worm foi proposto [14], os autores tomaram
como exemplo para investigar a eficiéncia do algoritmo os modelos de Ising, XY,
Potts-3d, e |¢|*. Os proponentes obtiveram precisao e eficiéncia comparaveies com
algoritmos nao locais. Hoje, podemos observar o algoritmo worm sendo utilizado em
probemas como sistemas de bosons [15, 16, 17], gas de Fermi [18] e QCD [19]. Na
presente dissertacao faremos uso do algoritmo worm para estudar o comportamento
critico do campo escalar real. O objetivo é mapear o espaco definido pelos paramet-
ros (), p2) e determinar as regides deste espago nas quais temos (@) = 0 e (@) # 0,
i.e., determinar o diagrama de fase do campo escalar real. Para determinar (p) é
necessario realizar uma modificagdo na versao original do algoritmo worm. A mod-
ificagdo consiste na introducao do chamado spin fantasma, no Cap. 3 discutiremos
com mais detalhes este assunto. Nossos resultados obtidos na presente dissertacao
sao comparados com resultados da literatura obtidos com outros algoritmos. Neste
sentido, nossos resultados nao sao novos. A aplicagao do algoritmo worm no modelo
de campo escalar real autointeragente o*(x) também nao é original, mas ¢ relati-
vamente recente, na literatura encontramos os trabalhos da Refs. [20] e [21]. Na
primeira referéncia, Ref. [20], é investigada a eficiéncia do algoritmo neste modelo,
e na Ref. [21] é uma tese Diplomarbeit em que um estudo bastante completo é real-
izado sobre este modelo, incluindo o comportamento critico do modelo em diferentes
dimensoes. Apesar de nao sermos os primeiros a aplicar o algoritmo worm na teoria
quantica de campos relativistica do campo escalar real p*(z), os resultados apre-
sentados aqui, no entanto, foram gerados por um cédigo desenvolvido de maneira
independente pelo autor da presente dissertacao.

Neste ponto julgamos importante chamar a atencao sobre duas limitacoes im-
portantes no presente estudo. O primeiro se refere ao fato de que a determinagao
da linha critica na teoria do campo escalar é feita em termos dos parametros nao-
renormalizados da teoria. Isto é, ndo implementamos a renormalizagao dos paramet-
ros do modelo. Apesar de ser muito simples efetuar a renormalizacao nesta teoria,
pois ela é super-renormalizavel, ndao a fizemos porque o objetivo maior aqui é im-

plementar as simulagoes no contexto do algoritmo worm neste modelo. Isso, no



entanto, nao quer dizer que nossas simulacoes sao sem uso para a determinacao do
ponto critico em termos de quantidades renormalizadas, pois o processo de renor-
malziacao na rede requer o conhecimento do comportamento critico das quantidades
nao renormalizadas. O segundo ponto refere-se ao fato de que que a determinagao
da linha critica feita nesta dissertacao nao emprega nenhum método de extrapolagao
para volume infinito. A determinacao é feita de maneira qualitativa apenas. Como
sera visto no Capitulo 5, essa determinagao é feita variando o tamanho da rede.
Sabendo que o calor especifico diverge no ponto critico, a medida que o tamanho da
rede aumenta, deve-se observar um pico cada vez mais acentuado em torno do valor
critico de ji?, para um dado valor de A\. A determinacao do valor critico de jig? é
feita por inspecao nos arquivos de dados.

Os diferentes capitulos da dissertacao estao distribuidos da seguinte maneira. Na
primeira parte do Cap. 2, faremos uma muito breve revisao a respeito de transigoes
de fase, onde faremos uma abordagem termodinamica deste assunto. Na segunda
parte do Capitulo 2, vamos discutir simula¢des de Monte Carlo, onde esbogaremos
as idéias fundamentais envolvidas nessas simulagoes e apresentaremos o algoritmo de
Metropolis. No Capitulo 3 deduziremos o algoritmo worm para o modelo de Ising e
reescreveremos observaveis como magnetizacao, energia e calor especifico nesta nova
formulagao. Abordamos o modelo de Ising neste trabalho com o intuito de simpli-
ficar a exposicao do algoritmo worm bem como realizar comparacoes dos algoritmos
worm e Metropolis para este modelo. No Capitulo 4 discutiremos brevemente a teo-
ria necessaria para realizarmos simulagoes de Monte Carlo do campo escalar real, ao
final deste capitulo iremos generalizar o algoritmo worm, obtido no Capitulo 3, para
o campo escalar. Por fim apresentaremos nossos resultados obtidos nas simulagoes
de Monte Carlo para o campo escalar real e modelo de Ising no Capitulo 5 e fare-
mos as conclusoes no Capitulo 6. Este trabalho conta também com dois Apéndices,
um no qual abordamos a equivaléncia entre os ensembles microcanonico e canonico
no limite termodinamico e outro onde falamos sobre o método de anélise de erros

empregado neste trabalho.



Capitulo 2

Revisao sobre transicoes de fase e simulacoes de
Monte Carlo

Diversos sistemas de interesse da natureza possuem muitas partes ou particulas.
Por exemplo, se desejarmos estudar as propriedades de um gas contido em um
volume de um litro, estaremos tratando de um ntimero da ordem de 10?* (nimero
de Avogadro) particulas. Em tais sistemas, o tratamento individual destas partes é
complicado e o tratamento via Termodinadmica e/ou Mecanica Estatistica torna-se
inevitavel. No escopo da termodinamica surge o conceito de transi¢oes de fase, e por
meio da Mecanica Estatistica podemos estudar tais transicoes com base na dinamica
microscopica do sistema. Entretanto, mesmo conhecendo a dinamica microscopica,
os estudos via os métodos da Mecanica Estatistica em geral nao podem ser feitos
analiticamente e simulagoes computacionais sao necessarias.

Nesta dissertacao utilizaremos o método de Monte Carlo para simular computa-
cionalmente modelos simples de sistemas fisicos. O método de Monte Carlo é um
método estatistico, que usa uma sequéncia de ntmeros aleatérios para simular os
estados acessiveis de um dado sistema e, de posse desses estados, calcular valores
médios de possiveis observaveis fisicos. Neste capitulo faremos uma breve revisao
sobre alguns aspectos da Termodinamica, Sec. 2.1, para introduzir o conceito de
transicoes de fase. Logo apds, na Sec 2.2, discutiremos algumas propriedades de
transicoes de fase. Por fim, na Sec. 2.3, discutiremos os conceitos envolvidos em

simulacoes de Monte Carlo.

2.1 Termodinamica - revisao de alguns conceitos

Em mecanica classica dizemos que conhecemos a dinamica de uma particula
quando somos capazes de determinar a maneira como a posi¢do e o momento desta
particula varia com o tempo. Para um sistema composto por N particulas, de-

verfamos determinar 6N varidveis (3 coodenadas para a posigao e 3 coordenadas



para o momento de cada particula) para conhecermos a dinamica do sistema. Ao
estudarmos sistemas onde N ¢é muito grande, o tratamento via mecanica classica
torna-se pouco conveniente ou até mesmo impossivel e, portanto, faz-se necessario
uma mudanga na maneira de como tratar matematicamente esses sistemas. Outro
ponto que nos leva a abandonar o tratamento da mecanica classica, para sistemas de
muitas particulas, é que, em geral, as propriedades relevantes destes sistemas sao na
verdade valores médios da propriedade em questao. A Termodinamica fornece uma
descricao mais conveniente e apropriada de sistemas onde o nimero de particulas é
da ordem do nimero de Avogadro (10?%). As variaveis relevantes para a descrigao
termodinamica de sistemas de muitas particulas sao a energia média total, o vol-
ume que o sistema ocupa, pressao média que as particulas exercem nas paredes de
um recipiente que o contém (no caso de sistemas fluidos), etc. Ou seja, um sis-
tema é caracterizado por meio de suas propriedades globais, como um todo, que nao
sao necessariamente propriedades de seus constituintes. Muitas dessas grandezas
que caracterizam um sistema termodinamico sao chamadas de variaveis de estado.
Um dos conceitos fundamentais na descri¢ao termodinamica de sistemas de muitas
particulas é o de temperatura. Uma definicdo, genérica e nao muito precisa, de
temperatura é a seguinte: “Temperatura é uma medida da tendéncia que um objeto
tem de ceder ou absorver energia de sua vizinhanca. Quando dois objetos estao
em contato térmico, aquele que tende perder energia espontancamente estd com a
temperatura mais alta.” — ver Cap. 1 da Ref. [22]. Descrever um sistema termod-
inamicamente implica em conhecer como as variaveis de estado sao afetadas pela
temperatura e outras variaveis, como volume, nimero de particulas, etc [23].

Nesta secao iremos introduzir o conceito de transicao de fase. Este conceito é em-
pregado em varios contextos na presente dissertacao e, como tal, julgamos necessario
abordé-lo. Com este fim, discutiremos como descrever um sistema termodinamico
no equilibrio. Inicialmente consideremos um sistema termodinamico fora do equi-
librio, por exemplo, um gas dentro de um baldo que é colocado em contato com um
reservatério térmico. Entendemos um reservatério térmico como sendo um grande
sistema de apoio do qual podemos extrair ou injetar energia (ou particulas) sem que
nenhuma mudanca termodinamica acorra no reservatorio. Como o sistema de inter-
esse esta a priori fora do equilibrio devemos esperar que, com o passar do tempo, as
variaveis de estado do nosso sistema se ajustem até que o equilibrio seja atingido,
e, a partir deste momento, nenhuma transformacao nas variaveis de estado dev-
era ocorrer. Dizemos entao que estados em equilibrio possuem a propriedade de nao
variarem em média se as condigoes externas permanecerem inalteradas. Entao pode-

mos imaginar que, um sistema fora do equilibrio em contato com um reservatério



térmico, atingira o equilibrio dentro de um intervalo de tempo finito.

Consideremos agora um cilindro fechado cuja tampa superior é composta por um
pistao moével. Consideremos também que todas as paredes do cilindro sdo isolantes
térmicas. Definimos isolantes térmicos como sendo um material que nao permite a
transferéncia de energia através dele, ou seja, se um sistema termodinamico estiver
confinado por um isolante térmico, nenhuma quantidade de energia pode entrar ou
sair do sistema. Imaginemos agora que dentro deste cilindro existe uma determinada
quantidade de géas e que em cima do pistao ha pequenos pesos usados para controlar
a pressao exercida sobre o gas. Preparamos o sistema acima descrito e esperamos
um intervalo de tempo suficientemente grande para que o mesmo atinja o equilibrio
termodindmico. Uma vez que nosso sistema esté em equilibrio (observe que estamos
tratando de um sistema isolado), podemos realizar a seguinte experiéncia: retiramos
(ou colocamos) um a um, os pesos em cima do pistao, e verificamos qual é a variagdo
no volume oriunda de uma determinada variacao de pressao; aqui devemos tomar o
cuidado de a cada retirada de um peso, esperarmos um tempo suficiente para que o
sistema entre em equilibrio novamente. Podemos concluir, por meio de experiéncias
como estas, que para um sistema isolado e em equilibrio termodinamico, os tnicos
pardmetros relevantes sdo a pressao P e o volume V' [23], ou seja, para uma dada
variacao de pressao AP, sempre havera uma tnica variagdo de volume AV, inde-
pendente de qualquer outra caracteristica do sistema. Definimos neste momento a
pressao e o volume como sendo variaveis de estado.

Imaginemos agora dois sistemas isolados 57 e S5, onde ambos estao em equilibrio
termodindmico isoladamente. O sistema S; possui varidveis de estado (P, V}), e o
sistema Sy, (P, V3). Coloquemos agora S; e Sy em contato termodindmico (ou seja,
existe uma parede que separa os dois sistemas que nao é isolante térmica) porém,
S e Sy estao isolados do resto do mundo. Temos, entao, um sistema composto S,
dependente das variaveis de estado (Py, Vi, P2, V3). Se Sy e Sy estiverem em equilibrio
um com o outro, teremos resultados semelhantes aos obtidos na experiéncia descrita
anteriormente, ou seja, para cada variacao de pressao AP, em Si, obteremos uma
Unica variacdo de volume AV; em S; e o analogo para o sistema S5. Entretanto,
se S1 e Sy nao estiverem em equilibrio mutuo, verificaremos que a variacao AV}
no volume (devido a variagao de pressao AP, em Sy, realizada num tempo t), seré
diferente se realizarmos a mesma variacdo de pressao AP; num tempo posterior
t’. O mesmo acontece para o sistema Sy. Isto ocorre pelo fato de S; e S, nédo
estarem em equilibrio termodinamico, e, tanto S; quanto Sy, estarem passando por
transformacoes para atingirem o equilibrio mutuo. Podemos verificar, com este tipo

de experimento, que se fixarmos os valores de P;, Vi e P,, havera um tnico valor de



V5 no qual o sistema S estara em equilibrio, ou seja, S7 e S5 em equilibrio mutuo.
Matematicamente podemos dizer que existe uma funcao F' nas variaveis de estado

(P1, V1, P2, V5), que no equilibrio pode ser escrita como
F(P, Vi, Py, V) = 0. (2.1)

A forma funcional de F' dependera do sistema em questao, entretando, ela pode ser
determinada por um ndimero suficiente de experimentos [23].

Com o intuito de obtermos mais informagoes oriundas da Eq. (2.1), lembremos
que, se fixarmos 3 das 4 variaveis de estado do sistema S, composto pelos subsistemas
S1 e Sy, a quarta variavel sera determinada em funcao das outras 3, ou seja, fixando
(P, V1, P), teremos

Vo= f(P1, V1, Ps). (2.2)

Agora, consideremos um terceiro subsistema pertencente a S, que chamaremos de
St (sistema de teste). Imaginemos que S; estd em contato térmico e em equilibrio
com Sp, por sua vez, Sy também esta em contato térmico e em equilibrio com St
(note que S; e S nao estao em contato térmico diretamente). Neste momento faz-se

necessario invocar a Lei Zero da Termodinamica:

Se 0s corpos A e B estio separadamente em equilibrio termodinamico
com um corpo C, entdo A e B estdo necessariamente em equilibrio ter-

modinamico.

Podemos dizer, com base na lei zero, que S; e Sy estao em equilibrio uma vez que
ambos estao em equilibrio com Sp. Desta forma, a Eq. (2.1) é valida para o sistema
em questao. Alternativamente, fixando (P, Vi, Py, Va, Pr) (onde Pr é a pressao do

subsistema Sr) podemos escrever o volume de Sy como:
Ve = (P, Vi, Pr) ou Vi = fo(P, Va, Pr), (2.3)
logo
Si(PL Vi, Pr) = fo( P2, Va, Pr). (2.4)

Tanto a Eq. (2.1) quanto a (2.4) sao separadamente condigoes necesséarias para
que o sistema S; esteja em equilibrio com Sy, desta forma (2.1) e (2.4) devem ser
equivalentes. Assim sendo, devemos esperar que f; e fy devam possuir dependéncia
em Vp de tal forma que Vi se cancele na Eq. (2.4), uma vez que (2.1) ndo depende

de V. Escrevendo f; na forma

fi=¢:i(Vi, P)R(Vr) + L(Vr), (2.5)
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obetemos
1 (V1, Pr) = ¢a(Va, Ps). (2.6)

Dizemos, entao, que existe uma quantidade ¢;(V;, P;) tal que: dado dois corpos
em equilibrio termodinamico, a Eq. (2.6) deve ser satisfeita. A quantidade ¢;(V;, P;)
¢ definida como temperatura do sistema i. Podemos entdo enunciar a lei zero da

termodindmica de uma segunda forma:

Equilibrio de temperatura é uma condigcdo necessdria para o equilibrio

termodinamico.

Concluimos que as grandezas V', P e T caracterizam um sistema termodinamico
em equilibrio. Estas grandezas definem uma fun¢do conhecida como func¢ao de es-
tado,

f(T,V,P) =0, (2.7)

cujos pontos da superficie sao chamados de estados termodinamicos, todos os es-
tados possiveis de um dado sistema sao representados por pontos nesta superficie.
Podemos classificar a superficie da fungao de estado (estados termodindmicos) em
regides, que chamaremos oportunamente de fases. Os diferentes pontos de uma
dada regiao, que correspondem a diferentes estados de um sistema, possuem uma
caracteristica em comum, sua fase. Tomemos como exemplo a dgua (HyO). Na
descricao termodinamica desta substancia, dizemos que ela possui trés fases: sélido,
liquido e vapor*. Para um dado sistema, podemos construir os chamados diagramas
de fase. Estes sao cortes bi-dimensionais da superficie tri-dimensional da func¢ao
de estado e relacionam as fases de um sistema com as variaveis V', P e T. Por
meio destes diagramas podemos estudar as chamadas transi¢oes de fase. A seguir,

discutiremos estas transicoes.

2.2 Transicoes de fase

Como vimos, podemos descrever sistemas termodinamicamente através das gran-
dezas V', P e T, e classificar diferentes estados através de fases. Assim, podemos
construir os chamados diagramas de fase de um determinado sistema, estes sao PT
(presdo versus temperatura), PV (presao versus volume) e VT (volume versus

temperatura). As Figs 2.1 e 2.2 ilustram um comportamento tipico dos diagramas
PT e PV.

*Na verdade, a dgua possui muitas outras fases. Para os objetivos desta breve revisao, é

suficiente discutir apenas estas trés fases.
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No diagrama PT (Fig. 2.1) podemos observar regides denominadas solid (sélido),
liquid (liquido) e vapor (vapor), estas sdo as projegoes bi-dimensionais de regioes
da superficie da fun¢do de estado. Entretanto, é possivel fazer mais uma classifi-
cacao da superficie da funcao de estado, as regioes de coexisténcia: se o sistema em
questao é representado por um ponto nesta regiao, este sistema nao possuirda uma
fase distinta, mas sim, estara em duas ou trés fases simultaneamente. As regioes de
coexisténcia da superficie da funcao de estado sao condensadas em linhas de coex-
isténcia no diagrama PT. Podemos ver (Fig. 2.1) que as trés linhas de coexisténcia
se encontram em um ponto, ponto triplo, neste ponto o sistema se apresenta nas trés
fases simulataneamente, ja nos pontos sobre as linhas de coesisténcia o sistema se
apresenta em duas fases simultaneamente. Quando mudamos as variaveis de estado
do nosso sistema de modo que uma linha de coexisténcia seja transpassada, dizemos
que houve uma trasicao de fase de primeira ordem. Notem que neste tipo de tran-
sicao o sistema passa pela regiao de coexisténcia antes de mudar de fase. Podemos
ver também que a linha liquid — vapor possui um ponto final chamado ponto critico:
o sistema pode mudar de fase sem passar pela linha de coexisténcia liquid — vapor,
mas sim, contornando o ponto critico. Trasicoes deste tipo sao chamadas de tran-
sigoes de fase de segunda ordem. Caracterizamos o ponto critico pelas coordenadas
Te (temperatura critica), Po (pressao critica) e Ve (volume critico).

Também podemos ver o ponto critico, denotados por C', no diagrama PV (Fig.
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2.2), neste diagrama podemos distinguir as regices: I que corresponde a fase liquida,
11 que corresponde a fase vapor, 11 que corresponde a coexiténcia das fases liquido-
vapor e a regiao acima do ponto critico. As curvas no diagrama PV representam
processos isotérmicos, i.e., processos nos quais variamos a pressao e volume sem
alterar o valor da temperatura. A curva 1 corresponde a uma processo cuja temper-
atura é maior que a temperatura critica. Em processos como estes a interagao entre
as particulas do sistema é despresivel, desta forma, estas curvas se assemelham a
curvas de processos de gases ideais. Para ser mais preciso, quanto mais além da tem-
peratura critica estivermos, nosso sistema mais se assemelha de um gas ideal. Para
processos cujas temperaturas estao préoximas ou abaixo da temperatura critica a
interagao entre as particulas torna-se importante e, como consequéncia, observamos
platds na regiao 11 do diagrama PV. As curvas do diagrama PV correspondem
a transi¢oes de fase, como podemos ver: considerando o sistema inicialmente na
fase liquida, temos uma expancao isotérmica que leva nosso sistema a fase de va-
por e, ao longo deste processo, o sistema passa por uma regiao de coexisténcia de
fases (regido I17). Para temperaturas abaixo da temperatura critica, vemos que um
liquido ao ser expandido isotermicamente possui um volume V; ao entrar na regiao
I1T e volume V, ao sair desta. Observamos que a medida que “caminhamos” em
diregao ao ponto critico, o parametro M = V; — V, tende a zero. Este é chamado
de parametro de ordem, que para o sistema liquido-vapor, equivale a diferenca de
volumes (ou equilaventemente, diferenca de densidades) das fases liquido-vapor. Os
parametros de ordem possuem, em geral, a propriedade de assumirem valores nao
nulos abaixo do ponto critico e nulos acima. Para sistemas ferromagnéticos, por ex-
emplo, o parametro de ordem ¢ a magnetizagao. A escolha do parametro de ordem
¢ feita de maneira fenomenolédgica e nem sempre ¢ uma escolha ébvia [24].
Johannes Diderik van der Waals procurou argumentos qualitativos no intuito de
encontrar uma equacao de estado que incorporasse os efeitos da interagao molecular
e desta forma, descrever sistemas cujas temperaturas estao abaixo ou nas proxim-
idades da temperatura critica. Como resultado, em 1873, temos a equacao de van
der Waals. A seguir, analisaremos a equagao de van der Waals no ponto critico, e
poderemos observar um comportamento universal para sitemas termodinamicos que
se encotram no ponto critico. Discutiremos também de uma maneira quantitativa

as transigoes de fase, discutidas qualitativamente nesta introducao.

2.2.1 Equacao de van der Waals - Expoentes Criticos

O potencial de interagao entre moléculas é, em geral, dependente da separagao

entre as mesmas [24]. O potencial possui um cardter repulsivo a curtas distancias
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(devido & intergdo Coulombiana entre as nuvens eletronicas das moléculas) e uma
parte atrativa (assitoticamente tendendo a zero para grandes distancias), oriunda da
polarizacao das moléculas. van der Waals considerou as moléculas de um gas como
sendo esferas duras, desta forma, aproximou o potencial de intera¢ao entre moléculas
de um gas a um potencial atrativo com carogo duro [24]. Como consequéncia destas
consideragoes, o volume acessivel a uma molécula nao é mais o volume do recipiente
no qual o gas estd confinado, mas sim um volume efetivo Vs = V — b, onde b
¢ o volume excluido devido ao volume individual de cada molécula, sendo b uma
constante que caracteriza o sistema em questdao. Outro efeito da interagdo entre
as moléculas, considerado por van der Waals, é o atenuamento da pressao do gas.

Considere o potencial de caro¢o duro escrito na forma
(2.8)

onde a é uma constante que caracteriza o sistema, ¢(r) é infinito para r < r¢ (rg :
raio da esfera dura) e zero para r > ry. Como a energia do sistema é proporcional

ao potencial de interacao e a pressao ¢ dada por

ou
)R- 2.

temos que a pressio serd proporcional a —a/V?2. A pressao em um gas ideal deve-se
unicamente a energia cinética das moléculas (P.nerico). Mas agora teremos mais
um termo contribuindo para a pressao, este termo é oriundo da interacao entre as

moléculas. Desta forma, escrevemos a pressao do sistema como sendo

a

P = Pcinético - W

(2.10)

Com estas consideracoes, a equacao dos gases ideais, PV = nRT, onde R ¢ a

constante de universal dos gases e n no niimero de moles, modifica-se para

(V —b) (P + ;2) — nRT. (2.11)

Esta é a equacao de van der Waals. Tomando T'= T, P =V e n = 1, temos

RT¢ a ab
5 (b ) 2y V-~ = 2.12
1% ( + P Vv +PCV P 0, (2.12)

ou seja, temos uma equacao do terceiro grau na variavel V' que a priori possui trés
raizes para o volume V. Entretanto, no ponto critico temos trés raizes iguais, ou

seja, a equacao de V tem o comportamento

(V—=Ve)=0 ou V*=3VeV?+3VAV —Vi=0, (2.13)
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comparando os termos das Eqgs. (2.12) e (2.13)
RT¢

a 3 ab

WVe=b+——, 3Vi=—, Vi=_—. 2.14
c + P ¢~ P TP (2.14)
Resolvendo este sistema de equagoes temos,
8a a
Rl = —, Po=—+ Ve = 3b. 2.15
CTom T ome © ¢ (2.15)
Usando estas relagoes acima e definindo
P Vv T
- = t=_ 2.16
p PC ? v VC Y TC Y ( )

a equacao de van der Waals é escrita da seguinte forma:

o2 -3)-

Como podemos ver, a equagao de van der Waals no ponto critico (Eq. (2.17)) nao
depende de nenhuma constante que caracteriza o sistema em questao. Desta forma,
o resultado de van der Waals parece indicar a existéncia de um comportamento
universal no ponto critico. Um exemplo desta universalidade pode ser visto no plot
de Guggenheim, 1945. Guggenheim plotou 7'/T¢ contra n/ne (n : densidade) de
oito oito substéancias sobre a linha de coexisténcia, Fig. (2.3), e observou que todas
estas substancias possuem a mesma curva.

Como vimos, as fases de sistemas termodinamicos podem ser caracterizadas por
parametros de ordem (M = V; — V|, para o caso de um sistema liquido vapor)
que tendem a zero quando nos aproximamos da temperatura critica. E possivel
mostrar [24, 25] que a universalidade dos sistemas termodinamicos na temperatura
critica leva a relagoes do tipo

M x (Te-T)", (2.18)
C x (Te—T)"°, (2.19)
X < (Te—T)7", (2.20)

cujas dependéncias se dd em termos dos chamados expoentes criticos «, 3, v, ...
Existe uma grande variedade de estudos sobre o assunto de fenémenos criticos,
tanto tedricos e computacionais quanto experimentais, mas para os nossos objetivos
nesta dissertacao, nao ¢ necessario nos deter numa revisao sobre eles.

A seguir vamos discutir o método de Monte Carlo. Como dito anteriormente,
nesta dissertagdo vamos nos concentrar em simulacoes de Monte Carlo para a teoria

do campo escalar real ¢*(z) em duas dimensdes. No entanto, com o intuito de
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Figura 2.3: Guggenheim plot - Retirado de [24].

discutir os algoritmos de simulagao de uma maneira mais simples, e verificar a
confiabilidade de nosso programa numérico, vamos fazer uso do modelo de Ising.
Este modelo em (uma e) duas dimensoes possui solucao analitica [24, 26, 27, 28], o

que nos permite avaliar a qualidade de nossas simulagoes.

2.3 Simulacoes de Monte Carlo

O método de Monte Carlo é um método estatistico onde geramos, dentre todos
os estados acessives de um sistema, os estados com maior probabilidade segundo al-
guma distribui¢ao de probabilidades [5]. No ensemble candnico, um sistema interage
com seu reservatorio térmico absorvendo ou cedendo pequenas quantidades de ener-
gia (“pequenas quantidades de energia” significa: pequeno comparado com a energia
total do sistema). Esta interagao perturba fracamente o sistema em questao e, como
consequeéncia, o sistema pode realizar transicoes entre estados. Em outras palavras,
dado um sistema em um estado p este “pula” para o estado v que “pula” para o es-
tado o e assim sucessivamente. Desta forma, dizemos que um sistema “vizita” todos

os estados possiveis. Entretanto existem estados com maior/menor probabilidade
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de serem vizitados. Em Mecanica Estatistica, a distribuicao de probabilidades é a
distribuicao de Boltzmann
e PHu

Wy == Z =3 etk (2.21)
{n}

onde w,, ¢ a probabilidade de encontrarmos o sistema descrito pelo hamiltoniano H
no estado p, Z é a chamada funcao de partigdo do sistema e a soma {u} significa
que devemos somar sobre todos os estados possiveis. Desta forma, o valor médio de

um observavel O é dado por

! O, et

(©) e

(2.22)

onde O, ¢ o valor do observavel O no estado .

Utilizaremos como base para nossa discucao a respeito do método de Monte Carlo
o modelo de Ising bi-dimensional. Este modelo trata sistemas com propriedades
magnéticas tratando-os como uma rede de spins s; (Fig. 2.4). As varidveis de spin
s; podem assumir os valores +1 (spin para cima e spin para baixo) ao longo da rede.

O hamiltoniano deste modelo é dado por

H=-J Z SiSj; — B ZSZ‘, (223)
(i.5) i

onde J é um parametro relacionado a intensidade da interagao entre os spins, B
¢ um campo magnético externo e (i, j) significa que o produto s;s; envolve apenas
os primeiros vizinhos de 7 e 7. Em duas dimensoes, os indices ¢ e j correspondem
a pares de coordenadas, i.e., $;S; = S(i,i,)S(j,1.j,)- Desta forma, dado um sitio
localizado pelas coordenadas a e b (s(,p)) definimos como seus vizinhos os sitios
S(a+1,b) € S(ab+1)-

Uma vez que conhecemos o hamiltoniano do sistema, uma grandeza que poderiamos
estar interessados em estimar é, e.g., a magnetizacao. Pela Eq. (2.22), temos que a

magnetizacao média é dada por

—BH
:ZuMue fHy

(=

(2.24)

onde M, é o valor da magnetizacao da rede no estado p que, por sua vez, é a soma
dos valores dos spins neste estado.

Neste momento nos deparamos com nosso primeiro problema: o sistema que es-
tamos considerando é uma rede onde cada um de seus sitios pode apresentar dois
valores distintos, +1 (spin para cima ou para baixo). Desta forma, se estivermos

tratando de uma rede bidimensional quadrada 100 x 100 (diga-se de passagem uma
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Figura 2.4: Rede bidimensional 4 x 4: pontos representam os sitios da rede e flechas

representam os spins.

rede muito pequena comparada com sistemas macroscopicos) teremos um total de
2100100 ostados possiveis. Considerar todos estes estados ¢ um tanto quanto inviavel.
Entretanto, os estados acessiveis de um sistema em equilibrio nao possuem a mesma
probabilidade de ocorreréncia (Eq. (2.21)), ou seja, nem todos os 2190%1% estados
acessiveis sao estados com probabilidade significativa de ocorrer. Uma simulacao de
Monte Carlo consiste ndo somente em gerar os possiveis estados de um sistema em
equilibrio, mas sim, gerar os estados mais provaveis deste sistema no equilibrio. A
técnica de gerar os estados com maior peso da distribui¢ao de Boltzmann é chamada
de “Amostragem por Importancia”. Discutiremos brevemente esta técnica na sub-
secdo seguinte, apresentando suas idéias basicas (processo de Markov, ergodicidade
e balango detalhado). Ao final falaremos do conceito de “taxa de aceitagao”, este
conceito é necessario para a construcao do algoritimo de simulagdo. Para finalizar
este Capitulo, utilizaremos essas idéias no contexto do algoritmo de “Metropolis” e,

aplicaremos este algoritmo no modelo de Ising.

2.3.1 Amostragem por Importancia

Como mencionamos, o numero de estados possiveis de um sistema pode ser
extremamente grande. Utilizar um computador para gerar todos estes estados nao
¢ a maneira mais eficiente para obtemos médias termodinamicas. Pode-se mostrar,
veja apéndice A, que em um sistema termodindmico em equilibrio, a flutuacao da
energia ¢ despresivel em comparacao com a energia média do sistema. O mesmo
¢é valido para outras grandezas como, e.g., a magnetizacdo. Interpretamos esta

situacao como se um sistema em equilibrio termodindmico passasse a maior parte
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do tempo nos M estados de maior probabilidade. Desta forma, se nosso algoritmo

gerar os M estados mais provaveis (py, fio, [13, ---, ftar), 0 valor médio de uma grandeza

Q@ ¢ dado por

1

M
Qu =7 ; Qus» (2.25)

onde @, ¢ o valor do observavel () no estado ;.

Afim de garantir que nosso algoritmo esteja gerando estados com os pesos corre-
tos da distribuicao de Boltzmann, devemos nos atentar a alguns requerimentos que
devem ser satisfeitos, estes sao: Processo de Markov, Ergodicidade e Balanco

Detalhado. A seguir discutiremos brevemente cada um deles.
Processo de Markov

O procedimento de gerar um estado v a partir de um estado p é chamado de
processo de Markov. Este procedimento é realizado de maneira probabilistica, ou
seja, dado um estado p nao temos sempre o mesmo estado v sendo gerado. A proba-
bilidade de gerar um estado v a partir de um estado p é chamada de probabilidade

de transicdo P(u — v). Esta probabilidade de transicao deve satisfazer
> P(p—v)=1 (2.26)

Durante uma simulacdo, o processo de Markov é repetido intiimeras vezes. O
processo de Markov, embutido em nosso algoritmo de simulagdo, ¢ realizado de
modo a garantir que, para um tempo suficientemente grande, a sucessao de estados
gerados corresponda a distribuicdo de Boltzmann. Dizemos, entao, que o sistema

simulado atingiu o equilibrio ou, o sistema termalizou.
Ergodicidade

Na distribuicao de Boltzmann todos os estados possiveis de um sistema possuem
uma probabilidade nao nula de ocorréncia, Eq. (2.21). Desta forma, o processo
de Markov deve ser capaz de gerar qualquer estado dentro de um nimero finito de
repeti¢coes do processo. Note que a transicao entre os estados a e 3, a — 3, pode
ter probabilidade nula, entretanto devem haver subestados que conectam os estados

a e 3, digamos a« — A — ... — u — (3, de modo que o estado [ seja acessivel.
Balanco Detalhado

A condicao de balanco detalhado nos permite garantir que, no equilibrio, os es-
tados gerados pelo nosso processo de Markov correspondam a distribuicao de Boltz-

mann, como queremos. Esta condi¢cao nos diz que, no equilibrio, a taxa na qual o
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sistema realiza transi¢oes para um dado estado p ¢é igual a taxa de transicao na qual

o sistema deixa o estado p. Matematicamente temos
w,P(p—v)=w,P(v— p), (2.27)

onde w,, é a probabilidade do sistema ser encontrado no estado p e P(p — v) é a
probabilidade do sistema realizar uma transicao para o estado v estando no estado

1. Podemos escrever a equagao acima como

Plu—v) _w, (2.28)

Pv—p)  wy

Escolhendo as probabilidades w como sendo as probabilidades de Boltzmann
teremos

Plu=v) _we _ p,-n)

Pl )~ w (2.29)

Satisfazendo a condicao de balango detalhado, Eq. (2.29), a Eq. (2.26) e a condigao
de ergodicidade, a distribui¢do obtida pelo processo de Markov correspondera a
distribuigao de Boltzman quando termalizada [5]. Note que temos uma certa liber-
dade na escolha das probabilidades de transicao. Desta forma, poderiamos escolher
uma probabilidade de transi¢do que satisfaca as Eqs. (2.29) e (2.26) e escrever
um programa de computador para realizar a simulagao, entretanto ainda temos um
problema. Qual é o processo de Markov que gera estados com as probabilidades
de Boltzmann corretas? A solucao para este impasse esta no conceito de taxa de

aceitacao.
Taxa de Aceitacdo

Iniciemos este topico com a pergunta do topico anterior. Qual é o processo de
Markov que gera estados com as probabilidades de Boltzmann corretas? Felizmente
podemos reescrever a probabilidade de transicao de modo a nao ser necessario saber
a resposta da pergunta acima. Escrevendo a probabilidade de transicao da seguinte

forma:
P(p—v)=glp—v)Ap —v), (2.30)

onde g(pr — v) é a probabilidade de nosso algoritimo gerar o estado v a partir
do estado p e A(u — v) é a probabilidade de nosso algoritmo aceitar este novo
estado, A(u — v) é chamado de taxa de aceita¢do. Iremos introduzir a equagao
acima na Eq. (2.29), desta forma estaremos susbstituindo o problema de conhecer a

probabilidade de transigao P(u — v) pelo conhecimento da probabilidade de nosso
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algoritmo gerar um estado g(u — v) e da probabilidade de aceitarmos este estado
gerado A(u — v). Note que o algoritmo ideal possui taxa de aceitagao igual a
100%, ou seja, situacao na qual estamos gerando estados com as probabilidades de
Boltzmann corretas. Em um caso usual a taxa de aceitacao nao é de 100%, quanto
maior for a taxa de aceitacdo de um algoritmo, mais eficiente ele é.

A seguir, ilustraremos as idéias expostas até aqui usando o algoritmo de Metropo-
lis. No Cap. 3 apresentaremos o algoritimo worm para o modelo de Ising e no Cap. 4

para o campo escalar real.

2.3.2 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis, proposto na Ref. [11], famoso e amplamente uti-
lizado em simulagdes de Monte Carlo, serd utilizado neste trabalho com intuito de
fixar as idéias envolvidas nas simulagoes de Monte Carlo. Utilizemos, novamente, o

hamiltoniano do modelo de Ising

H = —J Z SiSj — B ZSZ', (231)
(4,9 i
onde B é o campo magnético externo. O hamiltoniano acima ¢é definido em um
espaco discreto, onde, em cada ponto deste espaco temos um “spin”. Do ponto de
vista computacional temos um array onde cada elemento deste array (sitios da rede)
assume os valores +1 ou —1 (valores dos spins na rede). Nas consideragoes a seguir
iremos fixar B = 0 com o intuito de tornar a exposi¢ao mais simples.
Considerando uma rede unidimensional com 5 spins, Fig. 2.5, onde todos os
spins estao apontandos para cima (+1) e condi¢oes de contorno periddicas, i.e., o
vizinho a direita do spin 4 é o spin 0, temos que a energia deste sistema (dada pelo
hamiltoniano acima) é —5.J. Consideremos agora uma rede bidimensional 4 x 4 com
condi¢ao de contorno periddica, Fig. 2.6. Nesta figura estamos considerando uma
transicao entre duas configuragoes, a configuragao da esquerda possui energia —16./,
ja a configuracao da direita possui energia +16J. O valor minimo de energia para
esta rede ¢ —16J e o valor maximo ¢ +16J. Ou seja, na Fig. 2.6 estamos consi-
derando uma transicao do valor minimo de energia para o valor maximo. Vimos
que, veja apéndice A, no equilibrio, um sistema ao trocar energia com um reser-
vatorio térmico troca pequenas quantidades de energia comparado com a energia
média do sistema. Desta forma concluimos que, se nosso algoritmo realizar tran-
sigoes do tipo da Fig. 2.6, apesar dos dois estados na transi¢ao (inicial e final) serem
estados validos, nao estaremos “imitando” a natureza de um sistema termodinamico

em equilibrio. Assim, consideraremos transi¢oes na qual apenas um spin é flipado,
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single-spin-flip. Usando single-spin-flip estamos garantindo que a flutuagdo de en-
ergia seja pequena ao longo do processo de Markov, além de estarmos garantindo a

condicao de ergodicidade.
0 1 2 3 4

Figura 2.5: Rede unidimensional.

> >
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_— — @ —>
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Figura 2.6: Rede bidimensional: transi¢ao entre duas configuracoes.

Das Eqs. (2.29) e (2.30) temos,

Plv—p)  glv— p)Al — p)

Plp—v) _gn—=v)An—v) _ _sm-5 (2.32)

Se escolhermos aleatoriamente, e com mesma probabilidade, um dos N sitios da rede

para flipar, teremos que a fungao g(v — ) tera valores

1

glp—v) = N (2.33)

Os casos onde a diferenga entre o estado inicial e final se da por mais de um spin

flipado, e.g. Fig. 2.6, teremos
g(p—v) =0, (2.34)

logo

Plu—v) Alp—v) _ s
e = . (2.35)

Agora temos que escolher a taxa de aceitagdo A(p — v). Uma escolha possivel

seria

Alp —v) = Aoe_%(E”_E“), (2.36)
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onde Ay é uma constante. Como mencionamos anteriormente, a situacao ideal é
aquela na qual A(n — v) = 1 para todas as transigoes, ou seja, nosso algorritimo
gera uma cadeia de configuragoes com os pesos corretos da distribui¢ao Boltzmann.
O algoritmo de Metropolis é caracterizado pela escolha da taxa de aceitagao, que

apesar de nao ser o caso ideal, é mais eficiente que o caso acima. Especificamente,

1.2

1 0000000000000000000000000000000000000000000 —

Taxa de aceitacao

-2 0 2 4 6 8 10

Figura 2.7: Taxas de aceitacao.

Alp—rv) = 1 se AE <0 (2.37)
Alp —v) = e PAE se AE > 0. (2.38)

Ou seja, sempre que estivermos propondo uma transi¢cao para uma configuragao
com energia mais baixa (AE < 0), aceitamos essa transigdo com probabilidade 1.

o~ BAE

Caso AFE > 0, aceitamos com probabilidade , isto é, sorteamos um numero r

(entre 0 e 1) aleatoriamente e o comparamos com o valor de e #2F se r < e PAE
aceitamos a transicdo, caso contrario, continuamos na configuracao atual. Para
visualizarmos a vantagem da taxa de aceitagao do algoritmo de Metropolis frente a
taxa de aceitacao da Eq. (2.36) olhemos para o grafico da Fig. 2.7. Nesse grafico
usamos Ag = 2zJ, onde z é a quantidade de vizinhos que um dado sitio possui,
fizemos essa escolha para garantirmos que A(u — v) esteja entre 0 e 1 e assim
interpreta-lo como uma probabilidade.

A seguir, descrevemos os passos que implementam o algoritmo de Metropolis

para o modelo de Ising:
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1. Inicializar a rede com uma configuracao qualquer;
2. escolher aleatoriamente um sitio (s;);

3. propor §; — —S§;;

4. calcular AF;

5. se AE < 0, realizar s; — —s;;

e se AFE > 0;

— sortear um ndmero aleatorio (r) entre 0 e 1;

— ser < e PAF realizar s; — —s;.
6. repetir os procedimentos 2 a 5 N vezes (N é o nimero de sitios da rede);
7. calculo dos observaveis;

8. repetir os procedimentos 2 a 7 inimeras vezes.

Agora somos capazes de realizar simulagoes de Monte Carlo no modelo de Ising
com o algoritmo de Metropolis. No Cap. 5 mostraremos alguns resultados. Estes
resultados serao usados para comparar com os obtidos pelo algoritmo worm, que
sera discutido no Cap. 3. Apresentamos também resultados analiticos, obtidos da

solugao exata do problema.
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Capitulo 3

Algoritmo worm para o modelo de Ising

O algoritmo worm, proposto na Ref. [14], origina-se de uma expansdo de al-
tas temperaturas da funcao de particao. Por meio desta expansao, deixamos de
considerar a soma tradicional, sobre todas as configuragoes de spin sobre a rede e
passamos a considerar uma nova soma. Esta nova soma ¢ realizada no que chamamos
de bond configuration, para cada bond configuration associamos um “desenho” que
correspondem a caminhos (worms) na rede. Desta forma, a fun¢ao de partigao serd
reescrita em uma nova forma, em termos de worms. Neste capitulo discutiremos o
algoritmo worm via modelo de Ising. Como dito anteriormente, utilizaremos este
modelo com o intuito de tornar a apresentacao mais didatica. No Cap. 4, iremos
generalizar as ideias aqui desenvolvidas para o campo escalar real, que o foco prin-
cipal de nossas atencoes na presente dissertacao. Inicialmente, realizaremos uma
expansao de altas temperaturas do modelo se Ising, logo apos, abordaremos o algo-

ritmo worm propriamente dito.

3.1 Empansao em worms

Vamos iniciar a discussao expandindo o fator de Boltzmann da fun¢ao de particao
do modelo de Ising, sem campo magnético externo. O intuito é introduzir o conceito
de caminhos (worms) na rede e, posteriormente, calcular grandezas termodinamicas
por meio de simulagoes de Monte Carlo usando o algoritimo de worm [14]. Em duas

dimencoes, o hamiltoniano de Ising sem campo magnético externo é dado por

H= —JZ SiSj, (31)
(i.5)

onde (i, 7) significa que os sitios i e j sdo primeiros vizinhos. Podemos reescrever o

hamiltoniano acima da seguinte forma:

H=-J> S, , (3.2)

b
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onde b (“bond”), b = {i,j}, é uma nova notagdo para primeiros vizinhos, com o
entendimento de que estamos tratando de unides entre sitios vizinhos. A Fig. 3.1 a

seguir ilustra o que falamos até aqui.

Pares de spins nomeados:

S, = s;5,
l h S,=5s,S;
_"‘—’_" _.'. :_ Spins da rede
1 1 1 1 nomeados:

1 1 1 1
1 1 1 1
- =l -l e - -
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 2
[N RN . N S S
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 1
RS P A I E
1 1 I

Figura 3.1: Rede bi-dimensional de spins 4x4. Aqui temos uma possivel nomeacao

de alguns sitios e pares de spins.

Consideremos agora as seguintes definigoes:

1
- = ZHbv Hy_gin = Bsis;, [B= T (3.3)
onde T' é a temperatura do sistema. Desta forma, temos que, tomando J = 1 por

simplicidade,

H\m

e” T = et = e = e, (3.4)

Ao expandirmos esta exponencial em série, obtemos

o0
_H
T —= E

)N*’

(3.5)

Vamos desenvolver a expressao acima um pouco mais. Consideremos uma rede

linear com 3 spins e condi¢oes de contorno periddicas, veja Fig. 3.2. Desta forma,

teremos
£ _ i N1=0 valo N1=1 vall N1=2 S{\hQ ]
e - -(ﬁ) (Nl _ )| (ﬁ) (Nl _ )' (5) (Nl — )' +- X
[ vtom0 S22 Moot S22 Nom2 52 ]
e ST g ST e ST g
i (N3 =0)! (N3 =1)! (N3 = 2)! |
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onde os termos entre colchetes correspondem respectivamente ao primeiro, segundo
e terceiro par de vizinhos. Apo6s manipulacoes algébricas, podemos re-escrever esta

equagao como

2
4 3 sitios: 1,2e3
51 >2 3 pares de vizinhos:
S;.S,e5S;
10( > @
S3 3

Figura 3.2: Rede unidimensional com 3 spins e condi¢oes de contorno periodicas.

. SN1:0 SN2:0 SN1=O SN2:1
eTT = (5(N1=0)+(N2=0) (Nl 0)' (Ng 0) + ﬁ(N1:0)+(N2:1) (Nl 0) (Nz 1)|+
1= ! 9 = 1= 9 = !
N1=0 No=2 Ni=1 N2=0
+ B(N1:0)+(N2:2)( St X 52 ) _’_6(N1:1)+(N2:0)( S1” X Sy” I +
Ny =0)! (Ny = 2)! N1 =1 (N, =0
SNl 1 SN2:1 SN1 1 SNQ =2
A e v e T Yo e v
Nl—l N2:1' Nl_l N2_2
SNl =2 SN2:O SN1 =2 SNQ 1
+ ﬁ(N1=2)+(N2=0)< i 2 I + 6(N1=2)+(N2=1)( ) ( i +
N1 =2)(Ny =0 Ny =2)I (Ny =1)!
SNl 2 SN2 2 S
+ /3(N1:2)+(N2:2) + 6]\[3 +
(N1 = 2)1 (N2 = 2)! (N3 = 0)!
SNS 1 SN2 =2
+ 5N3 1 ﬁNs =2 + .. ) , 3.7
M= = o0
ou seja,
6_% B(N1:0)+(N2:0)+(N3:0) Si\h:o Sé\&io S +
N1=0 No=0 N3=1
4 B0 (V=0 +(Ns=1) S S5 S3°~ -+
B N O I A S S (3.8)
(M =0)(Na=0)l (N3 =2)1 "~ 7
Logo,
T = ST, g 3.9
€ - Z ﬁ b bNb! b ( . )

{No}
Nesta soma, 3 ¢y, significa que devemos somar sobre todas as combinagoes de

Ny, {Np} é chamado de “bond configuration”. No exemplo acima, onde tinhamos
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uma rede unidimensional com 3 sitios (consequentemente temos 3 pares de vizinhos
e 3 Nys), escrevemos explicitamente trés possiveis configuragoes, (N; = 0, Ny =
0,N3=0), (N; =0,N, =0,N3 =1) e (N; =0,N, =0, N3 = 2). Note que existem
infinitas outras configuragoes, e.g., (N7 = oo, No = 0, N3 = 13).

Até o momento nao especificamos em qual configuracao de spins nossa rede esta,
as equacoes acima sao validas para qualquer configuragao de spins possivel. A soma
sobre todas as possiveis configuracoes de spins de e~T éa funcao de particao.

Entretanto, antes de realizarmos tal soma, consideremos uma particular escolha
de bond configuration (digamos N, = {2,1,0}). Note que ainda estamos tratando de

uma rede unidimensional com 3 spins, esta rede pode ser representada pela Fig. 3.3.

N

Figura 3.3: Rede unidimensional com 3 spins e condi¢ao de contorno periddica.

[remos representar graficamente cada valor de N, como um “risco” entre seus
respectivos sitios, desta forma para nossa escolha de bond configuration (N; = 2,
Ny = 1e N3 = 0) teremos dois riscos entre os sitios 1 e 2, um risco entre os sitios 2 e 3
e nenhum risco entre os sitios 3 e 1 — ver Fig. 3.4. Estes riscos irdo formar caminhos
(“worms”) em uma rede bidimensional e desempenhardao um papel importante no

algoritimo de worm.

[ BN

Figura 3.4: Representacao grafica de uma “bond configuration”.

Agora, para nossa particular escolha (N; =2, Ny =1 e N3 = 0), vamos efetuar
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a soma sobre todas as possiveis configuragoes de spins, ou seja, estamos calculando
Ny
anﬁ—sgvb. (3.10)

Lembrando que S, = s;s;:
1) (1 1) (1 1) (1

v (51755 N1 (s1557)N2 (5155
N;! No! N5!

2) (2 2) (2 2) (2
PR CA DAl Ci Wad G Wi

1 configuragao de spins

+ N, N, N, 2% configuragao de spins
(3) LBIVNy ((3) (B)\Ny ((3) [(B)\NV3
4 GNiHNaENs (51 ;21 ‘) (51 ]‘;22' )™ (51 JZ') 3* configuracao de spins
+ outras configuracoes
_ ﬁN1+N2+N3 (Sgl)wl.mrgSgl)N1+N28gl)N2+N3 n 552)N1+N3 SgQ)NlJrNQ 852)N2+N3
N7!N5!N3!
N 853)N1+N3853)N1+N28§)3)N2+N3 n ) . (3.11)

Note que o spin do sitio 1, seja qual for a configuracao de spin, é elevado a soma
dos tragos (que agora chamaremos de bonds) que saem do sitio 1, o mesmo é valido
para o spin de qualquer outro sitio.

Podemos agora generalizar a expressao acima para o caso mais geral possivel,
i.e, qualquer dimencao e qualquer quantidade de sitios. Para uma rede com M spins
temos um total de ¢ = 2™ configuracoes. Lembremos que no modelo de Ising cada
sitio pode assumir dois valores de spin s; = £1, desta forma a expressao geral da

equagao anterior pode ser escrita como:

N1+No+...4+Nops K |
f\f AR [s(l)klsg)k2 S gt o @) oyt @
-t Sgg)kl Sgg)@s:(;g)k?’...sggg)kzﬂ ’ (3.12)

onde k; é a soma de bonds em torno do sitio 7, ou seja,
ki=Y Niw (3.13)

e na soma acima, v representa os sitios vizinhos de 1.
Consideremos agora um determinado sitio, digamos ¢ = 1. Devemos notar que,
~ . 1)k1 2)k1 3)k1 ky
dentre as g = 2M configuracoes de spin (sg_ ) ,sg ) ,sg ) - sgg) ), ametade destas
configuragoes, g/2, assume o valor “+1” e a outra metade “—1”. Desta forma pode-

mos escrever o termo entre colchetes, Eq. (3.12), como

sgl)klsél)kQ...sg\?kM - S?)klsgz)b...sﬁ)m +..+ sgg)klsgg)h...sg\f}kM} —

(+1)k (g termos) + (—1)k (g termos) . (3.14)
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Podemos realizar o mesmo procedimento para os termos entre parénteses,

{sgl)klsg)@...sg\})kﬂl + 552)]615&2)’62...85\24)% + ...+ sgg)klsgg)@...sg&)kM}

(+1)k {(—i—l)’€2 (...% termos) + (—1)k2 (...% termos)} +
(—1)M {(—i—l)k2 (...% termos) + (=1)k2 (...% termos)} : (3.15)
e assim sucessivamente,
[sgl)klsg)b...ss\?w + 5%2)k15g2)k2. (2)Far + ...+ sg 9" Sgg)kQ...sg\Z)kM] =

(LB 4 (1) (D)D) 4 (1) (1) (1)

(1)

(1)

(—1)* (1)’“2 1)’“3...(—1)’“”+(—1)k1(1)k2(—1)k3...+(—1)’“1(—1)k2(1)’“3...
(—D)k (=D (=1)k . 4 .. (3.16)

+ + +

Agora, podemos colecionar os termos e reescrever a Eq. (3.12) da seguinte maneira

$q 5 .Sy Syt ..+ Sy Sy =

{ Wk (F2 - (kar S§2)k1sg2)k2“ (2)knm (g)k1 (g)kzmsggl)kzu}
(DR + (DR DR+ (DR DR ()R] (317)

No lado direito da expressao acima, o primeiro par de colchetes corresponde ao
primeiro sitio da rede. O segundo par de colchetes, ao segundo sitio e assim por

diante. Em uma forma mais compacta temos

Sgl)klmsg\}[)w_I_ng)klwsgé)w+m+sgg)k1 E\Z } (Z sh ) (3.18)

Finalmente, apés as consideragoes acima, podemos escrever a fungao de parti¢ao

do modelo de Ising como

Z= % W, (V). (3.19)
{No}

onde definimos,

Qlk) = z_ji sk (3.20)
W2 () = () Q). 321)

Com isto, temos agora que a funcao de particao é obtida por meio da soma de todos

os possiveis graficos (bond configuration), veja Fig. 3.4, ao invés da soma de todas
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as possiveis configuracoes de spin sobre a rede. Estritamente falando, esta nova
funcao de particao nao é valida somente para altas temperaturas, uma vez que nao
estamos truncando nenhuma das somas acima. Entretanto, para altas temperaturas
apenas graficos com poucos bonds fornecem uma contribuicao significativa, uma vez
que = 1/T esta elevado a soma de todos os bonds.

Outro ponto interessante desta formulagao é que nem todos os graficos, mesmo
quando a soma de bonds é pequena, fornecem contribuicao nao nula para a fungao
de partigdo. Como podemos ver na Eq. (4.84), se um dos sitios da rede possuir um
nimero impar de bonds em torno de si, Q(k;) rezulta em zero. Desta forma, para a
funcao de particao, apenas os graficos nos quais todos os sitios possuem um nimero
par de bonds fornecem contribui¢cdo nao nula.

Olhemos agora para a funcao de correlacao de dois pontos

iy — is)

(sisi) = Gir —in) = P (3.22)

onde

g(i1 — is) Z Si, 8,6 PH (3.23)
{si}

e {s;} significa que estamos somando sobre todas as configuragoes de spin. Por meio
do mesmo procedimento utilizado até agora, concluiremos que a diferenca entre a
funcao de partigao Z e a fungao de correlagao g(i; —i2) esta na fungao Q(k;). Como

ja vimos, no caso da funcao de particao,
MQk:) = [(+1)™ + (=D)F ] [(+1) + (=1)F] . [(+D)™ + (=1)M] - (3.24)

onde, k; = >, N;, e v representa os sitios vizinhos do sitio 7. Ja para funcao de

correlagao g(i; — i2) teremos,
HzQ(kz) _ [(+1)k1 + (_1).’91} [(+1)k¢1+1 + (_l)kil-‘rl} [(+1)ki2+1 + (_1)ki2+1:| (325)
ou seja, para a funcgao de correlagao de dois pontos g(i; — is), definimos entao

l;?i = Z Ni,y + 52',1'1 + (51"7;2. (326)

Isso significa que, diferentemente da funcao de particdo, dado uma configuracao de
bonds, os sitios 71 e 75 devem possuir um nimero impar de “bonds” nos sitios i1 e iy
para que sua contribui¢ao nao seja nula para a fungao de correlagao. Desta forma,

eSCrevernos

glin —iz) = > W, ({No}), (3.27)
{Np}
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onde,

g .
Wy ({Ne}) = <Hb N, (HZQ(]{:Z)> ; (3.28)
ki = Z Niy + i + 0iy,
= ki+dii + 0ig,- (3.29)

.
Figura 3.5: Possivel configuracao Figura 3.6: Possivel configuracao
para a funcao de particao. para a funcao de correlacgao.

As Figs. 3.5 e 3.6 ilustram respectivamente configuracoes de bonds que fornecem
contribui¢ao nao nula para a funcao de particao e correlacdo do modelo de Ising em
uma rede 6 x 6.

Agora que conhecemos esta nova formulacdo da fungdo de partigdo, funcao de
correlacao e, sabemos também como representar configuragoes (estados do sistema)

nesta nova formulagao, estamos aptos a tratar do algoritmo worm.

3.2 Algoritmo worm

Como vimos, o algoritmo de Metropolis consiste em: dada uma configuragao de
spins, gerar uma nova configuragao e aceita-la de acordo com uma dada taxa de
aceitagdo. O algoritmo worm consiste em propor uma nova configuracao de bond
a partir de uma dada configuracao, como na Fig. 3.6, por meio da movimentacao
dos pontos iy e iy [14]. Antes de derivarmos a expressao da taxa de aceitagao vamos
fazer uma descri¢do preliminar do algoritmo.

Podemos imaginar o ponto i; como uma caneta que, ao andar pela rede, escreve

ou apaga uma linha (aumenta ou diminui em uma unidade o valor do “bond” entre os

32



sitios em questdo). A escolha da diregdo na qual vamos mover o ponto i; é aleatéria,
bem como a escolha do procedimento apagar/escrever. O ponto i é uma espécie
de marcador, quando i; = iy (situagdo na qual geramos uma configuragao valida
para a fungao de partigao) iremos escolher entre continuar escrevendo/apagando no
ponto i = i; = iy que estamos ou comegar a escrever/apagar em um outro ponto
qualquer da rede. Se chamarmos a probabilidade de comegarmos a escrever /apagar
em outro ponto da rede de py e a probabilidade de continuarmos a escrever /apagar
no mesmo ponto de py, temos que a soma destas probabilidades é: py + p; = 1.
Notem que os valores de py e p; sdo arbitrarios, desde que a soma de seus valores
seja igual a 1. Esta ¢ a descricao “quase” completa do algoritmo. Ela ¢ “quase”
completa devido ao fato de, como veremos na Sec. 3.2.2, “Observaveis 1", existi um
problema no calculo da magnetizacao. Dizemos entao que: esta descri¢ao é completa
se nao estivermos interessados em calcular a magnetizacao, restando-nos apenas
saber qual é a probabilidade de aceitar, taxa de aceitacao, uma nova configuragao
de “bonds” gerada a partir de uma dada configuracao. Se estivermos interessados
em calcular a magnetizagao, a descricao devera ser icrementada. A seguir teremos
as Segoes: “Taxa de Aceitagdo I” e “Observaveis [” para o caso onde nao estamos
interessados na magnetizacao, logo apds temos, “Spin Fantasma” que descreve o
procedimento necessario para calcular a magnetizacao, por fim, “Taxa de Aceitagao

I17 e “Observaveis I1” para o caso onde estamos interessados na magnetizacao.

3.2.1 Taxa de Aceitagao I

A probabilidade do estado p ocorrer, dentre todos os possiveis estados de um

sistema, é dada por
e Aty
A

Nesta nova formulagao de “bond configuration”, podemos reescrever esta probabili-

(3.30)

wy, =

dade como sendo
W({HN})

WIN,} = 7 s (3.31)
que corresponde a probabilidade do grafico (estado - “bond configuration™) ocor-
rer. Com esta nova maneira de escrever a probabilidade de Boltzmann e com as
Eqgs. (2.29) e (2.30) seremos capazes de derivar a taxa de aceitacdo do algoritmo
worm. Entretanto, devemos considerar os procedimentos de apagar e escrever sep-
aradamente.

Imagine que nosso algoritmo esteja realizando o procedimento de escrever, ou

seja, estamos realizando a transicao entre as configuragoes { NV, } e { N} }, veja Fig. 3.7.
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A discussao a seguir é valida para a transicdo mostrada na Fig. 3.7. Estas duas
configuracoes estao relacionadas pelo vinculo de balanco detalhado. Usando as Egs.
(2.29) e (2.30) podemos escrever

{N } {Nb}

Figura 3.7: Transicao entre duas configura¢oes de worm.

Ayt _ wivy 9 (N5} — {No})
Apvp—ivy wivgy 9 (N} — {NG})

Para determinarmos os valores de g ({N,} — {NV/}) e g ({N/} — {N,}) lembre-

mos que devemos fazer uma escolha, como mesma probabilidade, entre dois procedi-

(3.32)

mentos (apagar ou escrever) e escolher, como mesma probabilidade, uma das quatro

possiveis diregoes (estamos tratando de duas dimensoes). Desta forma, temos

g({Ne} = AN} = g ({Ns} = {No}) = 5 = o (3.33)
Usando as Eqs. (3.31) e (3.21) temos

Ay _ BN N L Nl
Anvpy—vy BN ML (N + i
» Q(k1)Q(k2)...Q(k; + 1)Q(k; +1+1)...
Q(k1)Q(k2)...Q(k; + 1)Q(k;)...

A sutileza da equacao acima estd na razao entre as fungoes Q(k;). O numerador

(3.34)

desta razao corresponde aos sitios da nova configuragao { N/} e o denominador cor-
responde a configuragao antiga {/NV,}. Apenas nos sitios i e j é que temos diferenga
nas fungoes () de ambas configuragoes. Ambas configuragoes sao configuracgoes do
tipo “fungao de correlagao” No sitio ¢ da configuragao {N,} (denominador) temos
Q(k; + 1), onde k; é a soma dos “bonds” em torno do sitio 7 e 0 “41” deve-se ao

fato deste sitio ser a ponta de um grafico do tipo “funcao de correlacao”. Para a
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configura¢ao { Ny} (numerador), na funcao Q(k; + 1), sitio 7, o termo “+1” deve-se
ao fato de fazermos um “risco” entre os sitios ¢ e j; na funcao Q(k; +1+1), um dos
“+417 corresponde ao “risco” que fizemos e o outro corresponde ao fato de, nesta nova
configuragao, o sitio j corresponder a ponta de uma configuracao do tipo “funcao
de correlacao”. Logo, podemos escrever a taxa de aceitagdo para uma transicao do

tipo da Fig. 3.7 da seguinte forma

B Q(k; +2)
No+1 Q(kj)

onde estamos usando o indice + para enfatizar que estamos tratando do procedi-

AT (i — §,Ny — N, + 1) = (3.35)

mento “escrever”; analogamente usaremos o indice — para o procedimento “apagar”.

Como mencionado anteriormente, consideragoes acima sao validas para tipos de
transicoes ilustradas na Fig. 3.7, ou seja, casos onde ¢ # i1 e j # i5. Agora vamos
realizar as generalizagoes necessarias. O que nao levamos em conta até o momento é
que podemos ter as situacoes: ¢ = 1; =13 ou i = 11 € j = i5. Nestes casos nao é mais
vélida a relagdo g ({No} — {N/}) = g ({N;} — {N}}) = § ¢ arazdo entre as fungdes
Q(k;) também sao modificadas. Consideremos o caso i = i; = i5. Devemos lembrar
que, no momento em que nosso algoritmo fecha um worm (i = i; = iy) devemos
escolher entre: continuar apagando/escrevendo no mesmo sitio ¢ com probabilidade
p1 ou comegar a apagar/escrever em outro sitio da rede, escolhido aleatoriamente,
com probabilidade py. Repetindo, os valores de pg e p; sdo arbitrarios desde que estes
estejam vinculados pela relagdo pg + p;1 = 1. Desta forma, g ({ Ny} — {N]}) deve
incluir: a probabilidade de continuar apagando escrevendo (p;) no sitio i, a escolha
entre uma das quatro dire¢oes (onde cada dire¢do possui a mesma probabilidade
de ser escolhida) e a escolha entre um os procedimentos apagar/escrever (onde a
escolha entre os procedimentos é realizada com mesma probabilidade). Desta forma

temos que

g (N} = (N = o5 = 2 (3.36)

Ja para a probabilidade g ({N]} — {Ny}), temos apenas que considerar a escolha

da direcao e do procedimento, ou seja,

1 1

JUNE = IND) = 15 = 5, (337)

logo teremos

ANy y— {3 1 B Qk1)Q(ke)..Qk; + 1+ 1)Q(k; +1+1)...
Anpy—vy PiNe+1 Q(k1)Q(k2)...Q(K:)Q(kj)... .

(3.38)
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Notem a diferenga das fungoes Q(k), correspondente ao sitio ¢ = i; = iz, no numera-
dor e denominador, a explicacao destes termos é analoga a utilizada para o caso onde

i #11 € j # i9. Desta forma,

1 B Qi +2)Q(k; +2)
p1 Ny +1 Q(ki)Q(k;) '

Para o caso ¢ = 1; e j = 19, as consideracoes sao exatamente as mesmas do caso

1 =11 = 19, temos entao

gUNY = (W) = (3.40)
g{N} = (M) = 3, (3.41)
¢
Ay- v _ o Q(k1)Q(k2)..Q(ki + 1)Q(k; +1)... (3.42)
AN — (V) Ny +1Q(k1)Q(k2)...Q(k; + D)Q(k; + 1)...
Ou seja,
A+(¢—>j,Nb—>Nb+1)=p1Nb+1. (3.43)

Desta forma, as taxas de aceitagao sdo iguais para os 3 tipos de transi¢ao a menos
de um fator multiplicativo envolvendo p;, que chamaremos de r, e da maneira como
as fungoes () estao agrupadas. Assim, escrevemos a expressao geral da taxa de

aceitacao do procedimento “escrever” como

AT (i = j, Ny — Ny + 1) :TNbﬂnL1Q+’ )
onde
r= D1 i =1, =] (349)
1 demais casos.
S Q(ki+2)Q(k;+2)
TaoE) nEeE
of = | =i,y = ] (3-46)
%’ﬁ demais casos.
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Utilizando a mesma linha de raciocinio, podemos escrever a taxa de aceitagao

para o procedimento “apagar” como

N,
AT(0 =Ny = Ny = 1) = 120", (3.47)
onde
1 i =iy =1
- Q(ki—1)Q(kj—1) o
Q =1\ QmrDekTD 1 =112 =] (3.48)
8&?13 demais casos.

Na Secao seguinte mostraremos como reescrever grandezas termodinamicas na
linguagem worm. A principio, apds a Sec. 3.2.2 poderiamos escrever um programa de
computador e calcular qualquer observavel. Entretanto veremos que para o calculo
da magnetizagao precisaremos de um “truque”, este truque serd apresentado na
Sec. 3.2.3.

3.2.2 Observaveis 1

Derivar a expresao do valor esperado de uma grandeza na linguagem de “bonds”
¢ analogo ao caso tradicional. No ensemble candnico, temos que o valor esperado de

uma grandeza O é dado por

(0) = ; > 0,6 P, (3.49)
{u}
onde {p} significa que devemos somar sobre todas as configuragoes. Entretanto, na
pratica nao consideramos todas as possiveis configuracoes. Em geral tomamos M
medidas do obervavel O e realisamos uma estimativa de seu valor dada por
1 M

0= i ; O, (3.50)

onde O é chamado de estimador do observavel O.

Para o valor esperado da energia temos

107
E)=———. 3.51
(B) =55 (351)
Logo, para encontrarmos a expressao do valor esperado da energia em termos dos
worms basta usar a expressao da funcao de particdo em termos dos worms. Pois,

das Egs. (3.19) e (3.21) temos

Z=3 (Hbff T) (ILQk) . (3.52)
{Np} b:
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e, consequentemente,

ou seja, o estimador da energia é
] M SN, J
E=+r 2 (‘ 3 ) =37 2 Bupy (3.54)

BNy} =1 BN,y =1

Temos entao que o valor da energia de uma dada configuracao de bonds é propor-
cional a soma total de bonds dessa configuracao.

O calor especifico é dado por
aE)

o(E)
o = kB (3.55)

0B’

onde k é a constante de Boltzmann e T é a temperatura. Desta forma, fazendo

C =

k =1, podemos escrever

107 102 (927 (07
¢ = 25(za) =" |25+ (77 ) (39)

1027 107\°
_ e |tos (102 3.56
s Z 032 (Z ag) (3.56)
Mas
10 1 92 1
——7Z=—(E ——Z= H?e PHe — (E?), .
705 (E) e 77 Z{% 1€ (E7) (3.57)
Desta expressao, podemos escrever calor especifico como
C =6 ((B* - (E)?), (3.58)

e, portanto, podemos obter o valor deste observavel a partir dos valores médios da
energia ao quardrado e da energia.

A expressao para a fungao de correlagao ja foi derivada ao longo da construcao
do algoritmo worm. Partindo da defini¢ao de funcao de correlagao, Eqs. (3.22) e
(3.23):

G(iy — iz) Z Siy Sie P (3.59)
{52
temos das Eqs. (3.27) e (3.28), que

G~ = 3 (1 ) (me) (3.60)
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Aqui chamamos a atencao para o argumento da fungdo (). O argumento na fungao
de partigao (k;) corresponte a soma dos “bonds” em torno do sitio i, para o caso
da funcao de correlagao G(i; — i2), 0 argumento é k; + 9;;, + 6;,, Ou seja, temos a

wsn
2

soma de todos os “bonds” com a adi¢do do niimero 1 caso o sitio seja uma das
pontas do worm. Desta forma, dizemos que o estimador da fungao de correlacao é
0a.i10b.iy, Onde @ e b sdo as extremidades do worm.

Vimos que os graficos que contribuem para a func¢ao de correlagao G(i; —iz) sao
aqueles cujos sitios 77 e iy possuem um nimero impar de bonds e todos os demais

sitios possuem um nimero par de bonds. E facil notar que, para o spin médio

(s;) = é > sie (3.61)
{si}

temos um problema. Para o spin médio, e consequentemente para a magnetizagao,
os graficos contribuintes sdo aqueles tais que todos os sitios da rede possuem um
nimero par de bonds, com execao de um sitio, que devera possuir um ntimero impar
de bonds. O problema reside no fato que tal grafico nao existe! Entretanto, existe

uma maneira de contornar essa situacao, que sera discutida na Sec. 3.2.3.
O problema acima citado nao se manifesta no calculo da magnetizacao quadratica

média,

(m*) = ;Z(Zsz)?e‘ﬁ’f (3.62)

{si} N2

1 —BH
= > (; sisj) e PH, (3.63)

{si}

Da Eq. (3.59), segue-se entao que
(m*) =>"G(r), (3.64)

onde r = i, — 1, é a distancia entre dois pontos da rede. Podemos também cal-
cular a magnetizacao quadratica média por meio de uma sequéncia de medidas da
magnetizagao, para tal, vejamos a secao seguinte.

3.2.3 Spin Fantasma

Para calcularmos a magnetizacao no modelo de Ising, precisamos considerar o

hamiltoniano de Ising com campo externo

H= _stisj _stia (365)
(:) i
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onde B ¢é o campo magnético externo (uniforme). Utilizaremos um campo magnético
com valor pequeno comparado a constante de acoplamento J, tao pequeno quanto
possivel, de forma a gerar a magnetizacao e nao interferir na transicao de fase de
segunda ordem.

Introduziremos agora o spin fantasma®. Este spin é um spin vizinho a todos os
sitios da rede, veja Fig. (3.8), e possui valor sempre igual a “1”. O hamiltoniano de

Ising torna-se

H=—=JY sis;— B s;s, (3.66)

(4.4) (i,9)
onde B desempenha o papel de uma constante de acoplamento entre cada spin da
rede s; e o spin fantasma s,. Matematicamente, s, ¢ apenas o nimero 1, i.e., estamos
utilizando um truque matematico, que, como veremos a seguir, é ttil para o calculo

da magnetizacao.

Figura 3.8: Rede bidimensional com spin fantasma.

Seguindo o mesmo procedimento e defini¢des do inicio do capitulo, com a resalva

que agora termos duas expancgoes de exponenciais

e~ HIT — BT 20005 %1% PB Y i) %% (3.67)
temos
ﬁNbJFMb Ne M
Z= 3 HbWJ "B (ILQ(K:))| (3.68)
{No, M, } brh

onde os Mjs sao os bonds entre os sitios da rede e o spin s,. Na Fig. (3.8), os sitios
a e b possuem, ambos, 1 bond com o spin s,. Nesta figura temos representado uma

das possiveis configuracoes de bonds fantasmas {M,} (riscos tracejados) e uma das

*A técnica de spin fantasma utilizada neste trabalho foi inspirada na Ref. [29].
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possiveis configuragoes de bonds {NV,} (linhas cheias). A fungao Q(k;) é semelhante

ao caso sem spin fantasma
Q(k:) = (+1)" + (1", (3.69)
a diferenca esta em k;:

ki => N, + M. (3.70)

Agora, k; corresponde a soma de todos os bonds que circundam o sitio ¢ incluindo os
bonds fantasmas. Analogamente ao caso sem spin fantasma, a funcao de correlagao

possui a mesma fungao (), porém com argumento diferente

Q (E> =Q (ki + dis, + 0i4y), para a funcao de correlacao. (3.71)
Ou seja, temos uma poténcia extra se estivermos considerando os sitios 7; ou io ao
calcularmos a fungao de correlagdo G(i; — ia).
3.2.4 Taxa de Aceitacao II

Com a introducao do spin fantasma, nosso algoritmo deve realizar mais uma
tarefa: atualizar a configuragao de bonds fantasmas (linhas tracejadas da Fig. (3.8)).

Podemos visualizar uma possivel transi¢do na Fig. (3.9). As taxas de aceitacao

para as transicoes realizadas no plano (considerando o caso bidimensional) nao sao
alteradas, veja Eqs. (3.44) e (3.47).

Figura 3.9: Transicao entre configuragoes de bonds fantasma.

Para as atualizagoes dos bonds fantasmas devemos proceder da seguinte maneira:
dado um sitio ¢ = iy, escolher aleatoriamente um sitio 5 da rede; uma vez escolhido
o sitio j, escolhemos aleatoriamente e com mesma probabilidade um dos 4 procedi-

mentos listados a seguir:

e aumentar em uma unidade o bond M; entre o sitio i e o sitio s, (subir es-
crevendo) & aumentar em uma unidade o bond M; entre o sitio j e o sitio s,

(descer escrevendo): subir escrevendo - descer escrevendo;
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e aumentar em uma unidade o bond M; entre o sitio i e o sitio s, (subir es-
crevendo) & diminuir em uma unidade o bond M; entre o sitio j e o sitio s,

(descer apagando): subir escrevendo - descer apagando;

e diminuir em uma unidade o bond M; entre o sitio ¢ e o sitio s, (subir apagando)
& aumentar em uma unidade o bond M; entre o sitio j e o sitio s, (descer

escrevendo): subir apagando - descer escrevendo;

e diminuir em uma unidade o bond M; entre o sitio ¢ e o sitio s, (subir apagando)
& diminuir em uma unidade o bond M; entre o sitio j e o sitio s, (descer

apagando): subir apagando - descer apagando.

Para cada uma dessas quatro possibilidades podemos ter os casos: i = 1; = 1is;
1 =11, ] = iy e “demais casos”. A seguir derivaremos as taxas de transi¢oes dos

procedimentos acima citados.

Subir escrevendo - Descer escrevendo

Comecemos com o tipo de transicao ilustrado na Fig. (3.9), classificado como
“demais casos” acima. Para esta transigao, usando as Egs. (2.29) e (2.30), temos
Apny—py  wory g (M} — {My})
Apry—iny  wisy 9 ({My} — {M7})
As probabilidades g ({ My} — {M[}) e g ({M]} — {M,}) sao ambas iguais a 1/N.
Usando a Eq. (3.68):

A{Mb}H{M{,} _ ﬁ2B2 Q(kl)Q(kQ)Q(kz + 1)@(]{3] + 1) <373)

A{M{)}H{Mb} (M; + 1)(M; +1)  Q(k1)Q(k2)...Q(k; + 1)...Q(k;)...

logo, a taxa de transicdo para o procedimento subir escrevendo - descer escrevendo

(3.72)

Asgpr é dada por

32 B? Q(k; +1)

Asepr = ML+ )L +1) Q) (3.74)

Consideremos agora uma transigdo na qual ¢ = i; e j = 1o, veja Fig. (3.10).
Para uma transicao deste tipo temos
Apy—pay _ wingy g ((Mp} — {My})
Apgy—iny Wiy 9 ({Me} — {Mg})
Novamente as probabilidades g ({M,} — {M]}) e g ({M]} — {M,}) sdo ambas iguais
al/N,

Apy—qy 3*B? Q(k1)Q(k2)...Q(K; +1)...Q(k;

(3.75)

LR I,
Apip—pny (M +1)(M; + 1) Q(R1)Q(k2)...Q(Ki + 1)...Q(K; + 1

).
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Figura 3.10: Transicao entre configuracoes de bonds fantasma.

Logo, a taxa de transicao para o procedimento subir escrevendo - descer escrevendo

AsepEe, para o caso onde i = iy e j = iy, é dada por

6232
A — .
SEPE (M + 1)(M; + 1)

Analogamente teremos, para o caso i = i; = i

} ) 32p? Q(ki +2)Q(k; +2)
SEPE T M+ D)(M; + 1) QR)Q(ky)

Resumindo os trés casos em uma s6 equacao,

BZBQ
Asppp = QsEDE,
(M; + 1)(M; + 1)
onde Q(ki+2)Q(k;+2)
it i+ o
QR 1 =1y =1
Qseop = 1 1=1,13=]
Q(k;+2) )
Q(ka) demais casos.

Subir escrevendo - Descer apagando

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

O procedimento para este e demais casos é completamente analogo ao realizado

no caso subir escrevendo - descer escrevendo e subsegao (3.2.1), por este motivo

escreveremos apenas os resultados.

J
Asppa = ( OSEDA,

M; +1)
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onde

Y asa-
Qsepa = SEZ:; i =1,1=]
1 demais casos.
Subir apagando - Descer escrecendo
Asape = (Mj\/:l— 0 QsADE,
onde Qk;+2) .
Q) i1 =1y =1
Qsape = gg:zﬁ; i1 =1,13 =]
%W demais casos.

Subir apagando - Descer apagando

M; M;
ASADA = WQSADA,
onde
QUei—1)Q(k;—1) L
Qsapa = | Ok nok D) i =i, iy = ]
SE:Z;B demais casos.

3.2.5 Observaveis 11

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

Com a inclusao do spin fantasma podemos obter a expresao da magnetizacao,

partindo de

107
<m> - ﬁiZ@iB’

44
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e usando a Eq. (3.68),

1 S M,
m) = 57 {Ngﬂj&} ( - ) W({Ny, My)). (3.88)
(m) = ;{ 5 monW (e JA) (3.5)

Desta forma, o estimador da magnetizacao é

1 M > M,
(RS (ﬁB>, (3.90)

BNy, M,y =1

ou seja, a magnetizagdo é proporcional a soma dos bonds fantasmas e ao campo
magnético externo aplicado.
A expresao do valor esperado da energia sofre uma pequena modificacdo com a

inclusao dos spin fantasma. Usando

1 07
(B) =37 95 (3.91)
temos que
Ny + M,
Ein, ) = —Z(b;b)- (3.92)

Agora, o valor da energia de uma dada configuracao de bonds é proporcional a soma
total de bonds dessa configuracao, incluindo os bonds fantasmas.
A seguir apresentaremos esquematicamente uma maneira de implementar o al-

goritmo worm para o modelo de Ising:
1. Inicializar a rede com uma configuracao de bonds qualquer;
2. escolher aleatoriamente um sitio i = i1 = 19;
3. escolher aleatoriamente um sitio vizinho j;
4. escolher aleatoriamente um procedimento: escrever ou apagar;
5. escrever/apagar com probabilidade AT /A~ Eqgs. (3.44) e (3.47);
6. escolher aleatoriamente outro sitio k;

7. escolher aleatoriamente um dos procedimentos descritos na Sub-

secao 3.2.4;

8. realizar a atualizagao escolhida com probabilidades dadas pelas Eqgs.
(3.79) a (3.85);
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9. estimar a fungao de correlagao;
10. se il = iz

e estimar energia e magnetizacgao;

e com probabilidade p, mudar o sitio © = #; = i, para um outro sitio

escolhido aleatoriamente.

11. repetir os procedimentos 2-10 inimeras vezes.

Na descri¢ao do algoritmo feita acima, temos procedimentos escritos em negrito,
estes procedimentos sao pertinentes ao caso onde estamos usando o spin fantasma.
Desta forma, se nao estivermos interessados em calcular a magnetizacao, nao pre-
cisamos usar spin fantasma e, assim, os procedimentos em negrito podem ser de-

sconsiderados.
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Capitulo 4

Campo Escalar Real na Rede

Por meio da quantizacao do campo eletromagnético foi possivel matematizar os
fenomenos de emissao e absorcao de radiagao cujo mecanismo ja havia sido postulado
por Einstein em 1905, quando surgiu a interpretacao de particulas como “quanta”
de campos. O campo escalar é o campo mais simples a ser estudado, entretanto,
conforme ja dito anteriormente, sua utilidade vai além dos propositos pedagdgi-
cos. Também como ja dito, nosso objetivo ¢é investigar o comportamento critico do
campo escalar real com autointeracio do tipo ¢* empregando simulacoes de Monte
Carlo através do algoritmo worm. Afim de realizarmos simulagdes de Monte Carlo,
precisamos escrever a ac¢ao do campo escalar no espaco Euclidiano e discretizar o
espaco-tempo. A teoria de campos escrita em um espago-tempo discreto é o que
chamamos de teoria de campos na rede.

Iniciaremos o presente Capitulo com uma breve e superficial discussao sobre a
quantizacao da teoria do campo escalar. Logo apds, falaremos da formul¢ao de
Feynman para a mecanica quantica e veremos que esta formulacdo no espago Eu-
clidiano nos permite fazer analogias com a Mecénica Estatistica, onde o objeto que
desempenha papel central é a acdo classica. Desta forma escreveremos a acao do
campo escalar, originalmente escrita no espago de Minkowski, no espago Euclidiano.
Posteriormente reescreveremos esta acao na rede e discutiremos a conexao da teoria
quantica de campos com a Mecanica Estatistica classica. Por fim, apresentaremos

o algoritmo worm para o campo escalar.

4.1 Quantizacao do Campo Escalar

Assim como um sistema de particulas pode ter sua dindmica quantizada obe-
decendo os postulados da Mecanica Quantica, podemos fazer o mesmo com um
sistema de campos. No caso de uma teoria de campos relativistica, o intuito deste
procedimento é estudar particulas relativisticas na Mecanica Quéantica. Para tal,

mostraremos que ao quantizar um campo (campo escalar em nosso caso) podemos
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interpretar os campos como operadores de criacao e aniquilagao de particulas.

Iniciamos escrevendo a densidade Lagrangeana do campo escalar real sem inter-

acoes:
1
L= 3 [0up(@)0"o(z) — e (2)] (4.1)
Por meio das equagoes de Euler-Lagrange obtemos,
(0,0" + 183) p(x) = 0, (4.2)

que corresponde a equacao de Klein-Gordon. Realizando uma tranformada de

Fourier no campo ¢(x),

o(@.1) = [ e el t), (13

temos que, a equacao de movimento para ¢(p,t) é dada por:

7+ (i 48) [ w0 =0 (4.0

que corresponde justamente a equagao do oscilador harménico com frequéncia wy =
\/1P12 + 3. Agora podemos “imitar” o processo de quantizagao do oscilador har-
monico, mas antes facamos uma revisao deste procedimento.

O hamiltoniano de uma particula de massa m sujeita a um potencial do tipo
oscilador harmonico unidimensional é dado em termos da posi¢cao x e momento p
da particula, temos

P mw?a?

o=
2m+ 2

onde w é a frequéncia de oscilacao. A seguir, dizemos que o momento p e a posi¢ao x

(4.5)

sao operadores, p e Z, e satisfazem a relacao de comutacao [Z;, p;| = ihd; ;. Podemos

agora definir os operadores

>

a mw<+w> (4.6)
muw

it = | (w_) (4.7)

Escrevendo & e p em termos de @ e a' (ou seja, invertendo as relacdes acima),

substituindo as expressoes encontradas para e p na Eq. (4.5) e definindo

A

N = afa, (4.8)
podemos reescrever o hamiltoniano da seguinte forma:

B = hw <N + ;) . (4.9)
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E possivel mostrar que os autovalores de N sao reais, inteiros e nao negativos.

Considerando o autovetor |n) de N:

A

N|n) = n|n), (4.10)

e calculando H|n) temos que,
Ay = hw (N + ;) In), (4.11)
E, — hw (n 4 ;) | (4.12)

Uma vez que n é um numero inteiro, os possiveis valores para a energia de um
oscilador harmoéncio quéantico sao discretos.
A relagao de comutagao [#, p] = ih implica nas seguintes relagoes para os opera-

dores @, a' e N

a,af] = 1, (4.13)
[N,a] = —a, (4.14)
(Nat] =l (4.15)

aln)y = v/nln —1), (4.16)
a'ln) = Vn+1ln+1). (4.17)

Dizemos entao que |n) corresponde aos autoestados de energia do oscilador har-
monico, onde |n = 0) é o estado de mais baixa energia, i.e., estado fundamental,
e, |In = 1,2,3,...) correspondem aos estados excitados. Por fim, interpretamos os
operadores G e @ respectivamente como operadores de criacio e aniquilacdo, uma
vez que, dada a atuacdo de a' em um estado, e.g., estado fundamental, criamos o
primeiro estado excitado. Da mesma forma, podemos aniquilar um estado e obter
um de energia mais baixa por meio do operador a.

Voltando para o campo escalar, o campo ¢(x) e seu momento canonicamente
conjugado 7(x), onde
oL
= a—(’b,

passam a ser considerados operadores, e desta forma, definimos operadores de criagao

m(z) (4.18)

e aniquilagado, assim como no caso do oscilador harmoénico. Escrevemos entao

o dp3 1 ~ At ipE

o(x) = /(27)3 o (aﬁ—i— a_ﬁ)e , (4.19)
~ dp3 N (W5 /A ~ iR

i) = / Gy T (a5 —al ;) e, (4.20)
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ou seja, os campos @(z) e 7(x) correspondem a uma colegdo de osciladores har-
monicos, cada qual com seus operadores de criacao e aniquilagao e frequéncia wy =
\/|P1? + pé. Cada modo de oscilagao é interpretado como sendo uma particula. Con-
cluimos que, ao quantizar o campo escalar conseguimos usar o mesmo formalismo de
representacao de nimero utilizado no caso do oscilador harmoénico quéantico, e desta

forma, segue-se a interpretacao de particulas como sendo os quanta do campo.

4.2 Integral de trajetoria na Mecanica Quantica

De acordo com os postulados da Mecanica Quantica, um sitema fisico, em um
dado tempo t, é descrito por um vetor no espago de Hilbert. Na notagao de Dirac,
este vetor é descrito pelo ket |¥(¢)) e a evolugao temporal deste vetor é dada pela

equacao de Schrodinger
(1) = AL, (1.21)

ou seja, podemos escrever o ket |¥(t)) no tempo ¢ em termos do ket |[¥(%)) no

tempo 2o,
(1)) = U(t, o) ¥ (to)), (4.22)
onde U (t,to) é o operador de evolugao temporal dado por
U(t, to) = e~ =) H/R, (4.23)
Utilizando a representagao de coordenadas,
U(z,t) = (x|V(t)), (4.24)
onde |x) representa os autoestados do operador posigao, temos
U(z,t) = / d' (x| U (t, o))V U (2, o), (4.25)
onde fizemos uso da relagao de completeza,
1= /dm|x>(m| (4.26)
Definindo
K (xt; 2'ty) = (z|U(L, to)|2'), (4.27)
conhecido como propagador de Feynman ou funcao de Green, temos

Wz, t) = / dr' K (t; 2't0) U (', ). (4.28)
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Logo, a solugao da Eq. (4.21) resume-se a encontrar o propagador K (xt; x'ty).
Analisemos entao o objeto K(z't’;xt). Para tal vamos dividir o intervalo de

tempo t' — t em n pedagos de mesmo tamanho
€= ——. (4.29)

Com isto, podemos escrever

—i(t' —t)H /R

e

_ el /h _ e—i(e+5+e+---+€)ﬁ/h’ (4.30)

onde a soma entre parenteses na tultima exponencial contém n termos. Desta forma,

escrevemos o propagador do seguinte modo
K(2't'; at) = (x']e‘“ﬁ/he_“ﬁ/h...e‘“ﬁ/h|x>.
Fazendo uso de n — 1 relagoes de completeza entre cada par de exponenciais, temos:
K (2"t xt) = (x’|e_i€ﬁ/h/d:cn_1|xn_1>(xn_1|e_“ﬁ/h
/dxn_2|xn_2)(mn_2|e_i5ﬁ/h...e_ieﬁ/h/dx1|x1><x1|e_i5ﬁ/h|x), (4.31)
que reescrevemos como
K(2't;xt) = /dxldxg...dxn_l(x/|e_i€g/h|xn_1>...<:z:1|e‘i€ﬁ/h|x>. (4.32)

Agora, consideremos o hamiltoniano na forma

i V(2). (4.33)

2m

Utilizando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff

eAeB — eA+B+%[A7B]+..., (4.34)

e desconsiderando termos cujas potencias em € sao maiores ou igual a 2, temos

A ;52 (4
. __ip _ iV (&)
e/ — gmeamm e T (4.35)

iefTh1
Desta forma podemos escrever o termo (z|e """ |z,) que aparece no propagador

K (2't'; xt) da seguinte forma

o . ep2 _eV(zq) . ep?
(2o T |1,) = (woleBme ™0 |11) = €710 (zple 10 |21),  (4.36)

ou seja,
K2t xt) = /da:l dzx,_je " V@+V(@)+V(e)+..V(en-1)]

5 |2, (4.37)

Tp_1)...(r1|e”" Gmfi

< |6 2mh
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. €A2
Calculemos agora o termo (xy|e "2m# |x1). Para tal usemos
(alp) = —o=etr”
2mh 7

que leva a

. ep? . ep? 1 —i 2 i
<372‘€7227%’331> = /dp<x2|eﬂ2%ﬁ]p><p|x1> = ﬁ/dp@fe%’fﬁp(mﬂl)-
s

A integral acima é uma integral “Gaussiana” do tipo

2
/dCL’ iax?+ibr 67423 7T
1Q

Temos entao que:

Fazendo x = xg, t = tg, ' =z, e t’ = t,,, podemos escrever

m n/2
K(xntnyx0t0> - (27(26h> /dﬁldﬂfg...di‘n_l

Xexp{ ZE[ ﬁ_

€2

No limite € — 0 (n — o0) temos

Vi) b

ou seja, no limite € — 0, escrevemos o propagador da seguinte maneira

n/2 ;
K (xpty; xoto) = ( m ) /d:vl...dxn,l exp{;/dt m

2mieh
Mas,
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é a Lagrangeana classica do sistema. Desta forma temos que
K (2t ; zoto) = / Dle(t)] ets, (4.48)

onde definimos a medida de integracao funcional

/ D[z(t)] = lim ( m )n/z / daydey...dz,_y, (4.49)

n—oo \ 27ieh

S = / dtL (4.50)

é a agdo classica do problema. Ou seja, o propagador de Feynman é escrito em
termos da ac¢ao classica do sistema em questao.

Para implementarmos uma simulacao de Monte Carlo, é necessario migrar para o
espaco Euclidiano. Migrar para o espago Euclidiano significa fazer a transformacao

t — —it, onde 7 > 0, o que leva ao resultado (ver Sec. 4.3)
K(z,1p;x070) = /D:B e S (4.51)

onde o indice E nos diz que a acao esta escrita no espago Euclidiano.
Ao escrevermos a expressao do propagador no espaco Euclidiano, temos uma

analogia imediata com a funcao de particdo da Mecanica Estatistica:

Z =3 e Pl (4.52)
0

onde a soma em g corresponde a soma de todos os estados acessiveis do sistema
descrito pelo hamiltoniano H. Na Eq. (4.51), identificando S¥ /h com 3H, podemos

=5%/h como o fator de Boltzmann. Portanto, para fazermos a inte-

interpretar e
gral funcional da teoria quantica, que consiste em somar sobre todas as possiveis
trajetorias x(7), podemos empregar os mesmos métodos de Monte Carlo que foram
desenvolvidos no contexto da Mecanica Estatistica classica discutidos anteriormente.

Como vimos, ¢ necessario tratar nossa teoria no espago Euclidiano para podermos
utilizar conceitos da Mecanica Estatistica e, desta forma, fazer simulagoes de Monte
Carlo. Na secao seguinte iremos escrever a acao classica do campo escalar no espaco

Euclidiano.

4.3 Espaco Euclidiano

O objetivo desta secao é escrever a acao classica do campo escalar no espaco
Euclidiano. A densidade lagrangeana do campo escalar real sem interacao é dada

por:

Lo = 5 [Oup(0)0¥o(a) — i) (4.53)
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O termo de autointeragao é dado por

L;= :\lg04(;1:), (4.54)

onde A ¢é a constante de acoplamento. Temos entao que a densidade Lagrangeana é

dada por

Llo] = Lo+ L

= 3 [ @@ o) — ()] -

:\lg04(ac). (4.55)

A acdo do campo escalar com interacao do tipo A\p? é entdo dada por

Sl = /dxo/d3f L [¢]

/ d{i (%)) - §lostore - 410 - j¢4<x>}. (4.56)

A acdo acima esta escrita no espaco de Minkowski, para simulagoes de Monte

Carlo é necessério escrevé-la no espago Euclidiano. Dado dois vetores, 2 = (2°, 7)
)

e yM = (y°, %), no espaco de Minkowski, temos
oyt =ay’ — 2. (4.57)

Migrar do espaco de Minkowski para o espago Euclidiano significa em termos simples

realizar a seguinte mudanca de variavel,
1 = —iz?, rt e R, (4.58)

de maneira que

oMyM = 2990 — 7 — —(2tyt + 2.7). (4.59)

E = xty* + 2.7/, onde 2¥ e y¥ sdo vetores no espaco Euclidiano, temos

Definindo 2"y
aMyM s —pFyF (4.60)

Aplicando estas transformacoes na acao do campo escalar:

dz’ — —idx*, (4.61)
p(2°, %) — (', 7), (4.62)
0 .0
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teremos

st = ‘“"Odgf[ (agif)Y—§<w<x>>2—“3902(‘5) —%4@)]

2 4

Ot ) +(V90(93))2+N3S02(93)+)\904(:16)] . (4.64)

2 2
Definindo,
SE = / d'eLP, (4.65)
onde £F é a densidade Lagrangeana no espaco Euclidiano dada por
1 Lo (z A
£F = S0 (00 + D i) (4.66)
chegamos a seguinte relagao
SM . iSF, (4.67)
onde
20\*  (0e\ (00" [0¢)
) a.0) == — — — | . 4.68
0@ = (52) +(52) +(52) + (52 (4.8

A agao Euclidiana, dada pela Eq. (4.65), serd usada neste trabalho daqui em
diante. Omitiremos o indice “E” por simplicidade, e, a ndao ser que digamos o con-
trario, ao falarmos da acao estaremos falando da agao Euclidiana. Para simular com-
putacionalmente o campo escalar utilizando o método de Monte Carlo, é necessario
escrever o campo escalar em uma rede, isto é, escrevé-lo em um espaco-tempo dis-
creto. A secao seguinte destina-se a escrever a acao do campo escalar real em uma
rede Euclidiana.

Vamos agora discutir a questao da quebra espontanea de simetria no contexto
da densidade Lagrangeana da Eq. (4.66). A discussao seré a nivel cléssico e, even-
tualmemte, vamos invocar conceitos quanticos. O termo referente a energia potencial

classica V(p) é dado por

Vig) =MD | 2oite) (4.69)

Uma funcao deste tipo possui uma simetria, a saber, ¢ — —p. Isto é, o potencial
(e obviamente a Lagrangeana, que inclui o termo cinético) nado muda sob esta troca

de ¢ por —¢. Os pontos de maximo e de minimo do potencial sao dados por:

V'(p) =0 = o(ug + Ap”) = 0. (4.70)
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Para p2 > 0, temos que esta equagdo tem uma tnica solugdo, que ¢ p = 0. Este

valor de ¢ corresponde a um minimo de V' (¢), como pode ser facilmente verificado.

Por outro lado, para p2 < 0, i.e. u2 = —|u2|, a Eq. (4.70) possui trés solugoes:
2
v =0, == W;| = to. (4.71)

Pode ser facilmente verificado que, agora, ¢ = 0 corresponde a um maximo de V' (),
enquanto que ¢ = £wv correspondem a minimos de V(). Os minimos do potencial
correspondem aos minimos da energia total do sistema, porque o termo cinético, que
envolve derivadas, simplesmente aumenta a energia.

Na versao quantica da teoria, um objeto similar ao potencial classico pode ser
definido, trata-se do potencial efetivo [2]. O potencial efetivo é fungao de uma
variavel de campo, que denotamos aqui de ¢, e incorpora os efeitos quanticos sobre
o potencial classico. O valor do campo ¢ no minimo do potencial efetivo fornece
o valor médio do campo quéntico no estado de vicuo e é denotado por (p). Neste
sentido, (¢) desempenha o papel do minimo do potencial V(¢) da teoria classica.

A Fig. 4.1 ilustra o potencial classico V () para as situagoes de um e dois minimos
— nesta figura, estamos usando a notacao quantica, apesar de nao ser a situacao que

estamos discutindo neste momento.

<p>=0
<p>=0 —
1

0

Figura 4.1: Tipos de potenciais: A curva vermelha corresponde a um potencial
tipico da regidao na qual (¢) = 0 e a curva azul corresponde a um potencial tipico

da regido na qual (¢) # 0.
Claramente, quando p2 < 0, po ndo ¢ a massa da particula escalar correspon-

dente ao campo . Para sabermos a massa é necessario perturbarmos o potencial ao

redor do minimo. Dito de outra forma, para encontrarmos as excitacoes de baixas
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frequéncias do campo, que nos fornecem a massa das particulas, é necessario per-
turbarmos o estado fundamental do sistema. Esta perturbacao é mais facilmente

implementada escrevendo o campo ¢ como sendo
p=¢ tov, (4.72)

e substituindo isto na Lagrangeana original, de maneira que o termo quadratico
em ' dessa nova Lagrangeana fornece o termo de massa. No entanto, o sistema
quando no estado fundamental vai sempre se encontrar em um dos dois minimos
— ele nao pode estar ao mesmo tempo nos dois minimos, pois ha uma barreira
de potencial entre eles; a situagdo em que o sistema fica “pulando” entre os dois
mimos corresponde a um estado de mais alta energia. Isto significa que temos que
perturbar o potencial com ¢ = ¢’ + v, ou com ¢ = ¢’ — v. Agora, escolhido um
dos minimos, a simetria original de troca do sinal do campo nao existe mais, como
pode ser facilmente verificado examinando a Lagrangiana em termos do campo .
Dize-se, entao, que a simetria da Lagrangiana foi quebrada espontaneamente, no
sentido de que o estado de minima energia, que correponde a uma das escolhas de
v ou —v, nao respeita esta simetria.

Para o caso em que o minimo de V' (¢) acontece para ¢ = 0, i.e. na situagao que
pd > 0, o estado de minima energia possui a simetria de troca de sinal do campo.
Dizemos, entdo, que a fase na qual ¢ = 0 (ou (p) = 0 na teoria quantica) é a fase
simétrica. Na outra situagao, quando o valor do campo no minimo do potencial
nio é nulo, temos a fase de simetria quebrada. E importante notar que a quebra
de simetria nao é gerada por um fator externo, mas sim, pela prépria dindmica do
campo interagente que faz com que o sistema “role” para um dos minimos +v do
potencial.

Um ponto importante que deve ser chamado a atencao neste ponto é que, como
a simetria quebrada espontaneamente é discreta, ndao se deve esperar encontrar ex-
citagoes de massa zero (bosons de Goldstone) no espectro da teoria — o teorema
de Goldstone [2] se aplica ao caso de quebra esponténea de uma simetria continua,
como a simetria quiral na cromodinamica quantica.

Toda a discussao acima foi ao nivel classico. A questao que se coloca é como
essas fases simétrica e de simetria quebrada dependem dos parametros da teoria, 3
e \, quando os efeitos quanticos sdo incluidos. E precisamente este ponto que vai-se
investigar na presente dissertacao. Essa questao pode ser examinada analiticamente
empregando, por exemplo a expansao em loops — que ¢ uma expansao do potencial
efetivo em poténcias de h [2]. No entanto, nao é possivel efetuar célculos analiticos

para poténcias muito altas de h. Através de simulagoes de Monte Carlo, como as
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que efetuamos na presente dissertacao, a determinacao das fases da teoria pode ser

feita sem empregar nenhum método de expansao.

4.4 Discretizacao do espaco Euclidiano

Na Eq. (4.65), o campo ¢(z) estd definido em um espago continuo. Para escrevé-
lo em um espago discreto (em uma rede), o campo @(x) sera definido apenas nos
pontos da rede, ou seja, x agora é um parametro discreto. A Fig. 4.2 ilustra uma

rede unidimensional, cujo espacamento entre os pontos da rede ¢ a.

Figura 4.2: Espacgo discretizado.

Desta forma, o parametro x é escrito como,
ua m,=0,1,2,3,..,n—1 |, (4.73)

onde n é o nimero de pontos numa dire¢ao e p = 1,2, 3,4 discrimina a direcao que
estamos tratando. Note que no limite a — 0, devemos retomar o caso continuo. Na

rede, a integral 4-dimensional torna-se,
Jdz—a'y. (4.74)
xX
Por conveniécia, consideremos o caso genérico de “d” dimensoes, ou seja,

/ddx 4l ; (4.75)

n—1 n—1

Z—a > Z (4.76)

m1=0 mo=0 mq=0

Para as derivadas, usamos

O f (@) — Apf(a) = 8T “‘ZL) —f@) (4.77)
0 () = & p(a) = {0l (179

onde A, f(z) e A, f(x) sdo respectivamente as definicdes de derivada & direita e
a esquerda. Pode-se mostrar facilmente a seguinte propriedade do produto escalar

envolvendo A e A"

(Auf.9) = —(f.,1). (4.79)
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Logo,
(AMOa A;ﬁp) = —(¢p, A;AMO) = (p, Op), (4.80)

onde, [ é o operador d’Alambertiano na rede, definido por

Op(z) =)

p=1

=5 (2p(2) — oz +ap) — oz —ap)). (4.81)

Desta forma, podemos escrever a Eq. (4.65) do seguinte modo:
1 N N
§ = a'} {M > (@) (20(a) = p(a +ap) — p(x — ap))]
x u

b3+ o). (482

Manipulando os termos, obtemos

b SR+ e (489

Esta é a acao que utilizaremos nas simulacoes de Monte Carlo deste trabalho.
Na se¢ao a seguir discutiremos como a relagao formal entre a teoria quantica de
campos e a Mecanica Estatistica permite calcular observaveis da teoria quantica de

campos utilizando o método de Monte Carlo.

4.5 Teoria Quantica de Campos & Mecanica Estatistica

As vantagens da passagem do espago de Minkowski para o espago Euclidiano, veja
Secao (4.4), foram primeiramente anunciadas por Symanzik [32], o qual considerou
os campos Euclidianos como variaveis aleatérias. Através do aperfeicoamento destas
idéias por Edward Nelson, foi possivel que se fizesse analogias entre a Mecanica
Estatistica e a teoria quantica de campos. A utilizacao de métodos da teoria quantica
de campos na Mecanica Estatistica, e vice-versa, possibilitou a abordagem de uma
série de fendmenos fisicos [30, 31].

O problema a ser considerado é: dado um observavel O [p] encontrar a dis-

tribuicao de probabilidade du apropriada para (z) tal que

©leh = [dn ol (4.84)
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Para responder a esta pergunta, a seguir faremos uma breve incursao no célculo de

observaveis a partir de um funcional gerador. O contetido a seguir esta baseado na
Ref. [30].

Inicialmente consideremos a integral Gaussiana
1
W) =5 / dF e3P AD+(p) (4.85)

onde ¢ = (1,92, ..., on), (f,g) denota o produto escalar entre f e g, A é uma

matriz real simétrica e com autovalores positivos e

Zo = / dFpe3(eAe), (4.86)
Definindo
1
{(p1p2...0n) = ZO/dkcp 501902_”%%6—%(%A¢)+(J,<p)’ (4.87)
nao é dificil mostrar que
o 0 0
) = | == =—..——Zo(J . 4.88
<S01902 ¥ > [ajl 8J2 aJn 0( ) e ( )

Agora vamos considerar a generalizacao desta discussao para o caso continuo, isto é,
os indices discretos ¢+ = 1,--- , N na variaveis @1, @9, ..., oy tornam-se uma variavel
continua z: ¢ = (@1, Y9, ..., pN) — @(x).

Identificando ¢ como sendo o campo escalar Euclidiano ¢(x), J como um campo

externo J(z) e A como o inverso do propagador G, i.e, o operador de Klein-Gordon

Gl =0+, (4.89)
onde U = —9,,0,, teremos, por analogia com o caso discreto:
1 9 1 4 9
5 (¢@), @+ m)e@)) = 5 [ dap@) @+ )e(a)
= ; / d*vp(~0,0, + p3)p = ; / d'w0, 00, + e’ (4.90)

Na ultima passagem usamos

[ d'40,0(@)0u0(0) = p(@)0p(@)%, — [ dapl@)dudue(a),  (491)
e desprezamos o primeiro termo do lado direito, por este se tratar de um termo de
superficie. Logo, da Eq. (4.65), temos que

1

- (¢, O+ @) = S, (4.92)
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corresponde a acao Euclidiana livre, i.e, sem o termo de interacao. Temos entao

1
Dl = o / 1, dg(x)e~So+ (T @ela)) (4.93)

Ty = / I, dg(z)e™. (4.94)
Devemos agora substituir as derivadas da Eq. (4.88) por derivadas funcionais

o
05 " 5) (4.95)

mas antes, lembremos de algumas propriedades matematicas das derivadas fun-

cionais, a saber:

D R = [del@)ie) - 55 = ) (4.96)
2) Bl = [ dad'y(2)](y)f(r.9)
3F3[J] 4
p— 4.
=S = ] I )+ S ), (4.97)
SEL
3 Bl = () = 575 = ole - 2) (1.95)
Fazendo uso dessas propriedades, temos que:
Glar, ) = (p@0)- ()} = o 0P (4.99)
X1y Ty) = (@(21)..0(2)) = AR , )
onde
1
L = - / Ay d e T (21). T (20) G (1 oy ), (4.100)
¢ chamado de gerador funcional da func¢ao G(xy, ..., z,).
Fazendo F[J] igual a Zy[J] na Eq. (4.93) teremos
1 -5,
Clt1, .y y) = ZO/deap(x)go(xl)go(@)...go(xn)e 0, (4.101)
Notem a semelhanga entre a Eq. (4.101) e a seguinte equagao da Mecéanica
Estatistica
1 _
()=~ %Aue P, (4.102)

onde (A) é o valor médio e do observavel A, A, é o valor do observavel no estado

i, Z ¢ a funcao de particao do sistema, E, ¢ a energia do sistema no estado p e
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{u} significa que estamos considerando todos os estados possiveis do sistema em
questao.

Concluimos, entao, que o calculo da fun¢ao de Green, Eq. (4.101), é matemati-
camente igual ao calculo do valor esperado de uma grandeza termodinamica. Desta
forma, interpretamos a fun¢ao Z da Eq. (4.94) como sendo a fun¢do de parti¢io
do campo escalar sem interacao no espaco Euclidiano. Se considerarmos o campo

escalar com interacao, Eq. (4.65), teremos

G(z1, .oy y) = ;/dego(x)go(xl)ga(aa)...gp(xn)eS, (4.103)

onde
Z = / ILdyp(z)e S, (4.104)

e S é a agdo com interacao dado pela Eq. (4.65). Dizemos entao que, a distribuigao
de probabilidades du da Eq. (4.84) é

1
dp = 7 e S I, dp(z). (4.105)
Assim, escrevemos a fungao de Green como

Cla1, . y) = / (1) (xs)...o(xn)] dp. (4.106)

O termo [p(z1)p(z2)...0(z,)], é chamado de estimador da fun¢ao de Green.
Na secao a seguir apresentaremos o algoritmo worm para o campo escalar, bem
como derivaremos algumas grandezas termodindamicas para o campo escalar na lin-

guagem do algoritmo worm.

4.6 Algoritmo worm

Nesta se¢ao discutiremos o algoritmo worm para o campo escalar real. As idéias
envolvidas aqui sao as mesmas do Cap. 3, e, como veremos, as expressoes que
obteremos sao idénticas ou parecidas com o caso do algoritmo worm para o modelo
de Ising.

Como vimos no Cap. 3, tinhamos um problema ao calcular a magnetizacao do
modelo de Ising usando o algoritmo worm, o qual foi solucionado acoplando um spin
fantasma. No campo escalar real, enfrentaremos o mesmo problema com o céalculo
do campo médio (p). Igualmente ao modelo de Ising, a solu¢ao deste impasse esta
no acoplamento de um campo externo. Este campo externo tera apenas a funcao de

gerar (¢) # 0 na fase com simetria quebrada. O valor do campo externo devera ser
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pequeno duficiente para que nao interfira de maneira significativa nos resultados.
Em particular, ele deve ser pequeno o suficiente de maneira que (p) ~ 0 na fase
simétrica.

Partindo da acao Euclidiana, Eq. (4.65), acoplamos um campo externo J(x),

S = / dz [ ) (90) + “39022 (@ | 2904(@ + J(x)go(x)] L (4.107)

Seguindo o mesmo procedimento da Sec. 4.4, pode escrevé-la como:

5= [— > (plo)ela-+ i) +da' ¢ o)+

d

FEU ) + 030 + U )olo)| (4.108)

Considerando o campo externo uniforme J(z) = J,

S D vz +ap) = Y @ip;, (4.109)

<iyj>
teremos, em duas dimensoes,
Moo, AL
- pipi+ Z 207 + 500+ Zsol JLpi | s (4.110)
<1,7>
onde usamos as defini¢oes
J, = —ad’J, (4.111)
o= i (4.112)
A\, = A\ (4.113)

Agora introduziremos o sitio fantasma ¢, veja Sec. 3.2.3,

ZJL% = JL Y. $ig, (4.114)
<1,9>
logo
1 2, AL 4
— > o —JL Y wipg + Z 267 + 0l + e (4.115)
<i,§> <i,g>

Desta forma, escrevemos a funcao de particdo para o campo escalar real, veja
Eq. (4.104), como

2
—ZZ(?%JL ok wf)
7 = /d(pld<p2...dgoNeZ“0“”feJLZ“O“Dge ’ ) , (4.116)
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onde omitimos < i, j > por razoes de simplicidade. Usando a Eq. (3.9), temos

1
exp{d i} = 2 HbN, (i)™, (4.117)
{Np}
exp {J1 Y iy} (pipg)™™ (4.118)
{My}

onde N, corresponde aos bonds “normais” no plano (estamos em duas dimensdes) e

M, corresponde aos bonds fantasmas. Temos entao:

J A,
7 = /ds01 dpn E HbN A (pipg)
{Ny, My} b

_Z (2§0+2¢+)\L 4)

(i)™ e (4.119)
Podemos reescrever a equagao acima como,
Z _ H J.éwb Ml,g M2,g M3,g
= > Ty {(p109)™ (0205) ™ (p30)
{Nb7Mb} b b:
- (p19a) M (01606) M (01600) M (p100) M . (4.120)

A
exp [— > (2% + MQL 07 + j@?)] } doy...dpy

i
onde os sitios a, b, ¢ e d sdo os quatros vizinhos do sitio 1. Em uma forma mais

compacta temos

I
= Y IL——ILQ(k), (4.121)
Noany et M!
onde a funcao Q(k;) é definida como

| AL
Qk:) = /dsomfl exp [—Z (2901 + %Lgof + 4%)] , (4.122)

onde

> N, + M, (4.123)

1,V

é a soma de todos os bonds, “normais” e “fantasmas”.
Para completarmos a analogia da Teoria Quantica de Campos com a Mecanica

Estatistica, introduziremos o parametro § = 1 na equagao acima, este parametro
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tem o papel da constante Boltzmann. Em analogia ao modelo de Ising, Eq. (3.68),

’le i’))N +1M
- Lbb

WA{N,, My} =11
{ bs b} b Nb'Mb'

ILQ((k:), (4.124)

onde W{N,, M,} corresponde ao peso estatistico de uma configuracdo de bonds
{Nb, Mb}I

JMo
Ny, My} = T, —L=—TL,Q(k;). 4.12
WA{N,, My} SATYA Q) (4.125)

Desta forma, temos que a fun¢ao de particao do campo escalar real é dada por:

Z= Y W{N,, M} (4.126)
{No, My}

Como podemos ver, o que difere a funcao de particao do campo escalar da fungao
de particdo do modelo de Ising é a fun¢ao Q(k;) e o fato de, no modelo de Ising
o analogo ao campo ¢;, o spin s;, assumir apenas os valores +1, ja no caso do
campo escalar p; assume qualquer valor entre +oo. As integrais das fungoes Q(k;),
Eq. (4.122), sdo calculadas neste trabalho computacionalmente usando o método de
quadratura de Gauss.

O estimador da funcao de particao no modelo de Ising é Z{N,, M} = 9, ;, onde
1 e j sao as exremidades do worm. Para o campo escalar, uma vez que as fungoes

Q(k;) ndo assumem apenas os valores 0 e 2, teremos o estimador

Q(k:)

Z{Nb, Mb} - dwm

(4.127)

Este mesmo fator multiplicativo aparece nos estimadores do campo médio e energia.
Utilizando

1 07

(E) = ~3z05" (4.128)
107
@ = 3797 (4.129)

onde () é o andlogo da magnetizagao, temos

By = —0ij (Z Ny + Mb) ng%, (4.130)
M ki
PNy = Oig &2 7 b)Q(C]if +)2). (4.131)
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Como podemos ver, estas equagoes sao analogas as Eqgs. (3.90) e (3.92). Continuando
com as analogias, considerando a Eq. (3.58) podemos escrever o calor especifico para

o campo escalar da seguinte forma
C = (E*) — (E)?, (4.132)

assim sendo, uma vez que obtemos uma sequéncia de N medidas da energia por
meio da Eq. (4.130), digamos {E}, Es, Es, ..., Ex}, temos

Ei+Ey+ ...+ En

EY = 4.133

(B) - , (4.133)
E? +E} + ..+ F}

(E?) = Lt 2;\; TEN (4.134)

Por fim, fagcamos um breve discussao a respeito de algumas propriedades da
fungao de correlagao. De acordo com a Eq. (3.60, temos que a func¢ao de correlagao

entre o sitio i; e iy é dada por

G(iy —iz) = ; > (Hbf\[b:> (HzQ(Ez)) : (4.135)

{Vb}

Como vimos ao longo do Cap. 3, a fungao de correlagao G(i; — iz) assume valor nao
nulo apenas quando os sitios i1 e iy sao as extremidades do worm. Assim, se nosso
algoritmo, ao gerar novas configuragoes de bonds { Ny}, atualizar as extremidades i

e 7 do worm, temos que o estimador da funcao de correlacao sera dado por
G(i1 —i2) = 0i4,0;4y- (4.136)

A funcao de correlagao para os sitios ¢ e j, onde este sitios estao separados por
uma distancia r, é definida como [5, 24]

G(7) = (pirs) = (@i)(@i), (4.137)

que pode ser reescrita como, usando (p;) = (¢;) = (¥),

G(7) = (i = () (g5 = (@)))- (4.138)

Desta ultima expressao podemos notar os seguinte comportamento da funcao de
correlagao: se as flutuagoes do campo ¢ no sitio ¢ estiverem correlacionadas com
as flutuagoes no sitio j o produto (¢; — (¢)) (v; — (¥)) serd um nimero positivo se
¢; flutuar na mesma dire¢ao que y; ou um nimero negativo se ¢; e ¢; flutuarem
em dire¢oes opostas, como consequéncia a funcao de correlagdo possuira um valor

nao nulo. Agora, se as flutuagoes nos sitios 7 e j estiverem descorrelacionadas o
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produto (¢; — (¢)) (¢; — (¢)) hora serd positivo, hora sera negativo, desta forma,
ao calcularmos a média, a fun¢do de correlagao sera nula. Este comportamento é
independente do quao perto (ou longe) estamos de um ponto critico. Entretanto,
analizemos a influéncia de um ponto critico na funcao de correlagao. Ja comentamos
neste trabalho que, para o modelo de Ising, & medida que nos aproximados de um
ponto critico vindo de altas temperaturas, surgem regioes na rede com mesma ori-
entacao de spin. Para o campo escalar temos o mesmo comportamento, entretanto,
agora temos regioes (ilhas) nas quais os valores dos campos, para sitios dentro de
uma destas regioes, estdo correlacionados*. A medida que nos aproximamos de um
ponto critico o tamanho destas ilhas aumentam de modo que no ponto critico a
rede inteira torna-se correlacionada. Considere entdo um ponto (A) dentro de uma
determinada ilha, os campos dos sitios nas proximidades de A (pontos pertencentes
a mesma ilha) estarao correlacionados com o campo @4 e, a medida que nos afas-
tamos de A a correlacao tende a se anular, uma vez que teremos saido da regiao
de correlacao a qual o ponto A pertence. Desta forma concluimos que, a fungao de
correlacao decai com a distancia. Podemos concluir também que a taxa com a qual
a funcao de correlagao decai diminui a medida que nos aproximamos de um ponto
critico, uma vez que o tamanho das ilhas de correlagdo aumentam. Uma funcao que
reflete os compotamentos de G(r) discutidos acima é e~"/¢, onde ¢ é um parametro
associoado ao tamanho das ilhas de correlagao e conhecido como comprimento de
correlacao. Notem que, a medida que nos aproximamos de um ponto critico, & as-
sume valores maiores e como consequéncia, a fungao de correlacao decresse mais

lentamente. De fato, na teoria de campo médio a funcao de correlagdo possui a

forma
e /€
G(r) « m_ (4.139)
esta expressao ¢ valida para 3 dimensoes, a expressao geral para d dimensoes ¢ dada
por [24]
G e /€
(r) e (4.140)

Uma vez que no ponto critico a rede inteira torna-se correlacionada, temos que (com
base na Eq. (4.140)) o comprimento de correlagao ¢ tende a infinito a medida que
nos aproximamos de um ponto critico.

Precisariamos agora derivar expresoes para as taxas de aceitagdo e descrever o
funcionamento do programa de computador que simulard o campo escalar. Entre-

tanto, estas taxas de aceitacao e esta descricao sao idénticas as encontradas nas

*Para ser mais preciso, no modelo de Ising também temos ilhas de correlacao ao invés de ilhas

de spins com mesma orientagao.
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Secs. 3.2.4 e 3.2.5 com um tnica diferenca, as fungoes Q(k;). Esta diferenca reside
no fato de que, para o modelo de Ising as fungdes Q(k;) assumem o valor 2 para
configuracoes validas de bonds e se anulam para as demais configuracdes’. J4 no
campo escalar, estas fungoes sao dadas por (Eq. 4.122), que repetimos aqui para

nao desviar a atencao:

Q(k:)

2

/dsoisofi exp l— > (290? + %LSO? + A}OZ‘)] : (4.141)
(2

onde k; ¢ a soma dos bonds em torno do sitio i.

Facamos agora um resumo do que que foi até aqui neste capitulo. Vimos que
quantizar a dindmica dos campos, i.e., assumi-los como operadores obedecendo re-
gras de comutacao da mecanica quantica, nos leva a interpretar os campos como
operadores de criacao e aniquilacao de particulas. Vimos também que a abordagem
de Feynman da mecénica quantica nos permite utilizar um objeto classico (a acao)
dado em termos de variaveis de campo que nao sao operadores. A utilizacao desta
acao classica no espaco Euclidiano permite fazer analogias entre a teoria quantica
de campos e a Mecéanica Estatistica. Por fim, derivamos o algoritimo worm para o
campo escalar. Agora, estamos preparados para simular o campo escalar via método
de Monte Carlo utilizando os algoritmos discutidos. O préximo capitulo apresenta
inicialmente resultados para o modelo de Ising em duas dimensoes e, na sequéncia,

para do campo escalar em duas dimensoes.

4.7 Omissoes

Para finalizar este capitulo, vamos discutir omissoes importantes nesta disser-
tacdo com relagao as simulagoes realizadas para a teoria do campo escalar. Ini-
cialmente, é a questao da renormalizacao da divergéncia ultravioleta que esta pre-
sente na teoria. Em duas dimensoes, ha uma tnica divergéncia, que é logaritmica.
Ainda mais, ha somente um diagrama de Feynman divergente, o girino (tadpole),
mostrado na Fig. 4.3 abaixo. Isto significa que para a — 0, a teoria apresenta di-
vergéncias. Por exemplo, ao calcularmos uma fungao de correlagao de dois pontos,
obteremos um valor infinito para ela neste limite. Quando uma teoria apresenta
um numero finito de graficos de Feynman divergentes ultravioleta, a teoria é dita

super-renormalizével*. Como é amplamente conhecido, resultados finitos sdo obti-

fRelembrando: uma configuracio vélida para a funcio de particdo é aquela na qual todos os
sitios da rede possuem uma quantidade par de bonds. Uma configuracao valida para a fungao de
correlagdo g(i — j) é aquela na qual todos os sitios da rede possuem uma quantidade par de bonds
com execao dos sitios 7 e j, os quais devem possuir um ntmero impar de bonds.

tQuando o niimero de amplitudes divergentes é divergente, a teoria é dita renormalizével
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Figura 4.3: Diagrama girino (tadpole) - tinico diagrama de Feynman divergente na

teoria em duas dimensoes.

dos renormalizando as constantes do modelo [2]. No presente caso, com somente o
diagrama girino sendo divergente, é a constante u;? que precisa ser renormalizada.
Como nosso objetivo maior nesta dissertacao é a implementacgao do algoritmo worm,
nao vamos nos deter na renormalizacdo do modelo. Essa omissdo nao é porque a
renormalizacao envolve complicacbes muito grandes, mas sim porque ela iria nos
desviar do objetivo maior. Portanto, quando nos referimos a linha critica do mod-
elo, ela se refere aos pardmetros nao renormalizados (pardmetros bare). Isso, no
entanto, nao implica que nossas simulagoes sao sem uso para a determinacao do
ponto critico em termos de quantidades renormalizadas, pois o processo de renor-
malziacao na rede requer o conhecimento do comportamento critico das quantidades
nao renormalizadas. Uma discussao detalhada sobre a renormalizacao neste modelo
pode ser encontrada na Ref. [35].

Uma outra questao que deve ser chamada a atengao ¢ que a determinacao da linha
critica feita nesta dissertagao nao emprega nenhum método de extrapolagao para
volume infinito. A determinacgao é feita de maneira qualitativa apenas. Como sera
visto no proximo Capitulo, essa determinacao é feita variando o tamanho da rede.
Sabendo que o calor especifico diverge no ponto critico, a medida que o tamanho da
rede aumenta, deve-se observar um pico cada vez mais acentuado em torno do valor
critico de 2, para um dado valor de A\;. A determinacao do valor critico Mch é

feita por inspecao nos arquivos de dados.
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Capitulo 5

Resultados de Simulacoes

Neste capitulo vamos apresentar resultados obtidos por meio de simulagoes de
Monte Carlo para o campo escalar real. Aplicamos o algoritmo worm primeiramente
no modelo de Ising com o intuito de praticar a sua implementagao em um modelo
mais simples que o de uma teoria de campos e verificar seu desempenho. Essa veri-
ficag@o se deu por meio de comparagoes com resultados obtidos com o algoritmo de
Metropolis e também com a solugdo exata, analitica do modelo [24, 26, 27, 28]. Tanto
as simulagoes do modelo de Ising quanto do campo escalar real foram realizadas em
redes bidimensionais com condig¢oes de contorno periddicas, i.e., transformamos o
plano bidimensional da rede em um toréide, Fig. 5.1. Em ambos casos utilizamos a
subrotina geradora de nimeros aleatorios ran2, extraida da Ref. [33]. As integrais
que aparecem nas fungoes Q(k;) no calculo das taxas de aceitagdo para o campo es-
calar foram calculadas numericamente utilizando o método de quadratura de Gauss.
Com excecao dessas duas subrotinas (ran2 e gauss), todos os outros programas foram

escritos integralmente pelo autor da presente dissertacao.

Figura 5.1: Superficie bidimensional com condi¢do de contorno periddica.

70



5.1 Modelo de Ising

Na presente Secao, vamos apresentar os resultados de simulagoes para o modelo
de Ising empregando os algoritmos de Metropolis e worm. As equagoes a seguir
fornecem os resultados analiticos obtidos por Onsager e Yang para a energia e mag-

netizagao (por spin) em fungao de = 1/kT :

e = —Jcoth(28J) l1 n im’ /Oﬁ/2 do (1 - w2 sin2(¢))_1/2] , (5.1)

m = {1—[smn(287) )", (5.2)
2sinh(23.J)

cosh?(24.J)’ (5:3)

k' = 2tanh?*(28J) — 1. (5.4)

A temperatura critica do modelo pode ser obtida a partir da Eq. (5.2) e é dada por
(para J = 1):

e _e72We — 9 kT, = ~ 2,269. (5.5)

2
In(1++v2)

Em nossas simulagoes, calculamos a energia e magnetizacao em funcao de k7. As
simulagoes foram realizadas com condicao inicial tipica de altas temperaturas, i.e.,
orientacao aleatéria de spins para o algoritmo de Metropolis e todos os bonds iguais
a zero para o algoritmo worm. Cada varredura (ou atualizacao) da rede, tanto com
o algoritmo de Metropolis quando com o worm, é dita como unidade de tempo de
Monte Carlo. Em ambos casos, utilizamos um tempo total de 10°. O valor utilizado
para o campo magnético externo foi de B = 0, 01.

As Figs. 5.2 e 5.3 mostram os resultados de nossas simulagoes para a energia
e magnetizacao. Nestas figuras temos os resultados obtidos com os algoritmos de
Metropolis e worm, bem como os correspondents resultado analiticos dados pelas
Egs. 5.1) e Eq. (5.2).

Através de uma analise visual da Fig. 5.2, é possivel afirmar que o algoritmo
worm é melhor que o algoritmo de Metropolis. Melhor no sentido de que este fornece
resultados mais proximos da curva teérica obtida por Onsager, principalmente para
temperaturas menores que a temperatura critica.

O algoritmo de Metropolis possui maior eficiéncia no regime de altas temperat-

uras, mas esta eficiéncia é degradada a temperaturas baixas. Esta caracteristica do
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Figura 5.2: Modelo de Ising - Energia em funcao da temperatura - Rede 64 x 64.
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algoritmo de Metropolis é um reflexo da dinamica de atualizacao de configuracoes,
que consiste em flipar um tnico spin da rede por vez. Para altas temperaturas, o
sistema possui ordenamento aleatério de spins, desta forma, flipar um tinico spin nos
fornece bons resultados. Entretanto a medida que diminuimos a temperatura em
direcao da temperatura critica, surgem “ilhas” com mesma orientagao de spins ao
longo da rede e, por isso, a dindmica de atualizacao das configuragdes spin-por-spin
torna-se pouco eficaz. Por outro lado, nos algoritmos tipo cluster [12, 13|, em que
as configuragoes sao atualizadas flipando ilhas inteiras, sao muito mais eficientes nas
proximidades da temperatura critica. No entanto, esses algoritmos, por serem nao
locais, sao muito mais dificeis de programa-los em arquiteturas paralelizadas. O al-
goritmo worm, por sua vez, soluciona tanto o problema da ineficiéncia do algoritmo
de Metropolis no ponto critico como também possui eficiéncia comparavel a algorit-
mos do tipo cluster [14] e, por ser local, é facilmente paralelizavel. A eficiéncia de
um algoritmo pode ser medida por meio do chamado expoente dinamico z, que se

relaciona com o tempo de correlacao 7 como
Tox L?,

onde L é o tamanho da rede, tanto para o algoritmo worm quanto para algoritmo
do tipo cluster temos z = 0,25 [5, 14]. Vale comentar que, apesar do algoritmo
de Metropolis ser mais eficiente a altas temperaturas, o algoritmo worm ainda sim
fornece resultados melhores.

Examinando a Fig. (5.3), também podemos afirmar que o algoritmo worm é
melhor que o algoritmo de Metropolis: a curva obtida pelo algoritmo worm tende
a 0 mais rapidamente que a do algoritmo de Metropolis para T' > T¢, e tende mais
rapidamente a 1 paraT’ < T. Além da anélise qualitativa temos que a magnetizagao
obtida pelo algoritmo worm estda em maior concordancia com a curva analitica
dada pela Eq. (5.2) do que a magnetizagao obtida pelo algoritmo de Metropolis.
E importante notar que com uma rede finita é impossivel obter exatamente a mesma
curva que a da solugao analitica, que é obtida no limite termodindmico de uma rede

infinita.

5.2 Campo Escalar Real

Nesta Secao apresentaremos nossos resultados obtidos via simulagdes de Monte
Carlo do campo escalar real em duas dimensoes. O intuito destas simulagoes é
mapear o espago definido pelas constantes (Ar, 4% ) de modo a identificar nesse espag
as regides com () = 0 e (p) # 0. Estas duas regides sao separadas por uma

“linha critica”, definida por valores (Ar.,u3 o). Ao variarmos os parametros Af
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e p2 de modo a cruzarmos esta linha critica temos uma transicio de fase, com
caracteristicas similares as transi¢oes de fase termodinamicas. As duas regioes, com
(p) = 0 e (p) # 0, sao chamadas respectivamente de fase simétrica e fase com

quebra espontanea de simetria, conforme discutido ao final da Secao 4.3.

Funcao de Correlagao G(r) - Rede 128X128 - A =0,2 - J,6,0e-04
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Figura 5.4: Funcao de correlacdao para A\;, = 0,2 e diferentes valors de 172

Inicialmente fixamos alguns valores de Ay, e, para cada um destes valores, rea-
lizamos simulagoes nas quais calculamos as func¢oes de correlacao para trés valores de
p diferentes, veja Figs. 5.4, 5.5 ¢ 5.6. Em duas dimensoes a funcao de correlagao
tem um comportamento qualitativo da forma G(r) oc e7"/¢, onde 7 é a distancia
entre dois sitios e £ é chamado de comprimento de correlagao. Nas proximidades
de um ponto critico temos que o comprimento de correlacao aumenta considerav-
elmemte [24]. Podemos entender este comportamento do comprimento de correla¢ao
por meio de uma analise qualitativa do modelo de Ising*, onde o comprimento de
correlagdo estd associado ao tamanho das “ilhas” de spins (regioes da rede com
mesma orientagao de spin) formadas a medida que nos aproximamos da temper-
atura critica (T¢). Para uma temperatura muito alta, tais ilhas nao existem e,

desta forma, o comprimento de correlagao é zero. Para uma temperatura igual ou

*Utilizamos o modelo de Ising com a intengdo de simplificar a exposi¢cdo, uma vez que, as
conclusoes obtidas no modelo de Ising sdo validas para o campo escalar no limite de acoplamento
forte: o campo escalar real equivale ao modelo de Ising no limite de A\, — oo, em que todos os

valores do campo ¢(x) sdo suprimidos com excegao de p(z) = +1 [30].
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inferior a T, toda a rede possui em média a mesma orientacao de spin, desta forma
o comprimento de correlagao possui valor muito grande (ou infinito para uma rede
infinita)

Desta forma, temos que para estas simula¢oes em questao, Figs. 5.4, 5.5 e 5.6,
a simulagao representada por quadrados vermelhos possui valor de p? mais dis-
tante do valor critico p? » quando comparamos com a simulagao representada pelas
bolinhas pretas. Ja a simulacao representada pelas estrelas em azul, é para um

. L 2 . . /. 2

valor intermedidrio de 7. Afim de determinarmos a linha critica (Ar., p7,.), calcu-
lamos o calor especifico em fungdo de u? para determinados valores de Ap. Desta
forma, temos que ,u%c corresponde ao ponto que resulta em um pico no grafico do
calor especifico, uma vez que este diverge no ponto critico para uma rede infinita.

Calculamos o calor especifico por meio da Eq. (4.132):
C = (E?) — (E).

Na Mecanica Estatitica esta expressao é deduzida a partir de

C= @
oT
No presente contexto, o papel da temperatura ¢ desempenhado por 2, i.e., o calor
especifico mede a flutuacio da energia com respeito a variagao do parametro p? —
isto nao é inteiramente diferente da Mecanica Estatitica, pois na temperatura critica
o parametro proporcional a ©? no potencial classico se anula, quando o potencial
muda de poco duplo para poco simples. Com base na Fig. 5.24 podemos ver que o
calor especifico é nulo para p7 > yij . e nao nulo para p7 < 7.

Outro modo de caracterizar a transigao de fase consiste em olhar para o grafico
do campo médio (p(u2)), onde observamos um comportamento andlogo ao da mag-
netizacao do modelo de Ising, i.e., (¢) = 0 para pj maior que 7 e (p) # 0 para
{17, menor que /i, ..

Como podemos ver nas Figs. 5.4, 5.5 e 5.6, adotamos como valor para s campo
externo J;, = 0,0006. De acordo com a discusao realizada na Sec¢ao 3.2.3. O campo
externo tem a func¢ao de gerar () # 0 na fase com quebra de simetria; se J, < 0,
(p) < 0eseJ, >0, (p) >0. Note que J, deve ser pequeno o suficientemente
pequeno para que nao interferir na dinamica do problema. Entretanto, existe uma
limitagao técnica que nao nos permite utilizar J;, arbitrariamente pequeno porque
o ruido nas simulacoes aumenta substancialmente. Neste sentido, usamos o menor
valor possivel de J, que no nosso caso ¢ J;, > 0,0006. Para ilustrar este ponto, na
Fig. 5.7 mostramos a funcao de correlacao para Ay = 0,2 com trés valores distintos

de Jr,. Como podemos ver, para estes valores de J;, o desvio das 3 curvas é minimo.

75



Funcao de Correlagao G(r) - Rede 128X128 - A =0,4 - ], 6,0e-04

1,00 ® ps T T T
r ® ° o 1
- © o0 @ 00 o0 ®
i » g
| ¥
u *
X
L | X ¥ %
| *

— [ K x .

= 0,10 |- X

) r I 1
L [ u ]
I ., ]
L [ |

W?=-04 =
[ W?=-05
W?=-06 ©
0,01

0 1 2 3 4 5

Distancia (r)

Figura 5.5: Funcao de correlacio para A\;, = 0,4 e diferentes valors de 2.
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Figura 5.6: Funcao de correlacio para A\;, = 0,6 e diferentes valors de 2.

Podemos avaliar o impacto do campo externo J;, em uma transicao de fase obser-

vando a Fig. 5.8. A posteriori, sabemos que o valor critico de % para A\;, = 1.0 esté
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Figura 5.7: Funcao de correlagao: A, = 0,2. Notem que a curvas das fungoes de

correlagao sao praticamente iguais para os trés valores de J;, utilizados.
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Figura 5.8: Dependéncia de J;, em (). Notem que para os valores mais altos de Jp,

temos que (@) # 0 tanto acima quanto abaixo de p7 , = —1,265.
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entre —1,26 e —1,24 (esta informagao também pode ser intuida da Fig. 5.8). Fica
claro observando os resultados mostrados na Fig. 5.8 que para os valores mais altos
de Jr, o campo nao é zero no intervalo de valores p? mencionados. Valores altos de
Jp, forcam um valor de (p) # 0, da mesma forma que no modelo de Ising em que a
presenc¢a de um campo magnético externo forga o sistema a ficar magnetizado tanto
acima quanto abaixo da temperatura critica. Entretanto, a medida que diminuimos
o valor de J, este funciona apenas como uma perturbacao ao sistema e a curva
de (p(u?2)) comega a descrever uma transicao de fase determinada pela dindmica
intrinseca ao modelo.

Neste trabalho, realizamos simulacoes para alguns valores de Ap, em cada uma
destas simulagoes obtemos graficos para a energia, campo médio e calor especifico.
Iniciemos a apresentacdo para os valores de A; ja mencionados até o momento.
Na Fig. 5.9 temos um gréfico do campo médio em funcdo de p? onde utilizamos
trés valores de campo externo (J, = 0,0006, J, = 0,0075 e J;, = 0,0009). Como
podemos ver, os resultados sao praticamente iguais para estes trés valores de Jy.
Esta simulacao pertence a uma primeira versao de nosso programa, onde cada ponto
do grafico corresponde a uma média de 10000 medidas do campo médio. Nesta
primeira versao, nao realizamos andlise de erros. Uma simulagao como esta (Fig.
5.9) leva em torno de 12 dias para ser completada nos computadores do GridUNESP.
Em uma nova versao de nosso programa, realizamos anélise de erros. Com esta
nova versao repetimos esta mesma simulagao (Fig. 5.10), onde, por motivos de
economia de tempo, utilizamos 2000 medidas no calculo de cada ponto do grafico
(esta simulacao leva em torno de trés dias para ser completada nos computadores
do GridUNESP). Notamos que a simulagdo com menor nimero de medidas possui
uma curva ruidosa. Podemos observar em ambas simulagoes uma transicao de fase,
uma vez que, para valores mais altos de p2 temos () = 0 e para valores mais baixos
temos () # 0.

Para determinarmos aproximadamente o valor de p? o> examinemos o grafico
do calor especifico, Fig. 5.11. A simulagdo com pontos pretos foi realizada com
2000 medidas no calculo dos valores médios de cada ponto, ja a simulagao com
pontos vermelhos utilizamos 3600 medidas. Olhando para o ponto p? = —0, 8 vemos
que a simulacao com maior niimero de medidas possui uma barra de erro menor.
Determinando o valor critico de % como sendo a média dos volores criticos de cada
simulacao temos u%c ~ —0,809375. Na Fig. 5.12 temos o grafico da energia, como
podemos ver, a barra de erros no céalculo da energia ¢ imperceptivel.

No Cap. 4 falamos a respeito da simetria do potencial classico do campo escalar

com interacdo App* sob a transformacdo ¢ — —p. Vimos que o valor médio do
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Figura 5.9: Campo médio (p(u?)): A = 0,6. Como podemos ver, temos uma

transicao de fase em torno de p? ~ —0,8. Cada ponto do grafico corresponde a uma
média de 10000 medidas.

<p( pL)>A=R)po Md )-)eg)X)0,a)l : = )1287128

1,20 I T T T \
%9a,0: -04 —eo—
e
®
&g © &
®
0,80 |- ® ® i
®
3 -
g
o e
a
0,40 |- =
e
e
)
0,00 \ \ \ Peoccsco0olboooos
-1,1 -1,0 -0,6 -0,8 -0,C -0,a -0,m
Ivléz

Figura 5.10: Campo médio (¢(p?)): A = 0,6. Cada ponto corresponde a uma
média de 2000 medidas.
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Calor Especifico <c(u 2)> - AL = 0,6 Rede 128X128
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Figura 5.11: Calor especifico {c(u?)): Az = 0,6. Na simulagdo com pontos pretos,
cada ponto corresponde a uma média de 2000 medidas, ja a simula¢gdo com pontos
vermelhos utilizamos 3600 medidas. Como podemos ver, a simulacdo com maior
numero de medidas possui barras de erros menores. Ponto critico para A\, = 0, 6:
M%c ~ —0,809375.

campo  corresponde ao minimo deste potencial, onde este potencial é dado por,
veja Eq. (4.69),

V(g) =MD | M) (5.6

Se incluirmos o campo externo .J;, teremos

O A ) (5.7)

Podemos agora comparar os resultados preditos por este potencial classico com
nossos resultados (quéanticos) obtidos via simulagdo de Monte Carlo. Em particular,
olhemos para a Fig. 5.9. Nesta figura temos uma simulacao para A\, = 0, 6 e podemos
ver que o valor esperado do campo ¢ para uz = —0,4 é (¢) = 0. Agora considere
a Fig. 5.13. Nesta figura temos plotado o potencial classico para alguns valores de
Jr, como podemos ver () ~ 0,8 para J;, = 0. Isto mostra o papel das flutuagoes
quanticos no valor esperado do campo. Por meio da Fig. 5.13 podemos observar

também que a utilizagao do valor J;, = 0,0006 para o campo externo altera a curva
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Figura 5.12: Energia (E(u3)): A\ = 0,6.
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Figura 5.13: Potencial classico. Aqui podemos ver que o uso valor J;, = 0,0006 para

o campo externo causa uma modificacao despresivel na curva do potencial classico.
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do potencial de maneira despresivel, o mesmo nao podemos dizer para J;, = 0,06 e
Jr, = 0,006.

Campo Médio <¢(p 2)> - A = 1,0 Rede 128X128
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Figura 5.14: Campo médio (¢(p3)): A = 1,0. Para ambas simulagoes (e para os
proximos graficos com A\ = 1,0) utilizamos 3600 medidas no calculo dos valores do

campo médio.

Analisemos agora os resultados para A\, = 1,0 (Fig. 5.14). Nestas simulagoes
testamos valores menores para Jy, (J, = 0,0002 e J, = 0,00009). Como podemos
ver, apesar de ambas simulagoes utilizarem a mesma quantidade de medidas no
calculo dos valores do campo médio (3600 medidas), para J;, = 0,00009 os resultados
sao mais ruidosos. Obviamente, uma maneira de contornar essa deficiéncia é utilizar
uma quantidade maior de medidas. Na Fig. 5.14 podemos estimar o valor critico de
u2 como sendo algo em torno de —1,25, entretanto, para estimar com maior precisao
ur .. devemos olhar para Fig. 5.15. Nesta figura temos o gréafico do calor especifico
para A\, = 1,0. Como podemos ver, estas simulagoes possuem picos distintos, desta
forma calculamos o valor critico de u? como sendo a média do valor critico de pu?
de cada simulagao. Para A\, = 1,0 obtemos u%o ~ —1,265.

Na Fig. 5.16 temos os resultados da energia para A\; = 1,0. Podemos notar
que,existe uma mundaga de inclinacao da curva da energia quando passamos da fase
simétrica (ug > p7,.) para a fase com quebra de simetria (ug < p7,.). Esta mudanga
de inclina¢ao é menor no caso onde A\, = 1,0 do que em Ay, = 0, 6.
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Figura 5.15: Calor especifico {c(u?)): A\, = 1,0. Para A\, = 1,0 o valor critico de
p7, foi estimado em p7  ~ —1,265.
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Figura 5.16: Energia (E(u2)): A\ = 1,0.
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Figura 5.17: Campo médio (¢(p2)): A\ = 0,4. Nesta simulagdo utilizamos 2000
medidas no calculo dos valores do campo médio.
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Figura 5.18: Calor especifico {c(u2)): A\, = 0,4. Para A\, = 0,4 o valor critico de
pg foi estimado em p7  ~ —0, 580625.
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Figura 5.19: Energia (E(u3)): A\ = 0,4.

Os resultados com A;, = 0,4 mostrados nas Figs. 5.17, 5.18 e 5.19 sao qualitativa-
mente analogos aos das simulagoes anteriores, desta forma, a partir deste momento
iremos nos concentrar nos resultados obtidos para 3 .- Para A\, = 0,4 obtemos
p%c ~ —0,580625. Por outro lado, para A;, = 0,2 obtemos ,u%c ~ —0,3240625 — os
resultados para este caso estdao mostrados nas Figs. 5.20, 5.21 e 5.22. Novamente,
podemos notar uma influéncia na inclinagao da curva da energia a medida que vari-
amos o valor de A\;. Notamos também que ,u%c diminui a medida que A; aumenta.
Para relembrar, temos que: para A\;, = 0, 2 temos ,u%c ~ —0,3240625, para \;, = 0,4
temos u%c ~ —0, 580625, para A\, = 0,6 temos ,u%c ~ —0,809375 e, para A\, = 1,0
temos ,u%c ~ —1.265. Nas Figs. 5.23 e 5.24 mostramos resultados para a energia e
o campo médio como funcao de puz? para A\, = 0,1, A\, = 0,2 e A\, = 0,4. Nestas
simulagoes para as energias e os campos médios utilizamos 3600 medidas.

Nos dois paragrafos anteriores comentamos como a inclinagao da curva da energia
depende do valor de Ay, Fig. 5.24. Este comportamento se reflete nos graficos do
calor especifico. O valor do calor especifico para p? < u .. depende da inclinacao da
curva da energia. Como vimos, esta inclinagao depende do valor do parametro Ay, —
Fig. 5.24. Baseados nos resultados mostrados na Fig. 5.25, podemos concluir que,
para p7 < pi7,., a medida que Ay diminui, o valor do calor especifico aumenta. Nesta
figura, mostramos resultados para o calor especifico obtidos por simulagoes com
AL =0,09 (u7, ~ —0,16), A\, = 0,07 (u7, ~ —0,13) e Ay = 0,05 (u7_, ~ —0,10),
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Figura 5.20: Campo médio (¢(p2)): A\ = 0,2. Nesta simulagdao utilizamos 2000

medidas no calculo dos valores do campo médio.

Calor Especifico <c(u 2)> - AL = 0,2 Rede 128X128

0,0025 I I I I \
J: 6,0e-04 —e—

>
o
o
o
=
Ul
T
<l
!

@

®
&
®eoe

0 \ \ \ \ © e e 666
-0,45 -0,40 -0,35 -0,30 -0,25 -0,20 -0,15
2

ML

Figura 5.21: Calor especifico {c(u2)): A\, = 0,2. Para A\, = 0,2 o valor critico de
pg foi estimado em p7 , = —0, 3240625.
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Energia <E(u 2)> - A, = 0,2 Rede 128X128
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Figura 5.22: Energia (E(u3)): A\, = 0,2.
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Figura 5.23: Influéncia da constante A; no campo médio. Podemos notar que a

medida que A\ aumenta, 47 . (ponto no qual (p) deixa de ser nulo) diminui. Nestas

simulacoes utilizamos 3600 medidas no calculo dos valores do campo médio.
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Energia <E(u 2)> - Rede 128X128 - J, = 6,0e-04
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Figura 5.24: Influéncia da constante A\ na energia.

onde utilizamos J;, = 0,0006 e 3600 medidas nos calculos dos valores médios do
calor especifico. Na Fig. 5.25 omitimos as barras de erro e ligamos os pontos obtidos
nas simulacdes com a intencao de facilitar a visualizacao.

Nao apresentamos os graficos da energia e campo médio para A, = 0,09, A\ =
0,07 e A\, = 0,05 uma vez que estes graficos nao nos fornecerao analises extras,
por este motivo, apresentaremos a partir de entao apenas nossos graficos para calor
especifico com seus respectivos pontos criticos.

Na Fig. 5.26 mostramos os resultados para o calor especifico para A\;, = 0,9. Para
este valor de \j, temos ,U%C ~ —1,15. Nas simulagoes com Ay, = 0,9 utilizamos 3600
medidas no calculo dos valores médios do calor especifico e utilizamos trés valores de
campo externo: J;, = 0,0006, J;, = 0,0004 e J;, = 0,0002. Podemos observar neste
grafico a influéncia do campo externo nos resultados do calor especifico para p? >
s .- Como podemos ver, quanto maior o campo externo, maior ¢ esta flutuagao
para para pu? > p2 .- Este mesmo comportamento pode ser observado na Fig. 5.15.

Por fim, mostramos nas Figs. 5.27), 5.28, 5.29) e 5.30) resultados de nossas qua-
tro ultimas simulacoes. Essas correspondem respectivamente a A\, = 0,01, 0,03, 0,1, 0,8.
Os valores criticos para p;? estdo descritos nas legendas das figuras. Para todas es-
tas simulacoes utilizamos 3600 medidas para calcular os valores médios do calor
especifico, com execao da simulagao com Ay, = 0,01 onde utilizamos 7200 medi-

das. Utilizamos mais medidas para A\;, = 0,01 uma vez que esta simulagao possui
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Calor Especifico <c(u 2)> - Rede 128X128 - J,:6,0e-04
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Figura 5.25: Calor especifico - Notamos que, ao diminuirmos o valor do parametro Ay,
obtemos um aumento no valor do calor especifico para p? < ,u%c. Os pontos criticos
obtidos os valores de A\; simulados sao: para A;, = 0,09 obtemos u%o ~ —0,16;
para A\, = 0,07 obtemos ,u%c ~ —0,13 e para A\, = 0,05 obtemos M%c ~ —0, 10.
Nestas simulagoes utilizamos 3600 medidas nos calculos dos valores médios do calor
especifico. Omitimos as barras de erro e ligamos os pontos obtidos nas simulagoes

com a intengao de facilitar a visualizagao.

uma curva muito ruidosa, entretanto, isso nao foi suficiente. Visualmente, pode-
mos verificar que a medida que A; diminui, as curvas do calor especifio tornam-se
mais ruidosas. Este comportamento é um indicio de que o algoritmo worm possui
eficiéncia reduzida no limite A, — 0. Conclusao similar foi obtida na Ref. [20].

Em posse dos pontos criticos obtidos neste trabalho podemos construir uma parte
da linha critica, Fig. 5.31. A linha critica separa no espaco de parametros da teoria
definido pelas constantes (Ar,, %) as regides com (¢) = 0 e {(p) # 0. Se nosso sistema
estiver representado por um ponto em uma destas regioes, e variarmos os parametros
Az e 2 de modo que nosso sistema mude de regiao, teremos uma transigao de fase de
segunda ordem. Nesta transi¢ao ocorre uma mudanca do tipo de potencial da teoria,
na fase simétrica ({p) = 0) temos um potencial do tipo pogo tnico (curva vermelha
na Fig. 5.32) e na fase com quebra de simetria ({¢) # 0) temos um potencial do
tipo duplo poco (curva azul na Fig. 5.32). Nossos resultados para a linha critica

estao de acordo com a obtida na Ref. [35] — Tabela II dessa referéncia. Os autores
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Figura 5.26: Calor especifico {c(u?)): A\, = 0,9. Para A\, = 0,9 o valor critico de
pg foi estimado em p7  ~ —1,15.

Calor Especifico <c(u 2)> - AL = 0,01 Rede 128X128
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Figura 5.27: Calor especifico (c(u?)): A = 0,01. Para A, = 0,01 o valor critico de
pg foi estimado em p7  ~ —0,03.
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Calor Especifico <c(u 2)> - A_ = 0,03 Rede 128X128
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Figura 5.28: Calor especifico (c(u?)) para A\, = 0,03. O valor critico de g foi
estimado em p7  ~ —0, 065.

Calor Especifico <c(u 2)> - AL = 0,1 Rede 128X128
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Figura 5.29: Calor especifico (c(p%)) para A, = 0,1. O valor critico de p2 foi
estimado em 7 . ~ —0,180625.

91



Calor Especifico <c(u 2)> - A_ = 0,8 Rede 128X128
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Figura 5.30: Calor especifico {c(u?)) para A\, = 0,8. O valor critico de p2 foi

estimado em p7  ~ —1,03875.
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Figura 5.31: Linha critica - separa no espaco de parametros da teoria, (Ar, i%), as
regioes com (p) = 0 e (p) # 0.
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<p>=0
<¢>=0
1

0

Figura 5.32: Tipos de potenciais: A curva vermelha corresponde a um potencial
tipico da regiao na qual (¢) = 0 e a curva preta corresponde a um potencial tipico

da regiao na qual (¢) # 0.
da Ref. [35] empregaram uma combinagao dos algoritmos de Metropolis e cluster.

Como exemplo especifico, para A\, = 1.0 estimamos 1% o ~ —1,265, e os autores da

Ref. [35] citam o valor p7 = —1,27.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas Futuras

O objetivo principal deste trabalho foi estudar o campo escalar real com auto-
interacao ?, por meio de simulacdes de Monte Carlo, utilizando um algoritmo
recentemente proposto na Ref. [14] e nomeado por seus criadores como algoritmo
worm. O algoritmo worm é um método revolucionario para simulacoes de Monte
Carlo, no sentido de que, mesmo sendo um algoritmo local possui eficiéncia com-
paravel com os melhores algoritmos nao locais, e, historicamente, os algoritmos nao
locais possuem eficiéncia visivelmente maior que os algoritmos locais.

Com intuito de aprendermos este novo método de simulacdo, deduzimos o al-
goritmo worm para o modelo de Ising, simulamos este modelo em duas dimensoes
e comparamos os resultados obtidos com um algoritmo consagrado em simulagoes
de Monte Carlo, o algoritmo de Metropolis. O modelo de Ising em duas dimensoes
possui solucao analitica, desta forma, além de compararmos os resultados destes dois
algoritmos entre si, os comparamos com resultados analiticos. E sabido que, quanto
maior a rede simulada e maior o tempo de simulagao, mais precisos serao os resulta-
dos simulagao, e, consequentemente, mais proximos serao dos resultados analiticos
(quando houverem). Por este motivo simulamos o modelo de Ising em redes pe-
quenas, com a intencao de verificar qual dos dois algoritmos, worm ou Metropolis,
desvia dos resultados analiticos primeiro. Os resultados observados foram: o al-
goritmo worm forneceu resultados mais proximos das curvas anliticas da energia e
magnetizagao que o algoritmo de Metropolis para uma rede bi-dimensional 64 x 64,
Figs. 5.2 e 5.3. Desta forma concluimos que, para o modelo de Ising, o algoritmo
worm é melhor que o algoritmo de Metropolis.

Uma vez dominado e verificado a eficiéncia deste novo método, fizemos as gene-
ralizacoes necessarias ao algoritmo worm para aplica-lo no campo escalar real. Nosso
objetivo, dentro do estudo do campo escalar real, foi determinar o diagrama de fase
definido pelos parametros da teoria A e u3 — o primeiro se refere ao autoacoplamento
quartico e o segundo refere-se ao termo quadratico nao-derivativo da densidade

Lagrangeana. Aqui, quando nos referimos a fases, estamos empregando a linguagem
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e conceitos da Mecanica Estatistica para transi¢oes de fases termodinamicas. Deve
ficar claro que nao estamos fazendo a termodinamica do campo escalar real, estamos
sim investigando a teoria quantica do campo escalar a temperatura zero. O espaco
de parametros define duas regioes, simétrica e com quebra de simetria. A simetria
aqui refere-se a invariancia da Lagrageana frente a troca de sinal do campo ¢ — —p.
Na fase simétrica temos que o valor esperado do campo no vacuo é nulo (p) =0 e
na fase com quebra de simetria temos (@) # 0. A transigao entre estas duas fases é
caracterizada por uma transicao de fase de segunda ordem, e desta forma, temos um
pico na curva do calor especifico no ponto de fronteira destas duas regides. Neste
sentido, para determinarmos o diagrama de fase do campo escalar real, fixamos
alguns valores de \ e procuramos os valores de 12 que fornecessem picos na curva do
calor especifico. A andlise é feita em termos de quantidades adimensionais, A\;, = \a?
e p3 = p2a®, onde a é o espagamento da rede. Desta forma, determinamos pontos
(Ac, 12 C) que constituem uma linha, chamada de linha critica, que separa as fases
simétrica e com quebra de simetria.

A linha critica obtida neste trabalho pode ser encontrada na Fig. 5.31. Para fins
comparativos, mostramos os resultados correspondentes obtidos na Ref. [35] obtidos
com outro algoritmo de simulacao. A figura mostra que nossos resultados estao em
concordancia com a linha critica nesta referéncia. Observamos que, de fato, existem
fases nas quais (p) = 0 e (¢) # 0, como indicadas na Fig. 5.31. A andlise desta
figura mostra que, para um determinado valor de Ap, (p) # 0 para p7 < pf_ — este
comportamento pode ser observado em uma série de simulagoes realizadas neste
trabalho, e.g., Fig. 5.23. Nesta figura apresentamos simulacoes para trés valores
distintos de Ay : 0,1, 0,2 e 0,4. Os resultados mostrados na Fig. 5.23 indicam que
o valor critico de p? desloca-se para esquerda & medida que aumentamos o valor de
Ar. E possivel concluir também que, com base em todos os valores de \;, simulados,
variando de \p, = 0,01 a A, = 1,0, os valores criticos de p? sdo negativos e tendem
a zero a medida que tomamos o limite de A\; — 0.

Resultados de simulacao para a energia estao mostrados na Fig. 5.24. Observa-
mos que a influéncia do pardmetro Ay na inclinagao na curva da energia é tal que
a medida que o valor de A\; diminui, a inclinagdo da curva da energia na fase com
simetria quebrada (para u7 < uj ) torna-se maior. Este comportamento é refletido
no valor do calor especifico para u? < u%c, mostrado na Fig. 5.25. Esta figura
mostra que, quanto menor o valor de Ay, maior é o valor do calor especifico. Para
obtermos os resultados mencionados acima, foi necessario acoplar um campo externo
uniforme J;, na lagrangeana do campo escalar real, onde, este campo externo tinha

a fungao de perturbar fracamente o sistema de modo gerar () # 0 na fase com
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quebra de simetria. Como a funcao de .J;, é apenas perturbar fracamente o sistema,
utilizamos valores tao pequenos quanto possivel para J. De modo geral, comcluimos
que valores de J, < 0,0006 fornecem resultados tais que (¢) ~ 0 na fase simétrica
(15 > p1g,,), como desejado.

Como conclusao geral de nosso trabalho, podemos afirmar que o algoritmo worm
é aplicavel ao campo escalar real, sendo eficiente e preciso para detectar os pontos
criticos da teoria. Entretanto, verificamos, assim como U. Wolff [20] verificou, que
o algoritmo worm possui eficiéncia reduzida para valores de A\, proximos de zero,
uma vez que os resultados tornam-se mais ruidosos neste limite, veja Fig. 5.27.
O sucesso da aplicagdo do algoritmo worm a teoria do campo escalar real (com
exegao do limite \;, — 0) nos motiva em estendé-lo ao campo escalar complexo
e/ou aplicdlo na QCD. Uma das primeiras tentativas nessa dire¢ao foram feitas na
Ref. [19]. Nesta referéncia os autores determinaram o diagrama de fase da QCD em
funcao da temperatura e potencial quimico no limite de acoplamento forte. Nossos

préoximos passos serao nesta direcao.
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Apéndice A

Equivaléncia de Ensembles: Microcanénico e Canonico

No ensemble microcanonico consideramos sistemas em contato com um reser-
vatorio térmico e com energia definida entre F e £+ AE. Dizemos entao que temos
um valor médio para a energia (E).

No ensemble candnico os sistemas sao capazes de trocar energia com o reser-
vatério térmico. Desta forma, o sistema pode ganhar ou perder energia, e, a priori,
qualquer valor de energia. Entretanto calculemos o valor médio da energia (U) no

ensemble candnico, temos

MR
Calculemos a derivada parcial de U com relagao a 3, temos entao
0 1 0 0 1
U = . E,, —BEm E,, —BEm
o5 e P O @ ’ ) P2 e G5 \ S
S B2 P[5, Epe P\ ?
T Y ( >, e FEn )
Temos entao que
0
U = (E)—(E? =—((AE)
G5V = (P = (B = —(AEP),
ou seja, OU /0 é igual ao desvio médio quadratico ((AE)2> Notemos agora que
ou _ouor
o3 0T 9B’
ou seja,
o _ 10U
o3 or’
Da defini¢ao de calor especifico temos
ou
CV = () R
ar ).,
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desta forma
((AE)?) = kT?Cy.

Para compararmos se o desvio de ernergia de um sistema descrito pelo ensemble
canonico, é significante frente a energia média de um sistema descrito no ensemble
1/2
. A . ~ . s 1 2
microcandnico, devemos calcular a razao entre o desvio médio (((AE) >) e (E),

ou seja,

(B 2y

(£)  (E)

Sabendo que, tanto o calor especifico quanto a energia interna sao grandezas
extensivas, temos que ambas sao proporcionais ao nimero de particulas N. Desta

forma temos que

(e
(B) T NP

Podemos concluir entao que, no limite termodinamico, a razao acima tende a
zero, em outras palavras, o ensemble candnico é equivalente ao microcanénico no
limite termodinamico ja que, o desvio de ernergia que um sistema pode ter no ensem-
ble candnico ¢ muito pequeno comparado com a energia do ensemble microcandnico.

As idéias acima estao incorporadas nos dois algoritmos utilizados neste trabalho,
Metropolis e worm. No algoritmo de Metropolis a energia do sistema esta rela-
cionada com a orientagao dos spins da rede simulada, no processo de atualizagao
deste algoritmo realizamos uma mudanga na orientacao de apenas um spin da rede,
desta forma a variacao de energia causada pelo processo de atualizagao serd pequena
frente a energia da rede para redes suficientemente grande (limite termodindmico).
Semelhantemente, no algoritmo worm a energia de uma configuracao é proporcional
a soma de bonds (o conceito de bond é abordado no Cap. 3) e nosso algoritmo au-
menta/diminui em uma unidade o ntimero de bonds da rede, consequentemente a
variacao de energia serd pequena comparada com a energia da rede no limite ter-

modinamico.
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Apéndice B

Andlise de erros

Dado um sistema descrito pelo hamiltoniano H, em geral queremos conhecer o
valor esperado de um observavel. No ensemble canonico temos que o valor esperado

de um observavel O é dado por

Z @) e*ﬁHu
(0) = =t———r,

entretanto, numa simulagdo de Monte Carlo nao obtemos o valor esperado de um

observavel, ao invés disso fazemos uma estimativa do mesmo,
1 X
0=520;
J

onde N ¢é a quantidade de medidas que realizamos sobre o sistema. O estimador
O é um ntimero que flutua em torno do valor esperado. Toda vez que realizarmos
um simulacdo de Monte Carlo iremos obter uma valor diferente para O. Entretanto
podemos estar interessados em conhecer qual a faixa na qual os valores de O sao
obtidos, quanto menor for essa faixa mais precisa é nossa simula¢ao, ou, menor é o
erro de nossa simulagao.

A seguir falaremos do método de estimativa de erro utilizadas neste trabalho, que
se constitui da uniao de dois métodos, um método hibrido, Jackknife- Binning. Para
o método jackknife, assim como o desvio padrao, precisamos utilizar apenas medidas
independentes. Para nos certificar-mos que nossas medidas sao independentes temos
que conhecer de antemao o tempo de correlagao, este é o tempo caracteristico de um
algoritmo, o qual devemos “esperar” para que nossas medidas se descorrelacionem,
esta correlagao é intrinseca do algoritmo e esta relacionada ao processo de atualizacao
de estados do sistema, desprezar o tempo de correlagao implica em uma estimativa
subestimada do erro. No método de binning dividimos nossa amostragem de N
medidas em k blocos dos quais calculamos & valores médios, em posse dessas mé-

dias podemos estimar o erro da nossa amostragem utilizando o desvio padrao. Para

99



k muito maior que o tempo de correlagao os blocos de medidas sao descorelacion-
dos [36] e desta forma contornamos o problema da necessidade de termos medidas
independentes, entretanto o método de binning nao fornece bons resultados para
grandezas como o calor especifico, o qual nao estimamos em um Unico instante de
tempo de nossa simulagao e sim a partir de um conjunto de dados. Por este motivo,
utilizaremos um método que se consiste da uniao dos métodos Binning e Jackknife,
a seguir apresentaremos estes dois métodos e logo apods apresentaremos o método

Jackknife-Binnig. A discucao encontrada neste apéndice foi baseada na Ref. [36].

B.1 Binning

Como ja mencionado logo acima, este método consiste em dividir nosso conjunto

de N medidas em k grupos onde o tamanho de cada grupo é dado por

N
Ny = 7
para cada um desses grupos calculamos um valor médio Oy ;
L
Oy = N > Ojiii-n, i=1,2,3,... k;

ou seja, da nossa amostragem inicial de O com N dados fizemos uma “reamostragem”,

Oy, com k elementos. A partir das medidas O ; calculamos o erro da seguinte forma

Erro =

Apesar deste método ser uma alternativa para os casos onde nossas medidas
nao sao independentes, este nao fornece bons resultados para grandesas ditas se-
cundarias, i.e., grandezas escritas em termos de uma sequéncia de dados, ex.: calor

especifico. Para grandezas secundarias temos o método Jackknife.

B.2 Jackknife

O método jackknife consiste do seguinte procedimento: de nossa amostragem
inicial de N elementos, removemos o primeiro elemento e calculamos o valor médio
O;; devolvemos o primeiro elemento, removemos o segundo e calculamos o valor
médio Oy; repetimos o procedimento até calcularmos o valor médio Oy. Para cada
um desses elementos calculamos quantidades secundarias f;(O;), e.g, calor especifico.
A média dessas quantidades secundarias é dada por

| A

> £i(0)),

i

f=
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e a estimativa do erro,

N -1 — N2
erro = \lN;<fZ(OZ)_f) .

Como mencionamos anteriormente, este é um método para estimativa de erros,

entretanto é necessario estarmos trabalhando com medidas independentes. Caso
nao estejamos trabalhando com medidas independentes utilizamos o método hibrido

Jackknife-Binnig, descrito a seguir.

B.3 Jackknife-Binnig

No método jackknife, exclulamos uma medida ¢ e calculdvamos o valor médio
O;. No jackknife-binning dividimos nossa amostragem em k blocos, excluimos o
primeiro e calculamos o valor médio O;; devolvemos o primeiro bloco, excluimos o

segundo e calculamos 5 e assim sucessivamente. Matematicamente temos

L Npa—Ny
O, = O; + O;
N-N, Nb ( ; - Evba )

onde v =1,2,3, ...,k e Nyk = N. Uma vez calculadas essas quantidades, calculamos

as quantidades secundarias e seus respectivos erros,

onde

Apesar de apresentarmos aqui exprecoes para quantidades secundarias, podemos
aplicar este método em quantidades primdrias, bastando apenas susbstituir f,(O,)
por O, e f por O.
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