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“Tentar e falhar é, pelo menos, aprender.
Não chegar a tentar é sofrer a inestimável

”perda do que poderia ter sido.

Geraldo Eustáquio
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Aos meus pais,
Alcides e Cleuza,

dedico.
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Resumo

Através da teoria de (co)JLomologia relativa de grupos, Andrade e Fanti introduziram um in­
variante algébrico, denotado por E(G,S; M), onde G é um grupo, S é uma família de subgrupos
de G de índice infinito e M é um ZsG­módulo.

O principal objetivo deste trabalho é estudar o invariante E(G,S; M) no caso particular
S = (S) e M = Z2(G/S), o qual denotamos por E(G,S), obtendo vários resultados e
aplicações desse invariante, principalmente nos casos em que (7 e 5 satisfazem certas pro­
priedades de dualidade.

Para tal propósito, fizemos um estudo das teorias de (co)omologia absoluta e relativa de
grupos, relacionando às de espaços topológicos, e da teoria de grupos e pares de dualidade.

Palavras­chave: Cohomologia de Grupos, Grupos e Pares de Dualidade, Invariante E(G, S).
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Abstract

Based on the theory of relative cohomology of groups, Andrade e Fanti introduced an
algebraic invariant, denoted by E(G,S; M), where G is a group, S is a non empty family of
(not necessarily distinct) subgroups of infinite index in G and M is a ExG­module.

In this work we consider that invariant E(G,S; M) in the special case S = (5) and
M = F3(G/S), which we denote E(G,5S), obtaining some results and applications of that
invariant, specially in the case where G and S have certain properties of duality.

For that purpose, we study absolute and relative (co)homology theories of groups, re­
lating with these theories for topological spaces, and the theories of duality groups and pairs.

Keywords: Cohomology of Groups, Duality groups and pairs, Invariant E(G, S).
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Introdução

A definição de (co)homologia relativa, H*(G,S5; M) e H.(G,S; M), para um grupo G

e S um subgrupo de G, foi introduzida por Ribes em [27]. Mais tarde, Bieri e Eckmann,

em [4], introduziram a definição de (co)homologia relativa para um grupo G e uma família
S = (S;,, i E 1) de subgrupos de G e, em [2], Andrade e Fanti demonstraram que a definição

dada por Bieri e Eckmann é uma generalização da apresentada por Ribes, no sentido que,

tomando S = (S), as duas definições coincidem (a menos de isomorfismo).

Através desta teoria de (co)homologia relativa de grupos, Andrade e Fanti definiram

o invariante algébrico E(G,S; M), onde G é um grupo, S = (S;, i E 1) é uma família de

subgrupos de índice infinito em G e M é um Z3G­módulo.

O objetivo deste trabalho é estudar o invariante E(G,S; M) no caso particular S = (S)
e M = Z(G/S), obtendo vários resultados e aplicações do invariante E(G,(S); Z2(G/S)),

denotado por E(G, S), à teoria de grupos e pares de dualidade.

A seguir relatamos o objetivo de cada um dos 5 capítulos em que este trabalho está
dividido.

No Capítulo 1 serão apresentados resultados da teoria de Álgebra Homológica, de fun­
damental importância para os capítulos posteriores. Inicialmente, introduzimos os conceitos de

RG­módulos e Resoluções de R sobre RG, onde R é um anel comutativo com unidade e G um

grupo denotado multiplicativamente. Em seguida, veremos como obter resoluções de R sobre

RG via topologia, por meio de CW­complexos denominados K(G, 1)­complexos.

Na seção seguinte, apresentamos os módulos coinvariantes e invariantes, bem como seus

isomorfismos com R &rg — e HomeG(R,—), respectivamente.

Encerramos este capítulo fazendo um estudo sobre os módulos induzidos e coinduzidos,

módulos estes muito importantes em todo trabalho, principalmente no isomorfismo de Shapiro

e na obtenção de resultados sobre grupos e pares de dualidade e, ainda, enunciando alguns

resultados importantes utilizando tais módulos.
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co­restrição e aplicação restrição, respectivamente, e alguns resultados envolvendo Ker res7%,

INTRODUÇÃO

No capítulo 2, após a apresentação de alguns resultados sobre & e Hom, definimos os

n­ésimos grupos de homologia e cohomologia do grupo G, com coeficientes no RG­módulo M:

H,(G,M) = H(F&$ng M) e H"(G,M) = H"(Homere(F, M)),

onde e : F — R é uma resolução projetiva de R sobre RG. Como exemplos, calculamos

H.(G,M) e H*(G,M) para os casos em que G = F(S): grupo livre gerado por um conjunto

S, G é um grupo cíclico infinito e cíclico finito de ordem n com gerador t£.

Na próxima seção, apresentamos o Lema de Shapiro, que relaciona a (co)homologia

de um grupo G com a (co)homologia de seu subgrupo H, e através de resultados sobre

Ind$(ResSM) e CoindZ (Res M), enunciamos uma outra versão do mesmo lema. Ainda
nesta seção, apresentamos uma interpretação de H'(G; M) em termos de derivações e derivações

principais, a saber
Der(G, M)
P(G,M) '

onde Der(G,M)=(f:G > M/f(xy) = xf(y)+ f(í),vr,y E GYe
P(G, M) = (dr, E Der(G, M),m € M/dm(9) = gm —m,vg E G).

Em seguida, vendo H, e H* como funtores, observamos que H,(—,—) é um funtor

H'(G;M) =

covariante em uma determinada categoria C, e H*(—,—) é um funtor contravariante em uma

categoria D. Além disso, apresentamos os homomorfismos corG e res%, chamados de aplicação
G

que serão muito utilizados no último capítulo.

Para finalizar este capítulo, mostramos uma interpretação topológica para H.(G; M) e

H*(G; M), relacionando a (co)homologia de um grupo grupo G com a (co)homologia de um

espaço K(G, 1), conseguindo assim vários exemplos com cálculo de (co)omologia de um espaço

topológico através da (co)homologia de um grupo e vice­versa e, temos ainda, um exemplo que

nos mostra que, em geral, a homologia de um grupo G& é diferente da homologia do espaço G.

No capítulo 3, iniciamos apresentando o conceito de (co)omologia relativa H*(G,S; M)

e H,(G,S; M), para um grupo G e uma família S = (S,, 1 E I) de subgrupos de G, com
coeficientes em um RG­módulo M, com R um anel comutativo com unidade. Em seguida,

mostramos que H*(—,—;—) e H.(—, —; —) são funtores de duas variáveis ((G, S); M) e obtemos
seqilências exatas longas em (co)Lomologia para o par (G,S).

Finalizando este capítulo, apresentamos o conceito de um par (G,S) ser realizado

topologicamente por um par Eilenberg­Maclane (X,Y) = K(G,S;1), ilustrando esta teoria
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INTRODUÇÃO

com vários exemplos. E, através deste conceito, temos uma interpretação topológica para a

(co)homologia relativa de grupos, um resultado que relaciona a (co)homologia de grupos com
à (co)homologia de pares Eilenberg­Maclane, a saber:

“Se (X,Y) é um par Eilenberg­Maclane realizando o par grupo (G,S) e Mé um RG­

módulo trivial, então

Hi (G,S; M) = H(X,Y;M) e, H(G,S;M) >= H*(X,Y; MJ”.
Com este resultado, podemos calcular (co)homologia relativa de grupos através de (co)homologia

relativa de espaços.

No Capítulo 4, apresentamos inicialmente a definição de dimensão cohomológica de

um grupo G (cd G), alguns exemplos e resultados usando tal conceito. Em seguida, temos

as definições de módulo finitamente presentado e de resoluções de tipo finito, com algumas

proposições envolvendo tais resoluções.

Nas duas seções seguintes, estudamos os grupos de tipo FP,, FP e FL. Além disso,

apresentamos uma interpretação topológica para grupos de tipo FP, usando o conceito de

espaço finitamente dominado, e relacionamos os grupos de tipo FL com o complexo finito

K(G,1).

Na seção posterior, apresentamos o importante conceito de grupos de dualidade, ou

seja, grupos que satisfazem certos isomorfismos de dualidade em homologia e cohomologia.

Definimos também grupos de dualidade de Poincaré de dimensão n (P D”"­grupos) e mostramos

que o módulo dualizante C e a dimensão n que aparecem na definição de um grupo de dualidade

são determinados por G&. Ainda nesta seção, temos uma proposição que caracteriza os grupos
de dualidade em dimensões baixas.

A seção seguinte apresenta uma interpretação topológica para grupos de dualidade de

Poincaré, através da teoria de variedades asféricas, a saber:

“Se G é um grupo tal que existe uma variedade asférica X fechada (compacta e sem bordo) de

dimensão n, com TT (X) = G, então G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão nº,

conseguindo assim exemplos de P D"­grupos.

Uma outra teoria bastante importante é apresentada na próxima seção, os conceitos de

pares de dualidade de dimensão n (D”­pares) e pares de dualidade de Poincaré de dimensão n

(P D"­pares), observando que o conceito de grupo de dualidade é um caso particular do conceito
de par de dualidade.
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INTRODUÇÃO

Para encerrar o capítulo, temos a interpretação topológica para pares de dualidade, um

resultado que mostra a relação entre PD"­pares e variedades e também fornece um critério

para se produzir exemplos de PD”­pares através de modelos topológicos, a saber:

“ Se (G,S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg­Maclane (X,Y) = K(G,S,1),
onde X é uma n­variedade orientável com bordo, compacta e Y = 0X, então (G,S5) é um

PD"­par”.

Finalizando o trabalho, o Capítulo 5 apresenta o estudo do invariante algébrico E(G, 5).

Na primeira seção, definimos o invariante E(G,S;M), para (G,S) um par grupo,

S = (5, i E I) uma família de subgrupos de G, não necessariamente distintos, e M um
Z2G­módulo, e apresentamos uma caracterização de E(G,S; M).

Em seguida, temos uma interpretação topológica para E(G,S; M) em termos de pares
Eilenberg­Maclane, com exemplo ilustrando tal resultado.

Na seção seguinte, apresentamos um caso particular de E(G,S; M), fixando S = (S)

e M = Z(G/S), o qual denotamos por E(G,S), e mostramos que E(G,S) é um invariante
algébrico para pares de grupos (G, S), com [G : S] = co. Além disso, temos um resultado onde

é apresentada uma caracterização de E(G, S) em termos de derivações e derivações principais e,

também, a caracterização de E(G,S) nos casos em que res& é trivial e quando S é normal em
G. Através deste resultado, apresentamos vários exemplos de cálculos do invariante E(G, 5).

Para encerrar a seção, provamos que, sob certas hipóteses, E(G, S) assume somente os valores

1,2 0u co.

Na próxima seção, temos uma interpretação topológica de E(G,S) em termos de pares

Eilenberg­Maclane, sendo um caso particular da interpretação topológica de E(G,S;M), e

alguns exemplos.

Finalizando, apresentamos um estudo do invariante E(G,5S) no caso em que Ge 5

satisfazem certas propriedades de dualidade, usando os isomorfismos de dualidade para calcu­
lar E(G,S) em casos especiais. Entre outros resultados interessantes, temos um importante
teorema que nos dá uma condição necessária para que um par grupo (G,S) seja um D”­par,

isto é,

“Se (G,S) é um D"­par, com [7 : S] = oo, então E(G,S) =1".
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo relatamos alguns resultados da teoria de Álgebra Homológica, que
serão de fundamental importância para o desenvolvimento dos capítulos posteriores.

1.1. RG­módulos e Resoluções de R sobre RG

Definição 1.1.1 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e G um grupo denotado multi­

plicativamente, com elemento neutro 1. Seja RG o R­módulo livre gerado pelos elementos de

G. Assim, um elemento de RG é expresso unicamente na forma Sor , ondery E Re
9€G

r, = O, para quase todo gq em G (isto é, exceto para um número finito de elementos g em G).

Em RG, as operações de adição e multiplicação são dadas por

9€G 9EG 9€EG

(Er) ' (= so) => rasn)(gh).
g€EG heG g,heG

Tais operações fazem de RG um anel com unidade 1 (1 representa a multiplicação da

unidade de R pelo elemento neutro de G), chamado anel grupo de G sobre R.

Definição 1.1.2 Seja X um G­conjunto, isto é, um conjunto munido com uma ação de G

em X.

(a) Dizemos que X é um G­conjunto livre se a ação de G em X é livre, isto é, gx =x para

algum x em X se, e somente se, g= 1.

(b) Dizemos que X é um G­conjunto trivial se a ação de G em X é trivial, isto é g­x=<x

para todo x em X e para todo gem G.
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1.1. RG­MÓDULOS E RESOLUÇÕES DE R SOBRE RG

A seguinte proposição caracteriza os RG­módulos.

Proposição 1.1.1 Consideremos R um anel comutativo com unidade, G um grupo (multi­

plicativo) e M um conjunto não vazio. Então, M é um RG­módulo (à esquerda) se, e somente

se, M é um R­módulo (à esquerda) munido com uma ação (à esquerda)de G sobre M.

Demonstração : Se M é um RG­módulo, então M é R­módulo, considerando:

rm := (r1)m

e a G­ação dada por

g.m := (1rkg9)mMm.

Reciprocamente, se M é um R­módulo e existe uma ação de G sobre M, então podemos

dar a M uma estrutura de RG­módulo da seguinte forma:

O. rag)m := Ss ra(g.m).
a

Definição 1.1.3 O homomorfismo e : RG — R definido por e(9) = 1, VÃ € G, e estendido
linearmente, é denominado aplicação aumentação (note que e é sobrejetor).

Definição 1.1.4 Consideremos a aplicação aumentação definida acima. O Kernel de tal

aplicação é chamado ideal aumentação de RG, o qual denotaremos por À.

Observações: (a) Sejam e : RG — Ra aplicação aumentação definida anteriormente e

a = DI E RG. Assim,
9€EG

ela) = (Tras) = Zn = Er
9E6G 9€EG 9€G

Se A é um RG­módulo trivial, temos

am = (= no m = S rag m)= dorm = e(a)m.
9€EG 9€G 9€EG

(b) Todo R­módulo M admite uma estrutura de RG­módulo trivial... Basta considerarmos a

G­ação trivial q : G — Aut(M) tal que p(g) = idm, para todo g E G, isto é,

gm=m,yvmeM,NVgEeG.
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1.1. RG­MÓDULOS E RESOLUÇÕES DE R SOBRE RG

Neste caso,
(rig + Togo +... +rigm=(n+rat+...+ro)M, re RgiEGi=1,...,kemeEe M.

Em particular, o anel R admite tal estrutura (é o que consideraremos neste trabalho, a menos

que se especifique o contrário).

Observação 1.1.1 Seja X um G­conjunto. Então, X = U Gí(xx), onde E é um conjunto
r1)€E '

de representantes para as G­órbitas de X.

Proposição 1.1.2 Sejam X um G­conjunto livre e E um conjunto de representantes para as

G­órbitas em X. Então, RX é um RG­módulo livre com base E.

Demonstração : [8], 1.3.

Corolário 1.1.1 Se H é um subgrupo de G, então RG é um RH­módulo livre com base num

conjunto E de representantes para as H­órbitas em G (que são as classes laterais à esquerda de

H em G), isto é, RG = ED gRH.
9€E

Demonstração : Temos que G é um H­conjunto com a ação dada pela multiplicação dos ele­

mentos de H pelos elementos de G (isto é, h.g9 := hg), e esta ação é livre (pois h ­ g=9se,e

somente se, h = 1). Portanto, o resultado segue da proposição anterior.

Definição 1.1.5 Sejm R um anel comutativo com unidade 1 e M um R­módulo.

Uma resolução de M sobre R, ou uma R­resolução de M, é uma sequência exata de R­

módulos:

ec RS RBROÔMSO

onde e: Fo> M é chamada aplicação aumentação.
Se cada F; é R­módulo livre (projetivo), dizemos que a resolução é livre (projetiva).

Notação: e : F > M denotará uma resolução de M sobre R, onde F é o complexo de cadeias

E SS ai dl a MUS fi E SI al Nba SE (À
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1.1. RG­MÓDULOS E RESOLUÇÕES DE R SOBRE RG

Observação 1.1.2 Toda resolução livre é projetiva, já que todo módulo livre é projetivo.

Lema 1.1.1 Dado um R­módulo M, sempre podemos construir uma resolução livre (e portanto,

projetiva) de M sobre R.

Demonstração : [18], Teorema III, 1.4.

Lema 1.1.2 Se F é uma resolução projetiva de R sobre RG, e H é um subgrupo de G, então

F também é uma resolução projetiva de R sobre RH.

Demonstração : [24], Lema 1.2.2.; [8], Ex.2 ­ pg.30

Observação 1.1.3 Uma resolução projetiva de bastante importância, pois facilita muitos

cálculos na teoria de homologia e cohomologia de um grupo G, é a resolução bar. Resumida­

mente, se F > R é a resolução bar, temos que F, é o RG­módulo livre gerado pelos símbolos

[91192]... ln), com g;: EG, giÉ£e, e
n

Onlgilg2|..­ on] = S (C1)'dilai|92| gh
1=0

mloal­­­ log i=0
dilgilgal.. clan) = 4 [nl lgislgiga dane: lan) 0O<i<n

[91]. lgn1] se t1=n.

Notemos que Fy é gerado pelo símbolo [ |. Logo, Fo = RG e identificamos [ | com

l1=1le€ ZGee([)=e(1)=l1ER.
Deste modo, em dimensões baixas, esta resolução tem a forma:

FP 2 Ff 25 RG RO,

Oalglh] = glh]­[9h]+[9]
91 )­[]=9­1

E(9g) 1.
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1.2. OBTENÇÃO DE RESOLUÇÕES VIA MÉTODOS TOPOLÓGICOS

1.2 Obtenção de Resoluções via Métodos Topológicos

Nesta seção, veremos como obter resoluções de R sobre RG via topologia, por meio de

CW ­complexos denominados K(G, 1)­complexos.
í

Definição 1.2.1 Um G­complexo é um CW ­complexo X munido de uma ação de G em

X que permuta as células, isto é, se S representa o conjunto das células de X, então g5 = 5,

para todo q em G.

Se a ação de G em X permuta livremente as células, dizemos que X é um G­complexo
livre.

Observação 1.2.1 É importante notar que, pelo fato da ação de G em X induzir um homo­
morfismo dado por

Ç:'G — Homeo(X)

gm o, XSX

tal que va(x) = gx, temos que, seo é uma célula de X, então p4(0) = 9­0 também é uma
célula de X, cuja dimensão é a mesma de o (ou seja, vp, preserva dimensão).

Dado X um G­complexo, podemos formar o complexo de cadeias C.(X, R), onde C(X, R)

é o R­módulo livre gerado pelas n­células de X.

A ação de G em X induz uma ação em C,(X, R) da seguinte forma:

9 (mo +... +anon)i=aÂa9g nN+...­+tang*On.

Assim, C.(X, R) torna­se um complexo de cadeias de RG­módulos.

Definamos a aplicação e : C(X, R) > R

0º — e(0º) =1,

para toda O­célula 0º de X, e a estendemos por linearidade.

Temos que € é uma aplicação de RG­módulos, pois se 0º é uma O­célula, então

e(g 0º) =1, pois g.0º também é O­célula.

Fr
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



1.2. OBTENÇÃO DE RESOLUÇÕES VIA MÉTODOS TOPOLÓGICOS

Proposição 1.2.1 Se X é um G­complerxo livre contrátil, então o complexo de cadeia celular

aumentado de X

1 C(X, R) 25 Ca(X,R) — + — O(X, R) 2 O(X,R) < R— 0

é uma resolução livre de R sobre RG.

Demonstração : Seja Xn = (o € X; 0 é uma n­célula) E X.

Temos que C,(X, R) = RX, (R­módulo livre gerado pelas n­células).

Agora, como X, C X e X é um G­complexo livre, temos que X, é um G­conjunto

livre. Logo, pela proposição 1.1.2, C,(X, R) é um RG­módulo livre com base E, onde E é um

conjunto de representantes para as G­órbitas em X,.

Portanto, C,(X, R) é um complexo de cadeias de RG­módulos livres.

Além disso, sendo X contrátil, temos que X tem o mesmo tipo de homotopia de um

ponto e, deste modo,

R, se n=0
O, caso contrário.

=> Ker O, = Im dn41, n>L.

Resta mostrarmos que Im O, = Ker £.

Consideremos

— a(X,R O ax, << R — 0
Tao
0

Então,

Sendo e sobrejetora, pelo teorema do homomorfismo, temos

R = HW(X,R)=

Co(X, R) =|] = R.Kere me=RE

— Kere Kere 7 Kere
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1.2. OBTENÇÃO DE RESOLUÇÕES VIA MÉTODOS TOPOLÓGICOS

Deste modo,

Ker e ­ O

E, como Im 0; C IKer e, temos Im 0, = Ker e.

Portanto, o complexo

— Cn(X, R) OS Ca 1(X,R) — + — CO(X, R) 2 O(X,R) <O R—O0

é exato e, então, temos uma resolução livre de R sobre RG.

Da teoria de espaços de recobrimento, podemos obter muitos exemplos de G­complexos

livres. Para isto, recordemos alguns resultados sobre espaços de recobrimento.

Sejam Y um CW­complexo e p : Y — Y, um recobrimento de Y. Por [31], 111.6.9.2,
temos que Y também é um CW­complexo (as n­células & de Y são as componentes conexas

de p!(0), onde o é uma n­célula de Y, e pls: 7 > 0 é um homeomorfismo). Além disso, G
permuta as células de Y.

Agora, G atua livremente em Y, pois 9­7 = 7 se, e somente se, g = 1 ([26], 5.3.2).
Conseqiientemente, G atua livremente nas células de Y.

Deste modo, Y é um G­complexo livre.

Observação 1.2.2 Podemos concluir, pela proposição 1.2.1 que, se Y for contrátil, o complexo
celular aumentado de Y é uma resolução livre de R sobre RG, onde CA(Y, R) é um RG­módulo
livre com um elemento básico para cada órbita de n­célula em Y.

Observação 1.2.3 Considerando o caso em que Y &Y é um recobrimento regular, temos,
por definição, que G opera transitivamente em p"!(y), isto é, G(7) = p'(y) para todo | em

Pp'(y) ([8], pag.31). Daí, concluímos que cada n­célula de Y nos fornece uma órbita de n­
células em Y. Desta forma, se Y %»Y é um recobrimento regular contrátil, então Cn(Y, R) é
um RG­módulo livre com um elemento básico para cada n­célula de Y .

Vamos definir agora um CW­complexo particular, que satisfaz todas as condições citadas
anteriormente.
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1.2. OBTENÇÃO DE RESOLUÇÕES VIA MÉTODOS TOPOLÓGICOS

Definição 1.2.2 Seja Y um CW ­complexo tal que

(1) Y é conerxo.

(ú) Tm(Y)=G.

(it) O recobrimento universal Y deY é contrátil (é fato conhecido que, para CW ­complexos
conexos, sempre existe tal recobrimento universal e este é regular) ([31], III.6.9.1 e [16], 1.6.7).

Nestas condições, Y é dito um complexo de Eilenberg­Maclane do tipo (G,1) ou
simplesmente, K(G,1)­complexo.

Observação 1.2.4 Pode­se mostrar que a condição (iii) da definição anterior pode ser

substituída por uma das condições abaixo ([8] 1.4):
(it) H;(Y)=0, parai>2.
(iii) T;(Y)=0, para i > 2.

Observação 1.2.5 Se Y é recobrimento universal de um CW ­complexo Y, temos que Y é
um G­complexo, onde G = m(Y).

Observação 1.2.6 É fato conhecido que, dado um grupo G, sempre existe um K(G,1)­
complexo, o qual é único, a menos de homotopia ([8/, VIII. 7.1).

Exemplo 1.2.1 Sejam Y = S! eEG=<a>>Z. Temos que Y é um K(G,1)­complerxo.

De fato, Y é um CW­complexo conexo, com TT7(Y) = G, e o recobrimento universal de
YéY=R, o qual é contrátil. Portanto, por definição, Y é K(G,1)­complexo.

Exemplo 1.2.2 Sejam Y = T" = S! x... x S! (toro n­dimensional) e G = ZE...PZ

(grupo abeliano livre de posto n).

Temos que Y é um CW­complero conexo, T)(Y) = G e o recobrimento universal de Y

é Y =, que é contrátil. Logo, por definição, Y é um K(G,1)­complexo.

Exemplo 1.2.3 Sejam Y = Vs: (bouquet de círculos inderados por um conjunto S) e
ses

G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto 5S).

Temos que Y é um CW ­complexo conexo de dimensão 1, com exatamente um vértice e

uma 1­célula para cada elemento de S e, T5(Y) = G ([26], IV.8.4).
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1.22 OBTENÇÃO DE RESOLUÇÕES VIA MÉTODOS TOPOLÓGICOS

Além disso, Y é conerxo e, se Y é recobrimento universal de Y, temos que Y tem
dimensão 1 (pois Y & Y é homeomorfismo local). Assim, H;(Y) = O, para i > 2.

Portanto, pela observação 2.1.2, Y é um K(G,1)­complerxo.

Lema 1.2.1 Se X é um G­complerxo livre compacto, então G é finito.

Demonstração : Seja X/G o espaço das órbitas de X.

Temos que
pp: X — X/G

T + ”

é recobrimento regular e G atua livremente em X como o grupo das transformações de reco­

brimento ([16], pag.21 e [8], pag.17).

Agora, dado x9q € X/G, temos

pp (o) (x E X; p(x) =X)

treX;T=TXo)

(treX;xeEeG(xo)).

Como a ação de G em X é livre, p"! (To) está em correspondência 1­1 com G. Além
disso, a fibra p! (To) é discreta e fechada ([26], pag.165).

Suponhamos que p!(x,) seja infinita. Como esta é compacta, pela propriedade de
Bolzano­Weierstrass, tal fibra possui um ponto de acumulação que está em p!(Xo6), o que é um

absurdo, pois p"! (1) é discreta.
Deste modo, p!(x1) é finita e, portanto, G é finito.

­ 9Exemplo 1.2.4 Sejam G = CONAN [OX = 1) eg um inteiro maior ou
i=1

igual a 1.

9

Temos que G é o grupo com geradores a1,...,a1,b1,...,ba, € Ta, bi] = 1 éa única
i=1

relação, onde [a;, b;] = a;bja; "b;!. Além disso, G é infinito ([29], 6.4.3).
Temos ainda que & é o grupo fundamental da superfície orientada Y de genus g (soma

conexa de g toros) ([26], IV.5. exemplo 5.3).

Agora, vamos mostrar que Y é um K(G,1)­complexo.
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1.22 OBTENÇÃO DE RESOLUÇÕES VIA MÉTODOS TOPOLÓGICOS 10

Seja Y % Y o recobrimento universal de Y. Como G é infinito, temos, pelo lema
1.2.1, que Y não é compacto, assim, Y é uma superfície não compacta e conexa. Daí, por [16],
1111.22.25, temos que Ha(Y) = 0. Como Hi (Y) = O para k > 2, pois Y tem dimensão 2, temos
que H,(Y) = O para k > 2.

Portanto, Y é um K(G, 1)­complexo.
k

Exemplo 1.2.5 Seja G=< C1,...,Ck) TI >.
i=1

Temos que GG é o grupo fundamental de uma superfície Y fechada não orientável de

genus k, k > 2 (soma conexa de k planos projetivos).

Analogamente ao exemplo anterior, temos que Y é um K(G, 1)­complexo.

Como conseqiiência da Proposição 1.2.1, temos a proposição a seguir.

Proposição 1.2.2 SeY é um K(G,1), então o complexo de cadeia celular aumentado do
recobrimento universal Y de Y:

1 O(Y, RN) 3 O(Y,R) 5 (F,R)< R—O0

é uma resolução livre de R sobre RG.

Demonstração : Como Y é um K(G,1), então Y é um G­complexo livre contrátil. Logo, pela
prop. 1.2.1, temos que o complexo acima é uma resolução livre de R sobre RG.

Exemplo 1.2.6 Já vimos, no exemplo 1.2.3, que Y = V Si é um K(F(S),1)­complexo, onde
sES

F(S) é o grupo livre gerado por S.

Vamos explicitar uma RG­resolução livre para tal complexo do seguinte modo:

Seja (Y, p) o recobrimento universal de Y.
Como Cn(Y, R) tem um elemento básico para cada n­célula de Y (pois Y é recobrimento

universal de Y, logo, regular), podemos tomar um ponto base o em Y (o: vértice em Y)..
Temos que io representando a única G­órbita de vértices de Y (existe uma 0O­órbita de vértices
em Y para cada vértice em Y). Assim, yo gera o RG­módulo livre CY, R) e, deste modo,
CY, R) = RG.
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1.22 OBTENÇÃO DE RESOLUÇÕES VIA MÉTODOS TOPOLÓGICOS 11

Como base para CY, R) podemos tomar, para cada s € S, uma l­célula orientada e;
de Y, que é projetada sobre S! (orientada no sentido positivo) e temos uma 1­órbita em Y para
cada 1­célula em Y".

Suponhamos que e, tem to como ponto inicial e, caso isto não ocorra, tomamos outro

representante e,, com ponto inicial o (ou seja, se er, tem um ponto inicial 79, então, existe gq
em (G tal que gq ­ e; = er, pois G atua livremente e transitivamente, permutando as células de

Y), onde o ponto final de e, será so.
De fato, notemos que podemos identificar o grupo das transformações de recobrimento

G(Y) com Tr1(Y, yo) da seguinte maneira: seja w : 1 > Y um laço em Y ( [wW] E M(Y,yo)).

Temos que existe um único levantamento (& de w, começando em 169. Mais ainda, seja

e: T(Y,%) — G(P)
We] = fo

onde f, é a única transformação de recobrimento tal que fy (yo) = w(1).

Temos que o é isomorfismo e, daí, G(Y) = Tr1(Y,yo). Além disso, G(Y) atua livremente
em Y, com ação:

L ­ ­

GY)xXY — Y
(fal) = fo).

Olhando esta ação como uma ação de TT1(Y) em Y, temos [w]g =/f.(7) = D(1).
Como cada Sj representa um gerador em T1(Y,yo) = F(S), identificamos S! com s

através deste isomorfismo. Assim, temos que existe um único levantamento 3 de s, começando
em 1, e o ponto final deste levantamento é S(1) = f.(o) = so.

Tal levantamento é a l­célula e,, onde p(e,) = S! = s ( a célula e; é aplicada homeo­
morficamente em S1j).

Note que G = F(S) = G(Y), com s > f..
Agora, voltando ao exemplo, temos (e) = so — to = (s— 1).

Portanto,

0 — RG” = (D RG É RG R—O0
ses

é uma resolução livre de R sobre RG, onde EP RG é um RG­módulo livre com base (es)ses,
ses

O(es)=s—­lee(g)=1,parage(G.
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| 1.2. OBTENÇÃO DE RESOLUÇÕES VIA MÉTODOS TOPOLÓGICOS 12

| Exemplo 1.2.7 Se S = (ft), então G = F(S) é cíclico infinito. Nesse caso, a resolução do
exemplo anterior se reduz à

|
'

0 — RG = RG É RO.

|
Resoluções Periódicas via Ações Livres em Esferas

Nosso objetivo agora é estudar como é possível obter uma resolução livre de R sobre.

RG, através de um G­complexo livre X homeomorfo à esfera de dimensão ímpar SEL,

Primeiramente, vamos considerar, para X — S?F­!, dois lemas importantes.

Lema 1.2.2 A ação de G sobre Hof 1(X,R)> R é trivial.

Demonstração : [24], Lema 1.4.2; [8], Ex.1, pg.21.

Lema 1.2.3 A sequência

0 — RD Cr1(X,R) DS C(X,R) 2 O(X,) < R—0

onde n: R> Ca (X,R) é a inclusão, e C;(X,R) é o RG­módulo livre gerado pelas células

de dimensão i (uma em cada órbita de células), é exata.

Demonstração : [8/, 1.6 ­ pg.20­21; [24], Lema 1.4.8.

A partir da sequência dada pelo lema anterior, obtemos uma resolução livre de R sobre

RG, de período 2k, do modo a seguir.

Vamos denotar C,(X, R) por C, e considerar o diagrama:

/N
noe

[O Co Cox­1
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Assim, construímos a seguinte sequência:

noefo Oax—1 Cor o O 2 O DB Cara Bo SBAQDSRS0 (9
Já vimos que Im O, = Kere. Além disso, Ker e = Ker (noe) (n: injetora) e Im(no

e) =Imn=IKer Oax— (e: sobrejetora).

Deste modo, (*) é uma resolução livre de R sobre RG.

Exemplo 1.2.8 Seja G um grupo cíclico finito de ordem n com gerador t£.

Consideremos S'! vista como um CW ­complexo com n vértices (que podem ser identifi­
cados com as raízes n­ésimas da unidade) en I­células. Vamos denotar por vo, v1,...,UnX1 OS

vértices e por e; = (vi, vi+1) as I­células de S'!, e definir a ação de G em S* por th ­v; = vkyi €
th ­e;= ek, ki1=0,...,n—1.

Temos que G atua em S*! como o grupo de rotações e, tal ação permuta livremente as
células. Além disso, vi =t­wees=t­ei=0,...,n, assim, eriste uma única órbita de

O­células e uma única órbita de 1­células. Portanto, CÁ(S!, R) = RG = C(S', R).
Deste modo, temos a sequência exata

0 — RG 25 RG RO

Mas,
—Kerôd

e 1 =R= (SR) = Tn, = Ker O.

Então, obtemos a sequência exata

0— RO RG5RGSRO
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e, daí

.— RG OS RG 2» RGE RG RGORSO0

é uma resolução livre de R sobre RG.

Agora, vamos determinar O; e noe.

e (eo) =v1 vu =t­u—­uvu=(t­1):uv.
Logo, O; é a multiplicação por t — 1.

Se N=1+t+...+t*!, então Neg gera H (SI,R) = R.
De fato, temos

R>= H(S,R)=Ker dd.

Além disso,

(1+t+...+ I)(t­1):­m
O.

Portanto, eg +t­eg+tit­eg+...+ Il.eEe Keri.

Agora, se r = age +mt­eg+...+antt!­egEeKer A, temos

Ai(açeo +at­eg+...+anatº ce»:=SO0 => (ap+mt+...+anatº )A(eo)=O

=> (ag+amt+...+anat N(t­1):vÃ=O0

o que nos dá:

(an­1 —= ao)vo +... + (ana — ana) “Uu= 0.

Mas, como C(X,R) é um R­módulo livre que tem como base as O­células

Íuo,t­vo,..., 1º! ­ vo), então, ag = a =...=an1. Ássim,

x = ap(eg +t­eg+... +11 e) &=anNe.

Portanto, R= H/(S',R) = Ker à) =< Ney >.
Como Im(ín oe) = Kerd, temos que (noe)(mw) = Ney e, deste modo,

(noe)(lra)=N. Logo, nose é a multiplicação por N.

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



1.354 COINVARIANTES E INVARIANTES 15

Conseqientemente, obtemos a seguinte resolução periódica, de período 2, de R sobre

­—s RG O RG OS RG DB RG SS RO.

1.3 Coinvariantes e Invariantes

Nesta seção, consideraremos R um anel, G um grupo e M um RG­módulo (à esquerda).

Definição 1.3.1 O grupo dos coinvariantes de M, o qual denotamos por Mg, é dado

por

 Ma= M/A,onde A é o subgrupo aditivo tal que

A=(g'm—­m;gEGemeM).

Observação 1.3.1 O nome coinvariantes vem do fato de Mg ser o maior quociente de M

no qual G atua trivialmente.

Proposição 1.3.1 Se R é visto como RG­módulo trivial (à esquerda), então

Ma = R ORG M.

Demonstração : [8], IL.2.1.

Lema 1.3.1 Se F é um RG­módulo livre com base fe;ikier, então Fx é um R­módulo livre

com base fêilier.

Demonstração : Basta usar a caracterização de Fg dada na proposição anterior e o fato de F

ser livre com base fe;tier.

Observação 1.3.2 Se CC: — CG — C— 0 éum complexo de cadeias, denotaremos

por Cg o complexo Ce: — R&npg Ci — R&Ong Co — O.

Vimos que, para qualquer grupo G, podemos sempre tomar C como sendo a resolução

padrão. Neste caso, denotaremos Cg por C.(G).
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1.4. MÓDULOS INDUZIDOS E COINDUZIDOS 16

Para finalizar esta seção, vamos introduzir um conceito dual ao conceito de coinvariantes.

Definição 1.3.2 Seja M um RG­módulo (à esquerda). O grupo dos invariantes de M,

denotado por MS, é dado por:

Mº=(meM;, gm=m, vg EG).

Observação 1.3.3 MC é o maior submódulo de M no qual G atua trivialmente.

Proposição 1.3.2 (Homgre(M,N))º = Homgee(M, N).

Demonstração : Sejam g E G e f E Home (M, N). Temos

9.f=f/< (9f)(m)=/f(m)vm e M 2 g.f(gm)=f(m,vmeM &

&< g9.f(m)=f(gm),vm e Mm =9"!".m).

Logo,

(Homre(M,N))º =(f e Homre(M,N)/g9.f(m) = f(g.m)) = HomeG(M, N).

Corolário 1.3.1 HomreG(R, M) = Mº, onde R é visto como RG­módulo com G­ação trivial.

1.4 Módulos Induzidos e Coinduzidos

Sejam R e S anéis e, a: R—> S um homomorfismo de anéis.

Consideremos M um S­módulo (à esquerda). Podemos ver M como um R­módulo (à

esquerda), definindo em M a R­ação:

u: RXxM 3 M
(rm) mm r:m=alr)m

Obtemos, desta forma, um funtor da categoria dos S­módulos (à esquerda) para a

categoria dos R­módulos (à esquerda) denominado restrição de escalares. Neste caso, M é

denotado por Res% M.
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14. MÓDULOS INDUZIDOS E COINDUZIDOS 17

Deste modo, se G é um grupo, H um subgrupo de G, a: RH — RG aplicação inclusão

de RH em RG e M é um RG­módulo, podemos ver M como um RH­módulo através de a e o

RH­módulo M é denotado ResGM (módulo restrição).
Seja M um RH­módulo e,

IndgM = RG &ny M.

IndZM é um grupo abeliano. Em Ind%&M definimos a seguinte ação:

G x IndúM — IndúM

(g,a Om) > ga Gm

Com esta ação, Ind%M torna­se um RG­módulo.

Consideremos agora o grupo abeliano (com a operação de adição) Homren(RG, M).

Este grupo tem uma estrutura de RG­módulo, com a G­ação dada por

(9.f)(x) = f(x9),v9 €EG,x E RG.

Denotamos por CoindgM o RG­módulo HomrÓg (RG, M), isto é,

CoindZM = Homgen(RG,M).

Observação 1.4.1 Se H = (1), temos RH = R. Deste modo,

Indf,M=RGSKM e CoindfyM=Hompzr(RG,M).

Tais RG­módulos são chamados, respectivamente, módulo induzido e módulo coin­
duzido.

Observação 1.4.2 Segue imediatamente de [8] (III.3.2) e (III.3.5), respectivamente, con­
siderando M = N e f = Idm, que as aplicações:

1: M IndgM = RG Sky M
m =» iínm=lem

nT: CoindGM= Homrgu(RG,M) — M
f PTN =/O)

são, respectivamente, RH ­monomorfismo e RH ­epimorfismo.
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1.4. MÓDULOS INDUZIDOS E COINDUZIDOS 18

Proposição 1.4.1 O RG­módulo IndGM contém M como um RH­submódulo. Além disso,

considerando E um conjunto de representantes para as classes laterais (à esquerda) de H em
G, e denotando por gm o conjunto obtido de M (visto como RH ­submódulo de Ind&M) sob
a ação de G, temos

IndGM = ED 9M.
gEE

Demonstração : [8], pg. 67.

Proposição 1.4.2 De modo análogo à indução, se considerarmos o mergulho

Pp: M — CoindGM, dado por

plmi(a) = (9Mm set
temos que M é um RH­módulo de CoindGM e, além disso,

CoindgM = Il ou.
9€E

Observação 1.4.3 A  apliação p se estenleêe a um  RG­homomorfismo

e : RG Orky M — Homen(RG,M) (([8/, II1.3.2). Tal aplicação pode ser identificada com a

inclusão canônica da soma direta no produto direto ([8], pag.7O) e, assim, podemos ver IndgM
como um RG­submódulo de CoindGM.

Proposição 1.4.3 Se[G:H]< co, então IndGM = CoindZM.

Demonstração : Se [G : H] < co, temos que'a soma direita e o produto direto coincidem e,
portanto, segue o resultado.

Definição 1.4.1 Sejam M e N RG­módulos. Então, M e N são naturalmente R­módulos.
A G­ação diagonal, definida em M &º N, é dada por:

9g:'(MO&n)=9mog'n
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14. MÓDULOS INDUZIDOS E COINDUZIDOS

LA

Proposição 1.4.4 Seja M um RG­módulo. Existem RG­isomorfismos naturais:

(1) IndZ (ResGM) = R(G/H) &e M (com G­ação diagonal).
(ii) CoinadZ (ResGM) = Homge(R(G/H), M) (com G­ação diagonal).

Demonstração : (1)[8/, Cap.III­Prop.5.6.

(ii) Análogo a (1), [8], Ex.2 (b), pg.71.

Corolário 1.4.1 IndGR >= R(G/H).

H

Proposição 1.4.5 Se M é um R5S­módulo e N um RG­módulo, então existe um

RG­isomorfismo

N Org IndGM o IndS(ResSN Srs M),

onde N Ong IndGM é visto como RG­módulo com a G­ação diagonal e ResGN &ns M é visto
como RS­módulo com a S­ação diagonal.

Demonstração : [1], Lema 1.2.10, p.11.

Proposição 1.4.6 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G, com [G : S] = oo. Então, para
qualquer R$­módulo M,

(IndGM)º =O0.

Demonstração : [1], Lema 1.2.11, p.13.
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Capítulo 2

A (co)homologia de um grupo G

2.1 Alguns resultados sobre & e Hom

Antes de iniciarmos o estudo da homologia e cohomologia de um grupo G, vamos fazer

alguns estudos preliminares sobre & e Hom.

Seja R um anel arbitrário com unidade, M um R­módulo à direita e N um R­módulo

à esquerda. Então,
F(M x N)

L ,

onde F(M x N) é o Z­módulo livre gerado por Mx N e L é o subgrupo de F(M x N) gerado

MerN=

pelos elementos
(Mm, + ma,n) — (m,n) — (ma, 1),

(m,m + n2) — (m,n) — (m,n2),
(mr,n) — (m,rn),

com mu, ma,m E M, m,na,nEN ereE R.

Daí, MOR N é um grupo abeliano gerado pelos símbolos m&n, param EM ene N

sujeito às relações
(Mm +ma)On=mOGntmaSn,

m & (n1 + na2a) =mM On, +MmM QB 1,
mMmrgn=mMSTN,

com m,m,ma E M, nivm,nm EN ere R.

Proposição 2.1.1 Sejum M e N RG­módulos (à esquerda). Então,
Mer, NMergN = (M Sr N)ag =no

onde A= (g:mOgn­men vnene MerN,Y9JEG).
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2.1. ALGUNS RESULTADOS SOBRE & E HOM

Demonstração : Vamos ver como obtemos M &rg N de M &r N.

Consideremos a seguinte relação em M &rx N:

(m*xg)Onvm&ggn, vVnEM,YgEG.

Podemos ver o RG­módulo à esquerda M com um RG­módulo à direita, definindo a

seguinte ação:

m*xg=9 "“m, vYneM,VYgECG.

Ássim,

Deste modo,

(gr! m)en=meéegín.

Portanto,
M &rx NM Que N = 2ORA

cNJI

Trocando m por g « m em (2.1), temos

maen=g:mgIg'n.

Definimos, então, a G­ação diagonal de G em M &x N:

g:(MÔSn)=g:meg:n

Consideremos em M &r N tal ação e À o subgrupo aditivo gerado pelos elementos

9: (nNOGn)­m&On. Assim,

O MerxN

Notemos que estamos identificando elementos da forma g­ m&G gn com mOmn,

VYm E M,vn E N,Vg E G, o que equivale a identificar (gq! ­ m)&n=(mx*9g9)Oncomm&gn
(por (2.1) e (2.2)).

Portanto,
M N(M &x N)Sa = 2 2RO = MON.

o
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2.12 ALGUNS RESULTADOS SOBRE & E HOM

Corolário 2.1.1 M &g N = N &Srg M.

Sejam M e N RG­módulos (à esquerda), e consideremos

Homp(M,N):=(f: M — N, R— homomorfismo de M em NJ.

A ação de Gem M e N induz uma ação de G em Homge(M, N), dada por

G x Home(M,N) — Homge(M,N)
(9, f) > fMON

tal queg + f(r) = 9f(g! x); ge G,f e Homg(M,N)e x € M.

Observação 2.1.1. O uso de gg! para definir a ação é necessário devido à contravariância

de Hom na primeira variável. Compensamos esta contravariância, convertendo M a um RG­

módulo à direita, considerando m *x g = g"!«m. Deste modo, ficamos com a ação:

9 fím)=9f(g' m)=9f(m*g).

Assim, Homge(M, N) será um RG­módulo (à esquerda).

Proposição 2.1.2 Homgee(M, N) = Home(M, NYJº.

Demonstração : Seja

Homee(M,N) = (f E HomrR(M,N): 9: f(x) = f(9:­x))

ou seja, / é equivariante.

Assim,

f € Homae(M,N) (9º(x) =f(g9:x),vg EG.x EM
f(x) =9"f(g­x), vg eG,x EM

ação diagonal f(x) — go : fo), vg! E G,x EM
9f= Í, Vg€ G

fe (Homgx(M,N)Jº.
Portanto,

Homre(M, N) = (Homge(M, N))º.
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— 22. DEFINIÇÃO E EXEMPLOS DE H,(G, M) E H*(G, M) 23

Veremos agora a definição de (co)homologia de um grupo G, onde geralmente

trabalharemos com os casos R= ZXZ ou R= Z,.
t

2.2 Definiçãoe Exemplos de H.(G,M) e H*(G, M)

Seja

Fio RAD Ra Decor RÉ RSO
uma resolução projetiva de R sobre RG e M um RG­módulo (à esquerda).

Podemos formar os complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente:

Homrc(F, M) : 0 — Hompc(Fo, M) X Homac(Fi, M) É —­— Homgre(FE, M)—­­­

O operador bordo é dado por ô, := 0, Qid,n > 1 e dq = 0 e, o operador cobordo,

O: Homrce(Fr, M) — Homprc(Fn+1, M)
Í mm (f)i=fodnn>0edkh=0

Definição 2.2.1 (a) O n­ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M é definido

por

(b) O n­ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M é definido por

H"(G, M) := H"(Hompeç(F, M)).

Observação 2.2.1 As definições de H.(G, M) e H*(G, M) independem da resolução projetiva

e: F— R escolhida (a menos de isomorfismo canônico))([8/, 1.7.5).

Observação 2.2.2 Tomando M = Z, com G­ação trivial, temos

H.(G,Z) = H.(F 826 X2) "2" H(F&8z Za) = H.(Fc).

Proposição 2.2.1 Dado um RG­módulo M, temos o isomorfismo:

Ho(G, M) = Mc.
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2.2. DEFINIÇÃO E EXEMPLOS DE H.(G, M) E H*(G, M)

Demonstração : Consideremos a resolução projetiva de R sobre RG:

e FoRO RO.

Aplicando o funtor — &rg M, obtemos o complexo

— FexM O RKRoOgM O RegeM — O
lã,
0

Como tal funtor é exato à direita ([18], 1.7.9), temos que Im 0) = Kert e E é sobreje­

Ássim,

Ker ão — Fo ORG M prop.l1.3.1HG,M) = —— = = R M > Mç.o( ) Tm, Ker E SRG G

Portanto,

Proposição 2.2.2 Dado um RG­módulo M, temos o isomorfismo:

Hº(G, M) = Mº.

Demonstração : Consideremos a resolução projetiva de R sobre RG:

e RaRo R—O.

Aplicando o funtor Homgeç(—, M), obtemos o complexo

0 — Homrec(RM)  Homgae(Fo,M) É Homee(F,M) —
Tem!
0

Como tal funtor é exato à esquerda ([18], 1.8.7), temos que ImE = Ker 0º e E é injetora.
Assim,

rop.1.3.HG, M) = EA = Ker 6º = Imê = Homre(R,M) Nº MC,
Im ó!
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2.2. DEFINIÇÃO E EXEMPLOS DE H,(G, M) E H*(G, M)

Portanto,

Hº(G,M) = Mº.

Exemplo 2.2.1 Vamos calcular H.(G, Z), onde G = F(S) é o grupo livre gerado por um

conjunto 5.

O exemplo 1.2.6 nos fornece uma resolução livre (portanto, projetiva) de R sobre RG.

Para o caso R = Z, temos

0 — ZOO É ZESESO,

onde ZGÓ) é o ZG­módulo livre com base (es)ses, Ne.) =s—1le e(g)=1,VYgEG.
Pela definição. 2.2.1, temos que a homologia do grupo G é a homologia do complexo

0— Z&zeo XCIN PVE SMC ZOOM 0

Agora,

e ZozoZGO =X%ZSze (E2 = ;DPlZ Szo ZG) = & z.
ses ses ses

Ássim, ficamos com

o —> pPz“ “FZ; ZezggZ—Oo
ses

ta
0

Vamos calcular id & 9, lembrando que Z é visto como ZG­módulo trivial.
Seja > a.,es, E (ZG)”, onde a,, E ZG. Assim,

* a> As5;Cs;) ”" D adEs,) = da(s: —1).
Ssez Ed, temos L

(id&O)(z & Does) =28 3 asô(es,) = 28 SN ass —­l1)=
j
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. DEFINIÇÃO E EXEMPLOS DE H.(G, M) E H*(G, M)

= X 2a, 0(si­1)

dd zaçOs)za, Ol

= D za, 01) 20,0]

dD za. 01­S za.,81
O.

Assim, id & O é a função nula e, deste modo, temos o complexo:

03 Pz> zo
ses

H(G;Z)=XZ;
H(G;Z)= (DZ;

sES

H;(G,Z) =0; para i > 1.

Exemplo 2.2.2 Sejam M um ZG­módulo e G o grupo cíclico infinito com gerador t. Vamos

calcular H.(G, M) e H*(G, M).

Vimos, no exemplo 1.2.7, que

0 ZDB ZCSZO,
onde O, = t — 1, é uma resolução livre (portanto, projetiva) de Z sobre ZG.

e Calculemos H.(G, M)

Aplicando o funtor — &zg M, obtemos

0º ZCOzea M O ZCEOzaM DBO

Agora, temos os seguintes isomorfismos:

ZG O736Ê M E ZGOSZzSM > MM >

m > lem +» (t­DNDSm =» (t­l1):m

A
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2.2. DEFINIÇÃO E EXEMPLOS DE H.(G, M) E H*(G, M)

Deste modo, podemos considerar

m > (t­1):m
Portanto, H.(G, M) é a homologia do complexo:

02 MS M 250

Ker O
= KerO.

Mas,

Ker d, = Ker(tt ­1) =(me M;(t ­ 1): m=0) = (me M; t:m=m)= MC"

Portanto,

Notemos que

e Calculemos H*(G, M)

Aplicando o funtor Homze(—, M), obtemos

0 23º Homze(ZG, M) É Homze(ZG, M) Bo,

(fod)(x)=(fo(t—1))(x) = f((t­1)­(1)) =(t­1)f(z).

Logo, óº é a multiplicação por (t — 1).
E, ainda

Í > fO).
Logo, H*(G, M) é a cohomologia do complexo:

0— MEMSO

Agora,
Kers'  M1

—HOM)= Tn E DM = Mç.

Portanto,

AAA
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2.2. DEFINIÇÃO E EXEMPLOS DE H.(G, M) E H*(G, M)

H'(G,M)=0, para i>2.

Notemos que

H'(G,M) = Me "2? H(G,M).

Exemplo 2.2.3 Seja G um grupo cíclico finito de ordem n com gerador t. Vamos calcular

H.(G,M) e H*(G, M).

Pelo exemplo 1.2.8, temos a seguinte resolução projetiva de Z sobre ZG:

—sZCSZGSÂDZCIÍIZCSEZO,
n—l

onde N = SÉ,
i=0

e Calculemos H.(G, M)
Aplicando o funtor — &zg M, obtemos o complexo:

—— ZGOzxgeM OD ZCOzAM DZECSOÇM DD ZCOzgeM O
Como ZG &Gz6 M = M, temos

oo MPBPBMBDBMBMSO.

Portanto,

( Mçc, se1=0

Ker(t­1) Mº
ImN NM

Ker N KerN
Im€E=D = ED se 1 é par.

se 1 é Ímpar

H(G,M) = à

e Calculemos H*(G, M)

Aplicando o funtor Homze(—, M), obtemos

o E Homze(ZG,M) OO Homze(ZG, M) É Homze(ZC,M) D+.

onde ó"(f)(x) := (f o Ôn+1)(0).
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2.3. O LEMA DE SHAPIRO

Através do isomorfismo Homze(ZG,M) >= M,
fP/O)

57 Fo fo 2Bu Sub u BS.
onde 6º! =t— 1 e Sº%t!= N, k>O.

Logo,

MC, se i=O0

KerN  KerN se | é ímpar
Imt­D (GE­DM p

Ker(t­1) Mº ”

TAN vw  Seiépar
t

Em particular, para o caso M = Z (com G­ação trivial), temos que t — 1 é a função
nula, pois

(t­NW­m=tkm—­m=0, vyneM,

e N é a multiplicação por n, pois

(1+t+... +) mem+tim+...+tcmenm

Assim, Ker(t — 1) = Z, Im(t —1) = (0) = Ker NeIn N=nZ.

Deste modo,

sei=0
H;(G, Z) se i é Ímpar

se à é par.

|

sei=0

H(G,Z) se à é Ímpar
se 1 é par.

2.3 O Lema de Shapiro

Na seção 1.4, vimos que se H é um subgrupo de um grupo G e M é um RH­módulo,

IndGM e CoindGM são RG­módulos. Considerando tais RG­módulos, temos o seguinte re­
sultado que relaciona a (co)homologia de um grupo G com a (co)bomologia de seu subgrupo
H.
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2.3. O LEMA DE SHAPIRO 30

Proposição 2.3.1 (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um

ZH­módulo. Temos os seguintes isomorfismos:

(a) H.(H, M) = H,(G, IndGM);
(b) H*(H, M) = H*(G, Coindg M).

Demonstração : Sejae:F — Z uma resolução projetiva de Z sobre ZG.

Pelo lema 1.1.2, esta também é uma resolução projetiva de Z sobre ZH.

(a) Temos:

F&zu M = (FSze ZOO) zu M = F Oze (ZC Ozu M) = F Oz IndeM.

Assim,
H,.(H, M) = H,(F &zy M) = H.(F &ze IndãM) = H,(G, IndgM).

Portanto,
H,.(H, M) = H.(G, IndgM).

(b) Por [8]II].3.6, temos

Deste modo, Homzn(F, M) = Homze(F, Coind6 M). Assim,

H*(H, M) = H(Homzn(F, M)) = H"(Homze(F, CoindgM)) = H*(G,CoinadZ M).

Portanto,
H*(H, M) = H*(G,CoindZM).

Exemplo 2.3.1 Se M = Z, então H,(H, Z) = H.(G, Z(G/H)).

De fato,

Shapiro corol.1.4.1
e eH,(H,Z) E HG, Ind$Z) “= H(G,Z(G/H)).

Logo,

H,.(H,Z) = H.(G, Z(G/H)).

Exemplo 2.3.2 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G, com (G : H) < oco. Então,

(1) *(H,Z) = H*(G,Z(G/H))

(11) H*(H, ZH) = H*(G, ZG).
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2.3. O LEMA DE SHAPIRO

De fato,

corol 114. 'y(1) H*(H,Z) "E H*(G,CoindS Z) "RO HG, IndôZ) H*(G, Z(G/H)).

Logo,

H*(H,Z) = H*(G, Z(G/H)).

(é) H*(H, ZH) "EO H*(G,CoindS ZH) "RE AG, IndGZH) = H(G,ZGOm ZH)
— H(G,ZGO).

Portanto, H*(H, ZH) = H*(G, ZG).

Observação 2.3.1 Usando a proposição 1.4.4, podemos enunciar o Lema de Shapiro da forma

a seguir.

Proposição 2.3.2 (Lema de Shapiro ­ outra versão) Sejam G um grupo, H um subgrupo
de Ge M um ZG­módulo. Temos os seguintes isomorfismos:

(1) H.(H, ResM) = H,(G, Z(G/H) Oz M)
(ii) H*(H, ResM) = H*(G, Homz(Z(G/H), M)).

Demonstração :

(1) Pela proposição 2.3.1(0a),

H,(H, ResGM) = H,(G, IndG(Res$M)).

Também, da proposição 1.4.4(i), temos

IndSG(ResSM) = Z(G/H) &z M.

Assim, :

H,(G, Ind$(Res$M)) = H.(G, Z(G/H) &z M).

Logo,
H,(H, ResGM) — H.(G, Z(G/H) Oz M).

(ii) Pela proposição 2.3.1(b),

H*(H, ResGM) = H*(G, Coind$(ResSM)).

De acordo com a proposição 1.4.4(ii), temos

AAA
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2.3. O LEMA DE SHAPIRO

CoindS(Res$M) = Homz(Z(G/H), M).

Assim,
H*(G, CoindS (Res M)) = H*(G, Homz(Z(G/H), M)).

Portanto, H*(H, ResM) = H*(G, Homz(Z(G/H), M)).

Usando a resolução bar, podemos interpretar H'(G; M) em termos de derivações e
derivações principais.

Sejam

Der(G, M) = (f: G M/f(xy) = zf(y) + f(x), vr,y € G)

P(G,M) = (dm E Der(G, M),m € M/dmn(9) = gm — m,Vg € G).

Então, temos

Proposição 2.3.3 Se G é um grupo e M é um RG­módulo (R= Z ou Z2), então

Der(G, M)HG;M)= P(G, M)
Demonstração : Consideremos o complexo

0 > CG, M) O C(GM) Ô CIGM) 3: (ver[8],p9.59)
Ker 6º?

Temos que H!'(G, M) = Tm . Mas,

Keró?º = (f: G > M/8º(f)=0) e Imô' = (8 (f)/f: GM).

Agora,

8º(fS)=0<8(f)(9,h) =0,Vv9,h E G & gf(h) — f(gh)+ f(g9) =0,V9,hE6 GS
& f(gh) = 9f(h) + f(9) & f E Der(G, M).

Assim, Ker 6º = Der(G, M).
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24. H, E H*COMO FUNTORES DE DUAS VARIÁVEIS 33

Como Gº é um conjunto com um único elemento [ ], toda função f : Gº — M pode ser
identificada com um elemento m de M.

Deste modo, Cº(G, M) = M e, temos 6º (f)(9) = 9f([]) — f([) = gm — m.
Temos, então, que Imó' C P(G, M).

Agora, se dá, E P(G,M), definimos f : Gº — M por f([)) = m e temos
N(P(g)=9gm—m=drh,. Assim, di, E Imó' e, temos P(G,M) C Imô”.

Segue então que
Der(G,M)

24 H,eH* como Funtores de duas variáveis

Seja C uma categoria cujos objetos são pares (G, M), onde G é um grupo e M um ZG­

módulo. Um morfismo em C de (G, M) em (G',M) é um par (a,f),onde a : G > Géum

homomorfismo de grupos, e f : M > M é um homomorfismo de ZG­módulos, considerando

M como um ZG­módulo via a, isto é, um homomorfismo de ZG­módulos satisfazendo:
S(g*m) = a(g9): f(m).

Consideremos (a, f) : (GM) — (G,M), F uma resolução projetiva de Z sobre
ZG e F' uma resolução projetiva de Z sobre ZG' (podemos ver F' como uma resolução
de Z sobre ZG via a, pois cada F,, pode ser visto como um ZG­módulo, definindo a ação:

grx =a(9):T).
Como F é ZG­projetivo e F' é acíclico para 1 > 1 (pois F' é ZG ­resolução), temos

por [24], Lema 4.1.1, que existe uma aplicação de cadeia 7 : F > F', estendendo a identidade
de Z, única a menos de homotopia.

Temos que 1(g ­ x) = g *Tt(x) = a(g) ­ 1(x), pois 7 é homomorfismo de ZG­módulos.
Consideremos, agora:

TOS: FOzZeM — FeM
rem =» tT(7)OSf(m

Tal aplicação é uma aplicação de cadeia entre os complexos F &ze M e F &z& M.
Assim, 7 & f induz uma aplicação bem definida:

H.(a, f) É (af): H(GM) > H(G,M)
hem > [(ref(zem)]=[r(x)Sf(m).
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Verifica­se facilmente que:

(a) Se M=M,G=GCG,a=idge f=iduy, então

(a,f)*s = ida.(C,M)­

(b) Se (a, f): (GM) > (G,M) e (a, f): (GC, M)S(G,M), então

(&, Ff). o(a f).=(a oa, f of). É ((a,f) o(a f)).

Logo, H.(—, —) é um funtor covariante em C.

Para a cohomologia, vamos considerar uma categoria D cujos objetos são os mesmos

que em C, e os morfismos são pares (a,f),onde a: G>G ef: M —­ M (f é dessa forma
pois Hom é contravariante na primeira variável).

Sejam F e F' resoluções projetivas de Z sobre ZG e ZG', respectivamente. Pelos mes­
mos argumentos usados anteriormente, temos que existe uma aplicação de cadeia

T: F—F', única a menos de homotopia. Temos que 7(g « 7) = g *Tt(x) (pois 7 é aplicação de
ZG­módulos).

Consideremos a aplicação de cocadeias:

Hom(1, f): Honz&(F,M') — Homze(F,M)
fo) > fogor

Tal aplicação é uma aplicação de cadeia entre os complexos Hom3z& (EF, M') e
Homzçe(F, M). Assim, Homí(r, f) induz uma aplicação bem definida:

Hom(1, f)* * (af: H(G,M) o H(G,M)
[é] m [fogo].

Verifica­se facilmente que:

(a) Sea=ide: GS Gef=idy:MM, então

(a, f)* =idg­(eM):

(b) Se (a, f): (GM) > (G',M) e (6,9) : (GM) > (G”,M), então

((8,9) o (a, f))* =(a,f)* o (6,9)*.

Logo, H*(—,—) é um funtor contravariante em D.
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Observação 2.4.1 Sejum G um grupo e H um subgrupo de G. Consideremos

a: Ho Ga inclusão e as RH­aplicações canônicas já vistas na observação 1.4.2:

ii: M > IndéM en: CoindGM — M. É fácil ver que os isomorfismos da proposição
2.3.1 (Lema de Shapiro), são dados, respectivamente, por

(a,i),: H(H,M) > H(G,IndgM)

(a,n)*: H*(G,CoindgM) > H*(H,M).

Tais isomorfismos são chamados isomorfismos de Shapiro.

Observação 2.4.2 Sejam G um grupo e MM: RG­módulos. Consideremos a aplicação
a=id: GSG e seja f: M > M um RG­homomorfismo. Usando a teoria anterior, temos
que existem homomorfismos induzidos

(id, f).: H.(G,M) > H(G,M')

(id, f)*: H(G,M) > H(G,M)

Temos, então, que H.(G,—) e H*(G,—) são funtores covariantes na categoria dos RG­
módulos M.

Usando isto, mostra­se o seguinte resultado:

Proposição 2.4.1 Seja 0 — M o MIM 0 uma sequência exata de ZG­
módulos. Temos:

(i) Para todo inteiro n, existe uma aplicação natural 0, : H(G, M') > HG, M'), tal que
a sequência:

>H(G,M) 22 (GM) 2 (GM) 25 Ho(G,M) OS H(G,M') — O

é exata, onde as aplicações ix e j, são as induzidas em homologia, isto é,

ix = (id), : H(G,M) > Hi(G,M)

je = (id,j),: H(G,M) > Hx(G,M').

(ii) Para todo inteiro'n, existe uma aplicação natural 6º : H”(G, M") — H"(G, M), tal que
a sequência:

0 HNWG,M) ES HG, M) É (GM) ÉS HG, M) 2 (GM) do
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é exata, onde as aplicações it e j* são as induzidas em cohomologia, isto é,

it = (id,0)* : H(G,M) > H*(G, M)

j*º =(id, 3)": H(G,M) > HG, M').

Demonstração : (8), III.6.1.

Observação 2.4.3 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um RG­módulo.

Consideremos a aplicação inclusão a: H > G ea aplicação identidade id: M — M. Então,

temos induzidos, em homologia e cohomologia, os seguintes homomorfismos:

(1) (a,id), : H,(H, M) > H.(G,M) «e

(11) (a, id)* : (GM) > H*(H, M)
Denotaremos o homomorfismo (a, id). por corG (ou simplesmente cor) e o homomorfismo

(a, id)" por resG (ou simplesmente res).
GO homomorfismo corG é chamado de aplicação co­restrição e o homomorfismo resZ é

chamado de aplicação restrição.

A aplicação restrição res&, no nível 1 de cohomologia, mais especificamente Ker(res%$),
será particularmente importante no desenvolvimento do capítulo 5.

Para finalizar esta seção, veremos alguns resultados envolvendo Ker(res&)

Proposição 2.4.2 Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G e M um RG­módulo,'

onde R= Z ou R=XZ2. Seres&: H(G;M) > H'(H,M) é a aplicação restrição, então

Ker res$ = H'(G/H, M”).

Demonstração : [25] (Prop. 10.2, cap. XI e (10.6), pág. 554)

M
Seja G um grupo. Temos, por 2.3.3, que H(G;M) = —————“, para todo grupo G e

RG­módulo M.

Segue então que, se H é um subgrupo de G, a aplicação restrição pode ser vista da seguinte

forma:
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esê . Der(G, M) = Der(H, M)"E P(G,M) P(H,M)

Temos então o seguinte resultado:

Proposição 2.4.3 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e resG a aplicação restrição.
Então,

Der(G, H, M)
P(G, H, M) '

onde Der(G, H, M) = (f e Der(G, M)/flu =0) e P(G,H, M) = (f € P(G, M)/flu =0].

Ker(resS) >

Demonstração : Temos que

Ker(res$) = (f + P(G, M)/f E Der(G, M)eflu € P(H, M)) =

=(f+ P(G, M)/f = dm,, para algum dm, € P(H, M) e algum my € MY.
Seja f + P(G, M) E Ker(resg) e hm, : G— M tal que hm,(9) = 9gms = mg.
Definimos

Der(G,S, M)
:

Gy : Ker(ress) — PGS, M)

S + P(G,M)— (f— hm,) + P(G,S,M).
Temos que 1%) está bem definida e é um R­isomorfismo. Assim, temos o resultado desejado.

2.5 Interpretação Topológica para H.(G, M) e H*(G,M)

Nesta seção, vamos relacionar a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia

de um espaço topológico especial, a saber, um espaço K(G,1), definido anteriormente.

Vamos denotar C,(—, Z) por C.(—), e proceder do mesmo modo para a (co)homologia.

Prôposição 2.5.1 Sejam X um G­complexo livre e Y o complexo de órbitas X/G. Então,

C.(Y) =C.(X)e.
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Demonstração : Consideremos a projeção canônica

pp: X — X/G
x =» p(r)=G(1)=(9:1;9€G)

Temos bem definida, em termos de complexo de cadeias, temos a aplicação induzida

Pr: Cn(X) — Cn(X/G)
ST ao; r+> > a;G(0;)

onde o; são n­células de X.

Agora, seja

onde A=(g9­a­a gEeEG,aEC(X).

Afirmação: A C Ker (px).
De fato, para toda n­célula 0; e para todo g E G, temos

PxH(9: 0; o) =ps(9­ 01) — pelo) = G(9 0) — G(0;) = G(0;) — G(0;:) = 0.

Então,

TEA S x=X (gia), a; E Cn(X)
it

= =D (Ti­o) =)(g1:0i—=0i).
t ij

Deste modo,

2 => (1 —­a)EAC Ker pg > pg(m)=p2(02) > (mm) = (0).

. Assim, temos bem definido o homomorfismo de grupos:

a mn» (a)=çp( ao)=pr(0)=> aG(0;)

Além disso,

e 7 é injetora;

De fato,

Oa;o;) = 0 => 3 aiG(o;) =0=>a;=0.

ES
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



2.5. INTERPRETAÇÃO TOPOLÓGICA PARA H,(G, M) E H*(G, M)

Logo,

Saio =0=> Saio = 0.
e & é sobrejetora;

De fato,

Vr =X "a;G(0;) € Cn(X/G), Ay =>) "ais; € Cn(X)g tal que p(y) = 0.

Portanto, » é isomorfismo e ,

C.(Y) = C.(X)eo.

bh

Proposição 2.5.2 SeY é um K(G,1)­complerxo, então H.(G) = H.(Y).

Demonstração : ComoY é um K(G,1), pela proposição 1.2.2, temos que o complexo celular

aumentado do recobrimento universal Y de Y, e : C.(Y) — Z é uma resolução livre de Z
sobre ZG.

Deste modo, H.(G) = H.(C.(Y)a).
Além disso, Y é um G­complexo livre, e por [23], 5.5.14, temos que o complexo de

órbitas é dado por Y/G = Y.
Assim, pela proposição 2.5.1, C.(V)a = CY).
Logo,

Portanto, H.(G) = H.(Y).

Em alguns tratamentos da Teoria de grupos, este resultado é tomado como uma definição

de H.(G).
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N

Exemplo 2.5.1 Consideremos Y o bouquet de círculos indexado por um conjunto S, Y = V Ss.
ses

Pelo exemplo 1.2.3, temos que Y é um K(F(S),1), onde F(S) é o grupo livre gerado

pelo conjunto 5.

Assim, pela proposição anterior

Z, sei=0 (K(F(S),1) é conexo);

DZ, se i=1; (= F(S)y)
ses

O, c.c. (*)

(*) K(F(S), 1) é um CW­complexo de dimensão 1. Logo, não temos células de dimensão maior

que 1 e, portanto, H;(K(F(S),1)) =0O, para 1 > 1.

Exemplo 2.5.2 Seja Y a soma conexa de n toros (Y = 2,T?).
9Pelo exemplo 1.2.4, Y é um K(G,1), onde G = (a, 1,09 ,ba, oo ba, | [[a5, bi] = 1)

i=1

Portanto, pela proposição anterior

zZ se 1=0

zZPD...PXZ (2g vezes) sei=]
Z se 1=2
o se 1>3.

Exemplo 2.5.3 Sejam G — ZM >= Ze. ..eEZeY=T =S x...x65S' (toron­
dimensional).

Pelo exemplo 1.2.2, T" é um K(G,1).

Logo,

nº
; = ; ni ki =DH;(G) = H|((T") = Z“, onde k,; am ="

Proposição 2.5.3 Se G tem torção, então não existe K(G,1)­complerxo de dimensão finita.
Em particular, K(G,1) não pode ser variedade.

Demonstração : Seja t um elemento de torção de G e consideremos H =< t > o grupo cíclico

finito de ordem n.

Suponhamos que exista um K(G,l)complexo de dimensão finita m, e
consideremos Y o recobrimento universal de Y. Então, pela proposição 1.2.2, temos que

0 — Cn(Y) — Cn1(Y) — .—— C(Y) — Co(Y) — Z— 0
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é uma resolução projetiva de Z sobre ZG.

Além disso, pelo lema 1.1.2, tal resolução também é resolução projetiva de Z sobre
ZH.

Deste modo, temos H;(H) = 0, Vi > m, o que é um absurdo, pelo exemplo 2.2.3.

Logo, não existe K(G,1) de dimensão finita.

Agora, se K(G,1) = M” (variedade de dimensão n), K(G,1) seria um complexo de
dimensão finita.

Portanto, não pode ser variedade.

E

Proposição 2.5.4 SeY é um K(G,1)­complexo, então H*(G) = H*(Y).

Demonstração : Seja p: X — Y recobrimento universal de Y.

Vimos que e : C.(X) > Z é uma resolução livrede Z sobre ZG.
Vamos mostrar que Homze(C.(X), Z) = Homz(C.(X)e, DZ).

Para isto, consideremos as aplicações:

Çv: Homze(C.(X),Z) ­— Homz(C.(X)e,X)
Í m e(S); e(ND(18u)=f(u)

9 > v(g); víg)(u)=a(189u)

Temos que 4 e 4 são homomorfismos e 67! = y.

Assim, + é isomorfismo.

Deste modo, temos

prop.2.1.1H*(G) E H*(G,Z) = H(Homze(C(X),Z)) —
prop.2.5.1

O

Portanto, H*(G) = H*(Y).
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O exemplo a seguir nos mostra que, em geral, a homologia do espaço X é diferente da

homologia do grupo X.

Exemplo 2.5.4 Seja X = IR. Temos que IR é um CW­complerxo de dimensão 1 e (IR, +) é
um grupo. Consideremos dois casos:

e IR como um espaço:

H(IR, Z£) = T(R)as = (0) = (0).

e IR como um grupo:

H(RR, Z) = H(K(R,1),4) = T(K(R,1))uy= Rua = R.

Assim, a homologia do CW ­complexo IR é diferente da homologia do grupo IR.
XY

Lema 2.5.1 Seja À um grupo abeliano com G­ação trivial. Temos

(a) F&gg AN FeOZ A.

Demonstração :

(a) Vamos definir:

(1t,a) m fír,a)i=TQGa.

Verifica­se facilmente que f é biaditiva e, assim, pela propriedade universal do produto

tensorial ([25], V.1.1), existe um homomorfismo:

Ç: FozgA — Foz
ra =» vítrãga=TQRa.

Consideremos, agora

g: FexA — FoegzgçÃA
(1a) = g(La)i=x028&a.

Mostra­se facilmente que q está bem definida e é biaditiva. Novamente por [25/, V.1.1,
temos um homomorfismo bem definido:

v: FeOgXA — FezxçÃ
Ta mw ViTSGA=s108A

As aplicações 1 ev são tais que uma é inversa da outra.
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Logo,

FoezxçgAin" Foz A

(b) Consideremos as aplicações :

0: Homzge(F,A) — Homzg(Fe,A)
Í > af); 0(f)()=f(x)

p: Homzg(Fe,A) — Homzge(F, A)
9 =» p(g9); (g)(x)=2(2).

Tais aplicações são homomorfismos e, O = p"*

Portanto,

Homzgçe(F, A) = Homz(Fçg, A).

X

Proposição 2.5.5 Se M é um ZG­módulo trivial, então

(a) H.(G, M) = H(K(G,1), M);

(b) H*(G, M) = H*(K(G,1), M).

Demonstração: Seja Y = K(G,1) e X o recobrimento universal de Y. Temos
lema2.5.1(a)

=  H(COOcê:M)
prop.2.5.1

(Cx

(

= H.(C.(Y) Oz M)

= H.(Y, M).

Portanto, H.(G, M) = H.(K(G,1), M).

lema2.55.2S 10)(6) H*(G, M) = H*(Homze(C.(X,Z), M)) H*(Homz(C.(X,Z)co, M))

prop.2.5. 1
= *(Homz(C;,
—

* Y, M).

Portanto, H*(G, M) = H*(K(G,1), M).

AAA
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À

Observação 2.5.1 Eriste, tumbém, uma interpretação topológica para H,(G, M) e H*(G, M),
considerando­se M como um ZG­módulo não trivial:

é H(G,M) = H.(K(G,1),M)
é H*(G,M) = H(K(G,1),M)
onde M é o sistema de coeficientes locais associado ao RG­módulo M ([13]).

ES
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



Capítulo 3

(Co)homologia Relativa

3.1 A Definição de H*(G,S;M) e H.(G,S;M)
Nesta seção, apresentaremos a definição de (co)homologia relativa para um grupo (7 e uma

família S = ([S5;, 1 € 1) de subgrupos de G.

Ribes introduziu em [27] a definição de (co)homologia relativa, H*(G,S; M) e H.(G,S; M),

para um grupo G e S um subgrupo de (7. À definição de (co)homologia relativa para um grupo

G e uma família S = (S;, à E 1) de subgrupos de G foi introduzida por Bieri e Eckmann em [4].

Esta definição introduzida por Bieri e Eckmann é uma generalização da apresentada por Ribes,

no sentido que, tomando S = (S), as duas definições coincidem (a menos de isomorfismo).

Este fato é demonstrado em [2].

Em [4], a teoria de (co)homologia está definida sobre o anel Z com coeficientes em um
ZG­módulo. Aqui trabalharemos com a (co)homologia definida sobre um anel comutativo com

unidade R com coeficientes em um RG­módulo M.

Definição 3.1.1 Um par grupo (G, S) consiste de um grupo G e uma família S = (5, 1 E 1)
de subgrupos de G, não necessariamente distintos.

Denotaremos por R(G/S) o R­módulo livre gerado pelas classes 9.5;, no qual G atua

por multiplicação à esquerda. Assim,

R(G/S) = EP R(G/S;)OS Qmas R
1€El iEel

Portanto,

R(G/S)=DIndSR
1€El

AAA
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Consideremos e : R(G/S) — R a aplicação aumentação, que leva cada gerador g.5; em

1 € R e denotemos por À o núcleo de e (A = ker(e)).

Definição 3.1.2 Sejam (G,S) um par grupo, S = (Si, i Ee Ye M um RG­módulo. Os

grupos de (co)homologia relativa para (G,S), com coeficientes em M são, para todo

ke Z%, definidos por

H*(G,S; M) := H**(G; Homr(A,M))

H1.(G,S; M) = H(G;ASrg M)

onde as ações de G em Homgr(A,M) e À &r M são dadas, respectivamente,

por gf(x) = 9f(g9 'x) e giz Om) = gr & gm (ações diagonais).

Observações :

(1) Segue da definição que, para k < O,

H"(G,S;M)=0 e H1(G,S;M) =O.

(2) Por convenção, se tomarmos a família vazia (S = (0), definimos, para todo k € Z,

H*(G,0; M) := H*(G; M) e H1(G,0;M) = H.(G; M)

(3) É conveniente escrevermos, para qualquer família S = (S;, i E 1) de subgrupos de G,

Hi(S; M) = ED Hu(S;; M) e H*(S, M) = [ [H*(S;M),
iel ie!

onde M é um RS­módulo, isto é, um RS;­módulo, para todo 2. Se M é um RG­módulo, então

M é um RS­módulo por restrição de escalares.

3.2 (Co)homologia Relativa como funtor de Duas Variáveis

Neste parágrafo, veremos que H,.(—,—;—) e H*(—,—;—) são funtores de duas variáveis

((G,S);M). Mostraremos primeiramente, com detalhes, que a cohomologia relativa é um

funtor contravariante numa determinada categoria C. Os resultados para homologia relativa

são análogos.
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Seja C a categoria cujos objetos são pares ((G,S);M), onde G é um grupo,

S = (5, i E 1) é uma família de subgrupos de G e M é um RG­módulo e, cujos homo­
morfismos são aplicações :

vv: ((G,S =(S, i EN);M) — ((LR=(R;, jEeJ));N)

consistindo de:

a) Um homomorfismo a : GL;

b) Uma aplicação 7 : 1 — J tal que a(S;) E Rr;
c) Um homomorfismo de RG­módulos é : N — M tal que ó(a(g)n) = gé(n), isto é, É é um
homomorfismo de RG­módulos via a.

Vamos ver que, nestas condições, existe um homomorfismo

v* : (LRN) — H*(G,S; M),

induzido pela v.

Sejam

eG : R(G/S) — R tal que eG(xS;)) = 1, r E Ge
e1 : R(L/R) — R tal que env(yR;) = 1, y E L

as aumentações usuais.

Denotemos por Ag o núcleo de eg e por Ar o núcleo de ez.
Definamos

p: R(G/S) — R(L/R) por

p(xS;) = a(x)Rr(1)

nos geradores e estendamos p por linearidade.

Temos que p está bem definida, é homomorfismo, e p(Ag) C Ar.

Deste modo, podemos definir 9 := plag : Ag — Ar.
Temos então, definida uma aplicação

(7, 9)” : Homge(Ar,N)— Hompr(Ac, M),

dada por:

(,d)*(f)=00fo7,
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onde à: M — N é dada em (c).

Por simplicidade, denotemos Homp(Ar, N) por N e Homre(Acg, M) por M.
Temos que MV é um RL­módulo com L­ação diagonal

(Y4fS)(x) =yf(y0), ()

para todo r E Al, fEN eyEL.
Da mesma forma, M é um RG­módulo com G­ação diagonal.

Lema 3.2.1 A aplicação (p, d)* : NV — M, definida anteriormente, satisfaz a condição

(6, é) *(a(9)f) = 9(6,d)* (1),

para todo f E N e todo g E G, isto é, (56,0)* é uma aplicação de RG­módulos, ondeN é visto
como RG­módulo via a.

Demonstração : Inicialmente, notemos que:

e pn: R(G/S) — R(L/R) é tal que p(gu) = a(g)p(u), para todo ge Geue R(G/S) (+).

De fato, verifiquemos a afirmação acima nos geradores de R(G/S).
Para isto, seja rS; um gerador de R(G/S). Temos:

píg(xSi)) = plgxSi) = a(gx) Ra(y = a(g)a(a)Rat = a(9)(a(z) Rxça) = a(g).p(zS)).
Logo, p(g9(rS;)) = a(g).p(xS;), para todo xS; gerador de R(G/S).(

Portanto, p(gu) = a(g)p(u), para todo g EG eue R(G/S).

Agora, sejam f E N eu € Ag = Ker (eg). Temos que:
(6,6) *(a(9)f)(u) = (6 o (a(g)f) o p)(wW = élalg)A)(B(u)) = (als) f(a(g"P(u)))
= gó(f(a(g) 'p(u)))=9(60f)(a(9) 'p(u)).

Por outro lado,

(9(6,6)*)(f)(u) = 9((6,6)*(f)(gu)) = gl(6 o fop(gu)) = g((8o f)(B(g'u)))
= 9(60 f)(a(9)"P(u)).

Logo,

(p, é) *(a(9)S) = 9(6, 6) (S),

ou seja, (5, 6)* é uma aplicação de RG­módulos.
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Teorema 3.2.1 H*((—,—);—) é um funtor contravariante na categoria C.

3,6)%Demonstração : Denotemos por 4 a aplicação (G —L,N PO) M).
Pelo Lema Anterior, (6,0)* é uma aplicação de RG­módulos e, assim, temos que 4

induz, para todo k E Z, um homomorfismo TE H"(L,N) — H"(G, M).
Mas, por definição,

H"*(G,S; M) = HG,M) e Hº(L,R;N) = H(L;N).

Logo, temos o homomorfismo induzido:

01* : Hº(L,R;N) — H*(G,S; M).

Verifica­se facilmente que:

e Se 4: ((G,S); M) — ((G,S); M) é a aplicação identidade, então a aplicação

é o homomorfismo identidade.

e Se 4: ((G,S);M)— ((L, R); N) e q: ((L,R);N) — ((K, O);P) são morfismos em C,
então

(Toyv)*=4"o7.

Portanto, H*((—,—); —) é um funtor contravariante em C.

Paraa homologia relativa, a situação é análoga, isto é, se considerarmos a categoria D,
cujos objetos são os mesmos de C mas os morfismos são aplicações

vv : ((G,S);M)— ((L, R); N) consistindo de (a), (b) e,
(c) : é: M— N tal que (gm) = a(g)ó(m)

mostra­se, analogamente, que existe um homomorfismo induzido

V. : 1.((G,S5);M)— H.((L,R);N)

e que H,((—,—); —) é um funtor covariante na categoria D.
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Proposição 3.2.1 Sejam (G,S = (S;, i E 1)) um par grupo e M um RG­módulo. Então,

temos as sequências exatas longas:
resE :

(1) ... — H(G,M) = [[H*(S;M) — H*(G,S,M) —HG M) — ...
iEel j

corê(ii) ... — Ho(G;M) — Hi(G,S;M) — EDHS;M) 3 H(GM)—...,
iEel .

que são naturais no RG­módulo M e no par (G,S), onde

res&g : H(GM) — TLHS;M), é dada por ress([f]) = (resf[f)); e
1€El

cor$ : & Hiu(S;; M) — Hy(G; M) é dada por cor$(> “[ful]) =cor$ [fi]
iel k=1

, o : , : :
­ *

são as aplicações induzidas, no nível k de (co)homologia, pelas inclusões S; 3 G.

Demonstração : (i) Consideremos a seguinte sequência exata de RG­módulos:

0 — A%R(G/8)­SR—0 (3211), '

onde € é a aplicação aumentação (e(9S;) = 1,vg € G, Vie 1), A := Ker(e) ei a inclusão
Como R é R­livre, logo R­projetivo, temos que esta seqilência cinde e, deste modo, por

[18], a sequência

0 — Homg(R, M) XY Homp(R(G/S), M) “Ô Homg(A, M) — O

também é exata, onde it (À) = poi e et(p) =Çoe.

Seja F — R uma resolução projetiva de R sobre RG. Como os Fi's são RG­projetivos
temos, por [18], 1.9.4(e), que para todo n,

É A

0 — Homnre(Fn, Home(R, M)) => Homgç(Fn, Home(R(G/S), M))
­”
> Hompeg(Fn, Home(A, M)) — O

é exata e, assim, temos a sequência exata curta de complexos de cocadeias

0 —> Homgc(F, Homr(R, M)) X Homec(F, Homr(R(G/S), M)) Ê

P, Homnre(F, Homxe(A,M))— O,
onde it(À) = it ope (É) = toy.
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Agora, esta seqilência exata curta de complexos induz a seguinte sequência exata longa

em cohomologia (ver Prop. 2.4.1):

0 — H”(G; Homp(R,M)) O H”(G; Homr(ED R(G/S), M)) ÉS
iel

> H"(G; Homg(A, M)) Oo HG; Homr(R,M)) —...,
onde (e*)([y]) = [e? o É); (i1)([p]) = [it on] e 11 é o homomorfismo de conexão.

Mas, Homre(R, M) = M, através do isomorfismo q : M — Hompr(R, M) dado por

V(m) := fn tal que fn(1)= m, sto é, Vv(m)(1) = m (e estendendo por linearidade).Deste modo, H"(G; M) &: H(G,; Homp(R, M)), onde vy* é induzido de v e dado por
vUl=[vo/].

Vamos mostrar que

H"(G; Homr(ED R(G/S;), M)) = T[ H"(S;M), (3.2.1.2)
ie! iel :

através de um isomorfismo, que denotaremos por p*; e, então, lembrando que

H"(G; Homp(A, M)) = H"Y(G,S,M), a sequência exata acima toma a forma:
%

. — H(G,M) ES" TEL HSM) 3H"P(G,S;M) > (GM) 3 [[HSM) >
1€El iEel

Além disso, mostremos que p" o ef o 1* = resg, onde res$([f]) = (resi[f]);en, com
res; : H"(G; M) — H"(S;; M) induzida pela inclusão 5; — G.

Para mostrarmos (3.2.1.2) e que p* o€* o* = resQ, consideremos o seguinte diagrama:

H"(G;M) — H”(G; Homr(R,M))> H"(G; Homr(QP)R(G/S;), M)
iel

fo

H”(G; | [|Homr(R(G/S;), M)
iel jp

|

II H"(G; Homr(R(G/S;), M)
ie! jo = (piies

IIH”(G;CoinS M)
e Dia
Il H”(G;M)
e |(resdier

[| H(S,M)=H"(S;M)
iel :

onde as aplicações &*, &”*, (nt), 7 e (resi)ier são dadas por:
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ro. ” é a induzida, no nível nº de cohomologia, de

é : Homr(ED)R(G/S);M)— [| Homr(R(G/S), M),
NT iel

;

definida por &(f) = (f o ji)ier, onde j; : R(G/S;)) — R(G/S) = ED R(G/S;) é a inclusão.
ey é a induzida do isomorfismo: |

4 = (vidies : | |Home(R(G/S), M) — [| [CoinaSM
ie! iel

(fidier > (gi(fiddier

; : Homa(R(G/S;),M)— CoindSM
fi ef): RE > M

x xf(t*S;)

e (13) é a induzida, no nível n de cohomologia, de

Ti CoindS M — M

é tal que­m(f;i) = f.(1).

e7: H(G [|Homr(R(G/S);M) — TI[H"(G,Homr(R(G/S);M)) é tal que
(LF) = (lp; o fl)jes, onde p; : [IL Homr(R(G/S); M) —> Hompe(R(G/S;); M) é a projeção.

ie!

e (resi)ier : [1 8G; M) — [[8(S;M) tal que
El i€El

(res;i)ier([9ilier) = (res;([dil))ier­

Observemos que 4*,7,0* e (resi)ier o (n)ier = (res; o mí)jer são isomorfismos, onde

(res; o ni) é o Isomorfismo de Shapiro (ver Obs. 2.4.1), para cada i E [.
Assim, p* = (resi)iesr o (mMidier oÇtoTog" é isomorfismo e, temos que

H”(G, Homa(EB R(G/S); M)) = [|H"(S; M),
ie! iel

ou seja, (3.2.1.2) é verdadeira.

Agora,

(pros oy*[f]) = (pros )([Vof]) = p"(letovos]) = ((resi)iero(Mf)ierowp'Tog)([etovos]) =
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= ((resi)ier o (mi)ier ow" on)([boet ovo f]) = ((resi)iero (mMidier op") ([iopoet ovo fis =
= ((res;):es o (ni)ier)([6; o pio Poet ovo fl)ier = (resilmio piopio doe ovo fl)ier

Mas,
|

(riogiopiogodtovof)(1) = (mopioniogoetouv)(f(x)) = (miopiopios)(e*(V(f(x))))
= (n;oiopiod)(V(f(x)) oe) = (mioviop)(V(f(x)) o€ojr)kes = (mi ov)(VIf(x)) o coj)
= riloi(vV(f(z)) o e o j;)) = (ei(V(f(x)) o eo ji))J() = (v(f(m)) o e 0 ji)(1.5;) = V(f(m))(1)

= f(m),Vr E F, onde F é uma resolução projetiva de R sobre RG.
Logo,

resiln; op; opio doe? ovo f]=resi[f]

e, portanto,

(p* o ex o PF] = (resilf])ies = resS.

(it) Consideremos novamente a sequência exata de RG­módulos:

0 — A%< R(G/S)­ R—0 (32.11),

onde «€ é a aplicação aumentação (e(g9S;) = 1,VYg9 E G, Vi E 1), À := Ker(e) ei a inclusão.

Como R é R­livre, logo R­projetivo, temos que esta sequência cinde e, deste modo, por

[18], 1.7.10, a sequência

0 — A &x M EB R(G/S) Ge MS REM —O

também é exata.

Seja F — R uma resolução projetiva de R sobre RG. Temos, então, a seguinte
sequência exata curta de complexos de cadeias:

0 — FOrc(A Se M) É F Ore (R(G/S) On M) Ô
É Fer (Ren M)—0

onde eé* (1 &rg (95; Ge m)) = x Ore (1 Ox Mm) e (7 Ore (s Se m)) = x Ora (i(s) Sa mM).
Agora, pela Prop. 2.4.1(i), esta sequência induz a seguinte sequência exata longa em

homologia:
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..— Ho y(G;RSRM) *B H(G;ASg M) “S

­> H.(G; R(G/S) e M) <O H(G;ROR M) 2 H, (G;ASRM)...,

onde 1, e e. são os homomorfismos induzidos de i, e ez em homologia e 1, é o homomorfismo
de conexão no nível n.

Mas, R&n M > M, através do isomorfismo 9, dado por 9(1&m) = m (e estendido por
linearidade).

Assim, H,(G; R&RM) = H,(G; M), através do isomorfismo 6*, induzido por 6, definido

Pire(lem|=lrelem||=[r em].

Agora,

H](G;A Sr M) := H,(G,S,M).

Mostremos que

EP H”(S;; M) = H"(G; R(G/S) x M), (3.2.1.3)
iel

através de um isomorfismo, que denotaremos por a.; e, assim, a sequência exata acima tomará
a forma:

.— Han(G;M) — Hi(G,S;M) — ED Ha(S; M) “ES HA (G;M) > Hn(C,S;M) o...
iEl

y

Mostremos também que 9, 06, 0a, = corZS, onde corS([f]) : QD Hn(S;; M) > H](G; M)
ie!

é definida por

corS (lx; Srs; Miles) = db SrG Mil.
ie!

Para mostrarmos (3.2.1.3) e que 0, 0 6, 0a, = corZ, consideremos o seguinte diagrama:
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BErs;u) Ce DPrie;Mm) Te A 1(G;IMEM)
ie! iel iel' ' ? (4, dies

n(G;(R(G/5;)SeM))

(G; &E R(G/5;) Ok M))
iEl |e­
H)(G;R$g M)

onde :

e h, é a induzida em homologia de

h:ED(R(G/S) 8 M)— (EB R(G/S))& M
1Eel 1€El

definida por h(g;& mi)ier = S (Gere & mi), onde r, = 0, se k £i e, ri, =, sek=i.
ie!

e yp;, é a induzida de

Pi: Indg M — (R(G/S;) Sr M),

dada por v;(g9 Gm) = g; O gm.
e 0, é a induzida em homologia de

O0:ROM — M

definida por

N1&Gm)=m.

e cor; : H.(S;; M)) — H,(G; M), dada por

cori(l[x Srs; m]) = [xt Org m]

é a induzida da inclusão 5; SG.
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e e, é a induzida em homologia de e : & R(G/S5;) & M — R& M, dada por
iel

(gs; Om) =18m.

e n(([7: Ore (FE SrM)))ies) =[) 18, (re)kxes], onde r,= 0, se F £i er,=TOM, se k =.
tel

e Ji, é induzida de J;: M — IndSM, dada por J(m) = 18 m.
Observemos que h.,7, (Vi,)ies E (Jiídies O (Cori)ier = (Ji, O cori)ier São isomorfismos,

onde J;, o cor; é o Isomorfismo de Shapiro (ver Obs. 2.4.1), para cada à E [.

Deste modo, a. = h. 07 0 (Vidier o (Ji)ies O (Cori)ies É isomorfismo, ou seja,

ED H(S;;M) = H.(G; R(G/S) Gr M),
iEel

provando (3.2.1.3).

Agora, é fácil ver, através das definições das aplicações envolvidas, que

O. oO€Z O ax([x; SRS; mil) ier = : (x; ORG mil.
iEel

Portanto,
— G0, 06.0 A, = COTZ.

3.3 Interpretação Topológica da (Co)homologia Relativa

Neste parágrafo, veremos a relação entre a (co)homologia relativa de grupos e a (co)homologia
relativa de espaços topológicos.

Definição 3.3.1 Um par grupo (G,S), S = (S,, i E 1), é realizado topologicamente por

um par Eilenberg­Maclane (X,Y) = K(G,S,1) se

(1) X é um K(G,1) complexo celular;

(ii) Y é um subcomplexo cujas componentes Y;, i E 1, são K(S;,1) complexos, de tal modo que

a aplicação ig:T1(Y;) — T1(X), induzida da inclusão 1 : Y; — X, é injetiva e aplica T(Y;)

sobre S; C G, depois de uma conveniente mudança do ponto base.
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Exemplo 3.3.1 Sejam G = (a) B( =>ZEZ eS=(5), onde 5S=(a)> Z.
Consideremos X o toro Tº e, a e B os laços mostrados na figura abaixo:

Temos que T(T?º) = ([a]) D([6]) = G, identificando [a] com a e [6] com b. Assim,
sendo T? conexo e o recobrimento de T?º contrátil, temos que X = Tº é um K(G,1).

Agora, seja Y o laço representado por a.

Temos que Y «v S!. Logo, pelo exemplo 1.2.1, Y é um K(S,1)­complerxo.
Além disso, observemos que

[a] = [toa],

ondei:Y — X é a inclusão, é injetora.

Portanto, (X,Y) — (Tº, 5!) é um par Eilenberg­Maclane realizando (G,S).

Exemplo 3.3.2 Sejam G = (t) x (s) e S=(S), onde 5 = (sts!t).
Temos que (G,S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg­Maclane (X,Y),

onde X é o toro Tº menos um disco aberto D eY é o bordo de X.

De fato, consideremos a, À os laços representados na figura abaixo:
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Temos que X tem o mesmo tipo de homotopia da figura oito, que denotaremos por F.

Logo,

T1(X) = MT(F) = ([la)) x ([8)) = G> MT(X) > G.
Além disso, X é um CW­complexo conexo e, como F' tem recobrimento universal

contrátil e X tem o mesmo tipo de homotopia de F', temos que X tem recobrimento universal

contrátil. Portanto, X é um K(G,1).

Ágora, representando X como na figura seguinte, vemos que

x
%

LA o * o

Cf;“o “B "

T)(Y) = (sts't!)=S.
Temos que Y ­» S!. Logo, pelo Exemplo 1.2.1, Y é um K(S,1)­complexo (Y é um

CW­complexo conexo com recobrimento contrátil).

A aplicação iz : T1(Y) = S — T1(X) = G, induzida da inclusão, é injetora.

Portanto, (X,Y) é um par Eilenberg­Maclane realizando (G,S).
k

Exemplo 3.3.3 Mais geralmente, sejam G = (a) * (bi) * ... x (af) x (bi) e S = [lts 3)).
1=1

Temos que (G,S) é realizado topologicamente por um par FEilenberg­Maclane (X,Y),
onde X é a superfície orientada de genus k menos um disco aberto D eY é o bordo de X.

De fato,
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consideremos a;, bi, à = 1,2,...,k, identificamos com as classes de homotopia dos laços a;, 6;

representados na figura acima, respectivamente.

Temos que X tem o mesmo tipo de homotopia do bouquet de 2k círculos, o qual deno­

taremos por R. Logo, sendo R um K(G,1), pelo exemplo 1.2.3, temos que X é um complexo
K(G,1).

|

Agora, representando X como na figura seguinte,

vemos que T1(Y) — (Test) =.
1i=l

Como já vimos no exemplo anterior, Y nv S' e, assim, Y é um K(S,1).
Observemos que a aplicação iz : TT (Y) — TN(X), induzida pela inclusão, é injetora.
Portanto, (X,Y) é um par de Eilenberg­Maclane realizando (G, 5).

1i=1

Temos que (G,S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg­Maclane (X,Y),

2Exemplo 3.3.4 Sejam G = a1, bi, 02, ba; | [[ai, bi] = 1) e S=(a))*(b).
onde X é a superfície orientada de genus 2 (TºHTº) eY é a subsuperfície compacta como
mostra a figura
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De fato, consideremos a;, b;, 1 = 1,2; identificados com as classes de homotopia dos laços

a;, DB; representados na figura acima, respectivamente.

Desta forma, T(X) =GeT (Y)=S.

Vimos, no Exemplo 1.2.4, que X é um K(G,1) e, pelo exemplo 3.3.2 anterior, temos

que Y é um K(S,1).

Mostremos que iz : TT(Y) — TT (X), induzida da inclusão, é injetora.
Seja Z como mostra a figura acima. Assim, YN Z SL.

Consideremos o diagrama:
m(Ynz) —— m(Z)

onde ix,1, 2,73 são todas induzidas das inclusões.
Temos que

T(YNZ)=T(S) =(o)

e 71 não é homotópico a zero em Z. Logo, 7, é injetora.

Analogamente, temos que j, é injetora. Logo, por [8], Lema I1I.7.4, iz e j; também são
injetoras e, então, podemos ver 7T1(Y) como subgrupo de TT, (X).

Portanto, (X,Y) é um par Eilenberg­Maclane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.5 Sejam G um grupo e S = (1) o subgrupo trivial. Consideremos X = K(G,1)

e o vértice rq € X. O par (G,S) é realizado topologicamente por (X, (xo)).

De fato, (xo) é um K(S,1) subcomplexo de X = K(G,1).
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Exemplo 3.3.6 Sejam G = (a) x (b) e S = (baiba"!). Temos que (G,S) é realizado topologi­

camente por um par Eilenberg­Maclane (X,Y), onde X é a garrafa de Klein KB menos um
disco aberto e Y é o bordo de X.

De fato, podemos representar X como na figura abaixo, identificando a, b com os laços

representados na figura

BP
À

Aqui, como no Exemplo 3.3.2, temos que X tem o mesmo tipo de homotopia da figura

oito e, assim, podemos concluir que X é um K(G,1).

De acordo com a figura acima, temos que

T(Y) = (baba!) =S.

Novamente, Y é homeomorfo a S!. Logo, Y é um K(S,1).
Portanto, (X,Y) é um par Eilenberg­Maclane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.7 Consideremos agora X o toro Tº menos k discos abertos e Y o bordo de X.

Consideremos G = TM(X) e S=(S; = T(Y;), i =1,...,k). Temos que (X,Y) é um
par Eilenberg­Maclane realizando (G,S). ([4], 9.2).

ES
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



3.3. INTERPRETAÇÃO TOPOLÓGICA DA (CO)HOMOLOGIA RELATIVA 62

Veremos agora, sem demonstração, um resultado que relaciona a (co)Lomologia de gru­

pos com a (co)homologia de pares Eilenberg­Maclane.

Teorema 3.3.1 Se (X,Y) é um par Eilenberg­Maclane realizando o par grupo (G,S) e M é

um RG­módulo trivial, então

H*(G,S; M) = H*(X,Y; M).

Demonstração : [4], Teo. 1.3.

Observação 3.3.1 Como no caso da (co)homologia absoluta, se M for um RG­módulo qual­

quer, também existe uma interpretação topológica, a saber:

Hi(G,S; M) = H.,(X,Y;M) e H*(G,S; M) = H(X,Y; M),

onde M é o sistema de coeficientes locais no K(G,1) associado ao RG­módulo M.

Exemplo 3.3.8 Cálculo de (Co)homologia Relativa de Grupos através de

(Co)homologia de Espaços:

Seja G o grupo abeliano livre com dois geradores, isto é, G = (a) (= ZEZe

consideremos 5 = (a) = Z. Pelo exemplo 3.3.1, temos que (G, 5) é realizado topologicamente

pelo par Eilenberg­Maclane (Tº?, S').
Pelo Teorema Anterior,

Hi(G,S5;Z) = H(Tº,58; Z) "É H(Tº,S).

Agora, pela definição de homologia relativa,

Ho(G,S; Z) = (0).

Logo, Ho(T?,S!) = (0).

Usando a sequência exata longa de homologia

1 H(S) > H(Tº) > HA (TS) > Ha(S!) 3... H(S) 3 Ho(Tº) 50, (43)
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vamos calcular H,(T?, S!), para k > 1..
Sabemos que

zZ, sen=D0,1;1h , 3d)HS) = senz£oO,L.
zZz, sen=090,2;H,(Tº) = (ZoZ sen=1;0, c.c.

Assim, temos que H,(T?*;S!) = (0), para n > 3, e a sequência (A) toma a seguinte
forma:

0>Z E M(T;S) BEBE ESZIH(1.S) SA EZÉZSO.

Analisemos a aplicação 3 : H(S!) = Z — H(Tº) = Z &E Z, induzida da inclusão
ST

Temos que H1(S!) = T(SS!) e H(Tº) = T(Tº). Logo, 3 é a induzida da inclusão
S! E) Tº no grupo fundamental, isto é,

3 = 14: M(S) > TT).

Agora, sabemos que 4; é injetora (é a inclusão de S = Z em G=Z&EZ). Logo,

Ker (63) =(0) e Imív;)=Z.

Temos também que

Z =Im(41) = Ker(y2) e H(Tº,S!)/Kerto)=2z> Imí(g2) = Ker (43) = (0).

Deste modo, Ha(Tº, S!) = Z.

Agora,

Imí(p3) = Z = Ker(7a) e ZO E /Ker(94) = Z >= Imígça),

de onde concluímos que Ker (65) = Imí(va) = Z.

Assim, H1(T?,S!)/Ker(os)=z = Im(gs) = (0), pois 1 é isomorfismo e, temos então,

Portanto,
zZ, sek=1,2;
(O), c.e.HG,5,%) = |
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Determinemos agora H"(G,S,Z).
Para isto, usaremos os cálculos anteriores e o seguinte resultado:

“ Seja R um domínio de ideais principais e suponhamos H,1(X,Y;R) finitamente
gerado. Sejam T,1 o submódulo de torção de Hy1(X,Y;R) e F, a parte livre de H,(X,Y;R).
Então,

Hº(X,Y; R) = FEET. [16),23.18.”

Como Z é um domínio de ideais principais e os grupos de homologia relativa Hr(T?, S!; Z)

são livres, finitamente gerados, temos

HE(Tº, 54; XZ) = H1(Tº,5";Z).

Assim,
zZ, sek=1,2;
foOl,c.c.H"(Tº,5S;Z) = |

Portanto,
zZ, sek=1,2;H*(G,5;Z) = ERA
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Capítulo 4

Grupos e Pares de Dualidade

Antes de estudarmos os importantes conceitos de grupos e pares de dualidade, apresentamos

algumas definições, tais como dimensão (co)homológica, resoluções de tipo finito, grupos de tipo

FP, FPe FL.

4.1. Dimensão (Co)homológica

Denotemos por R um anel comutativo com unidade.

Definição 4.1.1 Seja G um grupo. A dimensão cohomológica do grupo G sobre R, deno­

tada por cdrG, é definida por

cdrG = inf (n : H'(G, M) = 0, para i > n e para todo RG­módulo M) =

= sup fn : H"(G,M) £O para algum RG­módulo MY.

Analogamente, definimos a dimensão homológica de G sobre R, denotada por hdrG,

hdrgG = supín: H,(G;M)£0O, para algum RG­módulo M ).

Observação 4.1.1 Se R admite uma resolução projetiva sobre RG, de comprimento finito,
isto é,

0 — Ph — “— h— R—O

então, cdgG <n ehdgG<n.

Observação 4.1.2 Temos cdrG > O, pois

Hº(G,R)"Y RE RZ0.
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Observação 4.1.3 Pode­se mostrar que, se cdrG < co, então

cdrG = sup(k: H*(G,F) £0, para algum RG — módulo livre FY.

Exemplo 4.1.1 Seja G um grupo cíclico infinito.

Pelo Exemplo 2.2.2, temos

cdzG = sup.(n : H"(G; M) £ 0, para um RG­módulo MY = 1.

Portanto, cdzG = 1.

Exemplo 4.1.2 Se G é o grupo finito de ordem n, então cdgG = co.

x

De fato, pelo Exemplo 2.2.3, temos

zZ, sei=O,;H(G;Z) = fo. i é ímpar;Zn,Se 1 É par.
Logo, cdzG = co.

Definição 4.1.2 Seja G um grupo. Dizemos que G tem R­torção se existe um elemento g

em G cuja ordem, denotada por o(g), é finita e não invertível em R (isto é, o(9) é um inteiro
n > 0 tal quen.lg não é invertível em R).

Exemplo 4.1.3 Z, tem Za­torção, pois existe 1 E Z, tal que o(1) = 2 e021=2=0, que é
não invertível em dM,.

Observação 4.1.4 cdrG = 0 se, e somente se, G é finito sem R­torção. — ([3/, 24.12(a))

Exemplo 4.1.4 O único grupo finito que não tem Z­torção (isto é, é livre de torção) é o

grupo trivial.
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De fato, seja G = fg1,..­,9n) um grupo finito que não tem Z­torção. Então, para

qualquer 9; E G, temos que o(g;) é infinita ou invertível em Z.

Mas, o(g;) divide o(G) = n (o(g;)|n > n = o(g;).a, a € Z). Logo, para todo g;j E G,

temos o(g;) finita.

Assim, o(g;) é invertível em Z. Então, o(g9;) = 1, para todo g; E G e, deste modo,
9; = e, para todo g; E G.

Portanto, G = fe), ou seja, G é trivial.

Exemplo 4.1.5 cdzG = O se, e somente se, G é o grupo trivial (G=(1)). ,

De fato, seja G = (1). Temos

MC", sei=O0;
0, sei £oO.H'(G,M) = |

prop.Agora, como Hº(G; Z) = Zº =X (pois a G­ação é trivial), temos que cdzG = 0.

Reciprocamente, suponhamos cdzG = 0. Deste modo, pela Observação anterior, G é

finito e sem Z­torção.

Mas, pelo Exemplo anterior, o único grupo finito que não tem Z­torção é o grupo trivial.

Portanto, G é o grupo trivial.

Exemplo 4.1.6 Se G é um grupo livre gerado por um conjunto S, isto é GY Z*Z*...x%

(s cópias de Z, s > 1), então

De fato, pelo Exemplo 1.2.7,

03 (ZGISZCIEZSO

é uma resolução livre de Z sobre ZG de comprimento 1.

Assim, pela Obs. (1) anterior,

Se cdzG = O, teríamos que G = (1).
Portanto, cdzgG = 1.
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Observação 4.1.5 A recíproca do exemplo anterior, para grupos finitamente gerados, também

é verdadeira e foi demonstrada por Swan em [36/. Isto é, se cdÊgG = 1, então G é um grupo
livre.

Proposição 4.1.1 Seja H um subgrupo de G. Então,
/

cd H<cdG.

A igualdade é válida se cd G<ooel[G:H]<co.

Demonstração : Seja cdH = n. Então, por definição, existe M tal que H"(H,M) £ 0 e
H(H,M)=0, k > n.

Mas,

Shapiro
Ol0z H"(H,M) = H"(G,CoindZM).

Deste modo,

H”(G,CoindGM) £ O,

ou seja, existe N = CoindZM tal que H"(G,N) £ 0. Assim, cd G > n.
Portanto,

cd H<cdG.

Consideremos, agora, as hipóteses cd G <co e [G: H] < oo.

Seja cd G =n. Pela obsevação 4.1.3, existe um RG­módulo livre F, com H"(G, F) £ O.
: Suponhamos F' um RH­módulo de mesmo posto que F. Assim, podemos escrever

F=EOD(RG); e F=ED(RH);
je je

Temos:

IndGF = RG Sn F = RG Ora (ED RE); = ED(RG Sr RH); = ED(RG); = F.
je jeJ je :

Deste modo,

1, prop.1.4.3 1, Shapiro
OlH"(G,F)= H"(G, IndgF) =” H"(G,CoindêgF) = H"(H,F).

Visto que H”(G,F) £ O, temos H"(H,F') £ 0. Logo, existe F' tal que H"(H, F') £ O
e, deste modo, cdH > n = cd G, isto é, cd G< cd H.

Portanto, cd G= cd H =n.
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Corolário 4.1.1 Se cdG < co, então G é livre de torção. “

Demonstração : Suponhamos que G não seja livre de torção. Desta forma, G contém um

subgrupo H cíclico finito não trivial.

Pelo exemplo 2.2.3, temos cd H = oo. Então, pela proposição anterior, cdG = co, o
que nos dá uma contradição.

Portanto, G é livre de torção. a

Definição 4.1.3 Seja G um grupo. Dizemos que G tem dimensão cohomológica virtual

finita sobre R e denotamos por vcdrG < co, se existe um subgrupo S de G com [G: S] <co
e cdrS < co.

Exemplo 4.1.7 Sejuim G= ZEZ, eS=Z subgrupo de G. Temos que [G: Sj=n<ooe
cdzS = 1, de acordo com o Exemplo acima. Logo,

vcdzG < co.

Proposição 4.1.2 Seja G um grupo. Se G não tem Z­torção, então G não tem Z,­torção,
para todo p E IN.

Demonstração : Se G não tem Z­torção então, para todo g em G, o(g) é infinita ou invertível
em Z.

Seja g € G. Se o(g) = oo, temos que g não é elemento de torção.

Suponhamos o(9g) = n, com n invertível em Z. Então, n=1 e, assim,

n.1 = 1, que é invertível emZ,.

Logo, G não tem Zy,­torção.

O exemplo a seguir nos mostra que a recíproca da Proposição anterior é falsa.
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Exemplo 4.1.8 Se p é ímpar, então Z, não tem Za­torção mas, tem Z­torção.

De fato, se x € Z,, então o(x) divide p e, assim, o(x) é ímpar. Logo, o(x) = 2k +1,
para algum k E IN.

Assim, em Z,a,

o(r).I= o(x) = 2k FI =2k+T1T=],
que é invertível em Z2. Logo, Z, não tem Za­torção.

Agora, Z, = (1), com o(1) = p, que não é invertível em Z. Logo, Z, tem Z­torção.

4.2 Resoluções de Tipo Finito

Nesta seção, apresentaremos algumas definições e enunciaremos alguns resultados que serão

utilizados em seções posteriores.

Lema 4.2.1 (Lema de Schanuel) Sejam

OK POMS0 e 0SDKPOMOSO

sequências exatas, com P e P' projetivos. Então, POK =P EK.

Demonstração : [8], Cap. VIII, Lema 4.2.

Proposição 4.2.1 As seguintes condições sobre um R­módulo M são equivalentes:

(1) Existe uma sequência exata Rº — R" — M — O, para inteiros m,n;

(it) Existe uma sequência exata Py — Po — M — O, para módulos projetivos finitamente

gerados Po, P';

(it) M é finitamente gerado e, para toda sobrejeção e: P > M, com P finitamente gerado e

projetivo, Ker e é finitamente gerado.

Demonstração : [8], Cap. VIII, Prop.4.1.

Definição 4.2.1 O R­módulo M é dito finitamente presentado se as condições da proposição

anterior são válidas. Uma sequência exata como em (i), fornece uma presentação finita de

M, com n geradores e m relações .
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Definição 4.2.2 Uma resolução ou resolução parcial (P;) é de tipo finito se cada P; é

finitamente gerado.

Definição 4.2.8 Um módulo M é de tipo FP, (n > O) se existe uma resolução projetiva

parcial:

PP 2 2 Ph MO

de tipo finito.

Podemos concluir que, para a condição F Fo, temos: Pa — M — OQ, e daí, M é finita­

mente gerado como ZG­módulo. A condição FP, é uma rpresentação finita:

Ph —y Rh — M— Ode M,eas condições FPa,FP3,..., são sucessivos “reforços”da

definição de presentação finita.

O próximo resultado é uma generalização do Lema de Schanuel.

Lema 4.2.2 Sejam

Ôn—0 — PLS Pac SRS MO0
!

' ô, On0 — PDPehMO

sequências exatas com FP; e P; projetivos para 1 <n — 1. Então

MOrnOonhoeor€he..­ hehehehe...

Consequentemente, se P; e P; são finitamente gerados para i < n — 1, então Pr, é
. ' ” .finitamente gerado se, e somente se, P, é finitamente gerado.

Demonstração : [8], Cap. VIII, Lema 4.4.

O resultado a seguir é uma generalização da proposição anterior.
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Proposição 4.2.2 Para qualquer módulo M e qualquer inteiro n > O, as seguintes condições

são equivalentes:

(1) Eriste uma resolução parcial F, — ­ — Fo — M — O, com cada F; livre de posto

finito;

(à) M é de tipo FP,;

(it) M é finitamente gerado e, para toda resolução projetiva parcial

dePL 25 Pa Boa RIO MSO,

de tipo finito com k <n, Ker O, é finitamente gerado.

Demonstração : [8], Cap. VIII, Prop.4.3.

Proposição 4.2.3 As seguintes condições sobre um módulo M são equivalentes:

(1) M admite uma resolução livre de tipo finito;

(it) M admite uma resolução projetiva de tipo finito;

(tt) M é de tipo FPn, para todo inteiro n > O.

Demonstração : [8], Cap. VIII, Prop.4.5.

Definição 4.2.4 Dizemos que M é de tipo FP. se as condições da proposição anterior são
válidas.

4.3 Grupos de Tipo FP,

Vamos considerar a teoria da seção anterior, para o caso R= ZG e M= AZ.

Definição 4.3.1 Dizemos que G é de tipo FP, (0 <n < oco) se Z é de tipo FP, como
um ZG­módulo.

Eremplo 4.3.1 Todo grupo é de tipo FP9, pois ZXG — Z — 0, onde e é a aplicação
aumentação, é uma resolução parcial de Z sobre ZG de comprimento zero.

Proposição 4.3.1 G é de tipo FP, se, e somente se, G é finitamente gerado.
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Demonstração : [8], pg. 197.

Proposição 4.3.2 Se G é finitamente presentado, então G é de tipo FP».

Demonstração : [8], pg. 197.

Observação 4.3.1 A recíproca da proposição anterior é falsa. Um contra­exemplo foi dado

em j6].

A próxima proposição relaciona a condição FP, de um grupo G com a de um subgrupo

H de índice finito.

Proposição 4.3.3 Seja H um subgrupo de G de índice finito. Então, G é de tipo FP,

(0 <n < oco) se, e somente se, H é de tipo FP,

Demonstração : [8], Cap. VIII, 5.1.

Proposição 4.3.4 Sejran G um grupo de tipo FP. e n um inteiro tal que

H"(G,ZG)=0. Então, H"(G,F) = O, para todo ZG­módulo livre F.

Demonstração : [8], Cap. VIII, 5.2.

4.4 Grupos de Tipo FPe FL

Nesta seção, combinaremos as duas condições de finitude vistas até agora (dimensão

cohomológica e FP,).

Definição 4.4.1 Uma resolução projetiva é finita se é de tipo finito e de comprimento

finito.
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Definição 4.4.2 Um grupo G é de tipo FP sobre R se R admite uma resolução projetiva

Anita e: P > R sobre RG, isto é, e: P—> R é de comprimento finito, com cada P,; finitamente
gerado como RG ­módulo.

Proposição 4.4.1 G é de tipo FP se, e somente se,

()cdG<coo e (n)GédetipoFPx.

Demonstração : [8], Cap. VIII, 6.1..

Observação 4.4.1 Se G é do tipo FP sobre Z, então G é do tipo FP sobre R, pois se

e: P—> Z é uma resolução projetiva finita de Z sobre ZG, então e: P&RR > Ré uma

resolução projetiva finita de R sobre RG.

Exemplo 4.4.1 Segue diretamente dos Exemplos 1.2.6 e 1.2.7, respectivamente, que F(S),
onde S = (s1,...,Sn), e Z são do tipo FP sobre Z.

Definição 4.4.3 Dizemos que G é de tipo FL se R admite uma resolução livre finita sobre
RG.

Observação 4.4.2 É claro que, se G é de tipo FL, então G é de tipo FP.

Interpretação Topológica para Grupos de Tipo FP e FL

Um grupo ser de tipo FP significa, intuitivamente, que certas condições de finitude (tais
como dimensão cohomológica finita) são satisfeitas por G.

Quando se trata de CW­complerxos, satisfazer condições de finitude significa ter um

número finito de células ou dimensão finita. Como para todo grupo G existe um CW ­complexo

Y = K(G,l), veremos agora quais condições de finitude deve satisfazer Y se G for do tipo FP
ou FL.

Proposição 4.4.2 Se existe um complexo K(G,1) finito, então G é de tipo FL.

Demonstração : Seja Y um K(G,1) complexo finito. Pela proposição 1.2.2, o complexo de
cadeia celular aumentado do recobrimento universal Y de Y é uma resolução livre de Z sobre

ZG. Logo, G é de tipo FL.
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Em vista da proposição anterior, temos os seguintes exemplos de grupos de tipo FL:

Exemplo 4.4.2 Grupos livres de posto finito: G = F(S), S : finito (bouquet de círculos) são

do tipo FL.

Exemplo 4.4.3 Grupos de superfície: Y = soma conexa de 9 toros ou g planos projetivos,

(Y £ Sº, Y £ P?) são do tipo FL.

Exemplo 4.4.4 Grupos abelianos livres de posto finito: Y = S! x...xS' (toro n­dimensional)

são do tipo FL.

A propriedade FP também admite uma interpretação topológica e, para isso, precisamos

da definição a seguir.

Definição 4.4.4 Um espaço topológico Y é finitamente dominado se existe um CW com­

plexo finito K, tal que Y é um retrato de IK, isto é, existem aplicações contínuas i : Y > K e

r:K—Y,comroti=idy.

Teorema 4.4.1 Seja G um grupo. Se existe um K(G,1) finitamente dominado, então G é de

tipo FP.

Demonstração : [8], VIIL.6.4

Se G for finitamente presentado, as recíprocas das Proposições e Teorema acima são

verdadeiras, isto é,

Teorema 4.4.2 Seja G um grupo finitamente presentado. Se G é de tipo FL (respec. FP),

então existe um complexo K(G,1) finito (respec. finitamente dominado).

Demonstração : [8], VIII. 7.1.
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4.5 Grupos de Dualidade

Veremos agora o importante conceito de grupos de dualidade, isto é, grupos que satis­

fazem certos isomorfismos de dualidade em homologia e cohomologia.

Definição 4.5.1 Um grupo G é denominado grupo de dualidade de dimensão n. sobre

R, ou simplesmente um D"­grupo sobre R, se existe um RG­módulo C, chamado módulo

dualizante de G, e isomorfismos naturais tais que

H'(G;M) = H(G;'CSx M),

para todo k € Z e todo RG­módulo M, onde C&n M é visto como RG­módulo com a G­ação

diagonal.

Se C > R como RG­módulo, dizemos que G é um grupo de dualidade de Poincaré

de dimensãonº sobre R, ou simplesmente um PD"­grupo sobre R. Neste caso, se a
ação de G em CC > R é trivial, dizemos que G é orientável. Caso contrário, G é dito não

orientável.

Observação 4.5.1 Se R = Za, já vimos que a única ação possível de G em R é trivial.

Assim, PD”"­grupos sobre Z> são sempre orientáveis.

Mostremos agora que o módulo dualizante C e a dimensão nº que aparecem na definição

de um grupo de dualidade são determinados por G.

Proposição 4.5.1 Seja G um grupo de dualidade sobre R de dimensão nº e com módulo

dualizante C. Então,

(1) CO;

(ii) OC = H"(G; RG);
(iii) n = cdrG. Em particular, G não tem R­torção.

Demonstração : (1) Usando k =0 e M = R no isomorfismo de dualidade, temos

Hº(G; R) = H(G;C&x R) = H,(G;C).

Agora, Hº(G; R) = Rº = R (pois R é visto como RG­módulo com a G­ação trivial).
Assim,

H/.(G;C) = R$ (0).

ES
AVAVAN

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



4.5. GRUPOS DE DUALIDADE

Portanto, C É O.

(ii) Usando k =n e M = RG no isomorfismo de dualidade, temos:

Prop.2.2.1e1.3.1

Portanto, C = H”"(G; RG).

(iii) Por (i) e (11), temos que H"(G; RG) £ (0). Logo, n < cdrG.
Por outro lado,

H"(G; M) = Ha(G;CORM) =0, sek>n, pois n—k<O.

Assim, cdrgG < n. Portanto, cdgG = n.

Observação 4.5.2 Foi demonstrado em [3/, Teo. 3.9.2, que todo grupo de dualidade sobre R
é de tipo FP sobre R.

Logo, para definirmos grupos de dualidade, poderíamos nos restringir à categoria dos

grupos de tipo FP.

Em [8], 8.10.1,é demonstrado que as seguintes condições são equivalentes para
um grupo de tipo FP:

(1) Existem um inteiro n e um RG­módulo C tais que

H'(G, M) = H,i(G,.CESR M)

para todos os RG­módulos M e todo inteiro 1 E Z.

(11) Existem isomorfismos naturais

H'(G,—) = H.­:(G,CS­),

onde n = cdrG e C = H"(G, RG), para todo inteiro à € Z.

(iii) Existe um inteiro n tal que H'(G, RG & A) = O, para todo à é n e todos os grupos
abelianos A.

Assim, se G é um grupo do tipo FP e quisermos mostrar que G é um grupo de dualidade,
basta mostrarmos que a condição (i) é verdadeira.

Usaremos este resultado nos exemplos que seguem.
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4.5. GRUPOS DE DUALIDADE

Exemplo 4.5.1 Se G é cíclico infinito, então G é um PD'­grupo sobre Z.

De fato, temos que G é de tipo FP e, vimos no Exemplo 2.2.2, que

HI(G,M) = MS TX HNG,M).
Prop.2.2.1

H(G,M) = 0=HL(G,M), vn >2.

Portanto, G é um PD'­grupo.

Exemplo 4.5.2 Seja G = F(S) o grupo livre com k geradores, 1 < k <oo. Temos que G é

um D'­grupo, e não é um PD'!­grupo, se k>1.

De fato, já vimos que G é de tipo FP sobre Z e que cdgG = 1 (exemplo 4.1.6).

Vamos mostrar que a condição (iji) do teorema acima é verdadeira, isto é, que

H(G, ZG Oz A) = O, para todo grupo abeliano AeiZ1.
De fato,

HG, ZCO% A) — H(G, Indê, A) Prop222 (Indé, A)º Prop.1.4.6 o
e H'(G,ZG&Zz A) =0,paraíi>1 (poisclG=]).

Logo, G é um D'­grupo.

Agora, consideremos k > 1.

Temos que HoÁ(G) = Z, o qual é finitamente gerado, e H(G) = Z" é também finita­

mente gerado.

Agora, considerando F7 e T, denotando, respectivamente, a parte livre e de torção de

H,(G), temos

F=Z"* eT=(0)

Como Z é domínio de ideais principais temos, por [16], pág. 136, Prop. 23.18, que

H'(G)>­ Feoeífor=Z"eo(0)=Z"

Por outro lado, como G é um D!­grupo, temos

HG) = H(G,Z) = H(G,COz Z) = H(G,C).

ES
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



4.5. GRUPOS DE DUALIDADE

Se C = Z, com G­ação trivial, temos

Hov(G,C) = H(G,Z) >= Z.

Mas, Ho(G,C) = H'(G) = Z*. Logo, Z = Z", o que é um absurdo, pois k > 1.
Se C = Z, com G­ação não trivial, temos que g­ n=—n, vVne ZeVgE G.

Deste modo,

B=<g:n—n nEeZe geG>=27Z.

Ássim,

H(G;C)>=Co=2Z/B>= Z/2Z > Ds.

Logo,

HoÁW(G,CO) = Z* = Z,, o que é um absurdo.

Então, C não é isomorfo a Z e, portanto, G não é um PD!­grupo sobre Z.

Exemplo 4.5.3 Se G = Z, (grupo cíclico finito de ordem r) então, G não é um grupo de
dualidade de Potncaré.

De fato, se G fosse um PD"­grupo, para algum n, teríamos

H"(G, M) = H.e(G,M),

para todo k E Z e todo ZG­módulo M.

Em particular, para M = Z, teriamos

H"(G,Z) = Ha s(G,Z) (+)

Mas, pelo exemplo 2.2.3, temos

H“(G,Z)= Z, VkE Z.

Se (*) for verdadeira, teremos

Hr a(C,Z)=ZVkE Z.

Seja ko E Z tal que 2ky > n. Logo, n — 2ky < O e, assim, Hr2r,(G,Z) = (0), o que

nos dá uma contradição.
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4.5. GRUPOS DE DUALIDADE 80

Nos exemplos acima, o anel R usado foi sempre o anel dos inteiros Z. À classe de

grupos de dualidade sobre Z está contida na classe de grupos de dualidade sobre R, onde R é

qualquer anel comutativo com unidade, como mostra o seguinte resultado:

Proposição 4.5.2 Se G é um grupo de dualidade de dimensão nº sobre Z com módulo

dualizante C, então G é um grupo de dualidade de dimensão nº sobre R com módulo dual­

izante CR R.

Demonstração : Seja M um RG­módulo. Temos que:

H*(G;M) — Hi­r(G;C Oz M) = H.se(G;CSOzx(MOrR)>=Hrn(G;CSz(R$xM))>

= Hre(G;(COzR)SnM).
Logo, existe C' = C &z R tal que H*(G; M) = H,­n(G;C Se M).
Portanto, G é um grupo de dualidade de dimensão n sobre R, com módulo dualizante

C'=C&zR. E

Observação 4.5.3 Os grupos que aparecem nos Exemplos anteriores são, de acordo com a

proposição acima, grupos de dualidade sobre R. Em particular, são grupos de dualidade sobre

Ds.

A Proposição a seguir caracteriza os grupos de dualidade em dimensões baixas.

Proposição 4.5.3 (1) G é um grupo de dualidade de dimensão O sobre R se, e somente se,

G é finito sem R­torção. (ou, a ordem de G é finita e invertível em R);

(11) G é um grupo de dualidade de dimensão 1 sobre R se, e somente se, G é finitamente gerado

ecdrG=L1.

Demonstração : [3], Prop.9.17.

Exemplo 4.5.4 (a)O grupo trivial (1) é o único Dº­grupo sobre Z.

De fato, é claro que (1) é um Dº­grupo sobre Z. Agora, se G é um Dº­grupo, então,
pela Proposição anterior, n = o(G) é finita e invertível em Z. Logo, n=1. Portanto, G é
trivial.

(b) Todo grupo finito de ordem n ímpar é um Dº­grupo sobre Z, pois, neste caso, n.1 é
invertivel em Z,.

(c) Z*x Zé um D'­grupo sobre Z, pois é finitamente gerado e cdzG = 1.
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Proposição 4.5.4 Sejam G grupo e H subgrupo de G. Se Gé um PD"­grupo e

IG: H| < co então, H é um PD"­grupo.

Demonstração : Sendo G um PD"­grupo, temos

H"(G; A) = Hrn(G; A), para todo k E Z e todo ZG — módulo A.

Assim,

Shapiro dualidade prop.1.4.3
OE [A esH"(H,M) >= Hº(G CoindgM) >­ HHy(G,CoindúgM)' >
prop.1.4.3 Shapiro=" His(GIndêéM) = Hx(H,M).

Portanto, H é um PD”­grupo
EH

4.6 Interpretação Topológica para Grupos de Dualidade
de Poincaré

A teoria de grupos de dualidade de Poincaré está relacionada com a teoria de variedades

asféricas, ou seja, variedades X que têm o mesmo tipo de homotopia de um complexo K(G,1),
onde G = TT(X), que chamaremos de K(G, 1)­variedades.

De fato,

para uma K(G,l)­variedade n­dimensional fechada (compacta e sem
bordo), são válidos os seguintes resultados:

(1) G é de tipo FL e cd G=n ([8], VIII. 8.1).
0, seidtn;
NO, sei=n.(ID) H'(G, ZG)= Í

onde ) é o módulo de orientação do recobrimento universal X de Y. [8], VIIL.8.2.

Observação 4.6.1 9 é um grupo cíclico infinito com dois geradores, correspondendo às duas
orientações de X.

A ação de G em X induz uma ação de G em 9), com um elemento y de G atuando

como 1, ou seja, para w E Q), temos

VW W, se a ação preserva orientação

vw —w, caso contrário.

Além disso, G atua trivialmente em 9) se, e somente se, Y é orientável.
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Teorema 4.6.1 Se G é um grupo tal que existe uma variedade asférica X fechada (compacta

e sem bordo) de dimensão n., com TT(X) = G, então G é um grupo de dualidade de Poincaré

de dimensão nº sobre Z e, consequentemente, sobre R.

Demonstração : Seja X uma variedade asférica n­dimensional fechada, isto é, uma K(G,1)­

variedade fechada. Por (I), G é de tipo FL (logo, é FP) ecdG=n.

Í 0, se i£tn;Além disso, por (II), H(G, ZG) = Q seíi=n
onde 6) = Z como grupo abeliano.

Pelo teorema [8], VIIL.10.1, pág. 220, G é um grupo de dualidade de Poincaré de
dimensão n (orientável <> Y' for orientável).

a

Exemplo 4.6.1 O toro Tº = S! x...x S! é uma variedade asférica fechada de dimensão n.

Logo, T(T") = Z”" é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n sobre Z.

Exemplo 4.6.2 Seja F uma superfície fechada.

Pelo Teorema de Classificação de Superfícies ([26], 1.5.1), temos as seguintes possibili­
dades para F:

e F=S%

F=Tº

F=P?* (plano projetivo);

F=Tº4...4T* (soma conexa de n toros);
F=P*H...4P* (soma conexa de nº planos projetivos);

Destas, somente 5º? e Pº? não são asféricas.

Portanto,

TT?) = (a,b; [la,b]=1)

T(TºH... RT?) CONTA [lie.11=1)
i=1l

T(Pº HR... HP?) (
são grupos de dualidade de Poincaré de dimensão 2 sobre Z.
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4.7. PARES DE DUALIDADE 83

Não é conhecido se todo grupo de dualidade de Poincaré G de dimensão n, n > 2, sobre
Z admite uma variedade asférica fechada X, com T(X) = G.

O caso n = 2 foi provado por Eckmann­Miúller e Linell em [11] e [12]. Daí, Gé um

grupo de dualidade de dimensão 2 sobre Z se, e somente se, G é um grupo superfície infinito

(isto é, G é o grupo fundamental de uma superfície fechada diferente de S? e P?).
Em [10] Dicks e Dunwoody estenderam este resultado para PDº­grupos livres de torção

sobre qualquer anel comutativo de característica zero.

Se G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão 3, que é solúvel, então Thomas

provou em [37] que a conjectura é verdadeira. No entanto, o caso geral n > 3 está ainda em
aberto.

4.7 Pares de Dualidade
Definição 4.7.1 Seja (G,S) um par grupo. A dimensão cohomológica de (G,S) sobre R,
denotada por cdr(G,S), é dada por

cdr(G,S) = sup.­fn : H"(G,S5; A) £ O, para algum RG­módulo AJ.

Se não existe tal inteiro n, dizemos que cdr(G,S) = co.

Definição 4.7.2 Um par de dualidade de dimensão n sobre R (D"­par) consiste de

um par grupo (G,S) e um RG­módulo C, onde S = (Si € 1) é uma família finita de
D"!­subgrupos de G com módulo dualizante C (visto como RS;­módulo por restrição) e, temos
os isomorfismos naturais:

H"(G;A) = H,5(G,S;C Sr A)

H"(G,S; A) = H,s(G;CSRA),

para todo RG­módulo À e todo k E Z.

Se C >= R, (G,S) é chamado par de dualidade de Poincaré de dimensão n

(PD” — par).
Neste caso, cada S; E S é um PD" ­!­subgrupo de G.
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Observação 4.7.1 (a) O conceito de grupo de dualidade é um caso particular do conceito de

par de dualidade, considerando S = Q, pois

Hi(G,0; M) := H.(G;M) e H*(G,0; M):= H(G;M)

(b) Em [4], Bieri e Eckmann definiram originalmente D"­pares (G,S) como sendo um par

grupo (G,S), com S = (S;,, i E 1) uma família não necessariamente finita e os Sis não
necessariamente D"!­subgrupos de G, satisfazendo isomorfismos naturais dados pelo produto

cap.

É claro que D"­par no sentido da definição anterior é também D"­par no sentido de
Bieri­Eckmann. Reciprocamente, se (G,S) é um D"­par com módulo dualizante C, no sentido

de Bieri­Eckmann, temos por [4], Teo. 4.2, que S = (Si, i E 1) é uma família finita de subgrupos

de G e, cada S; é um D"!­subgrupo com módulo dualizante C (visto como RS;­módulo por
restrição). Assim, (G,S) é um D"­par no sentido da definição anterior.

Proposição 4.7.1 Se (G,S) é um D"­par com módulo dualizante C, então G é um D"*!­

grupo com módulo dualizante À &rx C.

Demonstração : Sendo (G,S) é um D”­par, temos que

Como todos os isomorfismos acima são naturais, temos que G é um D"!­grupo.

Proposição 4.7.2 Seja (G,S) um D"­par com módulo dualizante C. Então,

(1) C = H"(G,S; RG) £0 e H*(G,S; RG) =0, sek tn;
(it) n = cdr(G,S).

Demonstração : (1) Temos que

H,+(G;C Sn RG) = H, s(G;RGESRCO) ÉD" —par
>H"*(G,S; RG)

def. Shapiro= Hn­s(G;IndfÃC) "É HO) =(Ç sek=n;0, sekEn.

Logo, H"(G,S;RG) = C e H*(G,S5;RG) = 0, se k £ n.
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4.7. PARES DE DUALIDADE

Mostremos que C É 0.

De fato,

Hº(G; R) “E” H(G,S5,C Ox R) = H(G,S;O).
Por outro lado, Hº(G; R) = Rº = R.
Assim, H,(G,5;C &x R) = H](G,S;C) = R£0. Logo, C £ O, pois

C=0=> H,(G,5;0) = H,(G,A&SO0) >=O0.

Portanto, C = H"(G,S; RG) £ O.

(ii) Temos que
D" par

>H*(G,S; A) H, n(G;CQ&RA)=O,

para k > n e qualquer RG­módulo A. Logo, cdr(G,S5) <n.

Como H”"(G,S; RG) = C é O (por (i)), temos que cdr(G,S) > n.
Portanto, cdr(G,S) = n. |

À categoria dos pares de dualidade sobre Z está contida na categoria sobre R, onde R
é um anel comutativo com unidade, como mostra o seguinte resultado.

Proposição 4.7.3 Se (G,S) é um par de dualidade de dimensão nº sobre Z, então (G,S) é
um par de dualidade de dimensão n sobre R.

Demonstração : Se (G,S) é um par de dualidade sobre Z, com módulo dualizante C, então

temos que S = [5;,, i =1,...,r) é uma família finita de D"!­subgrupos de G (sobre Z) com
módulo dualizante C.

Pela Prop. 4.5.2, cada S; é um D""!­subgrupo sobre R com módulo dualizante C&zZ R.

Consideremos M um RG­módulo. Logo, M é também um ZG­módulo e, temos:

D"”" —parH"(G,S; M) = Hi (GCOZzM)> HH, r(G;(COzR) Or M)
TrH*(G;M) 2” Ha (G,S;COZx M) = Ha n(G,S;(COzx R)ORM).

Como os isomorfismos envolvidos são naturais, temos que (G,S) é um D"­par sobre R
com módulo dualizante C' = CQxz R.
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Exemplo 4.7.1 Sejam R=Z, G=(DE$(I=ZPZeS=(P)P()"2ZPDAHZ. Então,
(G,S) é um PD%­par sobre Za.

De fato, temos que G/S = ((t, 1), (1,1)) = ((t,), (L,1)) = (1,T) = Z,.
Calculemos A = Ker (e), onde € : Z2(G/S) > Z,7 é a aplicação aumentação .
Temos:

Agora, e€(0) = 0; (1) = 1 e 1 +T)=e(D+(D)=1+1=0.
Logo, À = (0,1 +T) = Z,.

Portanto, Homz,(A,M) = Me A &z, M=M.

Como G é PDº?­grupo, temos:

H31(G,S5; M) = H3 4 (G;A Szg, M) = Ha4(G;M) >= H*(G;M)

H"(G,S; M) := H"""(G, Homz,(A, M)) =

= HO(G;M) = Haa­n(G;M)=H3 4(G;M)

e, deste modo, como os isomorfismos envolvidos são naturais, temos que (G, 5) é um PDº?­par.

4.8 Interpretação Topológica para Pares de Dualidade
de Poincaré

O seguinte resultado pode ser encontrado em [4] e mostra a relação entre PD"­pares e

variedades e também fornece um critério para se produzir exemplos de PD"­pares através de

modelos topológicos.

Teorema 4.8.1 Se (G,S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg­Maclane

(X,Y) = K(G,S,1), onde X é uma n­variedade orientável com bordo, compacta e Y = OX,

então (G,S) é um PD"­par sobre Z (consequentemente, (G, S) é um PD"­par sobre R).

Demonstração : [4], 6.8.

Usando este resultado, veremos alguns exemplos de PD"”­pares.
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Exemplo 4.8.1 Consideremos X o toro Tº menos um disco aberto e Y = OX.

Y

Sejam G = TT(X) = (a) x (D = Z*xZeS=T(Y)>=(aba"!b!)= AZ.
Já vimos, em Exemplo 3.3.2, que (X,Y) é um par Eilenberg­Maclane realizando (G, S).

Como X é uma variedade de dimensão 2, com bordo, compacta orientável e Y = OX,

então (G,S) é um PDº?­par sobre R (= Z ou Za).

Exemplo 4.8.2 Seja X a superfície orientada de genus gq > 1 da qual um disco aberto foi
removido e consideremos Y = OX. Assim, G = TT(X) é um grupo livre com 2g geradores
a1,bi,...,a1,by e S=TM(Y)=([a1,bi),..., [09,b9]), onde [ai,bi]= aibia;'b7".

Pelo Er. 3.3.3, temos que (X,Y) é um par Eilenberg­Maclane realizando (G, S). Logo,

pelo Teo. Ant., (G,S) é um par PDº­par.

Exemplo 4.8.3 Generalizando os exemplos anteriores, consideremos X uma superfície fechada

da qual um número finito m (m > 2, se X = S?*) de discos abertos foi removido e, seja Y = OX.

Temos que Y = UY, onde cada Y; = SL,
i=1l

Sejam G = TI(X) e S = (5 = M(Y) = Z, i=1...,m). Então, (X,Y) é um

par Eilenberg­Maclane realizando (G,S), de acordo com o Exemplo 3.3.7. Logo, pelo Teorema

anterior, (G,S) é um PD?­par.

Observação 4.8.1 A recíproca do Teo. acima, isto é, “Se (G,S) é um par de dualidade

de Poincaré sobre Z de dimensão n, então (G,S) é realizado topologicamente por um par

Eilenberg­Maclane (X,Y), onde X é uma n­variedade compacta com bordo e Y = OX”, é

verdadeira, para n <2. ([11/ e [12])

Em [10], Dicks e Dunwoody provaram que, se (G,S) é um par de dualidade de Poincaré
de dimensão n < 2 sobre um anel comutativo com unidade R e G é livre de torção, então a

recíproca do Teorema é verdadeira.

ES
AVAVAN

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



Capítulo 5

O Invariante E(G, 5)

Neste capítulo estudamos o invariante cohomológico E(G,S, M), onde G é um grupo, S é

uma família não vazia de subgrupos de G, não necessariamente distintos, de índice infinito em

G,eM é um ZaG­módulo. O nosso objetivo é estudar um caso particular de E(G,S, M), onde

S=(SY) e M=Z2Z(G/S), o qual denotamos por E(G,S). Veremos algumas caracterizações

de E(G,S) em casos especiais e alguns resultados no caso em que G e 5 satisfazem certas

propriedades de dualidade. Como resultado principal, veremos uma condição necessária para

que um par (G, S) seja um D"­par.

5.1 A definição do invariante E(G,S,M)

Definição 5.1.1 Sejam (G,S) um par grupo, com 8 = (S,, i E I) uma família de subgrupos
de G (não necessariamente distintos), e M um Z2G­módulo. Suponhamos [G : S;] = oo, para
todo i E 1. Definimos

E(G,S, M) = 1 + dim Kerres£,

onde res& : H(G; M) — ILS: M) é a aplicação dada na sequência exata longa
ie!

o P o $ nl J nl
res

10 > Hº(G;M) 3 [| Hº%0S;M) S H'(G,S;M) 35 H(G;M) S [[H(S;M)o...
iel iel

da Proposição 3.2.1.

Proposição 5.1.1 Sejam (G,S) um par grupo, onde S = (Si, i E 1) é uma família de

subgrupos de G, com [G : S;] = oo, para todo it E 1, e M um ZaxG­módulo, então:
H'(G,S;M)
TI M*9/Mº
iEl

E(G,S,M) =1 + dim

onde Mi = Hº(S;;M) e Mº = Hº(G;M).
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5.1. A DEFINIÇÃO DO INVARIANTE E(G,S, M)

Demonstração : Da exatidão da sequência anterior, temos que
H'(G,S, M) — H(G,S,M)

=

, G = ; a ) == a LARA2 =E(G,S,M) = 1 + dim Kerresg = 1 + dim EE) 1+ dim Im)
H'(G,S,M) 2 14 dim H'(G,S,M)

[LHS M)/Kerô TIL HS; M)/Im(o)
i€el 1€El

1 1
.

1 + dim
H'(G,S,M) 1 + dim HiG5SM)(GS; M) :

| [ Hº(S;; M)/H(G; M) ( [ M*)/Mº
1€El t€el

1 + dim

Seja C a categoria cujos objetos são pares ((G,S);M), onde G é um grupo,

S = (Si, i E I) é uma família de subgrupos de G e M é um RG­módulo e, cujos homo­
morfismos são aplicações :

v: ((G,S=(5, i EI);M) — ((LR=(R, jeJ);N)

consistindo de:

a) Um homomorfismo a : G — L;

b) Uma aplicação x : 1 —> J tal que a(S;) C Rr();
c) Um homomorfismo de RG­módulos é : N — M tal que g(a(g)n) = géó(n), isto é, p é um
homomorfismo de RG­módulos via a.

Observamos que um isomorfismo y : ((G,S); M) — ((L, R); N) na categoria C consiste
de:

a) a: G — L isomorfismo de grupos;

b) Uma aplicação mn : 1 — J tal que a(S;) E Rr);
c) é: N— M isomorfismo de Z.G­módulos.

Proposição 5.1.2 Se, na categoria C, ((G,S);M) e ((L, R); N) são isomorfos então, temos
que

E(G,S,M) = E(L,R,N),

isto é, E(G,S, M) é um invariante na categoria C.

Demonstração : [1], III.1.3.
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Veremos agora uma caracterização de E(G,S,M) em termos de “Característica de
Euler Parcial”.

Proposição 5.1.8 Sejam (G,S) um par grupo, com [G : S] = oo, para todo 5SES e M um

Z2G­módulo. Suponhamos que os grupos de cohomologia Hº(G; M), Hº(S; M) e H'(G,S5; M)
tenham dimensão finita. Então,

E(G,S; M) = 1 + dim Hº(G; M) — dim Hº(S; M) + dim H'(G,S; M).

Demonstração : Pela Proposição 3.2.1, temos a seguinte sequência exata longa:

03 HNWG;M) S HW0S;M) É (GS; M) 35 (GM) SÊ (SM) S.o,
a qual fornece a seguinte sequência exata curta:

0 HG; M) 3 HS; M) & H(G,S;M) 3 Im(J) = Ker(res$) = O.

Como x,ó e J são transformações lineares de dimensão finita, temos que

dim Ker(resS) = dim ImJ = dim H'(G,S; M)—dim KerJ = dim H'(G,S; M)—dim Im(6ó) =
= dim H(G,S;M) — [dim Hº(S;M) — dim Keró] = dim H'(G,S;M) — dim Hº%(S; M)+
+dim Keró = dim H'(G,S;M) — dim Hº(S;M) + dim Im(y) = dim H'(G,S5; M)—
—dim Hº(S; M) + dim Hº(G; M).

Portanto,

E(G,S; M) = 1 + dim Ker(resS) = 1+ dim ImJ =

=1+ dim Hº(G; M) — dim Hº%(S; M) + dim H(G,S;M).

5.2 Interpretação Topológica para E(G,S; M)

Temos também uma interpretação topológica para E(G,S; M) em termos de pares Eilenberg­
Maclane.

Proposição 5.2.1 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G, com [G: S] = co, e M um

Z.G­módulo. Se (G,S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg­Maclane (X,Y),
então

H'(X,Y;M)
Mº/Mº ?

onde M é o sistema de coeficientes locais dados pelo Z.G­módulo M.

E(G,S,M) =1 + dim
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h

Demonstração : [2], pg.5

Corolário 5.2.1 Nas hipóteses da proposição anterior, se M é um Z2G­módulo com G­ação

trivial, então

E(G,S,M) =1+dim H'(X,Y;M).

o

Exemplo 5.2.1 Sejam X o toro Tº menos um disco aberto D?º eY = OX. Temos que (G,S),

onde G=T(X)=Zx*ZeS=T(Y)>Z, é realizado topologicamente pelo par Ellenberg­

Maclane (X,Y).

Usando a Dualidade de Poincaré­Lefschetz e a fórmula de Kunneth ([16/, 28.18 e 29.11),

temos que

H'(X,Y;Z9) = MH(X;Z2) = H(X, 2) 8 Za = T(X)is 8 Za > (ZEZ) SA = XE: DZ.

Assim, pelo corolário anterior,

E(G,(S), £Z2) = 1 + dim H'(X,Y; Z) = 1+2=3.

5.3 O Invariante E(G,5S)

Estudaremos agora um caso particular de E(G,S; M). Firaremos, então, S = (Sk e

Denota­se E(G, 1S); Z2(G/S)) por E(G,S).
Segue então que,

E(G,S) =1 + dim Kerres£,

onde res& : H!(G, Z2(G/S)) — H'(S, Za(G/S)) é a aplicação restrição.

Proposição 5.3.1 E(G,S) é um invariante algébrico para pares de grupos (G,S), com

IG: Sl = co, isto é, sea: (G,S) > (LK) é um isomorfismo de pares de grupos, tais

que [G: S] =[L: K] = oo, então

E(G,S) = E(L, K).
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Demonstração : Mostremos que ((G,S), Z2(G/S)) e ((L, K), Zo(L/K)) são isomorfos na

categoria C.

Consideremos a : (G, S) — (L, K) um isomorfismo de pares de grupos, isto é, a : Gy L

é um isomorfismo de grupos, com a(S) = K.

Devemos mostrar que existe q : Zo(L/K) — Z2(G/S) isomorfismo de grupos abelianos

tal que 9(a(g).u) = g.6(u), para ge Geue Zo(L/K).
Para isto, seja

é : Z(L/K) — Z.(G/S) definida nos geradores por

d(xK) = a'(x)S

e estendida por linearidade.

Temos:

e à está bem definida, pois a é isomorfismo e a(S) = K;

e é é homomorfismo, por definição;

e à é injetora, pois

d(n1K) = d(t12K) > a(1))S = a (13)S => (a (11))(a (1,))) e S>

> a (tr'n)EeS>SNneK>nK=nK.

e à é sobretora, pois

VyS E Z(G/S),da '(y)K E Z(L/K)tal que

(a (Y)K) =yS.

* ó(a(g).xK) = g((a(g).1)K) = a(a(g).x)S = (9.0 (x))S = g.06(xK).
Logo, é é um isomorfismo de grupos abelianos e, deste modo, temos que ((G, S), Z2(G/S))

e ((L, KO), Za(L/K)) são isomorfos.

Portanto, pela Proposição 5.1.2, temos que

E(G, 5, Z(G/S)) = E(L, K, Z2(L/K)),

ou seja, E(G,S) = E(L, K).
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Proposição 5.3.2 Seja G um grupo e S um subgrupo de G, com [G: S| = 00. Então,

Der(G, S, Z2(G/S))
P(G,S,Z(G/S)

(b) Se resS : H(G; Z(G/S)) > HS; Za(G/S)) for trivial, então

(a) E(G,S) =1+dim

E(G,S) = 1 + dim H'(G, Z(G/S)).

(c) Se S é normal em G, então

E(G,S) = 1+ dim H*(G/S, Z2(G/S)).

Demonstração : (a) Segue diretamente da proposição 2.4.3.

(b) Se resG = O, temos Ker resY = H'(G, Z.(G/S)) e, assim,

E(G,S) =1 + dim Ker resg = 1 + dim H'(G, Z2(G/S)).

(c) Se 5 é normal em G, segue da proposição 2.4.2 que Ker resg = H'(G/S; Z2(G/S)”). Mas,
para 95 € Z2(G/S), temos sgS = 945, para todo 8 E S pois, sendo S normal em G, g'sg ES,

para todo s E 5. Assim, sa = a, para todo a E Za(G/S) etodo s E 5.
Logo, Z2(G/S)* = Za(G/S) e, temos

E(G,S) = 1 + dim Ker res$ = 1 + dim H(G/S; Z(G/S)).

Exemplo 5.3.1 Sejam G = SE&E H, onde S,H são subgrupos de G e H>= Z. Temos que S é

normal em G e, assim, pela proposição anterior,

E(G,S) = 1 + dim H'(G/S; Z2(G/S)).

Agora, temos que G/S = H e, deste modo, Z2(G/S) = Zo.H.

Logo, E(G,S) = 1 + dim H'(H; 22H).
Como H é um subgrupo de dualidade de Poincaré de dimensão 1, temos que

ShapiroH'(H; ZH) = Ho(H;Ind,Z) = HW((1),%)=Z,.

Portanto,

E(G,S)=1+dim Zo=1+1=2.
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Exemplo 5.3.2 Segue, do eremplo anterior, que E(Z", Z")) =2e ENCZ E Zn, Zm) =2
onde Zn, é o grupo cíclico finito de ordem m.

Exemplo 5.3.3 Sejam G um grupo e S um subgrupo de índice infinito em G. Se S é finito

de ordem ímpar, então temos que a ordem de S, denotada por |S|, é invertível em Z2(G/S).

Assim, por [8], IIL.10.2, temos que H'(S, Z2(G/S)) =0O
Deste modo, temos que a aplicação res& é trivial e, portanto, pela proposição anterior,

E(G,S) = 1 + dim H(G; Z(G/S)).

Exemplo 5.3.4 Se G=(a)x(b=XZx*ZeS=(b=XZ, então E(G,S) =
De fato, todo elemento de G pode ser escrito de forma única como a**.b%.....a*rbÔ”, onde

n>1,a,0;EZ e são diferentes de zero, exceto possivelmente a, e bn. Seja f um elemento

de Der(G, 5,Z2G/S)). Notemos que f depende somente de f(a), pois
(1) f(a ­Céro => *f(a), para todo a > O.(2) seo=Saf(6) + flaº) = f(a9, pois fls =O,

f(a*: bi ge poe) = a* br f(at2b2) + f(at bo) —= a*t br f (a) + f(a%"),
e, na situação mais geral,

f(amPVA, athên) = YSana,ati pica f(qoi),

Agora, para duas classes de 5, temos

915 = g25 & q1 = gab, para algum 8 € Z.

Assim, E = (1) U fat bAi. atenpit, onde k > l,05,0; € Z e são diferentes de
O, exceto possivelmente o,) é o conjunto de representantes das classes à esquerda gS. Sejam
fij € Z, as derivações dadas por f;(a) = biaS. Usando o fato que Z2(G/S) é o grupo abeliano
livre, sendo geradores as classes 95,9 € E, pode­se verificar que f; é P(G,S, Z2(G/S)), para
todo j € Z, e (f;j+P(G,S, Z(G/S)),j € Z) é um conjunto infinito de elementos linearmente

Der(G, S, Z2(G/S))
independentes de

Exemplo 5.3.5 Seja G um grupo infinito e 5 = (1) o subgrupo trivial. Então, pela proposição

anterior, (c), temos

E(G, (1)) = 1 + dim H'(G; Z4G).

AAA
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Observação 5.3.1 Hopf e Specker definiram o end clássico de grupos e(G) e Specker mostrou

que, se G é um grupo infinito, então e(G) = 1+dim H'(G; Z3G). Assim, o invariante E(G, S)
é uma generalização do end clássico e(G).

Proposição 5.3.3 Sejam S e T subgrupos de G satisfazendo S <T<G. Se [G: S)=c0oe
[IG : T] < co, então

E(G,S) < E(T,S).

Demonstração : Sejam f : Z2(G/S) — Coind£(Z3(G/T)) o Z2G­isomorfismo composto

ZUG/S) À ZICO g,5Xo > ECO gs,1T( ZITO g,5X2) > Indº(Z(T/S)) > CoindS(Z(T/S))

e nm : CoindS(Z3(T/S)) — Z3a(T/S) a projeção natural.
Então,

nof:Z(G/S)—> Z(T/S).

Consideremos o diagrama

H(G; Z2(G/S)) H'(S; Z2(G/S))
(ida, f)* | =

H'(G; CoinF(Z2(G/S)))
Gm|

H'(T;Z2(T/S)))

onde 7 : T — GG é a inclusão.

Podemos ver que o diagrama acima é comutativo e

(3,1 o f)*(KerresS) Cc Kerresg.

Assim, como (3,7 o f)* é isomorfismo, temos um monomorfismo

(jmo f) Ixerresg : Ker res — Kerress.

Logo, dim Ker E < dim Kerg. Portanto, E(G,S) < E(T,S).

ES
AVAVAN

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



5.3. O INVARIANTE E(G,S) 96

Observações: (1)A desigualdade acima não é verdadeira se [G : T] = oo. Por exemplo, se

S=11), T=(0)=ZeG=(0)*x(b)=X2Z*Z temos, por exemplos anteriores,

FE(G,S) =00 > E(T,S) =2.

(2) Em geral, não existe relação entre E(G,T) e E(G,S5), com S<T<Ge[lG:T]=oo.

Exemplo 5.3.6 Sejuim G=ZEZEZ, T=ZOZS(Nes=ZEP1)S(1). Temos
[G:T]=2,[G: S] =00o e [T : S]=00. Assim, pela proposição anterior, E(G,S) < E(T,S).
Mas, pelo exemplo 5.3.1, temos que E(T,S) =2. Portanto, E(G,S5) < 2.

Vimos, nos exemplos, 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.4, cálculos em que o invariante E(G,S) assume

os valores 2 ou oo. Veremos mais adiante exemplos de pares (G, S) onde E(G,S) =1.

Nosso objetivo é provar que, sob certas hipóteses, E(G,S) só assume os valores 1,2
ou co. Não sabemos se o mesmo é verdadeiro sob hipóteses mais gerais. Para tal objetivo,

necessitamos do seguinte lema.

Lema 5.3.1 Se G é um grupo infinito finitamente gerado, com vcdG < oco, então qualquer
Z2G­submódulo de H(G; Z2G) tem dimensão O, 1 ou co, quando considerado como Z2­espaço
vetorial.

Demonstração : Sendo vcd G < co, por definição, existe 5 subgrupo de G, com [G: S] <oo e
cd S < oo. Assim, por [1], Teo. 1.4.16(i), temos que H!(G; Z2G) é ZaS­isomorfo a H!(S; Z2S).

Logo, todo Z.G­submódulo de H!(G; Z2G) pode ser visto, em particular, como um Z35S­
submódulo de H!(S; Z25S).

Deste modo, basta demonstrarmos o Lema para o subgrupo 5.

Seja V um Z2S­submódulo de H!(S; Z2S), com 0 < dimV < oo. Como G é finitamente

gerado e [G : S] < oo então, por [29] (1.6.11), temos que S é finitamente gerado. Assim, por
Prop. 4.3.1, S é do tipo FP.

Agora, do fato de G ser infinito e [G : S] < oo, temos que S é infinito. Logo, pela Prop.
1.4.6, temos

(Indé Za) =(Z2S)S = HºW5; L285) =0.

Deste modo, por [3] ou [15], concluímos que
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e, assim, dim V=I.

Portanto, qualquer Z,G­submódulo de H'(G; Z2G) tem dimensão 0, 1 ou co, quando
considerado como Z,3­espaço vetorial.

Observação 5.3.2 No artigo [15], Farrel afirma que o resultado anterior é válido supondo

apenas G finitamente presentado. Porém, não encontramos a demonstração deste fato em

nenhuma das referências pesquisadas.

Estamos agora em condições de demonstrar o seguinte fato:

Teorema 5.3.1 Sejam G um grupo, S < T subgrupos de G, com S normal em T e

[G: S] = 00. Suponhamos que T/S seja finitamente gerado, com vced(T/S) < co, e que

&º : H(G; IndF(Z(T/S))) — H'(G;CoindF(Z(T/S))),

induzida do mergulho é : IndG(Z(T/S)) — CoindS(Z3(T/S)) seja monomorfismo. Então,

E(G,S) assume somente os valores 1,2 ou co.

Demonstração : Como E(G,S) = 1 + dim KerresS, onde resZ$ é a aplicação restrição
(res : H)(G; Z(G/S)) — H'(S; Z2(G/S))), mostremos que KerresS é Zs(T/S)­isomorfo a
um Z2(T/S)­submódulo de H'(T/5; Z2(T/S)). Assim, pelo Lema Anterior, teremos o resul­
tado desejado.

Denotemos por g a classe g.5, q E G, e consideremos a aplicação

$: Z3(G/5) > Z(T/S)

gg (go 1)(1),
onde & é o mergulho definido por

& : IndF(Z(T/S)) — CoindS(Z(T/S))

9JOmç(gem)=g.7o(m),

onde 4 : Zo(T/S) — CoindS(Z(T/S)) é tal que
hm, sehE 5;eotm)(h) =9 S

Na verdade, À é à composta das seguintes aplicações :
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IM gol

 : Z2G OT LUT/S) = IndS(Z(T/S)) — Coindf(Z(T/S)) = Homr(X1G, ZLAT/S)) e,

7 : HomaT(Z2G, Za(T/S)) — Za(T/S) definida por

f(1), para todo f E HomT(Z2G, Z2(T/S)) e 1 identificado com a unidade 1L.e € Z2G,

ou seja,

dg=roçoy.

Explicitamente, temos
­— 91 segeT,;é(9) & Cc.c.

Consideremos idg : G —­ G ea incdusão i : T OS GG. Temos que

(1,0)* : HG; Z(G/S)) — HT; Z(T/S)) é à composta (i,7)* o (idg,p)* o (ide,V)* =
= (i, 1)*op*oy* e é monomorfismo, pois (1, n)* : HG; Coind&(Za(T/S)) — HT; Zs(T/S))
é isomorfismo de Shapiro (Prop. 2.3.1), ­5* é monomorfismo, por hipótese, e v* é isomorfismo,

pois V o é.

Temos também que &* : H!(S; Z2(G/S5)) — H'(S; Za(T/S)) é induzida de (ids, é).
Seja p: T—» T/S a projeção canônica. Por [8], VII.6.4., temos a sequência exata

0 H(T/S; X2(T/S)) 3 HT; %2(T/S)) ES HS; 2(T/S)),
com Imí(p"*) = Kerresg. Logo,

H'(T/S; XZ(T/S)) = KerresZ.

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo:

H'(G; Z(G/S)) "É HS; X(G/S))
(1,69)* (D) d* = (ids,d)

H'(T/S; Z(T/S)) E HT; Z(T/S)) res H'(S; Z(T/S))
Do fato de S ser normal em T temos definida uma ação à direita de T/S em Z2(G/S),

isto é, gn = gn. Temos também uma ação natural à direita de T/S em Z2(T/S) dada por

nn, = nn.
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Logo, Z(G/S) e Z(T/S) são Z2(T/S)­módulos à direita e podemos ver facilmente

que induzem estrutura de Z2(T/S)­módulos à direita no grupos de cohomologia acima, a saber:

[ln =[fn], onde (fn)(x) = f(x).N,

com f representando uma classe de cohomologia e f(x) € Z2(G/5) ou f(x) € Zx(T/S).

As aplicações res&,res£ e p* são aplicações de Za(T/S)­módulos.
Veriquemos que (1, 0)* é Za(T/S)­aplicação.

Primeiramente, notemos que é é uma aplicação de Z2(T/S)­módulos. De fato,

—— ))gnsegemT; e,ó(gn) = E caso contrário.

ó(9)n = | caso contrário.
Logo, é(g.n) = g(g).n. Deste modo, (1, 9)" é Z2(T/S)­monomorfismo.
Como res$ é Z2(T/S)­homomorfismo, temos que Kerres&Y é Z2(T/S)­submódulo de

H(G; Z2(G/S)).

Do fato do diagrama ([) ser comutativo temos que

(1, 9)" (Kerres]) C KerresZ.

Logo, p* ((i, 9) (Kerres$)) é um Z2(T/S)­submódulo de H'(T/S; Z(T/S)). Assim,

dim Kerresg = dim (i, 9)” (Ker res&S) ((1, 9)" é monomorfismo)

= dim p* (1, 9)" (Ker resS) (p* é monomorfismo)

= 0,1 ou co. (Lema Anterior)

Portanto,

E(G,S) =1 + dim Kerres] = 1,2 ou co.

Ha

Corolário 5.3.1 Sejam S < T < G grupos, com S normal em T, [a : T] <co e [G: S] = co.
Se T/S é finitamente gerado e vcd(T/S) < co, então E(G,S) assume somente os valores 1,2
OU OO.

ES
AVAVAN

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



5.3. O INVARIANTE E(G,S)

Demonstração : Sendo [G : T] < oo, pela Prop. 1.4.3, temos que

& : IndéM — CoindêM

é isomorfismo, para qualquer Z3T­módulo M. Em particular, para M = Z(T/S). Assim,
* : HG; IndS(Z(T/S))) — H!(G; CoindS(Z(T/S))), induzida de é, é monomorfismo e
estamos nas hipóteses do Teorema Anterior.

Portanto, E(G, S) assume os valores 1,2 ou co.

Exemplo 5.3.7 Sejam G um PD"­grupo e S um PD"!­subgrupo de G, com [N : S] = co,
onde N é o normalizador de S em G. Por [20], Lema 3.1, temos que [G: Nj <oo e N/S tem

um subgrupo cíclico L/S de índice finito. Assim, vcd(N/S) =.

Além disso, como G é finitamente gerado, temos que N e, deste modo, N/S, são finita­

mente gerados. Logo, estamos nas hipóteses do Corolário Anterior e, portanto, E(G,S) = 1,2
OU OO.

Exemplo 5.3.8 Seja H um grupo, com vcd H <oo e H finitamente gerado (por exemplo, H

igual ao grupo livre com nº geradores, n > 1). Consideremos os grupos Z e Z/pZ = Z,, onde

p é qualquer inteiro positivo. Temos que Z atua em %Z,, da seguinte forma:

ZxZy>DZ,

Logo, podemos tomar o produto semi­direto £, x» Z, onde a operação de grupo é dada

(n,a) * (m,b) = (n+am,a+b)=(n+(­1)º'mMma+b).

Sejam G= HE(Z, x Z), N= HE(10)XZ) e S5S=(0)x Z.
Se p=2, temos que a ação de Z em Za é trivial e, assim, Za 1 Z = ZDZ. Se

pÉ2, a ação de £Z em Z, não é trivial e S não é normal em G.

Temos que [G: N] <0o, SN, [N:S] =00o e N/S5= H.
Logo, estamos nas hipóteses do Corolário anterior e, portanto, E(G,S) = 1,2 ou co.
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5.4. INTERPRETAÇÃO TOPOLÓGICA DE E(G, 5)

5.4 Interpretação Topológica de E(G, S)

Neste parágrafo veremos uma interpretação de E(G,S) em termos de cohomologia relativa
de CW­complexos, tomada com coeficientes locais.

Proposição 5.4.1 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G, com [G: S] =0o. Se (X,Y) é
um par Eilenberg­Maclane realizando topologicamente (G,S), então

H'(X,Y;Z(G/S))
F(G,S) =1+dim F(G/S)S ,

onde H'(X,Y;Z2(G/S)) é tomada com coeficientes locais dados pelo Z2G­módulo Z(G/S).

Demonstração : Segue da proposição 5.2.1.

Exemplo 5.4.1 Sejam G = (t) * (s), S = (sts't!) e H = (s). Consideremos X igual ao

toro Tº menos um disco aberto Y = OX. Vimos, no Ertemplo 3.3.2, que (X, Y) é um par
Eilenberg­Maclane realizando (G, S). Logo, pela Prop. Anterior e Exemplo 5.5.4, temos

H'(X,Y; Z(G/S))E(G,S) =1 + dim EG/S)* = 1.

Exemplo 5.4.2 Sejam G=(a)P(=ZPZeS=(a)=>=Z. Temos que (G,S) é realizado
topologicamente pelo par Eilenberg­Maclane (T?º, S!) e, então,

H'(T?, S!; Z(G/S)) S:normal em G 14 dim EOS!; Z2(G/S))
Z(G/S)* Z2(G/S)

E(G,S)=1+ dim

Como E(G,S) = 2, pelo exemplo 5.3.1, segue que

HUNT,51; 22(G/S)) ”
ZXG/S) TO

Exemplo 5.4.3 Seja G um grupo infinito e S = (1) o subgrupo trivial. Temos

H'(X, (x9); 22G)
E(G, (1)) = 1 + dim EC )

onde X é um K(G,1) exo é o vértice de X.
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5.5. O INVARIANTE E(G,S5) E DUALIDADE

5.5 O Invariante E(G,S) e dualidade

Vamos agora estudar o invariante E(G,S) no caso em que G e S satisfazem certas

propriedades de dualidade.

Usaremos os isomorfismos de dualidade para computar E(G,S) em alguns casos espe­
ciais.

Proposição 5.5.1 Sejam G um D"”­grupo com módulo dualizante C e S um subgrupo de G.

Então,

(i) Se S é um D"!­subgrupo de G com módulo dualizante ResGC (em particular, se G e 5
são grupos de dualidade de Poincaré sobre Za), então E(G,S) < 2.

(11) Se hd5 <n — 2, então E(G,S) =1.

Demonstração : (i) Pela Proposicão 4.1.1, temos que, em (1) e (ii), [7 : S] = oo. Logo, podemos

definir E(G,S). Além disso,

Prop.1.4.5H(G; Z2(G/S)) FPP q, (G;C O Z(G/S)) = H,(G;CSIndSH,) "E

Propl45 q, 1(G; IndS(ResSC E Z2)) “E"*º Ha 1(S; ResSC E).

Como, por hipótese, S é um D"­!­subgrupo de G com módulo dualizante ResSC, temos:

H(G; Z2(G/S)) = Ha 1(S; ResSC & Za) E H%W0S; Z9) = Zo.

Logo, dim KerresS < 1.
Portanto, E(G,S) = 1 + dim Kerres$Y < 2.

(it) Agora, se hd S <n — 1, temos que

H(G; Z(G/S)) = Hh1(S; IndS((ResSC) & Z2)) =O.

Logo, KerresS = O e, portanto,

E(G,S) = 1 + dim Kerresg$ =1.
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5.5. O INVARIANTE E(G,S) E DUALIDADE

Exemplo 5.5.1 Se G= Z* e S=Z2Z"?, então E(G,S) =1.

De fato, temos hd S = k — 2 e, como vimos acima, G é um PD*­grupo.

Portanto, pela Proposição Anterior (ii), E(G,S) = 1.

Exemplo 5.5.2 Se G é um PD”­grupo qualquer, n > 2, e S um subgrupo finito de G, então

E(G,S) =1.

De fato, como G é um D”­grupo, pela Proposição 4.5.1, G não tem Za­torção. Logo,

S não tem Za­torção. Deste modo, pela Proposição 4.5.3, S é um Dº­subgrupo e, assim,

hd5=0<n­2.

Portanto, pela Proposição Anterior (ti), E(G,S) = 1.

Exemplo 5.5.3 Seja G = (M*), onde M=XxS!', com X a superfície orientada de genus
2. Temos, então,

G=T(M)=HxK,

onde H = (a,,b1,a2,ba;(avbrazbr) (asbzaz! ba!)=1) eKMK=(t)> Z.
Consideremos S = (aaz'). Então, G é um PD?­grupo, H é um PDº­subgrupo e K, S

são PD'!­subgrupos. Portanto, pela Proposição Anterior,

E(G, K) = E(G,S) =1, E(G,H)<2 e E(H,S)<2.

Veremos agora um resultado que nos dá uma condição necessária para que um par grupo

(G,S) seja um D"­par.

Teorema 5.5.1 Se (G,S) é um D"­par, com [G : S] = co, então E(G,S) = 1.

Demonstração : Observemos, primeiramente, que a hipótese [G : S] = oo implica n > 1, pois

se (G,S) é um D'­par, pela Prop. 4.7.1, G é um Dº­grupo e, assim, pela Prop. 4.5.3, G é
finito. Logo, [G : S] < oco. Absurdo!

Consideremos a seqiiência exata longa (Definição 5.1.1) para o par (G,S) e M =

ES
AVAVAN

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



5.5. O INVARIANTE E(G,S) E DUALIDADE

0 > Hº(G; Z(G/S)) > HºS; Z(G/S)) &É H(G,S; Z2(G/S)) &3
2 HG; Z(G/S))&res H(S; Z(G/S))

Seja C' o módulo dualizante de (G, S). Então,

H'(G,S; Z2(G/S5)) = H,(G;C E ZL(G/S)) (Dualidade)

­oC E IndSZ,)1(G; IndS((ResSO)& Z2)) (Prop. 1.4.5)

5; (RessO) &Z2)) (Shapiro)

(ação trivial em Z3).

Agora, observemos que

Prop.2.2.2Hº(G; Z(G,S))

Assim, pela exatidão da sequência, temos Keró = O, ou seja, ó é injetora.
Logo, sendo H!(G, S; Za(G/S)) = Za, temos que

Hº(S; Z2(G/S)) = Z, ou Hº(S; Z(G/S)) =

Hº(S; Za(G/S)) = (Z(G/S))*, o qual contém (0,15) = Z,.

Assim, Hº(S; Z2(G/S)) =

Logo,

H'(G,S; Z(G/S)) H(G,S;Z(G/S))
Ker J

"

Imí(ó)Ker res] = Im(J)—

— H(G,S;Z(G/S) H(G,SZ(G/S) X ­ o
— HºWS; Z(G/S))/Keró — HºWS;H(G/S) &

Portanto,

E(G,S) =1 + dim Kerresg =1.
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5.5. O INVARIANTE E(G,S) E DUALIDADE 105

Exemplo 5.5.4 Consideremos G = (a) x (D) = ZxZeS=(aba bh!) = XZ. Então,
E(G,S) =1.

De fato, por Exemplo 4.8.1, (G, 5) é um PDº?­par. Portanto, pela Proposição Anterior,
FE(G,S) =1.

Observação 5.5.1 Sejam G = (a)x(b) = ZxZ, H=(0) = Z eS=(aba!'b!)=ZXZ. Não
existe isomorfismo de pares de grupos v : (G,S) > (G, H), ou seja, não existe isomorfismo

a: GG, com a(S)= H.

De fato, se existisse tal isomorfismo, teríamos E(G,S) = E(G, H). Porém, pelo exemplo

anterior, E(G,S) = 1, enquanto que E(G, H) = oo, pelo exemplo 5.3.4. Portanto, (G, 5) não
é isomorfo a (G, H).

Observação Final: Invariantes ends foram estudados também por outros autores. Houghton,

em [17], e Scott, em [32], deram uma definição do número de ends e(G, 5) de um par de grupo e

Kropholler e Roller, em [21], introduziram um outro invariante end denotado por é(G, S). Esses

dois invariantes estão relacionados entre si e com o invariante E(G, S). Vale, por exemplo, que
“Se G é um grupo e 5 um subgrupo de G, com [G: 5] = oo, então E(G,S) < e(G,S) <

< êé(G, S)” (ver [21] e [2]). No entanto, os invariantes e(G, 5) e é(G, S) não fornecem condições

para que (G,S) seja um PD"­par, como ocorre com o invariante E(G,S). Há exemplos de
PD”­pares com e(G, 5) = é(G,S) = oo e exemplos de PD"­pares com e(G,S) = é(G,S) = 1

(ver [2], Observação 3.4 (3)).

ES
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



Referências Bibliográficas

[1] Andrade, M.G.C.; Invariantes Relativos e Dualidade, Tese de Doutorado, IMECC­
UÚ õ

UNICAMP, Campinas, 1992.

[2] Andrade, M.G.C.; Fanti, EL.C.;A Relative Cohomological Invariant for Pairs of Groups,
Manuscripta Math. 83, 1994.

[3] Bieri, R.; Homological Dimension of Discrete Groups, Queen Mary College Math. Notes,
Queen Mary College, London, 1976.

[4] Bieri, R.; Eckmann, B.; Relative Homology and Poincaré Duality for Group Pairs, Journal
of Pure and Applied Algebra 13, pp. 277­319, 1978.

[5] :Bieri, R.; Eckmann B.; Finiteness properties ofduality groups, Comment. Math. Helv. 49,
pp. 74­83, 1974.

|

[6] Bestvina, M.; Brady, N.; Morse theory and finiteness properties of groups, Invent.
Math.,129, nº 03, p.445­470, 1997.

[7] Brown, K. S.; Homological criteria for finiteness, Comment. Math. Helv. 50, pp. 129­135,
1975. |

[8] Brown, K. S.; Cohomology of Groups, G.T.M. 87 Springer­Verlag, New York, 1982.

[9] Cioca, D. M.; Cohomologia e Ends de Grupos, Dissertação de Mestrado, IBILCE­UNESP,
1997.

[10] Dicks, W.; Dunwoody, M.; Groups acting on graphs, Cambridge University Press, 1988.

[11] Eckmann, B.; Múller, H.; Poincaré Duality Groups of Dimension Two, Comm. Math.
Helvetici 55, pp. 510­520, 1980.

ES
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 107

[12] Eckmann, B.; Linell, P.A.; Poincaré Duality Groups of Dimension Two II, Comm. Math.

Helv. 58, pp. 111­114, 1983.

[13] Eilenberg, S.; Homology of Spaces with Operators 1, Trasn. Amer. Math. Soc. 61, pp.

378­417, 1947; errata 62 (1947) 548.

[14] Eilenberg, S.; Ganea, T.; On the Lusternik­Schnirelmann category of abstract groups, Ann.
of Maths. 65, pp. 517­518, 1957.

[15] Farrel, F.T.; Poincaré Duality and groups of type (FP), Comment. Math. Helv. 50, pp.
187­195, 1975.

[16] Greenberg, M.J.; Lectures on Algebraic Topology, W.A., Benjamin, Inc., 1966.

[17] Houghton, C.H.; Ends of locally compact groups and their coset spaces, J. Aust. Math. Soc.

17, 274­284, 1974.

[18] Hu, S.T.; Introduction to Homological Algebra, Holden­Day Series in Mathematics, Holden­

Day Inc. São Francisco, 1968.

[19] Johnson, F.E.A.; Wall, C.T.C.; On groups satisfying Poincaré duality, Annals of Math.

96, pp. 592­598, 1972.

[20] Kropholler, P.H.; Roller, M.A.; Splittings of Poincaré duality groups, Math. Z. 97, pp.
421­438, 1988.

[21] Kropholler, P.H.; Roller, M.A.; Relative ends and duality groups, Journal of Pure and

Appl. Algebra 61, pp. 187­210, 1989.

[22] Lázaro, C. A.; Módulos e (Co)homologia de Grupos, Relatório Científico FAPESP, 2002.

[23] Lima, E.L.; Grupo Fundamental e Espaços de Recobrimento, Instituto de Matemática Pura

e Aplicada, 1977.

[24] Macedo, B.L.; Propriedades Homológicas de Finitude e Grupos de Dualidade, Dissertação
de Mestrado, IBILCE­UNESP, 2002.

[25] MacLane, S.; Homology, Springer­Verlag, Berlin, 1967.

ES
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 108

[26] Massey, W.S.; Algebraic Topology: An Introduction, Springer­ Verlag, New York, Inc., 1967.

[27] Ribes, L.; On a Cohomology Theory for Pairs of Groups, Proc. of the A.M.S. 21, pp.

230­234, 1969.

[28] Papani, F.M.G.; Cohomologia de Grupos, Dualidade e Aplicações ao estudo do Invariante

Algébrico E(G, S, M), Dissertação de Mestrado, IBILCE­UNESP, 1997.

[29] Robinson, D.J.S.; A Course in the Theory of Groups, G.T.M. 80, Springer, Berlin, 1982.

[30] Rotman, J.J.; An Introduction to Homological Algebra, Academic Press, Inc., 1979.

[31] Schubert, H.; Topology, MacDonald & Co. (Publishers) LTD, 1968.

[32] Scott, P.; Ends of pairs of groups, Journal Pure and Appl. Algebra 11, 179­198, 1977.

[33] Serre, J. P.; Cohomologie des groupes discrets, Ann of Math. Studies 70, pp. 77­169, 1971.

[34] Spanier, E.H.; Algebraic Topology, McGraw­Hill, New York, Inc., 1966.

[35] Stallings, J.R.; On torsion free groups with infinitely many ends, Ann. of Math. 88, pp.
312­334, 1968.

[36] Swan, R.; Groups of cohomological dimension one, J. of Algebra 12, pp. 585­610, 1969.

[37] Thomas, C.B.; Splittings theorems for certain PD?­groups, Math. Z. 186, pp.201­209, 1984.

[38] Vick, J.W.; Homology Theory, Academic Press, Inc., 1973.

[39] Wall, C.T.C.; Finiteness conditions for CW­complexes, Ann. of Maths. 81, pp. 56­69, 1965.

[40] Wall, C.T.C.; Finiteness conditions for CW­complexes II, Proc. Royal Soc. A. 295, pp.
129­139, 1966.

[41] Whitehead, G.W.; Elements of Homotopy Theory, G.T.M. 61, Springer­ Verlag, New York,
1978.

ES
AVAVAN

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



cm 6 7

ES
AVAVAN

:unesp 12 13 14 15 16 17 18 19


