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Resumo

Através da teoria de (co)homologia relativa de grupos, Andrade e Fanti introduziram um in-
variante algébrico, denotado por E(G,S; M), onde G é um grupo, S é uma familia de subgrupos
de G de indice infinito e M é um Z,G-médulo.

O principal objetivo deste trabalho é estudar o invariante E(G,S; M) no caso particular
S = {S} e M = Z,(G/S), o qual denotamos por E(G,S), obtendo vérios resultados e
aplicacoes desse invariante, principalmente nos casos em que G e S satisfazem certas pro-
priedades de dualidade.

Para tal propésito, fizemos um estudo das teorias de (co)homologia absoluta e relativa de
grupos, relacionando as de espagos topoldgicos, e da teoria de grupos e pares de dualidade.

Palavras-chave: Cohomologia de Grupos, Grupos e Pares de Dualidade, Invariante E(G, S).
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Abstract

Based on the theory of relative cohomology of groups, Andrade e Fanti introduced an
algebraic invariant, denoted by E(G,S; M), where G is a group, S is a non empty family of
(not necessarily distinct) subgroups of infinite index in G and M is a F5G-module.

In this work we consider that invariant E(G,S; M) in the special case § = {S} and
M = H5(G/S), which we denote E(G,S), obtaining some results and applications of that
invariant, specially in the case where G and S have certain properties of duality.

For that purpose, we study absolute and relative (co)homology theories of groups, re-
lating with these theories for topological spaces, and the theories of duality groups and pairs.

Keywords: Cohomology of Groups, Duality groups and pairs, Invariant E(G, S).
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Introducao

A defini¢ao de (co)homologia relativa, H*(G,S; M) e H.(G,S; M), para um grupo G
e S um subgrupo de G, foi introduzida por Ribes em [27]. Mais tarde, Bieri e Eckmann,
em [4], introduziram a definigdo de (co)homologia relativa para um grupo G e uma familia
S = {S;, i € I} de subgrupos de G e, em [2], Andrade e Fanti demonstraram que a defini¢ao
dada por Bieri e Eckmann é uma generalizagdo da apresentada por Ribes, no sentido que,
tomando S = {S}, as duas defini¢des coincidem (a menos de isomorfismo).

Através desta teoria de (co)homologia relativa de grupos, Andrade e Fanti definiram
o invariante algébrico E(G,S; M), onde G é um grupo, S = {S;, ¢ € I} é uma familia de
subgrupos de indice infinito em G e M é um Z,G-moédulo.

O objetivo deste trabalho é estudar o invariante E(G,S; M) no caso particular § = {S}
e M = Z»(G/S), obtendo vérios resultados e aplicagdes do invariante E(G,{S}; Z2(G/S)),
denotado por E(G, S), a teoria de grupos e pares de dualidade.

A seguir relatamos o objetivo de cada um dos 5 capitulos em que este trabalho estd
dividido.

No Capitulo 1 serdao apresentados resultados da teoria de f\.lgebra Homoldgica, de fun-
damental importancia para os capitulos posteriores. Inicialmente, introduzimos os conceitos de
RG-médulos e Resolugdes de R sobre RG, onde R é um anel comutativo com unidade e G um
grupo denotado multiplicativamente. Em seguida, veremos como obter resolucoes de R sobre
RG via topologia, por meio de CW-complexos denominados K (G, 1)-complexos.

Na secao seguinte, apresentamos os mddulos coinvariantes e invariantes, bem como seus
isomorfismos com R ®pc — e Hompe(R, —), respectivamente.

Encerramos este capitulo fazendo um estudo sobre os médulos induzidos e coinduzidos,
médulos estes muito importantes em todo trabalho, principalmente no isomorfismo de Shapiro
e na obtencdo de resultados sobre grupos e pares de dualidade e, ainda, enunciando alguns

resultados importantes utilizando tais médulos.
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INTRODUCAO

No capitulo 2, apds a apresentagao de alguns resultados sobre ® e Hom, definimos os
n-ésimos grupos de homologia e cohomologia do grupo G, com coeficientes no RG-médulo M:
H,(G,M) = H,(F Qre M) e H"(G,M)= H"(Hompg(F, M)),
onde ¢ : F — R é uma resolugao projetiva de R sobre RG. Como exemplos, calculamos
H.(G,M) e H*(G,M) para os casos em que G = F(S): grupo livre gerado por um conjunto

S, G é um grupo ciclico infinito e ciclico finito de ordem n com gerador t.

Na préxima segdo, apresentamos o Lema de Shapiro, que relaciona a (co)homologia
de um grupo G com a (co)homologia de seu subgrupo H, e através de resultados sobre
IndS,(Res§ M) e Coind$;(Res$; M), enunciamos uma outra versio do mesmo lema. Ainda
nesta se¢ao, apresentamos uma interpretagao de H'(G; M) em termos de derivagoes e derivagdes

principais, a saber
Der(G, M)
P(G,M) "’

onde Der(G,M) ={f:G — M/f(zy) =xf(y) + f(z),Va,y € G} e
P(G,M) = {d,, € Der(G,M),m € M/dn(g9) = gm —m,Vg € G}.

Em seguida, vendo H, e H* como funtores, observamos que H,(—,—) é um funtor

HY(G; M) =

covariante em uma determinada categoria C, e H*(—,—) é um funtor contravariante em uma

categoria D. Além disso, apresentamos os homomorfismos cor$ e res$;, chamados de aplicagao

co-restricao e aplica¢do restricdo, respectivamente, e alguns resultados envolvendo Ker 'res?,,
que serao muito utilizados no dltimo capitulo.

Para finalizar este capitulo, mostramos uma interpretagao topoldgica para H,(G; M) e
H*(G; M), relacionando a (co)homologia de um grupo grupo G com a (co)homologia de um
espago K (G, 1), conseguindo assim vérios exemplos com célculo de (co)homologia de um espago
topoldgico através da (co)homologia de um grupo e vice-versa e, temos ainda, um exemplo que
nos mostra que, em geral, a homologia de um grupo G ¢ diferente da homologia do espago G.

No capitulo 3, iniciamos apresentando o conceito de (co)homologia relativa H*(G, S; M)
e H,(G,S; M), para um grupo G e uma familia S = {S;, ¢ € I} de subgrupos de G, com
coeficientes em um RG-médulo M, com R um anel comutativo com unidade. Em seguida,
mostramos que H*(—, —; —) e H,(—, —; —) sdo funtores de duas varidveis ((G, S); M) e obtemos
seqiiéncias exatas longas em (co)homologia para o par (G,S).

Finalizando este capitulo, apresentamos o conceito de um par (G,S) ser realizado

topoldgicamente por um par Eilenberg-Maclane (X,Y) = K(G,S;1), ilustrando esta teoria
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INTRODUCAO

com varios exemplos. E, através deste conceito, temos uma interpretacao topologica para a
(co)homologia relativa de grupos, um resultado que relaciona a (co)homologia de grupos com
a (co)homologia de pares Eilenberg-Maclane, a saber:

“Se (X,Y) é um par Eilenberg-Maclane realizando o par grupo (G,S) e M é um RG-

modulo trivial, entao

Hy(G,8; M) ~ Hi(X,Y; M) e, H¥(G,S; M) ~ H¥(X,Y; M)".

Com este resultado, podemos calcular (co)homologia relativa de grupos através de (co)homologia
relativa de espagos.

No Capitulo 4, apresentamos inicialmente a definicdo de dimensdo cohomoldgica de
um grupo G (ed G), alguns exemplos e resultados usando tal conceito. Em seguida, temos
as defini¢coes de modulo finitamente presentado e de resolugoes de tipo finito, com algumas
proposigoes envolvendo tais resolugoes.

Nas duas se¢oes seguintes, estudamos os grupos de tipo F'P,, FP e FL. Além disso,
apresentamos uma interpretacao topolégica para grupos de tipo F'P, usando o conceito de
espago finitamente dominado, e relacionamos os grupos de tipo F'L com o complexo finito
K(G,1).

Na se¢ao posterior, apresentamos o importante conceito de grupos de dualidade, ou
seja, grupos que satisfazem certos isomorfismos de dualidade em homologia e cohomologia.
Definimos também grupos de dualidade de Poincaré de dimensao n (P D"-grupos) e mostramos
que o médulo dualizante C e a dimensao n que aparecem na defini¢ao de um grupo de dualidade
sao determinados por G. Ainda nesta se¢do, temos uma proposigao que caracteriza os grupos
de dualidade em dimensées baixas.

A secao seguinte apresenta uma interpretagao topoldgica para grupos de dualidade de
Poincaré, através da teoria de variedades asféricas, a saber:

“Se G é um grupo tal que existe uma variedade asférica X fechada (compacta e sem bordo) de
dimensao n, com 7;(X) = G, entdao G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n”,
conseguindo assim exemplos de P D"-grupos.

Uma outra teoria bastante importante é apresentada na proxima secao, os conceitos de
pares de dualidade de dimensao n (D™-pares) e pares de dualidade de Poincaré de dimensao n
(PD"-pares), observando que o conceito de grupo de dualidade é um caso particular do conceito

de par de dualidade.

AVA
AVAVAY
cm 1 2 3 4 5 6 7 8unesp 12 13 14 15 1¢ 17 18 19



INTRODUCAO

Para encerrar o capitulo, temos a interpretacao topolégica para pares de dualidade, um
resultado que mostra a relagdo entre PD"-pares e variedades e também fornece um critério
para se produzir exemplos de PD"-pares através de modelos topoldgicos, a saber:

“Se (G, S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg-Maclane (X,Y) = K(G,S,1),
onde X é uma n-variedade orientdvel com bordo, compacta e Y = 90X, entao (G,S) é um
PDm™par”.

Finalizando o trabalho, o Capitulo 5 apresenta o estudo do invariante algébrico E(G, S).
Na primeira se¢do, definimos o invariante F(G,S;M), para (G,S§) um par grupo,
S = {S;, i € I} uma familia de subgrupos de G, nao necessariamente distintos, e M um
Z,G-modulo, e apresentamos uma caracterizagao de E(G,S; M).

Em seguida, temos uma interpretagao topoldgica para E(G,S; M) em termos de pares
Eilenberg-Maclane, com exemplo ilustrando tal resultado.

Na se¢do seguinte, apresentamos um caso particular de E(G,S; M), fixando § = {S}
e M = Z,(G/S), o qual denotamos por E(G,S), e mostramos que E(G,S) é um invariante
algébrico para pares de grupos (G, S), com [G : S] = co. Além disso, temos um resultado onde
é apresentada uma caracterizacao de E(G,.S) em termos de derivagoes e derivagoes principais e,
também, a caracterizacio de E(G,S) nos casos em que res$ é trivial e quando S é normal em
G. Através deste resultado, apresentamos varios exemplos de calculos do invariante E(G,.S).
Para encerrar a se¢ao, provamos que, sob certas hipoteses, E(G, S) assume somente os valores
1, 2 ou co.

Na préxima se¢ao, temos uma interpretacao topoldgica de E(G, S) em termos de pares
Eilenberg-Maclane, sendo um caso particular da interpretacao topolégica de E(G,S; M), e
alguns exemplos.

Finalizando, apresentamos um estudo do invariante E(G,S) no caso em que G e S
satisfazem certas propriedades de dualidade, usando os isomorfismos de dualidade para calcu-
lar E(G, S) em casos especiais. Entre outros resultados interessantes, temos um importante
teorema que nos da uma condi¢do necesséaria para que um par grupo (G, S) seja um D"-par,

isto é,

“Se (G, S) é um D"-par, com [G : S] = oo, entdo E(G,S)=1".
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo relatamos alguns resultados da teoria de Algebra Homoldgica, que

serao de fundamental importancia para o desenvolvimento dos capitulos posteriores.

1.1 RG-moédulos e Resolucoes de R sobre RG

Definigao 1.1.1 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e G um grupo denotado multi-

plicativamente, com elemento neutro 1. Seja RG o R-mddulo livre gerado pelos elementos de

G. Assim, um elemento de RG € expresso unicamente na forma sz‘gg), ondery € R e

9€G
rg =0, para quase todo g em G (isto €, exceto para um nimero finito de elementos g em G).

Em RG, as operagoes de adi¢do e multiplicagao sao dadas por

(Z?‘gg) + (Z sgg) =Y (ry+s5)9

9eG geG geG

(Z ""99) : (Z shh) = Z (rgsn)(gh).

9eG heG 9,h€G

Tais operagdes fazem de RG um anel com unidade 1 (1 representa a multiplicagdo da

unidade de R pelo elemento neutro de G), chamado anel grupo de G sobre R.

Definicao 1.1.2 Seja X um G-conjunto, isto €, um conjunto munido com uma agdo de G
em X.

(a) Dizemos que X é um G-conjunto livre se a a¢do de G em X € livre, isto é, g-x = x para
algum x em X se, e somente se, g = 1.

(b) Dizemos que X é um G-conjunto trivial se a acao de G em X € trivial, isto €, g-x =

para todo x em X e para todo g em G.




1.1. RG-MODULOS E RESOLUGOES DE R SOBRE RG

A seguinte proposigao caracteriza os RG-modulos.

Proposigao 1.1.1 Consideremos R um anel comutativo com unidade, G um grupo (multi-
plicativo) e M um conjunto nao vazio. Entdo, M é um RG-mddulo (a esquerda) se, e somente

se, M é um R-mddulo (a esquerda) munido com uma agdo (@ esquerda)de G sobre M.

Demonstragao : Se M é um RG-mddulo, entao M é R-mddulo, considerando:

rm = (rl)m

e a G-agao dada por
g.m := (1grg)m.

Reciprocamente, se M é um R-mdédulo e existe uma acao de G sobre M, entao podemos

dar a M uma estrutura de RG-mddulo da seguinte forma:

(Z rod )= Z ro(g.m).

Definicao 1.1.3 O homomorfismo ¢ : RG — R definido por e(g) = 1, Vg € G, e estendido

linearmente, ¢ denominado aplicagao aumentagao (note que ¢ € sobrejetor).

Definicao 1.1.4 Consideremos a aplicagao aumentag¢do definida acima. O Kernel de tal

aplicagao é chamado ideal aumentacao de RG, o qual denotaremos por A.

Observagoes: (a) Sejam ¢ : RG — R a aplicagio aumentagao definida anteriormente e
a = Z 1,9 € RG. Assim,
geG
e(a)=¢ (Z rgg) =D reele) =D 1o
geG 9€eG geG
Se A é um RG-mddulo trivial, temos
am = (Z ’rgg) m= Z?‘g(g Yim) = ngm = e(a)m.

9€G 9€G e
(b) Todo R-mddulo M admite uma estrutura de RG-mddulo trivial. Basta considerarmos a
G-agdo trivial ¢ : G — Aut(M) tal que ¢(g) = idp, para todo g € G, isto é,

g-m=m,Yme M,Y g € G.




1.1. RG-MODULOS E RESOLUCOES DE R SOBRE RG

Neste caso,
(rgr+r2g2+ ... +rege)m=(ri+ro+...4r)m, € Rg;€G;i=1,....k e me M.

Em particular, o anel R admite tal estrutura (€ o que consideraremos neste trabalho, a menos

que se especifique o contrdrio).

Observagao 1.1.1 Seja X um G-congunto. Entdo, X = U G(z)), onde E é um conjunto
T)\EE
de representantes para as G-orbitas de X.

Proposi¢ao 1.1.2 Sejam X um G-conjunto livre e E um conjunto de representantes para as

G-orbitas em X. Entao, RX é um RG-mddulo livre com base E.

Demonstragao : [8], I.3.

Coroldrio 1.1.1 Se H é um subgrupo de G, entao RG é um RH-mddulo livre com base num

conjunto E de representantes para as H-orbitas em G (que sdao as classes laterais a esquerda de

H em G), isto é, RG = @gRH.

geE

Demonstragcao : Temos que G é um H-conjunto com a a¢ao dada pela multiplicagao dos ele-

mentos de H pelos elementos de G (isto é, h.g := hg), e esta agéo é livre (pois h- g = g se, e

somente se, h = 1). Portanto, o resultado segue da proposicao anterior.

Definicao 1.1.5 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e M um R-mddulo.
Uma resolugao de M sobre R, ou uma R-resolugao de M, é uma seqiéncia erata de R-
modulos:

saee i oy LIS (e g I 5
onde ¢ : Fy — M é chamada aplicagao aumentagao.

Se cada F; é R-mddulo livre (projetivo), dizemos que a resolugao € livre (projetiva).

Notagao: ¢ : F — M denotard uma resolu¢ao de M sobre R, onde F é o complexo de cadeias

o= F 1> ... Fp—0.




1.1. RG-MODULOS E RESOLUCOES DE R SOBRE RG

Observagao 1.1.2 Toda resolugdo livre é projetiva, jd que todo mddulo livre é projetivo.

Lema 1.1.1 Dado um R-mddulo M, sempre podemos construir uma resolugdo livre (e portanto,

projetiva) de M sobre R.

Demonstragao : [18], Teorema III,1.4.

Lema 1.1.2 Se F é uma resolugao projetiva de R sobre RG, e H é um subgrupo de G, entdo

F também é uma resolugao projetiva de R sobre RH.

Demonstragdo : [24], Lema 1.2.2.; [8], Ex.2 - pg.30

Observagcao 1.1.8 Uma resolugao projetiva de bastante importancia, pois facilita muitos
cdlculos na teoria de homologia e cohomologia de um grupo G, € a resolucao bar. Resumida-

mente, se F = R ¢é a resolugdo bar, temos que F, é o RG-mddulo livre gerado pelos simbolos

[91|5"2| v Ign], comg; €G, gi#e, e

Onlg1lge] - - -lgn] = D _(=1)'di[g1lga] - - - 1gn],
i=0

a1(92] - - - |9n] se 1=0
dilg1lgal - - - |gn] = [91] - - - |gi=1|9:gi+1|giz2| - - - |gn] 0<i<n
[91] - - - |gn-1] s ii=m.

Notemos que Fy é gerado pelo simbolo [ ]. Logo, Fy ~ RG e identificamos [ | com
l=1le€ Z,Gee([])=€e(l)=1€R.

Deste modo, em dimensées baizas, esta resolugdo tem a forma:

F, 2 F, 2 RG < R — 0,

glh] — [gh] + [9]
gll-[]=9-1
1,




1.2. OBTENCAO DE RESOLUCOES VIA METODOS TOPOLOGICOS

1.2 Obtencao de Resolugoes via Métodos Topoldgicos

Nesta secao, veremos como obter resolugies de R sobre RG wia topologia, por meio de

CW -complexos denominados K (G, 1)-complezxos.
]

Definigcao 1.2.1 Um G-complexo é um CW-complezo X munido de uma acgdo de G em
X que permuta as células, isto €, se S representa o conjunto das células de X, entdo gS = S,

para todo g em G.
Se a agao de G em X permuta livremente as células, dizemos que X é um G-complexo

livre.

Observagdo 1.2.1 E importante notar que, pelo fato da ag¢ao de G em X induzir um homo-

morfismo dado por

¢:G — Homeo(X)

g — . X=X

tal que py(x) = g - =, temos que, se 0 € uma célula de X, entio p,(0) = g -0 também é uma

célula de X, cuja dimensdo é a mesma de o (ou seja, p, preserva dimensao).

Dado X um G-complexo, podemos formar o complezo de cadeias C,(X, R), onde C\,(X, R)
é 0 R-maodulo livre gerado pelas n-células de X .

A agdo de G em X induz uma ag¢ao em C,(X, R) da seguinte forma:
g-(ao1+ ...+ an0,) i=a19-01+ ...+ ang - Op.

Assim, C,(X, R) torna-se um complexo de cadeias de RG-mddulos.
Definamos a aplicagdo € : Co(X,R) = R

a (0% =1,

para toda 0-célula 0° de X, e a estendemos por linearidade.
Temos que £ é uma aplicagio de RG-mddulos, pois se c° é uma 0-célula, entdo

e(g-0%) =1, pois g.0° também é 0-célula.
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Proposicao 1.2.1 Se X é um G-complexo livre contrdtil, entao o complexo de cadeia celular

aumentado de X
LISt (38 (YOS iy g S RO (0 R <O (L R S R =5
é uma resolucgdo livre de R sobre RG.

Demonstragdo : Seja X, = {0 € X; 0 é uma n-célula} C X.

Temos que C,,(X, R) = RX,, (R-médulo livre gerado pelas n-células).

Agora, como X,, C X e X é um G-complexo livre, temos que X, é um G-conjunto
livre. Logo, pela proposi¢ao 1.1.2, C,(X, R) é um RG-médulo livre com base E, onde E é um
conjunto de representantes para as G-6rbitas em X,,.

Portanto, C,(X, R) é um complexo de cadeias de RG-moédulos livres.

Além disso, sendo X contratil, temos que X tem o mesmo tipo de homotopia de um

ponto e, deste modo,

H?L(.(Xv, R) > Hﬂ({mﬂ}; R) — { gl se n= 0

caso contrario.

Mas,
Ker 0,

O RS Im Op 41

= Ker 8, =Imbpi, n>l.

Resta mostrarmos que I'm 0; = Ker €.

Consideremos

— CHXR) 2 CIX R —r R —3:0

wl«@u
0

Entao,
_ Ker 9y - Co(X,R)
o Imd, — Imd

Sendo ¢ sobrejetora, pelo teorema do homomorfismo, temos

R= HO(X'J R)

CG(Xr R)

~ ] = R
Kere e

Co(X, R)
T Co(X,R)  Im& _ R
i preme - Kers  Kere

Im 0, Im O,
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Deste modo,
Kere
~ 0.
Im 0,
E, como Im 0; C Ker ¢, temos I'm 0, = Ker ¢.

Portanto, o complexo

s S L R ety O a0 B it O (RE DY Ol G U B S B e 3

é exato e, entdo, temos uma resolucao livre de R sobre RG.

Da teoria de espacos de recobrimento, podemos obter muitos exemplos de G-complexos
livres. Para isto, recordemos alguns resultados sobre espagos de recobrimento.

Sejam Y um CW-complexo e p : Vo= Y, um recobrimento de Y. Por [31], I11.6.9.2,
temos que Y também é um CW-complexo (as n-células o de Y sdo as componentes conexas
de p~!(0), onde o é uma n-célulade Y, e plz : & — o é um homeomorfismo). Além disso, G
permuta as células de Y.

Agora, G atua livremente em Y, pois ¢-§ = J se, e somente se, g = 1 ([26], 5.3.2).
Conseqiientemente, G atua livremente nas células de Y.

Deste modo, Y é um G-complexo livre.

Observagiao 1.2.2 Podemos concluir, pela proposicio 1.2.1 que, se Y for contrdtil, o complezo
celular aumentado de Y é uma resolucao livre de R sobre RG, onde Cn()n;', R) é um RG-mddulo

livre com um elemento bdsico para cada orbita de n-célula em Y .

Observacao 1.2.3 Considerando o caso em que Y B Y é um recobrimento reqular, temos,
por definigdo, que G opera transitivamente em p~1(y), isto é, G(y) = p~*(y) para todo y em
p Y (y) ([8], pag.31). Dai, concluimos que cada n-célula de Y nos fornece uma drbita de n-
células em Y. Desta forma, se Y B Y é um recobrimento reqular contrdtil, entao Cn(iu"', R) é

um RG-maddulo livre com um elemento bdsico para cada n-célula de Y .

Vamos definir agora um CW-complexo particular, que satisfaz todas as condigoes citadas

anteriormente.

AVA
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Definicao 1.2.2 Seja Y um CW -complezo tal que

(i) Y é conexo.

(i) T (Y)=G.

(iit) O recobrimento universal Y de Y é contrtil (€ fato conhecido que, para CW -complezos

conexos, sempre existe tal recobrimento universal e este é regular) ([31], I11.6.9.1 e [16], 1.6.7).
Nestas condigoes, Y € dito um complexo de Eilenberg-Maclane do tipo (G, 1) ou

simplesmente, K (G, 1)-complexo.

Observacao 1.2.4 Pode-se mostrar que a condi¢io (iii) da definigdo anterior pode ser
substituida por uma das condigdes abaizo ([8] 1.4):

(iii) Hi(Y) =0, parai> 2.

(iii)" mi(Y) =0, parai > 2.

Observacao 1.2.5 Se Y é recobrimento universal de um CW -complezo Y, temos que Y é

um G-complezo, onde G = m (V).

Observagiao 1.2.6 E fato conhecido que, dado um grupo G, sempre eziste um K(G,1)-

complezo, o qual € inico, a menos de homotopia ([8], VIII. 7.1).

Exemplo 1.2.1 Sejam Y = S!' e G =< a >~ Z. Temos que Y é um K(G,1)-complexo.

De fato, Y é um C'W-complexo conexo, com 7,(Y) = G, e o recobrimento universal de

YéY=R, o qual é contratil. Portanto, por defini¢ao, Y é K (G, 1)-complexo.

Exemplo 1.2.2 Sejam Y = T" = S' x ... x S (toro n-dimensional) e G = Z & ... ® Z
(grupo abeliano livre de posto n).
Temos que Y é um CW -complexo conexo, (YY) = G e o recobrimento universal de Y

é Y = IR", que ¢ contrdtil. Logo, por defini¢do, Y é um K(G,1)-complezo.

Exemplo 1.2.3 Sejam Y = \/S: (bouquet de circulos indexados por um conjunto S) e

SES
G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto S).

Temos que Y é um CW -complezo conexo de dimensao 1, com ezatamente um vértice e

uma I-célula para cada elemento de S e, T(Y) =G ([26], I1V.3.4).

AVA
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Além disso, Y € conexo e, se Y ¢ recobrimento universal de Y, temos que Y tem
dimensio 1 (pois Y 'Y é homeomorfismo local). Assim, Hy(Y) =0, para i > 2.

Portanto, pela observagdo 2.1.2, Y é um K(G,1)-complezo.
Lema 1.2.1 Se X ¢ um G-complezo livre compacto, entdao G € finito.

Demonstragao : Seja X/G o espago das érbitas de X.

Temos que
p: X - X/G
Rl e G T

é recobrimento regular e G atua livremente em X como o grupo das transformagdes de reco-
brimento ([16], pag.21 e [8], pag.17).

Agora, dado Ty € X/G, temos

p (%) = {reX;p(x)=7}
= {;L‘EX: T"—_EO}

= {z € X; reG(x)}

Como a a¢do de G em X é livre, p~!(T) est4 em correspondéncia 1-1 com G. Além
disso, a fibra p~(T) é discreta e fechada ([26], pag.165).

Suponhamos que p~!(Ty) seja infinita. Como esta é compacta, pela propriedade de
Bolzano-Weierstrass, tal fibra possui um ponto de acumulacao que estd em p~1(Ty), 0 que é um
absurdo, pois p~!(Zp) é discreta.

Deste modo, p~!(Zy) é finita e, portanto, G é finito.

9
Exemplo 1.2.4 Sejam G = <a1,...,ag,b1,...,bg,H[az-,b;] = 1> e g, um inteiro maior ou
=1

tgual a 1.

]
Temos que G é o grupo com geradores ay,...,aq,by,...,by, € H[az-,bé] =1 é a unica
i=1
relagdo, onde [a;, b;] = a;b;a; 'b;*. Além disso, G é infinito ([29], 6.4.3).
Temos ainda que G é o grupo fundamental da superficie orientada Y de genus g (soma
conexa de g toros) ([26], IV.5. exemplo 5.3).

Agora, vamos mostrar que Y é um A (G, 1)-complexo.
g , | : I
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Seja Y % Y o recobrimento universal de Y. Como G é infinito, temos, pelo lema
1.2.1, que Y nilo é compacto, assim, Y é uma superficie ndo compacta e conexa. Dai, por (16],
111.22.25, temos que H(Y) = 0. Como Hy(Y) = 0 para k > 2, pois Y tem dimensio 2, temos
que Hy(Y) = 0 para k > 2.

Portanto, Y é um K (G, 1)-complexo.

k
Exemplo 1.2.5 Seja G =< ¢y, ..., Hcf >,

i=1
Temos que G é o grupo fundamental de uma superficie Y fechada nao orientdvel de
genus k, k > 2 (soma conexa de k planos projetivos).

Analogamente ao exemplo anterior, temos que Y é um K (G, 1)-complexo.
Como conseqiiéncia da Proposigdao 1.2.1, temos a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 1.2.2 Se Y ¢ um K(G,1), entdo o complezo de cadeia celular aumentado do

recobrimento universal Y de Y :
sa 3 O (V. RYAUSEN T B €Y, B~ B —+ 0
€ uma resolugao livre de R sobre RG.

Demonstragdo : Como Y é um K(G, 1), entao Y é um G-complexo livre contratil. Logo, pela

prop. 1.2.1, temos que o complexo acima é uma resolugao livre de R sobre RG.

Exemplo 1.2.6 Jd vimos, no ezemplo 1.2.3, que Y = v S! é um K(F(S),1)-complexo, onde
SES
F(S) € o grupo livre gerado por S.

Vamos explicitar uma RG-resolugao livre para tal complexo do sequinte modo:

Seja (Y, p) o recobrimento universal de Y.

Como C,(Y, R) tem um elemento basico para cada n-célula de Y (pois Y é recobrimento

universal de Y, logo, regular), podemos tomar um ponto base 7, em Y (Yo: vértice em f/)

Temos que g, representando a unica G-6rbita de vértices de Y (existe uma 0-6rbita de vértices
em Y para cada vértice em Y). Assim, 7y gera o RG-mddulo livre Cy(Y, R) e, deste modo,

Gol¥:R) = RC:

AVA
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Como base para C‘l(?, R) podemos tomar, para cada s € S, uma 1l-célula orientada e,
de Y, que é projetada sobre S! (orientada no sentido positivo) e temos uma 1-érbita em Y para
cada 1-célula em Y.

Suponhamos que e, tem Yo como ponto inicial e, caso isto nao ocorra, tomamos outro
representante e,, com ponto inicial 7, (ou seja, se e, tem um ponto inicial 7, entdo, existe g
em G tal que g-e; = e,, pois G atua livremente e transitivamente, permutando as células de

Y), onde o ponto final de e, serd s - 7.

De fato, notemos que podemos identificar o grupo das transformagoes de recobrimento
G(Y) com T, (Y, Yo) da seguinte maneira: sejaw : I — Y um lago em Y ([w] € (Y, %0)).
Temos que existe um tunico levantamento w de w, comecando em 7,. Mais ainda, seja
¢: MiY,5) — G)
W] = S
onde f, é a tinica transformagao de recobrimento tal que f, (7o) = @(1).
Temos que ¢ é isomorfismo e, dai, G(}F;) ~ T1(Y, y0). Além disso, G'(?) atua livremente
em Y, com acao: ik rl o
GY)x Y=, Y
D) = Ll
Olhando esta a¢ao como uma agao de 7;(Y’) em Y, temos W]y = fu(y) = @(1).
Como cada S! representa um gerador em 7;(Y,yo) ~ F(S), identificamos S! com s
através deste isomorfismo. Assim, temos que existe um tnico levantamento 5 de s, comegando
em Yo e o ponto final deste levantamento é 5(1) = fs(v) = s - Yo-
Tal levantamento é a 1-célula e, onde p(e;) = Si = s ((a célula e; é aplicada homeo-
morficamente em S}).
Note que G = F(S) ~ G(?), com s >~ f,.
Agora, voltando ao exemplo, temos d(e;) = s- 7o — 9o = (s — 1) - Y.

Portanto,

0 — RG® =@ RG -5 RG-R—0
sES

é uma resolucao livre de R sobre RG, onde @ RG é um RG-mddulo livre com base (e;)ses,
seS
dles) =s—1lee(g) =1, parag € G.
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Exemplo 1.2.7 Se S = {t}, entao G = F(S) € ciclico infinito. Nesse caso, a resolugdo do

exemplo anterior se reduz d

0—3 RGN Bl s )

Resolugoes Peridodicas via Acgoes Livres em Esferas

Nosso objetivo agora é estudar como é possivel obter uma resolugao livre de R sobre
RG, através de um G-complexo livre X homeomorfo & esfera de dimensiao impar S?+~1,

Primeiramente, vamos considerar, para X ~ S%~! dois lemas importantes.

Lema 1.2.2 A ag¢do de G sobre Hy_1(X, R) ~ R € trivial.

Demonstragao : [24], Lema 1.4.2; [8], Ex.1, pg.21.

Lema 1.2.3 A seqiiéncia

0 —5 B2 0o (0 B) 255 —3 GL(X B -2 Oo(XB) -5 B —50

onde n: R — Coy_1(X,R) € ainclusio, e C;(X,R) é o RG-mddulo livre gerado pelas células

de dimensao i (uma em cada drbita de células), é exata.

Demonstragao : [8], 1.6 - pg.20-21; [24], Lema 1.4.3.

A partir da seqiiéncia dada pelo lema anterior, obtemos uma resolugao livre de R sobre

RG, de periodo 2k, do modo a sequir.

Vamos denotar C,(X, R) por C, e considerar o diagrama:
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Assim, construimos a seguinte seqiéncia:

8 noe Oak—1 €
"'—)Cgk_l—>"'—+Cl—l)Cg—)Cgk_1—)--'—)Co—i'R—)U (*)

Jd vimos que Im 0, = Ker e. Além disso, Ker ¢ = Ker (no¢) (n: injetora) e Im (no
g) =Imn = Ker Oy_, (¢: sobrejetora).

Deste modo, () é uma resolugdo livre de R sobre RG.

Ezemplo 1.2.8 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n com gerador t.

Consideremos S vista como um CW -complezo com n vértices (que podem ser identifi-
cados com as raizes n-ésimas da unidade) e n 1-células. Vamos denotar por vy, vy, ...,Upn—-1 0s
vértices e por e; = (v;, viy1) as I-células de S*, e definir a agdo de G em S* por t* -v; = vy e
th-e; =epy, k,i=0,...,n—1.

Temos que G atua em S' como o grupo de rotagées e, tal agdo permuta livremente as
células. Além disso, v; =t vy e e; =t -ep, i = 0,...,n, assim, existe uma tunica drbita de
0-células e uma tnica drbita de 1-células. Portanto, Co(S', R) ~ RG ~ C,(S*, R).

Deste modo, temos a sequéncia exata

(e = i 0 o BRI - ST

Leken oy

Tl = Ker 0,.

R~ Hl(Si, R)
Entao, obtemos a seqiiéncia exata

=Ry REPIRG S B .0
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e, dai

s ey FA N p U1y pe MR e B pey R Up

é uma resolucdo livre de R sobre RG.
Agora, vamos determinar 0; e noe.
e d(eg) =v1—vg=t-v9g—1v9=(t —1)- .
Logo, 0, € a multiplica¢ao por t — 1.
Se N=1+t+...+t""1, entdo Ney gera H,(S',R) ~ R.
De fato, temos
R~ H,\(S',R) = Ker 8,.

Além disso,

Di(eo+t-eg+...+t"""-e) (Q+t+...+t"1)di(eo)
(4+t+...+t" )t -1) v

0.

Portanto, eg+t-eg+t2-eg+...+t" 1. ey € Ker 0.

Agora, se x = apeg + a1t - €9 + ... + a,_1t" 1 - eg € Ker 0y, temos

01((1-090 +ayt-eg+...+ (In_ltn_l = 60) =0 = (HU +agt -+ ot a,l_li"_l)al(en) =0

= (ap+ait+...+ a1 t")(t—-1)-v=0

0 que nos dd:

(-1 — ao)vo + ... + (@n_z — @n_1)t" ' 19 = 0.

Mas, como Co(X,R) é um R-mddulo livre que tem como base as 0-células

?

{vo,t - vo,..., t""1. 9}, entdo, ap =a; = ... = ay_1. Assim,
z=apleg+t-eg+...+t""'-e9) = apNeg.

Portanto, R ~ H,(S*, R) = Ker 9, =< Neg >.
Como Im(n o ) = Kerd, temos que (n o €)(vg) = Ney e, deste modo,

(noe)(lpg) = N. Logo, noe é a multiplicag¢io por N.
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Conseqiientemente, obtemos a sequinte resolugdo periddica, de periodo 2, de R sobre

e s pe iy R R G S RV S,

1.3 Coinvariantes e Invariantes

Nesta se¢do, consideraremos R um anel, G um grupo e M um RG-modulo (a esquerda).

Definicao 1.3.1 O grupo dos coinvariantes de M, o qual denotamos por Mg, é dado

por

Mg = M/A,onde A é o subgrupo aditivo tal que

A=(g-m—m;geGemeM).

Observagao 1.3.1 O nome coinvariantes vem do fato de Mg ser o maior quociente de M

no qual G atua trivialmente.

Proposigcao 1.3.1 Se R ¢ visto como RG-mddulo trivial (a esquerda), entdo
ﬂv’f(; ~ R Ora M.

Demonstragao : [8], I1.2.1.

Lema 1.3.1 Se F' é um RG-mddulo livre com base {e;}ics, entdo Fg é um R-mddulo livre

com base {€;}ics.

Demonstra¢ao : Basta usar a caracteriza¢ao de F; dada na proposi¢do anterior e o fato de F'

ser livre com base {e; }i¢;.

Observagao 1.3.2 Se C:.-- — C; — Cy —> 0 é um complezo de cadeias, denotaremos
por Cg o complexo Cg:+++ — R®pc C; — R®pg Co — 0.
Vimos que, para qualquer grupo G, podemos sempre tomar C' como sendo a resolugao

padrdo. Neste caso, denotaremos Cg por C,(G).
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Para finalizar esta se¢ao, vamos introduzir um conceito dual ao conceito de coinvariantes.

Definigao 1.3.2 Seja M um RG-mddulo (a esquerda). O grupo dos invariantes de M,

denotado por M€, é dado por:

MS ={me M; g-m=m, Vg € G}.

Observagao 1.3.3 M€ é o maior submddulo de M no qual G atua trivialmente.
Proposigao 1.3.2 (Homp(M,N))¢ = Hompg(M, N).

Demonstragdo : Sejam g € G e f € Homgr(M, N). Temos

g.f=f & (9.f)(m) = f(m),Ym € M & ¢.f(g"".m) = f(m),Ym e M &
& g.f(m) = f(gm),Ym € M(m =g~ .m).

Logo,

(Homg(M,N))¢ = {f € Homg(M,N)/g.f(m) = f(g.m)} = Hompa(M, N).

Coroldrio 1.3.1 Hompg(R, M) ~ M, onde R é visto como RG-mddulo com G-a¢ado trivial.

1.4 Mobdulos Induzidos e Coinduzidos

Sejam R e S anéis e, a : R — S um homomorfismo de anéis.

Consideremos M um S-médulo (& esquerda). Podemos ver M como um R-mdédulo (a

esquerda), definindo em M a R-acao:

p: RxM —- M
(r,m) = r-m=a(r)m

Obtemos, desta forma, um funtor da categoria dos S-médulos (4 esquerda) para a
categoria dos R-médulos (a esquerda) denominado restrigdo de escalares. Neste caso, M é

denotado por Res3M.
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Deste modo, se G é um grupo, H um subgrupo de G, a : RH — RG aplica¢ao inclusao
de RH em RG e M é um RG-mdédulo, podemos ver M como um RH-médulo através de a e o
RH-médulo M ¢ denotado Res§; M (médulo restrigao).

Seja M um RH-mddulo e,

IndM = RG ®py M.

Ind§;M é um grupo abeliano. Em Ind$ M definimos a seguinte acio:
G x IndSM — IndSM
(g,a®m) — ga®m

Com esta agao, [ ndﬁ M torna-se um RG-moadulo.

Consideremos agora o grupo abeliano (com a operagao de adi¢ao) Hompgy(RG, M).

Este grupo tem uma estrutura de RG-mddulo, com a G-a¢ao dada por
(9-f)(x) = f(zg),Yg € G,z € RG.
Denotamos por Coind$ M o RG-médulo Hompy (RG, M), isto é,
Coind% M = Hompy(RG,M).

Observacao 1.4.1 Se H = {1}, temos RH ~ R. Deste modo,

IndfyM = RG®r M e Coind{yM = Homgp(RG,M).

Tais RG-mddulos sao chamados, respectivamente, médulo induzido e mdédulo coin-

duzido.

Observagao 1.4.2 Segue imediatamente de [8] (II1.3.2) e (II1.3.5), respectivamente, con-

siderando M = N e f = Idy, que as aplicagdes:

i: M — IndgM = R ®ruy M
m = i(m)=1®m

m: CoindGM = Hompy(RG,M) — M
i = w(f) = f(1)

sao, respectivamente, RH-monomorfismo e RH -epimorfismo.
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Proposicao 1.4.1 O RG-mddulo Indg’;M contém M como um RH-submddulo. Além disso,
considerando E um conjunto de representantes para as classes laterais (a esquerda) de H em
G, e denotando por gm o conjunto obtido de M (visto como RH -submddulo de Ind§; M) sob

a agdo de G, temos

Ind§M = €P gM.

geEE

Demonstragao : [8], pg. 67.

Proposi¢cao 1.4.2 De modo andlogo a indugdo, se considerarmos o mergulho

p: M — Coind§M, dado por

pm)te) = { 97 9

0 c.C.

temos que M é um RH-modulo de C’oz’ndgﬂé‘ e, além disso,

Coind§M = HgM.

geE

Observacdo 1.4.3 A aplicagio p se estende a um  RG-homomorfismo
¢ : RG®py M — Hompy(RG,M) ([8], II1.3.2). Tal aplicagio pode ser identificada com a
inclusdo canénica da soma direta no produto direto ([8], pag.70) e, assim, podemos ver Ind§;M

como um RG-submddulo de Coind§M.
Proposi¢ao 1.4.83 Se [G : H] < oo, entdo Ind§;M ~ Coind§M.

Demonstragdo : Se [G : H] < oo, temos que'a soma direita e o produto direto coincidem e,

portanto, segue o resultado.

Definicdo 1.4.1 Sejam M e N RG-mddulos. Entio, M e N sdo naturalmente R-mddulos.

A G-acgao diagonal, definida em M ®p N, é dada por:

g-(m®n)=g-m®g-n
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Proposicao 1.4.4 Seja M um RG-mddulo. Ezistem RG-isomorfismos naturais:

(i) Ind§; (ResGM) ~ R(G/H) ®g M (com G-agdo diagonal).
(i1) Coind§; (ResGM) ~ Homgp(R(G/H), M) (com G-agdo diagonal).

Demonstragao : (i)[8], Cap.III-Prop.5.6.
(i1) Andlogo a (i), [8], Ex.2 (b), pg.71.

Coroldrio 1.4.1 Ind$;R ~ R(G/H).

Proposicao 1.4.5 Se M é um RS-modulo e N um RG-mddulo, entao existe um

RG-isomorfismo

N ®rg IndS M ~ IndS(ResSN ®rs M),

onde N @pg Ind§M ¢é visto como RG-médulo com a G-agdo diagonal e Res§N Qps M é visto

como RS-mddulo com a S-ag¢do diagonal.

Demonstragao : [1], Lema 1.2.10, p.11.

Proposi¢do 1.4.6 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G, com [G : S| = oco. Entao, para

qualquer RS-mddulo M,
(IndSM)% = 0.

Demonstracgao : [1], Lema 1.2.11, p.13.




Capitulo 2

A (co)homologia de um grupo G

2.1 Alguns resultados sobre ® e Hom

Antes de iniciarmos o estudo da homologia e cohomologia de um grupo G, vamos fazer
alguns estudos preliminares sobre ® e Hom.
Seja R um anel arbitrdrio com unidade, M um R-mddulo a direita e N um R-mddulo

a esquerda. Entao,

Manl F(MLX N)

onde F(M x N) é o Z-mddulo livre gerado por M x N e L é o subgrupo de F(M x N) gerado

pelos elementos
(my + mg,n) — (my,n) — (M2, n), (1)

(m,ny + ny) — (m,ny) — (M, ny), (2)
(mr,n) — (m,rn), (3)
com my,me,me M, n,ngp,ne€ Ner€R.
Dai, M @r N é um grupo abeliano gerado pelos simbolos m @ n, param € M en € N

sujeito as relagoes
(mp+me)@n=m ®n+my n,

m® (ng+n2) =men; +mQ ny,

mreen=maern,

com m,my,my € M, n,ny,na € N er € R.

Proposigao 2.1.1 Sejam M e N RG-mddulos (a esquerda). Entao,
M ®r N
7

onde A=(g-m®g-n—m®n; Ym®n € M g N, Vg € G).

M Q@rc N = (“.1 R j\"')(; =
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Demonstra¢do : Vamos ver como obtemos M ®pe N de M ®p N.

Consideremos a seguinte relagao em M ®pg N:
(mxg)®@n~m®g-n, Yme M,Vg e G.

Podemos ver o RG-mddulo & esquerda M com um RG-mddulo a direita, definindo a

seguinte acao:

mxg=g"'-m, Vme M, Vg €G.

Assim,

megn=mx+xg)®n= (9" - m)n.
Deste modo,
(g7'-m)@®n=m®g-n.

Portanto,
M®gpN

~

M ®ra Ni=

Trocando m por g - m em (2.1), temos

men=g-m®g-n.
Definimos, entao, a G-acao diagonal de G em M ®p V:
g-(m®n)=g-m®g-n.

Consideremos em M ®pg N tal acdao e A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos

g-(m®n) —m®n. Assim,

M®grN
7T

Notemos que estamos identificando elementos da forma ¢g-m ® g -n com m ® n,

(M ®R N)G =

VYm € M,¥n € N,Vg € G, o que equivale a identificar (§7'-m)®n = (m* g) ® n com m ® n
(por (2.1) e (2.2)).

Portanto,
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Corolario 2.1.1 M ®pgg N ~ N ®pc M.

Sejam M e N RG-médulos (a esquerda), e consideremos
Homgr(M,N) :={f : M — N, R — homomorfismo de M em N}.

A agdo de G em M e N induz uma agdo de G em Hompg(M, N), dada por

G x Homp(M,N) — Homg(M,N)

tal que g- f(z) = gf(9g7'-x); g€ G, f € Homp(M,N)e z € M.

Observagao 2.1.1 O uso de g~! para definir a a¢do é necessdrio devido a contravariancia
de Hom na primeira varidavel. Compensamos esta contravariancia, convertendo M a um RG-

mdédulo a direita, considerando m % g = g~! - m. Deste modo, ficamos com a ag¢do:
g f(m) = gf(g™ -m) = gf(mxg).
Assim, Homg(M, N) serd um RG-mddulo (a esquerda).
Proposicdo 2.1.2 Hompg(M,N) = Homgr(M,N)C.

Demonstragdo : Seja

Hompg(M,N) ={f € Homg(M,N) : g- f(z) = f(g-2)}

ou seja, f é equivariante.
Assim,
f € Hompa(M, N) (9-)@) = flg-x), Vg€ Gz € M
= flzx)=g"'f(g-2),Vge G,z €M
dodigeonal  r(r) =gl f(z), Vgl €G,xEM
& gf=f, Ygedl
& f € (Homg(M, N))€.

Portanto,

Hompg(M, N) = (Homg(M, N))C.
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Veremos agora a definicdo de (co)homologia de um grupo G, onde geralmente

trabalharemos com os casos R = Z ou R = Z>.

2.2 Definicao e Exemplos de H,(G,M) e H*(G, M)

Seja

Fraarin =5 o o e i i B R )

uma resolugao projetiva de R sobre RG e M um RG-médulo (& esquerda).

Podemos formar os complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente:

F@paM: o+ — Fa®poM 2 Fo i @ra M — -+ — F, ®rg M 25 Fy ®pe M — 0

Hompg(F, M) : 0 — Hompg(Fo, M) -5 Hompg(Fi, M) 25 .. — Hompg(Fy, M) —s - -

O operador bordo é dado por 9, := 39, ®id,n>1e J, = 0 e, o operador cobordo,

0" : Hompg(Fp, M) — Hompgg(Fhy1, M)
f = 0 )i=fo0uu,n>0e8 =10

Definigao 2.2.1 (a) O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M é definido

por
Hn(G, M) := Ho(F ®re M).

(b) O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M é definido por

H"(G,M) := H" (Hompg(F, M)).

Observacao 2.2.1 As defini¢ées de H,(G, M) e H*(G, M) independem da resolugao projetiva

¢: F = R escolhida (a menos de isomorfismo canénico)([8], 1.7.5).

Observagao 2.2.2 Tomando M = Z, com G-agao trivial, temos
H.(G,Z) = H.(F ®26 Z) """ H.(F ®2 Z)c) ~ H.(Fc).

Proposigao 2.2.1 Dado um RG-mdédulo M, temos o isomorfismo:

Ho(G, M) ~ Mg.
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Demonstrag¢ao : Consideremos a resolugao projetiva de R sobre RG"

cii— Fp—r ... — B — R—0.

Aplicando o funtor — ® ¢z M, obtemos o complexo

e PG M o R M 5 RGnaM
13,
0

Como tal funtor é exato & direita ([18], 1.7.9), temos que Im 9, = Ker

Assim,

Ker 50 Fg Rrc M prop.1.3.1
— = — ~R® M £ M.
Im 0, Kere % .

Ho(G,M) =

Portanto,

Hu(G, M) ot MG.

Proposicao 2.2.2 Dado um RG-mddulo M, temos o isomorfismo:
H°(G, M) ~ M°.

Demonstragao : Consideremos a resolucao projetiva de R sobre RG:

o — Fi—biobie S ES B4,

Aplicando o funtor Hompgg(—, M), obtemos o complexo

0 — Hompe(R,M) L Hompeg(Fy, M) —63+ Hompg(F\,M) —

To-1
0

Como tal funtor é exato a esquerda ([18], 1.8.7), temos que Im & = Ker 6° e £ é injetora.
Assim,

Ker 50 prop.1.3.1
~

H(G,M) = FrT Ker 8° = Im&~ Hompg(R,M) =" MC.
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Portanto,

H°(G,M) ~ M€,

Exemplo 2.2.1 Vamos calcular H,(G,Z), onde G = F(S) € o grupo livre gerado por um

conjunto S.

O exemplo 1.2.6 nos fornece uma resolugao livre (portanto, projetiva) de R sobre RG.

Para o caso R = Z, temos
0 —ZC B rn s = 5.

onde ZG) é 0 ZG-mébdulo livre com base (e,)ses, O(es) =s—1e (g) =1, Vg € G.

Pela defini¢ao 2.2.1, temos que a homologia do grupo G é a homologia do complexo

0—5 Z 0ps ZCOMEY o Z G~ T opa Z— 0

Agora,

[ ] Z@ZG‘ ZG(S)ZZ@)ZG (@ZG) =@(Z®Z(; ZG)=@Z

sES SES SES

o Z R0 4G~ Z.

Assim, ficamos com

0 —» Pz =¥ z 5 ZozZ — 0
SES
Lao
0

Vamos calcular id ® 9, lembrando que Z é visto como ZG-mddulo trivial.

Seja ) as.e5, € (ZG)*, onde a5, € ZG. Assim,

(D ases) =D andles) =D as(si—1).

Se z € Z, temos

(?d® 8)(: & Z(y.’.iesl') =20Q Z asl'a(ess) z2Q ZO’S‘-(S,; = 1) =
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= st,. ® (s; — 1)

Zzas‘. ® s; — chrs‘.@l

Zzasi -5, ®1 —Zzasl.fzwl

D 20, ®1-) 20,01

0.

Assim, id ® 0 é a funcao nula e, deste modo, temos o complexo:

Exemplo 2.2.2 Sejam M um ZG-mddulo e G o grupo ciclico infinito com gerador t. Vamos

0—@Pz->2z—-0
SES

Hy(G,Z) = Z;
H\(G, Z) = @Z;

SES

H;(G,Z) = 0; parai> 1.

calcular H,(G,M) e H*(G, M).

Vimos, no exemplo 1.2.7, que

onde §, =t — 1, é uma resolugao livre (portanto, projetiva) de Z sobre ZG.

e Calculemos H,(G, M)

0-27c 2. 726" Z —0

Aplicando o funtor — ®z¢ M, obtemos

onde 9; = 0, ® id.

022 ZG ®s6 M 2 ZG ®zc M 220

Agora, temos os seguintes isomorfismos:

M
m

~

—

ZCGeM B ZGe@zeM =~ M
1®@m =~ (t-1)®m — (t—1)-m

AVA |
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Deste modo, podemos considerar

51: M = M
m — (t—1)-m

Portanto, H,(G, M) é a homologia do complexo:
0L M2 M0

Assim,
Ker 9,

70} = Ker 0;.

Hl (G, M’) =
Mas,
Kerdy=Ker(t—1)={me M;(t—-1)-m=0}={me M;t-m=m}=MC

Portanto,

H,(G; M) = MC;
H;(G,M) =0; parai> 1.

{ Ho(G; M) = Mg;

Notemos que

H\(G, M) = MS "*%2%? g%(G, M).

e Calculemos H*(G, M)

Aplicando o funtor Homzg(—, M), obtemos

0°23° Homz6(ZG, M) 2 Homze(2ZG, M) 22 0,

(@) = (fod)(z) = (fo(t-1)(x) = f((t-1)- () = (t - 1)f ().

Logo, 6° é a multiplicagdo por (¢t — 1).

E, ainda
Homzg(ZG,M) ~ M
f = f(1).

Logo, H*(G, M) é a cohomologia do complexo:
0—ME M0
Ker § M

HH(G, M) = Imé® (t-—1)M i

Portanto,
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HY(G, M) = MS:
HY(G,M) = Mg;
H{(G,M) =0, parai> 2.

Notemos que

HY(G, M) = Mg "™ 2*! Hy(G, M).

Exemplo 2.2.3 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n com gerador t. Vamos calcular

H.(G,M) e H*(G, M).
Pelo exemplo 1.2.8, temos a seguinte resolugao projetiva de Z sobre ZG:

v ey G =N TG BG N T 5 T,

n—1
onde N = Z i
=0

e Calculemos H,(G, M)

Aplicando o funtor — ® zg M, obtemos o complexo:
B G s M BN ZE R M BC Gra M =S TG S M3 0
Como ZG @z M ~ M, temos
o MM DM M50

Portanto,
( Mg, s =1
Ker(t—1) M€
ImN ~— NM’
Ker N  Ker N
Im(it-1) " (t-1)M’

se ¢ é impar

se i € par.

e Calculemos H*(G, M)

Aplicando o funtor Homzg(—, M), obtemos

0 225 Homyza(ZG, M) -2 Homzo(ZG, M) 5 Homze(ZG, M) 55 ..

onde 6"(f)(z) :=(fo 3,;_,_1)(.’{?).
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Através do isomorfismo Homzg(ZG, M) ~ M,
iy 8,
temos

51 50 §1 §2
0—M—>M-—">M—---
onde 0% =t—1 e 6%+ =N, £ >0.

Logo,
gl e se i=0
Ker N Ker N

TP = VI se ¢ é impar

Ker(t—1) ¥ MG i 4 var
ImN — NM’ ot

\
Em particular, para o caso M = Z (com G-agdo trivial), temos que t — 1 é a funcao

nula, pois
t—-1)m=t-m—-m=0, Vme M,
e N é a multiplicacao por n, pois
Q+t+...+t" Y m=m+t-m+...+t"'-m=nm

Assim, Ker(t—1)=Z,Im(t—1)={0} = Ker NeIm N =nZ.
Deste modo,

se £ =10
H:(G,Z) = ,  se 1 éimpar

se 1 é par.

_ : ge i =10
HYN G, Z) = se ¢ é impar
se ¢ é par.

2.3 O Lema de Shapiro

Na sec¢ao 1.4, vimos que se H é um subgrupo de um grupo G e M é um RH-mdédulo,
Ind§M e Coind§;M siao RG-médulos. Considerando tais RG-mdédulos, temos o seguinte re-
sultado que relaciona a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia de seu subgrupo

H.
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Proposigao 2.3.1 (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um
Z H-mddulo. Temos os sequintes isomorfismos:

(a) H.(H,M) ~ H,(G, Ind§;M);

(b) H*(H,M) ~ H*(G,Coind$M).

Demonstra¢do : Seja € : F' — Z uma resolugao projetiva de Z sobre ZG.

Pelo lema 1.1.2, esta também é uma resolucao projetiva de Z sobre Z H.

(a) Temos:

FzuM~(F®zc ZG)®zy M = F @26 (ZG ®zy M) = F Q3¢ Ind‘f;M.

Assim,
H,(H,M) = H,(F ®zy M) ~ H,(F ®2¢ Ind§M) = H,(G, Ind§M).

Portanto,
H,(H,M) ~ H,(G, Ind§M).

(b) Por [8]IIL.3.6, temos
Homgzy(Fn, M) ~ Homzg(F,, Homzy(ZG,M)), ¥V n.

Deste modo, Homzy(F, M) ~ Homzg(F, Coind$M). Assim,

H*(H,M) = H*(Homzy(F, M)) ~ H*(Homz(F, Coind$;M)) = H*(G, Coind§;M).

Portanto,
H*(H,M) ~ H*(G,Coind$,M).

Exemplo 2.3.1 Se M = Z, entio H.(H,Z) ~ H.(G,Z(G/H)).

De fato,

Shapiro corol.1.4.1

H.(H,Z) =~ H,(G Ind$Z) =~ H.G,Z(G/H)).

Logo,
H.(H,Z) ~ H,(G,Z(G/H)).

Exemplo 2.3.2 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G, com (G : H) < co. Entao,
(i) H*(H,Z) ~ H*(G,Z(G/H))
(ii) H*(H,ZH) ~ H*(G, ZQ).
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De fato,

Slnplro pr op 1.4.3

(i) H*(H, Z) H*(G, Coind$, Z) H'(G, IndS Z) "= HY(G, Z(G/H)).

Logo,
H*(H,Z) =~ H'G,Z(G/H)).

bhapno prop 1.4.3

(i) H*(H, ZH) H*(G,Coind$, ZH) H*(G,Ind$ZH) H*(G,ZG ®zy ZH)

H*(G, ZG).

Portanto, H*(H, ZH) ~ H*(G, ZG).

Observacao 2.3.1 Usando a proposicio 1.4.4, podemos enunciar o Lema de Shapiro da forma

a sequir.

Proposicao 2.3.2 (Lema de Shapiro - outra versao) Sejam G um grupo, H um subgrupo
de G e M um ZG-mddulo. Temos os sequintes isomorfismos:

(i) H.(H, ResGM) ~ H,(G, Z(G/H) ®z M)

(ii) H*(H, ResGM) ~ H*(G,Homz(Z(G/H), M)).

Demonstracao :
(1) Pela proposi¢ao 2.3.1(a),
H,(H, Res$ M) ~ H,(G, Ind$(Res§M)).

Também, da proposi¢ao 1.4.4(), temos

Ind$(Res$GM) ~ Z(G/H) ®; M.

Assim,
H,(G, IndS$(Res$M)) ~ H,(G, Z(G/H) ®z M).

Logo,
H.(H,Res$ M) ~ H,(G, Z(G/H) ®z M).

(it) Pela proposi¢ao 2.3.1(b),
H*(H, Res§ M) ~ H*(G, CoindS,(Res§M)).

De acordo com a proposi¢ao 1.4.4(ii), temos
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Coind$(ResGM) ~ Homz(Z(G/H), M).

Assim,
H*(G, Coind$(Res§GM)) ~ H*(G, Homz(Z(G/H), M)).

Portanto,
H*(H, Rcng) ~ H*(G,Homz(Z(G/H),M)).
[ |

Usando a resolugdo bar, podemos interpretar H'(G; M) em termos de derivagies e
derivagoes principais.

Sejam

Der(G,M) ={f:G — M/f(zy) =zf(y) + f(z),Vz,y € G}

P(G,M) = {d,, € Der(G,M),m € M/dn(g) = gm —m,Vg € G}.
Entao, temos

Proposi¢cdo 2.3.8 Se G é um grupo e M é um RG-mddulo (R = Z ou Z,), entao

Der(G, M)

1 Ay
G M) P(G, M)

Demonstra¢ao : Consideremos o complexo

0= C%G, M) %5 cv G, M) - c2(G, M) = -+ (ver[8], pg.59)

Ker §*

Temos que H'(G, M) = Tt
m

. Mas,
Ker§? = {f:G— M/Jg(f) =} e Imé! = {(51(f)/f e S M}.
Agora,

82(f) = 0 < 82(f)(g,h) = 0,Yg,h € G & gf(h) — f(gh) + f(g) = 0,Vg,h € G &

< f(gh) =gf(h) + f(g) & f € Der(G, M).

Assim, Ker 62 = Der(G, M).
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Como G° é um conjunto com um tunico elemento [ ], toda fungao f : G° — M pode ser
identificada com um elemento m de M.

Deste modo, C%(G, M) ~ M e, temos 6'(f)(g) = gf([]) = f([]) = gm —m.

Temos, entdo, que Imé' C P(G, M).

Agora, se d, € _P(G,M), definimos f : G° — M por f([]) = m e temos
6'(f)(g) = gm — m = d,,. Assim, d,, € Imd' e, temos P(G, M) C Imd'.

Segue entao que

Der (G, M)

HY(G; M) = PG

2.4 H, e H* como Funtores de duas variaveis

Seja C uma categoria cujos objetos sao pares (G, M), onde G é um grupo e M um ZG-
médulo. Um morfismo em C de (G, M) em (G, M') é um par (a, f), onde a : G — G’ é um
homomorfismo de grupos, e f : M — M  é um homomorfismo de ZG-médulos, considerando
M' como um ZG-médulo via a, isto é, um homomorfismo de ZG-mddulos satisfazendo:
flgxm) = al(g) - f(m).

Consideremos (a, f) : (G,M) = (G',M'), F uma resolugao projetiva de Z sobre
ZG e F' uma resolucio projetiva de Z sobre ZG' (podemos ver F' como uma resolugao
de Z sobre ZG via a, pois cada F,, pode ser visto como um ZG-mdédulo, definindo a agao:
gxz =afg)-z').

Como F é ZG-projetivo e F' é aciclico para i > 1 (pois F' é ZG' -resolugio), temos

por [24], Lema 4.1.1, que existe uma aplicagao de cadeia 7 : F' — F', estendendo a identidade

de Z, unica a menos de homotopia.
Temos que 7(g - z) = g x 7(z) = a(g) - 7(x), pois 7 é homomorfismo de ZG-médulos.
Consideremos, agora:

z®m +— 71(x)® f(m)

Tal aplicagao é uma aplicagdo de cadeia entre os complexos F ®z¢ M e F 4 ®za M.
Assim, 7 ® f induz uma aplicagao bem definida:

Hoa,f) & (a,f): HJ(G,M) - H.(G,M)
[z@m] ~ [(T® f)(z®m)]=[r(z)® f(m)].
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24. H, E H* COMO FUNTORES DE DUAS VARIAVEIS

Verifica-se facilmente que:

(a) SeM=M,G=G,a=idg e f =idy, entio
(o, f)s = idy, (G M)-

(b) Se (a, f): (G,M) = (G, M)e(a,f):(G',M)—= (G",M"), entio

r

@, f)eo(a,fle=(a0a,f of). = ((@,f)o(af))

Logo, H.(—,—) é um funtor covariante em C.

Para a cohomologia, vamos considerar uma categoria D cujos objetos sao 0s mesmos
que em C, e os morfismos sao pares (a, f),onde a : G = G e f: M — M (f é dessa forma
pois Hom é contravariante na primeira variavel).

Sejam F e F' resolucdes projetivas de Z sobre ZG e ZG', respectivamente. Pelos mes-
mos argumentos usados anteriormente, temos que existe uma aplicacdo de cadeia
7:F — F', tinica a menos de homotopia. Temos que 7(g - x) = g * 7(x) (pois 7 ¢ aplicagao de
Z G-modulos).

Consideremos a aplicagdao de cocadeias:

Hom(t,f): Homyu(F',M') — Homgg(F,M)
10} —> fodor

Tal aplicacdo é uma aplicacio de cadeia entre os complexos Homzcr(F"M’) e

Homgzg(F, M). Assim, Hom(r, f) induz uma aplicacdo bem definida:

Hom(r,f)* = (o, f)*: H*(G',M') — H*(G,M)
) — [fogor]

Verifica-se facilmente que:

(a) Sea=idg:G—Ge f=1idy: M — M, entdo
)" = idy-,m)-
(b) Se (o, f): (G,M') = (G',M) e (B,9): (G',M") = (G", M), entdo

((B,9) 0 (a, f))* = (e, f)" o (B,9)".

Logo, H*(—, —) é um funtor contravariante em D.
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2.4. H, E H* COMO FUNTORES DE DUAS VARIAVEIS 35

Observagao 2.4.1 Sejam G um grupo e H wum subgrupo de G. Consideremos
a : H < G a inclusio e as RH-aplicagdes candnicas jd vistas na observagao 1.4.2:
i: M — IndGM e n : CoindGM — M. E fdcil ver que os isomorfismos da proposi¢ao

2.3.1 (Lema de Shapiro), sao dados, respectivamente, por
(a,9). : H.(H,M)— H,(G, Ind$M)
(a,7)*: H*(G,Coind$M) — H*(H,M).
Tais isomorfismos sao chamados isomorfismos de Shapiro.

Observagdo 2.4.2 Sejam G um grupo e M, M : RG-mddulos. Consideremos a aplicagdo
a=id:G — G eseja f: M — M um RG-homomorfismo. Usando a teoria anterior, temos

que existem homomorfismos induzidos

(id, f), : H,(G,M) — H,(G,M")

(id, f)* : H*(G, M) — H*(G, M)

Temos, entio, que H,(G,—) e H*(G,—) sao funtores covariantes na categoria dos RG-
maodulos M.

Usando isto, mostra-se o sequinte resultado:

Proposi¢io 2.4.1 Seja 0 — M’ ML M — 0 uma seqiiéncia exata de ZG-
modulos. Temos:
(i) Para todo inteiro n, existe uma aplica¢do natural 8, : Ho(G,M") — H,_1(G, M), tal que
a seqiéncia:
ser—y B (G, M) -2 IL (G, MY) 55 I5(G M) B (G M) =22 Ho (G, M )— D
¢ exata, onde as aplicagoes iy € ji sdo as induzidas em homologia, isto €,
ix = (id, 7). : Hy(G,M') = H(G, M)
jk = (id, §)x : He(G, M) — Hi(G,M").

(ii) Para todo inteiron, eviste uma aplicagdo natural 6" : H*(G, M") — H™Y(G, M), tal que

a sequéncia:

0 — H(G, M) 2 106, M) 2 56, M) s By(G M) 5 HYG, M) L
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2.4. H, E H* COMO FUNTORES DE DUAS VARIAVEIS

¢ exata, onde as aplicagies i* e j* sio as induzidas em cohomologia, isto é,

* = (id,7)* : H¥(G,M') » H*(G, M)

i* = (id, j)* : H*(G, M) — H*(G,M").

Demonstragao : [8], 111.6.1.

Observagdo 2.4.8 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M wum RG-mddulo.
Consideremos a aplicag¢do inclusio o : H — G e a aplicagao identidade id : M — M. Entao,
temos induzidos, em homologia e cohomologia, os sequintes homomorfismos:
(?) (a,id), : H,(H,M) = H,(G,M) e
(i) (o, id)* : H*(G, M) — H*(H, M)

Denotaremos o homomorfismo (a,id), por cor§; (ou simplesmente cor) e o homomorfismo
(a,id)* por res$; (ou simplesmente res).

&

O homomorfismo cor$ é chamado de aplicagao co-restrigao e o homomorfismo res$; é

chamado de aplicagao restrigao.

A aplicag@o restrigio res$;, no nivel 1 de cohomologia, mais especificamente Ker(res$;)

sera particularmente importante no desenvolvimento do capitulo 5.

Para finalizar esta se¢do, veremos alguns resultados envolvendo Ker(res$}).

Proposi¢ao 2.4.2 Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G e M um RG-mddulo,
onde R=Z ou R= Z,. SeresS,: H(G; M) — H'(H, M) é a aplicagdo restri¢do, entdo

Ker res$ ~ H'(G/H, M¥).

Demonstragdo : [25] (Prop. 10.2, cap. XI e (10.6), pdg. 354)

Der(G, M)

PG M)’ para todo grupo G e

Seja G um grupo. Temos, por 2.3.3, que H'(G; M) ~
RG-modulo M.

Segue entdo que, se H é um subgrupo de G, a aplicagdo restricdo pode ser vista da sequinte

forma:
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2.5. INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA H,(G,M) E H*(G, M)

¢  Der(G,M) 3 Der(H, M)
“°H " TP(G, M) P(H, M)

f+P(G,M)— f|lu+ P(H,M)
Temos entao o sequinte resultado:

Proposi¢do 2.4.8 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e res$; a aplicagdo restrigdo.

Entao,

Der(G,H,M)
P(G,H,M) '

onde Der(G,H,M) = {f € Der(G,M)/f|ln =0} e P(G,H,M) ={f € P(G,M)/f|n =0}

Ker(res$;) ~

Demonstragao : Temos que

Ker(res$) = {f + P(G,M)/f € Der(G,M)ef|y € P(H,M)} =
={f+ P(G,M)/f = dm,, para algum d,,, € P(H, M) e algum m; € M}.

Seja f + P(G, M) € Ker(res$) e hm, : G = M tal que hy, (g) = gms — my.

Definimos

Der(G, S, M)
P(G,S, M)

¥ : Ker(res$) —
f+ P(G,M) — (f — hp,) + P(G, S, M).
Temos que 1) estd bem definida e é um R-isomorfismo. Assim, temos o resultado desejado.

2.5 Interpretagao Topoldgica para H.(G, M) e H*(G, M)

Nesta se¢do, vamos relacionar a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia
de um espago topoldgico especial, a saber, um espaco K(G,1), definido anteriormente.

Vamos denotar C,(—, Z) por C.(—), e proceder do mesmo modo para a (co)homologia.

Prbposig:do 2.5.1 Sejam X um G-complezo livre e Y o complexo de érbitas X/G. Entao,

CulY )i Ci(X) e
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2.5. INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA H,(G, M) E H*(G, M)

Demonstra¢ao : Consideremos a projecao candnica

p: X — X/C
x — p(z (z)=1{g-z g G}

Temos bem definida, em termos de complexo de cadeias, temos a aplica¢ao induzida

pg: Cp(X) = Cu(X/G)
Zaio.,- — ZaéG’(o

onde o; sao n-células de X.

Agora, seja

onde A=(g-a—a; g€ G,ace C,(X)).
Afirmagao: A C Ker (pg).

De fato, para toda n-célula o; e para todo g € G, temos

p#(9-0i — 0i) = py(g9-0i) — py(oi) = G(g - 0i) — G(0:) = G(03) — G(0i) =0

Entao,

r€EA = = Z (g; s — 0»;;) r XE Cn(){)
i

“Z(J:ZC’ "ZU)=Z 10j = 5).

4

Assim, py(x) = ps (_Z”(fh o} — o} )) =)

Deste modo,

) =

az = (a1 —ap) € A C Ker pg = pg(a) = pa(a2) = p(a@1) = p(az).
Assim, temos bem definido o homomorfismo de grupos:

2 Cn(X)G' — Cn(y) R(X/C)

a = (@) = (3 aio;) = pg(a) = a;iG(0i)
Além disso,

e ¢ é injetora;

De fato,

gp(z a0 =0= Z:(I-iG(O}-) =0=a=0

AY‘V.‘Y
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2.5. INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA H.(G,M) E H*(G, M)

Logo,
Zaioi =1 = Z a;0; = 0.
e © é sobrejetora;

De fato,

Vz = Z a;G(0;) € Cpo(X/G), Ty = Za,ﬁ; € Cn(X)cg tal que ¢(y) = z.

Portanto, ¢ é isomorfismo e ,

C*(Y) = C*(X)G

Proposigao 2.5.2 SeY é um K(G,1)-complezo, entao H.(G) ~ H,(Y).

Demonstragio :  Como Y é um K(G, 1), pela proposicao 1.2.2, temos que o complexo celular

aumentado do recobrimento universal Y de Y, ¢ : C,‘(i"’) — Z ¢é uma resolucgao livre de Z
sobre ZG.

Deste modo, H,(G) ~ H,(C,(}H'v’)a).

Além disso, Y ¢ um G-complexo livre, e por [23], 5.5.14, temos que o complexo de
6rbitas é dado por Y /G ~ Y.

Assim, pela proposi¢ao 2.5.1, C*(}A})(: = CUY).

Logo,

H.(G) ~ H,(C.(Y)g) ~ H.(C.(Y)) ~ H.(Y).

Portanto, H,(G) ~ H,(Y).

Em alguns tratamentos da Teoria de grupos, este resultado é tomado como uma defini¢ao

de H,(G).
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2.5. INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA H,(G,M) E H*(G, M) 40

Exemplo 2.5.1 ConsideremosY o bouquet de circulos indexado por um conjunto S,Y = \/ 9.

S€S
Pelo exemplo 1.2.3, temos que Y é um K(F(S),1), onde F(S) é o grupo livre gerado
pelo conjunto S.
Assim, pela proposi¢ao anterior
Z,sei=0 (K(F(S),1) é conexo);
H(Y) = H(F(S)) = { DZ se i=1 (=F(S)u)
{sfsc.c. (%)
(¥) K(F(S),1) é um CW-complexo de dimenséao 1. Logo, ndo temos células de dimensao maior

que 1 e, portanto, H;(K(F(S),1)) =0, para i > 1.

Exemplo 2.5.2 Seja Y a soma conexa de n toros (Y = #"_,T?).

9
Pelo exemplo 1.2.4, Y é um K(G,1), onde G = <a1, ssiry g D govvese ,bg,H[a,-,b,v] = 1>.
i=1

Portanto, pela proposi¢ao anterior

Z se 1 =0
Z®.. dZ (2gvezes) se i =1
Z se 1=2
0 se © > 3.

Hi(Y) = Hi(G) =

Exemplo 2.5.3 Sejam G ~ Z"W ~ Z & .. ®Z e Y =T" = §' x ... x S (toro n-

dimensional).

Pelo exemplo 1.2.2, 7" é um K(G,1).
Logo,

n!

: — HA(T™) = Z7ki de k. =
H(G) = Hy(T") = Z*, onde k; L

Proposicao 2.5.3 Se G tem tor¢do, entio ndo existe K(G,1)-complezo de dimensdo finita.

Em particular, K(G, 1) ndo pode ser variedade.

Demonstragao : Seja t um elemento de tor¢ao de G e consideremos H =< t > o grupo ciclico

finito de ordem n.
Suponhamos que exista um K(G,1)-complexo de dimensao finita m, e

consideremos Y o recobrimento universal de Y. Entao, pela proposi¢ao 1.2.2, temos que

0B (X)) —3 O (V) —eee — G (V) —3 G () — Z—31D)
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INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA H.(G,M) E H*(G, M)

é uma resolucao projetiva de Z sobre ZG.

Além disso, pelo lema 1.1.2, tal resolu¢do também é resolucao projetiva de Z sobre

ZH.

Deste modo, temos H;(H) = 0,Vi > m, o que é um absurdo, pelo exemplo 2.2.3.

Logo, nao existe K (G, 1) de dimensao finita.

Agora, se K(G,1) = M™ (variedade de dimensao n), K(G,1) seria um complexo de

dimensao finita.

Portanto, nao pode ser variedade.

Proposicao 2.5.4 SeY é um K(G,1)-complexo, entao H*(G) ~ H*(Y).

Demonstragdao : Seja p: X — Y recobrimento universal de Y.

Vimos que ¢ : C,(X) — Z é uma resolugéo livre de Z sobre ZG.
Vamos mostrar que Homz¢(C.(X), Z) ~ Homz(C.(X)¢, Z).
Para isto, consideremos as aplicagoes:

¢: Homzg(Cu(X), Z) — Homz(C.(X)g, Z)
i = o(f); (A ®u) = f(u)

Vv Homz(Ciu(X)g, Z) — Homyzg(C.(X),Z)
P(g)(u) =

(u) =9(1®u)

Temos que ¢ e 1 sao homomorfismos e ¢~ = 1.

g = Y(g);

Assim, ¢ é isomorfismo.

Deste modo, temos

prop.2.1.1

H*(G)"® H*(G,Z) = H*(Homzc(C.(X), Z)) * = H'(Homz(C.(X)c, Z))
PR B (Homy(CL(X/G), Z))
H*(Homz(Cy(Y), Z))

H*(Y,Z)

H*(Y).

Portanto, H*(G) ~ H*(Y).
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2.5. INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA H,(G,M) E H*(G, M) 42

O exemplo a seguir nos mostra que, em geral, a homologia do espago X é diferente da

homologia do grupo X.

Exemplo 2.5.4 Seja X = IR. Temos que IR é um CW -complezo de dimensao 1 e (IR,+) €

um grupo. Consideremos dois casos:

e IR como um espago:
Hy(R,Z) = T1(R)a = {0} = {0}
e IR como um grupo:
H\(R,Z) = H\(K(R,1),Z) = T1(K(R,1))a = Ra = R.
Assim, a homologia do CW -complexzo IR é diferente da homologia do grupo IR.

Lema 2.5.1 Seja A um grupo abeliano com G-agao trivial. Temos
(a) FRzc A~ F;®z A.
(b) Homgzg(F, A) ~ Homz(Fg, A).

Demonstracao :

(a) Vamos definir:

f: FXA - FeQz A
(Bra)M= flo,a) =TQa

Verifica-se facilmente que f é biaditiva e, assim, pela propriedade universal do produto

tensorial ([25], V.1.1), existe um homomorfismo:

@ F@Z(;A — FG‘®Z*4
r®a +— p(r®a)=TQa.

Consideremos, agora

g: FgxA — FQ®zcA
(T,a) — ¢g(T,a) =rQa.

Mostra-se facilmente que g estd bem definida e é biaditiva. Novamente por [25], V.1.1,
temos um homomorfismo bem definido:

Y: Fe®zA — F®zcA
T®a +— YP(TRa)=2zQa.

As aplicagoes @ e i sao tais que uma é inversa da outra.
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2.5. INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA H,(G,M) E H*(G, M)

Logo,
F®zcA~Fs®z A.
(b) Consideremos as aplicagoes :

0: Homgzg(F,A) — Homgz(Fg, A)
f = 0(f); 0(f)(@) = f(z)

p: Homgz(Fg,A) — Homgzg(F, A)
g = p(9); p(9)(z) = g().

Tais aplicagoes saGo homomorfismos e, § = p~!

Portanto,

Homygg(F,A) ~ Homgz(Fg, A).

AN
Proposicao 2.5.5 Se M é um ZG-mddulo trivial, entao

(a) H.(G,M) ~ H.(K(G,1),M);
(b) H*(G, M) ~ H*(K(G,1), M).

Demonstragao : Seja Y = K(G,1) e X o recobrimento universal de Y. Temos

lema2.5.1(a)

(a) HJ(G,M) = H.(C.(X, Z) ®zc M) =~ H(Cu(X,Z)c®z M)
H,(Cu(X)c ®z M)
H.(C.(Y)®z M)
H.(Y,M).

Portanto, H.(G,M) ~ H,(K(G,1), M).

lema2.5.1(b)

(b) H*(G, M) = H*(Homzg(Cu(X, Z),M)) "~ H*(Homz(Cu(X,Z)g, M))

no

= H*(Homz(Ci(X)g, M))
rop.2.5.1

o H*(Homz(C.(Y), M))
H*(Y, M).

Portanto, H*(G, M) ~ H*(K(G,1), M).
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2.5. INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA H,(G, M) E H*(G, M) 44

Observacao 2.5.1 Eriste, também, uma interpretagdo topoldgica para H,(G, M) e H*(G, M),

considerando-se M como um Z G-mddulo nao trivial:
e H(G,M) ~ H,(K(G,1), M)
e H*(G,M) ~ H*(K(G,1),M)

onde M ¢ o sistema de coeficientes locais associado ao RG-médulo M ([13)).
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Capitulo 3

(Co)homologia Relativa

3.1 A Definicao de H*(G,S; M) e H.(G,S; M)

Nesta se¢ao, apresentaremos a definigdo de (co)homologia relativa para um grupo G e uma
familia S = {S;, i € I} de subgrupos de G.

Ribes introduziu em [27] a defini¢ao de (co)homologia relativa, H*(G, S; M) e H,(G,S; M),
para um grupo G e S um subgrupo de G. A defini¢ao de (co)homologia relativa para um grupo
G e uma familia S = {S;, ¢ € I'} de subgrupos de G foi introduzida por Bieri e Eckmann em [4].
Esta defini¢do introduzida por Bieri e Eckmann é uma generalizagio da apresentada por Ribes,
no sentido que, tomando & = {S}, as duas definigdes coincidem (a menos de isomorfismo).
Este fato é demonstrado em [2].

Em [4], a teoria de (co)homologia estd definida sobre o anel Z com coeficientes em um
Z G-moédulo. Aqui trabalharemos com a (co)homologia definida sobre um anel comutativo com

unidade R com coeficientes em um RG-modulo M.

Definicdo 3.1.1 Um par grupo (G, S) consiste de um grupo G e uma familia S = {S;, i € I}

de subgrupos de GG, nao necessariamente distintos.

Denotaremos por R(G/S) o R-médulo livre gerado pelas classes ¢.5;, no qual G atua
por multiplicacao a esquerda. Assim,
Corol.1.4.1 G
R(G/S) =P R(G/S) "= P Ind§R.
i€l iel]
Portanto,

R(G/8) ~ @ Ind$.R.

el
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3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS 46

Consideremos € : R(G/S) — R a aplicagdo aumentagao, que leva cada gerador ¢.S; em

1 € R e denotemos por A o nicleo de € (A = ker(e)).

Definicao 3.1.2 Sejam (G,S) um par grupo, S = {S;, i € I} e M um RG-mddulo. Os
grupos de (co)homologia relativa para (G,S), com coeficientes em M sdo, para todo

k € Z, definidos por
H¥(G,8; M) := H*"Y(G; Homg(A, M))
Hy(G,5; M) := H,_1(G; A ®r M)

onde as agoes de G em Homp(A,M) e A ®r M sao dadas, respectivamente,
por gf(z) = gf(¢g7'x) e g(x ® m) = g @ gm (agdes diagonais).

Observagoes :
(1) Segue da defini¢ao que, para k < 0,
H*(G,S8; M) =0e H,(G,S; M) =0.
(2) Por convencao, se tomarmos a familia vazia (S = @), definimos, para todo k € Z,

H*(G,0; M) := H¥(G; M) e Hy(G,0; M) := Hy(G; M)

(3) E conveniente escrevermos, para qualquer familia S = {S;, i € I} de subgrupos de G,
Hi(S; M) = € Hi(Si;; M) e H¥(S; M) = [ [ H*(S;; M),
iel i€l
onde M é um RS-mddulo, isto é, um RS;-mddulo, para todo i. Se M é um RG-mddulo, entdo

M é um RS-moédulo por restricao de escalares.

3.2 (Co)homologia Relativa como funtor de Duas Variaveis

Neste parigrafo, veremos que H,(—,—;—) e H*(—,—;—) sdo funtores de duas varidveis
((G,S); M). Mostraremos primeiramente, com detalhes, que a cohomologia relativa é um
funtor contravariante numa determinada categoria C. Os resultados para homologia relativa

sao analogos.
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3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS 47

Seja C a categoria cujos objetos sdo pares ((G,S); M), onde G é um grupo,
S = {S;, i € I} é uma familia de subgrupos de G e M é um RG-médulo e, cujos homo-

morfismos sao aplicagoes :
Y:((G,S={S; iel}); M) — ((L,R ={Rj, j€ J});N)

consistindo de:

a) Um homomorfismo a: G — L;

b) Uma aplicacdo m : I — J tal que a(S;) C Rn();

¢) Um homomorfismo de RG-médulos ¢ : N — M tal que ¢(a(g)n) = go(n), isto é, ¢ é um

homomorfismo de RG-modulos via a.

Vamos ver que, nestas condigoes, existe um homomorfismo
Y*: H*(L,R; N) — H*(G,S; M),

induzido pela .

Sejam

€c : R(G/S) — R tal que eg(zS;)) =1, z2€ G e
€, : R(L/R) — Rtal que e, (yR;) =1,y € L

as aumentacoes usuais.
Denotemos por Ag o nicleo de € e por Ay o nicleo de €.

Definamos

p: R(G/S) — R(L/R) por
p(xS;) = a(x) Rxi)

nos geradores e estendamos p por linearidade.
Temos que p estd bem definida, é homomorfismo, e p(Ag) C Ay.
Deste modo, podemos definir p := p|a, : Ag — ApL.

Temos entao, definida uma aplicacao
(P, 0)* : Homp(AL, N) — Hompg(Ag, M),

dada por:

(P,0)*(f) =¢do fop,
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3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS

onde ¢ : M — N é dada em (c).
Por simplicidade, denotemos Homg(Ap, N) por N e Homp(Ag, M) por M.

Temos que N é um RL-mdédulo com L-agao diagonal

(yf)(z) =yf(y~'a), (I)

paratodox € Ay, fEN ey € L.

Da mesma forma, M é um RG-méddulo com G-acao diagonal.

Lema 3.2.1 A aplicagdo (p,¢)* : N — M, definida anteriormente, satisfaz a condi¢do

(7, 8)*(alg)f) = 9(p, &) *(f),

para todo f € N e todo g € G, isto é, (p,p)* € uma aplicagdo de RG-mddulos, onde N é visto

como RG-mddulo via «.

Demonstragao : Inicialmente, notemos que:
e p: R(G/S) — R(L/R) é tal que p(gu) = a(g)p(u), para todo g € G e u € R(G/S) (%) .

De fato, verifiquemos a afirmacdo acima nos geradores de R(G/S).

Para isto, seja «S; um gerador de R(G/S). Temos:
p(9(xSi)) = p(g9aSi) = a(92) Ra(iy = a(g)a(z) Ry = a(g)(@

(I’)Rﬂ(l)) = Q(g).,O(;L'S@)-
Logo, p(g(zS;)) = a(g).p(xS;), para todo xS; gerador de R

(G/S).
Portanto, p(gu) = a(g)p(u), para todo g € G e u € R(G/S).

Agora, sejam f € N e u € Ag = Ker (¢g). Temos que:
7.0 *((9))w) = (60 (a(9)f) o D)) = d(ag)f)Bw) = é(alg)f(alg™p(u)))
= 96(f(a(9)™'p(u))) = g(¢ o f)(a(g)~"P(u)).

Por outro lado,

(9, 0)*)(f)(w) = g((B,0)*(f)(g7'u)) = g((p o fon)g'u) = g((¢ o f)(Blg~"w)))
= g(¢o f)(alg)~'p(u)).
Logo,

(7, 0)*(a(9)f) = 9(p, #)*(f),

ou seja, (p,#)* é uma aplicagdo de RG-mdédulos.

A‘A'.LY

1 2 3 4 5 6 7 8unesp . 14 15 16 17

18

19



3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS

Teorema 3.2.1 H*((—,—);—) € um funtor contravariante na categoria C.

% ; ST p.0)#
Demonstragdio : Denotemos por v a aplicacdo (G — L, N (p—-}+ M).

Pelo Lema Anterior, (p,¢)" é uma aplicagio de RG-médulos e, assim, temos que 1)

induz, para todo k¥ € Z, um homomorfismo o H*(L,N) — H*(G, M).

Mas, por definigao,
H*(G,8; M) = H*Y(G,M) e H*(L,R; N) = H*"1(L; N).
Logo, temos o homomorfismo induzido:
Y*: HY(L,R; N) — H*(G,S; M).

Verifica-se facilmente que:

e Sev:((G,8); M) — ((G,S); M) é a aplicagdo identidade, entdo a aplicagio
v H*((G,S8); M) — H*((G,S); M)

é 0 homomorfismo identidade.
eSev: ((G,S); M) — ((L,R);N) e~:((L,R); N) — ((K, O); P) sao morfismos em C,

entao
(You) =9" 0"

Portanto, H*((—, —); —) é um funtor contravariante em C.

Para a homologia relativa, a situacao é andloga, isto é, se considerarmos a categoria D,
cujos objetos sdo os mesmos de C mas os morfismos sdo aplicagoes
Y :((G,8); M) — ((L,R); N) consistindo de (a), (b) e,

(c) :é: M — N tal que ¢p(gm) = a(g)d(m)

mostra-se, analogamente, que existe um homomorfismo induzido
¥, : H,((G,8); M) — H,((L,R); N)

e que H,((—,—); —) é um funtor covariante na categoria D.
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3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS 50

Proposicdao 3.2.1 Sejam (G,S = {S;, i € I}) um par grupo e M um RG-mddulo. Entdo,

temos as sequéncias exatas longas:

(i) ... — H*G; M) ™5 [T #*(S;; M) — HYG, 8 M) = H*Y(G; M) — ...
iel |

CO‘-"

(ii) ... — Hp(G; M) =5 Hy(G, 8, M) — @D Hi(Si; M) = Hi(G; M) —
i€l
que sdo naturais no RG-mddulo M e no par (G,S), onde
res§ : HNG; M) — HH’“(Sz-; M), € dada por res§([f]) = (res§[f]):
i€l

cors @H;\.(Si; M) — Hy(G; M) é dada por cor§ Z flk Zcors [fix]

i€l k=1
: ; L] : ; 7 : : = 1
sao as aplicagoes induzidas, no nivel k de (co)homologia, pelas inclusies S; — G.

Demonstragdo : (i) Consideremos a seguinte seqiiéncia exata de RG-médulos:

0—3 A RIGIS) 3R —50 (3211),

onde € é a aplicagio aumentacao (¢(gS;) = 1,Yg € G, Vi € I), A := Ker () e i a inclusio.

Como R é R-livre, logo R-projetivo, temos que esta seqiiéncia cinde e, deste modo, por

(18], a seqiiéncia
0 — Homp(R, M) <5 Homg(R(G/S), M) -2 Homp(A, M) — 0

também é exata, onde i¥(p) = poie e*(p) =poe.
Seja F — R uma resolugao projetiva de R sobre RG. Como os F}s sio RG-projetivos
temos, por [18], 1.9.4(e), que para todo n,
& i#
0 — Hompgg(Fyn, Homg(R, M)) = Hompgg(F,, Homgr(R(G/S), M)) —
F
s Hompg(F,, Homg(A, M)) — 0
é exata e, assim, temos a sequiéncia exata curta de complexos de cocadeias

0 — Hompg(F, Homgp(R, M)) <% Homge(F, Homgp(R(G/S), M)) -5

g Hompgg(F, Homg(A, M)) — 0,

onde i# () = i* 0 p e e#(p) = * 0 .
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3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS

Agora, esta seqiiéncia exata curta de complexos induz a seguinte seqiiéncia exata longa

em cohomologia (ver Prop. 2.4.1):

0 — H"(G; Homp(R, M)) < H"(G; Homa(ED) R(G/Si), M)) ==

icl
oy H"(G; Homg(A, M)) = H"(G; Homg(R, M)) — ...,

onde (€:)([¢]) = [¢¥ o ¢]; (i2)([¢]) = [i* o ¢] e T, é 0 homomorfismo de conexio.

Mas, Homg(R, M) ~ M, através do isomorfismo ¢ : M — Hompg(R, M) dado por
Y(m) := f, tal que f,,(1) = m, isto é, ¥»(m)(1) = m (e estendendo por linearidade).

Deste modo, H"(G; M) K H"(G;Hompg(R, M)), onde 9* é induzido de v e dado por

Vfl=[vo f].

Vamos mostrar que

H"(G; Homp(€P R(G/S:), M)) ~ [ H"(S;; M), (3.2.1.2)
R {7 i€l :
através de um isomorfismo, que denotaremos por p*; e, entdo, lembrando que
H™(G; Homg(A, M)) = H"*Y(G,S, M), a seqiiéncia exata acima toma a forma:

\

Além disso, mostremos que p* o € o ¥* = res$, onde res¢([f]) = (resi[f])ics, com

res; : H"(G; M) — H"(S;; M) induzida pela inclusao S; — G.
Para mostrarmos (3.2.1.2) e que p* o€} oy)* = ?'esg, consideremos o seguinte diagrama:
n / ?j)‘ mn 6*
H"(G; M) —— H"(G; Homp(R, M))—2—~ H"(G; Homp(ED)R(G/S;), M)
i€l
pe
H™(G; [ [ Homr(R(G/S:), M)
i€l 17 :
[[2"(G; Homr(R(G/S:), M)
i€l |¢" = (@Dier
H H™(G;Coin§ M)
e l(ﬂ;)iei
[[H"(G; M)
i ]("'esi)ief
[T H"(S:, M) = H'(S; M)
iel :
onde as aplicagdes ¢*, ¢*, (7}), v e (res;)ics sdao dadas por:
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3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS

e ¢* é a’induzida, no nivel n de cohomologia, de

¢ : Homp(ED)R(G/S;), M) — [ [ Homr(R(G/S;), M),
i€l iel
definida por ¢(f) = (f o ji)ier, onde j; : R(G/S;) — R(G/S) = @ R(G/S;) é a inclusio.

e ©* é a induzida do isomorfismo:

¢ = (@i)ier : H Hompgp(R(G/S:), M) — HCozfndg‘_M

el iel

(fi)ier = (@i(f))ier

pi : Homg(R(G/S;), M) — Coind§ M
fir—ei(f;): RG— M
Zxfile'S)
e (7}) é a induzida, no nivel n de cohomologia, de

ik C'oindg';M — M

é tal que m;(f;) = fi(1).

o v : H”(G,Hﬂom,q(R(G/Sg);M)) - HH”(G', Hompg(R(G/S;); M)) é tal que
i€l iel

Y([f]) = ([pj o f])jer, onde p; : HHomR(R(G/Si];M) — Hompg(R(G/S;); M) é a projecao.

iel

o (resiier : [ [ H"(G; M) — [ [ H"(Si; M) tal que

ie] iel

(resi)ier([@ilier) = (resi([#4]))ier-

Observemos que ¢*,v, ¢* e (res;)icr © (7} )icr = (res; o m})ier sdo isomorfismos, onde
(res; om?}) é o Isomorfismo de Shapiro (ver Obs. 2.4.1), para cada i € I.

;’-\ssim, p* = (resi)ier o (7} )icr 0 @* 0y 0 ¢* é isomorfismo e, temos que

H™(G, Homp(ED R(G/S:); M)) ~ [ [ H"(S;; M),
i€l i€l

ou seja, (3.2.1.2) é verdadeira.

Agora,
(p* o€ 00*)([f]) = (p*o€;)([Wof]) = p*([e* oo f]) = ((resi)iero(n})iciop*y0d*)([e* otpo f]) =
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3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS

= ((resi)iero (m})ier o p* 0 7)([poe* oo f]) = ((resi)iero (n})ier 0 ™) ([pio po ¥ oo fl)ies =
= ((resi)ier o (m})ier)([piopiopoe# oo fl)ies = (resi[miopiop;opoe* oo fl)ier.

Mas,
(miopiopiogoetorpo f)(x) = (mopiopiopoe* oy))(f(x)) = (m 0 piop;od)(e*(v(f(x))))
= (miopiopio¢)(V(f(x)) o€) = (miop;op:)(Y(f(x))o€oji)ker = (miowi)(¥(f(x))oeoji) =
= mi(i(¥(f(2)) 0 €04i)) = (wi(¥(f(2)) 0 €05i)) (1) = (¥(f(m)) 0 € 0 5i)(1.5;) = ¥(f(m))(1) =
= f(m),Vz € F, onde F é uma resolugdo projetiva de R sobre RG.

Logo,

resi[miopiopiogo e* otho f] = resi[f]

e, portanto,

(" 0 & 0 ¥")[f] = (resi[f])ier = res§.

(71) Consideremos novamente a seqiiéncia exata de RG-mdédulos:
0— A R(G/S) <5 R— 0 (3.2.1.1),

onde € é a aplicagao aumentacao (e(gS;) = 1,Vg € G, Vi € I), A := Ker (¢) e ¢ a inclusao.
Como R é R-livre, logo R-projetivo, temos que esta seqiiéncia cinde e, deste modo, por

(18], 1.7.10, a seqiiéncia
0— AR M 8 RG/S)9r M S8 ROM — 0

também é exata.

Seja F' — R uma resolucao projetiva de R sobre RG. Temos, entao, a seguinte

sequéncia exata curta de complexos de cadeias:

0 — F®re (A®r M) -5 F ®rc (R(G/S) ®r M) <

< F®rg (RO M) — 0

onde €#(z ®rg (95: ®rm)) =  @re (1 ®r m) e i*(z ®rg (s ®r M) = T pc (i(s) ®r m).
Agora, pela Prop. 2.4.1(i), esta seqiiéncia induz a seguinte seqiiéncia exata longa em

homologia:
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3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS

i

oo — Hoy 1 (G;ROR M) 28 H,(G; A ®p M) 22
5 Ho(G; R(G/S) @ M) - H,(G;R®r M) 2 Ho_1(G;A®r M) . ..,

onde i, e €, sao os homomorfismos induzidos de iy e e em homologia e 7, é 0 homomorfismo

de conexao no nivel n.

Mas, R®r M ~ M, através do isomorfismo €, dado por (1 ® m) = m (e estendido por

linearidade).

Assim, H,(G; R®r M) ~ H,(G; M), através do isomorfismo 6*, induzido por 8, definido

2@ (1®@m)] =[r®60(1®@m)] =[x ®m)].
Agora,

Ho(G; A ®r M) := Hny1(G, S, M).

Mostremos que
& H"(Si;; M) ~ H"(G; R(G/S) ®r M), (3.2.1.3)
el
através de um isomorfismo, que denotaremos por «,; e, assim, a seqiiéncia exata acima tomara

a forma:

> Hoy1(Gy M) — Ho1 (G, 8 M) — @) Ha(Ss M) “223™ H,(G3 M) — H,y(G,S; M) — ...

iel

Mostremos também que 6, o€, o, = cor§, onde corg([f]) : @ H,(Si; M) = Ho(G; M)
i€l
é definida por
cor§ ([zi ®rs; Milier) = Z[a,,, ®rc M.
i€l

Para mostrarmos (3.2.1.3) e que §,0¢, 0, = cm‘g, consideremos o seguinte diagrama:
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3.2. (CO)HOMOLOGIA RELATIVA COMO FUNTOR DE DUAS VARIAVEIS

P Hass M) " @ 6 m) el @ by (G Ind§ M)
iel i€l el 1(% )iEf
D H:(G: (R(G/S) ®r M)
i€l ¥
H,(G; P (R(G/S:) ®r M))
i€l lh"‘

Ha(G; (D R(G/S:) ®r M)
el
le.
H,(G;RQr M)

|e.

H,(G, M)

onde :

e h, é a induzida em homologia de

h: EP(R(G/S;) ® M) — (D R(G/S) ® M,

icl i€l

definida por h(g; ® m;)ic; = Z(("'k)ke! ®m;),onde rp, =0,se k #ie, 1. =7, se k =1.

iel
e ©;. é a induzida de

@i : Inds M — (R(G/S;) ®r M),
dada por ¢;(g ® m) = g; ® gm.
e 0, é a induzida em homologia de

0:RM — M
definida por
f(1®@m) =m.

e cor; : H,(S;; M)) — H,(G; M), dada por
CO?‘;’([:L' ®RS,- m]) = [:I.‘ ®rc ??1]

é a induzida da inclusdao S; — G .
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e ¢, é a induzida em homologia de € : @ R(G/S;) ® M — R ® M, dada por
i€l

€(gSi®@m) =1 m.
o 7(([:®rc (G®r™:)))icr) = [Y_ €i ®r (k)kes], onde i = 0,5 k # i e re = G@my, se k =i
i€l
e J;. éinduzidade J;: M — Indgl,M, dada por J;(m) =1 ® m.
Observemos que h., 7, (¢:.)ier € (Ji.)ier © (cory)ier = (Ji. o cor;)ier sao isomorfismos,
onde J;, o cor; é o Isomorfismo de Shapiro (ver Obs. 2.4.1), para cada i € I.
Deste modo, ., = h, 0y 0 (¢i)ier © (Ji)ier © (cor;)ier é isomorfismo, ou seja,
P Ha(Si; M) ~ H,(G; R(G/S) ®r M),
iel
provando (3.2.1.3).
Agora, é facil ver, através das defini¢oes das aplicagoes envolvidas, que
f.0¢€, 0 G'*([IE;' ®Rrs; ?ni])ief = Z[-L; ®rc ?ni]-
i€l

Portanto,

0, o€, o &, = cor§.

3.3 Interpretacgao Topolégica da (Co)homologia Relativa

Neste paragrafo, veremos a relagao entre a (co)homologia relativa de grupos e a (co)homologia

relativa de espacos topoldgicos.

Definigao 3.3.1 Um par grupo (G,S), S = {S;, i € I}, € realizado topologicamente por
um par Eilenberg-Maclane (X,Y) = K(G,S,1) se:
(i) X é um K(G,1) complezo celular;

(i) Y é um subcomplexo cujas componentes Y;, © € I, sao K(S;,1) complezos, de tal modo que

a aplicacdo 14 : T1(Y;) = T, , induzida da inclusdo i : Y; = X, € injetiva e aplica T,(Y;
plicagdo iy : T (Y;) (X)), induzida da inclusdo i : Y, X, é injeti lica T,(Y;)

sobre S; C G, depois de uma conveniente mudanga do ponto base.
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3.3. INTERPRETACAO TOPOLOGICA DA (CO)HOMOLOGIA RELATIVA

Exemplo 3.3.1 Sejam G =(a) (b))~ Z S Z ¢S = {S}, onde S = (a) ~ Z.

Consideremos X o toro T? e, a e 3 0s lagos mostrados na figura abaizo:

<

()
v,

Temos que T1(T?) = ([a]) ® ([B]) ~ G, identificando [a] com a e [B] com b. Assim,
sendo T? conezxo e o recobrimento de T? contrdtil, temos que X = T? é um K(G,1).

Agora, seja Y o lago representado por a.

Temos que Y ~ S'. Logo, pelo exemplo 1.2.1, Y é um K(S,1)-complezo.

Além disso, observemos que
i# : 71-1(}/) — ﬂ-l(X)

o] = [i o al,

ondet:Y — X € a inclusao, € injetora.

Portanto, (X,Y) ~ (T?,S') é um par Eilenberg-Maclane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.2 Sejam G = (t) * (s) ¢ S = {S}, onde S = (sts~'t7").
Temos que (G,S) € realizado topologicamente por um par FEilenberg-Maclane (X,Y),

onde X € o toro T? menos um disco aberto D eY € o bordo de X.

De fato, consideremos «, 3 os lagos representados na figura abaixo:
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3.3. INTERPRETACAO TOPOLOGICA DA (CO)HOMOLOGIA RELATIVA

Temos que X tem o mesmo tipo de homotopia da figura oito, que denotaremos por F.
Logo,
T1(X) =T (F) = ([a]) *{[8]) ~ G = T1(X) ~G.

Além disso, X é um CW-complexo conexo e, como F tem recobrimento universal
contratil e X' tem o mesmo tipo de homotopia de F', temos que X tem recobrimento universal
contrétil. Portanto, X é um K(G,1).

Agora, representando X como na figura seguinte, vemos que

X 3

e ::: ; ?XU

X LR
0 B

(YY) ~ (stshltq) =5
Temos que Y ~ S'. Logo, pelo Exemplo 1.2.1, Y é um K (S, 1)-complexo (Y é um
CW-complexo conexo com recobrimento contratil).
A aplicacdo iy : T (Y) =S — T (X) = G, induzida da inclusdo, ¢ injetora.

Portanto, (X,Y’) é um par Eilenberg-Maclane realizando (G, S).

k

Exemplo 3.3.3 Mais geralmente, sejam G = (a;) * (by) * ... * (ax) * (bx) € S = H[ai, bi]>.
i=1

Temos que (G,S) € realizado topologicamente por um par Eilenberg-Maclane (X,Y),

onde X € a superficie orientada de genus k menos um disco aberto D e Y € o bordo de X.

De fato,
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3.3. INTERPRETACAO TOPOLOGICA DA (CO)HOMOLOGIA RELATIVA

consideremos a;, b;, i = 1,2,...,k, identificamos com as classes de homotopia dos lagos «;, j3;
representados na figura acima, respectivamente.

Temos que X tem o mesmo tipo de homotopia do bouquet de 2k circulos, o qual deno-
taremos por R. Logo, sendo R um K(G, 1), pelo exemplo 1.2.3, temos que X é um complexo
K(G,1).

Agora, representando X como na figura seguinte,

k
vemos que (YY) ~ <H[ai,b,—]> =3

i=1

Como ja vimos no exemplo anterior, Y ~ S! e, assim, Y é um K(S,1).

Observemos que a aplicagao iy : 1(Y) — 771 (X), induzida pela inclusao, é injetora.

Portanto, (X,Y’) é um par de Eilenberg-Maclane realizando (G, S).

2
Exemplo 3.3.4 Sejam G = al,bl,ag,bg;H[ahbi] = 1> e S = (ay) * (by).
i=1
Temos que (G,S) é realizado topologicamente por um par FEilenberg-Maclane (X,Y),

onde X € a superficie orientada de genus 2 (T*#T?) e Y ¢é a subsuperficie compacta como

mostra a figura
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3.3. INTERPRETACAO TOPOLOGICA DA (CO)HOMOLOGIA RELATIVA

Y

De fato, consideremos a;, b;, i = 1, 2; identificados com as classes de homotopia dos lagos
«;, B; representados na figura acima, respectivamente.

Desta forma, T;(X) =G e T,(Y) = S.

Vimos, no Exemplo 1.2.4, que X é um K(G,1) e, pelo exemplo 3.3.2 anterior, temos
que Y é um K (S,1).

Mostremos que iy : T (Y) — 71 (X), induzida da incluséo, é injetora.

Seja Z como mostra a figura acima. Assim, Y NZ ~ SL.

Consideremos o diagrama:

T(Y NZ) —2t 7,(2)

J2 ]J‘s

M (Y) —2+ Mi(X)

onde ix, ji, J2, J3 sao todas induzidas das inclusdes.

Temos que

Ti(Y N2Z) =m1(SY) = (a)

e j1 nao é homotdpico a zero em Z. Logo, j; é injetora.
Analogamente, temos que j, ¢ injetora. Logo, por [8], Lema I1.7.4, ix e j; também sao
injetoras e, entdo, podemos ver 77 (Y’) como subgrupo de 7 (X).

Portanto, (X,Y’) é um par Eilenberg-Maclane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.5 Sejam G um grupo e S = {1} o subgrupo trivial. Consideremos X = K(G,1)

e o vértice zg € X. O par (G, S) € realizado topologicamente por (X, {zo}).

De fato, {xo} é um K(S,1) subcomplexo de X = K(G,1).
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3.3. INTERPRETACAO TOPOLOGICA DA (CO)HOMOLOGIA RELATIVA 61

Exemplo 3.3.6 Sejam G = (a) * (b) e S = (baba™!). Temos que (G, S) € realizado topologi-
camente por um par Eilenberg-Maclane (X,Y), onde X € a garrafa de Klein KB menos um

disco aberto e Y ¢é o bordo de X.

De fato, podemos representar X como na figura abaixo, identificando a, b com os lagos

representados na figura

/B

X
S 1°

Aqui, como no Exemplo 3.3.2, temos que X tem o mesmo tipo de homotopia da figura
oito e, assim, podemos concluir que X é um K(G,1).

De acordo com a figura acima, temos que
T (Y) = (baba™") = S.

Novamente, Y é homeomorfo a S*. Logo, Y é um K (S,1).

Portanto, (X,Y’) é um par Eilenberg-Maclane realizando (G, S).

Exemplo 3.3.7 Consideremos agora X o toro T? menos k discos abertos e Y o bordo de X.

Consideremos G = T(X) e S = {S; = M1(Y;), i = 1,...,k}. Temos que (X,Y) é um
par Eilenberg-Maclane realizando (G,S). ([4], 9.2).
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3.3. INTERPRETACAO TOPOLOGICA DA (CO)HOMOLOGIA RELATIVA 62

Veremos agora, sem demonstragao, um resultado que relaciona a (co)homologia de gru-

pos com a (co)homologia de pares Eilenberg-Maclane.

Teorema 3.3.1 Se (X,Y) é um par Eilenberg-Maclane realizando o par grupo (G,S) e M ¢

um RG-mddulo trivial, entao
Hi(G,S5; M) ~ H(X,Y; M) e,
H"(G,S;M) ~ H"(X,Y;M).

Demonstragdo : [4], Teo. 1.3.

Observagao 3.3.1 Como no caso da (co)homologia absoluta, se M for um RG-mddulo qual-

quer, também existe uma interpretacao topoldgica, a saber:
Hy(G,S; M) ~ H(X,Y; M) e H(G,S; M) ~ H*(X,Y; M),
onde M ¢é o sistema de coeficientes locais no K (G, 1) associado ao RG-mddulo M.

Exemplo 3.3.8 Cdlculo de (Co)homologia Relativa de Grupos através de

(Co)homologia de Espagos:

Seja G o grupo abeliano livre com dois geradores, isto é, G = (a) D (b)) ~ Z D Z e
consideremos S = (a) ~ Z. Pelo exemplo 3.3.1, temos que (G, S) é realizado topologicamente
pelo par Eilenberg-Maclane (772, S').

Pelo Teorema Anterior,

Hy(G,S; Z) ~ Hy(T?, S, Z) 2" H\(T?, S").

Agora, pela definicao de homologia relativa,

Logo, Hy(T?2, S*) = {0}.

Usando a seqiiéncia exata longa de homologia

.= Hy(SY) = Ho(T?) = Ho(T?%SY) = Haoi(SY) — ... = Ho(SY) = Ho(T?) — 0, (4)
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3.3. INTERPRETACAO TOPOLOGICA DA (CO)HOMOLOGIA RELATIVA

vamos calcular Hy(T?,S'), para k > 1..

Sabemos que
Z, sen=0,1;
L Ve 3 s 4y
Ha(S") = {U, sen#0,1.

Z, sen=0,2;
Ha (T = {Z@\%‘ sen=1:
0f ce.

Assim, temos que H,(T?% S') = {0}, para n > 3, e a seqiiéncia (A) toma a seguinte
forma:
0 Z3 H,(TEM3283z2z0Zz8 H,(T45) 828 2% 0.
Analisemos a aplicagéo @3 : H\(S') = Z — H\(T?) = Z & Z, induzida da inclusao
St T2,
Temos que H,(S') = m,(S') e H,(T?) = m,(T?). Logo, ¢3 é a induzida da inclusao

S' < T2 no grupo fundamental, isto é,
3 =iy : T (SY) = T, (T?).
Agora, sabemos que 3 é injetora (é a inclusdode S = Z em G = Z & Z). Logo,
Ker (p3) = {0} e Im(p3) = Z.
Temos também que
Z = Im(p1) = Ker (p2) e Ha(T? 5")/ker(p2)=2z = Im(p2) = Ker (p3) = {0}

Deste modo, Hy(T?,S') ~ Z.
Agora,

Im(ps) =Z =Ker(ps) e Z ® Z/ker(ps) = Z ~= Im(ps),

de onde concluimos que Ker (¢5) = Im(p4) ~ Z.
Assim, Hy(T?,S") /ker(ps)=z =~ Im(ps) = {0}, pois @e é isomorfismo e, temos entao,
H\(T%, SY) ~ Z.

Portanto,
Z, s k=12
{0}..cic

Hy(G, S, Z) = {
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3.3. INTERPRETACAO TOPOLOGICA DA (CO)HOMOLOGIA RELATIVA

Determinemos agora H¥(G, S, Z).

Para isto, usaremos os cdlculos anteriores e o seguinte resultado:

“ Seja R um dominio de'ideais principais e suponhamos H,_(X,Y;R) finitamente
gerado. Sejam T,_; o submédulo de tor¢ao de Hy—1(X,Y; R) e Fy a parte livre de H,(X,Y; R).
Entéo,

HY(X,Y;R) = F,® T,;. [16],23.18."
Como Z é um dominio de ideais principais e os grupos de homologia relativa Hy(T?, S'; Z)

sao livres, finitamente gerados, temos
HYT2, 8% Z) = Hy (12,85 Z)-

Assim,
X 56 k=1,2:

{0}, c.c.

H*(T?, S, Z) :{

Portanto,
Z; sek=1,2;

HYG, S, Z) = { {0}, 6.6

A
AVAVAY'

/Y
cm 1 2 3 4 5 6 7 8unespw 12 13 14 15 16 17 18 19



Capitulo 4

Grupos e Pares de Dualidade

Antes de estudarmos os importantes conceitos de grupos e pares de dualidade, apresentamos
algumas definigoes, tais como dimensao (co)homoldgica, resolugdes de tipo finito, grupos de tipo

FE, FP, e FL,

4.1 Dimensao (Co)homolégica
Denotemos por R um anel comutativo com unidade.

Definicao 4.1.1 Seja G um grupo. A dimensao cohomolégica do grupo G sobre R, deno-
tada por cdrG, € definida por
cdrG = inf {n: H(G,M) = 0, para i > n e para todo RG-mdédulo M} =

= sup {n: H*(G, M) # 0 para algum RG-mddulo M}.

Analogamente, definimos a dimensao homoldgica de G sobre R, denotada por hdrG.

hdrG = sup{n: H,(G;M) # 0, para algum RG-mddulo M }.

Observagao 4.1.1 Se R admite uma resolugao projetiva sobre RG, de comprimento finito,
isto ¢,

0O—FP,—:+-—FP—R—0

entao, cdgG < n e hdrG < n.

Observacao 4.1.2 Temos cdrG > 0, pois

prop.

H°(G,R) =~ R°~R#0.
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4.1. DIMENSAO (CO)HOMOLOGICA

Observagcao 4.1.3 Pode-se mostrar que, se cdpG < 00, entdo
cdrG = sup{k : H*(G,F) # 0, para algum RG — mddulo livre F}.
Exemplo 4.1.1 Seja G um grupo ciclico infinito.

Pelo Exemplo 2.2.2, temos

HY(G, M) = MS:
HY(G, M) = Mg:
H'(G,M) =0 parai>2.

Assim, edzG < 1. Como HY (G, Z) = Z, segue que
cdzG = sup.{n : H"(G; M) # 0, para um RG-médulo M} = 1.
Portanto, cdzG = 1.
Exemplo 4.1.2 Se G € o grupo finito de ordem n, entio cdzG = oo.

De fato, pelo Exemplo 2.2.3, temos

_ Z,sei=0;
H'(G Z) = { 0,se ¢ é impar;
Z,,se 1 é par.

Logo, cdzG = oo.

Definicao 4.1.2 Seja G um grupo. Dizemos que G tem R-torg¢do se existe um elemento g
em G cuja ordem, denotada por o(g), € finita e ndo invertivel em R (isto €, o(g) € um inteiro

n > 0 tal que n.1g ndo € invertivel em R).

Exemplo 4.1.3 Z, tem Z,-tor¢io, pois existe 1 € Zy tal que o(1) =2 e21=2=0, ¢

nao invertivel em Z,.
Observagao 4.1.4 cdrG = 0 se, e somente se, G € finito sem R-tor¢do.  ([3], 2.4.12(a))

Exemplo 4.1.4 O 1inico grupo finito que ndo tem Z-tor¢ao (isto €, é livre de tor¢ao) é o

grupo trivial.
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4.1. DIMENSAO (CO)HOMOLOGICA 67

De fato, seja G = {g1,...,9»} um grupo finito que nao tem Z-tor¢ao. Entao, para
qualquer g; € G, temos que o(g;) é infinita ou invertivel em Z.

Mas, o(g;) divide o(G) = n (o(g;)|[n = n = o(g;).a, a € Z). Logo, para todo g; € G,
temos o(g;) finita.

Assim, o(g;) é invertivel em Z. Entdo, o(g;) = 1, para todo g; € G e, deste modo,
g; = e, para todo g; € G.

Portanto, G = {e}, ou seja, G é trivial.
Exemplo 4.1.5 cdzG = 0 se, e somente se, G € o grupo trivial (G = {1}). ,
De fato, seja G = {1}. Temos

M€, sei=0;
0, set#0.

H(G, M) = {

Agora, como H°(G; Z) "z =27 (pois a G-agdo é trivial), temos que cdzG = 0.

Reciprocamente, suponhamos cdzG = 0. Deste modo, pela Observagao anterior, G é

finito e sem Z-torgao.

Mas, pelo Exemplo anterior, o tinico grupo finito que nao tem Z-torgao ¢é o grupo trivial.

Portanto, G é o grupo trivial.

Exemplo 4.1.6 Se G é um grupo livre gerado por um conjunto S, isto é, G ~ Z xZ * . ..

(s cépias de Z, s > 1), entdo

(.‘(sz =
De fato, pelo Exemplo 1.2.7,
0= (ZG)S) 5 ZG - Z -0

¢ uma resolugao livre de Z sobre ZG de comprimento 1.

Assim, pela Obs. (1) anterior,
cdzG < 1.

Se cdzG = 0, terfamos que G = {1}.

Portanto, cdzG = 1.
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4.1. DIMENSAO (CO)HOMOLOGICA 68

Observagao 4.1.5 A reciproca do exemplo anterior, para grupos finitamente gerados, também
¢ verdadeira e foi demonstrada por Swan em [36]. Isto é, se cdzG = 1, entdo G é um grupo

livre.

Proposigcao 4.1.1 Seja H um subgrupo de G. Entao,
cd H<cdG.

A igualdade € vdlida se cd G < > e [G : H] < 0.

Demonstragdo : Seja cd H = n. Entao, por definicdo, existe M tal que H*(H,M) # 0 e
HY(H,M) =0, k > n.
Mas,

Shapiro

0# HY(H,M) =" H"(G, CoindS M).

Deste modo,

H™(G, Coind$, M) # 0,
ou seja, existe N = Coindﬁﬁ/f tal que H"(G, N) # 0. Assim, ¢cd G > n.

Portanto,
cd H <cd(G.

Consideremos, agora, as hipéteses cd G < oo e [G : H] < oo.
Seja cd G = n. Pela obsevagao 4.1.3, existe um RG-mddulo livre F', com H"(G, F) # 0.
Suponhamos F' um RH-médulo de mesmo posto que F. Assim, podemos escrever

F=ERG), e F=(RH),

JjeJ jeJ
Temos:
Ind$F = RG ®r F' = RG ®ru (P RH); = @)(RG ®rn RH); ~ @)(RG); = F.
j€J jeJ j€J

Deste modo,

1. prop.1.4.3 Shapiro

H™(G,F) = HYG,Ind$F) " =" H"G,CoindSF) =~ H"(H F).

Visto que H*(G, F) # 0, temos H"(H, F') # 0. Logo, existe F' tal que H"(H,F') # 0

e, deste modo,cd H > n=cd G, isto é, cdG < cd H.

Portanto, cd G = ¢d H = n.
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4.1. DIMENSAO (CO)HOMOLOGICA

Coroléario 4.1.1 Se cd G < o0, entao G € livre de tor¢ao.

Demonstragao : Suponhamos que G nao seja livre de tor¢do. Desta forma, G contém um

subgrupo H ciclico finito nao trivial.
Pelo exemplo 2.2.3, temos c¢d H = oo. Entdo, pela proposicao anterior, cd G = o0, 0
que nos da uma contradicao.

Portanto, G é livre de torgao. [}

Definicao 4.1.3 Seja G um grupo. Dizemos que G tem dimensdao cohomoldgica virtual
finita sobre R e denotamos por vedrG < o0, se existe um subgrupo S de G com [G : S] < o0

e cdpS < oo.

Exemplo 4.1.7 Sejam G = Z ® Z,, e S = Z subgrupo de G. Temos que [G : S]=n < oo e

cdzS =1, de acordo com o Exemplo acima. Logo,
vedzG < o0.

Proposicao 4.1.2 Seja G um grupo. Se G nao tem Z-torgao, entio G nao tem Z,-tor¢ao,

para todo p € IN.

Demonstracao : Se G nao tem Z-tor¢ao entao, para todo g em G, o(g) é infinita ou invertivel

em Z.

Seja g € G. Se o(g) = oo, temos que g nao é elemento de torgao.

Suponhamos o(g) = n, com n invertivel em Z. Entao, n =1 e, assim,
n.1 =1, que é invertivel emZ,.

Logo, G nao tem Z,-torgao.

O exemplo a seguir nos mostra que a reciproca da Proposi¢ao anterior é falsa.
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4.2. RESOLUCOES DE TIPO FINITO

Exemplo 4.1.8 Se p € impar, entio Z, ndo tem Z-tor¢iao mas, tem Z-tor¢do.

De fato, se x € Z,, entao o(x) divide p e, assim, o(x) é impar. Logo, o(z) = 2k + 1,
para algum k € IN.

Assim, em Z,,

o(x)1=o0(z) =2k+1=2k+1=1,
que ¢ invertivel em Z,. Logo, Z, nao tem Z,-torgao.

Agora, Z, = (1), com o(1) = p, que nao é invertivel em Z. Logo, Z, tem Z-torgao.

4.2 Resolugoes de Tipo Finito

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢oes e enunciaremos alguns resultados que serao

utilizados em se¢oes posteriores.

Lema 4.2.1 (Lema de Schanuel) Sejam

Q= ot b R R R K P e M=

seqiiéncias exatas, com P e P projetivos. Entéio, P& K ~P @ K.

Demonstragao : [8], Cap. VIII, Lema 4.2.

Proposicao 4.2.1 As seguintes condi¢oes sobre um R-mddulo M sao equivalentes:
(1) Existe uma seqiiéncia exzata R™ — R™ — M — 0, para inteiros m,n;
(ii) Eziste uma seqiiéncia exata P, — Py — M — 0, para mddulos projetivos finitamente

gerados Py, Py;

(iii) M € finitamente gerado e, para toda sobreje¢io e : P — M, com P finitamente gerado e

projetivo, Ker ¢ € finitamente gerado.

Demonstragao : [8], Cap. VIII, Prop.4.1.

Defini¢cao 4.2.1 O R-mddulo M é dito finitamente presentado se as condigoes da proposi¢ao
anterior sao vdlidas. Uma seqiéncia exata como em (i), fornece uma presentacao finita de

M, com n geradores e m relagoes .
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4.2. RESOLUCOES DE TIPO FINITO 71

Defini¢cao 4.2.2 Uma resolugiao ou resolugao parcial (P;) € de tipo finito se cada P; é

finitamente gerado.

Defini¢cdo 4.2.8 Um mddulo M é de tipo FP, (n > 0) se existe uma resolug¢io projetiva
parcial:

Ph—: - — P —M-—0

de tipo finito.

Podemos concluir que, para a condi¢ao F Py, temos: Py — M — 0, e dai, M ¢ finita-
mente gerado como ZG-mddulo. A condigio FP, é wuma presentacao finita:
PP — Ph — M — 0 de M, e as condigées FPy, FP;, ..., sao sucessivos “refor¢os”da
definicao de presentagdo finita.

O préxzimo resultado € uma generalizagdo do Lema de Schanuel.
Lema 4.2.2 Sejam

0 — P PupER IR p L M0

!

1

i Pp— M —0

| 6:: 1 a,l..
0 E 'Pﬂ ) JPn.—l E

seqiiéncias exatas com P; e P, projetivos para i < n — 1. Entdo
Ph®P,®P,oP,®.. ~PoP o P,oP®....

Conseqiientemente, se P; e P; sdo finitamente gerados para i < n — 1, entao P, ¢

. ! ” .
finitamente gerado se, e somente se, P, ¢ finitamente gerado.

Demonstragao : [8], Cap. VIII, Lema 4.4.

O resultado a seguir é uma generalizagcao da proposi¢ao anterior.
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4.3. GRUPOS DE TIPO F Py 72

Proposi¢cao 4.2.2 Para qualquer médulo M e qualquer inteiro n > 0, as sequintes condigoes
sao equivalentes:

(i) Eziste uma resolugdo parcial F,, — -+ — Fy — M — 0, com cada F; livre de posto
finito;

(it) M é de tipo FP,;

(iii) M ¢ finitamente gerado e, para toda resolug¢do projetiva parcial

P p Bl P D,

de tipo finito com k < n, Ker 0y € finitamente gerado.

Demonstragdo : [8], Cap.VIII, Prop.4.3.

Proposigcao 4.2.3 As seguintes condi¢oes sobre um mdodulo M sdo equivalentes:
(i) M admite uma resolugdo livre de tipo finito;
(ii) M admite uma resolugdo projetiva de tipo finito;

(iii) M ¢é de tipo FP,, para todo inteiro n > 0.

Demonstragao : [8], Cap. VIII, Prop.4.5.

Definicao 4.2.4 Dizemos que M é de tipo F P, se as condi¢oes da proposi¢do anterior sao

validas.

4.3 Grupos de Tipo FP,

Vamos considerar a teoria da se¢do anterior, para o caso R=ZG e M = Z.

Defini¢cao 4.8.1 Dizemos que G é de tipo FP, (0 < n < o0) se Z € de tipo FP, como
um ZG-mddulo.

Exzemplo 4.3.1 Todo grupo é de tipo FP,, pois ZG — Z — 0, onde € é a aplicagdo

aumentagao, é uma resolugao parcial de Z sobre ZG de comprimento zero.

Proposicao 4.3.1 G é de tipo F P, se, e somente se, G é finitamente gerado.
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4.4. GRUPOS DE TIPO FP E FL

Demonstracao : [8], pg. 197.

Proposicao 4.3.2 Se G ¢ finitamente presentado, entao G € de tipo F'P;.

Demonstragao : [8], pg. 197.

Observacao 4.3.1 A reciproca da proposi¢ao anterior € falsa. Um contra-exemplo foi dado

em [6].

A préxima proposi¢ao relaciona a condi¢ao F P, de um grupo G' com a de um subgrupo

H de indice finito.

Proposicao 4.3.3 Seja H um subgrupo de G de indice finito. Entdo, G € de tipo FP,

(0 < n < o0) se, e somente se, H é de tipo FP,.

Demonstragao : [8], Cap. VIII, 5.1.

Proposigao 4.3.4 Sejam G wum grupo de tipo FPy, e n wm inteiro tal que

H"(G,ZG) = 0. Entao, H"(G, F) = 0, para todo ZG-mddulo livre F.

Demonstragao : [8], Cap. VIII, 5.2.

4.4 Grupos de Tipo FP e FL

Nesta se¢do, combinaremos as duas condig¢oes de finitude vistas até agora (dimensdao

cohomolégica e FP,).

Defini¢cao 4.4.1 Uma resolugao projetiva é finita se € de tipo finito e de comprimento

finito.
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4.4. GRUPOS DE TIPO FP EFL 74

Definicao 4.4.2 Um grupo G é de tipo FP sobre R se R admite uma resolugdo projetiva
finita e : P — R sobre RG, isto é, € : P — R é de comprimento finito, com cada P; finitamente

gerado como RG-mddulo.

Proposigao 4.4.1 G € de tipo FP se, e somente se,
(1)cdG<oco e ()G é de tipo FPy.

Demonstragao : [8], Cap. VIII, 6.1..

Observagao 4.4.1 Se G ¢ do tipo FP sobre Z, entio G é do tipo FP sobre R, pois se
€ : P — Z é uma resolugdo projetiva finita de Z sobre ZG, entdo € : P®r R — R é uma

resolugao projetiva finita de R sobre RG.

Exzemplo 4.4.1 Segue diretamente dos Exemplos 1.2.6 e 1.2.7, respectivamente, que F(S),
onde S = {s1,...,5n}, € Z sdo do tipo FP sobre Z.

Defini¢cao 4.4.3 Dizemos que G é de tipo FL se R admite uma resolugdo livre finita sobre

RG.

Observacao 4.4.2 E claro que, se G € de tipo FL, entao G € de tipo FP.

Interpretacao Topolégica para Grupos de Tipo FFP e FL

Um grupo ser de tipo F P significa, intuitivamente, que certas condigoes de finitude (tais
como dimensao cohomoldgica finita) sao satisfeitas por G.

Quando se trata de CW -complexos, satisfazer condigdes de finitude significa ter um
numero finito de células ou dimensdo finita. Como para todo grupo G existe um CW -complexo
Y = K(G, 1), veremos agora quais condi¢ées de finitude deve satisfazer Y se G for do tipo FP
ou FL.

Proposi¢cao 4.4.2 Se existe um complezo K(G,1) finito, entao G é de tipo FL.

Demonstrag¢ao : Seja Y um K(G,1) complexo finito. Pela proposi¢ao 1.2.2, o complexo de

cadeia celular aumentado do recobrimento universal Y de Y é uma resolucao livre de Z sobre

ZG. Logo, G é de tipo FL.
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4.4. GRUPOS DE TIPO FP E FL 75

Em vista da proposi¢ao anterior, temos os seguintes exemplos de grupos de tipo FL:

Exemplo 4.4.2 Grupos livres de posto finito: G = F(S), S : finito (bouquet de circulos) sdo
do tipo FL.

Exemplo 4.4.3 Grupos de superficie: Y = soma conexa de g toros ou g planos projetivos,
g

(Y # 5%, Y # P?) sdo do tipo FL.

Exemplo 4.4.4 Grupos abelianos livres de posto finito: Y = S*x...x S! (toro n-dimensional)

sao do tipo F'L.

A propriedade F'P também admite uma interpretagao topoldgica e, para isso, precisamos

da definicao a seguir.

Definicao 4.4.4 Um espaco topoldgico Y € finitamente dominado se existe um CW com-
plexo finito K, tal que Y é um retrato de K, isto é, existem aplicagoes continuasi:Y — K e

r: K =Y, com roi=1idy.

Teorema 4.4.1 Seja G um grupo. Se ezxiste um K(G,1) finitamente dominado, entio G € de

tipo FP.

Demonstragao : [8], VIIL.6.4

Se G for finitamente presentado, as reciprocas das Proposi¢oes e Teorema acima $ao

verdadeiras, isto é,

Teorema 4.4.2 Seja G um grupo finitamente presentado. Se G é de tipo FL (respec. FP).

entdo existe um complexo K(G,1) finito (respec. finitamente dominado).

Demonstragao : [8], VIII. 7.1.
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4.5. GRUPOS DE DUALIDADE

4.5 Grupos de Dualidade

Veremos agora o tmportante conceito de grupos de dualidade, isto €, grupos que satis-

fazem certos isomorfismos de dualidade em homologia e cohomologia.

Definicao 4.5.1 Um grupo G é denominado grupo de dualidade de dimensao n sobre
R, ou simplesmente um D"-grupo sobre R, se existe um RG-mddulo C, chamado mddulo

dualizante de G, e isomorfismos naturais tais que
HY(G; M) ~ H,_+(G;C ®r M),

para todo k € Z e todo RG-mddulo M, onde C @gr M € visto como RG-mddulo com a G-a¢do
diagonal.

Se C' >~ R como RG-mddulo, dizemos que G € um grupo de dualidade de Poincaré
de dimensao n sobre R, ou simplesmente um PD"-grupo sobre R. Neste caso, se a
ag¢ao de G em C ~ R ¢€ trivial, dizemos que G € orientdvel. Caso contrario, G é dito nao

orientdvel.

Observacdo 4.5.1 Se R = Z,, jd vimos que a tnica a¢do possivel de G em R ¢€ trivial.

Assim, PD"™-grupos sobre Z, sao sempre orientdveis.

Mostremos agora que o mddulo dualizante C e a dimensao n que aparecem na defini¢ao

de um grupo de dualidade sdo determinados por G.

Proposi¢cao 4.5.1 Seja G um grupo de dualidade sobre R de dimensao n e com mddulo
dualizante C. Entao,

(t) C£0:

(it) C ~ H"(G; RG);

(iti) n = cdrG. Em particular, G nao tem R-tor¢do.

Demonstragao : (i) Usando k = 0 e M = R no isomorfismo de dualidade, temos

H'(G; R) ~ H,(G;C ®r R) ~ H,(G;C).

Agora, H°(G; R) ~ R® = R (pois R é visto como RG-mdédulo com a G-agdo trivial).
Assim,
H,(G;C) ~ R # {0}.
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4.5. GRUPOS DE DUALIDADE

Portanto, C # 0.

(ii) Usando k = n e M = RG no isomorfismo de dualidade, temos:

Prop.2.2.1el.3.1
~

H"(G; RG) ~ Hy(G;C®rRG) =" (C®rRG)®rcR ~ COr(RGRrcR) ~ CORrR = C.

Portanto, C ~ H"(G; RG).
(iii) Por (i) e (ii), temos que H"(G; RG) # {0}. Logo, n < cdrG.

Por outro lado,

HY(G;M) ~ H, _1(G;C ®r M) =0, se k>n, poisn—k <0.

Assim, cdrG < n. Portanto, cdrG = n.

Observagao 4.5.2 Foi demonstrado em [3], Teo. 3.9.2, que todo grupo de dualidade sobre R
¢ de tipo F P sobre R.
Logo, para definirmos grupos de dualidade, poderiamos nos restringir a categoria dos

grupos de tipo F'P.

Em [8], 8.10.1, é demonstrado que as seguintes condig¢des sdo equivalentes para
um grupo de tipo F'P:

(i) Existem um inteiro n e um RG-médulo C tais que
HY(G,M) ~ H,_i(G,C ®g M)

para todos os RG-mddulos M e todo inteiro i € Z.

(ii) Existem isomorfismos naturais
H.i(Gs _) = H‘Il—f(Ga C ® —)-.

onde n = cdrG e C = H"(G, RG), para todo inteiro i € Z.
(iii) Existe um inteiro n tal que H(G,RG ® A) = 0, para todo i # n e todos os grupos
abelianos A.

Assim, se GG é um grupo do tipo F'P e quisermos mostrar que GG é um grupo de dualidade,
basta mostrarmos que a condigao (i) é verdadeira.

Usaremos este resultado nos exemplos que seguem.
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4.5. GRUPOS DE DUALIDADE

Exemplo 4.5.1 Se G é ciclico infinito, entdo G é um PD'-grupo sobre Z.

De fato, temos que G é de tipo F'P e, vimos no Exemplo 2.2.2, que

Hi(G,M) = MS%* goG, Mm).
HY(G,M) = Mg "R HyG,M).

HYG,M) = 0=H_.(G,M), Yn>2.

Portanto, G é um PD'-grupo.

Exemplo 4.5.2 Seja G = F(S) o grupo livre com k geradores, 1 < k < co. Temos que G ¢

um D'-grupo, e ndo é um PD'-grupo, se k > 1.

De fato, ja vimos que G é de tipo F'P sobre Z e que cdzG = 1 (exemplo 4.1.6).

Vamos mostrar que a condigdo (iii) do teorema acima é verdadeira, isto é, que
H{(G,ZG ®z A) = 0, para todo grupo abeliano A e i # 1.

De fato,

H(G, ZG ®z A) = H(G, Indf;) A) Frigais

(Ind I}A)G gy

e H(G,ZG®z A) =0, parai >1 (pois cd G = 1).

Logo, G é um D'-grupo.

Agora, consideremos k > 1.

Temos que Hy(G) = Z, o qual é finitamente gerado, e H,(G) = Z* é também finita-
mente gerado.

Agora, considerando F; e T denotando, respectivamente, a parte livre e de tor¢ao de
H,(G), temos

B=Z" e T, = {0}

Como Z ¢ dominio de ideais principais temos, por [16], pdg. 136, Prop. 23.18, que
H (G)~F o {0}=Z"o {0} = Z*
Por outro lado, como G é um D!-grupo, temos

HI(G) = HI(G, Z) e H{)(G,C@Z Z) iy H(}(G.C)
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4.5. GRUPOS DE DUALIDADE

Se C' ~ Z, com G-agao trivial, temos

Ho(G,C) ~ Ho(G, Z) ~ Z.

Mas, Hy(G,C) ~ HY(G) ~ Z*. Logo, Z ~ Z*, o que é um absurdo, pois k > 1.

Se C ~ Z, com G-acao nao trivial, temos que g-n=-n, Yn€ ZeVge€G.
Deste modo,

B=<g-n—-n, neZe geG>~2Z.

Assim,

Hy(G;C)~Ce=Z/B~Z|2Z ~ Z,.

Logo,
Hy(G,C) = Z* ~ Z,, o que é um absurdo.
Entao, C néo é isomorfo a Z e, portanto, G nao é um PD!-grupo sobre Z.

Exemplo 4.5.3 Se G ~ Z, (grupo ciclico finito de ordem r) entdo, G nao é um grupo de

dualidade de Poincaré.
De fato, se G fosse um PD"-grupo, para algum n, teriamos
Hk(G! ﬂ{) = Hn—k(G; M],

para todo k € Z e todo ZG-médulo M.

Em particular, para M = Z, teriamos
H¥G,Z) ~ H,_(G, Z) (¥
Mas, pelo exemplo 2.2.3, temos
H*G,Z) = %Z,. Yk € Z.
Se (x) for verdadeira, teremos
H, (G, Z) =7Z,,Vk € Z.

Seja ko € Z tal que 2ky > n. Logo, n — 2kg < 0 e, assim, H,,_o, (G, Z) = {0}, o que

nos da uma contradicgao.
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4.5. GRUPOS DE DUALIDADE 80

Nos exemplos acima, o anel R usado foi sempre o anel dos inteiros Z. A classe de
grupos de dualidade sobre Z estd contida na classe de grupos de dualidade sobre R, onde R é

qualquer anel comutativo com unidade, como mostra o seguinte resultado:

Proposicao 4.5.2 Se G é um grupo de dualidade de dimensdo n sobre Z com mddulo
dualizante C, entao G é um grupo de dualidade de dimensdo n sobre R com mddulo dual-

izante C @z R.

Demonstragdo : Seja M um RG-mdédulo. Temos que:

H*G;M)~ H,_+(G;C®z M)~ H,_+(G;C®z (M ®r R)) ~ H,_1(G;C ®z (RQr M)) ~
= ?1~k(G; (C ®Z R) ®R A’I)

Logo, existe C' = C ®z R tal que H*(G; M) = H,_1(G;C' @ M).
Portanto, G' é um grupo de dualidade de dimensao n sobre R, com mddulo dualizante

CE=C®2R. n

Observagao 4.5.3 Os grupos que aparecem nos Exemplos anteriores sao, de acordo com a
proposi¢do acima, grupos de dualidade sobre R. Em particular, sdo grupos de dualidade sobre

Zs.

A Proposicao a seguir caracteriza os grupos de dualidade em dimensoes baixas.

Proposigao 4.5.3 (i) G é um grupo de dualidade de dimensdo 0 sobre R se, e somente se,

G ¢ finito sem R-tor¢do. (ou, a ordem de G ¢é finita e invertivel em R);

(i) G € um grupo de dualidade de dimensdo 1 sobre R se, e somente se, G € finitamente gerado

e cdpG = 1.

Demonstragao : [3], Prop.9.17.

Ezemplo 4.5.4 (a)O grupo trivial {1} é o tinico D°-grupo sobre Z .

De fato, é claro que {1} é um D%grupo sobre Z. Agora, se G é um D°-grupo, entao,
pela Proposi¢ao anterior, n = o(G) é finita e invertivel em Z. Logo, n = 1. Portanto, G é
trivial.
(b) Todo grupo finito de ordem n impar é um D°-grupo sobre Z, pois, neste caso, n.1 é
invertivel em Zs.

(¢c) Z x Z é um D'-grupo sobre Z, pois é finitamente gerado e cdzG = 1.
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Proposicao 4.5.4 Sejam G grupo e H subgrupo de G. Se G é um PD"-grupo e
|G : H] < oo entdo, H é um PD"-grupo.

Demonstragao : Sendo G um PD™-grupo, temos

H*(G; A)~ H,_(G;A), para todo k € Z e todo ZG — mé6dulo A.

Assim,

Shapiro dualidade prop.1.4.3
~ ~

HYH,M) =" HYG,CoindS M) "'~ H,_i(G,CoindSM) " "~

prop.1.4.3 Shapiro

~"" Hy 1 (G, IndSM) " = H,_(H,M).

Portanto, H é um PD"-grupo
. |

4.6 Interpretacao Topolégica para Grupos de Dualidade
de Poincaré

A teoria de grupos de dualidade de Poincaré esta relacionada com a teoria de variedades
asféricas, ou seja, variedades X que tém o mesmo tipo de homotopia de um complexo K(G,1),
onde G = T (X), que chamaremos de K (G, 1)-variedades.

De fato,
para uma K(G,1)-variedade n-dimensional fechada (compacta e sem
bordo), sao vélidos os seguintes resultados:
(I) G é de tipo FL e ¢d G = n ([8], VIIL 8.1).

0, \S(geSyi-L
o ae t—n

() Hi(G,ZG) = {

onde €2 é 0 médulo de orientagao do recobrimento universal X de Y. [8], VIIL.8.2.
Observacao 4.6.1 2 € um grupo ciclico infinito com dois geradores, correspondendo as duas
orientagoes de X.
A a¢do de G em X induz uma agdo de G em Q, com um elemento v de G atuando
como *1, ou seja, para w € (2, temos
vw w, se a agao preserva orienta¢ao

v w —w, caso contrdrio.

Além disso, G atua trivialmente em §) se, e somente se, Y ¢é orientdvel.
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Teorema 4.6.1 Se G é um grupo tal que existe uma variedade asférica X fechada (compacta
e sem bordo) de dimensao n, com T(X) = G, entdo G € um grupo de dualidade de Poincaré

de dimensao n sobre Z e, consequentemente, sobre R.

Demonstracao : Seja X uma variedade asférica n-dimensional fechada, isto é, uma K (G, 1)-

variedade fechada. Por (I), G é de tipo F'L (logo, é FP) e cd G =n.

ginsa it == n:
(i ¥gevy — 1,

Além disso, por (II), H(G, ZG) = {

onde 2 ~ Z como grupo abeliano.
Pelo teorema (8], VIII.10.1, pdg. 220, G é um grupo de dualidade de Poincaré de

dimensdo n (orientdvel <> Y for orientdvel).
|

Exemplo 4.6.1 O toro T" = S! x ... x S' é uma variedade asférica fechada de dimensdo n.

Logo, T((T") = Z™ é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensdo n sobre Z.
Exemplo 4.6.2 Seja F' uma superficie fechada.

Pelo Teorema de Classificagdo de Superficies ([26], 1.5.1), temos as seguintes possibili-
dades para F":
s F=5?%
F=T2
F = P? (plano projetivo);
F=T3...#T* (soma conexa de n toros);
F = P%# ... #P? (soma conexa de n planos projetivos);
Destas, somente S? e P? nao sio asféricas.

Portanto,

T1(T?)

T (T .. . #T?)

Ti(P*# .. #P?)

sao grupos de dualidade de Poincaré de dimensao 2 sobre Z.
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4.7. PARES DE DUALIDADE 83

Nao é conhecido se todo grupo de dualidade de Poincaré G' de dimensao n, n > 2, sobre
Z admite uma variedade asférica fechada X, com 7,(X) = G.
O caso n = 2 foi provado por Eckmann-Miiller e Linell em [11] e [12]. Dai, G é um

grupo de dualidade de dimensao 2 sobre Z se, e somente se, G é um grupo superficie infinito

isto é, G é o grupo fundamental de uma superficie fechada diferente de S? e P?).
( g p

Em [10] Dicks e Dunwoody estenderam este resultado para PD?-grupos livres de tor¢ao
sobre qualquer anel comutativo de caracteristica zero.

Se G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao 3, que é solivel, entao Thomas
provou em [37] que a conjectura é verdadeira. No entanto, o caso geral n > 3 estd ainda em

aberto.

4.7 Pares de Dualidade

Definigao 4.7.1 Seja (G,S) um par grupo. A dimensdo cohomolégica de (G,S) sobre R,
denotada por cdr(G,S), é dada por

cdr(G,S) = sup.{n: H"(G,S; A) # 0, para algum RG-mddulo A}.

Se nao existe tal inteiro n, dizemos que cdg(G,S) = oo.

Definicao 4.7.2 Um par de dualidade de dimensdo n sobre R (D"-par) consiste de
um par grupo (G,S) e um RG-mddulo C, onde S = {S;,;i € I} é uma familia finita de
D"~ -subgrupos de G com mddulo dualizante C (visto como RS;-mddulo por restrigdo) e, temos

0s isomorfismos naturais:

H(G; A) ~ H,_1(G, S;C ®r A)
HY(G,S; A) ~ Ho_(G;C ®g A),

para todo RG-mddulo A e todo k € Z.

Se C ~ R, (G,S) ¢ chamado par de dualidade de Poincaré de dimensdo n
(PD" — par).

Neste caso, cada S; € S é um PD"'-subgrupo de G.
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Observagao 4.7.1 (a) O conceito de grupo de dualidade é um caso particular do conceito de

par de dualidade, considerando S = 0, pois
Hiy(G,0; M) := H,(G; M) e H*G,0; M) := H*(G; M)

(b) Em [{], Bieri e Eckmann definiram originalmente D"-pares (G,S) como sendo um par
grupo (G,S), com S = {S;, i € I} uma familia nao necessariamente finita e os Sis ndo
necessariamente D"~ '-subgrupos de G, satisfazendo isomorfismos naturais dados pelo produto

cap.

E claro que D"-par no sentido da defini¢io anterior é também D™-par no sentido de

Bieri-Eckmann. Reciprocamente, se (G,S) é um D™-par com mddulo dualizante C, no sentido
de Bieri-Eckmann, temos por [4], Teo.4.2, que S = {S;, i € I} é uma familia finita de subgrupos
de G e, cada S; é um D" '-subgrupo com mddulo dualizante C (visto como RS;-mddulo por

restri¢ao). Assim, (G,S) é um D"™-par no sentido da defini¢gao anterior.

Proposi¢ao 4.7.1 Se (G,S) é um D"-par com mddulo dualizante C, entdo G é um D"~ -

grupo com médulo dualizante A g C.

Demonstrag¢ao : Sendo (G, S) é um D"-par, temos que

H*(G; M) ~ H, (G, S; C®rM) := Hy_j—1(G; A®r(C®rM)) ~ H(n-1)-(G; (AQrC)®rM)).

Como todos os isomorfismos acima sio naturais, temos que G' é um D" l-grupo.

Proposi¢ao 4.7.2 Seja (G,S) um D"-par com mddulo dualizante C. Entdo,
(i) C ~ H"(G,S; RG) # 0 e H*(G,S; RG) =0, se k # n;
(ii) n = cdr(G,S).

Demonstragdo : (i) Temos que

D™ —par

H*G,8;RG) ° " H,_4(G;C ®g RG) ~ H,_(G; RG®R C) &

e k=mn;
D; se k£ n.

def Shapiro

L Hooo(G Ind§y0) "2 H((13:0) = {

Logo, H™(G,S;RG) ~ C e H*(G,S;RG) =0, se k # n.
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Mostremos que C # 0.
De fato,

HYG;R) " 2" H,(G,S;C ®r R) ~ Hy(G,5;C).

Por outro lado, H*(G; R) ~ R® = R.
Assim, H,(G,S;C ®r R) = H,(G,S;C) ~ R # 0. Logo, C # 0, pois

C=0= H,(G,S;0) = H,_1(G,A®0) ~0.
Portanto, C' >~ H"(G,S; RG) # 0.

(ii) Temos que
D™ —par

H*G,S;A) "~ H,_+(G;C®rA) =0,

para k > n e qualquer RG-médulo A. Logo, cdp(G,S) < n.
Como H"(G,S;RG) ~ C # 0 (por (i), temos que cdgr(G,S) > n.
Portanto, cdr(G,S) = n. ]

A categoria dos pares de dualidade sobre Z estd contida na categoria sobre R, onde R

€ um anel comutativo com unidade, como mostra o seguinte resultado.

Proposicao 4.7.3 Se (G,S) € um par de dualidade de dimensio n sobre Z, entio (G,S) ¢é

um par de dualidade de dimensao n sobre R.

Demonstragao : Se (G,S) é um par de dualidade sobre Z, com médulo dualizante C', entao

temos que S = {S;, i =1,...,r} é uma familia finita de D"~!-subgrupos de G (sobre Z) com
modulo dualizante C.
Pela Prop. 4.5.2, cada S; é um D" !-subgrupo sobre R com médulo dualizante C ®z R.

Consideremos M um RG-médulo. Logo, M é também um ZG-médulo e, temos:

HYG,8; M) v H, +(G;C®z M) ~ Hy,_(G;(C ®z R) ®r M)

D™ —par

HYG;M) " =" H,_(G,8;C®z M) ~ H,_i(G,S;(C ®z R) ®r M).

Como os isomorfismos envolvidos sdo naturais, temos que (G,S) é um D"-par sobre R

com médulo dualizante C' = C ® z R.
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Exemplo 4.7.1 Sejam R=Z,, G={(t)®(s)=Z D Z ¢ S = (t*) ® (s) ~2Z & Z. Entao,
(G,S) é um PD3-par sobre Z,.

De fato, temos que G/S = {(t,1),(1,1)} = {(#, 1), 1,1)} ~ {1, T} ~ Z..
Calculemos A = Ker (¢€), onde € : Z»(G/S) — Z, é a aplicagdo aumentagao .

Temos:

Agora, €(0) =0;e(1) =1lee(I+T)=€¢(I)+e(T)=1+1=0.
Logo, A = {0,1+ T} ~ Z,.
Portanto, Homz,(A,M) =M e AQz, M = M.
Como G é PD?-grupo, temos:
H3_(G,S; M) := H3_;_1(G; A ®z, M) = Hy_(G; M) ~ H*(G; M)
HYG,S; M) := H*Y(G, Homz,(A, M)) =
= Hk_I(G; M) ~ Hg_{k_l}(G; .Mr) = H3_k(G; M‘r)

e, deste modo, como os isomorfismos envolvidos sdo naturais, temos que (G,S) é um PD3-par.

4.8 Interpretacao Topoldgica para Pares de Dualidade
de Poincaré

O seguinte resultado pode ser encontrado em [4] e mostra a relagdo entre PD"-pares e
variedades e também fornece um critério para se produzir exemplos de PD"-pares através de

modelos topoldgicos.

Teorema 4.8.1 Se (G,S) ¢é realizado topologicamente por um par FEilenberg-Maclane
(X,Y) = K(G,S,1), onde X é uma n-variedade orientdvel com bordo, compacta e Y = 90X,

entao (G,S) € um PD"-par sobre Z (consequentemente, (G,S) € um PD"-par sobre R).

Demonstragio : [4], 6.3.

Usando este resultado, veremos alguns exemplos de PD"-pares.
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Ezemplo 4.8.1 Consideremos X o toro T? menos um disco aberto e Y = 0X.

Y

Sejam G = T (X)) ~{a)*x (b)) 2~ Z *Z ¢ S=T(Y) ~ (aba™'b7') ~ Z.
Jd vimos, em Exemplo 3.3.2, que (X,Y) é um par Eilenberg-Maclane realizando (G, S).
Como X ¢é uma variedade de dimensao 2, com bordo, compacta orientdavel e Y = 30X,

entio (G,S) é um PD?-par sobre R (= Z ou Z»).

Exzemplo 4.8.2 Seja X a superficie orientada de genus g > 1 da qual um disco aberto foi
removido e consideremos Y = 0X. Assim, G = T(X) € um grupo livre com 2g geradores
ay,by,...,a0,by e S =T (Y) = ([ar,b1],. .., [ag, b)), onde [a;, b;] = a;b;a;'b;".

Pelo Ex. 3.3.3, temos que (X,Y) € um par Eilenberg-Maclane realizando (G, S). Logo,
pelo Teo. Ant., (G,S) é um par PD?-par.

Ezemplo 4.8.3 Generalizando os exemplos anteriores, consideremos X uma superficie fechada

da qual um nimero finitom (m > 2, se X = S?) de discos abertos foi removido e, sejaY = 0X.

m

Temos que Y = U Y, onde cada Y; ~ S'.

i=1
Sejam G = M1(X) e $ =45, = M) = Z,i =1,...,m}. Entio, (X,Y) € um

par Eilenberg-Maclane realizando (G,S), de acordo com o Exemplo 3.3.7. Logo, pelo Teorema
anterior, (G,S) é um PD?-par.

Observacao 4.8.1 A reciproca do Teo. acima, isto é, ‘Se (G,S) é um par de dualidade
de Poincaré sobre Z de dimensao n, entio (G,S) € realizado topologicamente por um par
FEilenberg-Maclane (X,Y), onde X é uma n-variedade compacta com bordo e Y = 90X, €

verdadeira, paran < 2. ([11] e [12])

Em [10], Dicks e Dunwoody provaram que, se (G,S) é um par de dualidade de Poincaré
de dimensao n < 2 sobre um anel comutativo com unidade R e G ¢ livre de torg¢ao, entao a

reciproca do Teorema ¢é verdadeira.
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Capitulo 5

O Invariante FE(G,5)

Neste capitulo estudamos o invariante cohomolégico E(G,S, M), onde G é um grupo, S é
uma familia ndo vazia de subgrupos de G, ndo necessariamente distintos, de indice infinito em
G, e M é um Z,G-mddulo. O nosso objetivo € estudar um caso particular de E(G,S, M), onde
S ={S} e M = Z,(G/S), o qual denotamos por E(G,S). Veremos algumas caracterizagies
de E(G,S) em casos especiais e alguns resultados no caso em que G e S satisfazem certas
propriedades de dualidade. Como resultado principal, veremos uma condi¢ao necessdria para

que um par (G, S) seja um D™-par.

5.1 A defini¢ao do invariante E(G,S, M)

Definicao 5.1.1 Sejam (G,S) um par grupo, com S = {S;, i € I} uma familia de subgrupos
de G (ndo necessariamente distintos), e M um Z,G-mddulo. Suponhamos [G : S;] = oo, para
todo i € I. Definimos
E(G,S, M) =1+ dim Kerres$,
onde res$ : HY(G; M) — H H'(S;; M) € a aplicagdo dada na seqiiéncia exata longa
i€l
5 el
0 — H(G; M) 5 [ HO(Si; M) = HY(G,8; M) 5 HY(G; M) =S [] H' (S M) — ...
i€l i€l
da Proposi¢do 3.2.1.
Proposicdo 5.1.1 Sejam (G,S) um par grupo, onde S = {S;, i € I} é uma familia de
subgrupos de G, com [G : S;] = oo, para todo i € I, e M um Z,G-mddulo, entdo:
HY(G,S; M)
(I pr5)/m€’

iel

E(G,8,M) =1+ dim
onde M5 = H°(S;; M) e M¢ = H°(G; M).
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5.1. A DEFINICAO DO INVARIANTE E(G,S, M)

Demonstragao : Da exatidao da sequiéncia anterior, temos que

H'(G,S, M)

WG,8, M
1 + dim —~—H (o5 M)

E(G,S,M) = 1+ dimKerres§ = 1+ dim
1 M : M
(G, M) = 1 + dim 56,0, M)
[T H(S:; M)/ Kers [T H(S:: M)/ Im(e)
i€l i€l
I! M 1 7, ;.-'1-"
HY(G, S, M) )

[] H°(Si; M)/HO(G; M) . (T m5)/m€

i€l el

Ker J T Im(0)

1 + dim

dim

Seja C a categoria cujos objetos sdo pares ((G,S); M), onde G é um grupo,
S = {S;, i € I} é uma familia de subgrupos de G e M é um RG-méddulo e, cujos homo-

morfismos sdo aplicacoes :
b (G, S ={Si, i € I} M) — (LR = {R;, j € J}); N)

consistindo de:
a) Um homomorfismo a : G — L;
b) Uma aplicagao m : I — J tal que a(S;) C Rax(i;
¢) Um homomorfismo de RG-médulos ¢ : N = M tal que ¢(a(g)n) = go(n), isto é, ¢ é um
homomorfismo de RG-mddulos via a.
Observamos que um isomorfismo 9 : ((G,S); M) — ((L,R); N) na categoria C consiste
de:
a) a : G — L isomorfismo de grupos;
b) Uma aplicagao 7 : I — J tal que a(S;) C Rz);

c) ¢ : N = M isomorfismo de Z;G-médulos.

Proposigao 5.1.2 Se, na categoria C, ((G,8); M) e ((L,R); N) sdo isomorfos entdo, temos
que

E(G,S,M)=E(L,R,N),

isto €, E(G,S, M) é um invariante na categoria C.

Demonstragao : [1], II1.1.3.
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5.2. INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA E(G,S; M) 90

Veremos agora uma caracterizagio de E(G,S, M) em termos de “Caracteristica de

FEuler Parcial”.

Proposi¢cao 5.1.3 Sejam (G,S) um par grupo, com [G : S] = oo, para todo S € S e M um
Z,G-méddulo. Suponhamos que os grupos de cohomologia H°(G; M), H*(S; M) e H'(G, S; M)

tenham dimensao finita. Entao,
E(G,S8; M) =1+ dim H*(G; M) — dim H°(S; M) + dim H'(G,S; M).

Demonstragdo : Pela Proposicao 3.2.1, temos a seguinte seqiiéncia exata longa:

0 — HYG; M) S HO(S; M) 5 H'(G,S; M) 5 H\G; M) ™8 H\(S; M) > ...,

a qual fornece a seguinte seqiiéncia exata curta:
0= HYG; M) 5 HY(S; M) 5 HY(G,S; M) 5 Im(J) = Ker(resS) — 0.
Como Y, 6 e J sdo transformagoes lineares de dimensao finita, temos que
dim Ker(res§) = dim ImJ = dim H (G, S; M)—dim KerJ = dim H (G, S; M)—dim Im() =
= dim HY(G,8; M) — [dim H*(S; M) — dim Kerd] = dim H(G,S; M) — dim H°(S; M)+
+dim Keré = dim HY(G,8; M) — dim H*(S; M) + dimIm(x) = dim HY(G,S; M)—
—dim H°(S; M) + dim H°(G; M).

Portanto,
E(G,8; M) =1+ dim Ker(res§) = 1+ dim ImJ =

=14 dim H(G; M) — dim H*(S; M) + dim H(G,S; M).

5.2 Interpretacao Topoldégica para E(G,S; M)

Temos também uma interpretagao topoldgica para E(G, S; M) em termos de pares Eilenberg-

Maclane.

Proposigao 5.2.1 Sejam G um grupo, S um subgrupo de G, com [G : S] = o0, e M um
Z>,G-mddulo. Se (G,S) € realizado topologicamente por um par Eilenberg-Maclane (X,Y),

entao

HY(X,Y; M)
MS/MC

onde M é o sistema de coeficientes locais dados pelo ZoG-maodulo M.

E(G,S,M) =1+ dim
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5.3. O INVARIANTE E(G, S)

Demonstracao : [2], pg.5

Coroldrio 5.2.1 Nas hipdteses da proposi¢ao anterior, se M é um Z,G-médulo com G-agdo

trivial, entao

E(G,S,M) =1+dim H'(X,Y;M).

Exzemplo 5.2.1 Sejam X o toro T? menos um disco aberto D*> e Y = 0X. Temos que (G, S),

onde G=T(X)~Z*Z e S =T,(Y) ~Z, ¢ realizado topologicamente pelo par Eilenberg-
Maclane (X,Y).
Usando a Dualidade de Poincaré-Lefschetz e a formula de Kunneth ([16], 28.18 e 29.11),

temos que
HYX,Y  Z)) ~ H\(X; Z) ~ H\(X, Z) R Zp ~T\( X))t ®Zo ~ (ZDZL)R Ly~ Zr® Z>.
Assim, pelo coroldrio anterior,

E(G,{S},Z;) =1+dim H\(X,Y;Z,;) =1+2=3.

5.3 O Invariante E(G,S)

Estudaremos agora um caso particular de E(G,S; M). Fizaremos, entdo, S = {S} e
M = Z»(G/S) = Ind$ Z,.
Denota-se E(G,{S}; Z,(G/S)) por E(G,S).

Segque entao que,

E(G,S) =1+ dim Kerres§,

onde res§ : HY(G, Z»(G/S)) — H' (S, Z(G/S)) € a aplicagdo restrigdo.

Proposigao 5.3.1 E(G,S) é um invariante algébrico para pares de grupos (G,S), com
[G : S] = oo, isto é, se a : (G,S) = (L,K) é um isomorfismo de pares de grupos, tais

que [G : S] = [L: K] = o0, entdo

E(G,S) = E(L, K).
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5.3. O INVARIANTE E(G, S) 92

Demonstragao : Mostremos que ((G,S), Z2(G/S)) e ((L,K),Z>(L/K)) sao isomorfos na

categoria C.

Consideremos « : (G, S) — (L, K') um isomorfismo de pares de grupos, isto é, a : G — L
é um isomorfismo de grupos, com «(S) = K.

Devemos mostrar que existe ¢ : Z»(L/K) — Z,(G/S) isomorfismo de grupos abelianos
tal que ¢(a(g).u) = g.¢(u), para g € G e u € Zy(L/K).

Para isto, seja
¢: Z>(L/K) — Z5(G/S) definida nos geradores por

o(zK) := a~Y(2)S

e estendida por linearidade.

Temos:
e ¢ estd bem definida, pois « é isomorfismo e a(S) = K;
e ¢ é homomorfismo, por defini¢ao;

e ¢ é injetora, pois

¢(z1K) = ¢(z2K) = o7 Hz1)S = a7 Hx2)S = (a7 1)) a7 (zs)) € S =

= o (z7'x2) € S = z7'22 € K = 2, K = oK.

e ¢ é sobretora, pois
VyS € Z,(G/S),Ia " (y)K € Z>(L/K)tal que

é(a™ (y)K) = yS.

* ¢(a(g)-zK) = ¢((a(g)-2)K) = a”'(a(g).2)S = (9.07'(2))S = g.4(zK).
Logo, ¢ é um isomorfismo de grupos abelianos e, deste modo, temos que ((G, S), Z>(G/S))
e (L,K), Z,(L/K)) sao isomorfos.

Portanto, pela Proposicao 5.1.2, temos que
E(G,S,Z5(G/S)) = E(L,K, Z,(L/K)),

ou seja, F(G,S) = F(L, K).
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5.3. O INVARIANTE E(G, S)

Proposi¢do 5.3.2 Seja G um grupo e S um subgrupo de G, com [G : S] = co. Entdo,

Der(G, S, Z,(G/S))
P(G, S, Z5(G/S))

(b) SeresS : HY(G; Z»(G/S)) — HY(S; Z2(G/S)) for trivial, entdo

(a) E(G,S)=1+dim

E(G,S) =1+dim HY(G, Z,(G/S)).
(c) Se S € normal em G, entao
E(G,S) =1+dim HY(G/S, Z»(G/S)).

Demonstragao : (a) Segue diretamente da proposigao 2.4.3.

(b) Se res§ = 0, temos Ker res§ = H'(G, Z,(G/S)) e, assim,

E(G,S) =1+dim Ker res$ =14 dim H'(G, Z,(G/S)).

(¢) Se S é normal em G, segue da proposi¢do 2.4.2 que Ker res§ ~ H'(G/S; Z»(G/S)®). Mas,
para gS € Z>(G/S), temos sgS = ¢S, para todo s € S pois, sendo S normal em G, g7'sg € S,
para todo s € S. Assim, sa = a, para todo a € Z,(G/S) e todo s € S.

Logo, Z>(G/S)® = Z»(G/S) e, temos

E(G,S) = 1+dim Ker res$ =1+ dim H'(G/S; Z,(G/S)).

Exemplo 5.3.1 Sejam G =S @® H, onde S, H sao subgrupos de G e H ~ Z. Temos que S é

normal em G e, assim, pela proposi¢do anterior,
E(G,S) =1+dim H (G/S; Z,(G/S)).

Agora, temos que G/S ~ H e, deste modo, Z>(G/S) ~ Z>H.
Logo, E(G,S) =1+ dim H'(H; Z,H).
Como H é um subgrupo de dualidade de Poincaré de dimensao 1, temos que

Shapiro

HI(HZQH) s H(}(HI!E(!?(I}ZJ) =~ Ho({l}ZQ) = Z-_z.

Portanto,

E(G,S)=14+dim Z,=1+1=2.
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5.3. O INVARIANTE E(G, S) 94

Exemplo 5.3.2 Segue, do exemplo anterior, que E(Z",Z" ') =2 ¢ E(Z & Zm, Zn) = 2,

onde Z,, é o grupo ciclico finito de ordem m.

Exemplo 5.3.3 Sejam G um grupo e S um subgrupo de indice infinito em G. Se S € finito
de ordem impar, entao temos que a ordem de S, denotada por |S|, € invertivel em Z,(G/S).
Assim, por [8], I11.10.2, temos que H'(S, Z»(G/S)) = 0.

Deste modo, temos que a aplicagdo res$ € trivial e, portanto, pela proposi¢do anterior,
E(G,S) = 1 + dim H'(G; Z:(G/S)).

Exemplo 5.3.4 Se G=(a)x(b)=Z +«Z ¢ S = (b) = Z, entio E(G,S) = 0.
De fato, todo elemento de G pode ser escrito de forma inica como a® .b% ....a°"bP~, onde
n>1, a;, B € Z e sao diferentes de zero, exceto possivelmente a; e [3,. Seja f um elemento

de Der(G,S, Z>(G/S)). Notemos que f depende somente de f(a), pois
a—1

(41

(1) fle2) = Zaéf(a) g flart]i= Za_if(a], para todo a > 0.

i=0 i=1
(2) f(a®V’) = a®f (V) + f(a®) = f(a®), pois f|s =0,
f(a®bPra2bP2) = a®b? f(a®2b°2) + f(a®b%1) = a1 bP f(a®?) + f(a™),

e, na situa¢ao mais geral,

f(@® P ...a%bPr) = ia“‘bﬁ’...a“f“bﬂf“f(a“i).

Agora, para duas classes de S, temos
918 = ¢2S & g1 = gobP, para algum B € Z.

Assim, E = {1} U {a®bP'..a%-1bPk-1q% onde k > 1,a;,8; € Z e sio diferentes de
0, exceto possivelmente ay} € o conjunto de representantes das classes d esquerda gS. Sejam
fi+J € Z, as derivagoes dadas por fj(a) = ¥aS. Usando o fato que Z»(G/S) é o grupo abeliano
livre, sendo geradores as classes gS, g € E, pode-se verificar que f; ¢ P(G,S, Z>(G/S)), para

todoj € Z, e {f;+P(G,S, Z2(G/S)),j € Z} € um conjunto infinito de elementos linearmente
Der(G, S, Z,(G/S))

independentes de

Exemplo 5.3.5 Seja G um grupo infinito e S = {1} o subgrupo trivial. Entdo, pela proposi¢do
anterior, (c), temos

E(G,{1}) = 1+dim H'(G; Z>G).
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5.3. O INVARIANTE E(G, S) 95

Observagao 5.3.1 Hopf e Specker definiram o end cldssico de grupos e(G) e Specker mostrou
que, se G € um grupo infinito, entdo e(G) = 1+dim H'(G; Z,G). Assim, o invariante E(G, S)

¢ uma generaliza¢ao do end cldssico e(G).

Proposicao 5.3.3 Sejam S e T subgrupos de G satisfazendo S <T < G. Se [G: S| =0 e
G : T] < o0, entdo
E(G,S) < E(T, ).

Demonstragao : Sejam f : Z(G/S) — Coind$(Z»(G/T)) o Z>G-isomorfismo composto

Z(G|S) > ZyGRzys Zy = ZoG®z,1(ZoT®z,5 %) = Ind$S(Z,(T/S)) = Coind$(Z(T/S))

e 7 : Coind$(Z,(T/S)) = Z>(T/S) a projecdo natural.
Entao,

T fis ZQ(G/S) — ZQ(T/S)

Consideremos o diagrama

HY(G; Z,(G)S))
(ida, ) l &2
HY(G; Coin§(Z,(G/S5)))
il

H\(T; Z,(T/9)))

resg

onde j : T'— G é a inclusao.

Podemos ver que o diagrama acima é comutativo e
(j,mo f)*(Kerres$) C Kerresk.
Assim, como (j, 7 o f)* é isomorfismo, temos um monomorfismo
(J, 7 0 f)*|Kerresg : Ker res§ — Kerresk.

Logo, dim Ker§ < dim Ker k. Portanto, E(G,S) < E(T, S).
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5.3. O INVARIANTE E(G, S) 96

Observagoes: (1)A desigualdade acima nao é verdadeira se [G : T| = co. Por exemplo, se
S={1},T=(a)=Z e G = (a) * (b) = Z * Z temos, por exemplos anteriores,
E(G;8)=00>:E(T,5) =2.

(2) Em geral, ndo existe relagao entre E(G,T) e E(G,S),com S<T <Ge|[G:T]= 0.

Exemplo 5.3.6 Sejam G =Z S Z S Zr,, T=Z S Z & {1} e S=Z & {1} ® {1}. Temos
[G:T]=2,[G:S] =00 e[T:S]=oc0. Assim, pela proposi¢io anterior, E(G,S) < E(T, S).
Mas, pelo exemplo 5.3.1, temos que E(T,S) = 2. Portanto, E(G,S) < 2.

Vimos, nos exemplos, 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.4, calculos em que o invariante E(G, S) assume
os valores 2 ou co. Veremos mais adiante exemplos de pares (G, S) onde E(G,S) = 1.

Nosso objetivo é provar que, sob certas hipéteses, E(G,S) s6 assume os valores 1,2
ou oo. Nao sabemos se o mesmo é verdadeiro sob hipéteses mais gerais. Para tal objetivo,

necessitamos do seguinte lema.

Lema 5.3.1 Se G é um grupo infinito finitamente gerado, com ved G < oo, entdo qualquer
Z,G-submddulo de H'(G; Z»G) tem dimensao 0, 1 ou 0o, quando considerado como Z-espago

vetorial.

Demonstragdo : Sendo ved G < oo, por definigao, existe S subgrupo de G, com [G: S] < oo e

cd S < oo. Assim, por [1], Teo. 1.4.16(i), temos que H(G; Z>G) é Z»S-isomorfo a H'(S; Z,S).

Logo, todo Z,G-submddulo de H'(G; Z,G) pode ser visto, em particular, como um Z,S-
submédulo de H(S; Z,S).

Deste modo, basta demonstrarmos o Lema para o subgrupo S.

Seja V um Z,S-submédulo de H'(S; Z,S), com 0 < dimV < co. Como G é finitamente
gerado e [G : S] < oo entdo, por [29](1.6.11), temos que S ¢ finitamente gerado. Assim, por
Prop. 4.3.1, S é do tipo F'P.

Agora, do fato de G ser infinito e [G : S] < oo, temos que S é infinito. Logo, pela Prop.

1.4.6, temos

(Ind§yy Z»)° = (Z,5)° = H(S; Z»S) = 0.

Deste modo, por [3] ou [15], concluimos que

HI(S; Z‘ZS) i Zg
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5.3. O INVARIANTE E(G,S)

e, assim, dim V=1.
Portanto, qualquer Z,G-submédulo de H'(G; Z2G) tem dimensao 0, 1 ou oo, quando

considerado como Z,-espaco vetorial.

Observagao 5.3.2 No artigo [15], Farrel afirma que o resultado anterior € vdlido supondo
apenas G finitamente presentado. Porém, ndo encontramos a demonstra¢do deste fato em

nenhuma das referéncias pesquisadas.
Estamos agora em condigées de demonstrar o seguinte fato:

Teorema 5.3.1 Sejam G um grupo, S < T subgrupos de G, com S normal em T e

(G : S] = 00. Suponhamos que T|S seja finitamente gerado, com ved(T/S) < oo, € que

@+ HY(G; Ind§(Z2(T]S))) = HY(G; Coind$(Z,(T)S))).

induzida do mergulho ¢ : Ind§(Z2(T/S)) — Coind$(Z,(T/S)) seja monomorfismo. Entio,
E(G,S) assume somente os valores 1,2 ou oo.

Demonstragio : Como E(G,S) = 1 + dim Kerres$, onde res§ é a aplicacao restricao
(resg : H(G; Zy(G|S)) = H'(S; Z2(G/S))), mostremos que Kerres$ é Z,(T/S)-isomorfo a
um Z,(T/S)-submédulo de H(T'/S; Z(T'/S)). Assim, pelo Lema Anterior, teremos o resul-

tado desejado.

Denotemos por g a classe ¢g.5, g € GG, e consideremos a aplica¢ao
¢: Z2(G|S) = Zy(T/S)

g e(g@1)(1),

onde ¢ é o mergulho definido por
¢ : Ind5(Z2(T]S)) = CoindS(Zy(T/S))

g m i (g @m) = g.po(m),

onde g : Zy(T/S) = Coind§(Z2(T]S)) é tal que

hm, se h € S;
comit) = { o g 6.5

Na verdade, ¢ é a composta das seguintes aplicagoes :
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5.3. O INVARIANTE E(G, S)

Y : Zy(G/S) = Z,G @1 Z(T/S),
g—g® 1
¢ : ZsG 7 Zy(T/S) = Ind$(Z,(T/S)) = Coind$(Z(T/S)) = Homp(ZoG, Z>(T/S)) e,

7 : Homp(ZoG, Z2(T/S)) = Z»(T/S) definida por
©(f) = f(1), para todo f € Homp(Z2G, Z>(T/S)) e 1 identificado com a unidade 1.e € Z,G,
ou seja,
¢ =moponr.

Explicitamente, temos

= _ J g1, seg eT;
¢(9) {0, c.c

Consideremos idg : G — G e a inclusdo 7 : T <— G. Temos que
(i,0)* : HY(G; Z5(G/S)) —» HYT;Z,5(T/S)) é a composta (i,m)* o (idg,p)* o (idg,¥)* =
= (i, m)*op*oy* e é monomorfismo, pois (i,7)* : H(G; Coind$(Z,(T/S))) — H(T; Z»(T/S))
é isomorfismo de Shapiro (Prop. 2.3.1), ¢* é monomorfismo, por hipétese, e ¥* é isomorfismo,

pois ¥ o é.
Temos também que ¢* : H'(S; Z2(G/S)) — H'(S; Z(T/S)) ¢ induzida de (idg, ¢).

Seja p: T — T/S a projecao candnica. Por (8], VIL.6.4., temos a seqiiéncia exata
0~ H'(T/S; Z,(T/S)) & H'(T: Zx(T/5)) 3 H'(S; Z(T/S)),
com Im(p*) = Kerres%. Logo,
HY(T/S; Z»(T/S)) ~ Kerres.

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo:

HY(G; Z(G/S)) "5 H'(S; Zx(G/S))
| oy (0 | ¢ =(ids,e)

H\(T/S; Zo(T/S)) 5 H\(T; Zx(T/S)) 3 H'(S; Z,(T)$))

Do fato de S ser normal em 7" temos definida uma agdo a direita de 7/S em Z,(G/S),
isto é, gn = gn. Temos também uma agdo natural a direita de 7/S em Z,(T/S) dada por

nn; = nn,.
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5.3. O INVARIANTE E(G, S) 99

Logo, Z>(G/S) e Z>(T/S) sao Z>(T/S)-mbdulos & direita e podemos ver facilmente

que induzem estrutura de Z,(7"/S)-modulos a direita no grupos de cohomologia acima, a saber:

[f]= = [f7], onde (fR)(z)=f(x)W,

com f representando uma classe de cohomologia e f(x) € Z>(G/S) ou f(z) € Z»(T/S).
As aplicagoes res$, rest e p* sdo aplicacoes de Z,(T/S)-médulos.
Veriquemos que (i, ¢)* é Z,(T/S)-aplicagio.

Primeiramente, notemos que ¢ é uma aplicagao de Z,(7T/S)-médulos. De fato,

i [T, S gE T e,
¢(g.m) = {D, caso contrario.

o(g)n = { gjl Jc;fzogc;lf:ério.

Logo, ¢(g.n) = ¢(g).n. Deste modo, (i, ¢)* é Z>(T/S)-monomorfismo.

Como res§ é Z,(T/S)-homomorfismo, temos que Kerres§ é Z,(T/S)-submédulo de
HY(G; Z5(G/S)).

Do fato do diagrama (/) ser comutativo temos que

(i, )" (Kerres$) C Kerrest.

Logo, p* ™' ((i, 8)* (Ker res§)) é um Z,(T/S)-submédulo de H'(T/S; Z»(T/S)). Assim,

dim Kerres§ = dim (i, ¢)* (Ker res$) ((¢,¢)* ¢ monomorfismo)

= dim p*~' (i, ¢)* (Ker res$) (p* é monomorfismo)

=0,1 ou oo. (Lema Anterior)

Portanto,

E(G,S) =1+ dim Kerres§ = 1,2 ou .
B
Corolério 5.3.1 Sejam S <T < G grupos, com S normal em T, [G : T] < 00 ¢ [G : S] = 0.

Se T/S ¢ finitamente gerado e ved(T/S) < oo, entdo E(G,S) assume somente os valores 1,2

ou oC.
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5.3. O INVARIANTE E(G,S)

Demonstragdo : Sendo [G : T) < oo, pela Prop. 1.4.3, temos que

@ : Ind$M — Coind$ M

é isomorfismo, para qualquer Z,T-médulo M. Em particular, para M = Z,(T/S). Assim,
©* : HY(G; Ind$(Z-(T/S))) = HY(G; Coind$.(Z>(T/S))), induzida de ¢, é monomorfismo e
estamos nas hipoteses do Teorema Anterior.

Portanto, F(G, S) assume os valores 1,2 ou co.

Exemplo 5.3.7 Sejam G um PD"-grupo e S um PD" '-subgrupo de G, com [N : S] = oo,
onde N é o normalizador de S em G. Por [20], Lema 3.1, temos que [G : N] < 0o e N/S tem
um subgrupo ciclico L/S de indice finito. Assim, ved(N/S) = 1.

Além disso, como G ¢ finitamente gerado, temos que N e, deste modo, N/S, sao finita-
mente gerados. Logo, estamos nas hipdteses do Coroldrio Anterior e, portanto, E(G,S) = 1,2

ou Q0.

Exemplo 5.3.8 Seja H um grupo, com ved H < co e H finitamente gerado (por exemplo, H
igual ao grupo livre com n geradores, n > 1). Consideremos os grupos Z e Z [pZ ~ Z,, onde

p € qualquer inteiro positivo. Temos que Z atua em Z,, da sequinte forma:
Z X Zy, — Z,
(n,m) » nm=(-1)".m.

Logo, podemos tomar o produto semi-direto Z, X Z, onde a operagao de grupo é dada

(7, a) * (71, b) = (7 + a7, a +b) = (W + (—1)*7, a + b).

Sejam G=H ® (Zy,x Z), N=H® ({0} x Z) e S = {0} x Z.
Se p = 2, temos que a agao de Z em Z, é trivial e, assim, Zy X Z = Z> ® Z. Se

p # 2, a agdo de Z em Z, nao € trivial e S nao € normal em G.
Temos que [G: N] <00, SaN,[N:S]=00 e N/S~H.

Logo, estamos nas hipdteses do Coroldrio anterior e, portanto, E(G,S) = 1,2 ou oco.




5.4. INTERPRETAQAO TOPOLOGICA DE E(G, S)

5.4 Interpretagao Topolégica de F(G,S)

Neste paragrafo veremos uma interpretagiao de F (G, S) em termos de cohomologia relativa

de CW-complexos, tomada com coeficientes locais.

Proposigao 5.4.1 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G, com [G : S] = 0. Se (X,Y) é
um par Eilenberg-Maclane realizando topologicamente (G, S), entdo

HY(X,Y; Z>(G/S))

E(G,S)=1+dim Z,(G/S)

onde H'(X,Y'; Z,(G/S)) é tomada com coeficientes locais dados pelo Z,G-mdédulo Z»(G/S).

Demonstragao : Segque da proposi¢ao 5.2.1.

Exemplo 5.4.1 Sejam G = (t) = (s), S = (sts™'t™!) e H = (s). Consideremos X igual ao
toro T? menos um disco aberto Y = 0X. Vimos, no Ezemplo 3.3.2, que (X,Y) é um par
Eilenberg-Maclane realizando (G, S). Logo, pela Prop. Anterior e Exemplo 5.5.4, temos

HY(X,Y; Z,(G/S))
Z,(G/S)*

E(G,S) =1+dim =31

Exemplo 5.4.2 Sejam G = (a)®(b) ~ ZDZ e S = (a) ~ Z. Temos que (G, S) é realizado

topologicamente pelo par Eilenberg-Maclane (T?, S?) e, entao,

HI(TQ, Sl; 22(6/8)) Smormal em G . I{I(TgaslaZZ(G/S))
. = 1+ dim
Z,(G/S) Z>(G/S)

E(G,S)=1+ dim

Como E(G,S) = 2, pelo exemplo 5.3.1, seque que

H\(T?, 5% Z(G/[S)) _
Z»(G/S) Rantt

Ezemplo 5.4.3 Seja G um grupo infinito e S = {1} o subgrupo trivial. Temos

HY(X, {x0}; ZG)
Z:G :

E(G,{1}) =1+dim

onde X é um K(G,1) e xy é o vértice de X.
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5.5. O INVARIANTE E(G,S) E DUALIDADE

5.5 O Invariante F(G,S) e dualidade

Vamos agora estudar o invariante E(G,S) no caso em que G e S satisfazem certas
propriedades de dualidade.
Usaremos os isomorfismos de dualidade para computar E(G,S) em alguns casos espe-

c1ais.

Proposi¢cao 5.5.1 Sejam G um D"-grupo com mddulo dualizante C' e S um subgrupo de G.
Entao,

(i) Se S é um D" '-subgrupo de G com mddulo dualizante Res$C (em particular, se G e S
sao grupos de dualidade de Poincaré sobre Z,), entio E(G,S) < 2.

(i2) Se hd S < n -2, entdio E(G,S) = 1.

Demonstragao : (i) Pela Proposicao 4.1.1, temos que, em (i) e (ii), [G : S] = oo. Logo, podemos

definir E(G, S). Além disso,

H'\(G; Zx(G/9)) “”"Z™ H,1(G;C ® Z(G/S)) = Hn-r(G; C ® Ind§ 2,) ™24

Propdds g (G IndS(ResSC ® Z,)) "™ H,_(S; ResSC ® Zy).

Como, por hipétese, S é um D™~ !-subgrupo de G com médulo dualizante Res$C, temos:
H\(G; Z»(G/S)) = Hn_1(S; ResSC ® Z,) "2 H'(S; Z,) ~ Z,.

Logo, dim Ker ?‘e.sg" =< Ik

Portanto, E(G,S) = 1 + dim Kerres§ < 2.
(77) Agora, se hd S < n — 1, temos que
HY(G; Z5(G/S)) = Hn-1(S; IndS((Res$C) ® Z,)) = 0.
Logo, Ker -resg = 0 e, portanto,

E(G,S) =1+ dim Kerres§ = 1.
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5.5. O INVARIANTE E(G,S) E DUALIDADE

Exemplo 5.5.1 Se G = Z* ¢ S = Z*72, entao E(G,S) = 1.

De fato, temos hd S = k — 2 e, como vimos acima, G é um P DF*-grupo.

Portanto, pela Proposi¢ao Anterior (i¢), E(G,S) = 1.

Exemplo 5.5.2 Se G é um PD"-grupo qualquer, n > 2, e S um subgrupo finito de G, entdao
E(G,8)=1.

De fato, como G é um D"-grupo, pela Proposigao 4.5.1, G nao tem Z,-tor¢ao. Logo,
S nao tem Z,-tor¢ao. Deste modo, pela Proposi¢ao 4.5.3, S é um D%-subgrupo e, assim,
hd S=0<n-2.

Portanto, pela Proposi¢cao Anterior (i7), E(G,S) = 1.

Exemplo 5.5.3 Seja G = T (M?), onde M = X xS, com X a superficie orientada de genus
2. Temos, entdo,

G=Ti(M3) =HXxK,

onde H = <nl,b1,ag,bg; (arbya;'vy") (azbeay 'b5 ") = 1) el = (=2

Consideremos S = (r.rlrzi,”). Entdo, G é um PD?-grupo, H é um PD?-subgrupo e K, S

sao PD'-subgrupos. Portanto, pela Proposi¢ao Anterior,

E(G,K)=E(G,S)=1, E(G,H)<2 e E(H,S5)<2.

Veremos agora um resultado que nos da uma condi¢ao necessaria para que um par grupo

(G, S) seja um D"-par.
Teorema 5.5.1 Se (G,S) é um D"-par, com |G : S] = oo, entao E(G,S) = 1.

Demonstracio : Observemos, primeiramente, que a hipétese [G : S| = co implica n > 1, pois

se (G,S) é um D!'-par, pela Prop. 4.7.1, G é um D°-grupo e, assim, pela Prop. 4.5.3, G é
finito. Logo, [G : S] < co. Absurdo!
Consideremos a seqiiéncia exata longa (Defini¢do 5.1.1) para o par (G,S) e M =
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5.5. O INVARIANTE E(G,S) E DUALIDADE

0 = H(G; Z»(G/S)) = H(S; Z-(G/S)) > H(G, S; Z:(G/S)) >

% H\G; Z:(G/S)) ™5 H\(S; Z2(G/S)) -

Seja C' o0 mddulo dualizante de (G, .S). Entao,
HY (G, S; Z>(G/S)) ~ Ha1(G;C ® Z>(G/S)) (Dualidade)
~ Hp1(G;C ® Ind§ Z,)
~ H,_1(G; Ind$((Res§C) ® Z>)) (Prop. 1.4.5)
~ H,_1(S; (Res$C) ® Z,)) (Shapiro)
= H,_1(S5;C ® Z,))
~ HY(S; Z,)
~ Zo (agdo trivial em Zs).
Agora, observemos que

Prop 2.2.2

HY(G; Z:(G, S)) (Z:(G/8))S = (IndS Z)C T4 . pois [G: 8] =

Assim, pela exatidao da seqiiéncia, temos Ker § = 0, ou seja, d é injetora.

Logo, sendo H'(G, S; Z>(G/S)) ~ Z,, temos que

HY(S; Z2(G/S)) ~ Z» ou H'(S; Z»(G/S)) =

H°(S; Z5(G/S)) ~ (Z»(G/S))®, o qual contém {0,1S} ~ Z,.

Assim, H(S; Z,(G/S)) ~ Z,.
Logo,

HY(G,S; Z,(G/S)) _ HY(G,S; Z,(G/S)) _
Ker J 7 Im(6) I

Kerres§ ~ Im(J) ~

_ _HYG,S,%Z,(G/S)) _ H'G,S;Zx(G/S))
"~ HO(S; Z,(G/S))/Kerd = HO(S; Z(G/S))

Portanto,

:@:U.
Z,

E(G,S) =1+ dim Kerres§ = 1.
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Exemplo 5.5.4 Consideremos G = (a) * (0) ~ Z + Z e S = (aba™'b7') ~ Z. Entao,
E(G,S)=1.

De fato, por Exemplo 4.8.1, (G, S) é um PD?-par. Portanto, pela Proposi¢ao Anterior,

E(G,S) =1.

Observagao 5.5.1 Sejam G = {a)* () ~ Z+Z, H = {(a) ~ Z ¢ S = {aba"'b') ~ Z. Nio
existe isomorfismo de pares de grupos ¢ : (G,S) — (G, H), ou seja, ndo existe isomorfismo

a:G— G, coma(S)=H.

De fato, se existisse tal isomorfismo, teriamos F(G, S) = E(G, H). Porém, pelo exemplo
anterior, E(G,S) = 1, enquanto que E(G, H) = oo, pelo exemplo 5.3.4. Portanto, (G,S) nao

é isomorfo a (G, H).

Observacao Final: Invariantes ends foram estudados também por outros autores. Houghton,
em [17], e Scott, em [32], deram uma defini¢do do niimero de ends e(G, S) de um par de grupo e
Kropholler e Roller, em [21], introduziram um outro invariante end denotado por é(G, S). Esses
dois invariantes estao relacionados entre si e com o invariante E(G, S). Vale, por exemplo, que
“Se G' é um grupo e S um subgrupo de G, com [G : S] = o0, entdo E(G,S) < e(G, S) <

< é(G,S)”(ver [21] e [2]). No entanto, os invariantes e(G, S) e é(G, S) nao fornecem condigdes
para que (G,S) seja um PD"-par, como ocorre com o invariante E(G,S). Ha exemplos de
PD"-pares com e(G,S) = é(G, S) = oo e exemplos de PD"-pares com e(G,S) = é(G,S) =1
(ver [2], Observagao 3.4 (3)).
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