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Prof. Dr. Mauŕılio Boaventura
Professor Livre Docente/ UNESP - São José do Rio Preto
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Um agradecimento especial à minha orientadora, Profa. Cleonice Fátima Bracciali,

e ao meu coorientador, Prof. Alagacone Sri Ranga, pelos conselhos, incentivo, empenho
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Resumo

Foi mostrado recentemente que associado a um par de sequências reais (onde uma delas

é uma sequência encadeada positiva) existe uma única medida de probabilidade não tri-

vial com suporte no ćırculo unitário. No presente trabalho nossa principal contribuição

é estudar o comportamento dessas medidas quando impomos algumas restrições de sinal

e periodicidade sobre essas sequências. Precisamente, fornecemos uma estimativa para o

suporte de tais medidas no caso em que a sequência que não é a sequência encadeada po-

sitiva satisfaz uma propriedade de sinal alternante. Além disso, quando esse par é tal que

a sequência de parâmetros minimal da sequência encadeada positiva e a outra sequência

são periódicas, mostramos que o estudo dessas medidas é completamente equivalente ao

estudo de medidas associadas a coeficientes de Verblunsky periódicos: o que nos permi-

te, neste caso, apresentar, estudar e caracterizar um novo espaço de medidas no ćırculo

unitário. Por fim, estabelecemos informações sobre o suporte essencial de medidas no caso

limite periódico, isto é, quando as sequências reais associadas são limite periódicas.

Palavras-chave: Polinômios ortogonais no ćırculo unitário. Medidas não triviais. Se-

quências encadeadas. Sequências reais periódicas. Coeficientes de Verblunsky periódicos.



Abstract

It was shown recently that associated with a pair of real sequences (where one of them is

a positive chain sequence) there exists a unique nontrivial probability measure supported

on the unit circle. In the present work, our main contribution is to study the behavior

of these measures when we impose some restrictions of sign and periodicity on these

sequences. Precisely, we provide an estimate for the support of such measures in the

event that the sequence which is not the positive chain sequence, satisfies an alternating

sign property. Moreover, when this pair is such that the minimal parameter sequence

of the positive chain sequence and the other sequence are periodic, we show that the

study of these measures is completely equivalent to the study of measures associated with

periodic Verblunsky coefficients: which allows us, in this case, to present, to study and to

characterize a new space of measures on the unit circle. Finally, we establish information

about the essential support of measures in the limit periodic case, i.e., when the associated

real sequences are limit periodic.

Keywords: Orthogonal polynomials on the unit circle. Nontrivial measures. Chain

sequences. Periodic real sequences. Periodic Verblunsky coefficients.
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Alfabeto Grego

αn = α
(µ)
n coeficientes de Verblunsky associados a uma medida µ no ćırculo unitário;
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Introdução

Uma função real ψ, definida no intervalo (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, é chamada

uma distribuição ou medida (positiva) em (a, b), se ψ é limitada, não decrescente, com

infinitos pontos de aumento e tal que as integrais de Stieltjes

ν
(ψ)
k =

∫ b

a

xkdψ(x), k = 0, 1, . . . ,

existam.

Dizemos que uma sequência de polinômios {P (ψ)
n }∞n=0 é uma sequência de po-

linômios ortogonais com relação à medida ψ no intervalo (a, b), se P
(ψ)
n é de grau exata-

mente n e

〈
P (ψ)
m , P (ψ)

n

〉
ψ

=

∫ b

a

P (ψ)
m (x)P (ψ)

n (x)dψ(x) =

 0, para m 6= n

%
(ψ)
n 6= 0, para m = n

.

Os polinômios ortogonais satisfazem a muitas propriedades interessantes e são fer-

ramentas essenciais para a solução de diversos problemas da Matemática Pura e Ciências

Aplicadas. Por exemplo, os chamados polinômios ortogonais clássicos − polinômios de

Jacobi, de Laguerre e de Hermite (com intervalos de ortogonalidade dados, respectiva-

mente, por (a, b) = (−1, 1), (a, b) = (0,∞) e (a, b) = (−∞,∞)), são soluções particulares

da equação diferencial linear de segunda ordem (veja, por exemplo, [1, 27])

A(t)y′′ +B(t)y′ + χny = 0,

onde

χn = −n
[

1

2
(n− 1)A′′(0) +B′(0)

]
, A(t) =


1− t2, para (a, b) = (−1, 1)

t, para (a, b) = (0,∞)

1, para (a, b) = (−∞,∞)

e B(t) é um polinômio de grau 1. Tal equação diferencial aparece em muitos modelos

matemáticos em f́ısica atômica, eletrodinâmica e acústica.
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Uma propriedade importante que podemos destacar dos polinômios ortogonais na

reta real está relacionada aos seus zeros. Sabe-se que eles são todos reais, distintos e

pertencentes ao intervalo de ortogonalidade (a, b) (veja, por exemplo, Chihara [12]). Em

particular, os zeros desses polinômios são os nós das conhecidas Regras de Quadratura

Gaussianas, que têm máximo grau de precisão algébrico. Outra propriedade fundamental,

desses polinômios, é o fato que eles satisfazem uma relação de recorrência de três termos.

Quando mônicos, esta relação é dada por

P
(ψ)
n+1(x) = (x− β(ψ)

n+1)P (ψ)
n (x)− γ(ψ)

n+1P
(ψ)
n−1(x), n ≥ 1,

com P
(ψ)
0 (x) = 1, P

(ψ)
1 (x) = x− β(ψ)

1 , β
(ψ)
n ∈ R e γ

(ψ)
n+1 > 0, n ≥ 1. Para mais informações

sobre polinômios ortogonais na reta real, sugerimos os textos de Agarwal e Milovanović

[1], Chihara [12], Gautschi [18], Geronimus [20], Ismail [24], Sri Ranga [37] e Szegő [38].

Seja µ(z) = µ(eiθ) uma medida no ćırculo unitário T = {z = eiθ : 0 ≤ θ ≤ 2π}. De

acordo com a terminologia adotada em Simon [35], a medida µ é dita não trivial se o seu

suporte é um conjunto infinito e µ é dita uma medida de probabilidade se µ(T) = 1.

Se µ é uma medida de probabilidade não trivial no ćırculo unitário, podemos definir

a sequência associada de polinômios ortogonais no ćırculo unitário, {φn}∞n=0, por∫
T
z̄jφn(z)dµ(z) =

∫ 2π

0

e−ijθφn(eiθ)dµ(eiθ) = 0, 0 ≤ j ≤ n− 1, n ≥ 1,

onde φn é um polinômio de grau exatamente n. Tomando κ−2
n = ‖φn‖2 =

∫
T |φn(z)|2dµ(z),

os polinômios ortonormais no ćırculo unitário são dados por ϕn(z) = κnφn(z), n ≥ 0.

Os polinômios ortogonais no ćırculo unitário (também conhecidos como polinômios

de Szegő) foram introduzidos na primeira metade do século XX por Gabor Szegő. Nos

últimos anos esses polinômios vêm recebendo muita atenção de diversos pesquisadores,

principalmente em razão de suas aplicações em diversas áreas da Matemática. Regras

de quadratura, processamento de sinais e teoria espectral são alguns dos muitos tópicos

em que tais polinômios estão inseridos (veja, por exemplo, [9, 11, 14, 26, 28, 31, 34, 39]).

Textos mais recentes sobre esses polinômios podem ser encontrados nos dois volumes de

Simon [35, 36].

Os polinômios ortogonais no ćırculo unitário, mônicos, satisfazem a relação

φn(z) = zφn−1(z)− αn−1 φ
∗
n−1(z) n ≥ 1,

onde αn−1 = −φn(0) e φ∗n(z) = znφn(1/z̄) denota o polinômio rećıproco de φn(z).
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Os números complexos αn são chamados de coeficientes de Verblunsky. Sabe-se

que esses coeficientes são tais que |αn| < 1 (n ≥ 0) e que, além disso, eles são suficientes

para caracterizar completamente tanto os polinômios ortogonais como a medida a eles

associada (veja, por exemplo, [35, Teorema 1.7.11]).

Dada uma sequência de polinômios ortogonais no ćırculo unitário {φn}∞n=0, pode-

mos definir uma sequência de polinômios para-ortogonais no ćırculo unitário, associada à

sequência {φn}∞n=0, da seguinte forma (veja, Jones et al. [25]):

zφn−1(z) + w̃nφ
∗
n−1(z), n ≥ 1,

onde {w̃n}∞n=0 é qualquer sequência de números complexos tais que |w̃n| = 1.

Diferente dos polinômios ortogonais φn que têm todos os seus n zeros dentro do

disco unitário aberto, os polinômios para-ortogonais zφn−1(z) + w̃nφ
∗
n−1(z) têm todos os

seus n zeros simples e no ćırculo unitário. Esta caracteŕıstica permite a utilização dos

zeros destes polinômios para construção de fórmulas de quadratura no ćırculo unitário.

Segundo Chihara [12], uma sequência {an}∞n=1 é dita uma sequência encadeada

positiva se existe uma outra sequência {gn}∞n=0 tal que

0 ≤ g0 < 1, 0 < gn < 1, para n ≥ 1, e an = (1− gn−1)gn, para n ≥ 1.

A sequência {gn}∞n=0 é chamada de sequência de parâmetros para a sequência encadeada

positiva {an}∞n=1 e pode não ser única. Além disso, toda sequência encadeada positiva

possui uma sequência de parâmetros minimal, denotada por {mn}∞n=0, obtida com m0 = 0,

e uma sequência de parâmetros maximal, denotada por {Mn}∞n=0, a qual é caracterizada

pela condição que se g0 > M0 então {gn}∞n=1 gerada por gn = an/(1 − gn−1), n ≥ 1, não

satisfaz 0 < gn < 1, n ≥ 1.

O uso da teoria de sequências encadedas positivas para caracterização de medidas

de probabilidade não triviais no ćırculo unitário teve grande destaque nos trabalhos de

Castillo et al. [10] e Costa et al. [13]. Estes trabalhos terão um papel fundamental no

decorrer desta tese.

Em Costa et al. [13] foi mostrado que dado um par de sequências reais {{cn}∞n=1,

{dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva, então correspondente a

este par, existe uma única medida de probabilidade não trivial (digamos, µ) no ćırculo

unitário e reciprocamente. Os resultados estabelecidos em [13] mostram que a sequência

de coeficientes de Verblunsky {αn}∞n=0 associada à medida µ está diretamente relacionada
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com as sequências reais {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1, onde {mn}∞n=0 é a sequência de parâmetros

minimal para a sequência encadeada positiva {dn}∞n=1. Desta forma, pode-se caracterizar

uma medida µ, no ćırculo unitário, tanto pela sequência de coeficientes de Verblunsky

a ela associada como pelo seu respectivo par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} (ou

{{cn}∞n=1, {mn}∞n=1}).

A partir das sequências {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1 também é posśıvel recuperar a medida de

probabilidade, associada a estas sequências, usando certas funções racionais que seguem

de polinômios que satisfazem a relação de recorrência de três termos

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z), n ≥ 1,

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z + (1− ic1), onde

Rn(z) =

∏n
j=1

[
1− ρj−1αj−1

]∏n
j=1

[
1−Re(ρj−1αj−1)

] zφn(z)− ρnφ∗n(z)

z − 1
, n ≥ 0,

com ρn = φn(1)/φ∗n(1), n ≥ 0.

Em Castillo et al. [10], usando argumentos padrões envolvendo frações cont́ınuas,

expansões em séries, no infinito e na origem, e o Teorema da Seleção de Helly, os autores

verificaram que a medida associada µ é dada como o limite de uma subsequência de

medidas discretas, ψn(eiθ), cujos pontos puros (aqueles diferente de z = 1) são exatamente

os zeros de Rn(z).

Os resultados apresentados em [10] nos permitem dar informações sobre o suporte

da medida µ analisando os zeros zn,j = eiθn,j , j = 1, 2 . . . , n, dos polinômios Rn(z).

O primeiro objetivo desta tese é, justamente, obter uma estimativa para o su-

porte de medidas de probabilidade não triviais no ćırculo unitário associadas ao par de

sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva

qualquer e {cn}∞n=1 tem uma propriedade de sinal alternante. Para isso, faremos uso

daqueles resultados fornecidos em [10].

Existem muitos trabalhos na teoria de polinômios ortogonais no ćırculo unitário

que estudam medidas de probabilidade cujas sequências associadas de coeficientes de

Verblunsky são p−periódicas, isto é, αn+p = αn, n ≥ 0 e p ∈ N. Resultados sobre o

suporte essencial, função peso e posśıveis pontos puros de tais medidas (bem como o

tamanho da massa, quando existem) são completamente conhecidos. Por exemplo, os

posśıveis pontos puros dessas medidas são soluções da equação φp(z) − φ∗p(z) = 0 (veja

[36, Caṕıtulo 11]).
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Denotaremos por Vp, p ∈ N, o espaço de todas as medidas de probabilidade não

triviais no ćırculo unitário tais que as respectivas sequências de coeficientes de Verblunsky

são p−periódicas, ou seja,

µ̃ ∈ Vp se, e somente se, α
(µ̃)
n+p = α(µ̃)

n , n ≥ 0.

Com esta notação, um outro objetivo da nossa pesquisa é estudar medidas em Vp obtidas

por meio do par de sequências reais {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1}, onde as sequências {cn}∞n=1 e

{mn}∞n=1 possuem algumas restrições de sinal e periodicidade.

Um fato importante é que podemos ter uma medida, µ̃, cuja sequência associada

de coeficientes de Verblunsky é p−periódica (isto é, µ̃ ∈ Vp) e tal que as sequências

reais associadas, {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1, não são periódicas (veja, por exemplo, [15]). Por

esta razão, introduzimos a notação Np, p ∈ N, para o espaço de todas as medidas de

probabilidade não triviais no ćırculo unitário tais que as sequências dos respectivos pares

associados {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1} são periódicas com peŕıodo p, isto é,

µ ∈ Np se, e somente se, c
(µ)
n+p = c(µ)

n e m
(µ)
n+p = m(µ)

n , n ≥ 1.

Uma vez que o espaço Vp já é bem conhecido (veja, por exemplo, Simon [36]),

existem muitas perguntas naturais sobre esse novo espaço Np. Por exemplo, qual é o com-

portamento das medidas de probabilidade pertencentes ao espaço Np? Existem medidas

em Np∩Vp? Como escolher o par associado de sequências reais {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1} a fim

de obter medidas em Np ∩ Vp? Quais são as relações existentes entre os espaços Np e Vp?

E sobre o comportamento das medidas tais que as sequências reais associadas {cn}∞n=1

e {mn}∞n=1 são limite p−periódicas, ou seja, limn→∞ cnp+k = lk e limn→∞mnp+k = l̃k,

k = 1, 2, . . . , p, o que podemos dizer?

Outro objetivo deste trabalho é, portanto, estudar esse novo espaço de medidas Np

e fornecer respostas aos questionamentos anteriores e a outras questões relacionadas.

Os resultados estabelecidos nesta tese estão distribúıdos em quatro caṕıtulos, como

segue.

No Caṕıtulo 1, introduzimos alguns conceitos e resultados preliminares da teoria

de polinômios ortogonais na reta real e no ćırculo unitário (bem como das medidas as-

sociadas), polinômios para-ortogonais no ćırculo unitário, além do conceito e algumas

propriedades de sequências encadeadas positivas. Nesse caṕıtulo apresentamos, ainda, al-

guns resultados importantes, estabelecidos em Castillo et al. [10] e Costa et al. [13], que
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conectam a teoria de polinômios ortogonais no ćırculo unitário com a teoria de sequências

encadeadas positivas. Estes últimos resultados, como mencionado anteriormente, serão

fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

O Caṕıtulo 2 é dedicado a busca de uma estimativa para o suporte de uma classe

de medidas de probabilidade não triviais no ćırculo unitário. Precisamente, usamos in-

formações sobre os zeros de certos polinômios para-ortogonais no ćırculo unitário (no caso,

os zeros dos polinômios Rn(z)) para estimar o suporte daquelas medidas cujas sequências

{cn}∞n=1 (dos pares associados de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}) têm uma proprie-

dade de sinal alternante, isto é, cn = (−1)nc̃n, para n ≥ 1, com {c̃n}∞n=1 uma sequência

positiva (ou negativa) de números reais. Os resultados aqui apresentados são novos e

estão organizados no artigo [7], em coautoria com Bracciali, Sri Ranga e Veronese, aceito

para publicação na revista Computational and Applied Mathematics e dispońıvel no modo

online first.

No Caṕıtulo 3, fornecemos alguns novos resultados relacionados a medidas em Vp

com o uso da teoria de sequências encadeadas positivas. Especificamente, utilizamos re-

sultados encontrados em Costa et al. [13] para estabelecer uma caracterização de medidas

pertencentes ao espaço Vp em termos de um par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1},

onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva. Além disso, considerando a sequência

de parâmetros minimal {mn}∞n=1 da sequência encadeada positiva {dn}∞n=1, vamos im-

por uma restrição de sinal sobre a sequência {cn}∞n=1 e uma p−periodicidade sobre as

sequências {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1 para gerar medidas em Vp. Estas restrições (que nos levam

a medidas no espaço Vp) têm uma interpretação geométrica que será aqui estabelecida.

Algumas informações sobre pontos puros de medidas em Vp, com o uso de sequências enca-

deadas positivas, também serão apresentadas. Por fim, um exemplo será constrúıdo para

ilustrar os principais resultados obtidos neste caṕıtulo. Todos esses resultados também

podem ser encontrados no artigo [7].

Finalmente, no Caṕıtulo 4, deste trabalho, estudamos o espaço de medidas Np,

isto é, o espaço das medidas de probabilidade não triviais no ćırculo unitário tais que

as sequências dos respectivos pares associados {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1} são periódicas com

peŕıodo p ∈ N. Observamos que existe um homeomorfismo entre os espaços Np e Vp tal

que o conjunto dos seus pontos fixos é exatamente Np ∩ Vp, que é caracterizado por uma

subvariedade de Rp de dimensão p− 1. Considerando P(T) o espaço de todas as medidas
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de probabilidade não triviais no ćırculo unitário, definimos uma relação de equivalência

sobre P(T) e mostramos que os espaços Np e Vp são “equivalentes por rotação”. Para

ser preciso, provamos que dada qualquer medida de probabilidade µ em Np (exceto a

medida de Lebesgue) existem exatamente p medidas em Vp que são equivalentes a µ por

rotação. Reciprocamente, dada qualquer medida µ̃ em Vp (exceto a medida de Lebesgue)

provamos que existem exatamente p medidas em Np que são equivalentes a µ̃ por rotação.

Na Seção 4.4, estabelecemos alguns resultados referentes a polinômios para-ortogonais

associados a medidas em Np. Por exemplo, mostramos que os posśıveis pontos puros de

medidas em Np são, exatamente, os zeros de certos polinômios para-ortogonais (de grau

p) associados a estas medidas. Na Seção 4.5, fornecemos informações sobre o suporte

essencial das medidas associadas ao par {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1}, no caso em que as sequências

{cn}∞n=1 e {mn}∞n=1 são limite p−periódicas, isto é, limn→∞ cnp+k = lk e limn→∞mnp+k =

l̃k, k = 1, 2, . . . , p. A Seção 4.6 é constitúıda por alguns exemplos que são úteis para

discussão dos principais resultados estabelecidos neste caṕıtulo. O estudo deste novo

espaço de medidas Np foi proposto no artigo [8], publicado em 2017 na revista Journal

of Mathematical Analysis and Applications, novamente em colaboração com Bracciali, Sri

Ranga e Veronese. Ressaltamos também que um dos exemplos apresentados na Seção 4.6

é consequência de um trabalho publicado em 2015 na revista Applied Mathematics and

Computation em coautoria com Bracciali e Sri Ranga (veja [6]).

Visando tornar o texto mais autossuficiente posśıvel, no Apêndice A, apresenta-

mos alguns resultados auxiliares (da teoria de polinômios ortogonais no ćırculo unitário)

necessários para o desenvolvimento deste trabalho.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentamos de maneira objetiva os pré-requisitos necessários para

o desenvolvimemto deste trabalho. Os resultados serão expostos sem demonstrações e as

principais referências aqui utilizadas são: Castillo et al. [10], Chihara [12], Costa et al.

[13], Ismail [24], Jones et al. [25], Simon [35, 36] e Szegő [38].

1.1 Polinômios ortogonais na reta real

Antes de falarmos sobre polinômios ortogonais no ćırculo unitário e respectivas

medidas de probabilidade, que estão relacionados com os principais objetos de estudo deste

trabalho, apresentamos, nesta seção, algumas definições e resultados sobre polinômios

ortogonais na reta real, apenas o suficiente para a boa compreensão das próximas seções.

Para mais detalhes sugerimos, por exemplo, os textos de Chihara [12], Ismail [24] e Szegő

[38].

Definição 1.1. Seja ψ uma função real, não decrescente e definida no intervalo (a, b),

−∞ ≤ a < b ≤ ∞. Chamamos de ponto de aumento de ψ qualquer ponto ξ ∈ (a, b) tal

que ψ(ξ + ε)− ψ(ξ − ε) > 0 para todo ε > 0. Em particular, o conjunto de pontos

supp(ψ) = {ξ ∈ (a, b) |ψ(ξ + ε)− ψ(ξ − ε) > 0, para todo ε > 0}

é chamado de suporte de ψ.

Uma expressão do tipo ∫ b

a

f(x)dψ(x)
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é conhecida como integral de Riemann-Stieltjes ou, simplesmente, integral de Stieltjes da

função f com respeito a ψ. A função ψ é real, não decrescente, definida no intervalo (a, b),

−∞ ≤ a < b ≤ ∞, e tem seus pontos de aumento contidos em (a, b). Para a definição

formal e outras propriedades da integral de Stieltjes veja, por exemplo, [3, 23, 33].

Definição 1.2. Seja ψ uma função definida no intervalo (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, limi-

tada, não decrescente e com infinitos pontos de aumento, tal que as integrais de Stieltjes

ν
(ψ)
k =

∫ b

a

xkdψ(x), k = 0, 1, . . . ,

existam. Então, dizemos que ψ é uma distribuição ou medida (positiva) em (a, b).

Os valores ν
(ψ)
k são chamados de momentos da medida ψ. Quando o intervalo

[a, b] é limitado os momentos ν
(ψ)
k sempre existem, o que nem sempre ocorre se [a, b] é

ilimitado. Se ν
(ψ)
0 = 1, a medida ψ é chamada de medida de probabilidade. Além disso,

se os momentos ν
(ψ)
k existem para k = 0,±1,±2, ..., dizemos que ψ é uma medida forte

em (a, b). Se a medida ψ estiver clara no contexto, seus momentos, ν
(ψ)
k , serão denotados

simplesmente por νk. Outras informações sobre teoria da medida podem ser encontradas

em [4] (veja também [32]).

Quando a função ψ é absolutamente cont́ınua, podemos escrever dψ(x) = w(x)dx,

onde w é uma função não negativa e não identicamente nula. Neste caso, chamamos w de

função peso. Além disso, se a medida ψ é definida em um intervalo (−a, a), 0 < a ≤ ∞,

e satisfaz dψ(x) = −dψ(−x), dizemos que ψ é uma medida simétrica .

A condição de que a medida ψ tem infinitos pontos de aumento (isto é, seu suporte

é um conjunto infinito), garante que ψ é uma medida não trivial e que∫ b

a

p(x)dψ(x) > 0,

para qualquer polinômio p(x) ≥ 0, mas não identicamente nulo em (a, b). Logo, podemos

definir o produto interno 〈·, ·〉ψ da seguinte forma:

〈p, q〉ψ =

∫ b

a

p(x)q(x)dψ(x),

onde p e q são polinômios definidos no intervalo (a, b).

Passemos agora a definição de sequência de polinômios ortogonais com relação a

uma medida ψ definida em um intervalo (a, b).
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Definição 1.3. Uma sequência de polinômios {P (ψ)
n }∞n=0 é chamada de sequência de po-

linômios ortogonais com relação à medida ψ no intervalo (a, b), se P
(ψ)
n é de grau exata-

mente n e

〈
P (ψ)
m , P (ψ)

n

〉
ψ

=

∫ b

a

P (ψ)
m (x)P (ψ)

n (x)dψ(x) =

 0, para m 6= n

%
(ψ)
n 6= 0, para m = n

. (1.1)

Usando o delta de Kronecker δm,n, definido por

δm,n =

 1, se m = n

0, se m 6= n
, (1.2)

podemos reescrever a definição anterior como

〈
P (ψ)
m , P (ψ)

n

〉
ψ

=

∫ b

a

P (ψ)
m (x)P (ψ)

n (x)dψ(x) = %(ψ)
n δm,n, m, n = 0, 1, 2, . . . .

Além disso, se %
(ψ)
n = 1, n ≥ 0, a sequência {P (ψ)

n }∞n=0 é chamada de sequência de po-

linômios ortonormais com relação a ψ.

Note que, sob as condições da Definição 1.3, a sequência {P (ψ)
n }mn=0 forma uma

base para o subespaço vetorial dos polinômios de grau no máximo m. Assim, se Qm é um

polinômio qualquer de grau exatamente m, então escrevendo Qm como combinação linear

dos polinômios ortogonais P
(ψ)
n e utilizando a relação de ortogonalidade dada em (1.1),

temos

〈
Qm, P

(ψ)
n

〉
ψ

=

∫ b

a

Qm(x)P (ψ)
n (x)dψ(x) =

 0, para m < n

qn,n%
(ψ)
n 6= 0, para m = n

,

onde qm,m é o coeficiente do termo de maior grau de Qm (neste caso, estamos considerando

os polinômios P
(ψ)
n , n ≥ 0, mônicos, isto é, com seus respectivos coeficientes dos termos

de maior grau iguais a 1). Além disso, pode-se mostrar que uma condição necessária e

suficiente para a existência de uma sequência de polinômios ortogonais com relação a uma

medida ψ é que os determinantes de Hankel, Hn, de ordem n+ 1,

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν0 ν1 . . . νn

ν1 ν2 . . . νn+1

...
...

. . .
...

νn νn+1 . . . ν2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0,

sejam todos não nulos.



Caṕıtulo 1. Preliminares 27

Os polinômios ortogonais P
(ψ)
n satisfazem uma relação de recorrência de três ter-

mos. Quando mônicos, essa relação é dada por

P
(ψ)
n+1(x) = (x− β(ψ)

n+1)P (ψ)
n (x)− γ(ψ)

n+1P
(ψ)
n−1(x), n ≥ 1, (1.3)

com P
(ψ)
0 (x) = 1, P

(ψ)
1 (x) = x− β(ψ)

1 e os coeficientes γ
(ψ)
n+1 e β

(ψ)
n+1 tais que

γ
(ψ)
n+1 =

%
(ψ)
n

%
(ψ)
n−1

, n ≥ 1, e β
(ψ)
n+1 =

〈
xP

(ψ)
n , P

(ψ)
n

〉
ψ

%
(ψ)
n

, n ≥ 0,

onde

%(ψ)
n =

∫ b

a

[
P (ψ)
n (x)

]2
dψ(x) = γ

(ψ)
n+1γ

(ψ)
n . . . γ

(ψ)
3 γ

(ψ)
2 ν

(ψ)
0 , n ≥ 1.

A rećıproca desse resultado também é verdadeira e é conhecida na literatura como

Teorema de Favard.

Teorema 1.1. (Favard) Sejam {βn}∞n=1 e {γn}∞n=1 sequências de números reais arbitrários,

com βn ∈ R e γn+1 > 0 para n ≥ 1, e seja {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios mônicos

satisfazendo a relação de recorrência de três termos

Pn(x) = (x− βn)Pn−1(x)− γnPn−2(x), n = 2, 3, . . . ,

com P0(x) = 1 e P1(x) = x − β1. Então, existe uma medida ψ com relação à qual a

sequência de polinômios {Pn}∞n=0 é ortogonal.

Uma outra importante propriedade satisfeita pelos polinômios ortogonais P
(ψ)
n é

que seus zeros são reais, distintos e pertencem ao intervalo (a, b). Além disso, se denotar-

mos por x n,1, x n,2, . . . , x n,n os zeros de P
(ψ)
n , n ≥ 1, em ordem crescente, então

x n+1,1 < x n,1 < x n+1,2 < x n,2 < · · · < x n+1,n < x n,n < x n+1,n+1.

Ou seja, entre dois zeros consecutivos do polinômio P
(ψ)
n+1 existe um único zero de P

(ψ)
n .

Neste caso, dizemos que os zeros de P
(ψ)
n e P

(ψ)
n+1 se entrelaçam.

Um exemplo bem conhecido e estudado de polinômios ortogonais na reta real são

os polinômios de Chebyshev de primeira espécie, conhecidos em diversas literaturas como

uma das sequências de polinômios ortogonais clássicos (veja, por exemplo, [1]).

Exemplo 1.1. Os polinômios de Chebyshev de primeira espécie, Tn, são ortogonais com

relação à medida dψ(x) = 1/
√

1− x2 dx no intervalo (−1, 1) e podem ser dados por

Tn(x) = cos(n arccosx), x ∈ (−1, 1), n = 0, 1, 2, . . . .
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Tomando x = cos θ, com θ ∈ (0, π), podemos escrever Tn(x) = cos(nθ), n ≥ 0, e, usando

relações trigonométricas, mostra-se facilmente que

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n ≥ 1,

com T0(x) = 1 e T1(x) = x. Por outro lado, utilizando indução finita em n, verificamos

que o coeficiente do termo de maior grau do polinômio Tn, n ≥ 1, é 2n−1. Além disso,

pode-se mostrar que os zeros desses polinômios são dados por

x n,j = cos

(
(2j − 1)π

2n

)
, j = 1, 2, . . . n,

e que tais polinômios satisfazem

〈Tn, Tm〉ψ =

∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)
1√

1− x2
dx =


0, se m 6= n,

π

2
, se m = n 6= 0,

π, se m = n = 0.

1.2 Polinômios ortogonais no ćırculo unitário

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados bem conhecidos, refe-

rentes a teoria de polinômios ortogonais no ćırculo unitário (e medidas associadas), que

podem ser encontrados, por exemplo, em Ismail [24], Simon [35, 36] e Szegő [38].

Seja µ uma medida positiva no ćırculo unitário

T = {z ∈ C : |z| = 1},

parametrizado por z = eiθ, ou seja, µ(eiθ), definida em 0 ≤ θ ≤ 2π, é uma função real,

limitada e não decrescente, com infinitos pontos de aumento em T, onde os momentos

(trigonométricos) são dados por

νm =

∫
T
z−m dµ(z) =

∫ 2π

0

e−imθ dµ(eiθ), m = 0,±1,±2, . . . , (1.4)

ou, equivalentemente,

νm =

∫
T
z−m dµ(z) =

∫ 2π

0

e−imθ dµ̃(θ), m = 0,±1,±2, . . . ,

uma vez que a medida µ(eiθ) induz uma outra medida positiva µ̃(θ), com suporte em

[0, 2π], que chamaremos, simplesmente, de µ(θ) (esta notação será adotada algumas vezes

neste trabalho).
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Dizemos que z0 ∈ T é um ponto puro (ou ponto de massa) de µ , se a medida desse

ponto é positiva, isto é, µ({z0}) > 0. Um ponto puro, z0, é chamado isolado (ou discreto)

se, e somente se, existe um conjunto aberto, A, em torno de z0, tal que µ(A \ {z0}) = 0.

O suporte essencial de µ, denotado por σess(µ), é definido por

σess(µ) = {z ∈ supp(µ) : z não é um ponto puro isolado}, (1.5)

onde supp(µ) denota o suporte da medida µ. Equivalentemente, z0 ∈ σess(µ) se, e somente

se, para qualquer conjunto aberto A em torno z0, A ∩ σess(µ) é um conjunto infinito.

Por uma combinação dos teoremas de Radon-Nikodym e da decomposição de Le-

besgue (veja [4]), qualquer medida µ, sobre T, pode ser decomposta, unicamente, da

seguinte maneira:

dµ(θ) = w(θ)
dθ

2π
+ dµs(θ),

onde dµs(θ) é singular em relação a dθ/2π e w ∈ L1(T, dθ/2π). Neste caso, dµac(θ) =

w(θ)dθ/2π e dµs(θ), são chamadas, respectivamente, parte absolutamente cont́ınua e parte

singular da medida µ. Além disso, w é chamada função peso.

Agora, usando a medida µ, podemos definir o funcional linear

L [zm] =

∫
T
zm dµ(z) = ν−m, m = 0,±1,±2, . . . , (1.6)

sobre o espaço dos polinômios de Laurent, isto é, funções definidas em C da forma

`(z) =

j∑
k=i

ckz
k, ck ∈ C,

onde i e j são números inteiros tais que i ≤ j. Claramente, temos

L [`] = L

[
j∑
k=i

ckz
k

]
=

j∑
k=i

ckν−k,

para qualquer polinômio de Laurent `.

Uma vez que a medida µ é não trivial, isto é, µ tem infinitos pontos de aumento

no intervalo [0, 2π] (veja Definição 1.1), temos

L[p] =

∫ 2π

0

p(eiθ) dµ(θ) > 0,

para qualquer polinômio p(eiθ) ≥ 0, com p(eiθ) 6≡ 0 em [0, 2π]. Assim, utilizando L,

podemos definir o produto interno, 〈·, ·〉, por

〈p, q〉 = L[p(z)q(z)] =

∫
T
p(z)q(z) dµ(z) =

∫ 2π

0

p(eiθ)q(eiθ) dµ(θ), (1.7)
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onde p e q são polinômios definidos no circulo unitário. Além disso, usando (1.6) e o

produto interno definido em (1.7), para todo polinômio π(z) =
∑n

k=0 ckz
k (com cj ∈ C e

cn 6= 0) de grau n, n ≥ 0, a norma || · || de π, é dada por

||π|| =

(
n∑
j=0

n∑
k=0

cjckνj−k

)1/2

.

Considerando a sequência de momentos {νn}∞−∞, podemos definir, para n ≥ 0, a

matriz

Tn =


ν0 ν−1 · · · ν−n

ν1 ν0 · · · ν−n+1

...
...

. . .
...

νn νn−1 · · · ν0


conhecida como matriz de Toeplitz associada à sequência {νn}∞−∞, cujo determinante, ∆n,

chamado determinante de Toeplitz, é dado por

∆−1 = 1 e ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν0 ν−1 · · · ν−n

ν1 ν0 · · · ν−n+1

...
...

. . .
...

νn νn−1 · · · ν0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0. (1.8)

Observe que, de (1.4), temos

ν−n =

∫ 2π

0

einθ dµ(eiθ) =

∫ 2π

0

e−inθ dµ(eiθ) = νn, n = 0, 1, 2, . . . .

Consequentemente, a matriz Tn é hermitiana, isto é, Tn = T tn.

A correspondente forma hermitiana

Hn :=
n∑

j,k=0

νj−kcjck =
n∑
j=0

n∑
k=0

νj−kcjck =

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
n∑
j=0

cjz
j

∣∣∣∣∣
2

dµ(θ),

onde z = eiθ e cj ∈ C, é positiva definida, pois µ é uma medida positiva não trivial. Logo,

∆n > 0 para n ≥ 0.

Definição 1.4. Dizemos que um funcional linear M, onde νm = M [z−m], é positivo

definido se ∆n > 0, n ≥ 0, e quase definido se ∆n 6= 0, n ≥ 0.

Usando a definição anterior, podemos concluir que o funcional L, definido em (1.6),

é um funcional linear positivo definido.
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Podemos, agora, definir sequência de polinômios ortogonais com relação a uma

medida µ com suporte em T, ou seja, sequência de polinômios ortogonais no ćırculo

unitário (também conhecidos como polinômios de Szegő).

Definição 1.5. Seja L um funcional linear positivo definido (quase definido). Uma se-

quência de polinômios {φn}∞n=0 é chamada de sequência de polinômios ortogonais com

relação a L, se

〈φn, φm〉 = L
[
φn(z)φm(z)

]
=


0, se m 6= n,

κ−2
n 6= 0, se m = n.

(1.9)

Observação 1.1. Neste trabalho, vamos considerar apenas os polinômios φn mônicos,

isto é, com os coeficientes dos termos de maior grau iguais a 1.

Se µ é uma medida positiva com suporte em T, usando (1.2), (1.7) e considerando a

relação (1.9), podemos reescrever a definição de polinômios ortogonais no ćırculo unitário,

com relação a µ, da seguinte forma:∫
T
φn(z)φm(z) dµ(z) =

∫ 2π

0

φn(eiθ)φm(eiθ) dµ(eiθ) = κ−2
n δm,n, m, n = 0, 1, . . . . (1.10)

Como κ−2
n =

∫
T |φn(z)|2dµ(z) = ‖φn‖2, então κn > 0 e os polinômios ortonormais no

ćırculo unitário são dados por

ϕn(z) = κnφn(z), n ≥ 0. (1.11)

Note que, sendo o funcional de momento L (definido em (1.6) a partir da me-

dida não trivial µ) positivo definido, podemos construir os polinômios ortonormais, com

respeito a µ, por meio do processo de Gram-Schmidt. Esses polinômios são de grau

exatamente n e podem ser dados por

ϕ0(z) = 1 e ϕn(z) =
1√

∆n∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν0 ν−1 · · · ν−n+1 ν−n

ν1 ν0 · · · ν−n+2 ν−n+1

...
...

. . .
...

...

νn−1 νn−2 · · · ν0 ν−1

1 z · · · zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1, (1.12)

onde ∆n é dado em (1.8) e o coeficiente do termo de maior grau κn de ϕn é tal que

κn =
√

∆n−1/∆n.
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De (1.12), temos que os polinômios ortogonais mônicos, φn(z) = 1
κn
ϕn(z), n ≥ 0,

são tais que

φ0(z) = 1 e φn(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν0 ν−1 · · · ν−n+1 ν−n

ν1 ν0 · · · ν−n+2 ν−n+1

...
...

. . .
...

...

νn−1 νn−2 · · · ν0 ν−1

1 z · · · zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1. (1.13)

A relação (1.13) mostra a existência e unicidade dos polinômios de Szegő na forma

mônica, já que ∆n−1 6= 0, e também é uma forma de se obter esses polinômios.

Como no caso dos polinômios ortogonais na reta real, usando (1.9), podemos mos-

trar a seguinte equivalência para a definição dos polinômios de Szegő:

〈φn, πm〉 = L
[
φn(z)πm(z)

]
=


0, se m < n,

κ̂n 6= 0, se m = n,
(1.14)

onde πm é qualquer polinômio de grau m ≤ n.

Diferente dos polinômios ortogonais na reta real, os polinômios ortogonais no

ćırculo unitário não satisfazem uma relação de recorrência de três termos do tipo (1.3).

Entretanto, os polinômios mônicos de Szegő satisfazem as seguintes relações:

φn(z) = zφn−1(z)− αn−1 φ
∗
n−1(z),

φn(z) = (1− |αn−1|2)zφn−1(z)− αn−1φ
∗
n(z),

n ≥ 1, (1.15)

onde αn−1 = −φn(0) e φ∗n(z) = znφn(1/z̄) denota o polinômio rećıproco de φn(z).

Os números αn, n ≥ 0, são conhecidos na literatura como coeficientes de Verblunsky

(reflexão, Schur, Szegő ou Geronimus) e serão extremamente utilizados neste trabalho.

Pode-se mostrar que esses coeficientes satisfazem

|αn| < 1 e ν0

n−1∏
k=0

(1− |αk|2) = κ−2
n =

∆n

∆n−1

, n ≥ 0. (1.16)

Além disso, usando a relação dada em (1.13), obtemos

αn =
(−1)n

∆n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν−1 ν−2 · · · ν−n ν−n−1

ν0 ν−1 · · · ν−n+1 ν−n
...

...
. . .

...
...

νn−2 νn−3 · · · ν−1 ν−2

νn−1 νn−2 · · · ν0 ν−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0.
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Agora, podemos afirmar que dada uma medida de probabilidade não trivial µ, com

suporte no ćırculo unitário, então, associada a esta medida, existe uma única sequência de

números complexos {αn}∞n=0 tais que |αn| < 1, n ≥ 0. Um dos resultados famosos na teoria

de polinômios ortogonais no ćırculo unitário, conhecido como Teorema de Verblunsky

(também chamado “Teorema de Favard para o ćırculo”), fornece uma rećıproca para

este fato. O mesmo garante que esses polinômios, assim como as respectivas medidas

associadas, são completamente caracterizados pela sequência de coeficientes {αn}∞n=0 a

eles associada.

Teorema 1.2. (Verblunsky) Seja {αn}∞n=0 uma sequência arbitrária de números comple-

xos, onde |αn| < 1, n ≥ 0. Então, associada a esta sequência, existe uma única medida de

probabilidade não trivial µ, com suporte no ćırculo unitário, tal que os polinômios φn(z),

n ≥ 0, gerados por (1.15), são os respectivos polinômios de Szegő mônicos.

Em [35] podem ser encontradas quatro provas para o Teorema 1.2. Uma prova

bem interessante para esse resultado também pode ser vista em [17].

Outra propriedade satisfeita pelos polinômios de Szegő é que seus zeros estão todos

no disco unitário aberto |z| < 1.

Exemplo 1.2. Consideremos a medida de Lebesgue ω0 definida, como uma medida de

probabilidade, por

dω0(z) = (2πiz)−1dz, z ∈ T.

A medida ω0 é tal que σess(ω0) = supp(ω0) = T e um cálculo imediato nos mostra que os

momentos trigonométricos, definidos em (1.4), são ν
(ω0)
n = δ0,n, n ≥ 0, onde δ0,n é o delta

de Kronecker, definido em (1.2).

Assim, usando (1.8) e (1.13), podemos obter os polinômios ortogonais no ćırculo

unitário φ
(ω0)
n , com relação a ω0. Neste caso, φ

(ω0)
n (z) = zn, n ≥ 0. Portanto, os coefici-

entes de Verblunsky associados à medida de Lebesgue ω0 são explicitamente dados por

α(ω0)
n = −φ(ω0)

n+1(0) = 0, n ≥ 0.

Note ainda que os zeros, zn,k, 1 ≤ k ≤ n, dos polinômios φ
(ω0)
n (z) = zn, n ≥ 1, são todos

iguais a zero (de multiplicidade n). Este exemplo é conhecido, segundo Simon [35], como

“caso livre”.
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1.2.1 Polinômios para-ortogonais

Como mencionamos anteriormente, todos os zeros dos polinômios de Szegő estão

no disco unitário aberto |z| < 1. Essa propriedade difere daquela apresentada na seção

anterior, com respeito aos polinômios ortogonais na reta real Pn, no sentido que, naquele

caso, os zeros de Pn eram todos distintos e estavam contidos no intervalo de definição

da medida associada ψ. No caso do polinômios de Szegő, não podemos garantir que seus

zeros são todos simples e muito menos afirmar que estão no ćırculo unitário T. Entretanto,

existe uma outra classe de polinômios onde esse resultado é verdadeiro. Essa classe faz

parte de um grupo de polinômios chamados polinômios para-ortogonais no ćırculo unitário,

apresentados a seguir.

Definição 1.6. Seja µ uma medida positiva no ćırculo unitário e consideremos o produto

interno definido em (1.7). Uma sequência {Xn}∞n=0 é uma sequência de polinômios para-

ortogonais com respeito a µ se, para n ≥ 0, Xn é um polinômio de grau n que satisfaz

〈Xn, 1〉 6= 0,

〈Xn, z
m〉 = 0,

〈Xn, z
n〉 6= 0 .

m = 1, 2, . . . , n− 1 ,

Os polinômios Xn são chamados de para-ortogonais, pois, diferentemente dos po-

linômios ortogonais φn, satisfazem 〈Xn, 1〉 6= 0. Assim, {φn}∞n=0 não é uma sequência de

polinômios para-ortogonais com respeito a µ.

Usando a definição dos polinômios rećıprocos φ∗n(z) = znφn(1/z̄) e a relação dada

em (1.14), pode-se mostrar que

〈φ∗n, zm〉 =


κ̃n 6= 0, se m = 0,

0, se m = 1, 2, . . . , n.
(1.17)

Consequentemente, a sequência {φ∗n}∞n=0 também não representa uma sequência de poli-

nômios para-ortogonais com respeito a µ.

Exemplo 1.3. Consideremos os polinômios φn(wn, z) definidos por

φn(wn, z) = φn(z) + wnφ
∗
n(z) , z ∈ C, n ≥ 0,

onde wn ∈ C e |wn| = 1. Usando as relações (1.14) e (1.17) verificamos facilmente que a

sequência {φn(wn, z)}∞n=0 satisfaz as condições da Definição 1.6. Logo, {φn(wn, z)}∞n=0 é
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uma sequência de polinômios para-ortogonais com respeito a µ e associada a sequência de

polinômios ortogonais {φn}∞n=0. Além disso, usando as relações dadas em (1.15), podemos

obter uma outra representação para os polinômios para-ortogonais φn(wn, z) (na forma

mônica), a saber:

φn(w̃n, z) = zφn−1(z) + w̃nφ
∗
n−1(z), com |w̃n| = 1, n ≥ 1, (1.18)

onde φ0(w̃n, z) = 1.

Em Jones et al. [25], os autores consideraram o estudo dos polinômios para-

ortogonais φn(wn, z) na forma φn(z)+wnφ
∗
n(z), para wn ∈ C e |wn| = 1. Uma propriedade

interessante desses polinômios é que seus zeros são simples e estão no ćırculo unitário.

Essa propriedade é extremamente importante, já que, neste caso, pode-se utilizar os zeros

desses polinômios para construir fórmulas de quadratura no ćırculo unitário (veja, por

exemplo, [25]).

Na última seção desse caṕıtulo, apresentaremos certos polinômios para-ortogonais

do tipo (1.18) e veremos como os zeros destes polinômios (que são todos simples e estão

no ćırculo unitário) nos permitem construir uma medida cujo suporte poderá ser estimado

a partir destes zeros.

1.2.2 Coeficientes de Verblunsky periódicos: o espaço de medi-

das Vp

Dado p ∈ N, denotamos por Vp o espaço de todas as medidas de probabilidade não

triviais, com suporte no ćırculo unitário, tais que as respectivas sequências de coeficientes

de Verblunsky são periódicas com peŕıodo p (p−periódicas), isto é,

µ̃ ∈ Vp se, e somente se, α
(µ̃)
n+p = α(µ̃)

n , n ≥ 0. (1.19)

Seja µ̃ ∈ Vp e considere a função discriminante ∆(z) = z−p/2Tr(Tp(z)), onde

Tp(z) = A(α
(µ̃)
p−1, z)× A(α

(µ̃)
p−2, z)× . . .× A(α

(µ̃)
0 , z), (1.20)

A(α
(µ̃)
j , z) = (1− |α(µ̃)

j |2)−1/2

 z −α(µ̃)
j

−α(µ̃)
j z 1

 , j = 0, . . . , p− 1, (1.21)

z ∈ C e Tr(Tp(z)) denota o traço da matriz Tp(z).
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É bem conhecido (veja Simon [36]) que todas as p soluções distintas da equação

∆(z) = 2, que denotamos por z+
1 , . . . , z

+
p , pertencem ao ćırculo unitário T. Da mesma

maneira, as p soluções distintas da equação ∆(z) = −2, denotadas por z−1 , . . . z
−
p , também

estão em T. Usando estas soluções é posśıvel mostrar que o ćırculo unitário pode ser

decomposto em 2p conjuntos alternantes G1, B1, G2, . . . , Bp com cada gap, Gj, aberto e

cada band, Bj, fechado (veja [36]). Além disso, cada band Bj é dada por

Bj = {z ∈ T : arg(z
σj
j ) ≤ arg(z) ≤ arg(z

−σj
j )}, (1.22)

onde σj = (−1)j+1, j = 1, 2, . . . , p.

A Figura 1.1 ilustra um exemplo de ordenação das soluções de |∆(z)| = 2 para

p = 3, com respectivas bands e gaps.

Figura 1.1: Ordenação das soluções de |∆(z)| = 2, bands e gaps para p = 3.

Agora, apresentaremos quatro resultados fundamentais (encontrados em Simon

[36]) que fornecem uma completa caracterização de medidas de probabilidade no ćırculo

unitário associadas a coeficientes de Verblunsky periódicos, isto é, medidas em Vp. O

primeiro destes estabelece informações sobre a parte absolutamente cont́ınua e a parte

singular da medida.

Teorema 1.3. ([36]) Seja µ̃ ∈ Vp tal que dµ̃ = w(θ)dθ/2π + dµ̃s. Se B1, . . . , Bp são as

correspondentes bands definidas em (1.22), então σess(µ̃) = ∪pj=1Bj e dµ̃s[∪pj=1Bj] = ∅.

Além disso, em cada arco aberto disjunto de T \ ∪pj=1Bj, µ̃ não tem suporte ou tem um

único ponto puro.

O próximo teorema fornece informações sobre a função peso associada w(θ).

Teorema 1.4. ([36]) Seja µ̃ ∈ Vp tal que dµ̃ = w(θ)dθ/2π+dµ̃s. Então, para eiθ ∈ ∪pj=1Bj,

w(θ) =

√
4−∆2(eiθ)

2|Im(e−ipθ/2)ϕp(eiθ)|
.
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Em particular,

(i) em ∪pj=1B
int
j , w(θ) > 0, onde Bint

j denota o interior de Bj;

(ii) na fronteira de uma band que está ao lado de um gap fechado (um gap vazio),

w(θ) > 0;

(iii) na fronteira θ0, de uma band que está ao lado de um gap aberto,

lim
θ→θ0

w(θ)

c(θ − θ0)
1
2

= 1

se ϕp(e
iθ0)− ϕ∗p(eiθ0) 6= 0, onde c é uma constante;

(iv) na fronteira θ0, de uma band que está ao lado de um gap aberto,

lim
θ→θ0

w(θ)

c(θ − θ0)−
1
2

= 1

se ϕp(e
iθ0)− ϕ∗p(eiθ0) = 0, onde c é uma constante.

Finalmente, os dois teoremas seguintes estabelecem uma caracterização completa

para os pontos puros de medidas em Vp.

Teorema 1.5. ([36]) Seja µ̃ ∈ Vp. Se φp é o p−ésimo polinômio ortogonal da sequência

de polinômios ortogonais {φn}∞n=0, com relação à medida µ̃, e φ∗p é o seu rećıproco, então

π(z) = φp(z)− φ∗p(z)

tem todos os seus zeros no conjunto dos gaps fechados (incluindo os extremos), um em

cada gap fechado.

Teorema 1.6. ([36]) Seja µ̃ ∈ Vp e considere θ0 um ponto em um gap fechado onde

φp(e
iθ0) − φ∗p(eiθ0) = 0. Então, µ̃ não tem nenhum ponto puro no gap ou tem um único

ponto puro em z0 = eiθ0 com massa dada por

µ̃({z0}) =

√
∆2(eiθ0)− 4∣∣∣Re ∂
∂ z

ϕ̃∗p(e
iθ0)
∣∣∣ ,

onde ϕ̃∗p(z) = z−p/2ϕ∗p(z) e ϕ∗p denota o rećıproco do p−ésimo polinômio ortonormal

ϕp(z) = κpφp(z).
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No Caṕıtulo 3 daremos uma caracterização para os posśıveis pontos puros de medi-

das em Vp, assim como, uma nova expressão para o cálculo da massa desses pontos puros

(quando existem), utilizando, nesse caso, a teoria de sequências encadeadas positivas que

apresentamos a seguir.

Para mais detalhes sobre medidas associadas a coeficientes de Verblunsky periódicos

veja, por exemplo, [19, 29, 30, 36].

1.3 Sequências encadeadas positivas

A teoria de sequências encadeadas foi introduzida por Wall [40] e tem sido mi-

nuciosamente explorada por Chihara [12] e muitos outros pesquisadores no estudo de

polinômios ortogonais definidos em intervalos limitados da reta real. Por se tratar de um

tema que também desempenha um importante papel na teoria de polinômios ortogonais

no ćırculo unitário, e por ser um conceito que será bastante utilizado no decorrer deste

trabalho, apresentamos, a seguir, definições, exemplos e algumas propriedades relaciona-

das a sequências encadeadas positivas. Para um estudo mais detalhado e demonstrações

dos resultados abaixo recomendamos o texto de Chihara [12].

Definição 1.7. Uma sequência {an}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva se existe

uma outra sequência {gn}∞n=0 tal que

(i) 0 ≤ g0 < 1 , 0 < gn < 1 , n ≥ 1 ,

(ii) an = (1− gn−1)gn , n ≥ 1.

Neste caso, a sequência {gn}∞n=0 é chamada sequência de parâmetros para {an}∞n=1

e g0 é dito o parâmetro inicial.

Exemplo 1.4. A sequência constante {an}∞n=1 = {a}, com 0 < a ≤ 1/4, é uma sequência

encadeada positiva com sequências de parâmetros

{gn}∞n=0 =

{
1 +
√

1− 4a

2

}
e {hn}∞n=0 =

{
1−
√

1− 4a

2

}
.

Definição 1.8. Seja {an}∞n=1 uma sequência encadeada positiva. Uma sequência de pa-

râmetros {mn}∞n=0 é chamada sequência minimal de parâmetros para {an}∞n=1 se m0 = 0.

Os Teoremas 1.7 e 1.8, apresentados a seguir, mostram que, se uma sequência en-

cadeada positiva possui uma sequência de parâmetros tal que seu parâmetro inicial é posi-

tivo, então a sequência encadeada positiva tem infinitas sequências de parâmetros. Além
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disso, toda sequência encadeada positiva possui uma sequência de parâmetros {mn}∞n=0 tal

que m0 = 0 e mn < gn, n ≥ 1, para qualquer outra sequência de parâmetros {gn}∞n=0. Con-

sequentemente, toda sequência encadeada positiva possui uma sequência de parâmetros

minimal.

Teorema 1.7. ([12]) Seja {an}∞n=1 uma sequência encadeada positiva e consideremos

{gn}∞n=0 e {hn}∞n=0 sequências de parâmetros para {an}∞n=1. Então, gn < hn para n ≥ 1

se, e somente se, g0 < h0.

Teorema 1.8. ([12]) Seja {an}∞n=1 uma sequência encadeada positiva. Se {an}∞n=1 tem

uma sequência de parâmetros {gn}∞n=0 tal que g0 > 0, então, para cada h0 satisfazendo

0 ≤ h0 < g0, existe uma correspondente sequência de parâmetros {hn}∞n=0.

Exemplo 1.5. A sequência encadeada positiva {an}∞n=1 = {1/4} tem sequência minimal

de parâmetros {mn}∞n=0 = {n/2(n+ 1)} .

Definição 1.9. Seja {an}∞n=1 uma sequência encadeada positiva. Uma sequência de pa-

râmetros {Mn}∞n=0 é chamada sequência maximal de parâmetros para {an}∞n=1 se, para

qualquer outra sequência de parâmetros {gn}∞n=0, temos Mn > gn, n ≥ 0.

Utilizando o Teorema 1.7, podemos mostrar que toda sequência encadeada positiva

possui uma sequência de parâmetros maximal. Além disso, o seguinte teorema, atribúıdo

a Wall [40] (veja também Chihara [12]), fornece uma maneira prática para se verificar

quando uma sequência de parâmetros é maximal.

Teorema 1.9. ([12, 40]) Uma sequência de parâmetros {gn}∞n=0 é a sequência maximal

para uma sequência encadeada positiva {an}∞n=1 se, e somente se,

∞∑
n=1

g1g2 · · · gn
(1− g1)(1− g2) · · · (1− gn)

=∞.

Exemplo 1.6. Considere novamente a sequência encadeada positiva {an}∞n=1 = {a}, com

0 < a ≤ 1/4. Sabemos que

{gn}∞n=0 =

{
1 +
√

1− 4a

2

}
e {hn}∞n=0 =

{
1−
√

1− 4a

2

}
,

são sequências de parâmetros para {an}∞n=1. Podemos utilizar o Teorema 1.9 para mostrar

que {gn}∞n=0 é a sequência maximal de parâmetros para {an}∞n=1.
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Observação 1.2. Caso a sequência minimal de parâmetros {mn}∞n=0 de {an}∞n=1 coin-

cida com a sequência maximal de parâmetros {Mn}∞n=0 de {an}∞n=1 (ou, equivalentemente,

caso m0 = M0 = 0), dizemos que {an}∞n=1 determina seus parâmetros unicamente ou que

{an}∞n=1 é unicamente determinada. Caso contrário, dizemos que {an}∞n=1 é não unica-

mente determinada.

Os dois próximos teoremas são bem conhecidos na teoria de sequências encadeadas

positivas e também serão utilizados neste trabalho.

Teorema 1.10. ([12]) Seja {an}∞n=1 uma sequência encadeada positiva. Se limn→∞ an = a

então 0 ≤ a ≤ 1/4.

Teorema 1.11. ([12]) Seja {an}∞n=1 uma sequência encadeada positiva com sequência de

parâmetros {gn}∞n=0. Então,

(i) {an+1}∞n=1 é, também, uma sequência encadeada positiva com sequência de parâmetros

{gn+1}∞n=0;

(ii) se {m̂n}∞n=0 denota a sequência minimal de parâmetros para {an+1}∞n=1, então m̂n <

mn+1, para n ≥ 0;

(iii) {Mn+1}∞n=0 é sequência maximal de parâmetros para {an+1}∞n=1.

O Teorema 1.11 garante que se {a1, a2, a3, . . .} é uma sequência encadeada positiva,

então {a2, a3, a4, . . .} também é sequência encadeada positiva, bem como {a3, a4, a5, . . .},

{a4, a5, a6, . . .}, etc. Nem sempre podemos estabelecer uma espécie de rećıproca para este

resultado. Entretanto, se {a2, a3, a4, . . .} é sequência encadeada positiva não unicamente

determinada, podemos encontrar a1 > 0 tal que {a1, a2, a3, . . .} é uma sequência encadeada

positiva. Isto é o que nos afirma o próximo resultado.

Teorema 1.12. ([12]) Seja {a2, a3, a4, . . .} uma sequência encadeada positiva e não unica-

mente determinada, cuja sequência maximal de parâmetros é {M1,M2,M3, . . .}, ou seja,

M1 6= 0. Então, tomando a1 = λM1, com 0 < λ ≤ 1, a sequência {a1, a2, a3, . . .} também

é uma sequência encadeada positiva.

Finalmente, apresentamos um resultado sobre sequências encadeadas positivas e

periódicas que também será utilizado neste trabalho.
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Teorema 1.13. ([12]) Se {an}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva e periódica com

peŕıodo p, então {Mn}∞n=0 é também periódica com peŕıodo p ao passo que {mn}∞n=0 é

“quase periódica” no sentido que

lim
n→∞

mnp+k = lk, k = 0, 1, . . . , p− 1.

1.3.1 Polinômios ortogonais no ćırculo unitário via sequências

encadeadas

Como observamos no Teorema 1.2, associada a uma sequência arbitrária de números

complexos {αn}∞n=0, onde |αn| < 1, n ≥ 0, existe uma única medida de probabilidade não

trivial µ, com suporte no ćırculo unitário, tal que os polinômios φn(z), n ≥ 0, gerados

pelas relações (1.15), são os respectivos polinômios de Szegő mônicos. Portanto, podemos

afirmar que os polinômios ortogonais no ćırculo unitário são completamente caracteriza-

dos pela sequência de números complexos {αn}∞n=0, conhecidos como coeficientes de Ver-

blunsky. Nesta seção, apresentamos alguns resultados que fornecem uma caracterização

para medidas de probabilidade no ćırculo unitário em termos de um par de sequências reais

{{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} , onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva. Nosso objetivo,

neste caso, é apresentar uma conexão entre a teoria de sequências encadeadas positivas e

a teoria de polinômios ortogonais no ćırculo unitário que será extremamente útil para os

resultados obtidos nos próximos caṕıtulos deste trabalho.

Em Costa et al. [13], mostrou-se que dada qualquer medida de probabilidade

não trivial no ćırculo unitário, correspondente a esta medida, existe um único par de

sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} , onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva.

A rećıproca dessa afirmação também é verdadeira e estes resultados são fornecidos no

seguinte teorema:

Teorema 1.14. ([13]) (a) Dada uma medida de probabilidade não trivial µ no ćırculo

unitário, então, associado a esta medida, existe um único par de sequências reais {{cn}∞n=1,

{dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva. Especificamente, se {αn}∞n=0

é a sequência de coeficientes de Verblunsky associada a µ, então m0 = 0,

cn = − Im(ρn−1αn−1)

1−Re(ρn−1αn−1)
e mn =

1

2

|1− ρn−1αn−1|2

[1−Re(ρn−1αn−1)]
, n ≥ 1, (1.23)
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onde a sequência {ρn}∞n=0 é tal que

ρ0 = 1 e ρn = ρn−1

1− ρn−1αn−1

1− ρn−1αn−1

, n ≥ 1, (1.24)

e {mn}∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros para {dn}∞n=1. Além disso, a sequência

maximal de parâmetros {Mn}∞n=0 para {dn}∞n=1 é tal que M0 é o valor do salto na medida

em z = 1.

(b) Reciprocamente, dado um par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} , onde {dn}∞n=1 é

uma sequência encadeada positiva, então, associada a este par, existe uma única medida de

probabilidade não trivial µ com suporte no ćırculo unitário. Especificamente, se {mn}∞n=0

é a sequência minimal de parâmetros para {dn}∞n=1, então

αn−1 = ρn−1

[
1− 2mn − icn

1− icn

]
, n ≥ 1, (1.25)

onde a sequência {ρn}∞n=0 é tal que

ρ0 = 1 e ρn =
1− icn
1 + icn

ρn−1 =
n∏
k=1

1− ick
1 + ick

, n ≥ 1. (1.26)

Além disso, a medida tem um salto M0 em z = 1, onde {Mn}∞n=0 é a sequência maximal

de parâmetros para {dn}∞n=1.

A Figura 1.2 ilustra um diagrama de equivalências estabelecido a partir dos resul-

tados da Seção 1.2 e da caracterização fornecida no Teorema 1.14.

Figura 1.2: Caracterização de medidas no ćırculo unitário.

Exemplo 1.7. Seja ω0 a medida de Lebesgue. Do Exemplo 1.2, sabemos que a sequência

de coeficientes de Verblunsky associada à medida ω0 é a sequência nula. Logo, podemos uti-

lizar o Teorema 1.14 para concluir que as sequências reais do par {{c(ω0)
n }∞n=1, {d

(ω0)
n }∞n=1},

associado a ω0, são tais que d
(ω0)
1 = 1/2, d

(ω0)
n = 1/4 e c

(ω0)
n = 0, para n ≥ 1, onde

a sequência minimal de parâmetros {m(ω0)
n }∞n=0 para {d(ω0)

n }∞n=1 satisfaz m
(ω0)
0 = 0 e

m
(ω0)
n = 1/2, para n ≥ 1.
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No Teorema 1.14, observamos que as sequências de coeficientes de Verblunsky

{αn}∞n=0 estão diretamente relacionadas com as sequências reais {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1,

onde {mn}∞n=0 é a sequência de parâmetros minimal para a sequência encadeada posi-

tiva {dn}∞n=1, isto é,

dn = (1−mn−1)mn, n ≥ 1, (1.27)

com 0 < mn < 1, n ≥ 1 e m0 = 0. Além disso, as sequências {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1 são os

coeficientes da fórmula de recorrência de três termos (veja [13])

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z), n ≥ 1, (1.28)

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z + (1− ic1), onde

Rn(z) =

∏n
j=1

[
1− ρj−1αj−1

]∏n
j=1

[
1−Re(ρj−1αj−1)

] zφn(z)− ρnφ∗n(z)

z − 1
, n ≥ 0, (1.29)

com ρn = φn(1)/φ∗n(1), n ≥ 0. Assumindo que a medida tem um salto 0 ≤ δ < 1 em

z = 1, o elemento d1 da sequência encadeada positiva {dn}∞n=1, o qual não influencia na

geração dos polinômios Rn(z), é tal que d1 = (1− δ)M1 = (1−M0)M1, onde {Mn}∞n=0 é

a sequência maximal de parâmetros para {dn}∞n=1.

Uma vez que |ρn| = 1 para n ≥ 0 (confira Teorema 1.14), usando (1.29), obser-

vamos que os polinômios (z − 1)Rn(z), n ≥ 0, são polinômios para-ortogonais no ćırculo

unitário (veja Exemplo 1.3). Consequentemente, os polinômios Rn(z), n ≥ 1, gerados pela

relação de recorrência (1.28) e explicitados em (1.29), têm todos os seus zeros simples e

pertencentes ao ćırculo unitário.

Definição 1.10. Dizemos que um polinômio Sn(z), de grau n, é autoinverśıvel, se ele for

igual ao seu rećıproco, isto é,

S∗n(z) = znSn(1/z̄) = Sn(z).

Observação 1.3. Da relação de recorrência de três termos (1.28), temos, para n ≥ 1,

R∗n+1(z) = zn+1Rn+1(1/z̄)

= [(1− icn+1) + (1 + icn+1)z]znRn(1/z̄)− 4dn+1zz
n−1Rn−1(1/z̄)

= [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]R∗n(z)− 4dn+1zR
∗
n−1(z),

onde R∗0(z) = 1 = R0(z) e R∗1(z) = (1 − ic1) + (1 + ic1)z = R1(z). Consequentemente,

R∗n(z) = Rn(z), n ≥ 0, uma vez que R∗n(z) e Rn(z) satisfazem a mesma relação de
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recorrência de três termos e possuem as mesmas condições iniciais. Logo, os polinômios

Rn(z), n ≥ 0, dados por (1.28), são polinômios autoinverśıveis.

Um outro resultado estabelecido em Costa et al. [13] fornece informações sobre

pontos puros de medidas de probabilidade não triviais no ćırculo unitário com o uso da

teoria de sequências encadeadas positivas. Este resultado é obtido como consequência do

critério de Wall para sequência maximal de parâmetros de sequências encadeadas positivas

(veja Teorema 1.9).

Teorema 1.15. ([13]) A medida de probabilidade µ, com sequência associada de coefici-

entes de Verblunsky {αj}∞j=0, tem um ponto puro em w (|w| = 1) se, e somente se,

∞∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− wτj−1(w)αj−1|2

1− |αj−1|2

]
= s(w) <∞.

Além disso, o tamanho da massa no ponto z = w é igual a t = [1 + s(w)]−1. Aqui,

τ0(w) = 1 e

τj+1(w) =
φj+1(w)

φ∗j+1(w)
=

wτj(w)− αj
1− wτj(w)αj

, j ≥ 0. (1.30)

Observação 1.4. Dos resultados estabelecidos em [13], também temos ρn = τn(1), n ≥ 0,

onde ρn é dado por (1.26) (ou, também, por (1.24)) e τn(1) é definido por (1.30) quando

w = 1.

Observação 1.5. Sejam µ uma medida de probabilidade no ćırculo unitário e {φn}∞n=0 a

sequência de polinômios ortogonais (mônicos) com relação a µ. Considere, ainda, w ∈ T

e {φ̂n}∞n=0 uma sequência de polinômios mônicos satisfazendo

φ̂n(z) = w−nφn(wz), n ≥ 1.

Pode-se mostrar que {φ̂n}∞n=0 é a sequência de polinômios ortogonais (mônicos) associada

à medida µ̂ = µ̂(w; .), dada por µ̂(z) = µ(wz) (veja, por exemplo, [13]), e que φ̂∗n(z) =

φ∗n(wz), n ≥ 0, onde φ̂∗n(z) = znφ̂n(1/z̄) e φ∗n(z) = znφn(1/z̄) denotam os polinômios

rećıprocos de φ̂n(z) e φn(z), respectivamente. Neste caso, diz-se que µ̂ é uma rotação de

µ. Além disso, temos

α̂n = wn+1αn e ρ̂n = τ̂n(1) = w−nτn(w), n ≥ 0,

onde {α̂n}∞n=0 e {αn}∞n=0 são, respectivamente, as sequências de coeficientes de Verblunsky

associadas às medidas µ̂ e µ, ρ̂n é como em (1.26) (ou, também, como em (1.24)) e τn(w)

é dado por (1.30).
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A partir do par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} , onde {dn}∞n=1 é uma

sequência encadeada positiva, também é posśıvel recuperar uma única medida de pro-

babilidade, associada a este par, através de um outro método encontrado em Castillo et

al. [10], descrito como segue.

Considere a nova sequência de polinômios {Qn}∞n=0 satisfazendo

Qn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Qn(z)− 4dn+1zQn−1(z), n ≥ 1,

com Q0(z) = 0 e Q1(z) = 2d1.

Sejam zn,j = eiθn,j , n ≥ 1 e j ∈ {1, 2, ..., n}, os zeros dos polinômios Rn(z),

gerados pela relação de recorrência (1.28). Considere, ainda, λn,0 = 1 − Qn(1)/Rn(1) e

λn,j = Qn(zn,j)/ [(1− zn,j)R′n(zn,j)] , com j ∈ {1, 2, ..., n}.

Foi provado em [10], que
∑n

j=0 λn,j = 1 e λn,j > 0, j = 0, 1, 2..., n. Além disso,

definindo a sequência de funções escadas ψn(eiθ), n ≥ 1, em [0, 2π], por

ψn(eiθ) =



0, θ = 0,

λn,0, 0 < θ ≤ θn,1,∑k
j=0 λn,j, θn,k < θ ≤ θn,k+1, k = 1, 2, ..., n− 1,

1, θn,n < θ ≤ 2π

então, pelo Teorema da Seleção de Helly, uma subsequência de ψn(eiθ) converge para a

medida µ(eiθ) que está associada ao par {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}. Neste caso, a sequência de

polinômios ortogonais (mônicos) no ćırculo unitário, {φn(µ; .)}∞n=0, associada à medida µ,

é tal que φ0(µ; z) = 1 e

φn(µ; z) =
1∏n

k=1(1 + ick)
[Rn(z)− 2(1−mn)Rn−1(z)] , n ≥ 1, (1.31)

onde {mn}∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros para {dn}∞n=1.

Como consequência do método descrito acima, obtemos uma relação direta en-

tre os zeros dos polinômios Rn(z) e a medida associada ao par de sequências reais

{{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, descrita pelo seguinte teorema:

Teorema 1.16. Seja {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} um par de sequências reais, com {dn}∞n=1 uma

sequência encadeada positiva. Além disso, seja Rn(z) a sequência de polinômios dada por

(1.28), µ a medida associada a este par de sequências e suponha que os zeros de Rn(z)

estão sobre um arco fechado C do ćırculo unitário, para todo n ≥ 1. Então, o suporte da

medida µ está contido em C ∪ {1}.
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O Teorema 1.16 fornece uma estimativa para o suporte de uma medida de pro-

babilidade não trivial no ćırculo unitário, obtida a partir de um par de sequências reais

{{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva. Em [10], os au-

tores verificaram que esta estimativa estava diretamente relacionada com a localização

dos zeros zn,j = eiθn,j , j = 1, 2 . . . , n de Rn(z) ou, equivalentemente, dos zeros xn,j,

j = 1, 2 . . . , n das funções Wn(x) definidas, no intervalo [−1, 1], por

Wn(x) = 2−ne−inθ/2Rn(eiθ), n ≥ 0, (1.32)

onde x = cos(θ/2) e θ ∈ [0, 2π].

As funções {Wn}∞n=0 satisfazem a relação de recorrência de três termos (veja [5, 16])

Wn+1(x) =
(
x− cn+1

√
1− x2

)
Wn(x)− dn+1Wn−1(x), n ≥ 1, (1.33)

comW0(x) = 1 eW1(x) = x−c1

√
1− x2. Além disso, para n ≥ 1,Wn(x) tem exatamente

n zeros distintos xn,j = cos(θn,j/2), j = 1, 2 . . . , n, no intervalo (−1, 1).

Em Dimitrov e Sri Ranga [16], os autores provaram o entrelaçamento dos zeros de

Rn(z) e Rn+1(z) mostrando a propriedade de entrelaçamento

− 1 < xn+1,n+1 < xn,n < xn+1,n < · · · < xn,1 < xn+1,1 < 1, n ≥ 1, (1.34)

para os zeros de Wn(x) e Wn+1(x), que é uma consequência da relação de recorrência de

três termos (1.33).

Definição 1.11. Dizemos que uma medida de probabilidade no ćırculo unitário µ é

simétrica se dµ(z) = −dµ(1/z), z ∈ T. O espaço dessas medidas será denotado por S.

Observação 1.6. Resultados também estabelecidos em [10] garantem que µ é uma medida

simétrica se, e somente se, cn = 0, n ≥ 1, onde a sequência real {cn}∞n=1 é dada como no

Teorema 1.14.



Caṕıtulo 2

Estimativa para o Suporte de uma

Classe de Medidas

Neste caṕıtulo, consideramos o problema de encontrar uma estimativa para o su-

porte de medidas de probabilidade não triviais no ćırculo unitário cujas respectivas se-

quências {cn}∞n=1, associadas a estas medidas (veja Teorema 1.14), têm uma propriedade

de sinal alternante, isto é, cn = (−1)nc̃n, para n ≥ 1, com {c̃n}∞n=1 uma sequência positiva

(ou negativa) de números reais. Os resultados aqui apresentados são novos e estão reunidos

no artigo [7], aceito para publicação na revista Computational and Applied Mathematics

e dispońıvel no modo online first.

2.1 Resultados preliminares

Fornecemos, inicialmente, três lemas que serão extremamente úteis para obtenção

dos principais resultados deste caṕıtulo.

Lema 2.1. Sejam Rn(z) satisfazendo (1.28) e Wn(x) satisfazendo (1.33). Então, para

c ∈ R, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) cn = (−1)nc, n ≥ 1.

(ii) Para n ≥ 0, R2n(z) tem coeficientes reais e R2n+1(z) = [(1− ic)z + (1 + ic)] R̃2n(z),

onde R̃0(z) = 1 e R̃2n(z) é, também, um polinômio com coeficientes reais.

(iii) Para n ≥ 0, a função W2n(x) é um polinômio par de grau 2n e W2n+1(x) =(
x+ c

√
1− x2

)
W̃2n(x), com W̃0(x) = 1 e W̃2n(x) um polinômio par de grau 2n.
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Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar que (i) implica em (ii). De fato, supon-

do que cn = (−1)nc, n ≥ 1, como R0(z) = 1 e R1(z) = [(1 + ic1)z + (1− ic1)], o resultado

claramente ocorre para n = 0. Além disso, se a afirmativa (ii) é válida para n = k ∈ N,

então aplicando-se a relação de recorrência de três termos (1.28), temos

R2(k+1)(z) = [(1 + ic2k+2)z + (1− ic2k+2)]R2k+1(z)− 4d2k+2zR2k(z)

= [(1 + ic)z + (1− ic)] [(1− ic)z + (1 + ic)] R̃2k(z)− 4d2k+2zR2k(z)

=
[
(1 + c2)z2 + 2(1− c2)z + (1 + c2)

]
R̃2k(z)− 4d2k+2zR2k(z).

Consequentemente, R2(k+1)(z) é um polinômio com coeficientes reais, já que R̃2k(z) e

R2k(z) os são, por hipótese. Mais ainda, se usarmos novamente (1.28), obtemos

R2(k+1)+1(z) = [(1 + ic2k+3)z + (1− ic2k+3)]R2k+2(z)− 4d2k+3zR2k+1(z)

= [(1− ic)z + (1 + ic)]R2(k+1)(z)− 4d2k+3z [(1− ic)z + (1 + ic)] R̃2k(z)

= [(1− ic)z + (1 + ic)]
[
R2(k+1)(z)− 4d2k+3zR̃2k(z)

]
= [(1− ic)z + (1 + ic)] R̃2(k+1)(z),

onde R̃2(k+1)(z) = R2(k+1)(z)− 4d2k+3zR̃2k(z) é, também, um polinômio com coeficientes

reais, uma vez que R2(k+1)(z) e R̃2k(z) têm coeficientes reais. Logo, utilizando o prinćıpio

de indução finita, conclúımos que a afirmativa (ii) é verdadeira para todo n ≥ 0, se (i)

ocorre.

Provemos, agora, que (ii) implica em (iii). Com efeito, supondo que (ii) ocorre,

então R2n(z) é um polinômio com coeficientes reais para n ≥ 0. Além disso, como

R2n(z) é um polinômio autoinverśıvel (veja Observação 1.3) e, pela transformação (1.32),

W2n(x) = (4eiθ)−nR2n(eiθ), segue que W2n(x) é um polinômio par de grau 2n na variável

x = cos(θ/2) (veja Lema A.1 do Apêndice A). Analogamente, do fato de R2n+1(z) ser um

polinômio autoinverśıvel e da hipótese que

R2n+1(z) = [(1− ic)z + (1 + ic)] R̃2n(z),

onde R̃2n(z) é um polinômio com coeficientes reais, temos, para n ≥ 0,

R̃∗2n(z) = z2nR̃2n(1/z̄) =
z2n+1R2n+1(1/z̄)

(1 + ic) + (1− ic)z

=
R∗2n+1(z)

(1− ic)z + (1 + ic)
=

R2n+1(z)

(1− ic)z + (1 + ic)

= R̃2n(z),
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isto é, R̃2n(z) é, também, autoinverśıvel, para n ≥ 0. Portanto, pelo Lema A.1, se

W̃2n(x) = (4eiθ)−nR̃2n(eiθ), então W̃2n(x) é um polinômio par de grau 2n, com W̃0(x) = 1.

Além disso, usando (1.32), para n ≥ 0, temos

W2n+1(x) = 2−(2n+1)e−i(2n+1)θ/2R2n+1(eiθ)

= 2−1e−iθ/2
[
(1− ic)eiθ + (1 + ic)

]
(4eiθ)−nR̃2n(eiθ)

=
(
x+ c

√
1− x2

)
W̃2n(x).

Finalmente, mostremos que (iii) implica em (i). De fato, considerando a relação

de recorrência de três termos (1.33) e supondo que (iii) ocorre, então, para s ≥ 1, temos

W2s(x) =
(
x− c2s

√
1− x2

)
W2s−1(x)− d2sW2s−2(x)

=
(
x− c2s

√
1− x2

)(
x+ c

√
1− x2

)
W̃2s−2(x)− d2sW2s−2(x)

e(
x+ c

√
1− x2

)
W̃2s(x) = W2s+1(x)

=
(
x− c2s+1

√
1− x2

)
W2s(x)− d2s+1W2s−1(x)

=
(
x− c2s+1

√
1− x2

)
W2s(x)− d2s+1

(
x+ c

√
1− x2

)
W̃2s−2(x).

Consequentemente, como W2s(x), W2s−2(x), W̃2s(x) e W̃2s−2(x) são polinômios pares,

podemos mostrar que

c2s = c e c2s+1 = −c, s ≥ 1.

Além disso, se W1(x) =
(
x+ c

√
1− x2

)
W̃0(x), com W̃0(x) = 1, então, usando a defi-

nição de W1(x) (dada como uma condição inicial para a fórmula de recorrência (1.33)),

verificamos, facilmente, que c1 = −c.

Considere agora os polinômios R̂n(z) satisfazendo

R̂n+1(z) = [(1 + iĉn+1)z + (1− iĉn+1)]R̂n(z)− 4dn+1zR̂n−1(z), n ≥ 1, (2.1)

com R̂0(z) = 1, R̂1(z) = (1 + iĉ1)z + (1− iĉ1) e ĉn = −cn.

O próximo lema estabelece uma relação entre os polinômios Rn(z) e R̂n(z).

Lema 2.2. Sejam Rn(z) satisfazendo (1.28) e R̂n(z) satisfazendo (2.1). Então, para

n ≥ 0, temos Rn(z) = R̂n(z̄).
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Demonstração: Claramente, o resultado ocorre para n = 0. Suponha que o resultado

é válido para n = 1, 2, . . . , k. Então, usando as relações de recorrência (1.28) e (2.1),

obtemos

Rk+1(z) = [(1 + ick+1)z + (1− ick+1)]Rk(z)− 4dk+1zRk−1(z)

= [(1 + ick+1)z + (1− ick+1)]R̂k(z̄)− 4dk+1zR̂k−1(z̄)

= R̂k+1(z̄).

Logo, usando o prinćıpio de indução finita, temos Rn(z) = R̂n(z̄), para todo n ≥ 0.

Observação 2.1. O Lema 2.2 fornece uma relação entre os zeros dos polinômios Rn(z)

e os zeros de R̂n(z), isto é, se zn,j é um zero de Rn(z) então zn,j é um zero de R̂n(z).

Denotando por sgn(f(a)) o sinal de uma determinada função f num ponto a de

seu domı́nio, podemos estabelecer o seguinte resultado:

Lema 2.3. Seja Wn(x) satisfazendo (1.33), onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada

positiva e cn = (−1)nc̃n, com c̃n ≥ c > 0, para n ≥ 1. Se ε é um número real qualquer

satisfazendo 0 < ε < c, então

sgn(Wn(x
(ε)
j )) = (−1)bn/2c, j ∈ {0, 1}, n ≥ 0, (2.2)

onde x
(ε)
0 = −cε/

√
1 + c2

ε e x
(ε)
1 = cε/

√
1 + c2

ε, com cε = c− ε.

Demonstração: Note que o resultado ocorre claramente para n = 0, pois W0(x) = 1.

Se ε é um número real qualquer tal que 0 < ε < c e cε = c− ε, então, para n ≥ 1,

temos c̃n ≥ c > cε > 0. Além disso, fazendo x
(ε)
0 = −cε/

√
1 + c2

ε e x
(ε)
1 = cε/

√
1 + c2

ε,

podemos mostrar que, para n ≥ 1,

sgn

(
x

(ε)
0 + c̃n

√
1− [x

(ε)
0 ]2

)
= sgn

(
x

(ε)
1 + c̃n

√
1− [x

(ε)
1 ]2

)
= 1. (2.3)

e

sgn

(
x

(ε)
0 − c̃n

√
1− [x

(ε)
0 ]2

)
= sgn

(
x

(ε)
1 − c̃n

√
1− [x

(ε)
1 ]2

)
= −1. (2.4)

Dáı, como W1(x) = x + c̃1

√
1− x2, usando (2.3), podemos ver que o resultado também

ocorre para n = 1.

Suponha, por indução, que a propriedade (2.2) é válida para n = 2, 3, . . . , k. Então,

se k = 2s, s ≥ 1, temos

sgn(W2s(x
(ε)
j )) = (−1)s = −sgn(W2s−1(x

(ε)
j )), j ∈ {0, 1}. (2.5)
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Além disso, usando a relação de recorrência de três termos (1.33), obtemos

Wk+1(x
(ε)
j ) =

(
x

(ε)
j + c̃2s+1

√
1− [x

(ε)
j ]2

)
W2s(x

(ε)
j )− d2s+1W2s−1(x

(ε)
j ), (2.6)

para j ∈ {0, 1}. Consequentemente, como d2s+1 > 0 (pois {dn}∞n=1 é uma sequência

encadeada positiva), podemos usar (2.3), (2.5) e (2.6), para concluir que

sgn(Wk+1(x
(ε)
j )) = sgn(W2s(x

(ε)
j )) = (−1)s = (−1)b(k+1)/2c, j ∈ {0, 1}.

Analogamente, se k = 2s+ 1, s ≥ 1, então

sgn(W2s+1(x
(ε)
j )) = (−1)s = sgn(W2s(x

(ε)
j )), j ∈ {0, 1}. (2.7)

Por outro lado, usando novamente a relação de recorrência (1.33), encontramos

Wk+1(x
(ε)
j ) =

(
x

(ε)
j − c̃2s+2

√
1− [x

(ε)
j ]2

)
W2s+1(x

(ε)
j )− d2s+2W2s(x

(ε)
j ), (2.8)

para j ∈ {0, 1}. Uma vez que d2s+2 é um elemento da sequência encadeada positiva

{dn}∞n=1, obviamente d2s+2 > 0. Logo, utilizando as relações (2.4), (2.7) e (2.8), podemos

afirmar que

sgn(Wk+1(x
(ε)
j )) = −sgn(W2s+1(x

(ε)
j )) = (−1)s+1 = (−1)b(k+1)/2c, j ∈ {0, 1}.

Portanto, pelo prinćıpio de indução finita, conclúımos que a propriedade (2.2)

ocorre para todo n ≥ 0.

2.2 Estimativa relacionada a sequências de sinal al-

ternante

Seja θc = arccos ((c2 − 1)/(c2 + 1)) ∈ [0, π], com c ∈ R. Ao longo desta seção, C1 e

C2 são dois arcos fechados do ćırculo unitário, definidos por

C1 = {z ∈ T : 0 ≤ arg(z) ≤ θc} (2.9)

e

C2 = {z ∈ T : 2π − θc ≤ arg(z) ≤ 2π} . (2.10)

Iniciamos a busca da estimativa com o caso cn = (−1)nc, onde c ∈ R.
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Teorema 2.1. Seja µ a medida de probabilidade no ćırculo unitário, associada ao par de

sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde cn = (−1)nc, c ∈ R, e {dn}∞n=1 é uma sequência

encadeada positiva, conforme Teorema 1.14. Então, o suporte de µ está contido em C1∪C2.

Demonstração: Claramente o resultado ocorre se c = 0, pois, neste caso, C1 ∪ C2 = T.

Suponha, sem perda de generalidade, c > 0 e consideremos os polinômios Rn(z)

dados pela relação de recorrência de três termos (1.28).

Pelo Teorema 1.16, é suficiente mostrar que todos os n zeros de Rn(z), n ≥ 1, estão

sobre C1∪C2 ou, equivalentemente, em virtude da transformação (1.32), basta provar que

todos os n zeros, em (−1, 1), das funçõesWn(x), dadas por (1.33), pertencem ao conjunto

X =
(
−1,−c/

√
1 + c2

]
∪
[
c/
√

1 + c2, 1
)
, para todo n ≥ 1. Para isto, usaremos indução

matemática sobre n.

Como W1(x) = x− c1

√
1− x2 = x + c

√
1− x2, então, claramente seu único zero,

em (−1, 1), x1,1 = −c/
√

1 + c2, pertence a X.

Suponha, agora, que os k zeros de Wk(x), em (−1, 1), pertencem ao conjunto X,

para k ∈ N.

Se k = 2s, s ≥ 1, dos resultados estabelecidos no Lema 2.1, podemos afirmar que

W2s(x) é um polinômio par (o que significa dizer que todos os seus 2s zeros são simétricos

em relação à origem) e, além disso, −c/
√

1 + c2 é sempre um zero de W2s+1(x).

Afirmamos que W2s+1(x) não possui nenhum zero no intervalo Y = (−1, 1) \X =

(−c/
√

1 + c2, c/
√

1 + c2). De fato, suponha, por absurdo, queW2s+1(x) possui pelo menos

um zero em Y . Então, como −c/
√

1 + c2 é também um zero de W2s+1(x), podemos usar

a propriedade de entrelaçamento dos zeros de W2s+1(x) e W2s(x), dada em (1.34), para

concluir que W2s(x) possui um zero em Y . Absurdo, já que, por hipótese de indução,

todos os zeros deW2s(x) pertencem a X. Portanto, todos os zeros deWk+1(x) =W2s+1(x)

também pertencem ao conjunto X.

Analogamente, se k = 2s− 1, s ≥ 1, então Wk+1(x) =W2s(x) não possui nenhum

zero no intervalo Y , pois seW2s(x) possuir pelo menos um zero em Y , então pela simetria

(em relação à origem) dos zeros deW2s(x) e pela propriedade de entrelaçamento dos zeros

deW2s(x) eW2s−1(x), conclúımos queW2s−1(x) tem pelo menos um zero em Y . Absurdo,

uma vez que estamos supondo todos os zeros de Wk(x) = W2s−1(x) pertencentes a X.

Consequentemente, se k = 2s − 1, s ≥ 1, todos os zeros de Wk+1(x) também pertencem

ao conjunto X.
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O Teorema 2.1 fornece uma estimativa para o suporte da medida no caso onde

cn = (−1)nc̃n, com c̃n uma sequência constante (c̃n = c, para n ≥ 1). Essa primeira

estimativa nos motiva a estabelecer um resultado mais geral que será tratado no próximo

teorema.

Teorema 2.2. Seja µ a medida de probabilidade no ćırculo unitário, associada ao par de

sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde cn = (−1)nc̃n, com c̃n ≥ c > 0, para n ≥ 1, e

{dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva, conforme Teorema 1.14. Então, o suporte

de µ está contido em C1 ∪ C2.

Demonstração: Como na prova do teorema anterior, é suficiente verificar que todos os

n zeros de Rn(z), n ≥ 1, estão sobre C1∪C2 ou, equivalentemente, é suficiente mostrar que

todos os n zeros, em (−1, 1), das funçõesWn(x), dadas por (1.33), pertencem ao conjunto

X =
(
−1,−c/

√
1 + c2

]
∪
[
c/
√

1 + c2, 1
)
, para todo n ≥ 1.

Seja ε um número real qualquer tal que 0 < ε < c e consideremos os números

x
(ε)
0 = −cε/

√
1 + c2

ε e x
(ε)
1 = cε/

√
1 + c2

ε, onde cε = c− ε.

Inicialmente, mostraremos que todos os n zeros de Wn(x), em (−1, 1), pertencem

ao conjunto

X(ε) = (−1, x
(ε)
0 ] ∪ [x

(ε)
1 , 1).

Para isso, usaremos, mais uma vez, indução matemática sobre n.

Note que o único zero de W1(x) = x − c1

√
1− x2 = x + c̃1

√
1− x2, em (−1, 1), é

x1,1 = −c̃1/
√

1 + c̃2
1. Dáı, como c̃1 ≥ c > cε, temos x1,1 ∈ X(ε) e, portanto, o resultado

ocorre para n = 1.

Agora, vamos supor que todos os k zeros de Wk(x), em (−1, 1), pertencem a X(ε),

onde k ∈ N. Afirmamos que Wk+1(x) não possui nenhum zero no intervalo

Y (ε) = (−1, 1) \X(ε) = (x
(ε)
0 , x

(ε)
1 ).

Com efeito, pelo Lema 2.3, temos sgn(Wk+1(x
(ε)
0 )) = sgn(Wk+1(x

(ε)
1 )). Dáı, se supormos,

por absurdo, que Wk+1(x) tem, pelo menos, um zero em Y (ε), então, deverá ter, pelo

menos, dois zeros em Y (ε). Consequentemente, usando a propriedade de entrelaçamento

dos zeros de Wk+1(x) e Wk(x), dada em (1.34), devemos ter, pelo menos, um zero de

Wk(x) no intervalo Y (ε). Mas isso não pode ocorrer já que todos os zeros de Wk(x)

pertencem a X(ε). Portanto, pelo prinćıpio de indução finita, todos os zeros de Wn(x)

pertencem a X(ε).
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Finalmente, fazendo ε→ 0, podemos afirmar que todos os n zeros, em (−1, 1), de

Wn(x) pertencem ao conjunto X.

Corolário 2.1. Seja µ a medida de probabilidade no ćırculo unitário, associada ao par

de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde cn = (−1)nc̃n, com c̃n ≤ c < 0, para n ≥ 1,

e {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva, conforme Teorema 1.14. Então, o suporte

de µ está contido em C1 ∪ C2.

Demonstração: Fazendo ĉn = −cn, observamos que ĉn = (−1)n (−c̃n) , com −c̃n ≥

−c > 0. Logo, se µ̂ é a medida de probabilidade associada ao par de sequências reais

{{ĉn}∞n=1, {dn}∞n=1} (como no Teorema 1.14 ), então, da prova do Teorema 2.2, conclúımos

que os polinômios R̂n(z), n ≥ 1, dados por (2.1), têm todos os seus n zeros pertencentes

a C1 ∪C2. Além disso, o suporte da medida µ̂ está contido em C1 ∪C2. Agora, o resultado

segue de uma combinação do Lema 2.2 (veja também a Observação 2.1) com o Teorema

1.16.

A Figura 2.1 ilustra um caso particular da estimativa obtida no Teorema 2.2.

Figura 2.1: Caso 0 < c < 1.

Observação 2.2. No próximo caṕıtulo forneceremos um exemplo onde é posśıvel compa-

rar a estimativa obtida neste caṕıtulo, com o verdadeiro suporte da medida associada ao

par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, para alguns casos onde a sequência minimal

de parâmetros {mn}∞n=0, para {dn}∞n=1, é periódica de peŕıodo 2.



Caṕıtulo 3

Alguns Resultados Relacionados a

Medidas em Vp

Considere Vp, p ∈ N, o espaço (das medidas de probabilidade não triviais no ćırculo

unitário tais que as respectivas sequências de coeficientes de Verblunsky são p−periódicas)

definido na Introdução deste trabalho (veja, também, Subseção 1.2.2). Neste caṕıtulo,

apresentamos alguns resultados novos sobre medidas em Vp, obtidas a partir de um par

de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva.

Vamos impor a restrição de sinal c2n = −c2n−1, n ≥ 1, sobre a sequência {cn}∞n=1 e uma

p−periodicidade nas sequências {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1 (onde {mn}∞n=0 é a sequência minimal

de parâmetros de {dn}∞n=1) para estabelecer uma caracterização para medidas no espaço

Vp em termos do par {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1}. Veremos, ainda, uma nova abordagem para

pontos puros de medidas em Vp com o uso da teoria de sequências encadeadas positivas.

Os resultados deste caṕıtulo também podem ser encontrados no artigo [7], aceito

para publicação na revista Computational and Applied Mathematics.

3.1 Caracterização em termos de um par de sequên-

cias reais

O primeiro teorema da presente seção fornece uma caracterização para medidas

no espaço Vp em termos de um par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1

é uma sequência encadeada positiva. Ao longo desta seção, bn = 1 − 2mn, n ≥ 1, onde

{mn}∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros para {dn}∞n=1.
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Teorema 3.1. Seja µ a medida de probabilidade no ćırculo unitário associado ao par de

sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, conforme descrito no Teorema 1.14. Então, µ ∈ Vp
se, e somente se, para n ≥ 0,

b2
n+1 + c2

n+1

1 + c2
n+1

=
b2
n+p+1 + c2

n+p+1

1 + c2
n+p+1

(3.1)

e

n+p∑
j=n+1

arg

(
1 + icj
1− icj

)
= arg

(
bn+1 − icn+1

1− icn+1

)
− arg

(
bn+p+1 − icn+p+1

1− icn+p+1

)
+ 2knπ, (3.2)

com kn ∈ Z. Aqui, se z ∈ C é tal que z = rei(θ0+2kπ), com k ∈ Z, |z| = r e θ0 ∈ [0, 2π),

então arg z = θ0.

Demonstração: Seja {αn}∞n=0 a sequência de coeficientes de Verblunsky associada a µ.

Da relação dada em (1.25), observamos que, para n ≥ 0, αn+p = αn (isto é, µ ∈ Vp) se, e

somente se,

ρn+p

[
bn+p+1 − icn+p+1

1− icn+p+1

]
= ρn

[
bn+1 − icn+1

1− icn+1

]
,

ou, equivalentemente, usando (1.26),[
n+p∏
j=n+1

1 + icj
1− icj

] [
bn+p+1 − icn+p+1

1− icn+p+1

]
=

[
bn+1 − icn+1

1− icn+1

]
.

Agora, o resultado segue comparando-se os módulos e os argumentos dos números[
n+p∏
j=n+1

1 + icj
1− icj

] [
bn+p+1 − icn+p+1

1− icn+p+1

]
e

[
bn+1 − icn+1

1− icn+1

]
, n ≥ 0.

Corolário 3.1. Seja µ a medida de probabilidade no ćırculo unitário associada ao par

de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} como no Teorema 1.14. Suponha que {cn}∞n=1 e

{mn}∞n=1 são periódicas de peŕıodo p e que a sequência {cn}∞n=1 satisfaz c2s = −c2s−1, para

s ≥ 1. Então,

(i) se p é par, µ ∈ Vp;

(ii) se p é ı́mpar, µ ∈ S ∩ Vp, onde S denota o espaço das medidas simétricas sobre T.

Demonstração: Como as sequências {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1 são p−periódicas, claramente

a condição (3.1) do Teorema 3.1 ocorre, para n ≥ 0. Além disso,

arg

(
bn+1 − icn+1

1− icn+1

)
= arg

(
bn+p+1 − icn+p+1

1− icn+p+1

)
, n ≥ 0. (3.3)
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Agora, se p é par e {cn}∞n=1 satisfaz c2s = −c2s−1, para s ≥ 1, então

n+p∑
j=n+1

arg

(
1 + icj
1− icj

)
= 2knπ, n ≥ 0, kn ∈ Z. (3.4)

Logo, usando (3.3) e (3.4), conclúımos que a condição (3.2) do Teorema 3.1 também é

satisfeita. Consequentemente, µ ∈ Vp.

Por outro lado, se p é ı́mpar, usando a periodicidade de {cn}∞n=1 e a hipótese que

c2s = −c2s−1, s ≥ 1, conclúımos que cn = 0, para todo n ≥ 1. Portanto, µ é simétrica

(veja Observação 1.6). Além disso, como {mn}∞n=1 é p−periódica e cn = 0, para n ≥ 1,

as condições (3.1) e (3.2) do Teorema 3.1 podem ser facilmente verificadas. Portanto,

µ ∈ Vp.

Observação 3.1. Seja Np o espaço definido na Introdução deste trabalho, isto é, o espaço

das medidas de probabilidade não triviais no ćırculo unitário tais que as sequências dos

respectivos pares associados {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1} são periódicas com peŕıodo p. Utilizando

o Exemplo 1.7, podemos afirmar que ω0 ∈ Np ∩ Vp para qualquer p ∈ N, onde ω0 denota a

medida de Lebesgue. Além disso, o Corolário 3.1 mostra que se escolhermos uma medida

µ ∈ Np tal que c2s = −c2s−1, s ≥ 1, então µ ∈ Np∩Vp. Logo, o conjunto (Np∩Vp)\{ω0} é

sempre não vazio. No próximo caṕıtulo, estudaremos algumas propriedades importantes do

espaço Np e forneceremos uma caracterização para Np∩Vp em termos de uma subvariedade

de Rp de dimensão p− 1.

3.1.1 Interpretação geométrica

O próximo resultado estabelece uma caracterização geométrica para a escolha de

{cn}∞n=1 e {mn}∞n=1 considerada no corolário anterior.

Teorema 3.2. Considere p um número natural par e seja µ a medida de probabilidade

associada ao par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} como no Teorema 1.14. Então,

as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) As sequências {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1 são p−periódicas, com c2n = −c2n−1, n ≥ 1.

(ii) A sequência de coeficientes de Verblunsky {αn}∞n=0, associada à medida µ, é p−

periódica, isto é, µ ∈ Vp. Além disso, para cada k ∈ {0, 1, . . . , (p − 2)/2}, as retas

r2k, passando por α2k e 1, e r2k+1, passando por α2k+1 e −1, são paralelas.
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Demonstração: Se p é par e as sequências {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1 são p−periódicas, com

c2n = −c2n−1, n ≥ 1, então pelo Corolário 3.1 é imediato que µ ∈ Vp. Por outro lado,

usando (1.25) e (1.26), obtemos

α2n =
b2n+1 + ic2n+2

1 + ic2n+2

= 1 + λ2n(−1− ic2n+1), n ≥ 0,

onde λ2n = (1− b2n+1)/(1 + c2
2n+1) e, também,

α2n+1 =
b2n+2 − ic2n+2

1 + ic2n+2

= −1 + λ2n+1(−1 + ic2n+2), n ≥ 0,

onde λ2n+1 = −(1 + b2n+2)/(1 + c2
2n+2).

Portanto, para cada k ∈ {0, 1, . . . , (p−2)/2}, podemos ver que α2k ∈ r2k e α2k+1 ∈

r2k+1, onde r2k e r2k+1 são retas com equações paramétricas dadas, respectivamente, por

r2k(t) = 1 + t(−1− ic2k+1) e r2k+1(t) = −1 + t(−1 + ic2k+2), t ∈ R.

Além disso, como −1 − ic2k+1 = −1 + ic2k+2, conclúımos que as retas r2k e r2k+1 são

paralelas, para cada k ∈ {0, 1, . . . , (p− 2)/2}.

Reciprocamente, consideremos αj = xj + iyj, j ≥ 0. Se j = 2s, s ≥ 0, podemos

escrever

α2s = 1 + λ̃2s(−1− ic̃2s+1), s ≥ 0, (3.5)

onde

λ̃2s =
1− b̃2s+1

1 + c̃2
2s+1

, c̃2s+1 =
y2s

x2s − 1
e b̃2s+1 = 1 +

(x2s − 1)2 + y2
2s

x2s − 1
. (3.6)

Da mesma maneira, se j = 2s+ 1, s ≥ 0, podemos também escrever

α2s+1 = −1 + λ̃2s+1(−1 + ic̃2s+2), s ≥ 0, (3.7)

onde

λ̃2s+1 = −1 + b̃2s+2

1 + c̃2
2s+2

, c̃2s+2 = − y2s+1

1 + x2s+1

e b̃2s+2 = −1 +
(1 + x2s+1)2 + y2

2s+1

1 + x2s+1

. (3.8)

Uma vez que, por hipótese, µ ∈ Vp, temos αj+p = αj, j ≥ 0. Consequentemente,

xj+p = xj e yj+p = yj. Dáı, como p é par, fazendo b̃k = 1 − 2m̃k, k ≥ 1, e usando os

valores obtidos para c̃k e b̃k em (3.6) e (3.8), podemos verificar que

c̃n+p = c̃n e m̃n+p = m̃n, n ≥ 1. (3.9)

Agora, para cada k ∈ {0, 1, . . . , (p − 2)/2}, seja r2k a reta passando por α2k e 1,

e r2k+1 a reta passando por α2k+1 e −1. Por hipótese, r2k e r2k+1 são paralelas. Logo,
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comparando os vetores diretores das retas r2k e r2k+1 fornecidos, respectivamente, nas

equações (3.5) e (3.7), obtemos

c̃2k+2 = −c̃2k+1, k ∈ {0, 1, . . . , (p− 2)/2}. (3.10)

Usando o resultado obtido em (3.10) e a p−periodicidade de c̃n estabelecida na primeira

igualdade de (3.9), temos

c̃2n+2 = −c̃2n+1, n ≥ 0. (3.11)

Além disso, substituindo os valores de λ̃2s e λ̃2s+1 (dados em (3.6) e (3.8), respectivamente)

nas equações (3.5) e (3.7), respectivamente, encontramos

α2n =
b̃2n+1 − ic̃2n+1

1− ic̃2n+1

e α2n+1 =
b̃2n+2 − ic̃2n+2

1 + ic̃2n+2

, n ≥ 0. (3.12)

Finalmente, utilizando a fórmula (1.25) para αn e as relações (1.26), (3.11) e (3.12),

podemos usar indução matemática (sobre n) para concluir que

c̃n = cn e m̃n = mn, n ≥ 1. (3.13)

O resultado segue agora de (3.9), (3.11) e (3.13).

Observação 3.2. O Teorema 3.2 mostra que podemos escolher uma sequência de coefi-

cientes de Verblunsky {αn}∞n=0 p−periódica (p par), com esses coeficientes sobre deter-

minadas retas paralelas, escolhendo, equivalentemente, as sequências {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1

também p−periódicas e tal que c2s+2 = −c2s+1, s ≥ 0. Nas Figuras 3.1 e 3.2 ilustramos

alguns exemplos de posśıveis escolhas para {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1.

Figura 3.1: Coeficientes de Verblunsky associados à escolha {cn}∞n=1 = {−c, c,−c, c, . . .}

e {mn}∞n=1 = {m1,m2,m1, m2, . . .}, com c > 0 e p = 2.
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Figura 3.2: Coeficientes de Verblunsky associados à escolha {cn}∞n=1 = {−c2, c2,−c4, c4,−c2, c2, . . .}

e {mn}∞n=1 = {m1,m2,m3,m4,m1,m2, . . .}, com c2 < 0, c4 > 0 e p = 4.

3.2 Uma nova abordagem para pontos puros de me-

didas em Vp

Iniciamos esta seção com um lema que caracteriza um posśıvel ponto puro (deno-

tado por w) de uma medida µ̃ em termos da sequência {τn(w)}∞n=0 definida em (1.30).

Lema 3.1. Seja µ̃ ∈ Vp, p ∈ N. Então, w é um posśıvel ponto puro da medida µ̃ se, e

somente se, a sequência {τn(w)}∞n=0, definida em (1.30), é periódica de peŕıodo p.

Demonstração: Inicialmente, afirmamos que

{τn(w)}∞n=0 é p−periódica se, e somente se, τp(w) = 1. (3.14)

De fato, se {τn(w)}∞n=0 é p−periódica, então τp(w) = τ0(w) = 1. Reciprocamente, se

τp(w) = 1, temos τp(w) = 1 = τ0(w). Além disso, se {αn}∞n=0 é a sequência de coeficientes

de Verblunsky associada à medida µ̃ e se τp+k(w) = τk(w) ocorre para k ∈ N, então,

podemos usar a p−periodicidade da sequência {αn}∞n=0 e a recorrência (1.30) para obter

τp+k+1(w) =
wτp+k(w)− αp+k
1− wτp+k(w)αp+k

=
wτk(w)− αk
1− wτk(w)αk

= τk+1(w).

Logo, por indução matemática, podemos afirmar que {τn(w)}∞n=0 é p−periódica.

Utilizando os Teoremas 1.5 e 1.6, observamos que w é um posśıvel ponto puro

de µ̃ se, e somente se, φp(w) − φ∗p(w) = 0, onde φp é o p−ésimo polinômio ortogonal

da sequência de polinômios ortogonais {φn}∞n=0 com relação à medida µ̃, e φ∗p é o seu

rećıproco. Por outro lado, usando (1.30), a condição φp(w) − φ∗p(w) = 0 equivale a dizer

que τp(w) = 1. Assim,

τp(w) = 1 se, e somente se, w é um posśıvel ponto puro de µ̃. (3.15)
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O resultado segue, portanto, das equivalências (3.14) e (3.15).

O teorema a seguir é uma consequência do Teorema 1.15 e fornece uma maneira

de identificar, a partir do ponto de vista de sequências encadeadas, os pontos puros (e

calcular as respectivas massas) de uma medida µ̃, cuja sequência associada de coeficientes

de Verblunsky é p−periódica, isto é, µ̃ ∈ Vp. Em [36] há uma outra abordagem para o

mesmo problema, sem o uso de sequências encadeadas (veja Teorema 1.6).

Teorema 3.3. Seja µ̃ ∈ Vp, p ∈ N. Consideremos {α(µ̃)
n }∞n=0 a sequência de coeficientes de

Verblunsky associada à medida µ̃ e {τ (µ̃)
n (w)}∞n=0 a sequência definida em (1.30). Suponha

que w é um ponto no ćırculo unitário tal que φp(w) − φ∗p(w) = 0, onde φp é o p−ésimo

polinômio ortogonal da sequência de polinômios ortogonais {φn}∞n=0 com relação à medida

µ̃, e φ∗p é o seu rećıproco. Então, w é um ponto puro de µ̃ se, e somente se,

p∏
j=1

|1− wτ (µ̃)
j−1(w)α

(µ̃)
j−1|2 <

p∏
j=1

[
1− |α(µ̃)

j−1|2
]
.

Além disso, se w é um ponto puro de µ̃, então o tamanho da massa neste ponto é dado

por

µ̃({w}) =
γ

γ + ζ
,

onde ζ =

p∑
n=1

n∏
j=1

|1− wτ (µ̃)
j−1(w)α

(µ̃)
j−1|2

1− |α(µ̃)
j−1|2

e γ = 1−
p∏
j=1

|1− wτ (µ̃)
j−1(w)α

(µ̃)
j−1|2

1− |α(µ̃)
j−1|2

.

Demonstração: Consideremos qj = |1−wτ (µ̃)
j−1(w)α

(µ̃)
j−1|2/[1− |α

(µ̃)
j−1|2], para j ≥ 1. Pelo

Teorema 1.15 sabemos que w é um ponto puro de µ̃ se, e somente se, a soma infinita

s(w) =
∑∞

n=1

∏n
j=1 qj é convergente.

Por hipótese, w é um ponto no ćırculo unitário tal que φp(w) − φ∗p(w) = 0 ou,

equivalentemente, w é um posśıvel ponto puro da medida µ̃ (veja os Teoremas 1.5 e

1.6). Consequentemente, usando o Lema 3.1 e a p−periodicidade da sequência {α(µ̃)
n }∞n=0,

obtemos

qj+p =
|1− wτ (µ̃)

j+p−1(w)α
(µ̃)
j+p−1|2

1− |α(µ̃)
j+p−1|2

=
|1− wτ (µ̃)

j−1(w)α
(µ̃)
j−1|2

1− |α(µ̃)
j−1|2

= qj, j ≥ 1.

Portanto, fazendo q =

p∏
j=1

qj, podemos escrever s(w) como

s(w) = q1

(
∞∑
n=0

qn

)
+ q1q2

(
∞∑
n=0

qn

)
+ · · ·+ q1q2 · · · qp

(
∞∑
n=0

qn

)
. (3.16)
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Observe que s(w) é convergente se, e somente se, |q| < 1. Dáı, w é um ponto puro

de µ̃ se, e somente se,
p∏
j=1

|1− wτ (µ̃)
j−1(w)α

(µ̃)
j−1|2

1− |α(µ̃)
j−1|2

< 1,

ou, ainda, w é um ponto puro de µ̃ se, e somente se,

p∏
j=1

|1− wτ (µ̃)
j−1(w)α

(µ̃)
j−1|2 <

p∏
j=1

[
1− |α(µ̃)

j−1|2
]
.

Além disso, se |q| < 1 (isto é, se w é um ponto puro de µ̃), podemos usar (3.16) para

concluir que

s(w) =

(
1

1− q

)( p∑
n=1

n∏
j=1

qj

)
=
ζ

γ
. (3.17)

Finalmente, pelo Teorema 1.15 e por (3.17), temos

µ̃({w}) =
1

1 + s(w)
=

γ

γ + ζ
.

3.3 Um exemplo

Nesta seção, apresentamos um exemplo que ilustra alguns dos resultados obtidos

neste caṕıtulo. Inicialmente, estabelecemos um teorema (e consequente corolário) que

será importante para o desenvolvimento do referido exemplo.

Seja µ a medida associada ao par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} (conforme

Teorema 1.14), onde {cn}∞n=1 satisfaz a condição c2n = −c2n−1, n ≥ 1. A partir da me-

dida µ desejamos obter uma nova medida µ̂ associada ao par {{ĉn}∞n=1, {d̂n}∞n=1}, onde a

sequência {ĉn}∞n=1 deve satisfazer a condição ĉ2n = ĉ2n−1 = c2n, n ≥ 1.

Consideremos a sequência de números complexos {βn}∞n=1, dada por

βn = −
(

1 + ic2n

1− ic2n

)
, n ≥ 1. (3.18)

O próximo teorema mostra como obter a medida desejada µ̂ a partir da medida µ dada.

Teorema 3.4. Seja µ a medida de probabilidade no ćırculo unitário associada ao par de

sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} como no Teorema 1.14 e tal que c2n = −c2n−1, n ≥ 1.

Consideremos {βn}∞n=1 a sequência de números complexos definida por (3.18) e seja µ̂ a

medida associada a sequência de coeficientes de Verblunsky {α̂n}∞n=0, dada por

α̂2n+1 =

(
n+1∏
j=1

βj
2

)
α2n+1 e α̂2n =

(
n∏
j=1

βj
2

)
βn+1α2n, n ≥ 0, (3.19)
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onde {αn}∞n=0 é a sequência de coeficientes de Verblunsky correspondente a µ. Se {{ĉn}∞n=1,

{d̂n}∞n=1} é o par de sequências reais associado à medida µ̂ (como no Teorema 1.14) e se

{m̂n}∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros para {d̂n}∞n=1, então

ĉ2n = ĉ2n−1 = c2n, m̂2n−1 = 1−m2n−1 e m̂2n = m2n, n ≥ 1,

onde {mn}∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros para a sequência encadeada positiva

{dn}∞n=1.

Demonstração: Seja {ρn}∞n=0 a sequência dada por (1.26) (veja Teorema 1.14). Usando

a hipótese que c2n = −c2n−1, n ≥ 1, obtemos

ρ2n = 1 e ρ2n+1 =
1 + ic2n+2

1− ic2n+2

, n ≥ 0. (3.20)

Logo, de (1.25) e (3.20), temos

α2n =
1− 2m2n+1 + ic2n+2

1 + ic2n+2

e α2n+1 =
1− 2m2n+2 − ic2n+2

1 + ic2n+2

, n ≥ 0. (3.21)

Agora, seja {m̌n}∞n=0 a sequência minimal de parâmetros para uma sequência en-

cadeada positiva {ďn}∞n=1 e seja {α̌n}∞n=0 a sequência de coeficientes de Verblunsky corres-

pondente à medida de probabilidade no ćırculo unitário µ̌, associada ao par de sequências

reais
{
{čn}∞n=1, {ďn}∞n=1

}
, onde

č2n = č2n−1 = c2n, m̌2n−1 = 1−m2n−1 e m̌2n = m2n, n ≥ 1. (3.22)

Usando as relações (1.25), (1.26), (3.18), (3.19), (3.21) e (3.22), podemos ver que,

para n ≥ 0,

α̌2n+1 =

(
1 + ič2n+1

1− ič2n+1

)( 2n∏
k=1

1 + ičk
1− ičk

)[
1− 2m̌2n+2 − ič2n+2

1− ič2n+2

]

=

(
1 + ic2n+2

1− ic2n+2

)2
[

n∏
j=1

(
1 + ic2j

1− ic2j

)2
][

1− 2m2n+2 − ic2n+2

1 + ic2n+2

]

=

(
n+1∏
j=1

βj
2

)
α2n+1 = α̂2n+1.

e

α̌2n =

(
2n∏
k=1

1 + ičk
1− ičk

)[
1− 2m̌2n+1 − ič2n+1

1− ič2n+1

]

=

[
n∏
j=1

(
1 + ic2j

1− ic2j

)2
][
−
(

1 + ic2n+2

1− ic2n+2

)][
1− 2m2n+1 + ic2n+2

1 + ic2n+2

]

=

(
n∏
j=1

βj
2

)
βn+1α2n = α̂2n.
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Assim, α̂n = α̌n para n ≥ 0. Consequentemente, utilizando o Teorema 1.2, con-

clúımos que µ̂ = µ̌. Portanto, da unicidade do par
{
{ĉn}∞n=1, {d̂n}∞n=1

}
, dada pelo Teorema

1.14, temos m̂0 = m̌0 = 0,

ĉn = čn e m̂n = m̌n, n ≥ 1. (3.23)

Agora, o resultado segue de (3.22) e (3.23).

Corolário 3.2. Seja µ a medida de probabilidade no ćırculo unitário associada ao par de

sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} como no Teorema 1.14 e tal que cn = (−1)nc, n ≥ 1 e

c ∈ R. Se β = −(1+ic)/(1−ic),
{
{ĉn}∞n=1, {d̂n}∞n=1

}
é o par de sequências reais associado

à medida µ̂(z) = µ(βz) e se {m̂n}∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros para {d̂n}∞n=1,

então

ĉn = c, m̂2n−1 = 1−m2n−1 e m̂2n = m2n, n ≥ 1,

onde {mn}∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros para a sequência encadeada positiva

{dn}∞n=1.

Demonstração: Uma vez que a medida µ̂ é uma rotação da medida µ pelo ponto β, isto

é, µ̂(z) = µ(βz), os correspondentes coeficientes de Verblunsky se relacionam da seguinte

forma (veja Observação 1.5):

α̂n = βn+1αn, n ≥ 0. (3.24)

Além disso, como cn = (−1)nc, n ≥ 1, usamos (3.18) para concluir que

βk = −
(

1 + ic2k

1− ic2k

)
= −

(
1 + ic

1− ic

)
= β, k ≥ 1. (3.25)

Desta forma, de (3.24) e (3.25), observamos que as condições requeridas em (3.19)

são satisfeitas e o resultado segue diretamente do Teorema 3.4.

Daremos ińıcio, neste momento, ao exemplo que ilustrará alguns dos resultados

obtidos neste caṕıtulo.

Exemplo 3.1. Sejam {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1 sequências reais definidas, respectivamente, por

cn = (−1)nc e dn = (1−mn−1)mn, n ≥ 1,

onde c ∈ R e a sequência real {mn}∞n=0 é tal que m0 = 0,

m2n−1 =
1− b1

2
e m2n =

1− b2

2
, n ≥ 1,
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com b1, b2 ∈ R, |b1| < 1 e |b2| < 1.

Note que {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva, onde {mn}∞n=0 é a sua

sequência minimal de parâmetros. Além disso, {cn}∞n=1 satisfaz c2n = −c2n−1, n ≥ 1, e as

sequências {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1 são periódicas de peŕıodo 2.

Pelo Teorema 1.14, associado ao par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} , existe

uma única medida de probabilidade não trivial, digamos µ, com suporte no ćırculo unitário.

Usando o Corolário 3.1, podemos concluir que µ ∈ V2, ou seja, a sequência de coe-

ficientes de Verblunsky associada à medida µ, digamos {αn}∞n=0, é periódica com peŕıodo

p = 2 (na Figura 3.1 ilustramos a posição desses coeficientes para um caso onde c > 0).

A expressão em (1.26) e a definição de {cn}∞n=1 nos garantem que

ρ2n = 1 e ρ2n+1 =
1 + ic

1− ic
, n ≥ 0. (3.26)

Consequentemente, usando (1.25) e (3.26), obtemos

α2n =
b1 + ic

1 + ic
=

(b1 + c2) + ic(1− b1)

1 + c2
, n ≥ 0, (3.27)

e

α2n+1 =
b2 − ic
1 + ic

=
(b2 − c2)− ic(1 + b2)

1 + c2
, n ≥ 0. (3.28)

Neste caso, a função discriminante ∆(z) = z−1Tr(T2(z)) (definida na Subseção

1.2.2 por meio das relações (1.20) e (1.21)) é tal que

T2(z) = (1− |α0|2)−1/2(1− |α1|2)−1/2

 z −α1

−α1z 1

 z −α0

−α0z 1

 .

Dáı, utilizando os valores de α0 e α1 obtidos, respectivamente, por meio das equações

dadas em (3.27) e (3.28), podemos ver que

∆(eiθ) = 2

{
1 + c2

[(1− b2
1)(1− b2

2)]1/2
cos θ +

b1b2 − c2

[(1− b2
1)(1− b2

2)]1/2

}
, θ ∈ [0, 2π). (3.29)

Agora, vamos determinar as bands, B1 e B2, associadas à medida µ, conforme

(1.22). Resolvendo a equação ∆(eiθ) = 2, θ ∈ [0, 2π), encontramos as soluções

θ+
1 = arccos

(
(1− b2

1)1/2(1− b2
2)1/2 + c2 − b1b2

1 + c2

)
e θ+

2 = 2π − θ+
1 . (3.30)

Da mesma forma, resolvendo ∆(eiθ) = −2, obtemos

θ−1 = arccos

(
c2 − (1− b2

1)1/2(1− b2
2)1/2 − b1b2

1 + c2

)
e θ−2 = 2π − θ−1 . (3.31)
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Logo, cada band Bj, j ∈ {1, 2}, é determinada pelos pontos z+
j = eiθ

+
j e z−j = eiθ

−
j .

Precisamente,

B1 = {z ∈ T : θ+
1 ≤ arg(z) ≤ θ−1 } e B2 = {z ∈ T : θ−2 ≤ arg(z) ≤ θ+

2 }, (3.32)

onde θ+
j e θ−j , j ∈ {1, 2}, são dados, respectivamente, por (3.30) e (3.31).

De (3.29), temos

√
4−∆2(eiθ) = 2

√
1−

[
(1 + c2) cos θ + b1b2 − c2

(1− b2
1)1/2(1− b2

2)1/2

]2

, θ ∈ [0, 2π). (3.33)

Por outro lado, se considerarmos o polinômio ortogonal normalizado ϕ2(z) = κ2φ2(z)

(da sequência, {ϕn}∞n=0, de polinômios ortornormais com respeito a µ), podemos usar a

primeira relação de (1.15) e a segunda expressão de (1.16) para concluir que

ϕ2(z) =
(1 + c2)z2 + [(b1b2 − b1 − 2c2) + ic(b2 + 1)]z + [(c2 − b2)− ic(b2 + 1)]

(1− b2
1)1/2(1− b2

2)1/2
.

Assim, para θ ∈ [0, 2π),

Im(e−iθϕ2(eiθ)) =
(1 + b2)[sen θ + c(1− cos θ)]

(1− b2
1)1/2(1− b2

2)1/2
. (3.34)

Portanto, usando (3.33) e (3.34), podemos afirmar (pelo Teorema 1.4) que a função

peso w(θ) associada à medida µ é dada por

w(θ) =

√
(1− b2

1)(1− b2
2)− [(1 + c2) cos θ + b1b2 − c2]2

|(1 + b2)[sen θ + c(1− cos θ)]|
,

onde θ é tal que eiθ ∈ ∪2
j=1Bj.

De acordo com os Teoremas 1.5 e 1.6, para determinar os posśıveis pontos puros

de µ precisamos resolver a equação φ2(z)− φ∗2(z) = 0, cujas soluções são

w1 = 1 e w2 =
(c2 − 1)− 2ci

1 + c2
= −1 + ic

1− ic
. (3.35)

Podemos, agora, fornecer uma completa caracterização relativa a parte singular da

medida µ em termos dos parâmetros b1, b2 e c.

Primeiro, analisamos o candidato a ponto puro w1 = 1. Usando a Observação

1.4, temos τn(w1) = ρn, onde a sequência {ρn}∞n=0 é dada por (3.26). Logo, a sequência

{τn(w1)}∞n=0 é periódica de peŕıodo p = 2, o que era esperado pelo Lema 3.1.

Pelo Teorema 3.3, w1 é um ponto puro de µ se, e somente se, b1 + b2 > 0. Além

disso, se b1 + b2 > 0 então o tamanho da massa no ponto puro w1 é dado por

µ({w1}) =
b1 + b2

1 + b2

.
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O outro candidato a ponto puro a ser analisado é o ponto w2 = −(1 + ic)/(1− ic).

Do Corolário 3.2, se µ̂(z) = µ(w2z), temos ĉn = c, n ≥ 1. Dáı,

ρ̂n =
n∏
k=1

1− iĉk
1 + iĉk

=

(
1− ic
1 + ic

)n
, n ≥ 1,

com ρ̂0 = 1. Por outro lado, é conhecido que ρ̂n = τ̂n(1) = w−n2 τn(w2), n ≥ 0 (veja

Observação 1.5). Assim, conclúımos que τn(w2) = (−1)n, n ≥ 0. Consequentemente,

{τn(w2)}∞n=0 também é periódica de peŕıodo p = 2, em acordo com o Lema 3.1.

Aplicando mais uma vez o Teorema 3.3, podemos concluir que w2 é um ponto puro

da medida µ se, e somente se, b2 − b1 > 0. No caso em que w2 é um ponto puro de µ,

obtemos

µ({w2}) =
b2 − b1

1 + b2

.

Finalmente, pelo Teorema 1.3, temos σess(µ) = ∪2
j=1Bj, onde Bj, j ∈ {1, 2}, é dado

por (3.32). Portanto, como os posśıveis pontos puros da medida µ são aqueles estabelecidos

em (3.35) (w1 no gap fechado G1∪{z+
1 , z

+
2 } e w2 no gap fechado G2∪{z−1 , z−2 }, conforme

Teorema 1.5), podemos verificar que o suporte de µ está contido em C1 ∪ C2, onde C1 e

C2 são os dois arcos fechados do ćırculo unitário, definidos, respectivamente, em (2.9) e

(2.10). Isso era exatamente o que esperávamos, pois a medida µ satisfaz as hipóteses do

Teorema 2.1 (veja também o Teorema 2.2).

As Figuras 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 ilustram uma comparação entre a estimativa para o

suporte da medida µ (obtida no Caṕıtulo 2) e o verdadeiro suporte de µ, aqui obtido, em

alguns casos particulares.

Figura 3.3: Caso 0 < c < 1 e b2 > b1 > 0. Figura 3.4: Caso 0 < c < 1 e 0 < b2 ≤ −b1 .
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Figura 3.5: Caso 0 < c < 1 e 0 < b2 ≤ b1. Figura 3.6: Caso 0 < c < 1 e b1 = b2 = 0 .

Observação 3.3. No caso especial em que b1 = b2 = 0, a medida µ, do Exemplo 3.1, que

está associada ao par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} , onde

cn = (−1)nc e dn =
1

4
, n ≥ 1, c ∈ R,

ou, equivalentemente, associada ao par de sequências reais {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1} , onde

cn = (−1)nc e mn =
1

2
, n ≥ 1, c ∈ R,

é tal que

supp(µ) = σess(µ) = B1 ∪B2 = C1 ∪ C2,

com

C1 = {z ∈ T : 0 ≤ arg(z) ≤ θc} e C2 = {z ∈ T : 2π − θc ≤ arg(z) ≤ 2π} ,

onde θc = arccos ((c2 − 1)/(c2 + 1)) ∈ [0, π].

Neste caso, a estimativa obtida no Caṕıtulo 2 (através do Teorema 2.1) é exata,

conforme ilustra a Figura 3.6.



Caṕıtulo 4

O Espaço de Medidas Np

Do Teorema 1.14, sabemos que dado um par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} ,

onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva, então, associado a este par, existe uma

única medida de probabilidade não trivial µ com suporte no ćırculo unitário, e recipro-

camente. Além disso, denotando por {mn}∞n=0 a sequência minimal de parâmetros para

{dn}∞n=1, podemos também afirmar que µ é a única medida associado ao par {{cn}∞n=1,

{mn}∞n=1}.

Neste caṕıtulo, estudamos o espaço das medidas de probabilidade não triviais

no ćırculo unitário tais que as sequências dos respectivos pares associados, {{cn}∞n=1,

{mn}∞n=1}, são periódicas com peŕıodo p ∈ N. Esse novo espaço, como mencionado ante-

riormente, será denotado por Np. Desta forma,

µ ∈ Np se, e somente se, c
(µ)
n+p = c(µ)

n e m
(µ)
n+p = m(µ)

n , n ≥ 1. (4.1)

Ao longo das próximas seções, estabelecemos algumas propriedades interessantes

para o espaço Np. Por exemplo, se escolhermos os p primeiros termos da sequência {cn}∞n=1

(que está associada a uma medida em Np) de tal maneira que o vetor (c1, c2, . . . , cp) per-

tença a uma certa subvariedade de Rp de dimensão p − 1, então a medida considerada

também estará em Vp, isto é, também terá sua correspondente sequência de coeficientes de

Verblunsky p−periódica. Além disso, verificamos que o estudo de medidas pertencentes

a Np é completamente equivalente ao estudo de medidas pertencentes ao espaço Vp, cujas

medidas já se encontram totalmente caracterizadas nos Caṕıtulos 1 e 3. Também mostra-

mos que os p posśıveis pontos puros de uma medida em Np correspondem, precisamente,

aos p zeros de um determinado polinômio para-ortogonal associado a esta medida.
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Como mencionado na Introdução desse trabalho, os resultados deste caṕıtulo são

novos e estão organizados no artigo [8] que foi publicado em 2017 na revista Journal

of Mathematical Analysis and Applications em colaboração com Bracciali, Sri Ranga e

Veronese. Além disso, na Seção 4.6, apresentamos um exemplo que é consequência direta

de um trabalho publicado em 2015 na revista Applied Mathematics and Computation em

coautoria com Bracciali e Sri Ranga (veja [6]).

4.1 Resultados preliminares

Seja P(T) o espaço de todas as medidas de probabilidade não triviais no ćırculo

unitário. Consideremos a função D : P(T)× P(T)→ R definida por

D(µ1, µ2) := sup
{
|α(µ1)
j − α(µ2)

j | : j ∈ N ∪ {0}
}
, (4.2)

onde {α(µ1)
j }∞j=0 e {α(µ2)

j }∞j=0 são as sequências de coeficientes de Verblunsky associadas às

medidas µ1 e µ2, respectivamente. Facilmente, podemos ver que D é uma métrica sobre

P(T) e, consequentemente, o par (P(T), D) é um espaço métrico.

Uma vez que os espaços Vp e Np são subconjuntos de P(T), ambos são espaços

(subespaços) métricos com a métrica induzida D. Escolhendo esta métrica apropriada,

podemos provar que existe um homeomorfismo entre os espaços Np e Vp. Em outras

palavras, podemos mostrar que esses espaços têm o mesmo comportamento do ponto de

vista topológico.

Antes de estabelecermos o homeomorfismo requerido, provemos o seguinte lema:

Lema 4.1. Seja {µn}∞n=1 uma sequência de medidas em P(T) e, para cada n ∈ N, se-

jam {α(µn)
j }∞j=0 e {{c(µn)

j }∞j=1, {d
(µn)
j }∞j=1} as correspondentes sequências como no Teo-

rema 1.14. Considere, ainda, µ ∈ P(T), onde {α(µ)
j }∞j=0 e {{c(µ)

j }∞j=1, {d
(µ)
j }∞j=1} são suas

correspondentes sequências como no Teorema 1.14. Então, as seguintes afirmações são

equivalentes:

(i) lim
n→∞

D(µn, µ) = 0.

(ii) Para cada j ≥ 0, lim
n→∞

α
(µn)
j = α

(µ)
j .

(iii) Para cada j ≥ 1, lim
n→∞

c
(µn)
j = c

(µ)
j e lim

n→∞
d

(µn)
j = d

(µ)
j .
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Demonstração: A equivalência entre os itens (i) e (ii) segue diretamente da definição

da métrica D, dada em (4.2), e das definições de limite (de uma sequência) e supremo (de

um conjunto).

Mostremos, agora, a equivalência entre os itens (ii) e (iii). Inicialmente, vamos

supor que (ii) ocorre. Pelo Teorema 1.14, temos, para cada n ∈ N, ρ
(µn)
0 = 1 = ρ

(µ)
0 ,

ρ
(µn)
j = ρ

(µn)
j−1

1− ρ(µn)
j−1 α

(µn)
j−1

1− ρ(µn)
j−1 α

(µn)
j−1

e ρ
(µ)
j = ρ

(µ)
j−1

1− ρ(µ)
j−1α

(µ)
j−1

1− ρ(µ)
j−1α

(µ)
j−1

, j ≥ 1. (4.3)

Neste caso, observe que limn→∞ ρ
(µn)
0 = 1 = ρ

(µ)
0 . Logo, supondo, por indução, que

limn→∞ ρ
(µn)
k = ρ

(µ)
k , k ∈ N, então, usando (4.3) e a hipótese dada em (ii), obtemos

lim
n→∞

ρ
(µn)
k+1 = lim

n→∞

[
ρ

(µn)
k

1− ρ(µn)
k α

(µn)
k

1− ρ(µn)
k α

(µn)
k

]
= ρ

(µ)
k

1− ρ(µ)
k α

(µ)
k

1− ρ(µ)
k α

(µ)
k

= ρ
(µ)
k+1.

Assim, por indução matemática, conclúımos que

lim
n→∞

ρ
(µn)
j = ρ

(µ)
j , j ≥ 0.

Dáı, usando novamente (ii) e considerando as expressões dadas em (1.23), temos

lim
n→∞

c
(µn)
j = − lim

n→∞

Im(ρ
(µn)
j−1 α

(µn)
j−1 )

1−Re(ρ(µn)
j−1 α

(µn)
j−1 )

= −
Im(ρ

(µ)
j−1α

(µ)
j−1)

1−Re(ρ(µ)
j−1α

(µ)
j−1)

= c
(µ)
j , j ≥ 1,

e, analogamente, limn→∞m
(µn)
j = m

(µ)
j , para j ≥ 1. Além disso, como m

(µn)
0 = 0 = m

(µ)
0 ,

n ∈ N, podemos afirmar que (veja Teorema 1.14 e relação (1.27))

lim
n→∞

d
(µn)
j = lim

n→∞
(1−m(µn)

j−1 )m
(µn)
j = (1−m(µ)

j−1)m
(µ)
j = d

(µ)
j , j ≥ 1.

Reciprocamente, suponha que (iii) ocorre. Uma vez que m
(µn)
0 = 0 = m

(µ)
0 , então

lim
n→∞

m
(µn)
1 = lim

n→∞
d

(µn)
1 = d

(µ)
1 = m

(µ)
1 .

Agora, usando (iii) e admitindo, por hipótese de indução, que limn→∞m
(µn)
k = m

(µ)
k ,

k ∈ N, obtemos

lim
n→∞

m
(µn)
k+1 = lim

n→∞

[
d

(µn)
k+1

1−m(µn)
k

]
=

d
(µ)
k+1

1−m(µ)
k

= m
(µ)
k+1.

Portanto, pelo prinćıpio de indução finita,

lim
n→∞

m
(µn)
j = m

(µ)
j j ≥ 1.
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Consequentemente, das relações fornecidas em (1.25), (1.26) e da hipótese (iii), temos

lim
n→∞

α
(µn)
0 = lim

n→∞

[
1− 2m

(µn)
1 − ic(µn)

1

1− ic(µn)
1

]
=

1− 2m
(µ)
1 − ic

(µ)
1

1− ic(µ)
1

= α
(µ)
0

e

lim
n→∞

α
(µn)
j = lim

n→∞

[
j∏

k=1

1 + ic
(µn)
k

1− ic(µn)
k

][
1− 2m

(µn)
j+1 − ic

(µn)
j+1

1− ic(µn)
j+1

]
= α

(µ)
j , j ≥ 1.

Observação 4.1. A partir da primeira equivalência obtida no Lema 4.1, podemos dizer

que convergência na métrica D é equivalente a convergência fraca em P(T), uma vez que

µn ⇀ µ se, e somente se, limn→∞ α
(µn)
j = α

(µ)
j para cada j ≥ 0 (veja Teorema A.1 do

Apêndice A ). Em outras palavras, limn→∞D(µn, µ) = 0 se, e somente se,

lim
n→∞

∫
T
fdµn =

∫
T
fdµ,

para qualquer função cont́ınua f , de valor complexo sobre T.

De posse do Lema 4.1, já podemos provar que os espaços Np e Vp são homeomorfos.

Para isso, definimos a função gp : Np → Vp, que associa a cada medida µ ∈ Np uma outra

medida µ̃ ∈ Vp, da seguinte forma:

gp(µ) := µ̃ se, e somente se, α
(µ̃)
j = α

(µ)
j , j = 0, 1, . . . , p− 1, (4.4)

onde {α(µ)
j }∞j=0 e {α(µ̃)

j }∞j=0 são as sequências de coeficientes de Verblunsky associadas,

respectivamente, às medidas µ e µ̃.

O Teorema 1.2 nos garante que a função gp está bem definida. Dáı, levando-se em

consideração a métrica D, dada por (4.2), podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Os espaços (Np, D) e (Vp, D) são homeomorfos.

Demonstração: Seja gp : Np → Vp a função definida por (4.4). Inicialmente, vamos

mostrar que gp é uma bijeção. Com efeito, consideremos µ1 e µ2 duas medidas em Np tais

que gp(µ1) = gp(µ2). Se gp(µ1) = µ̃1 e gp(µ2) = µ̃2, com µ̃1, µ̃2 ∈ Vp, então, usando (4.4),

obtemos

α
(µ1)
j = α

(µ̃1)
j = α

(µ̃2)
j = α

(µ2)
j , j = 0, 1, . . . , p− 1.

Consequentemente, de (1.25) e (1.26), temos

c
(µ1)
j = c

(µ2)
j e m

(µ1)
j = m

(µ2)
j , j = 1, 2, . . . , p.
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Dáı, como µ1, µ2 ∈ Np, podemos usar a unicidade dada no Teorema 1.14 para concluir

que µ1 = µ2. Isto mostra a injetividade da função gp.

Afirmamos que gp é, também, sobrejetiva. De fato, para cada µ̃ ∈ Vp, seja

{{c(µ̃)
j }∞j=1, {m

(µ̃)
j }∞j=1} o par de sequências reais associado a µ̃ (como no Teorema 1.14) e

consideremos µ ∈ Np tal que

c
(µ)
j = c

(µ̃)
j e m

(µ)
j = m

(µ̃)
j , j = 1, 2, . . . , p,

onde {{c(µ)
j }∞j=1, {m

(µ)
j }∞j=1} é o par de sequências reais associado a µ. Então, usando

novamente as relações em (1.25) e (1.26), claramente, temos α
(µ̃)
j = α

(µ)
j , j = 0, 1, . . . , p−1

ou, equivalentemente, gp(µ) = µ̃. Desta forma, gp é sobrejetiva e, portanto, bijetiva.

Agora, precisamos provar que gp e g−1
p são funções cont́ınuas na métrica D. Vamos

iniciar com a função gp. Considere uma sequência qualquer de medidas µn ∈ Np, n ∈ N,

convergindo para uma medida µ ∈ Np na métrica D, isto é, D(µn, µ)→ 0 quando n→∞.

Se gp(µn) = µ̃n e gp(µ) = µ̃, com µ̃, µ̃n ∈ Vp, n ∈ N, então, pela definição de gp, temos

α
(µ̃n)
j = α

(µn)
j e α

(µ̃)
j = α

(µ)
j , j = 0, 1, . . . , p− 1.

Logo, usando o Lema 4.1, conclúımos que

lim
n→∞

α
(µ̃n)
j = lim

n→∞
α

(µn)
j = α

(µ)
j = α

(µ̃)
j , j = 0, 1, . . . , p− 1. (4.5)

Além disso, como µ̃, µ̃n ∈ Vp, n ∈ N, podemos afirmar que o limite dado em (4.5) ocorre

para cada j ≥ 0. Assim, usando mais uma vez o Lema 4.1, obtemos D(gp(µn), gp(µ)) =

D(µ̃n, µ̃)→ 0 quando n→∞. Portanto, gp é cont́ınua.

Podemos provar a continuidade de g−1
p de maneira análoga. Com efeito, conside-

remos µ̃n, n ∈ N, uma sequência qualquer de medidas em Vp convergindo (na métrica D)

para uma medida µ̃ ∈ Vp, ou seja, D(µ̃n, µ̃) → 0 quando n → ∞. Se µ e µn, n ∈ N, são

medidas em Np tais que g−1
p (µ̃n) = µn e g−1

p (µ̃) = µ então, pela definição de g−1
p e pelo

Lema 4.1, é fácil verificar que

lim
n→∞

α
(µn)
j = α

(µ)
j , j = 0, 1, . . . , p− 1.

Consequentemente, usando o Teorema 1.14 e o fato que µ, µn ∈ Np, n ∈ N, obtemos

lim
n→∞

c
(µn)
j = c

(µ)
j e lim

n→∞
d

(µn)
j = d

(µ)
j , j ≥ 1. (4.6)

Por fim, de (4.6) e do Lema 4.1, conclúımos que g−1
p é cont́ınua.
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Agora, vamos obter condições necessárias e suficientes para que uma medida per-

tença ao espaço Np do ponto de vista dos seus respectivos coeficientes de Verblunsky. Esta

caracterização nos permitirá, dentre outras coisas, extrair informações sobre o conjunto

dos pontos fixos do homeomorfismo gp.

Considere µ ∈ P(T) com seu par associado de sequências reais, {{c(µ)
j }∞j=1,

{m(µ)
j }∞j=1}, como no Teorema 1.14. Considere também sua correspondente sequência

de coeficientes de Verblunsky, {α(µ)
j }∞j=0. Das relações (1.25) e (1.26), temos

α
(µ)
j−1 = ρ

(µ)
j−1

[
1− 2m

(µ)
j − ic

(µ)
j

1− ic(µ)
j

]
e ρ

(µ)
j =

1− ic(µ)
j

1 + ic
(µ)
j

ρ
(µ)
j−1 =

j∏
k=1

1− ic(µ)
k

1 + ic
(µ)
k

, j ≥ 1,

com ρ
(µ)
0 = 1.

Então, se fizermos λ = ρ
(µ)
p , podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2. Sejam µ ∈ P(T) e {α(µ)
j }∞j=0 sua correspondente sequência de coeficientes

de Verblunsky. Então, µ ∈ Np se, e somente se, α
(µ)
j+p = λα

(µ)
j , j ≥ 0, com λ = ρ

(µ)
p .

Demonstração: Assuma que α
(µ)
j+p = λα

(µ)
j , j ≥ 0, onde λ = ρ

(µ)
p . Mostraremos que

µ ∈ Np ou, equivalentemente, provaremos que c
(µ)
j+p = c

(µ)
j e m

(µ)
j+p = m

(µ)
j , j ≥ 1. De

fato, usando (1.25), (1.26) e considerando j = 0 em nossa hipótese, facilmente, temos

c
(µ)
p+1 = c

(µ)
1 e m

(µ)
p+1 = m

(µ)
1 . Agora, suponha que

c
(µ)
j+p = c

(µ)
j e m

(µ)
j+p = m

(µ)
j , 1 ≤ j ≤ k. (4.7)

Usando novamente (1.25) e (1.26), obtemos

α
(µ)
k+p =

p∏
n=1

[
1 + ic

(µ)
n

1− ic(µ)
n

]
p+k∏

n=p+1

[
1 + ic

(µ)
n

1− ic(µ)
n

][
1− 2m

(µ)
k+p+1 − ic

(µ)
k+p+1

1− ic(µ)
k+p+1

]
(4.8)

e

α
(µ)
k = ρ

(µ)
k

[
1− 2m

(µ)
k+1 − ic

(µ)
k+1

1− ic(µ)
k+1

]
. (4.9)

Logo, como α
(µ)
k+p = λα

(µ)
k , com λ = ρ

(µ)
p , a partir de (4.7), (4.8) e (4.9), podemos afirmar

que

1− 2m
(µ)
k+p+1 − ic

(µ)
k+p+1

1− ic(µ)
k+p+1

=
1− 2m

(µ)
k+1 − ic

(µ)
k+1

1− ic(µ)
k+1

e, consequentemente,

c
(µ)
k+p+1 = c

(µ)
k+1 e m

(µ)
k+p+1 = m

(µ)
k+1.

Portanto, por indução matemática, conclúımos que c
(µ)
j+p = c

(µ)
j e m

(µ)
j+p = m

(µ)
j , j ≥ 1.
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Reciprocamente, se µ ∈ Np então a sequência {c(µ)
j }∞j=1 é p−periódica. Dáı, fazendo

ρ
(µ)
p = λ, temos

ρ
(µ)
j+p =

j+p∏
k=1

1− ic(µ)
k

1 + ic
(µ)
k

= ρ(µ)
p

j+p∏
k=p+1

1− ic(µ)
k

1 + ic
(µ)
k

= λ

j∏
k=1

1− ic(µ)
k

1 + ic
(µ)
k

= λρ
(µ)
j , j ≥ 1. (4.10)

Assim, de (1.25), (4.10) e da p−periodicidade do par {{c(µ)
j }∞j=1, {m

(µ)
j }∞j=1}, obtemos

α
(µ)
j+p = ρ

(µ)
j+p

[
1− 2m

(µ)
j+p+1 − ic

(µ)
j+p+1

1− ic(µ)
j+p+1

]
= λρ

(µ)
j

[
1− 2m

(µ)
j+1 − ic

(µ)
j+1

1− ic(µ)
j+1

]
= λα

(µ)
j , j ≥ 0.

Isto completa a prova.

Corolário 4.1. Seja µ ∈ Np. Se existe µ̃ ∈ Vp tal que σess(µ) = σess(µ̃) então µ ∈ Vp∩Np.

Demonstração: Primeiramente, vamos assumir que µ̃ ∈ Vp \ {ω0}, onde ω0 denota a

medida de Lebesgue. Então, temos α
(µ̃)
j+p = βα

(µ̃)
j , j ≥ 0, com β exatamente igual a 1.

Por outro lado, como µ ∈ Np, o Teorema 4.2 nos garante que α
(µ)
j+p = λα

(µ)
j , j ≥ 0,

com λ = ρ
(µ)
p . Consequentemente, usando a hipótese que σess(µ) = σess(µ̃), devemos

ter, necessariamente, λ = β = 1 (veja Teorema A.4 do Apêndice A). Isto mostra que

µ ∈ Vp ∩Np.

Agora, se µ̃ = ω0, então σess(µ) = σess(µ̃) = T. Dáı, pelo Teorema de Rakhmanov

(veja Teorema A.3 do Apêndice A), podemos afirmar que

lim
n→∞

|α(µ)
n | = 0. (4.11)

Logo, usando (1.23) e (4.11), obtemos

lim
n→∞

c(µ)
n = 0 e lim

n→∞
m(µ)
n =

1

2
. (4.12)

Uma vez que µ ∈ Np, as sequências {c(µ)
j }∞j=1 e {m(µ)

j }∞j=1 são p−periódicas. Assim,

utilizando (4.12), conclúımos que

c(µ)
n = 0 e m(µ)

n =
1

2
, n ≥ 1.

Mas, pelas relações (1.25) e (1.26), isto equivale a α
(µ)
n = 0, n ≥ 0. Portanto, µ = ω0 ∈

Vp ∩Np (veja Exemplo 1.2 e Observação 3.1) e isto completa a prova.

Observação 4.2. A partir do Teorema 4.2 e da definição do homeomorfismo gp (dada

em (4.4)), é fácil ver que µ ∈ Np é um ponto fixo de gp se, e somente se, λ = ρ
(µ)
p =

1. Consequentemente, se denotarmos o conjunto dos pontos fixos de gp por Fp, então,

imediatamente, temos Fp = Np ∩ Vp.
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Observação 4.3. Segundo Simon [36], uma sequência de coeficientes de Verblunsky

{αj}∞j=0 é chamada periódica “a menos de uma fase” se, para algum p ∈ N, existe λ ∈ T

satisfazendo αj+p = λαj, j ≥ 0. Assim, se Up denota o espaço de todas as medidas de

probabilidade não triviais no ćırculo unitário tais que suas correspondentes sequências de

coeficientes de Verblunsky são periódicas “a menos de uma fase”, então o Teorema 4.2

garante que Np $ Up. Além disso, claramente Vp $ Up. Na próxima seção (veja o Teo-

rema 4.3) apresentaremos uma caracterização para o conjunto Fp = Np ∩ Vp e veremos

que (Np ∩ Vp) \ {ω0}, Np \ Vp e Vp \ Np são conjuntos não vazios. A Figura 4.1 ilustra

algumas relações estabelecidas para os conjuntos Up, Vp e Np.

Figura 4.1: Algumas relações entre os conjuntos Np, Vp e Up.

4.2 Caracterização para medidas em Np ∩ Vp

No Caṕıtulo 3, deste trabalho, partindo-se de uma medida µ ∈ Np, foi mostrado

como obter medidas em Np ∩ Vp = Fp para o caso em que a sequência associada {cn}∞n=1

também satisfaz a condição c2s = −c2s−1, s ≥ 1 (veja Observação 3.1).

Nesta seção, estamos interessados em caracterizar as posśıveis escolhas para o par

de sequências reais {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1} que nos conduzem a medidas em Fp. A fim de

fazer isso, vamos considerar o conjunto X`, ` ∈ N, tal que X1 := {0} ⊂ R e

X` :=

{
(x1, . . . , x`) ∈ R` : x` = −

Im
∏`−1

j=1(1 + ixj)

Re
∏`−1

j=1(1 + ixj)

}
, ` ≥ 2. (4.13)

Observe que X1 := {0} ⊂ R é uma subvariedade 0−dimensional de R. Além disso,

para ` ≥ 2, considerando o conjunto fechado

Y =

{
(x1, . . . , x`−1) ∈ R`−1 : Re

`−1∏
j=1

(1 + ixj) = 0

}
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e a função suave f : R`−1 \ Y → R tal que

f(x1, . . . , x`−1) = −
Im

∏`−1
j=1(1 + ixj)

Re
∏`−1

j=1(1 + ixj)
,

podemos concluir que X` = graf(f).

Por outro lado, como R`−1 \ Y é uma subvariedade de R`−1 com dimensão ` − 1

(já que é aberto) e f : R`−1 \ Y → R é suave, então graf(f) é, necessariamente, uma

subvariedade de R` com dimensão `− 1.

Assim, para qualquer ` ≥ 1, o conjunto X` é uma subvariedade de R` com di-

mensão ` − 1. As Figuras 4.2 e 4.3 ilustram a subvariedade X` quando ` = 2 e ` = 3,

respectivamente.

Figura 4.2: Subvariedade X2. Figura 4.3: Subvariedade X3.

Com relação a subvariedade X`, ` ≥ 1, podemos afirmar o seguinte:

Proposição 4.1. Para ` ≥ 1, seja X` definido por (4.13). Então, X` × {0} ⊂ X`+1.

Demonstração: Seja (x1, . . . , x`) ∈ R`. Note que

∏̀
j=1

(1 + ixj) =

[
`−1∏
j=1

(1 + ixj)

]
(1 + ix`) ∈ R

se, e somente se,

x`Re
`−1∏
j=1

(1 + ixj) + Im
`−1∏
j=1

(1 + ixj) = 0.

Desta forma, usando (4.13), podemos afirmar que

(x1, . . . , x`) ∈ X` se, e somente se,
∏̀
j=1

(1 + ixj) ∈ R, ` ≥ 1. (4.14)
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Portanto, se ` ≥ 1 e (x1, . . . , x`) ∈ X` então, da equivalência (4.14), obtemos[∏̀
j=1

(1 + ixj)

]
[1 + i0] =

∏̀
j=1

(1 + ixj) ∈ R.

Consequentemente, usando novamente (4.14), conclúımos que (x1, . . . , x`, 0) ∈ X`+1.

O próximo teorema utiliza, exatamente, a subvariedade Xp, p ∈ N, para caracteri-

zar o conjunto Fp = Np ∩ Vp.

Teorema 4.3. Sejam µ ∈ Np (ou µ ∈ Vp) e {c(µ)
j }∞j=1 a sequência real associada à medida

µ, como no Teorema 1.14. Então, µ ∈ Np ∩ Vp se, e somente se, (c
(µ)
1 , . . . , c

(µ)
p ) ∈ Xp.

Demonstração: Usando o Teorema 4.2, podemos mostrar que

µ ∈ Np ∩ Vp se, e somente se,

∏p
j=1(1− ic(µ)

j )∏p
j=1(1 + ic

(µ)
j )

= ρ(µ)
p = 1. (4.15)

Por outro lado, temos∏p
j=1(1− ic(µ)

j )∏p
j=1(1 + ic

(µ)
j )

= 1 se, e somente se,

p∏
j=1

(1 + ic
(µ)
j ) ∈ R. (4.16)

Agora, o resultado segue das equivalências (4.14), (4.15) e (4.16).

Seja S ⊂ P(T) o espaço das medidas simétricas no ćırculo unitário (veja Definição

1.11). Então, vale o seguinte resultado:

Corolário 4.2. S ∩ Np ⊆ Vp ∩ Np, p ≥ 1. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente

se, p = 1.

Demonstração: De acordo com a Observação 1.6, µ ∈ S se, e somente se, c
(µ)
n = 0,

n ≥ 1. Portanto, se µ ∈ S ∩ Np, temos (c
(µ)
1 , c

(µ)
2 , . . . , c

(µ)
p ) = (0, 0, . . . , 0) ∈ Xp. Logo,

usando o Teorema 4.3, conclúımos que µ ∈ Vp ∩Np. Assim, S ∩Np ⊂ Vp ∩Np, p ≥ 1.

Além disso, se p = 1 e µ ∈ Vp∩Np, então, usando o Teorema 4.3 e a p−periodicidade

da sequência {c(µ)
n }∞n=1, conclúımos que c

(µ)
n = 0, para todo n ≥ 1. Consequentemente, µ

é simétrica e, portanto, µ ∈ S ∩Np.

Por outro lado, se p ≥ 2, existe, por exemplo, µ̃ ∈ Np \ S tal que

{c(µ̃)
n }∞n=1 = {c,−c, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

p−2 fatores

, c,−c, 0, 0, . . . , 0, . . .}, com c 6= 0.
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Note que, claramente, (c,−c, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p−2 fatores

) ∈ Xp (veja também Proposição 4.1). Dáı, usando

novamente o Teorema 4.3, temos µ̃ ∈ Vp ∩ Np. Logo, µ̃ ∈ Vp ∩ Np, entretanto, como

µ̃ ∈ Np \ S, devemos ter µ̃ 6∈ S ∩Np.

Observação 4.4. O Corolário 3.1 (do Caṕıtulo 3) também segue, agora, diretamente do

Teorema 4.3 uma vez que, se p é par e µ é uma medida em Np tal que sua sequência

associada {c(µ)
n }∞n=1 (como no Teorema 1.14) satisfaz c

(µ)
2s = −c(µ)

2s−1, para s ≥ 1, então,

claramente,
∏p

n=1(1 + ic
(µ)
n ) ∈ R. Dáı, usando a equivalência (4.14) e o Teorema 4.3,

podemos concluir que µ ∈ Np ∩ Vp. O caso em que p é ı́mpar também pode ser visto como

uma consequência direta do Teorema 4.3.

4.3 Equivalência entre os espaços Np e Vp

Consideremos sobre o espaço P(T) a seguinte relação:

µ1 ∼ µ2 se, e somemte se, exite w ∈ T tal que µ1(z) = µ2(wz), para todo z ∈ T.

É fácil ver que a relação “∼”, definida acima, é, de fato, uma relação de equivalência

sobre P(T). Neste caso, dizemos que µ1 e µ2 são equivalentes por rotação. Além disso,

denotamos a classe de equivalência de µ1 por [µ1 ].

Nesta seção, nosso principal objetivo é provar que

{[ µ̃ ] : µ̃ ∈ Vp} = {[µ ] : µ ∈ Np}, (4.17)

ou seja, vamos mostrar que o estudo de medidas em Np é completamente equivalente ao

estudo de medidas em Vp via rotação ou, ainda, que os espaços Np e Vp são “equivalentes

por rotação”.

Considerando a medida de Lebesgue ω0, definida no Exemplo 1.2 (cujos respectivos

coeficientes de Verblunsky são α
(ω0)
n = 0, para n ≥ 0), temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4. Sejam µ ∈ Np \ {ω0} e µ̃(z) = µ(wz), w ∈ T. Então, µ̃ ∈ Vp \ {ω0} se, e

somente se, w p = λ, onde λ = ρ
(µ)
p .

Demonstração: Suponha que µ̃ ∈ Vp \ {ω0}. Como µ ∈ Np \ {ω0}, existe k ∈ N ∪ {0}

tal que α
(µ)
k 6= 0. Além disso, do Teorema 4.2, temos

α
(µ)
k+p = λα

(µ)
k , com λ = ρ(µ)

p . (4.18)
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Por outro lado, usando a hipótese que µ̃(z) = µ(wz) e a Observação 1.5, obtemos

α
(µ̃)
k+p = w−k−p−1α

(µ)
k+p e α

(µ̃)
k = w−k−1α

(µ)
k . (4.19)

Dáı, como estamos assumindo µ̃ em Vp, temos α
(µ̃)
k+p = α

(µ̃)
k . Logo, usando (4.18), (4.19) e

a última igualdade, conclúımos que w p = λ, onde λ = ρ
(µ)
p .

Reciprocamente, se w p = λ, do Teorema 4.2, temos

α
(µ)
n+p = w pα(µ)

n , n ≥ 0. (4.20)

Uma vez que µ̃(z) = µ(wz) e µ 6= ω0, então µ̃ 6= ω0. Além disso, podemos usar novamente

a Observação 1.5 para obter

α
(µ̃)
n+p = w−n−p−1α

(µ)
n+p e α(µ̃)

n = w−n−1α(µ)
n , n ≥ 0. (4.21)

Finalmente, utilizando os valores encontrados em (4.20) e (4.21), podemos afirmar que

α
(µ̃)
n+p = α

(µ̃)
n , n ≥ 0, isto é, µ̃ ∈ Vp \ {ω0}.

O Teorema 4.4 mostra que existem exatamente p medidas em Vp \ {ω0} que são

equivalentes por rotação a uma dada medida em Np \ {ω0}. Este resultado é uma con-

sequência natural do Teorema 4.2. O próximo resultado lida com o problema oposto.

Teorema 4.5. Sejam µ̃ ∈ Vp \ {ω0} e µ(z) = µ̃(wz), w ∈ T. Então, µ ∈ Np \ {ω0} se, e

somente se, τ
(µ̃)
p (w) = 1, onde τ

(µ̃)
p (w) é dado por (1.30).

Demonstração: Assuma que µ ∈ Np \ {ω0}. Como µ̃ ∈ Vp \ {ω0} e µ(z) = µ̃(wz) ou,

equivalentemente, µ̃(z) = µ(wz), o Teorema 4.4 nos garante que w
p

= λ = ρ
(µ)
p . Por

outro lado, da Observação 1.5, temos ρ
(µ)
p = w

p
τ

(µ̃)
p (w). Dáı, claramente, τ

(µ̃)
p (w) = 1.

Para provar a rećıproca da afirmativa vamos admitir w em T tal que τ
(µ̃)
p (w) = 1.

Como µ(z) = µ̃(wz), podemos usar mais uma vez a Observação 1.5 para concluir que

α
(µ)
n+p = wn+p+1α

(µ̃)
n+p e α(µ)

n = wn+1α(µ̃)
n , n ≥ 0, (4.22)

e, além disso,

ρ(µ)
p = w

p

τ (µ̃)
p (w) = w

p

. (4.23)

Agora, usando (4.22), (4.23) e o fato que α
(µ̃)
n+p = α

(µ̃)
n , n ≥ 0 (pois µ̃ ∈ Vp\{ω0}), obtemos

α
(µ)
n+p = λα(µ)

n , n ≥ 0,
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com λ = ρ
(µ)
p . Consequentemente, do Teorema 4.2, µ ∈ Np \ {ω0}.

O Teorema 4.5 nos diz que dada uma medida µ̃ (µ̃ 6= ω0) com correspondente

sequência de coeficientes de Verblunsky p−periódica, é sempre posśıvel obter exatamente

pmedidas pertencentes aNp\{ω0} que são equivalentes por rotação à medida µ̃ ∈ Vp\{ω0}.

Esse resultado também mostra como construir essas p medidas.

Observação 4.5. De acordo com o resultado obtido em (3.15), a condição τ
(µ̃)
p (w) = 1,

no Teorema 4.5, equivale a dizer que w é um posśıvel ponto puro de µ̃. Logo, o Teorema

4.5 diz que para obter uma medida µ ∈ Np \ {ω0} equivalente por rotação à medida

µ̃ ∈ Vp \ {ω0}, precisamos escolher w tal que w é um posśıvel ponto puro de µ̃.

A igualdade requerida em (4.17) é, portanto, uma consequência imediata dos Teo-

remas 4.4 e 4.5. Assim, para o espaço Np, podemos afirmar o seguinte resultado (análogo

àquele fornecido no Teorema 1.3 para o espaço Vp):

Teorema 4.6. Seja dµ = w(θ)dθ/2π + dµs uma medida de probabilidade em Np. Então,

existem conjuntos fechados B1, . . . ,Bp, em T, tais que σess(µ) = ∪pj=1Bj e dµs[∪pj=1Bj] = ∅.

Além disso, em cada arco aberto disjunto de T \ ∪pj=1Bj, µ não tem suporte ou tem um

único ponto puro.

Os próximos resultados nesta seção referem-se a pontos puros de medidas em Np.

Lema 4.2. Seja µ ∈ Np, p ∈ N. Então, w é um posśıvel ponto puro da medida µ se, e

somente se, a sequência {τ (µ)
n (w)}∞n=0, definida em (1.30), satisfaz τ

(µ)
n+p(w) = λτ

(µ)
n (w),

n ≥ 0, com λ = ρ
(µ)
p .

Demonstração: Uma vez que a medida de Lebesgue ω0 não tem qualquer ponto puro,

podemos assumir, sem perda de generalidade, µ 6= ω0.

Considere µ̃(z) = µ(wλz), onde wλ é tal que w p
λ = λ, com λ = ρ

(µ)
p . Assim, pelo

Teorema 4.4, temos µ̃ ∈ Vp \ {ω0}.

Note que w̃ é um posśıvel ponto puro de µ̃ se, e somente se, w = wλw̃ é um

posśıvel ponto puro de µ. Por outro lado, w̃ é um posśıvel ponto puro de µ̃ se, e somente

se, τ
(µ̃)
p (w̃) = 1 (veja (3.15)).

Se φp(µ̃; .) e φp(µ; .) são os p−ésimos polinômios ortogonais associados, respectiva-

mente, às medidas µ̃ e µ, também temos φp(µ̃; z) = w p
λφp(µ;wλz) e φ∗p(µ̃; z) = φ∗p(µ;wλz)
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(veja Observação 1.5). Consequentemente, usando (1.30), podemos ver facilmente que a

condição τ
(µ̃)
p (w̃) = 1 é equivalente a

w p
λ

φp(µ;wλw̃)

φ∗p(µ;wλw̃)
= 1. (4.24)

Além disso, como (4.24) é equivalente a τ
(µ)
p (w) = λ, conclúımos que w é um

posśıvel ponto puro de µ se, e somente se, τ
(µ)
p (w) = λ, com λ = ρ

(µ)
p .

Para concluir a prova do lema é suficiente mostrar que a condição τ
(µ)
p (w) = λ

ocorre, se e somente se, a sequência {τ (µ)
n (w)}∞n=0 é tal que τ

(µ)
n+p(w) = λτ

(µ)
n (w), n ≥ 0.

Assuma que w satisfaz τ
(µ)
p (w) = λ. Como, τ

(µ)
0 (w) = 1, claramente temos

τ
(µ)
p (w) = λτ

(µ)
0 (w). Agora, suponha que

τ
(µ)
k+p(w) = λτ

(µ)
k (w), k ∈ N. (4.25)

Então, usando (1.30), (4.25) e o Teorema 4.2, obtemos

τ
(µ)
k+1+p(w) =

wτ
(µ)
k+p(w)− α(µ)

k+p

1− wτ (µ)
k+p(w)α

(µ)
k+p

=
wλτ

(µ)
k (w)− λα(µ)

k

1− wλτ (µ)
k (w)λα

(µ)
k

= λτ
(µ)
k+1(w).

Portanto, pelo prinćıpio de indução finita, segue que τ
(µ)
n+p(w) = λτ

(µ)
n (w), n ≥ 0, com

λ = ρ
(µ)
p .

Reciprocamente, se a sequência {τ (µ)
n (w)}∞n=0 é tal que τ

(µ)
n+p(w) = λτ

(µ)
n (w), n ≥ 0,

então, fazendo n = 0, é imediato que τ
(µ)
p (w) = λ. Isto completa a prova.

Agora, podemos enunciar o seguinte resultado análogo àquele fornecido no Teorema

3.3 para medidas em Vp.

Teorema 4.7. Seja µ ∈ Np, p ∈ N. Consideremos {α(µ)
n }∞n=0 a sequência de coeficientes

de Verblunsky associada à medida µ e {τ (µ)
n (w)}∞n=0 a sequência definida em (1.30). Su-

ponha que w ∈ T é um posśıvel ponto puro da medida µ. Então, w é um ponto puro de µ

se, e somente se,
p∏
j=1

|1− wτ (µ)
j−1(w)α

(µ)
j−1|2 <

p∏
j=1

[
1− |α(µ)

j−1|2
]
.

Além disso, se w é um ponto puro de µ, então o tamanho da massa neste ponto é dado

por

µ({w}) =
γ

γ + ζ
,

onde ζ =

p∑
n=1

n∏
j=1

|1− wτ (µ)
j−1(w)α

(µ)
j−1|2

1− |α(µ)
j−1|2

e γ = 1−
p∏
j=1

|1− wτ (µ)
j−1(w)α

(µ)
j−1|2

1− |α(µ)
j−1|2

.
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Demonstração: Para j ≥ 1, seja qj = |1−wτ (µ)
j−1(w)α

(µ)
j−1|2/[1− |α

(µ)
j−1|2]. Pelo Teorema

1.15, sabemos que w é um ponto puro de µ se, e somente se, a soma infinita s(w) =∑∞
n=1

∏n
j=1 qj é convergente.

Uma vez que µ ∈ Np, pelo Teorema 4.2, temos α
(µ)
j+p = λα

(µ)
j , j ≥ 0, com λ = ρ

(µ)
p .

Consequentemente, como w é um posśıvel ponto puro de µ e |λ| = 1, do Lema 4.2,

conclúımos que qj+p = qj, j ≥ 1. Agora, o resultado segue exatamente como na prova do

Teorema 3.3.

Observação 4.6. O Lema 4.2 e o Teorema 4.7 também podem ser provados no caso geral

onde µ ∈ Up, isto é, quando µ é qualquer medida de probabilidade cuja correspondente

sequência de coeficientes de Verblunsky é periódica “a menos de uma fase” (neste caso,

λ é qualquer número complexo tal que |λ| = 1). Para isso, a hipótese µ ∈ Np deve

ser substitúıda por µ ∈ Up. Assim, os coeficientes de Verblunsky associados a medida µ

satisfazem α
(µ)
n+p = λα

(µ)
n , n ≥ 0, para λ ∈ T e p ∈ N. Portanto, na prova do Lema 4.2,

considerando µ̃(z) = µ(wλz), onde wλ é tal que w p
λ = λ, com λ ∈ T, usando a Observação

1.5, temos

α
(µ̃)
j = wj+1

λ α
(µ)
j , j ≥ 0.

Consequentemente, como α
(µ)
n+p = λα

(µ)
n , n ≥ 0, obtemos

α
(µ̃)
n+p = wn+p+1

λ λα(µ)
n = wn+1

λ α(µ)
n = α(µ̃)

n , n ≥ 0.

Portanto, µ̃ ∈ Vp \ {ω0} e a prova do Lema 4.2 segue analogamente. Além disso, note que

a prova do Teorema 4.7 é análoga quando substitúımos a hipótese µ ∈ Np por µ ∈ Up,

uma vez que neste caso, temos α
(µ)
n+p = λα

(µ)
n , n ≥ 0, com λ ∈ T (isto é, |λ| = 1).

4.4 Polinômios para-ortogonais associados

Em (4.1), caracterizamos uma medida µ de Np em termos da periodicidade das

sequências do par {{c(µ)
n }∞n=1, {m

(µ)
n }∞n=1} que está associado à medida µ, como no Teorema

1.14.

Agora, dada uma medida µ em Np, investigamos o que acontece com as sequências

do par associado {{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n }∞n=1}, onde {d(µ)

n }∞n=1 é a sequência encadeada posi-

tiva cuja sequência minimal de parâmetros é, exatamente, a sequência {m(µ)
n }∞n=0 (veja

Teorema 1.14).
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De acordo com o Teorema 1.11, se {an}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva,

então {an+1}∞n=1 é, também, uma sequência encadeada positiva. Além disso, se {Mn}∞n=0

é a sequência maximal de parâmetros para {an}∞n=1 então {Mn+1}∞n=0 é a sequência ma-

ximal de parâmetros para {an+1}∞n=1. Assim, se µ ∈ Np, usando a p−periodicidade das

sequências do par {{c(µ)
n }∞n=1, {m

(µ)
n }∞n=1}, associado à medida µ, podemos afirmar o se-

guinte:

Lema 4.3. Sejam µ ∈ Np e {{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n }∞n=1} o par de sequências reais associado à

medida µ, como no Teorema 1.14. Então as sequências reais do par {{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n+1}∞n=1}

são p−periódicas e, além disso, {d(µ)
n+1}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva não uni-

camente determinada.

O próximo resultado é uma espécie de rećıproca do Lema 4.3. Ele diz que qual-

quer medida µ ∈ P(T) associada ao par de sequências reais {{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n }∞n=1}, com

{c(µ)
n }∞n=1 p−periódica e {d(µ)

n+1}∞n=1 uma sequência encadeada positiva p−periódica e não

unicamente determinada, é uma ligeira modificação de alguma medida espećıfica em Np.

Lema 4.4. Seja µ ∈ P(T) a medida associada ao par de sequências reais {{c(µ)
n }∞n=1,

{d(µ)
n }∞n=1}, como no Teorema 1.14. Suponha que {d(µ)

n+1}∞n=1 e {c(µ)
n }∞n=1 são sequências

p−periódicas. Então, existe 0 ≤ ε < 1 e µ(0; .) ∈ Np, com massa zero em z = 1, tal que∫
T
`(z) dµ(z) = (1− ε)

∫
T
`(z) dµ(0; z) + ε `(1),

para qualquer polinômio de Laurent `.

Demonstração: Seja ε (0 ≤ ε < 1) a massa da medida µ em z = 1. Consideremos a

famı́lia de medidas de probabilidade não triviais no ćırculo unitário, {µ(δ; .) : 0 ≤ δ < 1},

constrúıda a partir de µ, onde∫
T
`(z) dµ(δ; z) =

1− δ
1− ε

∫
T
`(z) dµ(z) +

δ − ε
1− ε

`(1), 0 ≤ δ < 1, (4.26)

para qualquer polinômio de Laurent `.

Para cada 0 ≤ δ < 1, seja {{cn(δ)}∞n=1, {dn(δ)}∞n=1} o par de sequências reais

associado à medida µ(δ; .), como no Teorema 1.14, e seja {mn(δ)}∞n=0 a sequência minimal

de parâmetros para {dn(δ)}∞n=1. Dos resultados estabelecidos em [13], para qualquer

0 ≤ δ < 1, temos

cn(δ) = c(µ)
n e dn+1(δ) = d

(µ)
n+1, n ≥ 1. (4.27)
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Além disso, se {M (µ)
n }∞n=0 é a sequência maximal de parâmetros para {d(µ)

n }∞n=1 então

d1(δ) = (1− δ)M (µ)
1 . (4.28)

Como {d(µ)
n+1}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva p−periódica, dos Teore-

mas 1.11 e 1.13, conclúımos que {M (µ)
n+1}∞n=0 é a sequência maximal de parâmetros para

{d(µ)
n+1}∞n=1, sendo {M (µ)

n+1}∞n=0, também, p−periódica.

Portanto, se considerarmos a medida µ(0; .) ∈ {µ(δ; .) : 0 ≤ δ < 1}, temos δ = 0

e, consequentemente, da segunda igualdade em (4.27) e de (4.28), podemos afirmar que a

sequência encadeada positiva {dn(0)}∞n=1 é tal que sua correspondente sequência minimal

de parâmetros {mn(0)}∞n=0 satisfaz mn(0) = M
(µ)
n , n ≥ 1. Desta forma, {mn(0)}∞n=1 é

p−periódica.

Por outro lado, usando a p−periodicidade da sequência {c(µ)
n }∞n=1 e a primeira

igualdade em (4.27), obtemos

cn+p(0) = c
(µ)
n+p = c(µ)

n = cn(0), n ≥ 1,

isto é, {cn(0)}∞n=1 também é p−periódica. Assim, µ(0; .) pertence a Np e o resultado segue

de (4.26) com δ = 0.

Observação 4.7. Basicamente, os Lemas 4.3 e 4.4 mostram que ao estudarmos o espaço

Np estamos, de fato, estudando as medidas em P(T) que estão associadas ao par {{cn}∞n=1,

{dn}∞n=1} (como no Teorema 1.14), onde {cn}∞n=1 e {dn+1}∞n=1 são sequências p−periódicas.

Como consequência dos Lemas 4.3 e 4.4, e ainda, de alguns resultados encontrados

em Castillo et al. [10] e Costa et al. [13], podemos afirmar o seguinte:

Teorema 4.8. (a) Dada µ ∈ Np tal que {{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n }∞n=1} é o seu correspondente par

de sequências reais, como no Teorema 1.14, então associada a esta medida, existe uma

sequência de polinômios {Rn(z)}∞n=0 satisfazendo (1.28), com {{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n+1}∞n=1} um

par de sequências reais p−periódicas e {d(µ)
n+1}∞n=1 uma sequência encadeada positiva não

unicamente determinada.

(b) Reciprocamente, dada uma sequência de polinômios {Rn(z)}∞n=0 satisfazendo (1.28),

com {{cn}∞n=1, {dn+1}∞n=1} um par de sequências reais p−periódicas e {dn+1}∞n=1 uma

sequência encadeada positiva não unicamente determinada, então associada a esta se-

quência, existe uma medida µ ∈ Np.
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Demonstração: Se µ ∈ Np e {{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n }∞n=1} é o seu correspondente par de

sequências reais, como no Teorema 1.14, então, por resultados fornecidos em [13], existe

uma sequência de polinômios {Rn(z)}∞n=0 satisfazendo (1.28). Agora, o item (a) segue do

Lema 4.3.

Reciprocamente, consideremos {Rn(z)}∞n=0 uma sequência de polinômios satis-

fazendo (1.28), com {{cn}∞n=1, {dn+1}∞n=1} um par de sequências reais p−periódicas e

{dn+1}∞n=1 uma sequência encadeada positiva não unicamente determinada.

Uma vez que {dn+1}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva não unicamente de-

terminada, podemos afirmar que sua sequência maximal de parâmetros {Mn+1}∞n=0 é tal

que M1 > 0. Logo, pelo Teorema 1.12, podemos obter uma nova sequência encadeada

positiva {dn}∞n=1 fazendo d1 = (1− ε)M1, com 0 ≤ ε < 1.

Assim, pelos resultados estabelecidos em [10], a partir da sequência {Rn(z)}∞n=0,

podemos recuperar uma única medida µ̂ em P(T), associada ao par {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1},

tal que M0 = ε é o tamanho da massa em z = 1, onde M0 é o parâmetro inicial da

sequência maximal de parâmetros {Mn}∞n=0 de {dn}∞n=1.

Agora, para completar a prova do item (b), usamos a medida µ̂ e o Lema 4.4, para

obter uma medida µ = µ̂(0; .) ∈ Np (com massa zero em z = 1) que, por construção, está

associada a sequência de polinômios {Rn(z)}∞n=0.

Como mencionado no Caṕıtulo 1 desse trabalho, os polinômios (z−1)Rn(z), n ≥ 0,

dados por (1.29), são polinômios para-ortogonais no ćırculo unitário. O próximo resultado

mostra que podemos usar, justamente, os zeros de um desses polinômios para determinar

os posśıveis pontos puros de uma medida em Np.

Teorema 4.9. Sejam µ ∈ Np e {Rn(z)}∞n=0 a correspondente sequência de polinômios

satisfazendo a fórmula de recorrência (1.28). Então, w é um posśıvel ponto puro da

medida µ se, e somente se, w satisfaz a equação (z − 1)Rp−1(z) = 0.

Demonstração: A partir da prova do Lema 4.2, podemos afirmar que w é um posśıvel

ponto puro da medida µ se, e somente se, τ
(µ)
p (w) = λ, com λ = ρ

(µ)
p , onde os números

ρ
(µ)
p e τ

(µ)
p (w) são dados, respectivamente, por (1.26) e (1.30).

Além disso, de (1.30), a condição λ = τ (µ)
p (w) é equivalente a φp(µ;w)−λφ∗p(µ;w) =

0, onde φp(µ; .) é o polinômio ortogonal, de grau p, associado à medida µ e φ∗p(µ; .) é o

seu rećıproco, ou seja, φ∗p(µ; z) = zpφp(µ; 1/z).
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Por outro lado, se {{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n }∞n=1} é o par de sequências reais associado à

medida µ e {m(µ)
n }∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros para {d(µ)

n }∞n=1, então, de

(1.31), temos

φp(µ; z) =
1∏p

k=1(1 + ic
(µ)
k )

[
Rp(z)− 2(1−m(µ)

p )Rp−1(z)
]
. (4.29)

Consequentemente, como R∗n(z) = znRn(1/z) = Rn(z), n ≥ 1 (veja Observação 1.3),

obtemos

φ∗p(µ; z) =
1∏p

k=1(1− ic(µ)
k )

[
Rp(z)− 2(1−m(µ)

p )zRp−1(z)
]
. (4.30)

Portanto, uma vez que λ = ρ
(µ)
p =

∏p
k=1(1 − ic

(µ)
k )/(1 + ic

(µ)
k ), usando (4.29) e

(4.30), conclúımos que

φp(µ;w)− λφ∗p(µ;w) = 0 se, e somente se, (w − 1)Rp−1(w) = 0.

Isto completa a prova.

4.4.1 Um caso especial

Agora, apresentamos um caso em que os zeros dos polinômios Rn(z), n ≥ 1, podem

ser dados em termos dos coeficientes, {cn}∞n=1 e {dn+1}∞n=1, que aparecem na fórmula de

recorrência (1.28).

Seja cn = c, n ≥ 1, e {dn+1}∞n=1 uma sequência encadeada positiva. Neste caso

especial, a fórmula de recorrência de três termos (1.28) é dada por

Rn+1(z) = [(1 + ic)z + (1− ic)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z), n ≥ 1, (4.31)

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic)z + (1− ic).

Como exposto no Caṕıtulo 1, para estudar os zeros de Rn(z), n ≥ 1, é conveni-

ente estudar os zeros das funções Wn(x) definidas por (1.32). Neste caso, a relação de

recorrência de três termos (1.33), para Wn(x), pode ser reescrita como(
x− c

√
1− x2

)
Wn(x) =Wn+1(x) + dn+1Wn−1(x), n ≥ 1, (4.32)

com W0(x) = 1 e W1(x) = x− c
√

1− x2.
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Agora, usando (4.32), para cada n ≥ 1 fixado, observamos que

(
x− c

√
1− x2

)



W0(x)

W1(x)

W2(x)
...

Wn−2(x)

Wn−1(x)


=



0 1 0 · · · 0 0

d2 0 1
. . .

...
...

0 d3 0
. . . 0 0

...
. . .

. . .
. . . 1 0

0 · · · 0 dn−1 0 1

0 · · · 0 0 dn 0





W0(x)

W1(x)

W2(x)
...

Wn−2(x)

Wn−1(x)


+



0

0

0
...

0

Wn(x)


.

Consequentemente, usando a propriedade (1.34), conclúımos que os zeros x
(c)
n,j,

j = 1, 2, . . . , n, de Wn(x), n ≥ 1, no intervalo (−1, 1), são tais que

x
(c)
n,j − c

√
1−

[
x

(c)
n,j

]2
= λn,j, j = 1, 2, . . . , n, (4.33)

onde λn,j são os autovalores da matriz A(d2, d3, . . . , dn) dada por

A(d2, d3, . . . , dn) =



0 1 0 · · · 0 0

d2 0 1
. . .

...
...

0 d3 0
. . . 0 0

...
. . . . . . . . . 1 0

0 · · · 0 dn−1 0 1

0 · · · 0 0 dn 0


. (4.34)

Observação 4.8. Quando n = 1, a matriz definida em (4.34) é reduzida a matriz nula.

Note que, fazendo c = 0 em (4.33), temos x
(0)
n,j = λn,j, 1 ≤ j ≤ n. Dáı, como

Wn(x), n ≥ 1, tem exatamente n zeros distintos no intervalo (−1, 1), podemos afirmar

que a matriz A(d2, d3, . . . , dn) tem os seus n autovalores, λn,j, 1 ≤ j ≤ n, todos distintos

e tais que −1 < λn,j < 1, para 1 ≤ j ≤ n.

Por outro lado, resolvendo (4.33), obtemos

x
(c)
n,j =

λn,j + c
√

1− λ2
n,j + c2

1 + c2
ou x

(c)
n,j =

λn,j − c
√

1− λ2
n,j + c2

1 + c2
, j = 1, 2, . . . , n.

Entretanto, como λn,j satisfaz −1 < λn,j < 1, para 1 ≤ j ≤ n, podemos verificar

que, de fato, os zeros x
(c)
n,j, j = 1, 2, . . . , n, de Wn(x), n ≥ 1, no intervalo (−1, 1), são

x
(c)
n,j =

λn,j + c
√

1− λ2
n,j + c2

1 + c2
, j = 1, 2, . . . , n. (4.35)
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Desta forma, usando a transformação (1.32), conclúımos que os zeros, z
(c)
n,j, j =

1, 2, . . . , n, dos polinômios Rn(z), dados por (4.31), são tais que z
(c)
n,j = eiθ

(c)
n,j , onde θ

(c)
n,j =

2 arccosx
(c)
n,j, j = 1, 2, . . . , n. Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.10. Sejam {Rn(z)}∞n=0 e {Wn(x)}∞n=0 as sequências dadas, respectivamente,

por (4.31) e (4.32). Então, para cada n ≥ 1, os zeros, x
(c)
n,j, de Wn(x) são dados por (4.35)

e os zeros, z
(c)
n,j, de Rn(z) são z

(c)
n,j = eiθ

(c)
n,j , onde θ

(c)
n,j = 2 arccosx

(c)
n,j, j = 1, 2, . . . , n.

Se considerarmos a medida µ ∈ Np tal que a sequência {cn}∞n=1, do correspon-

dente par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, satisfaz cn = c, n ≥ 1, então, como

consequência imediata dos Teoremas 4.9 e 4.10, temos o seguinte:

Corolário 4.3. Sejam µ ∈ Np, p ≥ 2, e {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} o par de sequências reais

associado à medida µ, como no Teorema 1.14. Suponha que cn = c, para n ≥ 1. Então,

w é um posśıvel ponto puro da medida µ se, e somente se,

w ∈
{

1, eiθ
(c)
p−1,1 , eiθ

(c)
p−1,2 , . . . , eiθ

(c)
p−1,p−1

}
,

onde θ
(c)
p−1,j = 2 arccos x

(c)
p−1,j e x

(c)
p−1,j é dado por

x
(c)
p−1,j =

λp−1,j + c
√

1− λ2
p−1,j + c2

1 + c2
, j = 1, 2, . . . , p− 1,

com λp−1,j um autovalor da matriz A(d2, d3, . . . , dp−1), definida como em (4.34).

Observação 4.9. Se p = 1 e µ ∈ Np, então, pelo Teorema 4.9, o único posśıvel ponto

puro de µ é w = 1.

Corolário 4.4. Sejam µ̃ ∈ Np (p par), {{c̃n}∞n=1, {d̃n}∞n=1} o par de sequências reais asso-

ciado à medida µ̃, como no Teorema 1.14, e {m̃n}∞n=0 a sequência minimal de parâmetros

para {d̃n}∞n=1. Suponha que c̃n = (−1)nc, n ≥ 1. Então, w é um posśıvel ponto puro da

medida µ̃ se, e somente se,

w ∈
{
β, eiθ̂p−1,1 , eiθ̂p−1,2 , . . . , eiθ̂p−1,p−1

}
,

onde β = −1+ic
1−ic , θ̂p−1,j = arg β + 2 arccos x̂

(c)
p−1,j e x̂

(c)
p−1,j é dado por

x̂
(c)
p−1,j =

λ̂p−1,j + c
√

1− λ̂2
p−1,j + c2

1 + c2
, j = 1, 2, . . . , p− 1,

com λ̂p−1,j um autovalor da matriz A(d̂2, d̂3, . . . , d̂p−1) dada como em (4.34) e tal que

d̂2n = m̃2nm̃2n−1 e d̂2n+1 = (1− m̃2n)(1− m̃2n+1), n = 1, 2, . . . , (p− 2)/2.
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Demonstração: Considere β = −(1 + ic)/(1− ic) e seja µ̂ ∈ P(T) tal que µ̂(z) = µ̃(βz).

Se {{ĉn}∞n=1, {d̂n}∞n=1} é o par de sequências reais associado à medida µ̂, como no Teorema

1.14, então, pelo Corolário 3.2, temos

ĉn = c, m̂2n = m̃2n e m̂2n−1 = 1− m̃2n−1, n ≥ 1.

Consequentemente, como µ̃ ∈ Np e p é par, é fácil ver que µ̂ também pertence a Np. Além

disso, usando o fato que d̂n = (1− m̂n−1)m̂n, n ≥ 1, obtemos

d̂2n = m̃2nm̃2n−1 e d̂2n+1 = (1− m̃2n)(1− m̃2n+1), n ≥ 1.

Agora, o resultado segue do Corolário 4.3 e do fato que µ̂(z) = µ̃(βz).

4.5 O caso limite periódico

Na Seção 4.3, mostramos que todas as medidas µ ∈ Np são tais que σess(µ) =

∪pj=1Bj, onde cada Bj é um subconjunto fechado de T. Em outras palavras, todas as

medidas com par associado de sequências p−periódicas, {{c(µ)
n }∞n=1, {m

(µ)
n }∞n=1} (como no

Teorema 1.14), têm o seu suporte essencial consistindo de, no máximo, p arcos fechados

e disjuntos do ćırculo unitário.

O principal objetivo desta seção é observar o que acontece com o suporte essencial

de uma medida µ ∈ P(T) que está associada a um par de sequências, {{c(µ)
n }∞n=1, {m

(µ)
n }∞n=1},

que são limite p−periódicas.

Dizemos que uma sequência de números complexos {qn}∞n=1 é limite p−periódica

se, e somente se,

lim
n→∞

qnp+k = lk, k = 1, 2, . . . , p,

com lk pertencente ao plano complexo estendido.

Para obter os resultados desta seção, usamos algumas informações estabelecidas em

Barrios Rolańıav e López Lagomasino [2], onde os autores consideraram o comportamento

assintótico de razões de polinômios ortogonais no ćırculo unitário.

Vamos começar introduzindo algumas notações encontradas em [2]. Seja µ ∈ P(T)

e {α(µ)
n }∞n=0 a correspondente sequência de coeficientes de Verblunsky associada à medida

µ. Dizemos que µ ∈MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap) se, e somente se,

lim
n→∞

|α(µ)
np+k| = Lk e lim

n→∞

ᾱ
(µ)
np+k

ᾱ
(µ)
np+k−1

= Ak, k = 1, 2, . . . , p. (4.36)
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Em [2], os autores mostraram que, quando p = 1 e L1 ∈ (0, 1], todas as medidas

em MT(L1;A1) têm o mesmo suporte essencial. Precisamente, qualquer medida µ ∈

MT(L1;A1) é tal que

σess(µ) = {z ∈ T : θ0 ≤ arg(z)− arg(A1) ≤ 2π − θ0}, (4.37)

onde sen (θ0/2) := L1. Neste caso, diz-se que a sequência {α(µ)
n }∞n=0 obdece a condição de

López (veja [36]).

Para p ≥ 2, também em [2], mostrou-se que, com a condição Lk ∈ (0, 1), k =

1, 2, . . . , p, todas as medidas µ ∈ MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap) também têm o mesmo su-

porte essencial e que este suporte é a união de, no máximo, p arcos fechados e disjuntos

sobre T.

O seguinte teorema fornece informações sobre o suporte essencial de medidas tais

que as sequências dos seus respectivos pares {{c(µ)
n }∞n=1, {m

(µ)
n }∞n=1} (como no Teorema

1.14) são limite p−periódicas, com p = 1.

Teorema 4.11. Seja µ ∈ P(T) a medida associada ao par {{c(µ)
n }∞n=1, {m

(µ)
n }∞n=1}, como

no Teorema 1.14. Suponha que lim
n→∞

c(µ)
n = c, lim

n→∞
m(µ)
n = m e d = (1 − m)m. Então, o

seguinte ocorre.

(i) Se 1− 4d+ c2 = 0 então σess(µ) = T.

(ii) Se 1− 4d+ c2 6= 0 e c ∈ R então

σess(µ) = {z ∈ T : θ0 ≤ arg(z)− arg(w) ≤ 2π − θ0},

onde w = (1−ic)/(1+ic) e θ0 = 2 arcsen
(√

(1− 4d+ c2)/(1 + c2)
)

. Em particular,

quando m = 0, temos σess(µ) = {−w}.

(iii) Se c = ±∞ então σess(µ) = {1}.

Demonstração: Seja {α(µ)
n }∞n=0 a sequência de coeficientes de Verblunsky associada

à medida µ. Como lim
n→∞

c(µ)
n = c, lim

n→∞
m(µ)
n = m e d = (1 − m)m, de (1.25) e (1.26),

conclúımos que

lim
n→∞

|α(µ)
n+1| =

√
1− 4d+ c2

1 + c2
. (4.38)

Por outro lado, novamente de (1.25) e (1.26), obtemos

lim
n→∞

α
(µ)
n+1

α (µ)
n

= lim
n→∞

[(
1− ic(µ)

n+1

1 + ic
(µ)
n+2

)(
1− 2m

(µ)
n+2 + ic

(µ)
n+2

1− 2m
(µ)
n+1 + ic

(µ)
n+1

)]
. (4.39)
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Agora, se 1− 4d+ c2 = 0, de (4.38), temos lim
n→∞

|α(µ)
n+1| = 0 e, consequentemente, a

afirmativa (i) ocorre (veja Teorema A.2 do Apêndice A).

Se 1 − 4d + c2 6= 0, de (4.38), podemos afirmar que lim
n→∞

|α(µ)
n+1| = L1, onde L1 =√

(1− 4d+ c2)/(1 + c2) ∈ (0, 1]. Além disso, 1 − 4d + c2 6= 0 implica d 6= 1/4 ou c 6= 0.

Assim, de (4.39), temos

lim
n→∞

α
(µ)
n+1

α (µ)
n

=
1− ic
1 + ic

= w. (4.40)

Portanto, fazendo A1 = w em (4.40), a condição (4.36) é satisfeita (com p = 1). Logo, a

partir de (4.37), obtemos

σess(µ) = {z ∈ T : θ0 ≤ arg(z)− arg(w) ≤ 2π − θ0},

onde sen (θ0/2) = L1. Além disso, se m = 0, podemos ver que θ0 = π e, portanto,

σess(µ) = {−w}. Isto completa a prova de (ii).

Para mostrar (iii) é suficiente notar que se c = ±∞ então, em (4.38), temos L1 = 1

e, em (4.40), temos A1 = −1. Dáı, usando novamente (4.37), obtemos σess(µ) = {1}.

Observação 4.10. A partir de (1.27), podemos afirmar que o número d, mencionado

no Teorema 4.11, é tal que d = lim
n→∞

d(µ)
n , onde {d(µ)

n }∞n=1 é a sequência encadeada positiva

associada à medida µ, conforme o Teorema 1.14. Assim, utilizando o Teorema 1.10, temos

d ≤ 1/4. Logo, podemos ver que a condição 1− 4d+ c2 = 0 reduz-se ao caso em que c = 0

e d = 1/4.

Os próximos resultados tratam do caso limite periódico para p ≥ 2.

Lema 4.5. Sejam p ≥ 2 e Lk ∈ (0, 1), k = 1, 2, . . . , p. Então,

Np ∩MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap) 6= ∅

se, e somente se, existem números c1, . . . , cp ∈ R e m1, . . . ,mp ∈ (0, 1) tais que

Ak =

[
1− ick

1 + ick+1

] [
1− 2mk+1 + ick+1

1− 2mk + ick

]
e Lk =

√
(1− 2mk+1)2 + c2

k+1

1 + c2
k+1

, (4.41)

para k = 1, 2, . . . , p, com cp+1 := c1 e mp+1 := m1.

Demonstração: Suponha que existe uma medida µ ∈ Np ∩MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap).

Seja {α(µ)
n }∞n=0 a sequência de coeficientes de Verblunsky associada à medida µ e seja
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{{c(µ)
n }∞n=1, {m

(µ)
n }∞n=1} o par de sequências reais correspondente a µ, como no Teorema

1.14. Uma vez que µ ∈ Np, temos

c
(µ)
np+k = c

(µ)
k e m

(µ)
np+k = m

(µ)
k , n ≥ 0, k = 1, 2, . . . , p. (4.42)

Além disso, como µ ∈MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap), as condições dadas em (4.36) ocorrem.

Portanto, a partir de (1.25), (1.26), (4.36) e (4.42), obtemos

Ak =

[
1− ic(µ)

k

1 + ic
(µ)
k+1

][
1− 2m

(µ)
k+1 + ic

(µ)
k+1

1− 2m
(µ)
k + ic

(µ)
k

]
e Lk =

√√√√ [1− 2m
(µ)
k+1]2 + [c

(µ)
k+1]2

1 + [c
(µ)
k+1]2

,

para k = 1, 2, . . . , p. Assim, a primeira parte da prova é obtida quando fazemos ck = c
(µ)
k

e mk = m
(µ)
k , k = 1, 2, . . . , p.

Reciprocamente, se existem números c1, . . . , cp ∈ R e m1, . . . ,mp ∈ (0, 1) tais que

(4.41) ocorre, então, usando o Teorema 1.14, podemos construir uma medida µ ∈ Np

fazendo

c
(µ)
np+k = ck e m

(µ)
np+k = mk, n ≥ 0, k = 1, 2, . . . , p. (4.43)

Por outro lado, de (1.25), (1.26), (4.41) e (4.43), temos

lim
n→∞

|α(µ)
np+k| =

√
(1− 2mk+1)2 + c2

k+1

1 + c2
k+1

= Lk, k = 1, 2, . . . , p,

e

lim
n→∞

ᾱ
(µ)
np+k

ᾱ
(µ)
np+k−1

=

[
1− ick

1 + ick+1

] [
1− 2mk+1 + ick+1

1− 2mk + ick

]
= Ak, k = 1, 2, . . . , p.

Consequentemente, a medida constrúıda µ satisfaz (4.36) e, portanto, também

pertence a MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap).

Teorema 4.12. Sejam µ ∈ P(T) e {{c(µ)
n }∞n=1, {m

(µ)
n }∞n=1} o par de sequências reais as-

sociado à medida µ, como no Teorema 1.14. Suponha que

lim
n→∞

c
(µ)
np+k = ck, lim

n→∞
m

(µ)
np+k = mk, k = 1, 2, . . . , p, (4.44)

com p ≥ 2, ck ∈ R, mk ∈ (0, 1) e (1 − 2mk)
2 + c2

k > 0. Se µ̂ ∈ Np é tal que seu par

associado de sequências reais, {{c(µ̂)
n }∞n=1, {m

(µ̂)
n }∞n=1}, satisfaz

c
(µ̂)
np+k = ck e m

(µ̂)
np+k = mk, n ≥ 0, k = 1, 2, . . . , p, (4.45)

então, as medidas µ e µ̂ têm o mesmo suporte essencial.
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Demonstração: A partir de (1.25), (1.26) e (4.44), é fácil ver que a medida µ satisfaz

as condições em (4.36), isto é, µ ∈MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap), onde

Ak =

[
1− ick

1 + ick+1

] [
1− 2mk+1 + ick+1

1− 2mk + ick

]
e Lk =

√
(1− 2mk+1)2 + c2

k+1

1 + c2
k+1

,

para k = 1, 2, . . . , p, com cp+1 = c1 e mp+1 = m1.

Portanto, pelo Lema 4.5, segue que Np ∩MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap) 6= ∅. Além

disso, usando (1.25), (1.26) e (4.45), também temos que µ̂ ∈MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap).

Como todas as medidas em MT(L1, . . . , Lp;A1, . . . , Ap) têm o mesmo suporte es-

sencial, conclúımos que σess(µ) = σess(µ̂).

4.6 Exemplos

Nesta seção, apresentamos alguns exemplos que discutem os principais resultados

obtidos neste caṕıtulo.

Exemplo 4.1. Considere a medida µ̃ ∈ P(T) associada aos polinômios ortogonais no

ćırculo unitário {φ(α)
n }∞n=0, (com α ∈ C tal que 0 < |α| < 1) conhecidos como polinômios

de Geronimus (veja [20, 21, 22] e [35, p. 83]). Os respectivos coeficientes de Verblunsky,

associados à medida µ̃, são constantes, ou seja,

α(µ̃)
n = −φ(α)

n+1(0) = α, n ≥ 0.

A partir dos resultados estabelecidos em [20] segue que µ̃, como uma medida de probabili-

dade, é tal que∫ 2π

0

`(eiθ)dµ̃(eiθ) =

∫ 2π−θ|α|

θ|α|

`(eiθ)

√
cos2(θ|α|/2)− cos2(θ/2)

2π|1 + α| sen((θ − ϑα)/2)
dθ,

quando Re(α) + |α|2 ≤ 0, e∫ 2π

0

`(eiθ)dµ̃(eiθ) =

∫ 2π−θ|α|

θ|α|

`(eiθ)

√
cos2(θ|α|/2)− cos2(θ/2)

2π|1 + α| sen((θ − ϑα)/2)
dθ + δα `(e

iϑα),

quando Re(α) + |α|2 > 0. Aqui, ` é um polinômio de Laurent qualquer e os valores de

ϑα, θ|α| e δα são dados por

eiϑα = wα =
1 + α

1 + α
, θ|α| = 2 arcsen(|α|) e δα =

2(Re(α) + |α|2)

|1 + α|2
.
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Assumindo ϑα tal que −π < ϑα < π, vamos considerar a medida rotacionada

µ̃(wαz), denotada simplesmente por µ. Isto é,

µ(z) = µ̃(wαz). (4.46)

Note que µ̃ ∈ V1. Além disso, se {{c(µ̃)
n }∞n=1, {d

(µ̃)
n }∞n=1} é o par de sequências reais

associado à medida µ̃, como no Teorema 1.14, então, usando os resultados fornecidos em

[15], temos

c(µ̃)
n = − 4 Im(α)|α|(1− |α|2)n−1

(|α| − Re(α))(1 + |α|)2n−1 + (|α|+Re(α))(1− |α|)2n−1
, n ≥ 1, (4.47)

e

m(µ̃)
n =

1

2

(|α| − Re(α))(1 + |α|)2n + (|α|+Re(α))(1− |α|)2n

(|α| − Re(α))(1 + |α|)2n−1 + (|α|+Re(α))(1− |α|)2n−1
, n ≥ 1. (4.48)

Consequentemente, de (4.47) e (4.48), conclúımos que µ̃ ∈ V1 \N1 sempre que α /∈ R.

Agora, seja {{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n }∞n=1} o par de sequências reais associado à medida µ,

como no Teorema 1.14 e {ρ(µ)
n }∞n=0 a sequência, também associada a µ, definida em (1.24).

Usando a Observação 1.5, podemos afirmar que

α(µ)
n = wn+1

α α, n ≥ 0. (4.49)

Dáı, ρ
(µ)
n = w−nα , n ≥ 0, e usando (1.23), obtemos

c(µ)
n = − Im(α)

1 +Re(α)
e m(µ)

n =
1

2

1− |α|2[
1 +Re(α)

] , n ≥ 1. (4.50)

Portanto, a partir de (4.50), conclúımos que µ ∈ N1. Esse resultado era, justa-

mente, o esperado pelo Teorema 4.5 (veja também a Observação 4.5), visto que wα é um

posśıvel ponto puro da medida µ̃. Além disso, se α /∈ R então µ ∈ N1 \ V1.

Do Teorema 4.9, w = 1 é o único posśıvel ponto puro da medida µ. Por outro lado,

usando o Teorema 4.7, observamos que w = 1 é um ponto puro de µ se, e somente se,

∣∣1− α(µ)
0

∣∣2 < 1−
∣∣α(µ)

0

∣∣2. (4.51)

Uma vez que wα = (1+α)/(1+α) podemos usar (4.49) para concluir que a condição

(4.51) é, justamente, equivalente a Re(α) + |α|2 > 0. Exatamente como esperado, já que,

por (4.46), w = 1 é um ponto puro de µ se, e somente se, w = wα é um ponto puro de µ̃.
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Se w = 1 é ponto puro de µ então, usando mais uma vez o Teorema 4.7 e, também,

(4.49), podemos ver que o tamanho da massa em w = 1 é µ({1}) = γ/(γ + ζ), com

ζ =
|1− α(µ)

0 |2

1− |α(µ)
0 |2

=
1− |α|2

|1 + α|2
e γ = 1− ζ =

2(Re(α) + |α|2)

|1 + α|2
.

Consequentemente,

µ({1}) =
2(Re(α) + |α|2)

|1 + α|2
= δα,

mais uma vez como esperávamos, já que µ(z) = µ̃(wαz).

Note também que, de (4.47) e (4.48), temos

lim
n→∞

c(µ̃)
n = 0 e lim

n→∞
m(µ̃)
n =

1

2
(1 + |α|).

Logo, usando o Teorema 4.11, obtemos

σess(µ̃) = {z ∈ T : θ0 ≤ arg(z) ≤ 2π − θ0},

onde θ0 = 2 arcsen(|α|) = θ|α|, exatamente de acordo com os já conhecidos resultados para

polinômios de Geronimus e associadas medidas.

Exemplo 4.2. Seja µ(z; b1, b2, c) ∈ P(T) a medida associada ao par de sequências reais

{{c(µ)
n }∞n=1, {d

(µ)
n }∞n=1} (como no Teorema 1.14) tal que

c(µ)
n = c e d(µ)

n = (1−m(µ)
n−1)m(µ)

n , n ≥ 1,

onde c ∈ R e a sequência minimal de parâmetros {m(µ)
n }∞n=0, da sequência encadeada

positiva {d(µ)
n }∞n=1, satisfaz m

(µ)
0 = 0,

m
(µ)
2n−1 =

1− b1

2
e m

(µ)
2n =

1− b2

2
, n ≥ 1,

com b1, b2 ∈ R, |b1| < 1 e |b2| < 1.

Se {α(µ)
n }∞n=0 é a sequência de coeficientes de Verblunsky associada à medida µ e

{ρ(µ)
n }∞n=0 é a sequência dada no Teorema 1.14, também associada a µ, então, usando as

relações fornecidas em (1.25) e (1.26), obtemos

ρ(µ)
n =

(
1− ic
1 + ic

)n
e α(µ)

n =

(
1 + ic

1− ic

)n [1− 2m
(µ)
n+1 − ic

1− ic

]
, n ≥ 0.

Se c 6= 0, podemos observar que µ ∈ N2 \ V2, em acordo com o Teorema 4.3. Além

disso,

α
(µ)
n+2 = λα(µ)

n , n ≥ 0,
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com λ =
(

1−ic
1+ic

)2
= ρ

(µ)
2 , exatamente como esperado pelo Teorema 4.2.

As soluções para a equação w2 = λ são

wλ,1 =

(
1 + ic

1− ic

)
e wλ,2 = −

(
1 + ic

1− ic

)
.

Observe que, pelo Teorema 4.4, existem exatamente duas medidas em V2 que são

equivalentes por rotação à medida µ.

A primeira daquelas é a medida µ̃(z; b1, b2, c) = µ(wλ,1z; b1, b2, c). Usando a Ob-

servação 1.5, podemos mostrar que a sequência de coeficientes de Verblunsky {α(µ̃)
n }∞n=0,

associada à medida µ̃, satisfaz

α
(µ̃)
2n =

b1 − ic
1 + ic

e α
(µ̃)
2n+1 =

b2 − ic
1 + ic

, n ≥ 0,

confirmando, assim, que µ̃ ∈ V2.

A segunda é a medida µ̂(z; b1, b2, c) = µ(wλ,2z; b1, b2, c). Se {{c(µ̂)
n }∞n=1, {m

(µ̂)
n }∞n=1}

é o par de sequências reais associado à medida µ̂, como no Teorema 1.14, então, a partir

do Corolário 3.2, temos

c(µ̂)
n = (−1)nc, m

(µ̂)
2n = m

(µ)
2n =

1− b2

2
e m

(µ̂)
2n−1 = 1−m(µ)

2n−1 =
1 + b1

2
, n ≥ 1.

Portanto, usando novamente (1.25) e (1.26), confirmamos que, de fato, µ̂ ∈ V2,

uma vez que sua correspondente sequência de coeficientes de Verblunsky, {α(µ̂)
n }n=0, é tal

que

α
(µ̂)
2n =

−b1 + ic

1 + ic
e α

(µ̂)
2n+1 =

b2 − ic
1 + ic

, n ≥ 0.

Além disso, pelo Teorema 4.3, podemos afirmar que

V2 ∩N2 =
{
µ̂(z; b1, b2, c) : c ∈ R e b1, b2 ∈ (−1, 1)

}
.

Se denotarmos a função peso de µ̂ por ŵ(θ), então, aplicando os resultados forne-

cidos no Exemplo 3.1, obtemos

ŵ(θ) =

√
(1− b2

1)(1− b2
2)− [(1 + c2) cos θ − b1b2 − c2]2

|(1 + b2)[sen θ + c(1− cos θ)]|
. (4.52)

Além disso, as bands B̂1 e B̂2, associadas à medida µ̂, são determinadas pelos pontos

ẑ+
j = eiθ̂

+
j e ẑ−j = eiθ̂

−
j , j ∈ {1, 2}, com

θ̂+
1 = arccos

(
(1− b2

1)1/2(1− b2
2)1/2 + c2 + b1b2

1 + c2

)
, θ̂+

2 = 2π − θ̂+
1 ,
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θ̂−1 = arccos

(
c2 − (1− b2

1)1/2(1− b2
2)1/2 + b1b2

1 + c2

)
e θ̂−2 = 2π − θ̂−1 .

Agora, podemos usar o fato que µ̂(z; b1, b2, c) = µ(wλ,2z; b1, b2, c) para obter a função

peso w(θ) associada à medida µ. Neste caso, se η = arg(wλ,2) então, de (4.52), temos

w(θ) = ŵ(θ + η) =

√
(1− b2

1)(1− b2
2)− [(1 + c2) cos(θ + η)− b1b2 − c2]2

|(1 + b2){sen(θ + η) + c[1− cos(θ + η)]}|
.

As bands B1 e B2, associadas à medida µ (como no Teorema 4.6), são determinadas

pelos pontos z+
j = eiθ

+
j e z−j = eiθ

−
j , j ∈ {1, 2}, com

θ+
1 = θ̂+

1 − η, θ+
2 = 2π − θ+

1 , θ−1 = θ̂−1 − η e θ−2 = 2π − θ−1 .

A partir do Teorema 4.9 (veja também o Corolário 4.3), os posśıveis pontos puros

da medida µ são w1 = 1 e w2 = wλ,2. Por outro lado, se {τ (µ)
n (w)}∞n=0 é a sequência

definida em (1.30), então, podemos verificar que

τ
(µ)
n+2(w1) = λτ (µ)

n (w1) e τ
(µ)
n+2(w2) = λτ (µ)

n (w2), n ≥ 0,

o que está de acordo com o Lema 4.2.

Aplicando o Teorema 4.7 podemos ver que w1 = 1 é, de fato, um ponto puro da

medida µ se, e somente se, b1 + b2 > 0. Além disso, se w1 é ponto puro de µ então o

tamanho da massa neste ponto é dado por

µ({w1}) =
γ1

γ1 + ζ1

=
b1 + b2

1 + b2

.

Analogamente, w2 = wλ,2 é, de fato, um ponto puro da medida µ se, e somente se,

b2 − b1 > 0. Se w2 é ponto puro de µ então o tamanho da massa neste ponto é dado por

µ({w2}) =
γ2

γ2 + ζ2

=
b2 − b1

1 + b2

.

Estes resultados sobre os pontos puros da medida µ são esperados pelo Exemplo

3.1, uma vez que µ(z; b1, b2, c) = µ̂(wλ,2z; b1, b2, c).

O exemplo a seguir é mais uma aplicação do Teorema 4.11. Como mencionado no

ińıcio desse caṕıtulo, este exemplo é uma consequência direta de alguns resultados obtidos

no artigo [6], publicado em 2015 na revista Applied Mathematics and Computation em

coautoria com Bracciali e Sri Ranga.
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Exemplo 4.3. Sejam ψ(κ), 0 ≤ κ < 1, medidas de probabilidade não triviais, com suporte

no ćırculo unitário, dadas por∫
T
`(z)dψ(κ)(z) = (1− κ)

∫
T
`(z)

1

2πiz
dz + κ`(i),

para qualquer polinômio de Laurent `.

A partir dos resultados estabelecidos em [6], associado a cada uma das medidas ψ(κ),

0 ≤ κ < 1, sabemos que existe um único par de sequências reais {{c(ψ(κ))
n }∞n=1, {m

(ψ(κ))
n }∞n=1}

tal que, para s ≥ 0,

c
(ψ(κ))
4s+1 =

κ

4sκ+ 1
, m

(ψ(κ))
4s+1 =

1

2

(4sκ+ 1)2 + κ2

(4sκ+ 1)2
,

c
(ψ(κ))
4s+2 =

−2κ2

[(4s+ 1)κ+ 1]2
, m

(ψ(κ))
4s+2 =

1

2

(4sκ+ 1)
[
[(4s+ 2)κ+ 1

]2
+ κ2]

[(4s+ 1)κ+ 1]3
,

c
(ψ(κ))
4s+3 =

−κ
(4s+ 2)κ+ 1

, m
(ψ(κ))
4s+3 =

1

2

[(4s+ 2)κ+ 1]2 − κ2

[(4s+ 2)κ+ 1]2
,

c
(ψ(κ))
4s+4 = 0, m

(ψ(κ))
4s+4 =

1

2

(4s+ 2)κ+ 1

(4s+ 3)κ+ 1
.

Claramente, as sequências {c(ψ(κ))
n }∞n=1 e {m(ψ(κ))

n }∞n=1 satisfazem

lim
n→∞

c(ψ(κ))
n = 0 e lim

n→∞
m(ψ(κ))
n =

1

2
.

Consequentemente, usando o Teorema 4.11, temos

σess(ψ
(κ)) = T, 0 ≤ κ < 1.

Esse resultado é justamente o que esperávamos, uma vez que cada uma das medidas

ψ(κ), 0 ≤ κ < 1, é uma simples modificação da medida de Lebesgue dω0(z) = (2πiz)−1dz,

apenas com a inclusão de um ponto de massa em z = i.

O último exemplo deste caṕıtulo é uma aplicação do Teorema 4.12.

Exemplo 4.4. Considere a famı́lia de medidas de probabilidade não triviais no ćırculo

unitário {µ(δ; .) : 0 ≤ δ < 1} tal que, para cada 0 ≤ δ < 1, µ(δ; .) é a medida associada

ao par de sequências reais {{cn(δ)}∞n=1, {mn(δ)}∞n=1} (como no Teorema 1.14), onde

cn(δ) = (−1)nc e mn(δ) =
1

2

1 + (n− 2)δ

1 + (n− 1)δ
, n ≥ 1, c ∈ R. (4.53)

Como consequência de (4.53), podemos afirmar que

lim
n→∞

c2n+k(δ) = (−1)kc e lim
n→∞

m2n+k(δ) =
1

2
, k = 1, 2. (4.54)
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Considere c 6= 0 e seja µ̂ a medida associada ao par de sequências reais {{c(µ̂)
n }∞n=1,

{m(µ̂)
n }∞n=1}, onde

c(µ̂)
n = (−1)nc e m(µ̂)

n =
1

2
, n ≥ 1. (4.55)

Usando os resultados estabelecidos no Exemplo 3.1 (veja também a Observação 3.3), temos

µ̂ ∈ N2 ∩ V2. Além disso, σess(µ̂) = C1 ∪ C2, com

C1 = {z ∈ T : 0 ≤ arg(z) ≤ θc} e C2 = {z ∈ T : 2π − θc ≤ arg(z) ≤ 2π} ,

onde θc = arccos ((c2 − 1)(c2 + 1)) ∈ [0, π].

Logo, se c 6= 0, usando (4.54) e (4.55), o Teorema 4.12 nos garante que

σess(µ(δ; .)) = σess(µ̂) = C1 ∪ C2, 0 ≤ δ < 1.

Por outro lado, se c = 0, do Teorema 4.11, claramente temos

σess(µ(δ; .)) = T, 0 ≤ δ < 1.

Os resultados aqui obtidos podem ser confirmados observando-se que∫
T
`(z) dµ(δ; z) = (1− δ)

∫
T
`(z) dµ̂(z) + δ `(1),

para qualquer polinômio de Laurent `.



Considerações Finais

Como já mencionamos, a teoria dos polinômios ortogonais no ćırculo unitário (e

medidas associadas) vem sendo muito estudada nos últimos anos por vários pesquisadores

devido suas aplicações em diversos ramos da Matemática. Esses estudos já estão bem

desenvolvidos no que se refere a análise das medidas por meio de sua correspondente

sequência de coeficientes de Verblunsky {αn}∞n=0. Entretanto, recentemente, com o uso

da teoria de sequências encadeadas positivas, em Costa et al. [13] (assim como em Castillo

et al. [10]), verificou-se que podemos, também, caracterizar uma medida de probabilidade,

com suporte no ćırculo unitário, através de um par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1},

onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva. Além disso, se {mn}∞n=0 é a sequência

minimal de parâmetros de {dn}∞n=1 então os coeficientes de Verblunsky {αn}∞n=0 associados

aos polinômios ortogonais com respeito à medida µ são expressos por meio da relação

αn−1 = ρn−1

[
1− 2mn − icn

1− icn

]
, n ≥ 1,

onde ρ0 = 1 e ρn =
∏n

k=1(1− ick)/(1 + ick), n ≥ 1.

No presente trabalho, nosso objetivo foi, justamente, analisar o comportamento de

algumas classes (ou conjuntos) de medidas quando impomos algumas restrições sobre as

sequências do par {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} ou, equivalentemente, do par {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1}.

Quando a sequência {cn}∞n=1 satisfaz uma propriedade de sinal alternante (isto

é, cn = (−1)nc̃n, para n ≥ 1, com {c̃n}∞n=1 uma sequência de números reais positiva ou

negativa) e {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva qualquer, verificamos que sempre

é posśıvel estimar o suporte das correspondentes medidas.

Uma vez que o estudo de medidas associadas a sequências de coeficientes de Ver-

blunsky periódicas já está completamente caracterizado (veja, por exemplo, Simon [36]),

uma pergunta natural que surgiu foi a seguinte: de que maneira podemos tomar as se-

quências {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1 a fim de obter uma medida cuja correspondente sequência de

coeficientes de Verblunsky seja p−periódica? No Caṕıtulo 3, desse trabalho, conseguimos
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estabelecer uma resposta a esta pergunta. De fato, mostramos que era suficiente conside-

rar {cn}∞n=1 e {mn}∞n=1, também, p−periódicas e tal que {cn}∞n=1 satisfizesse uma restrição

de sinal do tipo c2s = −c2s−1, para s ≥ 1.

Como consequência do questionamento anterior, surgiu uma outra pergunta também

interessante: qual o comportamento de uma medida associada ao par {{cn}∞n=1, {mn}∞n=1}

quando as sequências {cn}∞n=1 e {mn}∞n=0 são p−periódicas? No Caṕıtulo 4, observamos

que, com uma adequada rotação, o estudo de uma tal medida é completamente equiva-

lente ao estudo de uma medida que está associada a uma sequência de coeficientes de

Verblunsky p−periódica.

As discussões descritas no terceiro e quarto parágrafos desta seção tiveram como

resultado o artigo [7], aceito para publicação na revista Computational and Applied Mathe-

matics e dispońıvel no modo online first. Por outro lado, os resultados apresentados no

Caṕıtulo 4, dessa tese, deram origem ao artigo [8] publicado em 2017 na revista Journal

of Mathematical Analysis and Applications.

Na mesma linha de caracterizar a medida através de um par de sequências reais

{{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva, vale salientar,

ainda, que publicamos, em 2015, o artigo intitulado: Explicit formulas for OPUC and

POPUC associated with measures which are simple modifications of the Lebesgue measure

na revista Applied Mathematics and Computation (veja [6]). Esse trabalho também foi

útil na produção de um dos exemplos descritos no Caṕıtulo 4 dessa tese.

Muitos trabalhos recentes desenvolvidos pelo grupo de pesquisa, do qual fazemos

parte, têm sido fruto dessa caracterização. Acreditamos que ainda podemos extrair ou-

tros resultados sob esse novo ponto de vista. Por exemplo, já existe uma teoria espectral

formalizada quando partimos da caracterização da medida através da sequência de coefi-

cientes de Verblunsky {αn}∞n=0 a ela associada (veja [36]). E se olharmos para a medida a

partir do par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}? Existe uma correspondente análise

espectral para este caso? Será posśıvel relacionar {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1 com alguma matriz

para aplicar a teoria espectral já existente?

Como observamos, essa nova perspectiva de caracterizar a medida é um tema bem

atual que ainda poderá nos render belos frutos e servir de inspiração para muitos outros

pesquisadores.
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Apêndice A

Resultados Auxiliares

O principal objetivo deste apêndice é apresentar alguns resultados auxiliares utili-

zados no decorrer desse trabalho. Os resultados serão expostos sem demonstrações, entre-

tanto, fornecemos as devidas referências onde tais demonstrações podem ser encontradas.

Iniciamos com um lema estabelecido em Bracciali et al. [5]. Para isso, considere

Pm o espaço linear dos polinômios reais de grau no máximo m e seja Ωm o espaço linear

(de dimensão m+ 1) das funções “reais” em [−1, 1], definido da seguinte forma: Ω0 ≡ P0

e, para m ≥ 1, Ωm é tal que se F ∈ Ωm então

F(x) = B(0)(x) +
√

1− x2B(1)(x),

onde B(0)(x) ∈ Pm e B(1)(x) ∈ Pm−1 satisfazem

B(0)(−x) = (−1)mB(0)(x) e B(1)(−x) = (−1)m−1B(1)(x).

Assim, se F ∈ Ω2n então B(0) é um polinômio par de grau no máximo 2n e B(1) é

um polinômio ı́mpar de grau no máximo 2n− 1. Por outro lado, se F ∈ Ω2n+1 então B(0)

é um polinômio ı́mpar de grau no máximo 2n + 1 ao passo que B(1) é um polinômio par

de grau no máximo 2n.

Em [5], os autores verificaram que funções pertencentes a Ωm podem ser conectadas

a polinômios autoinverśıveis de grau m (veja Definição 1.10). Isto é, dada Fm ∈ Ωm então,

associada a esta função, existe um único polinômio, digamos Qm, que é um polinômio

autoinverśıvel de grau m. Precisamente, e−imθ/2Qm(eiθ) = Fm(x), onde x = cos(θ/2). O

lema seguinte estabelece uma informação mais completa sobre esta conexão, a saber:
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Lema A.1. Seja x = cos(θ/2). Então, o polinômio Qm é autoinverśıvel de grau m se, e

somente se,

e−imθ/2Qm(eiθ) = Fm(x) = B(0)
m (x) +

√
1− x2B(1)

m (x),

onde B
(0)
m e B

(1)
m são polinômios reais de grau no máximo m e m − 1, respectivamente,

satisfazendo a simetria

B(0)
m (−x) = (−1)mB(0)

m (x) e B(1)
m (−x) = (−1)m−1B(1)

m (x).

Assim,

|Qm(eiθ)|2 = [B(0)
m (x) +

√
1− x2B(1)

m (x)]2 e Qm(1) = B(0)
m (1).

Além disso, Qm é um polinômio autoinverśıvel com coeficientes reais se, e somente se,

B
(1)
m é identicamente nulo.

Demonstração: Veja [5, Lema 2.1].

Agora, apresentamos dois resultados que podem ser encontrados em Simon [35].

Teorema A.1. Sejam µn e µ∞ medidas em P(T). Sejam, ainda, ν
(µn)
j , α

(µn)
j , φ

(µn)
j (z)

e ϕ
(µn)
j (z) seus respectivos momentos, coeficientes de Verblunsky, polinômios ortogonais

mônicos e polinômios ortonormais. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) µn ⇀ µ∞;

(ii) Para cada j ≥ 0, lim
n→∞

ν
(µn)
j = ν

(µ∞)
j ;

(iii) Para cada j ≥ 0, lim
n→∞

α
(µn)
j = α

(µ∞)
j ;

(iv) Para cada j ≥ 0, lim
n→∞

φ
(µn)
j (z) = φ

(µ∞)
j (z);

(iv) Para cada j ≥ 0, lim
n→∞

ϕ
(µn)
j (z) = ϕ

(µ∞)
j (z).

Demonstração: Veja [35, Teorema 1.5.6].

Teorema A.2. Sejam µ1 e µ2 duas medidas em P(T) tais que {αj}∞j=0 e {βj}∞j=0 são suas

respectivas sequências de coeficientes de Verblunsky. Suponha que existe λj ∈ T tal que

βjλj − αj → 0 e λj+1λj → 1, quando j →∞.

Então, µ1 e µ2 têm o mesmo suporte essencial.
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Demonstração: Veja [35, Teorema 4.3.8].

Finalmente, exibimos dois teoremas estabelecidos em Simon [36].

Teorema A.3. [Rakhmanov] Seja dµ = w(θ) dθ
2π

+ dµs uma medida em P(T) e considere

Λ = {eiθ ∈ T : w(θ) > 0}.

Se |Λ| = 2π (isto é, w(θ) > 0 para quase todo θ ∈ [0, 2π)), então

lim
n→∞

|α(µ)
n | = 0,

onde α
(µ)
n é a sequência de coeficientes de Verblunsky associada à medida µ.

Demonstração: Veja [36, Caṕıtulo 9].

Teorema A.4. Sejam {αj}∞j=0 e {βj}∞j=0 duas sequências de coeficientes de Verblunsky

associadas, respectivamente, às medidas µ1 e µ2. Suponha que, para λ e λ̃ em T, e para

algum p ∈ N fixo, vale

αj+p = λαj e βj+p = λ̃βj, j ≥ 0.

Se σess(µ1) = σess(µ2), então λ = λ̃. Aqui, σess(µ1) denota o suporte essencial da medida

µ1 definido como em (1.5).

Demonstração: Veja [36, Corolário 11.4.12].
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