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Resumo

Foi mostrado recentemente que associado a um par de sequéncias reais (onde uma delas
¢ uma sequéncia encadeada positiva) existe uma tnica medida de probabilidade néo tri-
vial com suporte no circulo unitario. No presente trabalho nossa principal contribuicao
¢é estudar o comportamento dessas medidas quando impomos algumas restrigoes de sinal
e periodicidade sobre essas sequéncias. Precisamente, fornecemos uma estimativa para o
suporte de tais medidas no caso em que a sequéncia que nao € a sequencia encadeada po-
sitiva satisfaz uma propriedade de sinal alternante. Além disso, quando esse par € tal que
a sequéncia de parametros minimal da sequéncia encadeada positiva e a outra sequéncia
sao periodicas, mostramos que o estudo dessas medidas é completamente equivalente ao
estudo de medidas associadas a coeficientes de Verblunsky periddicos: o que nos permi-
te, neste caso, apresentar, estudar e caracterizar um novo espago de medidas no circulo
unitario. Por fim, estabelecemos informacoes sobre o suporte essencial de medidas no caso

limite periddico, isto é, quando as sequéncias reais associadas sao limite periodicas.

Palavras-chave: Polinomios ortogonais no circulo unitario. Medidas nao triviais. Se-

quéncias encadeadas. Sequéncias reais periddicas. Coeficientes de Verblunsky periddicos.



Abstract

It was shown recently that associated with a pair of real sequences (where one of them is
a positive chain sequence) there exists a unique nontrivial probability measure supported
on the unit circle. In the present work, our main contribution is to study the behavior
of these measures when we impose some restrictions of sign and periodicity on these
sequences. Precisely, we provide an estimate for the support of such measures in the
event that the sequence which is not the positive chain sequence, satisfies an alternating
sign property. Moreover, when this pair is such that the minimal parameter sequence
of the positive chain sequence and the other sequence are periodic, we show that the
study of these measures is completely equivalent to the study of measures associated with
periodic Verblunsky coefficients: which allows us, in this case, to present, to study and to
characterize a new space of measures on the unit circle. Finally, we establish information
about the essential support of measures in the limit periodic case, i.e., when the associated

real sequences are limit periodic.

Keywords: Orthogonal polynomials on the unit circle. Nontrivial measures. Chain

sequences. Periodic real sequences. Periodic Verblunsky coefficients.



Lista de Simbolos

Lista de simbolos dividida em alfabeto grego, alfabeto romano e nao alfabético.

Alfabeto Grego

o, = o coeficientes de Verblunsky associados a uma medida g no circulo unitério;
veja

aw conjugado de o

Omon delta de Kronecker; veja (|1.2])

A, determinante de Toeplitz; veja

A(z) funcao discriminante; veja Subsegao |1.2.2

K constante de normalizacao tal que Aﬁ: = k2 = [p|6n(2)Pdu(z) = ||énll*;
veja Secao

An.j autovalores da matriz A(dy, ds, ..., d,); veja (4.33

[y by [ medidas em P(T)

u({z0}) medida do ponto zp, isto ¢, tamanho da massa em z = 2z na medida p

w(9;.) medida em P(T) com massa §, 0 < d < 1,em z =1

U = U momentos de uma medida 1; veja Definicao e

{pn}, = {p )}1‘;":0 sequéncia de nimeros complexos associada a uma medida p no
circulo unitario; veja e

P conjugado de pi")

Oess (1) suporte essencial da medida p; veja

{Ta(w)}2, = {TT(LM )(w) ©,  sequéncia de nimeros complexos associada a uma medida
4 no circulo unitario; veja

On = gzﬁ%“ ) = On(145.) polinomios ortogonais no circulo unitario com relagao a uma

medida pu; veja Definicao e
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o (2) polinémio reciproco de ¢,,(z), ¢%(z) = 2", (1/2); veja (1.15

o (15 .) polinémio reciproco de ¢y, (1;.)

On polinémios ortonormais no circulo unitério; veja (|1.11

wo medida (de probabilidade) de Lebesgue, dwy(z) = (2miz)"'dz, 2 € T

Alfabeto Romano

{an}52, sequéncia encadeada positiva; veja Definicao

arg z argumento do nimero complexo z

A\ B diferenca entre os conjuntos A e B, isto é, x € A\ B se, e somente se, x € A
er ¢ B

A(dg, ds, ..., dy) matriz n X n associada a sequéncia encadeada positiva {d,+1}22 ;

veja (E37)
b, 1 —2m,,; veja Secao

B; band associada a uma medida em V,; veja (|1.22

B; band associada a uma medida em N,; veja Teorema

{en o2, sequéncia de nimeros reais

Hento {dn 352} = {{c,ﬁ“)};;o:l, {d ;.10:1} par de sequéncias reais associado a uma

medida g no circulo unitério; veja Teorema m
Hen}oo, {ma}e, ) = {{cé“)};’f’:l, {m,(f)};’;l} par de sequéncias reais associado a uma

medida g no circulo unitério; veja Teorema

C conjunto dos niimeros complexos

Cy, Co arcos fechados de T; veja 1) e (2.10

{d.}22, sequéncia encadeada positiva; veja Definicao e Teorema/|1.14

Apige(6) parte absolutamente continua da medida p, isto €, se du = w% + dps, entao
dptge = w%; veja Segao

dps(0) parte singular da medida u, dus = du — dpge; veja Secao

D métrica sobre P(T); veja (4.2)

{g.35%, sequéncia de parametros para uma sequéncia encadeada positiva; veja De-

finicao
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graf(f) grafico de uma funcao f: A — B, graf(f) = {(z, f(z)) : x € A}
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H, determinante de Hankel de ordem n + 1; veja Secao
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l polinomio de Laurent; veja Secao

L funcional linear; veja 1)
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espago das medidas de probabilidades nao triviais no circulo unitario tais

p

que as sequéncias dos respectivos pares associados {{c,}5°, {m,}>2,} s@o
periédicas com periodo p; veja

N conjunto dos nimeros naturais, N = {1,2,3,...}

P polinémios ortogonais com rela¢ado a uma medida 1 no intervalo (a,b); veja
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R conjunto dos nimeros reais
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supp(v) suporte da funcao ; veja Definicao e Secao
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T, matriz de Toeplitz; veja Segao
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T, polinomios de Chebyshev de primeira espécie; veja Exemplo
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Ln,j

(©)

n?j

espago das medidas de probabilidade nao triviais no circulo unitario tais que

suas correspondentes sequéncias de coeficientes de Verblunsky sao periddicas

“a menos de uma fase”; veja Observacao

espago das medidas de probabilidades nao triviais no circulo unitario tais que
as respectivas sequéncias de coeficientes de Verblunsky sao periédicas com
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funcao peso associada a uma medida p sobre T; veja Segao
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produto interno associado a uma medida 1 definida no intervalo (a, b); veja
Secao E

produto interno associado a uma medida nao trivial com suporte no circulo
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norma associada a uma medida nao trivial com suporte no circulo unitario;
veja Secao @

convergencia fraca

indica final de demonstracao
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Introducao

Uma fungao real v, definida no intervalo (a,b), —oo < a < b < oo, é chamada
uma distribuigdo ou medida (positiva) em (a,b), se ¢ é limitada, ndo decrescente, com
infinitos pontos de aumento e tal que as integrais de Stieltjes

b
V,iw):/ *dyp(z), k=0,1,...,

a

existam.

Dizemos que uma sequéncia de polinomios {P,(Lw)}ff:o é uma sequéncia de po-
linomios ortogonais com relagao a medida 1 no intervalo (a,b), se ng) é de grau exata-

mente n e

b 0, ara m #n
(PW PO = [ P () PO () dip(x) = P 7n
S a ! g%w) #0, param=mn

Os polinomios ortogonais satisfazem a muitas propriedades interessantes e sao fer-
ramentas essenciais para a solucao de diversos problemas da Matemaéatica Pura e Ciéncias
Aplicadas. Por exemplo, os chamados polinomios ortogonais classicos — polinomios de
Jacobi, de Laguerre e de Hermite (com intervalos de ortogonalidade dados, respectiva-
mente, por (a,b) = (—1,1), (a,b) = (0,00) e (a,b) = (—00,0)), sdo solugdes particulares

da equagao diferencial linear de segunda ordem (veja, por exemplo, [1I, 27])
A(t)y" + B(t)y' + xny = 0,

onde
1—t* vpara(a,b) =(-1,1)
IN— %m— DA+ B(0)|, AM) =1 t para (a,b) = (0, 00)
1, para (a,b) = (—00,0)
e B(t) é um polinomio de grau 1. Tal equagao diferencial aparece em muitos modelos

matematicos em fisica atomica, eletrodinamica e actstica.
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Uma propriedade importante que podemos destacar dos polinomios ortogonais na
reta real estd relacionada aos seus zeros. Sabe-se que eles sao todos reais, distintos e
pertencentes ao intervalo de ortogonalidade (a,b) (veja, por exemplo, Chihara [12]). Em
particular, os zeros desses polinomios sao os nés das conhecidas Regras de Quadratura
Gaussianas, que tém maximo grau de precisao algébrico. Outra propriedade fundamental,
desses polinomios, é o fato que eles satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos.

Quando monicos, esta relacao é dada por

PY\(x) = (z = B PW (z) — 4 PP (2), n>1,

n—1

com Pézp) (x) =1, Pl(w) (x) = — fw), W eRe 7,(1@1 > 0, n > 1. Para mais informagoes
sobre polinomios ortogonais na reta real, sugerimos os textos de Agarwal e Milovanovié¢
[1], Chihara [12], Gautschi [18], Geronimus [20], Ismail [24], Sri Ranga [37] e Szegé [3§].
Seja pu(2) = u(e?) uma medida no circulo unitario T = {z =€ : 0 < 0 < 27}. De
acordo com a terminologia adotada em Simon [35], a medida p é dita nao trivial se o seu
suporte é um conjunto infinito e p é dita uma medida de probabilidade se u(T) = 1.
Se 1 ¢ uma medida de probabilidade nao trivial no circulo unitario, podemos definir

a sequéncia associada de polinomios ortogonais no circulo unitario, {¢,}22,, por

2
[Fon@utz) = [ o ine =0 0<i<n-1 0=l
T 0

onde ¢,, é um polinémio de grau exatamente n. Tomando k% = [|¢,||* = [1 |dn(2)[?dp(2),
os polindmios ortonormais no circulo unitério sdo dados por ¢, (2) = k,d,(2), n > 0.

Os polinémios ortogonais no circulo unitario (também conhecidos como polinémios
de Szegd) foram introduzidos na primeira metade do século XX por Gabor Szegd. Nos
ultimos anos esses polinomios vém recebendo muita atencao de diversos pesquisadores,
principalmente em razao de suas aplicacoes em diversas areas da Matematica. Regras
de quadratura, processamento de sinais e teoria espectral sao alguns dos muitos topicos
em que tais polinémios estao inseridos (veja, por exemplo, [9, 111, 14, 26] 28| 31], 34 139]).
Textos mais recentes sobre esses polinomios podem ser encontrados nos dois volumes de
Simon [35], 36].

Os polindémios ortogonais no circulo unitario, monicos, satisfazem a relagao

On(2) = 20p_1(2) — W1 @) _1(2) n > 1,

onde a,—1 = —¢,(0) e ¢k (2) = 2"¢,(1/Z) denota o polinémio reciproco de ¢, (2).

n
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Os ntmeros complexos «, sao chamados de coeficientes de Verblunsky. Sabe-se
que esses coeficientes sao tais que |a,| < 1 (n > 0) e que, além disso, eles sao suficientes
para caracterizar completamente tanto os polindmios ortogonais como a medida a eles
associada (veja, por exemplo, [35, Teorema 1.7.11]).

Dada uma sequéncia de polindmios ortogonais no circulo unitario {¢,}°,, pode-
mos definir uma sequéncia de polinémios para-ortogonais no circulo unitério, associada a

sequéncia {¢, }°°,, da seguinte forma (veja, Jones et al. [25]):

Z¢n—1(z) + wngb;—l(z)? n Z 1’

onde {w,}>, é qualquer sequéncia de nimeros complexos tais que |w,| = 1.

Diferente dos polinémios ortogonais ¢, que tém todos os seus n zeros dentro do
disco unitério aberto, os polinémios para-ortogonais z¢,_1(z) + W,¢:_;(z) tém todos os
seus n zeros simples e no circulo unitario. Esta caracteristica permite a utilizacao dos
zeros destes polinomios para construcao de formulas de quadratura no circulo unitario.

Segundo Chihara [12], uma sequéncia {a,}5°; é dita uma sequéncia encadeada

positiva se existe uma outra sequéncia {g, }2°, tal que
0<go<1l, 0<g,<1, paran>1, e a,=(1—g, 1)gn, paran > 1.

A sequéncia {g,}22, é chamada de sequéncia de parametros para a sequéncia encadeada
positiva {a,}2%, e pode nao ser unica. Além disso, toda sequéncia encadeada positiva
possui uma sequéncia de parametros minimal, denotada por {m,, }2° ,, obtida com mg = 0,
e uma sequéncia de parametros maximal, denotada por {M,}>° ., a qual é caracterizada
pela condigao que se gy > M, entao {g,}32, gerada por g, = a,/(1 — go—1), n > 1, ndo
satisfaz 0 < g, < 1,n > 1.

O uso da teoria de sequéncias encadedas positivas para caracterizacao de medidas
de probabilidade nao triviais no circulo unitario teve grande destaque nos trabalhos de
Castillo et al. [10] e Costa et al. [13]. Estes trabalhos terdao um papel fundamental no
decorrer desta tese.

Em Costa et al. [13] foi mostrado que dado um par de sequéncias reais {{c,}22,
{d,}22,}, onde {d,}>2, é uma sequéncia encadeada positiva, entdo correspondente a
este par, existe uma dnica medida de probabilidade nao trivial (digamos, x) no circulo
unitario e reciprocamente. Os resultados estabelecidos em [13] mostram que a sequéncia

de coeficientes de Verblunsky {a,}22 ; associada a medida p esta diretamente relacionada
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com as sequéncias reais {¢,}>2, e {m,}>2,, onde {m,}°°, é a sequéncia de parametros
minimal para a sequéncia encadeada positiva {d,}22 ;. Desta forma, pode-se caracterizar
uma medida p, no circulo unitario, tanto pela sequéncia de coeficientes de Verblunsky
a ela associada como pelo seu respectivo par de sequéncias reais {{c,}5°,,{d,}5°,} (ou
{H{endnzn, fmadiii})-

A partir das sequéncias {c, }22; e {d,,}>2; também é possivel recuperar a medida de
probabilidade, associada a estas sequéncias, usando certas funcgoes racionais que seguem

de polinomios que satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos
Rui1(2) =[(1+ichi1)z + (1 —icyi1)|Ru(2) — 4dpi12Rn-1(2), n>1,

com Ry(z) =1e Ri(z) = (14 ic1)z + (1 —icy), onde

H;L=1 [1 - pj*lajfl] ngn(z) _ anSZ(Z)
H;;l [1 - Re(pj—loéj_ﬁ} -1 )

Em Castillo et al. [I0], usando argumentos padroes envolvendo frac¢oes continuas,

R.(z) =

n >0,

expansoes em séries, no infinito e na origem, e o Teorema da Selecao de Helly, os autores
verificaram que a medida associada g é dada como o limite de uma subsequéncia de
medidas discretas, 1, (), cujos pontos puros (aqueles diferente de z = 1) sao exatamente
os zeros de R, (z).

Os resultados apresentados em [I0] nos permitem dar informagoes sobre o suporte
da medida p analisando os zeros z, ; = ¢, j =1,2...,n, dos polindmios R,(z).

O primeiro objetivo desta tese é, justamente, obter uma estimativa para o su-
porte de medidas de probabilidade nao triviais no circulo unitario associadas ao par de
sequéncias reais {{c,}5°,{d,}>°,}, onde {d,}>°, é uma sequéncia encadeada positiva
qualquer e {¢,}>2, tem uma propriedade de sinal alternante. Para isso, faremos uso
daqueles resultados fornecidos em [10].

Existem muitos trabalhos na teoria de polindmios ortogonais no circulo unitario
que estudam medidas de probabilidade cujas sequéncias associadas de coeficientes de
Verblunsky sao p—periddicas, isto €, a,yp, = an, n > 0 e p € N. Resultados sobre o
suporte essencial, fungao peso e possiveis pontos puros de tais medidas (bem como o
tamanho da massa, quando existem) s@o completamente conhecidos. Por exemplo, os
possiveis pontos puros dessas medidas sao solugoes da equagao ¢,(2) — ¢5(2) = 0 (veja

[36, Capitulo 11]).
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Denotaremos por V,, p € N, o espaco de todas as medidas de probabilidade nao
triviais no circulo unitario tais que as respectivas sequéncias de coeficientes de Verblunsky

sao p—periodicas, ou seja,

[t €V, se,esomente se, agffﬁp = ag‘), n > 0.

Com esta notacao, um outro objetivo da nossa pesquisa ¢ estudar medidas em V), obtidas
por meio do par de sequéncias reais {{c,}°2,, {m,}>>,}, onde as sequéncias {c,}5°, e
{m,}>2 | possuem algumas restrigoes de sinal e periodicidade.

Um fato importante é que podemos ter uma medida, fi, cuja sequéncia associada
de coeficientes de Verblunsky é p—periddica (isto é, fi € V) e tal que as sequéncias
reais associadas, {¢,}5°, e {m,}>°,, ndo sdo periddicas (veja, por exemplo, [15]). Por
esta razao, introduzimos a notacao N,, p € N, para o espago de todas as medidas de
probabilidade nao triviais no circulo unitario tais que as sequéncias dos respectivos pares

associados {{c,}2, {m,}22,} sdo periddicas com periodo p, isto é,

pw e N, se esomente se, ) o W )y >,

n+p n n+p n >

Uma vez que o espaco V, ja é bem conhecido (veja, por exemplo, Simon [36]),
existem muitas perguntas naturais sobre esse novo espaco /V,. Por exemplo, qual ¢ o com-
portamento das medidas de probabilidade pertencentes ao espago N,? Existem medidas
em N,NV,? Como escolher o par associado de sequéncias reais {{c,}7>,, {mn,}r>,} a fim
de obter medidas em N, NV,7 Quais sao as relacoes existentes entre os espagos N, e V,?
E sobre o comportamento das medidas tais que as sequéncias reais associadas {c,}>2,
e {m,}>2, sao limite p—periddicas, ou seja, lim, o0 Copir = Ik € My 00 Mypr = Ik,
k=1,2,...,p, o que podemos dizer?

Outro objetivo deste trabalho é, portanto, estudar esse novo espago de medidas N,
e fornecer respostas aos questionamentos anteriores e a outras questoes relacionadas.

Os resultados estabelecidos nesta tese estao distribuidos em quatro capitulos, como
segue.

No Capitulo [1} introduzimos alguns conceitos e resultados preliminares da teoria
de polindomios ortogonais na reta real e no circulo unitario (bem como das medidas as-
sociadas), polinémios para-ortogonais no circulo unitério, além do conceito e algumas
propriedades de sequéncias encadeadas positivas. Nesse capitulo apresentamos, ainda, al-

guns resultados importantes, estabelecidos em Castillo et al. [10] e Costa et al. [13], que
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conectam a teoria de polinomios ortogonais no circulo unitario com a teoria de sequéncias
encadeadas positivas. Estes ultimos resultados, como mencionado anteriormente, serao
fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

O Capitulo [2 é dedicado a busca de uma estimativa para o suporte de uma classe
de medidas de probabilidade nao triviais no circulo unitario. Precisamente, usamos in-
formagoes sobre os zeros de certos polinémios para-ortogonais no circulo unitario (no caso,
os zeros dos polinémios R, (z)) para estimar o suporte daquelas medidas cujas sequéncias
{cn}52, (dos pares associados de sequéncias reais {{c,}>2,{d,}>%,}) tém uma proprie-
dade de sinal alternante, isto é, ¢, = (—1)"¢,, para n > 1, com {¢,}°; uma sequéncia
positiva (ou negativa) de nimeros reais. Os resultados aqui apresentados sdo novos e
estao organizados no artigo [7], em coautoria com Bracciali, Sri Ranga e Veronese, aceito
para publicacao na revista Computational and Applied Mathematics e disponivel no modo
online first.

No Capitulo , fornecemos alguns novos resultados relacionados a medidas em V,,
com o uso da teoria de sequéncias encadeadas positivas. Especificamente, utilizamos re-
sultados encontrados em Costa et al. [I3] para estabelecer uma caracterizagao de medidas
pertencentes ao espago V), em termos de um par de sequéncias reais {{c,}o2q,{dn}72;},
onde {d,, }>°, é uma sequéncia encadeada positiva. Além disso, considerando a sequéncia
de parametros minimal {m,}5°, da sequéncia encadeada positiva {d,}>°;, vamos im-
por uma restricao de sinal sobre a sequéncia {c,}2°, e uma p—periodicidade sobre as
sequencias {c, 122, e {m, }°2, para gerar medidas em V. Estas restri¢es (que nos levam
a medidas no espago V,) tém uma interpretacio geométrica que sera aqui estabelecida.
Algumas informagoes sobre pontos puros de medidas em V},, com o uso de sequéncias enca-
deadas positivas, também serao apresentadas. Por fim, um exemplo serd construido para
ilustrar os principais resultados obtidos neste capitulo. Todos esses resultados também
podem ser encontrados no artigo [7].

Finalmente, no Capitulo , deste trabalho, estudamos o espaco de medidas N,
isto é, o espaco das medidas de probabilidade nao triviais no circulo unitario tais que
as sequéncias dos respectivos pares associados {{c,}>2,{m,}>°,} sdo periédicas com
periodo p € N. Observamos que existe um homeomorfismo entre os espacos N, e V,, tal
que o conjunto dos seus pontos fixos é exatamente /N, NV, que é caracterizado por uma

subvariedade de R? de dimensao p — 1. Considerando P(T) o espago de todas as medidas
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de probabilidade nao triviais no circulo unitario, definimos uma relagao de equivaléncia
sobre P(T) e mostramos que os espacos N, e V, sdo “equivalentes por rotagao”. Para
ser preciso, provamos que dada qualquer medida de probabilidade p em N, (exceto a
medida de Lebesgue) existem exatamente p medidas em V,, que sdo equivalentes a p por
rotacdo. Reciprocamente, dada qualquer medida i em V), (exceto a medida de Lebesgue)
provamos que existem exatamente p medidas em NV, que sao equivalentes a fi por rotagao.
Na Segao [£.4] estabelecemos alguns resultados referentes a polindmios para-ortogonais
associados a medidas em NV,,. Por exemplo, mostramos que os possiveis pontos puros de
medidas em N, sdo, exatamente, os zeros de certos polinémios para-ortogonais (de grau
p) associados a estas medidas. Na Secao , fornecemos informagoes sobre o suporte
essencial das medidas associadas ao par {{c,}5°, {m,}22,}, no caso em que as sequéncias
{en}22, e {my,}22, sdo limite p—periddicas, isto é, lim,, e Cppir = Ik € limy, oo Myprk =
e, k= 1,2,...,p. A Secao ¢é constituida por alguns exemplos que sao tuteis para
discussao dos principais resultados estabelecidos neste capitulo. O estudo deste novo
espaco de medidas N,, foi proposto no artigo [§], publicado em 2017 na revista Journal
of Mathematical Analysis and Applications, novamente em colaboragao com Bracciali, Sri
Ranga e Veronese. Ressaltamos também que um dos exemplos apresentados na Secao
é consequéncia de um trabalho publicado em 2015 na revista Applied Mathematics and
Computation em coautoria com Bracciali e Sri Ranga (veja [6]).

Visando tornar o texto mais autossuficiente possivel, no Apéndice [A] apresenta-
mos alguns resultados auxiliares (da teoria de polindmios ortogonais no circulo unitério)

necessarios para o desenvolvimento deste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos de maneira objetiva os pré-requisitos necessarios para
o desenvolvimemto deste trabalho. Os resultados serao expostos sem demonstragoes e as
principais referéncias aqui utilizadas sao: Castillo et al. [10], Chihara [12], Costa et al.

[13], Ismail [24], Jones et al. [25], Simon [35], 36] e Szegd [38].

1.1 Polindmios ortogonais na reta real

Antes de falarmos sobre polindmios ortogonais no circulo unitario e respectivas
medidas de probabilidade, que estao relacionados com os principais objetos de estudo deste
trabalho, apresentamos, nesta secao, algumas defini¢oes e resultados sobre polinomios
ortogonais na reta real, apenas o suficiente para a boa compreensao das préximas segoes.
Para mais detalhes sugerimos, por exemplo, os textos de Chihara [12], Ismail [24] e Szegd

38].

Defini¢ao 1.1. Seja ¥ uma funcao real, nao decrescente e definida no intervalo (a,b),
—00 < a < b < oo. Chamamos de ponto de aumento de ¢ qualquer ponto & € (a,b) tal

que Y(€ +€) — (& —€) > 0 para todo € > 0. Em particular, o conjunto de pontos

supp(¢) = {¢ € (a,0) [Y(§ +€) —¥(§ —€) >0, para todo € > 0}

¢ chamado de suporte de 1.

Uma expressao do tipo

/ " Fla)dua)
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é conhecida como integral de Riemann-Stieltjes ou, simplesmente, integral de Stieltjes da
fungao f com respeito a v). A funcao v é real, ndo decrescente, definida no intervalo (a, b),
—00 < a < b < oo, e tem seus pontos de aumento contidos em (a,b). Para a definigao

formal e outras propriedades da integral de Stieltjes veja, por exemplo, [3], 23] [33].

Definigao 1.2. Seja ¥ uma func¢ao definida no intervalo (a,b), —oo < a < b < oo, limi-

tada, nao decrescente e com infinitos pontos de aumento, tal que as integrais de Stieltjes

b
u,(f):/ o*dy(z), k=0,1,...,

existam. Entao, dizemos que v € uma distribuicio ou medida (positiva) em (a,b).

Os valores I/]Sp) sao chamados de momentos da medida . Quando o intervalo

[a,b] é limitado os momentos V,Ew) sempre existem, o que nem sempre ocorre se |a,b| é

)

ilimitado. Se V(()w = 1, a medida v é chamada de medida de probabilidade. Além disso,

se 0s momentos I/liw) existem para k = 0,+1, 42, ..., dizemos que @ é uma medida forte

em (a,b). Se a medida 1) estiver clara no contexto, seus momentos, u,iw), serao denotados
simplesmente por 1. Outras informacoes sobre teoria da medida podem ser encontradas
em [4] (veja também [32]).

Quando a funcao ¢ é absolutamente continua, podemos escrever diy(z) = w(x)dz,
onde w é uma func¢ao nao negativa e nao identicamente nula. Neste caso, chamamos w de
fungao peso. Além disso, se a medida 1 é definida em um intervalo (—a,a),0 < a < o,
e satisfaz dy(z) = —dy(—x), dizemos que ¢ é uma medida simétrica .

A condigao de que a medida ¢ tem infinitos pontos de aumento (isto é, seu suporte

é um conjunto infinito), garante que ¥ é uma medida nao trivial e que

/p@mw@>o,

para qualquer polinémio p(z) > 0, mas nao identicamente nulo em (a,b). Logo, podemos

definir o produto interno (-,-), da seguinte forma:

m@¢=/pwmwmwm,

onde p e ¢ sao polinémios definidos no intervalo (a, b).
Passemos agora a definicao de sequéncia de polinomios ortogonais com relacao a

uma medida ¢ definida em um intervalo (a, b).
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Definicao 1.3. Uma sequéncia de polinomios {Py)}ﬁ’zo € chamada de sequéncia de po-
linémios ortogonais com relagdo a medida 1 no intervalo (a,b), se P ¢ de grau exata-

menten e

b 0, ara m = n
<p(¢)7 p(w)> - p(d))(x)p(w) (z)d(z) = b 7 . (1.1)
mooTn /e a " Qﬁf’) #0, param=n

Usando o delta de Kronecker 6, ,, definido por

1, sem=n
Omn = , (1.2)
0, sem#n

podemos reescrever a definicao anterior como
b
<P,(n¢), PTE¢)>¢ = / Pﬁ)(x)Py) (x)dy(z) = Q#)csmm, m,n=20,1,2,....

Além disso, se QSZ}) =1, n > 0, a sequéncia {PT(LW};L’O:O é chamada de sequéncia de po-

linomios ortonormais com relagao a 1.

Note que, sob as condi¢oes da Definicao , a sequéncia {Pﬁ)}z‘:O forma uma
base para o subespaco vetorial dos polinomios de grau no méximo m. Assim, se @), € um
polinomio qualquer de grau exatamente m, entao escrevendo (), como combinacao linear
dos polindémios ortogonais P,EW e utilizando a relacao de ortogonalidade dada em ([1.1]),

temos

0, para m <n

)

b
s pﬁ) — - pT(Lw) d —
(@ P}, = [ Qu@ P )iita) 0 e

onde ¢y,.m ¢ o coeficiente do termo de maior grau de (), (neste caso, estamos considerando
linomios P n > 0. méni : , . fei d

0s polinomios /", n > 0, monicos, 1sto €, com seus respectivos coeficientes dos termos

de maior grau iguais a 1). Além disso, pode-se mostrar que uma condi¢ao necessaria e

suficiente para a existéncia de uma sequéncia de polindmios ortogonais com relacao a uma

medida v é que os determinantes de Hankel, H,, de ordem n + 1,

IZ0) 121 . Un
141 125) N ]

H, = , n>0,
Vn Vpy1 .- Von,

sejam todos nao nulos.
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pLw)

Os polinomios ortogonais satisfazem uma relacao de recorréncia de trés ter-

mos. Quando monicos, essa relagao é dada por

Pi(e) = (o = i) P (1) = i P @), n> 1, (1.3)
com Péw)( ) =1, P(w)( ) = 61 e os coeficientes 7£+1 e ﬁn+1 tais que
o) (2P, P
(U n Y
77(1—&—)1 @) n=>1, € Bn-i—l = ) , n=>0,
On-1 On

onde
b
gﬁj")z/ [P (@)]" dp(z) = 1@ A > 1

A reciproca desse resultado também é verdadeira e é conhecida na literatura como

Teorema de Favard.

Teorema 1.1. (Favard) Sejam {3,152, e {7 }o2, sequéncias de nimeros reais arbitrdrios,
com B, € R ey >0 paran > 1, e seja { P, }22, uma sequéncia de polinémios monicos

satisfazendo a relagao de recorréncia de trés termos

Pn(x) = (x_ﬁn)Pnfl(x) _f)/npnf2(x)7 n=23,...,

com Py(z) =1 e Pi(z) = x — 1. Entao, existe uma medida ¢ com relagdo a qual a

sequéncia de polinomios {P,}5°, € ortogonal.

Uma outra importante propriedade satisfeita pelos polinomios ortogonais PT(Lw) é
que seus zeros sao reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b). Além disso, se denotar-

MOS POT Xy 15 Xn2;s - - -, Xnn OS zeros de Péw), n > 1, em ordem crescente, entao

An+1,1 < Xn,1 < Xn+1,2 < Xn,2 <. < Xn+1,n < Xn,n < Xn+1,n+1-

Ou seja, entre dois zeros consecutivos do polinomio Pnf)l existe um tnico zero de P
Neste caso, dizemos que os zeros de PT(Lw) P! +)1 se entrelacam.

Um exemplo bem conhecido e estudado de polinomios ortogonais na reta real sao
os polinomios de Chebyshev de primeira espécie, conhecidos em diversas literaturas como

uma das sequéncias de polindmios ortogonais classicos (veja, por exemplo, [I]).

Exemplo 1.1. Os polinomios de Chebyshev de primeira espécie, T,, sao ortogonais com

rela¢do a medida di(x) = 1/v/1 — 22 dx no intervalo (—1,1) e podem ser dados por

To(x) = cos(narccosz), =€ (—1,1), n=0,1,2,... .
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Tomando x = cos B, com 6 € (0,7), podemos escrever T,(x) = cos(nf), n >0, e, usando

relagoes trigonométricas, mostra-se facilmente que
To1(z) = 22T, (x) — Tpa(x), n2>1,

com To(x) =1 e Ti(x) = x. Por outro lado, utilizando indugdo finita em n, verificamos
que o coeficiente do termo de maior grau do polinomio T,, n > 1, é 2"~ 1. Além disso,

pode-se mostrar que os zeros desses polinomios sao dados por

27 —1
xn,j:COS<<‘72—>ﬂ-)7 j:1727"-na
n

e que tais polinomios satisfazem

0, sem #n,
1
1
ToTodo= | T@Tu@ommdr =4 5 sem=n+0,
m, sem=mn=0.

1.2 Polindmios ortogonais no circulo unitario

Nesta se¢ao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados bem conhecidos, refe-
rentes a teoria de polindémios ortogonais no circulo unitdrio (e medidas associadas), que
podem ser encontrados, por exemplo, em Ismail [24], Simon [35] B6] e Szeg6 [38].

Seja p uma medida positiva no circulo unitdrio

T={zeC:|z| =1},

0

parametrizado por z = €, ou seja, u(e?), definida em 0 < 6 < 27, é uma funcao real,

limitada e nao decrescente, com infinitos pontos de aumento em T, onde os momentos

(trigonométricos) sao dados por

27
Upy = /z_m du(z) = / e ™ du(e®y, m=0,+1,42,..., (1.4)
T 0

ou, equivalentemente,

2
U = /zm du(z) = / e” ™0 qm(6), m=0,%£1,+2,...,
T 0

uma vez que a medida u(e?) induz uma outra medida positiva (), com suporte em
[0, 27], que chamaremos, simplesmente, de p(6) (esta notacao serd adotada algumas vezes

neste trabalho).
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Dizemos que zy € T é um ponto puro (ou ponto de massa) de p1 , se a medida desse
ponto é positiva, isto é, u({zo}) > 0. Um ponto puro, zg, é chamado isolado (ou discreto)
se, e somente se, existe um conjunto aberto, A, em torno de zy, tal que u(A\ {z}) = 0.

O suporte essencial de p, denotado por o.qs(1), é definido por
Oess(t) = {z € supp(p) : z nao € um ponto puro isolado}, (1.5)

onde supp(u) denota o suporte da medida p. Equivalentemente, zy € o.ss(pt) se, e somente

se, para qualquer conjunto aberto A em torno zy, A N gess(1t) € um conjunto infinito.
Por uma combinacao dos teoremas de Radon-Nikodym e da decomposicao de Le-

besgue (veja [4]), qualquer medida p, sobre T, pode ser decomposta, unicamente, da

seguinte maneira:

Au(6) = w() 5 + dis(6),

onde dpus(0) é singular em relacao a df/2r e w € L'(T,df/2rw). Neste caso, du..() =
w(0)dO /27 e dus(0), sao chamadas, respectivamente, parte absolutamente continua e parte
singular da medida pu. Além disso, w é chamada func¢ao peso.

Agora, usando a medida u, podemos definir o funcional linear
L[z"] = /zm du(z) =v_pm, m=0,£1,+£2,..., (1.6)
T

sobre o espacgo dos polinomios de Laurent, isto é, funcoes definidas em C da forma

J
l(z) = chzk, c, € C,

k=i

onde 7 e j sao numeros inteiros tais que ¢ < j. Claramente, temos

J J
§ El _ E
Cpz = CrlV_k,
k=i k=i

Li)=c

para qualquer polinomio de Laurent /.
Uma vez que a medida p é nao trivial, isto é, u tem infinitos pontos de aumento

no intervalo [0, 27] (veja Defini¢ao |1.1)), temos

Clp = / " p(e) du(8) > 0,

para qualquer polinémio p(e) > 0, com p(e”) # 0 em [0,27]. Assim, utilizando L,

podemos definir o produto interno, (,-), por

(7, @) = Lp(=)a(2)] = / p(2)a(2) du(z) = / "o ea@® du®),  (17)
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onde p e ¢ sao polinémios definidos no circulo unitario. Além disso, usando (|1.6) e o

produto interno definido em (1.7)), para todo polinomio 7(z) = Y }_,cx2"* (com ¢; € C e

¢n #0) de grau n, n > 0, a norma || - || de 7, é dada por
N n 1/2
Ixll = (DD gawiw| -
§=0 k=0
Considerando a sequéncia de momentos {v,}>°,_, podemos definir, para n > 0, a
matriz
vy V_1 V_p
h V_nt1
T, =
Vn Vp—1 - 140

conhecida como matriz de Toeplitz associada a sequéncia {v, }*°_, cujo determinante, A,,,

chamado determinante de Toeplitz, ¢ dado por

]/0 V_q V—TL
1 VO V_ +1

Ai=1 e A,= L o n>0 (1.8)
Vp Vp—1 - Yy

Observe que, de (|1.4), temos

2 2
U_, = / eind d,u(e’e) — / e—in@ dlu(ew) =v,, n= O, 1’2’ o
0 0

Consequentemente, a matriz 7,, é hermitiana, isto é, T,, = Tt.

A correspondente forma hermitiana

n n n o
H, = E Vj_CjiCl = E 5 Vj_1CjCk :/
0

3,k=0 §=0 k=0

dp(8),

n

E ~J
Cj2

J=0

0

onde z = € e ¢; € C, é positiva definida, pois u é uma medida positiva nao trivial. Logo,

A, > 0 paran > 0.

Defini¢ao 1.4. Dizemos que um funcional linear M, onde v,, = M [z~™], € positivo

definido se A, >0, n >0, e quase definido se A, # 0, n > 0.

Usando a defini¢ao anterior, podemos concluir que o funcional £, definido em (|1.6)),

¢ um funcional linear positivo definido.
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Podemos, agora, definir sequéncia de polindmios ortogonais com relacao a uma
medida g com suporte em T, ou seja, sequéncia de polinomios ortogonais no circulo

%

unitdrio (também conhecidos como polinomios de Szegd)

Defini¢ao 1.5. Seja L um funcional linear positivo definido (quase definido). Uma se-

quéncia de polinomios {¢,},_, € chamada de sequéncia de polinomios ortogonais com

relacao a L, se

_ 0, se m #n,
(s Om) = £ |0n(2)0m(2)| = , (1.9)
k2 #0, se m=n.

Observacao 1.1. Neste trabalho, vamos considerar apenas os polinomios ¢, monicos,

isto €, com os coeficientes dos termos de maior grau iguais a 1.

Se p é uma medida positiva com suporte em T, usando (|1.2)), (1.7]) e considerando a
relacao (|1.9), podemos reescrever a defini¢ao de polindémios ortogonais no circulo unitério,

com relagao a u, da seguinte forma:

21
/¢n(z)¢m(z) du(z) = On ()P (i) du(e?) = Ko 20mm, myn=0,1,.... (1.10)
T

0
Como k,? = [} |on(2)]Pdp(z) = ||énl?, entdo k, > 0 e os polindmios ortonormais no

circulo unitario sao dados por

on(2) = Fnn(z), n=0. (1.11)

Note que, sendo o funcional de momento £ (definido em (|1.6) a partir da me-
dida nao trivial p) positivo definido, podemos construir os polindémios ortonormais, com
respeito a u, por meio do processo de Gram-Schmidt. Esses polinomios sao de grau

exatamente n e podem ser dados por

0 Ver v Veptr Ven
151 Vo " Vept2 Vopgl
po(z) =1 e %(@Zﬁ : SR S, n>1, (112)
Upo1 Vp_o -+ I V_q
1 z .. L g

onde A, é dado em (1.8)) e o coeficiente do termo de maior grau x, de ¢, é tal que

Kp = A/ An—l/An-
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De 1) temos que os polindmios ortogonais moénicos, ¢,(z) = ig@n(z), n >0,

sao tais que

0 Vg = Veppr Vg
41 Ww " Vopg2 Voptl
1 . . : :
do(2) =1 e ¢ul2) = % : Do o, m>10 (1.13)
n—1
Vn—1 Vp—2 --° Vo vV
1 2 . Zn—l on

A relagao (|1.13)) mostra a existéncia e unicidade dos polinomios de Szeg6 na forma
monica, ja que A,,_; # 0, e também é uma forma de se obter esses polinomios.
Como no caso dos polindémios ortogonais na reta real, usando (|1.9), podemos mos-

trar a seguinte equivaléncia para a defini¢cao dos polindmios de Szego:

. 0, se m <n,
(fn, 7o) = £ [60(2)7n(2)] = (1.14)

kn#0, se m=mn,
onde m,, é qualquer polinomio de grau m < n.
Diferente dos polindmios ortogonais na reta real, os polindmios ortogonais no
circulo unitario nao satisfazem uma relacdo de recorréncia de trés termos do tipo ((1.3)).

Entretanto, os polinomios monicos de Szegd satisfazem as seguintes relagoes:

¢n(2) = Z¢n,1(2) — Op—1 d):z—l(z)?
n>1, (1.15)

an(z) - (1 - |an—1|2)z¢n—1(2) - an—lﬁb:(z)a

onde ay,—1 = —¢,(0) e ¢} (2) = 2"¢,(1/Z) denota o polinémio reciproco de ¢, (z).
Os ntimeros «a,,, n > 0, sao conhecidos na literatura como coeficientes de Verblunsky
(reflexao, Schur, Szegd ou Geronimus) e serao extremamente utilizados neste trabalho.

Pode-se mostrar que esses coeficientes satisfazem

n—1
A
ol <1 e v ][ —lowl) =52 = =, n=>0 (1.16)
An—l
k=0
Além disso, usando a relagao dada em (|1.13]), obtemos
v, Vg +r Vop V_p-
) vy o Vepy1 Vop
3, = =" >0
oy = n
n An 9 -
Vpn—2 Vp-3 V1 V_g
Vpn—1 Vp—2 Yo vV
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Agora, podemos afirmar que dada uma medida de probabilidade nao trivial u, com
suporte no circulo unitario, entao, associada a esta medida, existe uma tinica sequéncia de
nimeros complexos {a, }2°  tais que |a,,| < 1, n > 0. Um dos resultados famosos na teoria
de polindomios ortogonais no circulo unitario, conhecido como Teorema de Verblunsky
(também chamado “Teorema de Favard para o circulo”), fornece uma reciproca para
este fato. O mesmo garante que esses polindomios, assim como as respectivas medidas
associadas, sao completamente caracterizados pela sequéncia de coeficientes {a,}5%, a

eles associada.

Teorema 1.2. (Verblunsky) Seja {a,,}5°, uma sequéncia arbitrdria de nimeros comple-
zos, onde |a,| < 1, n > 0. Entao, associada a esta sequéncia, existe uma unica medida de
probabilidade ndo trivial p, com suporte no circulo unitdrio, tal que os polinomios ¢,(2),

n > 0, gerados por (1.15)), sdo os respectivos polinémios de Szegé monicos.

Em [35] podem ser encontradas quatro provas para o Teorema Uma prova
bem interessante para esse resultado também pode ser vista em [17].
Outra propriedade satisfeita pelos polinomios de Szego é que seus zeros estao todos

no disco unitdrio aberto |z| < 1.

Exemplo 1.2. Consideremos a medida de Lebesque wg definida, como uma medida de
probabilidade, por
dwy(z) = (2miz)*dz, z€T.

A medida wy € tal que oess(wy) = supp(wp) = T e um cdlculo imediato nos mostra que os
momentos trigonométricos, definidos em , sio V) = do.n, n >0, onde oy, € o delta
de Kronecker, definido em (|1.2)).

Assim, usando e , podemos obter os polinomios ortogonais no circulo
unitdrio (bslw‘)), com relacao a wy. Neste caso, (b%wO)(z) = 2z", n > 0. Portanto, os coefici-
entes de Verblunsky associados a medida de Lebesque wy sao explicitamente dados por

e = —gi21(0) =0, n=>0.
Note ainda que os zeros, z,, 1 < k <n, dos polinomios gbnwo)(z) =2z", n>1, sao todos
iguais a zero (de multiplicidade n). Este exemplo é conhecido, sequndo Simon [35], como

“caso livre”.
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1.2.1 Polinémios para-ortogonais

Como mencionamos anteriormente, todos os zeros dos polindomios de Szeg6 estao
no disco unitédrio aberto |z| < 1. Essa propriedade difere daquela apresentada na segao
anterior, com respeito aos polinomios ortogonais na reta real P,, no sentido que, naquele
caso, os zeros de P, eram todos distintos e estavam contidos no intervalo de defini¢ao
da medida associada 1. No caso do polinomios de Szeg6, nao podemos garantir que seus
zeros sao todos simples e muito menos afirmar que estao no circulo unitario T. Entretanto,
existe uma outra classe de polinomios onde esse resultado é verdadeiro. Essa classe faz
parte de um grupo de polinomios chamados polinomios para-ortogonais no circulo unitario,

apresentados a seguir.

Definicao 1.6. Seja o uma medida positiva no circulo unitdario e consideremos o produto
interno definido em (1.7)). Uma sequéncia { X}, € uma sequéncia de polinémios para-

ortogonais com respeito a u se, para n > 0, X, € um polinomio de grau n que satisfaz

(Xn, 1) # 0,
<Xn,Zm> = 07 m:1,2,...,n—1,
(Xn,2") # 0.

Os polinomios X,, sao chamados de para-ortogonais, pois, diferentemente dos po-
linémios ortogonais ¢,,, satisfazem (X,,1) # 0. Assim, {¢,}>2, ndo é uma sequéncia de
polinomios para-ortogonais com respeito a p.

Usando a defini¢ao dos polindémios reciprocos ¢} (z) = 2"¢,(1/2) e a relacao dada

em (|1.14]), pode-se mostrar que
kn #0, se m =0,
(pr,2™) = (1.17)

0, se m=1,2,...,n.

Consequentemente, a sequéncia {¢}}>° , também nao representa uma sequéncia de poli-

nomios para-ortogonais com respeito a .
Exemplo 1.3. Consideremos os polinomios ¢, (wy, z) definidos por
On(wWn, 2) = Pn(2) + wpdli(2), 2z€C, n>0,

onde w, € C e |w,| =1. Usando as relagoes (1.14)) e (1.17) verificamos facilmente que a
sequéncia {¢,(wy, 2)}22, satisfaz as condigoes da Defini¢ao [L.6} Logo, {¢,(wy,2)}52, €
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uma sequéncia de polinomios para-ortogonais com respeito a i € associada a sequéncia de
polinémios ortogonais {¢n}o2,. Além disso, usando as relagoes dadas em (1.15)), podemos
obter uma outra representacdo para os polinomios para-ortogonais ¢,(wy,z) (na forma

monica), a saber:
On(Wp, 2) = 20p-1(2) + Wy _1(2), com |w,| =1, n>1, (1.18)
onde ¢o(Wp,z) = 1.

Em Jones et al. [25], os autores consideraram o estudo dos polinémios para-
ortogonais ¢, (wy,, z) na forma ¢, (2) +w,¢:(2), para w, € C e |w,| = 1. Uma propriedade
interessante desses polinomios é que seus zeros sao simples e estao no circulo unitario.
Essa propriedade é extremamente importante, ja que, neste caso, pode-se utilizar os zeros
desses polinomios para construir férmulas de quadratura no circulo unitério (veja, por
exemplo, [25]).

Na tltima segao desse capitulo, apresentaremos certos polinomios para-ortogonais
do tipo e veremos como os zeros destes polinomios (que s@o todos simples e estao
no circulo unitario) nos permitem construir uma medida cujo suporte podera ser estimado

a partir destes zeros.

1.2.2 Coeficientes de Verblunsky peridédicos: o espaco de medi-

das V),

Dado p € N, denotamos por V,, o espago de todas as medidas de probabilidade nao
triviais, com suporte no circulo unitario, tais que as respectivas sequéncias de coeficientes

de Verblunsky sao periddicas com periodo p (p—periddicas), isto é,
€V, se, esomente se, P = agﬂ), n > 0. (1.19)

n+p

Seja fi € V,, e considere a funcdo discriminante A(z) = 27P/2Tr(T,(z)), onde

Ty(z) = A(a;ﬂ_)l, z) X A(ozi()ﬂ_)z, Z) X ... X A(aéﬁ),z), (1.20)
—(1)
. . z - )
A, 2) = (1~ |alP2)71/2 . ; , J=0,...,p—1, (1.21)
—az

z € Ce Tr(T,(z)) denota o trago da matriz T,(z).
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E bem conhecido (veja Simon [36]) que todas as p solugoes distintas da equagao

A(z) = 2, que denotamos por 2, ... ,z;“ , pertencem ao circulo unitario T. Da mesma
maneira, as p solugoes distintas da equagao A(z) = —2, denotadas por 2z, ... z, , também

estao em T. Usando estas solugoes é possivel mostrar que o circulo unitario pode ser
decomposto em 2p conjuntos alternantes Gy, B, Gs,. .., B, com cada gap, G;, aberto e

cada band, B;, fechado (veja [36]). Além disso, cada band B; é dada por
By ={z€T: arg(z;) <arg(z) < arg(z; ')}, (1.22)

onde o; = (—=1)/*Y, j=1,2,...,p.
A Figura ilustra um exemplo de ordenacdo das solugoes de |A(z)| = 2 para

p = 3, com respectivas bands e gaps.

Figura 1.1: Ordenacio das solugdes de |A(2)| = 2, bands e gaps para p = 3.

Agora, apresentaremos quatro resultados fundamentais (encontrados em Simon
[36]) que fornecem uma completa caracterizagdo de medidas de probabilidade no circulo
unitario associadas a coeficientes de Verblunsky periédicos, isto é, medidas em V,. O
primeiro destes estabelece informacgoes sobre a parte absolutamente continua e a parte

singular da medida.

Teorema 1.3. ([36]) Seja i € V, tal que dii = w(#)dO/2m + dfis. Se By, ..., B, sao as
correspondentes bands definidas em (1.22)), entdo o..(ji) = Ui_ B; e d[Ui_ Bj] = 0.
Além disso, em cada arco aberto disjunto de T \ U?ZIBJ-, [L nao tem suporte ou tem um

unico ponto puro.
O préximo teorema fornece informagoes sobre a fungao peso associada w(6).

Teorema 1.4. ([36]) Seja i € V, tal que dj = w(0)d6/2m+dfis. Entio, para e € U_ B;,

1= A2(c)

w(f) = 2|Im(€_¢p9/2)(pp(€z‘e)| :
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Em particular,
(i) em US_ B, w(f) > 0, onde B™ denota o interior de Bj;

(ii) na fronteira de uma band que estd ao lado de um gap fechado (um gap vazio),

w(6) > 0;
(iii) na fronteira 0y, de uma band que estd ao lado de um gap aberto,

lim w(?)

T = 1
600 c(0 — 03

se p(e%) — @¥(e%) # 0, onde ¢ € uma constante;

(iv) na fronteira 0y, de uma band que estd ao lado de um gap aberto,

fm — 2O
000 (0 — 0) 3

se p(e%) — ¥ (e%) = 0, onde ¢ é uma constante.

Finalmente, os dois teoremas seguintes estabelecem uma caracterizagao completa

para os pontos puros de medidas em V,.

Teorema 1.5. ([36]) Seja i € V,,. Se ¢, € o p—ésimo polinémio ortogonal da sequéncia

de polinomios ortogonais {¢,} -~ ., com relagio a medida fi, e ¢y, € 0 seu reciproco, entao

m(2) = ¢p(2) = 9,(2)

tem todos os seus zeros no conjunto dos gaps fechados (incluindo os extremos), um em

cada gap fechado.

Teorema 1.6. ([36]) Seja i € V, e considere 60y um ponto em um gap fechado onde
op(e?) — ¢;(6i90) = 0. Entao, i ndo tem nenhum ponto puro mno gap ou tem um unico

ponto puro em zy = €% com massa dada por

. A2(eifo) — 4
:U/({ZO}) = 0 N
e
onde @y(z) = z_p/2g0;(z) e ¢, denota o reciproco do p—ésimo polinomio ortonormal

©p(2) = Kpdp(2).
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No Capitulo [3]daremos uma caracterizacao para os possiveis pontos puros de medi-
das em V,, assim como, uma nova expressao para o calculo da massa desses pontos puros
(quando existem), utilizando, nesse caso, a teoria de sequéncias encadeadas positivas que
apresentamos a seguir.

Para mais detalhes sobre medidas associadas a coeficientes de Verblunsky peridédicos

veja, por exemplo, [19] 29| 30, 36].

1.3 Sequéncias encadeadas positivas

A teoria de sequéncias encadeadas foi introduzida por Wall [40] e tem sido mi-
nuciosamente explorada por Chihara [I2] e muitos outros pesquisadores no estudo de
polinomios ortogonais definidos em intervalos limitados da reta real. Por se tratar de um
tema que também desempenha um importante papel na teoria de polinémios ortogonais
no circulo unitario, e por ser um conceito que sera bastante utilizado no decorrer deste
trabalho, apresentamos, a seguir, defini¢oes, exemplos e algumas propriedades relaciona-
das a sequéncias encadeadas positivas. Para um estudo mais detalhado e demonstragoes

dos resultados abaixo recomendamos o texto de Chihara [12].

Definicao 1.7. Uma sequéncia {a,}22, € uma sequéncia encadeada positiva se existe
uma outra sequéncia {g,}o2, tal que
(1) 0§90<17 O<gn<17 71217
(il)) an= (1= Ggn-1)gn, n > 1.
Neste caso, a sequéncia {g,}7°, ¢ chamada sequéncia de parametros para {a,}°
e go ¢é dito o parametro inicial.
Exemplo 1.4. A sequéncia constante {a,}:>, ={a}, com 0 < a < 1/4, é uma sequéncia

encadeada positiva com sequéncias de parametros

e

Defini¢ao 1.8. Seja {a,}22, uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de pa-

o - {5

rametros {my}5°, € chamada sequéncia minimal de parametros para {a,}5, se mo = 0.

Os Teoremas [1.7] e [1.8] apresentados a seguir, mostram que, se uma sequéncia en-
cadeada positiva possui uma sequéncia de parametros tal que seu parametro inicial é posi-

tivo, entao a sequéncia encadeada positiva tem infinitas sequéncias de parametros. Além
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disso, toda sequéncia encadeada positiva possui uma sequéncia de parametros {m, }>° , tal
que mg = 0em, < g,, n > 1, para qualquer outra sequéncia de parametros {g,}>,. Con-
sequentemente, toda sequéncia encadeada positiva possui uma sequéncia de parametros

minimal.

Teorema 1.7. ([12]) Seja {a,}>2, uma sequéncia encadeada positiva e consideremos
{gn}22 € {hn}2, sequéncias de parametros para {a,}>,. Entdo, g, < h, paran > 1

se, e somente se, gy < hg.

Teorema 1.8. ([12]) Seja {a,}22, uma sequéncia encadeada positiva. Se {a,}>, tem
uma sequéncia de parametros {g,}5, tal que gy > 0, entdo, para cada hy satisfazendo

0 < ho < go, existe uma correspondente sequéncia de parametros {h,}5° .

Exemplo 1.5. A sequéncia encadeada positiva {a,}o>, = {1/4} tem sequéncia minimal

de parametros {m,}:>, = {n/2(n+1)}.

Definicao 1.9. Seja {a,}>2, uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de pa-
rametros {M,}>>, é chamada sequéncia mazimal de parametros para {a,}> | se, para

qualquer outra sequéncia de parametros {g,}o2,, temos M, > g,, n > 0.

Utilizando o Teorema|1.7], podemos mostrar que toda sequéncia encadeada positiva
possui uma sequéncia de parametros maximal. Além disso, o seguinte teorema, atribuido
a Wall [40] (veja também Chihara [I2]), fornece uma maneira prética para se verificar

quando uma sequéncia de parametros ¢ maximal.

Teorema 1.9. ([12, 40]) Uma sequéncia de parametros {gn}o>, € a sequéncia maximal

para uma sequéncia encadeada positiva {a,}5°, se, e somente se,

S g192 - gn —
2(1—91)(1—92)“'(1—%) -

n=1
Exemplo 1.6. Considere novamente a sequéncia encadeada positiva {a,}o°, = {a}, com

0 <a<1/4. Sabemos que

1—|—\/1—4a}
2

o= { ﬂ} ,

o= {*=%

sao sequéncias de parametros para {a,}5,. Podemos utilizar o Teorema para mostrar

que {gn}o2, € a sequéncia mazximal de parametros para {a,}5° ;.
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Observacao 1.2. Caso a sequéncia minimal de parametros {m,}>>, de {a,}>> | coin-
cida com a sequéncia mazimal de parametros { M,}>, de {a,}5°, (ou, equivalentemente,
caso mo = My = 0), dizemos que {a,}5°, determina seus parametros unicamente ou que
{an}2, € unicamente determinada. Caso contrdrio, dizemos que {a,}5°, € nao unica-

mente determinada.

Os dois proximos teoremas sao bem conhecidos na teoria de sequéncias encadeadas

positivas e também serao utilizados neste trabalho.

Teorema 1.10. ([12]) Seja {a,}5°, uma sequéncia encadeada positiva. Se lim, o a, = a

entao 0 < a < 1/4.

Teorema 1.11. ([12]) Seja {a,}32, uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia de

parametros {g,}52 . Entao,

(i) {ans1}22, €, também, uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia de parametros

{gn+1 };L.O:O ;

(i) se {m,}>2, denota a sequéncia minimal de parametros para {a, 1}, entao m, <

Mp41, paran Z O;
(ill) {M,i1}22, € sequéncia mazimal de parametros para {an41}52 .

O Teoremam garante que se {ay, az, as, ...} é uma sequéncia encadeada positiva,
entao {ag,as, a4, ...} também é sequéncia encadeada positiva, bem como {ags, a4, as, ...},
{ay, a5, ag, ...}, etc. Nem sempre podemos estabelecer uma espécie de reciproca para este
resultado. Entretanto, se {as, as, a4, ...} é sequéncia encadeada positiva ndo unicamente
determinada, podemos encontrar a; > 0 tal que {aq, as, as, . ..} é uma sequéncia encadeada

positiva. Isto é o que nos afirma o préximo resultado.

Teorema 1.12. ([12]) Seja {aq, as, ay, ...} uma sequéncia encadeada positiva e nao unica-
mente determinada, cuja sequéncia maximal de parametros é { My, My, M3, ...}, ou seja,
M, # 0. Entao, tomando ay = AMy, com 0 < XA <1, a sequéncia {ay,as,as, ...} também

€ uma sequéncia encadeada positiva.

Finalmente, apresentamos um resultado sobre sequéncias encadeadas positivas e

periodicas que também serd utilizado neste trabalho.



Capitulo 1. Preliminares 41

Teorema 1.13. ([12]) Se {a,}5°, € uma sequéncia encadeada positiva e periodica com
periodo p, entao {M,}>2, € também periédica com periodo p ao passo que {m,}>>, é
“quase periodica” no sentido que

lim mppyr =1l, k=0,1,...,p—1.

n—oo

1.3.1 Polinomios ortogonais no circulo unitario via sequéncias

encadeadas

Como observamos no Teorema|l.2, associada a uma sequéncia arbitraria de niimeros
complexos {a, }22,, onde |a,| < 1, n > 0, existe uma tinica medida de probabilidade nao
trivial g, com suporte no circulo unitario, tal que os polinémios ¢,(z), n > 0, gerados
pelas relagoes , sao os respectivos polinomios de Szegé monicos. Portanto, podemos
afirmar que os polindmios ortogonais no circulo unitario sao completamente caracteriza-
dos pela sequéncia de nimeros complexos {a,, }7°,, conhecidos como coeficientes de Ver-
blunsky. Nesta secao, apresentamos alguns resultados que fornecem uma caracterizacao
para medidas de probabilidade no circulo unitario em termos de um par de sequéncias reais
{Hen}ooy, {dn 352}, onde {d,}32, é uma sequéncia encadeada positiva. Nosso objetivo,
neste caso, é apresentar uma conexao entre a teoria de sequéncias encadeadas positivas e
a teoria de polinomios ortogonais no circulo unitario que sera extremamente 1til para os
resultados obtidos nos préximos capitulos deste trabalho.

Em Costa et al. [I3], mostrou-se que dada qualquer medida de probabilidade
nao trivial no circulo unitario, correspondente a esta medida, existe um unico par de
sequéncias reais {{¢,}5°,,{d,}>°,}, onde {d,}32, é uma sequéncia encadeada positiva.
A reciproca dessa afirmacao também é verdadeira e estes resultados sao fornecidos no

seguinte teorema:

Teorema 1.14. ([13]) (a) Dada uma medida de probabilidade nao trivial p no circulo
unitario, entao, associado a esta medida, existe um unico par de sequéncias reais {{c, }5° 4,
{d.}22,}, onde {d,,}5°, € uma sequéncia encadeada positiva. Especificamente, se {a,}o2,

¢ a sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a p, entao mgo =0,

|]- - pn—lan—1|2

T 101) 1
2[1 = Re(pn-10n-1)] ’

1 —Re(pn_10_1)

Cp = e My n>1, (1.23)
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onde a sequéncia {p,}>2, € tal que

1- ﬁn—lanfl

o o>, 1.24
' 1- Pn—10n—1 ( )

po=1 e pp=p

e {m,}5°, € a sequéncia minimal de parametros para {d,}>°,. Além disso, a sequéncia
mazximal de parametros { M, }° para {d, }5, € tal que My € o valor do salto na medida
em z = 1.

s

(b) Reciprocamente, dado um par de sequéncias reais {{c,}52,,{d,}52,}, onde {d, }5°, é
uma sequéncia encadeada positiva, entao, associada a este par, existe uma unica medida de
probabilidade nao trivial g com suporte no circulo unitdrio. Especificamente, se {m,}>2,

¢ a sequéncia minimal de parametros para {d,}5°, entdo

o1 =Dy {1_12711—’;;“‘”] , on>1, (1.25)
onde a sequéncia {p,}2, € tal que
1—ic, L e
p=1 e pnzl—i-icnpnl:kl_[ll—i-ick’ n>1. (1.26)

Além disso, a medida tem um salto My em z = 1, onde {M,}>°, é a sequéncia maximal

de parametros para {d, }5° .

A Figura[1.2]ilustra um diagrama de equivaléncias estabelecido a partir dos resul-

tados da Secao e da caracterizagao fornecida no Teorema |1.14}

{andilg == pePT) < {alil {dil}

a, €C Jap| <1 n>0 tal que {¢y,},_, gerados por (1.15), Cuydn €R n>1

sd0 os polindmios ortogonais
. P s Ag. {dutniy sequéncia encadeada positiva
no circulo unitario (moénicos)

com relagdo a medida p

Figura 1.2: Caracterizagdo de medidas no circulo unitério.

Exemplo 1.7. Seja wy a medida de Lebesque. Do Exemplo[1.2], sabemos que a sequéncia
de coeficientes de Verblunsky associada a medida wy € a sequéncia nula. Logo, podemos uti-

lizar o Teorema para concluir que as sequéncias reais do par {{c%w())},‘;ozl, {d&”O)}gozl},

associado a wo, sio tais que d\ = 1/2, d% = 1/4 e ) =0, para n > 1, onde

)

a sequéncia minimal de pardmetros {m{“} para {d} | satisfaz m{™ = 0 e

(wo

m&) = 1/2, paran > 1.
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No Teorema observamos que as sequéncias de coeficientes de Verblunsky

{a,}5°, estao diretamente relacionadas com as sequéncias reais {c,}2%; e {m,}>2,,

o s . . . . .

onde {m,}5°, é a sequéncia de parametros minimal para a sequéncia encadeada posi-
tiva {d,}>2, isto é,

dy = (1 —mu_1)my,, n>1, (1.27)
com 0 < m, <1,n>1emy=0. Além disso, as sequéncias {c,}5, e {d,}°, sdo os
coeficientes da férmula de recorréncia de trés termos (veja [13])

Ro1(2) =[(14ichs1)z+ (1 —icpyr)|Ra(2) — 4dpi12Rn1(2), n>1, (1.28)

com Ry(z) =1e Ri(2) = (1 +ic1)z + (1 —icy), onde

[T [ = pim105m1] 26u(2) = pudi(2)
H;'L:l [1 - Re(pjfloéjfﬁ} 2—1 )

com p, = ¢,(1)/¢%(1), n > 0. Assumindo que a medida tem um salto 0 < § < 1 em

Ro(z) = n>0, (1.29)

z = 1, o elemento d; da sequéncia encadeada positiva {d,}32,, o qual nao influencia na
geragao dos polinémios R, (z), é tal que d; = (1 —d)M; = (1 — My) My, onde {M,}>°, é
a sequéncia maximal de parametros para {d, }5° ;.

Uma vez que |p,| = 1 para n > 0 (confira Teorema , usando , obser-
vamos que os polinomios (z — 1)R,(z), n > 0, sdo polinémios para-ortogonais no circulo
unitario (veja Exemplo. Consequentemente, os polinomios R,,(z), n > 1, gerados pela
relagao de recorréncia e explicitados em , tem todos os seus zeros simples e

pertencentes ao circulo unitario.

Definigao 1.10. Dizemos que um polinomio S,(z), de graun, € autoinversivel, se ele for

1qual ao seu reciproco, isto €,

SH(z) = 2"Sn(1/2) = Sp(2).
Observagao 1.3. Da relagao de recorréncia de trés termos (1.28), temos, paran > 1,
ni1(2) = " R.(1/2)
= [(1 —dcps1) + (1 4 icny1)2]2"Ro(1/2) — 4dpy122" " Ry_1(1/2)
= [(1+icoy1)z + (1 —ic,1)| R (2) — ddpyi 2Ry, (2),

onde Ri(z) =1 = Ry(z) e Ri(2) = (1 —ic1) + (1 + ic1)z = Ry(2). Consequentemente,

1
R:(z) = Ru(2), n > 0, uma vez que R} (z) e R,(z) satisfazem a mesma relagio de
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recorréncia de trés termos e possuem as mesmas condi¢oes iniciais. Logo, os polinomios

R,.(z), n >0, dados por (1.28)), sao polinomios autoinversiveis.

Um outro resultado estabelecido em Costa et al. [13] fornece informagoes sobre
pontos puros de medidas de probabilidade nao triviais no circulo unitario com o uso da
teoria de sequéncias encadeadas positivas. Este resultado é obtido como consequéncia do
critério de Wall para sequéncia maximal de parametros de sequéncias encadeadas positivas

(veja Teorema |1.9)).

Teorema 1.15. ([I3]) A medida de probabilidade i, com sequéncia associada de coefici-

entes de Verblunsky {c;}52,, tem um ponto puro em w (Jw| = 1) se, e somente se,

= wr () |?

Z H 1_]|OZA |2J = s(w) < .

n=1 | j=1 i-1
Além disso, o tamanho da massa mno ponto z = w € igual a t = [1 + s(w)]™. Aqui,
To(w) =1 ¢

T (w) = Oini(w) _ wrj(w) —a j>0. (1.30)

¢;+1(w) 11— wrj(w)ay’
Observacao 1.4. Dos resultados estabelecidos em [13], também temos p, = 7,(1),n > 0,

onde p, € dado por (1.26)) (ou, também, por (1.24)) e 7,(1) € definido por (1.30) quando

w = 1.

Observagao 1.5. Sejam p uma medida de probabilidade no circulo unitdrio e {¢,} ~, a
sequéncia de polinomios ortogonais (monicos) com relagio a p. Considere, ainda, w € T

n o0 A . . A . A . .
e {dn}2, uma sequéncia de polinémios monicos satisfazendo

On(2) = w "dn(wz), n>1.

Pode-se mostrar que {¢,}°2, € a sequéncia de polinémios ortogonais (ménicos) associada
a medida fi = p(w;.), dada por i(z) = p(wz) (veja, por exemplo, [13]), e que ¢*(z) =
¢f(wz), n > 0, onde ¢%(2) = 2"pn(1/2) € ¢5(2) = 2"¢n(1/Z) denotam os polinémios
reciprocos de gEn(z) e ¢on(z), respectivamente. Neste caso, diz-se que i € uma rotac¢ao de

w. Além disso, temos
bn=w" o, e pp=7.(1) =w " (w), n>0,

onde {G, }5° o e {an, 22, sdo, respectivamente, as sequéncias de coeficientes de Verblunsky
associadas as medidas [i e p, p, € como em (1.26)) (ou, também, como em (1.24))) e 7, (w)
¢ dado por (|1.30)).
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A partir do par de sequéncias reais {{c,}:2,,{d,}°>,}, onde {d,}>>, é uma
sequencia encadeada positiva, também é possivel recuperar uma tunica medida de pro-
babilidade, associada a este par, através de um outro método encontrado em Castillo et
al. [10], descrito como segue.

Considere a nova sequéncia de polinémios {Q,, }52, satisfazendo
QnJrl(Z) = [(1 + Z‘CnJrl)Z + (1 - icn+1)]@n(z) - 4dn+1an71(Z)a n 2 17

com Qo(z) =0 e Q1(z) = 2d;.

Sejam z,; = €% n > 1ej € {1,2,..,n}, os zeros dos polinémios R,(z),
gerados pela relagdo de recorréncia (1.28). Considere, ainda, A,o = 1 — Qn(1)/Ra(1) e
A = Qulzng)/ [(1 = 20s) R ()], com j € {1,2,..m}.

Foi provado em [10], que Z?:o Aj=1leX,; >0,5=0,1,2.,n Além disso,

definindo a sequéncia de funcdes escadas 1, (e?),n > 1, em [0, 27, por

(

0, 0=0,
. /\n,07 0< 0 S en,lv
¢n(6w) — ;
ijo/\n,j’ Qn,k <9§9n,k+1; k= 1,2,...,71,—1,
\ 1, Onn <0 <2m

entdo, pelo Teorema da Selecao de Helly, uma subsequéncia de v, (%) converge para a
medida u(e?) que estd associada ao par {{c,}>%,, {d,}°2,}. Neste caso, a sequéncia de
polinémios ortogonais (monicos) no circulo unitédrio, {¢,(1;.)}22,, associada a medida p,
é tal que ¢p(p;2) =1 e

1
B HZ:l(l +icy)

onde {m,}5°, é a sequéncia minimal de parametros para {d, }5° .

b (13 2) [Ra(z) —2(1 —my)Rua(2)], n>1, (1.31)

Como consequéncia do método descrito acima, obtemos uma relacao direta en-
tre os zeros dos polinémios R,(z) e a medida associada ao par de sequéncias reais

{{en sy, {d, 35}, descrita pelo seguinte teorema:

Teorema 1.16. Seja {{c,}52,,{dn}32 1} um par de sequéncias reais, com {d,}>>, uma
sequéncia encadeada positiva. Além disso, seja R,(2) a sequéncia de polinémios dada por
, p a medida associada a este par de sequéncias e suponha que os zeros de R, (z)
estao sobre um arco fechado C do circulo unitdrio, para todo n > 1. Entdo, o suporte da

medida p estd contido em C U {1}.
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O Teorema fornece uma estimativa para o suporte de uma medida de pro-
babilidade nao trivial no circulo unitario, obtida a partir de um par de sequéncias reais
{{en ooy, {dn 352}, onde {d,}>2; é uma sequéncia encadeada positiva. Em [10], os au-

tores verificaram que esta estimativa estava diretamente relacionada com a localizagao

dos zeros z,; = eni j = 1,2...,n de R,(z) ou, equivalentemente, dos zeros Tn s
j=1,2...,n das fun¢oes W, (x) definidas, no intervalo [—1, 1], por
Wy(z) = 27" ™2 R, (), n>0, (1.32)

onde z = cos(6/2) e 6 € [0, 27].

As fungdes {W, }5° , satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos (veja [5l [16])
Wit (x) = (x — Cpp1V1— .CE2> Wh(x) — dpiy Whoa(z), n>1, (1.33)

com Wy(z) = 1eW;(z) = x—c1v/1 — 22, Além disso, paran > 1, W, (z) tem exatamente
n zeros distintos z,, ; = cos(f,;/2), j =1,2...,n, no intervalo (—1,1).
Em Dimitrov e Sri Ranga [I6], os autores provaram o entrelacamento dos zeros de

R,(z) e R,+1(z) mostrando a propriedade de entrelacamento
—1 < Zpiint1 < Tpp < Tpgpin < < Tp1 < Tpp11 <1, n>1, (1.34)

para os zeros de W, (x) e W,11(x), que é uma consequéncia da relacao de recorréncia de

trés termos ((1.33)).

Definicao 1.11. Dizemos que uma medida de probabilidade no circulo unitdrio p é

simétrica se du(z) = —du(1/z), z € T. O espago dessas medidas serd denotado por S.

Observagao 1.6. Resultados também estabelecidos em [10] garantem que p é uma medida

simétrica se, e somente se, ¢, =0, n > 1, onde a sequéncia real {c,}>2, é dada como no

Teorema [1.14]



Capitulo 2

Estimativa para o Suporte de uma

Classe de Medidas

Neste capitulo, consideramos o problema de encontrar uma estimativa para o su-
porte de medidas de probabilidade nao triviais no circulo unitario cujas respectivas se-
quéncias {¢, }5°,, associadas a estas medidas (veja Teorema , tém uma propriedade
de sinal alternante, isto é, ¢, = (—1)"¢,, paran > 1, com {¢,}>2 ;| uma sequéncia positiva
(ou negativa) de numeros reais. Os resultados aqui apresentados sao novos e estao reunidos
no artigo [7], aceito para publicacao na revista Computational and Applied Mathematics

e disponivel no modo online first.

2.1 Resultados preliminares

Fornecemos, inicialmente, trés lemas que serao extremamente 1iteis para obtencao

dos principais resultados deste capitulo.

Lema 2.1. Sejam R, (z) satisfazendo (1.28) e W, (x) satisfazendo (1.33). FEntao, para

c € R, as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
(i) ¢ =(=1)"c, n>1.

(ii) Paran >0, Roy,(2) tem coeficientes reais € Ropyy(2) = [(1 — ic)z + (1 + ic)] Ran(2),

onde Ry(z) =1 e Rop(z) €, também, um polindmio com coeficientes reais.

(iii) Para n > 0, a fun¢ao Wy, (x) € um polinomio par de grau 2n e Wa,1(z) =

(z+ V1 —2?) Wi (), com Wo(z) =1 € Why(2) um polinémio par de grau 2n.
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Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar que (i) implica em (ii). De fato, supon-
do que ¢, = (=1)"¢, n > 1, como Ry(z) =1 e Ry(z) = [(1 +ic1)z + (1 —icy)], o resultado
claramente ocorre para n = 0. Além disso, se a afirmativa (ii) é valida para n = k € N,

entao aplicando-se a relagao de recorréncia de trés termos ([1.28), temos

Rogi1)(2) = [(1 4 icopy2)z + (1 — icopy2)| Rokr1(2) — 4dogy22 Rop(2)
= [(14ic)z+ (1 —ic)] [(1 —ic)z + (1 +ic)] Rop(z) — 4da 22 Rop(2)

= [+ +2(1 — Az + (1+ )] Rox(2) — ddagy22 Rox(2).

Consequentemente, Ry(,41)(2) ¢ um polindmio com coeficientes reais, ja que Rgp(z) e

Ror(z) os s@o, por hipdtese. Mais ainda, se usarmos novamente (|1.28)), obtemos

Roerny+1(2) = [(1 + icares)z + (1 — iconss )| Ropva(2) — ddaprs2 R (2)
= [(1—ic)z + (1 +i6)] Ragrony(2) — Adopsz [(1 — ic)z + (1 + ic)] Ran(2)
= [(1=i0)z + (1+i0)] | Raguen(2) — ddop a2 Roe(2)]

(

— [l—ZC)Z—i-(l—i-ZC)]RQk—H( ),

onde ﬁg(kﬂ (2) = Roy1)(2) — 4d2k+3z}§2k(z) é, também, um polinomio com coeficientes
reais, uma vez que Ry41)(2) e Roy,(2) tém coeficientes reais. Logo, utilizando o principio
de indugao finita, concluimos que a afirmativa (ii) é verdadeira para todo n > 0, se (i)
ocorre.

Provemos, agora, que (ii) implica em (iii). Com efeito, supondo que (ii) ocorre,
entdo Ry, (z) é um polindmio com coeficientes reais para n > 0. Além disso, como
Ry, (2) é um polindémio autoinversivel (veja Observagao e, pela transformacao ,
Wan(2) = (4€9) 7" Ry, (e?), segue que Wa,(z) é um polinémio par de grau 2n na varidvel
z = cos(6/2) (veja Lema[A.1do Apéndice [A]). Analogamente, do fato de Rg,+1(2) ser um

polinomio autoinversivel e da hipotese que
Rony1(2) = [(1 —ic)z + (1 + ic)] Ran(2),

onde Ry, (z) é um polinémio com coeficientes reais, temos, para n > 0,

_ _— 2" Ry (1/2
R;n(z) = Z2”R2n(1/2) = (1 4 Z'C)R+ (1(i/ic>)z
Ry, 1(2) _ Rania(2)

(1—ic)z+ (14+ic) (1 —ic)z+ (1 +ic)
= Ezn(z),
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isto é, ézn(Z) é, também, autoinversivel, para n > 0. Portanto, pelo Lema , se
Win(z) = (4€%) " Ry, (€i?), entdo Why,(z) é um polinémio par de grau 2n, com Wy(z) = 1.

Além disso, usando (|1.32)), para n > 0, temos

Wapia(z) = 2—(2n+1)e—i(2n+1)9/2R2n+1(61‘9)
= 27 2 (1 —ic)e” + (1 4ic)] (4€™) " Ryn(e™)
= (3: +cV1— x2> )7\//2”(3;)

Finalmente, mostremos que (iii) implica em (i). De fato, considerando a relagao

de recorréncia de trés termos (|1.33)) e supondo que (iii) ocorre, entdo, para s > 1, temos

W2s($) = (I — sV 1 — $2> W2s—1($) — das W25—2($)
= (x — CQSM) (m + CM) WQS_Q(x) — dos Whs_o(x)

(S

(x +cevl— x2> Wgs(x) = Whei1(x)
= (2= o1 VI = 27) Wiy () = dasis Was 1 (2)
= (w — cgs+1m) Was(2) — dasiq (:L‘ +cvl— x2> VNV2372(1’)~

Consequentemente, como Whg(z), Was_a(x), VN\/gs(:v) e )7\//23,2(3:) sao polinomios pares,
podemos mostrar que

Cos =C € Cye41 =—C, §2>1.
Além disso, se Wi(z) = (z+ V1 — 2?) We(z), com Wy(z) = 1, entio, usando a defi-

nigdo de Wj(z) (dada como uma condigao inicial para a férmula de recorréncia (|1.33)),

verificamos, facilmente, que ¢; = —c. [ ]

Considere agora os polinémios R, (z) satisfazendo

~

Roi1(2) = [(1 4 i)z + (1 — iépi1)|Rn(2) — 4dprzRn_1(2), n>1, (2.1)

com Ro(z) =1, Ry(2) = (1 +ié1)z + (1 —ié1) € é, = —cp.

O préximo lema estabelece uma relacdo entre os polinomios R, (2) e R,(2).

Lema 2.2. Sejam R,(z) satisfazendo |D e }?in(z) satisfazendo 1' Entao, para
n >0, temos Ry(z) = Ru(2).
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Demonstracao: Claramente, o resultado ocorre para n = 0. Suponha que o resultado

é valido para n = 1,2,...,k. Entao, usando as relagbes de recorréncia ([1.28)) e (2.1)),

obtemos
Rk+1(z) = [(1 + ick+1)z + (1 - ZCk_H)]Rk(Z) — 4dk+1ZRk_1(Z)
= [(1 + ick+1)2 + (1 — ick+1)]Rk(5) — 4dk+12Rk,1(5)
- Rk+1 (2)
Logo, usando o principio de inducao finita, temos R, (z) = ]%n(i), para todo n > 0. [ |

Observacao 2.1. O Lema fornece uma relagdo entre os zeros dos polinomios R, (z)

e os zeros de R,(z), isto €, se z,; € um zero de R,(z) entdo Z,; € um zero de R, (2).

Denotando por sgn(f(a)) o sinal de uma determinada fungao f num ponto a de

seu dominio, podemos estabelecer o seguinte resultado:

Lema 2.3. Seja W, (z) satisfazendo (1.33), onde {d,}>2, € uma sequéncia encadeada
positiva e ¢, = (—=1)"¢,, com &, > ¢ > 0, paran > 1. Se e é um nimero real qualquer

satisfazendo 0 < € < ¢, entao
sen(Wa(z))) = (~D)"?, je {01}, n>o0, (2:2)

ondexo ——cs/\/l—i-chxl =c./\/1+ ¢ come.=c—e.

Demonstracao: Note que o resultado ocorre claramente para n = 0, pois Wy(x) = 1.

Se £ é um numero real qualquer tal que 0 < € < ce ¢. = ¢ — ¢, entao, para n > 1,

temos &, > ¢ > c. > 0. Além disso, fazendo z{? = —c./\/T+ 2 ¢ 2\ = c./\/T+ &,

podemos mostrar que, para n > 1,

sgn ( © 4 cn\/ 1 — [ai(()a)}z) = sgn (xf) +cn\/1— [5558)]2) =1L (2:3)

( [.r(() )]2) = sgn (x@ — /1 — [:;:P]?) =—1. (2.4)

Dai, como W (z) = z 4 &v/1 — 22, usando (2.3), podemos ver que o resultado também
ocorre para n = 1.

Suponha, por indu¢ao, que a propriedade ([2.2)) é valida paran = 2,3, ..., k. Entao,

se k =2s, s > 1, temos

sgn(Whs(219)) = (—1)° = —sgn(Whe1 (21)),  j € {0,1}. (2.5)
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Além disso, usando a relagao de recorréncia de trés termos ((1.33)), obtemos
Y (e) _ (5) ~ 1 — (5) 2 W. (5) —d W (5) 2.6
k1 (75) ;0 + Cast [z;] 2s(2;) — dast1 Was—1(z;7), (2.6)

para j € {0,1}. Consequentemente, como dosy1 > 0 (pois {d,}5°, é uma sequéncia

encadeada positiva), podemos usar (2.3, (2.5)) e (2.6]), para concluir que
sgn( Wit (237)) = sgn(Wh(23)) = (—1)* = (=)D 5 e {0,1}.
Analogamente, se k =2s+ 1, s > 1, entao
sgn(Wassi(27)) = (~1)° = sen(Was(7)), j € {0,1}. (2.7)
Por outro lado, usando novamente a relacao de recorréncia ([1.33]), encontramos
Wi (@) = (219 — & 1— 292w ) — o Way (2 2.8
k() L C2s+2 ;] 2s+1(257) — dasya Was(; ), (2.8)

para j € {0,1}. Uma vez que dasyo é um elemento da sequéncia encadeada positiva

{d,}2,, obviamente das1o > 0. Logo, utilizando as relagoes (2.4), (2.7)) e (2.8)), podemos

afirmar que
sen (W1 (217)) = —sgn(Waey1 (29)) = (=1)*1 = (=1)HD21 0 j € {01},

Portanto, pelo principio de indugao finita, concluimos que a propriedade ([2.2)

ocorre para todo n > 0. [ ]

2.2 Estimativa relacionada a sequéncias de sinal al-
ternante

Seja 6, = arccos ((¢* —1)/(c* + 1)) € [0, 7], com ¢ € R. Ao longo desta secao, C; e

Cs sao dois arcos fechados do circulo unitario, definidos por

Ci={z€T:0<arg(z) <40.} (2.9)

Co={z€T:21n—0.<arg(z) <2r}. (2.10)

Iniciamos a busca da estimativa com o caso ¢, = (—1)"¢, onde ¢ € R.
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Teorema 2.1. Seja p a medida de probabilidade no circulo unitdrio, associada ao par de
sequéncias reais {{c, 1521, {d,}5°,}, onde ¢, = (—=1)"c, c € R, e {d, }5°, € uma sequéncia

encadeada positiva, conforme Teoremal|l.14]. Entao, o suporte de u estd contido em CyUC,.

Demonstracgao: Claramente o resultado ocorre se ¢ = 0, pois, neste caso, C; UCy = T.

Suponha, sem perda de generalidade, ¢ > 0 e consideremos os polinémios R, (z)
dados pela relacao de recorréncia de trés termos .

Pelo Teorema , é suficiente mostrar que todos os n zeros de R,,(z), n > 1, estao
sobre C; UCs ou, equivalentemente, em virtude da transformacao , basta provar que
todos os n zeros, em (—1, 1), das fun¢oes W, (x), dadas por , pertencem ao conjunto
X = (—1, —c/m] U [c/m, 1), para todo n > 1. Para isto, usaremos inducao
matematica sobre n.

Como Wi (z) =z — av1—a22 =2+ cm, entao, claramente seu unico zero,
em (—1,1), 211 = —¢/V/1 + ¢2, pertence a X.

Suponha, agora, que os k zeros de Wy(x), em (—1,1), pertencem ao conjunto X,
para k € N.

Se k = 2s, s > 1, dos resultados estabelecidos no Lema [2.1] podemos afirmar que
Wis(z) é um polindmio par (o que significa dizer que todos os seus 2s zeros sao simétricos
em relagio & origem) e, além disso, —c/v/1 + 2 é sempre um zero de Wa, 1 ().

Afirmamos que Whsy1(x) nao possui nenhum zero no intervalo Y = (=1,1) \ X =

(—c/V1+c2,¢/v/1+ c2). De fato, suponha, por absurdo, que Wa, 1 () possui pelo menos
um zero em Y. Entdo, como —c/v/1 + 2 é também um zero de Wh,1(z), podemos usar
a propriedade de entrelagamento dos zeros de W, y1(x) e Whs(z), dada em (1.34)), para
concluir que Wh,(z) possui um zero em Y. Absurdo, ji que, por hipétese de indugao,
todos os zeros de Wh,(z) pertencem a X. Portanto, todos os zeros de Wy 1(x) = Wagy1 ()
também pertencem ao conjunto X.

Analogamente, se k = 2s — 1, s > 1, entdo Wi1(x) = Was(x) nao possui nenhum
zero no intervalo Y, pois se Wh,(z) possuir pelo menos um zero em Y, entao pela simetria
(em relagao a origem) dos zeros de Wy,(x) e pela propriedade de entrelagamento dos zeros
de Whs() € Was—1(x), concluimos que Wh,_1(x) tem pelo menos um zero em Y. Absurdo,
uma vez que estamos supondo todos os zeros de Wy(x) = Wh,_1(z) pertencentes a X.
Consequentemente, se k = 2s — 1, s > 1, todos os zeros de Wy41(z) também pertencem

ao conjunto X. [ ]
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O Teorema fornece uma estimativa para o suporte da medida no caso onde
¢, = (=1)"¢,, com ¢, uma sequéncia constante (¢, = ¢, para n > 1). Essa primeira
estimativa nos motiva a estabelecer um resultado mais geral que sera tratado no préximo

teorema.

Teorema 2.2. Seja i a medida de probabilidade no circulo unitdrio, associada ao par de
sequéncias reais {{c,}51,{dn}22 1}, onde ¢, = (—=1)"¢,, com &, > ¢ >0, paran > 1, e
{dn}22, € uma sequéncia encadeada positiva, conforme Teorema m Entao, o suporte

de p estd contido em Cy U Cs.

Demonstracao: Como na prova do teorema anterior, é suficiente verificar que todos os
n zeros de R, (z), n > 1, estao sobre C; UC; ou, equivalentemente, é suficiente mostrar que
todos os n zeros, em (—1, 1), das fungdes W, (z), dadas por (1.33)), pertencem ao conjunto
X = (—1, —c/m} U [c/m, 1), para todo n > 1.

Seja € um numero real qualquer tal que 0 < € < ¢ e consideremos os nimeros
x((f) =—c.//T+2Z e 2\ = c./\/1+c2 onde c. =c—e.

Inicialmente, mostraremos que todos os n zeros de W, (x), em (—1, 1), pertencem

ao conjunto

X© = (~1,25 U [, 1).

Para isso, usaremos, mais uma vez, indu¢ao matematica sobre n.

Note que o tnico zero de Wi(z) = x — V1 — a2 =z + &V 1 — 22, em (—1,1), é
T = —C¢//1+ é2. Dali, como ¢; > ¢ > ¢, temos T11 € X e, portanto, o resultado
ocorre para n = 1.

Agora, vamos supor que todos os k zeros de Wy(z), em (—1,1), pertencem a X,

onde k € N. Afirmamos que Wy, (x) nao possui nenhum zero no intervalo
V= (LA X = (a2,

Com efeito, pelo Lema , temos sgn(WkH(x((f))) = sgn(Wis1(z19)). Daf, se supormos,
por absurdo, que Wi1(x) tem, pelo menos, um zero em Y, entdo, deverd ter, pelo
menos, dois zeros em Y ). Consequentemente, usando a propriedade de entrelacamento
dos zeros de Wyi1(x) e Wi(x), dada em , devemos ter, pelo menos, um zero de
Wi(z) no intervalo Y®). Mas isso ndo pode ocorrer ja que todos os zeros de Wy(z)
pertencem a X©. Portanto, pelo principio de inducdo finita, todos os zeros de W ()

pertencem a X (.
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Finalmente, fazendo € — 0, podemos afirmar que todos os n zeros, em (—1,1), de

W, (x) pertencem ao conjunto X. n

Corolario 2.1. Seja i1 a medida de probabilidade no circulo unitdario, associada ao par
de sequéncias reais {{c,}22 1, {dn}2,}, onde ¢, = (—1)"¢,, com &, < ¢ <0, paran > 1,
e {d,}22, € uma sequéncia encadeada positiva, conforme Teorema[l.14, Entdo, o suporte

de p estd contido em Cy; U Cs.

Demonstragao: Fazendo ¢, = —¢,, observamos que ¢, = (—1)" (—¢,), com —¢&, >
—c > 0. Logo, se i é a medida de probabilidade associada ao par de sequéncias reais
{{¢a}o2 1, {dn}2} (como no Teoremall.14]), entdo, da prova do Teorema[2.2] concluimos
que os polindémios ]f%n(z), n > 1, dados por , tém todos os seus n zeros pertencentes
a C; UCy. Além disso, o suporte da medida i esta contido em C; UCy. Agora, o resultado
segue de uma combinacao do Lema (veja também a Observacao com o Teorema
1. 10l [ |

A Figura [2.1]ilustra um caso particular da estimativa obtida no Teorema [2.2]

C -1
1 0. = arccos (cz—-&-l>

Co

Estimativa para o suporte da medida u

Figura 2.1: casoo<c< 1.

Observagao 2.2. No proximo capitulo forneceremos um exemplo onde € possivel compa-
rar a estimativa obtida neste capitulo, com o verdadeiro suporte da medida associada ao
par de sequéncias reais {{c,}521,{d,}521}, para alguns casos onde a sequéncia minimal

de parametros {my}>,, para {d,}5°, € periddica de periodo 2.



Capitulo 3

Alguns Resultados Relacionados a

Medidas em V),

Considere V,,, p € N, o espago (das medidas de probabilidade nao triviais no circulo
unitario tais que as respectivas sequéncias de coeficientes de Verblunsky sao p—periédicas)
definido na Introducao deste trabalho (veja, também, Subsegao |1.2.2). Neste capitulo,
apresentamos alguns resultados novos sobre medidas em V), obtidas a partir de um par
de sequéncias reais {{¢, }°°;, {d,}>2,}, onde {d, }°°; é uma sequéncia encadeada positiva.
Vamos impor a restri¢ao de sinal ¢y, = —cg,-1, n > 1, sobre a sequéncia {¢,}°, e uma
p—periodicidade nas sequéncias {¢, }5°, e {m,}>2, (onde {m,}>°, é a sequéncia minimal
de parametros de {d,}>2 ;) para estabelecer uma caracterizagdo para medidas no espago
V, em termos do par {{c,}°>,,{m,};>,}. Veremos, ainda, uma nova abordagem para
pontos puros de medidas em V,, com o uso da teoria de sequéncias encadeadas positivas.

Os resultados deste capitulo também podem ser encontrados no artigo [7], aceito

para publicagao na revista Computational and Applied Mathematics.

3.1 Caracterizacao em termos de um par de sequén-
cias reais

O primeiro teorema da presente secao fornece uma caracterizacao para medidas
no espago V, em termos de um par de sequéncias reais {{c,}5°, {d,}>>,}, onde {d,}>°,
é uma sequéncia encadeada positiva. Ao longo desta secao, b, = 1 — 2m,,, n > 1, onde

o s TR . o
{mn}22, é a sequéncia minimal de parametros para {d, }>° ;.
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Teorema 3.1. Seja p a medida de probabilidade no circulo unitario associado ao par de
sequéncias reais {{c,}o2y, {dn}52,}, conforme descrito no Teorema[1.14 Entao, p € V,

se, e somente se, para n > 0,

1+chp L+chypn '

n+p . . .
1 j bn - ln bn — ln

E arg + Z,CJ = arg “—ZC“ — arg [ -2t Wniptl ) 2k,m,  (3.2)
1 — ¢ 1 —11ch

1—1c
j=n+1 n+p+1

com k, € Z. Aqui, se z € C é tal que z = re %27 com k € Z, |z| =7 e 6y € [0,27),
entao arg z = 6.

Demonstracao: Seja {a,}22, a sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a p.
Da relacao dada em , observamos que, para n > 0, a4, = o, (isto é, p € V},) se, e

somente se,

bn+p+1 - i0n+p+1] —5 |:bn+1 - i0n+1]
=p, | ————

pn—i—p |i 1- icn+1

ou, equivalentemente, usando (|1.26]),

ﬁ 1+7;Cj
1—i0j

j=n+1

I —icnipi

|:bn+p+1 - Z-Cn—i-p-i-lj| o |:bn+l - icn+l:|

1- Z.Cn—i-p-‘rl - icn—&—l

Agora, o resultado segue comparando-se os médulos e os argumentos dos niimeros

ﬁ 1+iCj
1—iCj

j=n+1

|:bn+p+1 - ch+p+1:| o |:bn+1 — Cn+t1

, n>0.
1—z’cn+1} "=

1 —icnipt1

Corolario 3.1. Seja i a medida de probabilidade no circulo unitdario associada ao par
de sequéncias reais {{c,}52,, {d,}5°1} como no Teorema |1.14. Suponha que {c,}>, e
{m,}>2, sao periddicas de periodo p e que a sequéncia {c,}°2, satisfaz cos = —Cos_1, para

s > 1. Entao,
(i) sep € par, p€V,;
(i) sep € impar, p € SNV, onde S denota o espago das medidas simétricas sobre T.

Demonstracao: Como as sequéncias {c,}22; e {m,}>°, sao p—periddicas, claramente

a condigao (3.1)) do Teorema ocorre, para n > 0. Além disso,

arg <M) = arg (b”+p+1 _ ic"ﬂ’“) . n>0. (3.3)

1-— Z.C'n,—‘,—l 1-— icn+p+1 -
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Agora, se p é par e {¢, }°°, satisfaz co; = —c9s_1, para s > 1, entéo
n+p .
1 ,
y  arg ( * Z.CJ> = 2%k, n>0, k,€Z (3.4)
. 1 — ¢
j=n+1

Logo, usando (3.3]) e (3.4]), concluimos que a condi¢ao (3.2) do Teorema também é

satisfeita. Consequentemente, p € V,.

Por outro lado, se p é impar, usando a periodicidade de {c,}°, e a hipdtese que
Cos = —C9s_1, S > 1, concluimos que ¢, = 0, para todo n > 1. Portanto, u é simétrica
(veja Observagao . Além disso, como {m,}2°, é p—periddica e ¢, = 0, para n > 1,
as condicoes e do Teorema podem ser facilmente verificadas. Portanto,
eV, [

Observacao 3.1. Seja N, o espago definido na Introducao deste trabalho, isto €, o espago
das medidas de probabilidade nao triviais no circulo unitdrio tais que as sequéncias dos
respectivos pares associados {{c,}5,,{m,}52,} sdo periddicas com periodo p. Utilizando
0 Exemplo podemos afirmar que wy € N, NV, para qualquer p € N, onde wy denota a
medida de Lebesque. Além disso, o Coroldrio mostra que se escolhermos uma medida
p € N, tal que cos = —co5—1, s > 1, entdo p € N,NV,. Logo, o conjunto (N,NV,)\{wo} €
sempre nao vazio. No proximo capitulo, estudaremos algumas propriedades importantes do
espaco N, e forneceremos uma caracterizagao para N,NV, em termos de uma subvariedade

de RP de dimensao p — 1.

3.1.1 Interpretagao geométrica

O préximo resultado estabelece uma caracterizagao geométrica para a escolha de

oo o0 : 7. .
{en}o2, e {m,,}>2; considerada no corolédrio anterior.

Teorema 3.2. Considere p um numero natural par e seja i a medida de probabilidade
associada ao par de sequéncias reais {{c,}2, {d,}22,} como no Teorema[L.14] Entao,

as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) As sequéncias {c,}22, e {m,}2, sao p—periddicas, com cop, = —Cop_1, n > 1.

(il) A sequéncia de coeficientes de Verblunsky {a,}22,, associada a medida p, é p—
periodica, isto €, y € V,,. Além disso, para cada k € {0,1,...,(p —2)/2}, as retas

Tok, passando por aoy e 1, e ropy1, passando por asirq € —1, sao paralelas.
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Demonstracao: Se p é par e as sequéncias {¢, }°°, e {m,}32, sdo p—periddicas, com
Con, = —Cop_1, n > 1, entdao pelo Corolario ¢ imediato que p € V,. Por outro lado,

usando (|1.25)) e ([1.26]), obtemos

bant1 + iCon 2 .
oy = —— 2 — 1 4+ Xop(—1 —icopy1), n >0,
2 T iomes an( 1)

onde Ao, = (1 — bopt1)/(1 + ¢3,.1) €, também,

bont2 — 1Cont2 .
Qopt1 = A Aont1(—1+icong2), n >0,
1+ icopyo

onde Agyp1 = —(1+bansa) /(1 + c3,40)-
Portanto, para cada k € {0,1,...,(p—2)/2}, podemos ver que agy € Tof € gy €

rokp+1, onde rop € Tory1 S0 retas com equagoes paramétricas dadas, respectivamente, por
T’Qk(t) =1+ t(-l - i62k+1) e T2k+1(t) =—1+ t(—l + i02k+2>, teR.

Além disso, como —1 — icory1 = —1 + icopio, concluimos que as retas rop € ropy1 SA0
paralelas, para cada k € {0,1,...,(p —2)/2}.

Reciprocamente, consideremos a; = x; +4y;, 7 > 0. Se j = 2s, s > 0, podemos

escrever
Nog — 1 + 5\23(_]— - i528+1), S Z O, (35)
onde B
3 1— b23+1 ~ Y2s 7 ($2s - 1)2 + y%
s = T, s = b s - ]. 8' 36
2T a8, T g1 0 e LE— (36)
Da mesma maneira, se j = 2s + 1, s > 0, podemos também escrever
Oog11 = -1+ 5\23+1(—1 + ZEQSJFQ), S Z O, (37)
onde
< 1+ boern Yos+1 = (14 29s541)* + Y311
Aogp1] = ——————, Cosp9=—————— € boggio=—1 == (3.8
25+1 T+ C§3+2 2542 1+ 2901 2542 1+ Z20rs (3.8)

Uma vez que, por hipdtese, 1 € V), temos a4, = «;, 7 > 0. Consequentemente,
Tjip = Tj € Yj4p = y;. Dai, como p é par, fazendo by = 1 — 2y, k > 1, e usando os

valores obtidos para ¢ e b em 1’ e 1} podemos verificar que
én-i—p = 611 (§ Thn+p = Thn, n Z 1. (39)

Agora, para cada k € {0,1,...,(p — 2)/2}, seja 19 a reta passando por agy e 1,

e ropr1 a reta passando por aggyq € —1. Por hipdtese, 7o € 79111 sao paralelas. Logo,
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comparando os vetores diretores das retas ro, e 79,11 fornecidos, respectivamente, nas

equagoes (3.5)) e (3.7]), obtemos
Cokp2 = —Copy1, K €{0,1,....(p—2)/2}. (3.10)

Usando o resultado obtido em (3.10)) e a p—periodicidade de ¢, estabelecida na primeira
igualdade de (3.9)), temos

62n+2 = —62n+1, n Z 0. (311)

Além disso, substituindo os valores de 5\25 e 5\23+1 (dados em |D e , respectivamente)
nas equagoes (3.5 e (3.7)), respectivamente, encontramos

_bopp1 —iConpa _ bopi2 —iConya
Oop = —/——= — € Qopy1 = —F =
1+ iConq2

> 0. 3.12
1 — itanss "= (3.12)

Finalmente, utilizando a férmula (1.25)) para «,, e as relagoes ((1.26)), (3.11) e (3.12)),

podemos usar indu¢do matematica (sobre n) para concluir que

Cn=2=C¢, € Mp=m,, n>1 (3.13)

O resultado segue agora de (3.9), (3.11)) e (3.13). u

Observacao 3.2. O Teorema mostra que podemos escolher uma sequéncia de coefi-
cientes de Verblunsky {a,}5°, p—periddica (p par), com esses coeficientes sobre deter-
minadas retas paralelas, escolhendo, equivalentemente, as sequéncias {c,}o2, e {m,}°,
também p—periodicas e tal que cos190 = —Cosr1, s > 0. Nas Figuras e ilustramos

alguns exemplos de possiveis escolhas para {c,}5°, e {m,}52,.

&0]

Figura 3.1: Coeficientes de Verblunsky associados & escolha {en}2) ={—c,c,—c,c,...}

e {mn}S2, = {mi,m2,m1, ma,...},comc>0ep=2.



Capitulo 3. Alguns Resultados Relacionados a Medidas em V,, 60

Figura 3.2: Coeficientes de Verblunsky associados & escolha {c, }$2 ; = {—c2,c2, —c4,ca,—c2,c2,...}

e {mn}2, = {m1,ma2, m3,mg, m1,ma,...}, comcz <0,¢c4 >0ep=4.
3.2 Uma nova abordagem para pontos puros de me-

didas em V),

Iniciamos esta se¢ao com um lema que caracteriza um possivel ponto puro (deno-

tado por w) de uma medida /i em termos da sequéncia {7, (w)}°, definida em (|1.30)).

Lema 3.1. Seja pn € V,,, p € N. Entao, w é um possivel ponto puro da medida ji se, e
somente se, a sequéncia {T,(w)}>,, definida em (1.30)), € periddica de periodo p.

Demonstragao: Inicialmente, afirmamos que
{mn(w)}:2, é p—periddica se, e somente se, 7,(w) = 1. (3.14)

De fato, se {7,(w)}2, é p—periddica, entdao 7,(w) = 79(w) = 1. Reciprocamente, se
T,(w) = 1, temos 7,(w) = 1 = 1(w). Além disso, se {a, }72, ¢ a sequéncia de coeficientes
de Verblunsky associada a medida i e se 7,4x(w) = 7x(w) ocorre para k € N, entao,
podemos usar a p—periodicidade da sequéncia {a,}>2, e a recorréncia para obter

WTpy (W) — Wpy, _ wrg(w) —
1 —wrprp(w)aper, 1 —wrg(w)ay

Tprkr1(w) = = Tpr1(w).

Logo, por indugao matematica, podemos afirmar que {7, (w)}5°, é p—periddica.
Utilizando os Teoremas e [L.6, observamos que w é um possivel ponto puro

de fi se, e somente se, ¢,(w) — ¢

»(w) = 0, onde ¢, é o p—ésimo polinémio ortogonal

da sequéncia de polinémios ortogonais {¢,}. -, com relacdo & medida fi, e ¢y, € o seu
reciproco. Por outro lado, usando (1.30)), a condigao ¢,(w) — ¢;(w) = 0 equivale a dizer

que 7,(w) = 1. Assim,

7,(w) =1 se, e somente se, w é um possivel ponto puro de fi. (3.15)
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O resultado segue, portanto, das equivaléncias (3.14)) e (3.15)). [ ]

O teorema a seguir é uma consequéncia do Teorema e fornece uma maneira
de identificar, a partir do ponto de vista de sequéncias encadeadas, os pontos puros (e
calcular as respectivas massas) de uma medida fi, cuja sequéncia associada de coeficientes
de Verblunsky é p—periédica, isto é, i € V,. Em [36] ha uma outra abordagem para o

mesmo problema, sem o uso de sequéncias encadeadas (veja Teorema [1.6]).

Teorema 3.3. Seja ji € V), p € N. Consideremos {a }n o @ sequéncia de coeﬁczentes de
Verblunsky associada ¢ medida ji e {73 (w)}ee, a sequéncia definida em . Suponha
que w € um ponto no circulo unitdrio tal que ¢,(w) — ¢5(w) = 0, onde ¢, € o p—ésimo
polinémio ortogonal da sequéncia de polindmios ortogonais {¢,},—, com rela¢io a medida

[, € ¢, € o seu reciproco. Entao, w € um ponto puro de [i se, e somente se,

p p
[T11 = wr @)l 2 < TT [1 - a2
j=1 j=1

Além disso, se w € um ponto puro de fi, entdo o tamanho da massa neste ponto é dado

por
7
w — T
i) =
onde ¢ — Znﬁ—ﬁ<>Jf ___ﬁ z@mwﬁw
() 2 - 1 — |o® 2
n=1 j=1 j '—1
Demonstracao: Consideremos ¢; = |1 — U)T 1(w) M2/ - \aﬁ)l]?], para j > 1. Pelo

Teorema sabemos que w é um ponto puro de [i se, e somente se, a soma infinita
s(w) =37, [Ij-, ¢; é convergente.

Por hipétese, w é um ponto no circulo unitdrio tal que ¢,(w) — ¢5(w) = 0 ou,
equivalentemente, w é um possivel ponto puro da medida fi (veja os Teoremas

. Consequentemente, usando o Lema e a p—periodicidade da sequéncia {Ozn )}n 0

obtemos
1 —wrfaw)af, P L —wrBwehP
Gv = 2 N (A) |2 A
1- |Oéj+p71| 1- |ijf1|
p
Portanto, fazendo ¢ = H ¢;, podemos escrever s(w) como
j=1

=q (Z qn> + 01q2 (Z qn> Tttt Qe g (Z qn> : (3.16)
n=0 n=0 n=0
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Observe que s(w) é convergente se, e somente se, |¢| < 1. Dai, w é um ponto puro

de [1 se, e somente se, i
2|t = wr® (w)al?, 2

]
T

ou, ainda, w é um ponto puro de fi se, e somente se,

p p
[T11 = wrP @)l 2 < T 1~ a2
j=1 j=1

Além disso, se |g| < 1 (isto é, se w é um ponto puro de f1), podemos usar (3.16)) para

<1

?

concluir que

s(w) = (1_q> (Z]‘M) . (3.17)

n=1 j=1
Finalmente, pelo Teorema e por (3.17), temos
. 1 Y
p{w}) = =

1+s(w) y+¢

3.3 Um exemplo

Nesta secao, apresentamos um exemplo que ilustra alguns dos resultados obtidos
neste capitulo. Inicialmente, estabelecemos um teorema (e consequente corolario) que
serd importante para o desenvolvimento do referido exemplo.

Seja p a medida associada ao par de sequéncias reais {{¢, }5°,, {d,}>>, } (conforme
Teorema , onde {¢,}°, satisfaz a condigdo ¢z, = —cop_1, n > 1. A partir da me-
dida g desejamos obter uma nova medida i associada ao par {{é,}°>,,{d,}>,}, onde a
sequéncia {¢,}>2 , deve satisfazer a condigao ¢y, = Cop—1 = Cop, n > 1.

Consideremos a sequéncia de nimeros complexos {3, }>,, dada por

B = — (M> n> 1. (3.18)

1-— 1Cop,

O préximo teorema mostra como obter a medida desejada fi a partir da medida p dada.

Teorema 3.4. Seja p a medida de probabilidade no circulo unitario associada ao par de
sequéncias reais {{cn}o 1, {dn}o2 1} como no Teorema e tal que ¢, = —Cop_1, 1 > 1.
Consideremos {f,}52, a sequéncia de nimeros complezos definida por (3.18)) e seja fi a

medida associada a sequéncia de coeficientes de Verblunsky {&, 152, dada por

n+1
Qopy1 = (H 53‘2) Mont1 Qg = (H ﬁy ) Brn102n, n >0, (3~19)
j=1
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onde {a, }5° € a sequéncia de coeficientes de Verblunsky correspondente a p. Se {{¢,}5° 4,
{d.}2,} € o par de sequéncias reais associado a medida i (como no Teorema e se
{m,}2, € a sequéncia minimal de parametros para {d,} |, entdo

Cop = Con—1 = Con, Magp—1 =1 —Mgy1 € My, =May, n =1,
onde {m,}°°, € a sequéncia minimal de parametros para a sequéncia encadeada positiva
{dn}oz-

Demonstracao: Seja {p,}°°, a sequéncia dada por (1.26)) (veja Teoremall.14)). Usando

a hipdtese que co, = —c9,,_1, n > 1, obtemos
1+ico,
pon =1 ¢ popss = 22 s, (3.20)
1 —icony0
Logo, de (T:23) e (B20), temos
1 —2mapy1 + 2oy, 1 —2mapi9 — 10y,
- 2n+1 nt2 Qo1 = 2n+2 2 +27 n>0. (3.21)
1+ iconq2 I +iconya

Agora, seja {1, }°°, a sequéncia minimal de parametros para uma sequéncia en-
cadeada positiva {d, }>2 ; e seja {d, }°°, a sequéncia de coeficientes de Verblunsky corres-

pondente a medida de probabilidade no circulo unitario i, associada ao par de sequéncias
reais {{én}j’;l, {dn}j’f’:l}, onde

Cop = Cop—1 = Cap, Mop—1 =1 —mop_1 € Thyy, =My, n=>1 (3.22)

Usando as relagoes (1.25)), (1.26)), (3.18), (3.19), (3.21) e (3.22), podemos ver que,

para n > 0,

5 _ (1ticnn ﬁ L+icy \ [1— 2,40 — iCopya
ot L —iconyr )\ 1 — ik 1 —iconqa

1+ zc2n+2> H (1 + z‘cgj)Q {1 — 2Man s — z’cW]
1 —iconqo b 1 — ey 1+ tconqga

n+1
_ 5 2
= j Qg1 = Qopg1.

e
2n .y . .y
= (T[] [ s
1 — ¢y 1 —1Cont1

k=1

o ﬁ (1 + ngj ) 2 [_ (]_ + i02n+2):| |:]_ — 2m2n+1 + i62n+2

i1 ]_ — iCQj 1 — i02n+2 1 —|— i02n+2

= H 5;‘2) Brt102, = Oop.

j=1
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Assim, &,, = &, para n > 0. Consequentemente, utilizando o Teorema [1.2] con-
clufmos que /i = ji. Portanto, da unicidade do par {{¢,}32,, {(fn};’l‘;l}, dada pelo Teorema

temos mgy = 1o = 0,

o =0Cn € i =1n,  n> 1. (3.23)

Agora, o resultado segue de (3.22)) e (3.23)). [ |

Corolario 3.2. Seja p a medida de probabilidade no circulo unitario associada ao par de
sequéncias reais {{c, }5° 1, {d,}5°1} como no Teorema e tal que ¢, = (—1)"¢c,n>1e
ceR. Se B =—(1+ic)/(1—ic), {{e.}32,, {cin};;ozl} € 0 par de sequéncias reais associado

o0

a medida [i(z) = p(Bz) e se {mn}°2, ¢ a sequéncia minimal de pardametros para {d,}°2,,

entao

~

Ch=20 Map1=1—mMo1 € Moy =ma, n=>1,
onde {m,}°°, € a sequéncia minimal de parametros para a sequéncia encadeada positiva

{dn}oz-

Demonstracao: Uma vez que a medida [ é uma rotacao da medida p pelo ponto 3, isto

é, [i(z) = u(Bz), os correspondentes coeficientes de Verblunsky se relacionam da seguinte

forma (veja Observagao [1.5)):
an = " e, n>0. (3.24)

Além disso, como ¢, = (—1)"¢, n > 1, usamos (|3.18)) para concluir que
141 1414
ﬁk_—( +102k) __( —Hc) _ 5 k>l (3.25)

1 — icop 1—1c

Desta forma, de (3.24]) e (3.25]), observamos que as condi¢oes requeridas em ([3.19)

sao satisfeitas e o resultado segue diretamente do Teorema (3.4! ]

Daremos inicio, neste momento, ao exemplo que ilustrara alguns dos resultados

obtidos neste capitulo.
Exemplo 3.1. Sejam {c,}>2 | e {d,}32, sequéncias reais definidas, respectivamente, por
cn=(=D"c e dy=(1—mp_1)m,, n>1,
onde ¢ € R e a sequéncia real {m, }°, € tal que my =0,
1—b 1—by

e Moy =

2 2

anfl = 9 n Z 17
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com by, by € R, |b1] <1 e|by| < 1.

Note que {d,}>2, € uma sequéncia encadeada positiva, onde {m,}>°, € a sua
sequéncia minimal de parametros. Além disso, {c,}5°, satisfaz copy = —Copn_1,n > 1, € as
sequéncias {c, 150, e {m,}5°, sdo periddicas de periodo 2.

Pelo Teoremal[l.14] associado ao par de sequéncias reais {{c,}22, {d,}32,}, existe
uma unica medida de probabilidade nao trivial, digamos ., com suporte no circulo unitdrio.

Usando o Corolario podemos concluir que p € Vs, ou seja, a sequéncia de coe-
ficientes de Verblunsky associada a medida p, digamos {a,}22, € periddica com periodo
p =2 (na Figura ilustramos a posicao desses coeficientes para um caso onde ¢ > 0).

A expressao em (1.26) e a definicao de {c,}2 | nos garantem que

11
pon =1 € pams1 = ——C >0, (3.26)
1 —1c
Consequentemente, usando ((1.25)) e (3.26), obtemos
by +1i b ) +ic(1 =0
= 1+zc:(1~|—c)+zc( 1)’ n>0, (3.27)

1+ ¢ 1+ ¢2

bg —1c i (bg — 62) — ZC(l + bg)

T T , n>0. (3.28)

Qop41 =

Neste caso, a fungdio discriminante A(z) = 2z 'Tr(Ty(2)) (definida na Subseg¢do

por meio das relagoes (1.20)) e (1.21) € tal que

_ _ z —Q z —Q
To(2) = (1 = [ao)72(1 = Jau )12
—a1z 1 —apz 1

Dai, utilizando os wvalores de oy e ap obtidos, respectivamente, por meio das equacoes

dadas em (3.27) e (3.28)), podemos ver que

0\ _ 1+ 02 blbg — 02
86 =2 g O g (S0 69

Agora, vamos determinar as bands, By e Bs, associadas a medida p, conforme

(1.22). Resolvendo a equagdo A(e?) =2, 6 € [0,27), encontramos as solucies

—B)V2(1 -2 4 2 blb2)

05 =2 — 0. (3.30)

1
0 = arccos (
14 ¢?

Da mesma forma, resolvendo A(e?) = —2, obtemos

2 _ 1_b21/21_b21/2_bb
01=arccos(c ( 1)15_02 2) 12) e Oy =21 —0;. (3.31)
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Logo, cada band Bj;, j € {1,2}, € determinada pelos pontos z;f = e ¢ z; = e

Precisamente,
Bi={2€T:0f <arg(z) <0y} e By={z€T:0, <arg(z) <6y}, (3.32)

onde 0;7 e 0y, j € {1,2}, sdo dados, respectivamente, por (3.30)) e (3.31)).
De (3.29)), temos

- (1+¢2)cosb + byby — 27°
4 — A2(eif) =2 \/1 — { Q@A —p)ez |- 6 € [0,2m). (3.33)

Por outro lado, se considerarmos o polinémio ortogonal normalizado po(2) = Kaga(2)
(da sequéncia, {pn}>,, de polindmios ortornormais com respeito a p), podemos usar a

primeira relagdo de (1.15) e a sequnda expressio de (1.16) para concluir que

(L4 A)22 4 [(b1ba — by — 2¢%) +ic(by + 1)]z + [(¢® — by) — ic(by + 1)]
902(2) = (1 — b%)l/Q(l — b%)l/Z )

Assim, para 6 € [0, 27),

(14 bo)[sen + ¢(1 — cos )]
(- 7 )

Portanto, usando (3.33)) e (3.34)), podemos afirmar (pelo Teorema[l.4) que a fun¢ao

peso w(#) associada ¢ medida p € dada por

V(=02 (1 —13) — [(1+ c2) cos O + byby — 2]
|(1+ bg)[sen + c(1 — cosb)]| ’

Im(e"ipa(e”)) =

(3.34)

w(f) =

onde 0 € tal que e € Uz, B;.
De acordo com os Teoremas e para determinar os possiveis pontos puros
de pu precisamos resolver a equagdo ¢a(z) — ¢3(2) = 0, cujas solugoes sao

(2 —1)—2ci 1 +ic
wy e W e e (3.35)

Podemos, agora, fornecer uma completa caracterizacao relativa a parte singular da
medida | em termos dos parametros by, by e c.

Primeiro, analisamos o candidato a ponto puro wy = 1. Usando a Observacao
temos 7,(w1) = pn, onde a sequéncia {p,}:>, € dada por ([3.26). Logo, a sequéncia
{7 (w1)}5%, € periddica de periodo p =2, o que era esperado pelo Lema (3.1]

Pelo Teorema 3.3, wy € um ponto puro de i se, e somente se, by + by > 0. Além

disso, se by + by > 0 entao o tamanho da massa no ponto puro wy é dado por

by + by
14 by

pl{wn}) =
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O outro candidato a ponto puro a ser analisado € o ponto wy = —(1+1ic)/(1 —ic).
Do Corolario se [i(z) = p(wqz), temos ¢, = ¢, n > 1. Da,
L 1—ic\"
An = . — . 5 n > 1,
P kl_[l I+ icy (1 + zc) -

com po = 1. Por outro lado, é conhecido que p, = T,(1) = wy "1 (w2), n > 0 (veja
Observagdo [L.5). Assim, concluimos que T,(ws) = (—1)", n > 0. Consequentemente,
{70 (w2)}o2 também ¢é periddica de periodo p =2, em acordo com o Lema[3.1]

Aplicando mais uma vez o Teorema[3.3], podemos concluir que we € um ponto puro
da medida p se, e somente se, by — by > 0. No caso em que wy é um ponto puro de p,
obtemos

) = 2

Finalmente, pelo Teorema temos Gess(pt) = U?ZIBJ-, onde B;, j € {1,2}, € dado

por . Portanto, como os possiveis pontos puros da medida p sao aqueles estabelecidos
em (wy no gap fechado Gy U {2, 25 } e wy no gap fechado GoU{z; , 25 }, conforme
Teorema , podemos verificar que o suporte de p estd contido em Cy U Cq, onde Cy e
Cy sdo os dois arcos fechados do circulo unitdrio, definidos, respectivamente, em (2.9) e
. Isso era exatamente o que esperdvamos, pois a medida p satisfaz as hipoteses do
Teorema[2.1] (veja também o Teorema[2.2)).

As Figuras e [3.6] ilustram uma comparagao entre a estimativa para o
suporte da medida p (obtida no Capitulo [2) e o verdadeiro suporte de u, aqui obtido, em

alguns casos particulares.

wy = <L7 -1 2 ) Estimativa para o suporte da medida ;. Wy — (L) -1 2 ) Estimativa para o suporte da medida 1.
L+e?’ 1+4c Suporte da medida - T+’ 1+4¢ Suporte da medida 1
21 z
1 B 1 B
— | — |
| |
/ / |
/ ! a !
/ | / |
Gy 1 \GY Gar | 1 \Gh
1 [ 1 |
1
| w1 ! 1wy
I v I
| \ : |
| |
I

Ponto puro \

+ +
/ w2 2 / w2 %2
Ponto puro | Ponto puro |

Figura 3.3: Caso0<c<1eby>b >0. Figura 3.4: Caso0<ec<1le0<by < —b; .
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wy — <L7 -1 2c ) Estimativa para o suporte da medida 1. wr — <a2 -1 B 2c ) Estimativa para o suporte da medida x
L+’ 1+¢ Suporte da medida T\t 14e Suporte da medida
e
1 B B
— I
w + Wo = 27
/T— y 7, Zl/_
7 | 7
I
/’ | | | // |
G | ! L \Gh G | Gi=0
| I |
I | !
' | | ) w ' I — + — -
‘\ I I : \1 ‘\ I Wy = 21 = 22
! ! | !
. ! | Ponto puro vl
N | n N
| .
w&; 29 Wo = 29 \
|
25 B, By
Figura 3.5: Caso0<c<1e0<by <by. Figura 3.6: Casoo<c<leb=by=0.

Observacao 3.3. No caso especial em que by = by = 0, a medida j, do Exemplo que

estd associada ao par de sequéncias reais {{c,}°2 1, {d,}22}, onde

ou, equivalentemente, associada ao par de sequéncias reais {{c,}5% 1, {mn}22,}, onde
n 1
n=(—1)"c e Mn = 5, n>1 ceR,

€ tal que

supp(p) = Oess(pt) = By U By = C; U Co,

com
Ci={zeT:0<arg(z)<0.} e Co={z€T:21—0.<arg(z) <2n},

onde 0. = arccos ((¢? —1)/(c* +1)) € [0, 7].
Neste caso, a estimativa obtida no Capitulo [2| (através do Teorema € exata,

conforme ilustra a Figura 3.6



Capitulo 4

O Espaco de Medidas N,

Do Teoremall.14] sabemos que dado um par de sequéncias reais {{c, }22,, {d, }72 },
onde {d, }22, é uma sequéncia encadeada positiva, entao, associado a este par, existe uma
unica medida de probabilidade nao trivial 4 com suporte no circulo unitario, e recipro-
camente. Além disso, denotando por {m,}3°, a sequéncia minimal de parametros para
{d,}2,, podemos também afirmar que p é a tnica medida associado ao par {{c,}>,,
{mn}ozi}-

Neste capitulo, estudamos o espaco das medidas de probabilidade nao triviais
no circulo unitdrio tais que as sequéncias dos respectivos pares associados, {{c,}>2,
{mn,}22}, s@o periddicas com periodo p € N. Esse novo espago, como mencionado ante-

riormente, serd denotado por NN,. Desta forma,

i € N, se, e somente se, cf{fzp =W e mfffgp =mW, n>1. (4.1)

Ao longo das proximas secoes, estabelecemos algumas propriedades interessantes
para o espaco IN,. Por exemplo, se escolhermos os p primeiros termos da sequéncia {c, } 7>,
(que esta associada a uma medida em NN,) de tal maneira que o vetor (cy, ¢, ..., ¢c,) per-
tenca a uma certa subvariedade de RP de dimensao p — 1, entao a medida considerada
também estard em V), isto é, também terd sua correspondente sequéncia de coeficientes de
Verblunsky p—periédica. Além disso, verificamos que o estudo de medidas pertencentes
a N, é completamente equivalente ao estudo de medidas pertencentes ao espaco Vj,, cujas
medidas j& se encontram totalmente caracterizadas nos Capitulos[l]e[3] Também mostra-
mos que os p possiveis pontos puros de uma medida em N, correspondem, precisamente,

aos p zeros de um determinado polinomio para-ortogonal associado a esta medida.
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Como mencionado na Introducao desse trabalho, os resultados deste capitulo sao
novos e estao organizados no artigo [8] que foi publicado em 2017 na revista Journal
of Mathematical Analysis and Applications em colaboragao com Bracciali, Sri Ranga e
Veronese. Além disso, na Segao [4.6], apresentamos um exemplo que é consequéncia direta
de um trabalho publicado em 2015 na revista Applied Mathematics and Computation em

coautoria com Bracciali e Sri Ranga (veja [6]).

4.1 Resultados preliminares

Seja P(T) o espago de todas as medidas de probabilidade néo triviais no circulo

unitdrio. Consideremos a fungdo D : P(T) x P(T) — R definida por

Dyur, ) = sup { o) = ol j e NU{0}}, (4.2)

onde {a # 1)}"0 o€ {oz(“ 2)}°° o sao as sequéncias de coeficientes de Verblunsky associadas as
medidas p; e o, respectivamente. Facilmente, podemos ver que D é uma métrica sobre
P(T) e, consequentemente, o par (P(T), D) é um espago métrico.

Uma vez que os espagos V, e N, sao subconjuntos de P(T), ambos sdo espagos
(subespagos) métricos com a métrica induzida D. Escolhendo esta métrica apropriada,
podemos provar que existe um homeomorfismo entre os espacos N, e V,,. Em outras
palavras, podemos mostrar que esses espagos tém o mesmo comportamento do ponto de
vista topoldgico.

Antes de estabelecermos o homeomorfismo requerido, provemos o seguinte lema:

Lema 4.1. Seja {p,}52, uma sequéncia de medidas em P(T) e, para cada n € N, se-

jam {a(“")} °o ¢ {{c “")}J 1,{d§“") 2.1} as correspondentes sequéncz’as como no Teo-

rema|l.14. Considere, ainda, i € P(T), onde {a; “)} °0 € {{c 21 {d 21} sao suas

correspondentes sequéncias como no Teorema (1.14. Entao, as sequintes afirmacoes sao
equivalentes:

(i) lim D(pp, p) = 0.

n—oo

(ii) Para cada j > 0, lim a(“") al

n—so0o J

(iii) Para cada j > 1, lim c( " = cg-“) e lim dg“”) = dg“).

n—oo n—oo
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Demonstracao: A equivaléncia entre os itens (i) e (ii) segue diretamente da definigao
da métrica D, dada em (4.2)), e das defini¢oes de limite (de uma sequéncia) e supremo (de
um conjunto).

Mostremos, agora, a equivaléncia entre os itens (ii) e (iii). Inicialmente, vamos

supor que (ii) ocorre. Pelo Teorema m temos, para cada n € N, p(() W= pé” ),
—(pn)—(in) (1) —(w)
B S Rl S N 1 N 0 el L G (4.3)
J i ) (i J j ’ = = :
1- pﬁ’il) aj(lil) 1 yi)l O‘yi)l
(Mn) (M)

Neste caso, observe que lim,_,» py "~ = 1 = p; Logo, supondo, por inducao, que

lim,, oo pl(C ) = = p)! ), k € N, entao, usando 1D e a hip6tese dada em (ii), obtemos

() (p) — (1) =)
(n) _ () L — Dy,  wl-pl'y (1)
A piiy = Jim [Pk <—@<€>] =P g T Pk

1_Pk 1_Pk Qy

Assim, por indugao matematica, concluimos que

hm p(ﬂn) _ pﬁﬂ) ] > (.

n—o0 J

Dai, usando novamente (ii) e considerando as expressoes dadas em ([1.23)), temos

(n)  (pn) (W (1)
lim ¥ —  Jim Im(pi™y oY) _ Im(p;~y057) >
n—oo J n—oo 1 _ Re( (Nn)a(ﬂn)) 1 — R@( (w) (1) ) J 7 -
Pj—105_1 P 104
e, analogamente, lim,, . mg-“") m(“), para 7 > 1. Além disso, como m(“") =0=my ),
n € N, podemos afirmar que (veja Teorema e relacao ((1.27))

Reciprocamente, suponha que (iii) ocorre. Uma vez que m(() "= m(()“ ), entao
Agora, usando (iii) e admitindo, por hipétese de indugao, que lim, . m,(g" ) = mé“ ),
k € N, obtemos

d(#n) d(ﬂ)
(pn) . k+1 . k+1 (w)
TH&mﬂl_ﬁﬂll_mé> Top e
Portanto, pelo principio de indugao finita,
lim m(“") m 7 >1.

n—oo
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Consequentemente, das relagdes fornecidas em ([1.25), (1.26) e da hipétese (iii), temos

1 — omlkn) i olen) 1 — 2m _ o
lim af) = lim M| = T )
¢ j (1n) (kn)
J . (pn) Hn, - (Hn
1 1—-2m "y —ic:
lim o = lim | [ P =al iz
n—00 n—00 e} 1 — gk 1— Z-Cj/inl

Observagao 4.1. A partir da primeira equivaléncia obtida no Lema podemos dizer

que convergéncia na métrica D € equivalente a convergéncia fraca em P(T), uma vez que

g.“") = ag“) para cada j > 0 (veja Teorema [A.1] do

Wy — |4 se, e somente se, lim, ., «

Apéndice[A] ). Em outras palavras, lim, o D(p,, 1) = 0 se, e somente se,

n—0o0

i [ i, = [ sn
T T
para qualquer fungao continua f, de valor complexo sobre T.

De posse do Lema[4.1] ja podemos provar que os espacos Ny, e V,, sao homeomorfos.
Para isso, definimos a funcao g, : IV, — V,, que associa a cada medida p € N, uma outra

medida i € V,, da seguinte forma:
gp(1t) == [1  se, e somente se, ol = ag-“), j=0,1,...,p—1, (4.4)

onde {ag»“ )}j:O e {Oz;f1 )}j:O sao as sequéncias de coeficientes de Verblunsky associadas,
respectivamente, as medidas p e fi.
O Teorema nos garante que a funcao g, estd bem definida. Dai, levando-se em

consideracao a métrica D, dada por (4.2)), podemos enunciar o seguinte resultado:
Teorema 4.1. Os espacos (N,, D) e (V,, D) sao homeomorfos.

Demonstracao: Seja g, : N, — V), a funcao definida por (4.4). Inicialmente, vamos
mostrar que g, ¢ uma bijecao. Com efeito, consideremos 11 e po duas medidas em N, tais

que gp(p1) = gp(p2). Se gp(pn) = fi1 € gp(p2) = fiz, com fiy, fiz € V,, entao, usando (4.4)),

obtemos

a§“1):a§ﬁ1):a§ﬁ2):a§“2), j=0,1,....p—1.
Consequentemente, de ([1.25]) e ([1.26)), temos
(m1) _ (n2) (1) _  (n2) -
c; =¢ e m; =m;, j=12,....p.
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Dai, como pu, 12 € N,, podemos usar a unicidade dada no Teorema para concluir
que jt1 = fio. Isto mostra a injetividade da funcao g,.

Afirmamos que g, ¢, também, sobrejetiva. De fato, para cada i € V,, seja

()00 () o0 A . . -
He 1520, {m;7 1521} o par de sequéncias reais associado a ji (como no Teorema |1.14)) e

consideremos p € N, tal que

(1) o0 (M 00 4 N . . ~
onde {{c/"}32;,{m;"}52,} é o par de sequéncias reais associado a p. Entao, usando

novamente as relagoes em (|1.25)) e (|1.26)), claramente, temos agm = a§“), 7=0,1,...,p—1

ou, equivalentemente, g,(1) = fi. Desta forma, g, é sobrejetiva e, portanto, bijetiva.
Agora, precisamos provar que g, € g, 1 sa0 funcoes continuas na métrica D. Vamos

iniciar com a funcao g,. Considere uma sequéncia qualquer de medidas p, € N,, n € N,

convergindo para uma medida o € N, na métrica D, isto é, D(u,, ) — 0 quando n — oo.

Se gp(pin) = fin € gp(p) = @i, com [, fi,, € V,, n € N, entao, pela defini¢do de g,, temos

a§-ﬁ”) :ozg-”") e oz]@ :a§“), 7=01...,p—1
Logo, usando o Lema [4.1] concluimos que
nli_}rgloag-ﬁ") :nli_{Ioloag-””) :agu) :ag.ﬂ), j=0,1,...,p—1. (4.5)

Além disso, como fi, fi, € V,,, n € N, podemos afirmar que o limite dado em ocorre
para cada j > 0. Assim, usando mais uma vez o Lema obtemos D(g,(fn), 9p(1t)) =
D(fiy, it) — 0 quando n — oo. Portanto, g, ¢ continua.

Podemos provar a continuidade de g, ! de maneira andloga. Com efeito, conside-
remos fi,, n € N, uma sequéncia qualquer de medidas em V), convergindo (na métrica D)
para uma medida fi € V), ou seja, D(fiy, fi) — 0 quando n — co. Se p e fi,, n € N, s@o
medidas em N, tais que g, (fin) = pin € g, ' (f1) = p entdo, pela definicao de g,
Lema [4.1] é fécil verificar que

e pelo

lim o\ = o, j=0,1,...,p— L

n—oo J

Consequentemente, usando o Teorema e o fato que p, 1, € Np, n € N, obtemos

VI () : () _ (1) ;
lim ¢ =¢/” e lim d™ =d;", j> 1 (4.6)

n—oo n—oo

Por fim, de (4.6 e do Lema , concluimos que g, 1 ¢ continua. [ ]
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Agora, vamos obter condicoes necessarias e suficientes para que uma medida per-
tenga ao espago NV, do ponto de vista dos seus respectivos coeficientes de Verblunsky. Esta
caracterizacao nos permitird, dentre outras coisas, extrair informagoes sobre o conjunto
dos pontos fixos do homeomorfismo g,,.

Considere p € P(T) com seu par associado de sequéncias reais, {{c 20

{m(.“ ) 2.}, como no Teorema [1.14, Considere também sua correspondente sequéncia

de coeficientes de Verblunsky, {a(“ . Das relagoes (|1.25]) e ([1.26)), temos
. W) (W) ) J - (W)
Y e B A A | e o
1 —ict 1+ic 7T 1+
com pi) =

(u)

Entao, se fizermos \ = , podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2. Sejam p € P(T) e {a§” 320 sua correspondente sequéncia de coeficientes

de Verblunsky. Entdao, i € N, se, e somente se, aﬁ’fp = )\a(“) §>0, com \ = p(“)
Demonstragao: Assuma que Oz; Yy = /\a , j >0, onde A = pé“ ). Mostraremos que
1 € N, ou, equivalentemente, provaremos que cg-’jr)p = cg-“ ) e m§ﬁ?p = mgﬂ ), j > 1. De

fato, usando ([1.25)), - e considerando j = 0 em nossa hipdtese, facilmente, temos

c;‘fl = cg " e m;’fl = m1 . Agora, suponha que

Cg'i)p - C§u) € mg‘fp - mgu)’ L<j<k (4.7)

Usando novamente ((1.25) e (1.26]), obtemos

w P 4 e ptk g i 11— ngﬂpﬂ _ icgﬁpﬂ
oty =11 —<) 11 W) ) (4.8)
il B 7o nept1 L1 — icn 1-— z'ck’jerrl
¢ W
o 11T =2m —ic
O‘l(qu) = pl(cu) [ k+.1(#) k+1] : (4.9)
1 =iy
Logo, como a,(g’“jr)p = )\al(ﬁu), com A = ,05,” ), a partir de 1} 1' e 1' podemos afirmar
e () (n) (n) (1)
L=2m i — 160 _ 1= 2my ) — i
L= ch(cljr)p+1 1= ch(clfr)l

e, consequentemente,
(W) (D) (w) (w)
Chapt1 = Ckt1 € Mpyprr = My

Portanto, por indu¢ao matemética, concluimos que ¢ ;’fp = (.” ) e mg.’jr)p = mg“ ) ji>1.
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. . i (e s g ,
Reciprocamente, se u € N, entao a sequéncia {cj 521 € p—periddica. Dal, fazendo

pp = A, temos
J+p . (W) J+p . () J ()
) L= L—icy” ~yrl-—i” ~w .
o T =, ST XTT A X > 1 (4.10)
. H 14" 7 k_lll I e 1
Assim, de ((1.25)), (4.10) e da p—periodicidade do par {{cg-“) X1 {mg-“) 21}, obtemos
() - (1) ) ()
G0 o | LT 2 W | [ L2 — G e o
j+p = Pi+p L = AP; L =Aq;0, ]2 U
Isto completa a prova. ]

Corolario 4.1. Seja € N,. Se existe fi € V,, tal que 0cgs(t) = 0ess(f1) entdo p € V,NN,,.

Demonstracao: Primeiramente, vamos assumir que g € V, \ {wo}, onde wy denota a

()

medida de Lebesgue. Entao, temos o, = ﬁaé’l ), 7 > 0, com [ exatamente igual a 1.

Por outro lado, como p € N,, o Teorema nos garante que agffp = Aa§“ ), 3 >0,
com \ = pl(,“ ), Consequentemente, usando a hipdtese que 0egs(ft) = 0ess(ji), devemos
ter, necessariamente, A = f = 1 (veja Teorema do Apendice . Isto mostra que
p €V, NN,

Agora, se i = wy, entao oegs(p) = 0ess(fi) = T. Dali, pelo Teorema de Rakhmanov

(veja Teorema do Apéndice , podemos afirmar que

lim |a*| = 0. (4.11)
n—oo
Logo, usando ((1.23)) e (4.11f), obtemos
1
lim ¢ =0 e lim m® = _. (4.12)
n—oo n—oo 2

Uma vez que u € N,, as sequéncias {cg-“ ) 2 e {mg-“ )}‘;‘;1 sao p—periddicas. Assim,

utilizando (4.12), concluimos que

=0 e mWw ! n > 1.

n n T o)

Mas, pelas relacoes 1} e |D isto equivale a 047(1“ ) = 0, n > 0. Portanto, u = wy €
V, N N, (veja Exemplo e Observagao e isto completa a prova. [ ]

Observagao 4.2. A partir do Teorema e da defini¢io do homeomorfismo g, (dada
em ), é facil ver que € N, € um ponto fizxo de g, se, e somente se, A= p](g“) =
1. Consequentemente, se denotarmos o conjunto dos pontos fixos de g, por F,, entao,

imediatamente, temos F, = N, N'V,,.
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Observacao 4.3. Segundo Simon [36], uma sequéncia de coeficientes de Verblunsky
{aj}j‘;o ¢ chamada periodica “a menos de uma fase” se, para algum p € N, existe A € T
satisfazendo ajip, = Ay, 7 > 0. Assim, se U, denota o espaco de todas as medidas de
probabilidade nao triviais no circulo unitdrio tais que suas correspondentes sequéncias de
coeficientes de Verblunsky sao periodicas “a menos de uma fase”, entdo o Teorema |4.2
garante que N, ; U,. Além disso, claramente V, ; U,. Na prozima se¢io (veja o Teo-
rema apresentaremos uma caracterizagao para o conjunto F, = N, NV, e veremos
que (N, N V) \{wo}, Ny \'V, e V, \ N, sdo conjuntos nao vazios. A Figura ilustra

algumas relagoes estabelecidas para os conjuntos U,, V,, e N,.

P(T)

QS

=

Figura 4.1: Algumas relagdes entre os conjuntos Ny, Vj, e Up.

4.2 Caracterizacao para medidas em N, NV,

No Capitulo (3} deste trabalho, partindo-se de uma medida p € N, foi mostrado
como obter medidas em N, NV, = F, para o caso em que a sequéncia associada {c,}7° 4
também satisfaz a condi¢ao cos = —co5_1, § > 1 (veja Observagao .

Nesta se¢ao, estamos interessados em caracterizar as possiveis escolhas para o par
de sequéncias reais {{c,}22,,{m,}22,} que nos conduzem a medidas em F,. A fim de

fazer isso, vamos considerar o conjunto X, ¢ € N, tal que X; := {0} C R e

Im]H (1 + iz,
Xy = (.1’1, ce ,QZ[) e R’ : Ty = — Hg__ll( - ]) , (>2. (413)
Reszl(l—l—zxj)

Observe que &3 := {0} C R é uma subvariedade 0—dimensional de R. Além disso,

para £ > 2, considerando o conjunto fechado

-1
Y = {(xh---,w_ﬂ e R ReH(l +ixj) = O}

j=1



Capitulo 4. O Espaco de Medidas N, 7

e a fungao suave f: R\ Y — R tal que

ImH 11 4 ixy)
ReH (14 ix;)’

f(l'l, . ,l'g_l)

podemos concluir que X, = graf(f).

Por outro lado, como R*~!\ Y é uma subvariedade de R*~! com dimensao ¢ — 1
(j&4 que é aberto) e f : R“1\'Y — R é suave, entdo graf(f) é, necessariamente, uma
subvariedade de R com dimensao ¢ — 1.

Assim, para qualquer ¢ > 1, o conjunto &, é uma subvariedade de R’ com di-
mensao ¢ — 1. As Figuras[4.2] e ilustram a subvariedade X, quando ¢ = 2 e ¢ = 3,

respectivamente.

-104 ¥

Figura 4.2: Subvariedade Xs. Figura 4.3: Subvariedade AXs.

Com relagao a subvariedade Xy, £ > 1, podemos afirmar o seguinte:

Proposigao 4.1. Para ¢ > 1, seja X, definido por (4.13). Entao, Xy x {0} C Xpyq.

Demonstragao: Seja (71, ...,x,) € RY. Note que
¢ -1
H1+zx3 Hl—l—m:] (1+iz) €eR
7j=1 Jj=1
se, e somente se,
-1 -1
xs Re H(l +ixz;) +Im H(l +iz;) = 0.
i=1 j=1
Desta forma, usando (| , podemos afirmar que
¢
(x1,...,20) € Ay se, e somente se, H(l +iz;) €R, (> 1. (4.14)

j=1
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Portanto, se £ > 1 e (z1,...,x¢) € &} entao, da equivaléncia (4.14]), obtemos

Y4
[Ha +iz;)

=1

4
[L+i0] = [J(1+iz)) eR.

Consequentemente, usando novamente (4.14)), concluimos que (z1,...,24,0) € Xpyq. =

O préximo teorema utiliza, exatamente, a subvariedade &, p € N, para caracteri-

zar o conjunto I, = N, NV,

Teorema 4.3. Sejam p € N, (oup€V,) e {cg-“)};?il a sequéncia real associada a medida

W, como no Teorema m Entao, p € N, NV, se, e somente se, (cg“), . (“)) S

Demonstragao: Usando o Teorema [4.2] podemos mostrar que

p (1 _ ZC(M))
J L ) —
€ N, NV, se, e somente se, —— o= =1L (4.15)
P (1 +iac)
Por outro lado, temos
L (1 — i) Tl 4 i)
5 = L se, e somente se, H(l +ic}”) € R. (4.16)
(I 41icf”) e
Agora, o resultado segue das equivaléncias (4.14)), (4.15) e (4.16). n

Seja S C P(T) o espaco das medidas simétricas no circulo unitario (veja Definigao

1.11)). Entao, vale o seguinte resultado:

Coroléario 4.2. SN N, CV,NN,, p > 1. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente

se, p=1.

Demonstracao: De acordo com a Observacao [L.6] 1 € S se, e somente se, A =0,

n > 1. Portanto, se p € SN N, temos (cgu),cé“),...,cé“)) = (0,0,...,0) € X,. Logo,
usando o Teorema concluimos que p € V, N N,. Assim, SN N, CV,NN,, p> 1.
Além disso, se p = 1 e p € V,NN,, entao, usando o Teorema [d.3e a p—periodicidade

concluimos que W = 0, para todo n > 1. Consequentemente,

da sequéncia {cq(f ) <,

¢ simétrica e, portanto, u € SN N,.

Por outro lado, se p > 2, existe, por exemplo, i € N, \ S tal que

(A)yoo
c >, =1{¢,—¢,0,0,...,0,¢,—¢,0,0,...,0,...}, com ¢ # 0.
{n }n—l { }

p—2 fatores
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Note que, claramente, (¢, —c,0,0,...,0) € &, (veja também Proposigao4.1)). Dai, usando
—_——

p—2 fatores

novamente o Teorema [£.3] temos fi € V, N N,. Logo, fi € V, N N,, entretanto, como
f € N\ S, devemos ter fi € SN N,,. [

Observagao 4.4. O Coroldrio (do C’apz/tulo também seque, agora, diretamente do

Teorema 4.3 uma vez que, se p € par e u € uma medida em N, tal que sua sequéncia
) p

associada {1}, (como no Teorema |1.14]) satisfaz " = —cY) |, para s > 1, entdo,

claramente, [TP_ (1 + ic%“)) € R. Dai, usando a equivaléncia {D e o Teorema

podemos concluir que 1t € N, NV,. O caso em que p € impar também pode ser visto como

uma consequéncia direta do Teorema [4.3]

4.3 Equivaléncia entre os espagos N, e V),

Consideremos sobre o espaco P(T) a seguinte relagao:
[y ~ pe se, e somemte se, exite w € T tal que uy(z) = pz(wz), para todo z € T.

E f4cil ver que arelagao “~”, definida acima, é, de fato, uma relacao de equivaléncia
sobre P(T). Neste caso, dizemos que p; e ug sao equivalentes por rotagdo. Além disso,
denotamos a classe de equivaléncia de p; por [py].

Nesta secao, nosso principal objetivo é provar que

{la]:peVp} ={lu]:pne Ny}, (4.17)

ou seja, vamos mostrar que o estudo de medidas em N, é completamente equivalente ao
estudo de medidas em V), via rotagao ou, ainda, que os espagos IV, e V), sao “equivalentes
por rotacao”.

Considerando a medida de Lebesgue wy, definida no Exemplo (cujos respectivos

coeficientes de Verblunsky sao o) = 0, para n > 0), temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4. Sejam € N, \ {wo} e fu(z) = p(wz), w € T. Entao, i € V,, \ {wo} se, e
somente se, wP = \, onde \ = p},“).

Demonstracao: Suponha que i € V, \ {wp}. Como p € N, \ {wo}, existe k € NU {0}
tal que oz,(f ) # 0. Além disso, do Teorema , temos

oz,(c’jr)p =A™, com X = pi. (4.18)
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Por outro lado, usando a hipétese que fi(z) = u(wz) e a Observacao , obtemos

a,ﬁ)p = w’k’p’loz,(jfp e a,(f) = w’k’loz,(f). (4.19)

Dai, como estamos assumindo i em V), temos a,@p = a,(f). Logo, usando (4.18)), (4.19) e

a tltima igualdade, concluimos que w? = X, onde A = pj(o“ ),

Reciprocamente, se w? = X\, do Teorema temos

aﬁ{fgp = wPal®, n>0. (4.20)

Uma vez que fi(z) = pu(wz) e p # wo, entao fi # wy. Além disso, podemos usar novamente

a Observacao [1.5] para obter

() —n—p—1_ (1) o)

Oén-i—p =w an—f—p n n

n>0. (4.21)

Finalmente, utilizando os valores encontrados em (4.20)) e (4.21]), podemos afirmar que

oz,({i)p =al n>0,isto ¢ fi € Vo \ {wo}- n

O Teorema mostra que existem exatamente p medidas em V, \ {wo} que séo
equivalentes por rotagdo a uma dada medida em N, \ {wo}. Este resultado é uma con-

sequéncia natural do Teorema [4.2] O préximo resultado lida com o problema oposto.

Teorema 4.5. Sejam fi € V, \ {wo} e pu(z) = p(wz), w € T. Entdo, p € N, \ {wo} se, e
somente se, T,Sﬁ) (w) =1, onde Tzﬁf‘) (w) € dado por 1}

Demonstracao: Assuma que p € N, \ {wp}. Como i € V,, \ {wo} e pu(z) = fi(wz) ou,
equivalentemente, fi(z) = p(wz), o Teorema nos garante que W’ = A = pY’. Por
outro lado, da Observacao 7 temos ,01(,“ ) = WPT,Sﬁ ) (w). Dai, claramente, TIS

Para provar a reciproca da afirmativa vamos admitir w em T tal que i (w) = 1.

Como p(z) = i(wz), podemos usar mais uma vez a Observacao para concluir que

aiﬁ@p = w"*p“a,(ﬁgp e oW =yw"aW  p >0, (4.22)
e, além disso,
pg,“) = EPTIE[‘)(w) = . (4.23)

, (4.23)) e o fato que aﬁffﬁp =o' n>0 (pois fi € V,\{wo}), obtemos

Agora, usando (4.22

agﬁp = )\ag‘), n >0,
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com X = pi. Consequentemente, do Teorema , pe€ Ny \ {wo} n

O Teorema nos diz que dada uma medida fi (i # wp) com correspondente
sequéncia de coeficientes de Verblunsky p—periddica, é sempre possivel obter exatamente
p medidas pertencentes a N,,\ {wp } que sdo equivalentes por rotacao a medida i € V,\{wo}.

Esse resultado também mostra como construir essas p medidas.

Observacao 4.5. De acordo com o resultado obtido em 1) a condi¢ao ng’l) (w) =1,
no Teorema |4.5], equivale a dizer que w é um possivel ponto puro de fi. Logo, o Teorema
diz que para obter uma medida j € N, \ {wo} equivalente por rotagao a medida

f € V, \ {wo}, precisamos escolher w tal que w € um possivel ponto puro de [i.

A igualdade requerida em ([4.17)) é, portanto, uma consequéncia imediata dos Teo-
remas e . Assim, para o espago NV, podemos afirmar o seguinte resultado (andlogo
aquele fornecido no Teorema para o espago V},):

Teorema 4.6. Seja dyp = w(0)df/2n + dps uma medida de probabilidade em N,. Entao,
existem conjuntos fechados By, ..., B,, em T, tais que 0ces(p1) = Ui, Bj e du [U5_ B;] = 0.
Além disso, em cada arco aberto disjunto de T \ U?ZlBj, [ nao tem suporte ou tem um

unico ponto puro.
Os préximos resultados nesta se¢ao referem-se a pontos puros de medidas em V,,.

Lema 4.2. Seja p € N,, p € N. Entao, w € um possivel ponto puro da medida 1 se, e

somente se, a sequéncia {ﬂ&“) (w)}>2,, definida em (1.30), satisfaz T,(L’jr)p(w) = Xﬂg”)(w),
)

n >0, comX:p,(fL.

Demonstracao: Uma vez que a medida de Lebesgue wy nao tem qualquer ponto puro,
podemos assumir, sem perda de generalidade, p # wy.

Considere fi(z) = p(wyz), onde wy é tal que wl = A, com \ = pé“). Assim, pelo
Teorema [£.4] temos i € V,, \ {wo}-

Note que w é um possivel ponto puro de fi se, e somente se, w = W w € um
possivel ponto puro de u. Por outro lado, w é um possivel ponto puro de ji se, e somente
se, réﬁ)(w) =1 (veja )

Se ¢p(fL;.) € ¢p(p; ) sdo os p—ésimos polindmios ortogonais associados, respectiva-

mente, as medidas fi e p, também temos ¢,(fi; 2) = w3 P, (1; Wrz) € ¢ (fi; 2) = Pr(4; Wrz)
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(veja Observagao . Consequentemente, usando ((1.30)), podemos ver facilmente que a

condicao 7" )(w) = 1 é equivalente a

p Gpts; WAD)
Y o A@) =1 (4.24)

Além disso, como 1’ ¢ equivalente a 7'}5“ )(w) = A, conclufmos que w é um
possivel ponto puro de p se, e somente se, T,S“ ) (w) = A\, com \ = pl(,“ ),
Para concluir a prova do lema é suficiente mostrar que a condicao T,S“ )(w) =\

ocorre, se e somente se, a sequéncia {7'7(1“) (w)}ee, é tal que T, éi)p( )= A (w), n > 0.

(M)(

Assuma que w satisfaz 7,/ (w) = A.  Como, é“)(w) = 1, claramente temos

ngu) (w) = XTé“) (w). Agora, suponha que

7 (w) =M (w), keN, (4.25)
Entéo, usando (L.30), (4.25) e o Teorema [4.2] obtemos
(1) _ = 3 (1) Y=
Wy (w) — @) wAT, (w) — A By
(W) = —2 ik = Al (w).

C1- wT,f:i)])(w)a,(ﬁgp 1 wXT,E,“) (w))\oz,(f)

Portanto, pelo principio de inducao finita, segue que 7, 7 (w) = i (w), n > 0, com

ntp
X =p.

Reciprocamente, se a sequéncia {T,(L (w)}ee, é tal que T, éﬁp( )= ) (w), n >0,
entao, fazendo n = 0, é imediato que TZS“ )(w) = \. Isto completa a prova. |

Agora, podemos enunciar o seguinte resultado analogo aquele fornecido no Teorema

para medidas em V.

Teorema 4.7. Seja n € Ny, p € N. Consideremos {a }n o @ sequéncia de coeficientes
de Verblunsky associada a medida 1 e {Tn (w)}22, a sequéncia definida em (1.30). Su-
ponha que w € T € um possivel ponto puro da medida . Entao, w é um ponto puro de u

se, e somente se,
p p
[T —wrh oy < TT 1~ lofp]
j=1 j=1

Além disso, se w € um ponto puro de i, entdo o tamanho da massa neste ponto € dado

por

n{w}) = ——,

(1) (1) u)
11— wr” ( ) ) 1 —wrjt
onde ( = E H |2 efy—l—H 1_|( X
Qj—

n=1 j=1
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0. ; : _ ) (1) (1)

Demonstragao: Para j > 1, seja ¢; = |1 — wTj(fl(w)ocj’ilP/[l —|a;”}?]. Pelo Teorema

sabemos que w é um ponto puro de u se, e somente se, a soma infinita s(w) =
> nei [15=1 g5 é convergente.

: 3 ()

Uma vez que p € N, pelo Teorema | temos oz]+p = /\a , J>0,com \A=pp’.

Consequentemente, como w é um possivel ponto puro de p e |[A\| = 1, do Lema ,

concluimos que ¢;4+, = qj, 7 > 1. Agora, o resultado segue exatamente como na prova do

Teorema 3.3l -

Observacao 4.6. O Lema e o Teorema[d.7] também podem ser provados no caso geral
onde i € U,, isto €, quando p é qualquer medida de probabilidade cuja correspondente
sequéncia de coeficientes de Verblunsky é periddica “a menos de uma fase” (neste caso,
A € qualquer nimero complexo tal que |A| = 1). Para isso, a hipdtese 1 € N, deve
ser substituida por p € U,. Assim, os coeficientes de Verblunsky associados a medida fi
satisfazem 057(1+p = )\ozn”), n >0, para A € T e p € N. Portanto, na prova do Lema

considerando [i(z) = p(Wyz), onde wy € tal que wy = X, com X € T, usando a Observagao

[L.5] temos

D i .
aé“)—wf a( )
Consequentemente, como aﬁﬁﬁp = )\aw, n >0, obtemos
a;@p =7y P W =7 oW = o n >0,

Portanto, ji € V,\ {wo} e a prova do Lema seque analogamente. Além disso, note que
a prova do Teorema @ ¢ andloga quando substituimos a hipdtese p € N, por p € Up,

_1)

=Xt n >0, com A €T (isto ¢

uma vez que neste caso, temos Oén+p

4.4 Polindbmios para-ortogonais associados

Em ( . caracterizamos uma medida g de N, em termos da periodicidade das
sequéncias do par {{c }n 15 {m > .} que estd associado a medida p, como no Teorema
14

Agora, dada uma medida p em NN, investigamos o que acontece com as sequéncias
do par associado {{c )}n 1,{d }n 1}, onde {d }n . ¢ a sequéncia encadeada posi-

tiva cuja sequéncia minimal de parametros ¢, exatamente, a sequéncia {mn )}n ° o (veja

Teorema [1.14]).



Capitulo 4. O Espaco de Medidas N, 84

De acordo com o Teorema , se {a,}>2, é uma sequéncia encadeada positiva,
entao {a,11}52, é, também, uma sequéncia encadeada positiva. Além disso, se {M,,}>2,
¢ a sequéncia maximal de parametros para {a,}>2; entao {M, 1}, é a sequéncia ma-
ximal de parametros para {a,+1}5o,. Assim, se u € N, usando a p—periodicidade das
sequéncias do par {{c%“ )};’f:l, {m;“ )};’f’zl}, associado & medida u, podemos afirmar o se-

guinte:

Lema 4.3. Sejam p € N, e {{c }n 1 {dy “)}n 1} o par de sequéncias reais associado a
medida p, como no Teoremam Entao as sequéncias reais do par {{c }n L {dn+1}n 1}
sao p—periodicas e, além disso, {dnﬂ}ff:l € uma sequéncia encadeada positiva nao uni-

camente determinada.

O proximo resultado é uma espécie de reciproca do Lema 4.3, Ele diz que qual-

quer medida p € P(T) associada ao par de sequéncias reais {{c%“ )};L’O 15 {d(“ )};’f .}, com

cn p—periddica e uma sequéncia encadeada positiva p—periddica e nao
n 1 +1 n 1

unicamente determinada, é uma ligeira modificagao de alguma medida especifica em N,,.

Lema 4.4. Seja p € P(T) a medida associada ao par de sequéncias reais {{c }n 15

{d%“)}zo:l}, como no Teorema (1.14, Suponha que {dn+1}n L€ {cn)}n | Sao sequéncias

p—periddicas. Entdo, existe 0 < e <1 e u(0;.) € N,, com massa zero em z = 1, tal que

/T () duz) = (1 - ¢ / (=) dul0:2) + e (1),

para qualquer polinomio de Laurent €.

Demonstracao: Seja € (0 < ¢ < 1) a massa da medida p em z = 1. Consideremos a
familia de medidas de probabilidade néo triviais no circulo unitério, {u(d;.) : 0 <6 < 1},

construida a partir de u, onde

/E ) du(d;2) =

para qualquer polinomio de Laurent /.

2)du(z 5(1), 0<d<1, (4.26)

Para cada 0 < § < 1, seja {{c,(0)}02,,{d.(d)}>2,} o par de sequéncias reais
associado & medida p(d; .), como no Teorema[1.14] e seja {m,,(0)}5>, a sequéncia minimal
de parametros para {d,(0)}5,. Dos resultados estabelecidos em [13], para qualquer
0 <6 <1, temos

(6) = e dp(6)=d¥,, n>1. (4.27)
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Além disso, se { My W o ¢ a sequéncia maximal de parametros para {d(“ ° , entao
di(8) = (1= §) MW, (4.28)

Como {d +1}n 1 ¢ uma sequéncia encadeada positiva p—periédica, dos Teore-

mas [1.11| e |1.13, concluimos que {M," ) V112, € a sequéncia maximal de parametros para

{dn+1}n 1, sendo {M, +1}n 0, também, p—periddica.

Portanto, se considerarmos a medida p(0; ) € {u(d; ) :0 <0 <1}, temos 6 =0
e, consequentemente, da segunda igualdade em ede (4 , podemos afirmar que a
sequéncia encadeada positiva {d,(0)}°; é tal que sua correspondente sequéncia minimal
de parametros {m,(0)}2, satisfaz m,(0) = M n > 1. Desta forma, {m,(0)}>2, é
p—periddica.

Por outro lado, usando a p—periodicidade da sequéncia {cﬁf‘ )}Zozl e a primeira

igualdade em (4.27]), obtemos

Cusp(0) = el = ) = ¢,(0), n>1,

isto é, {c,(0)}52, também é p—periddica. Assim, ;1(0;.) pertence a N, e o resultado segue

de (4.26) com § = 0. u

Observagao 4.7. Basicamente, os Lemas[A.3] e [£.4 mostram que ao estudarmos o espago
N, estamos, de fato, estudando as medidas em P(T) que estio associadas ao par {{c,}> 4,

{d.}2,} (como no Teorema|l.14)), onde {c, }5°, e {d,11}52, sao sequéncias p—periddicas.

Como consequéncia dos Lemas [£.3] e [.4] e ainda, de alguns resultados encontrados

em Castillo et al. [10] e Costa et al. [I3], podemos afirmar o seguinte:

Teorema 4.8. (a) Dada jv € N, tal que {{c )}n 1 {d }n L} € o seu correspondente par
de sequéncias reais, como no Teorema |1.14], entao associada a esta medida, existe uma
sequéncia de polinomios { R, (2)}52, satisfazendo (|1 com {{c{"}>>, {d (’le}ff 1 oum
par de sequéncias reais p—periodicas e {dn+1}n L uma sequéncia encadeada positiva nao
unicamente determinada.

(b) Reciprocamente, dada uma sequéncia de polinémios {R,(2)}2, satisfazendo (1.28),
com {{c,}22, {dn1}52,} um par de sequéncias reais p—periddicas e {dn1}22, uma
sequéncia encadeada positiva nao unicamente determinada, entao associada a esta se-

quéncia, existe uma medida pt € Np.
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Demonstragio: Se p € N, e {{c{"}22, {d¥}>2,} é o seu correspondente par de
sequéncias reais, como no Teorema , entdo, por resultados fornecidos em [13], existe
uma sequéncia de polinomios {R,,(z)}32, satisfazendo (1.28)). Agora, o item (a) segue do
Lema

Reciprocamente, consideremos {R,(2)}2%, uma sequéncia de polinémios satis-
fazendo (1.28)), com {{c,}°,,{dns1}:2,} um par de sequéncias reais p—periddicas e
{dn41}5°, uma sequéncia encadeada positiva ndo unicamente determinada.

Uma vez que {d,11}52,; é uma sequéncia encadeada positiva nado unicamente de-
terminada, podemos afirmar que sua sequéncia maximal de parametros {M,1}22, ¢ tal
que M; > 0. Logo, pelo Teorema [I.12] podemos obter uma nova sequéncia encadeada
positiva {d, }22, fazendo dy = (1 — €)My, com 0 < e < 1.

Assim, pelos resultados estabelecidos em [10], a partir da sequéncia {R,(2)}22,,
podemos recuperar uma unica medida g em P(T), associada ao par {{c,}>2,{d,}>2,},
tal que My = € é o tamanho da massa em z = 1, onde M, é o parametro inicial da
sequéncia maximal de parametros {M,}>°, de {d,, }°°,.

Agora, para completar a prova do item (b), usamos a medida /i e o Lema , para
obter uma medida p = f1(0;.) € N, (com massa zero em z = 1) que, por construcao, estd

associada a sequéncia de polinomios { R, (2)}22,. u

Como mencionado no Capitulo[1] desse trabalho, os polinomios (z—1)R,(z), n > 0,
dados por ([1.29)), s@o polinomios para-ortogonais no circulo unitario. O préximo resultado
mostra que podemos usar, justamente, os zeros de um desses polinomios para determinar

os possiveis pontos puros de uma medida em N,,.

Teorema 4.9. Sejam p € N, e {R,(2)}22, a correspondente sequéncia de polindmios
satisfazendo a formula de recorréncia (1.28]). Entao, w € um possivel ponto puro da

medida p se, e somente se, w satisfaz a equagdo (z — 1)R,_1(z) = 0.

Demonstragao: A partir da prova do Lema [4.2] podemos afirmar que w é um possivel

ponto puro da medida u se, e somente se, 7'15“ ) (w) = X, com \ = p](o“ ). onde os niimeros

P e £ (w) sao dados, respectivamente, por 1' e ‘D
Além disso, de 1' a condicao A = Té“)(w) é equivalente a ¢, (j; w) —Xd)z”;(,u; w) =
0, onde ¢,(4;.) é o polinémio ortogonal, de grau p, associado a medida u e ¢5(u;.) é o

seu reciproco, ou seja, ¢y (u; z) = 2Pd,(1;1/7).
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Por outro lado, se {{c{"}>,, {d¥1> |} ¢ o par de sequéncias reais associado a

n=1»
medida p e {mgf ) o, ¢ a sequéncia minimal de parametros para {d%“ ) o ,, entao, de
(L.31)), temos
1
Bl 2) = [Ry(2) = 2(1 = mP)Bypa(2)] (4.29)

izl (1+ icl(c#))

Consequentemente, como R (z) = z"R,(1/Z) = R,(z), n > 1 (veja Observacao ,

obtemos
. 1
¢p(/’b; z) = P (1 — oW [RP(Z) —2(1- m;()#))ZRp—l(Zﬂ ‘ (4.30)
e (1 =)
Portanto, uma vez que A = pi) = [[P_ (1 — ic!")/(1 + ic!"), usando (4.29) e

(4.30)), concluimos que
Gp(p; W) — ng;(,u; w) =0 se, e somente se, (w—1)R,_;(w)=0.

Isto completa a prova. [ ]

4.4.1 Um caso especial

Agora, apresentamos um caso em que os zeros dos polinomios R, (z), n > 1, podem
ser dados em termos dos coeficientes, {c,}>2; e {d,1+1}°°,, que aparecem na férmula de
recorréncia (|1.28)).

Seja ¢, = ¢, n > 1, e {d,41}5°, uma sequéncia encadeada positiva. Neste caso

especial, a formula de recorréncia de trés termos ([1.28)) é dada por
Rui1(2) =[(1+ic)z+ (1 —ic)|Ru(2) — 4dpi12Rn-1(2), n>1, (4.31)

com Ry(z) =1e Ri(z) = (14 ic)z + (1 —ic).
Como exposto no Capitulo [I| para estudar os zeros de R,(z), n > 1, é conveni-
ente estudar os zeros das fungoes W, (x) definidas por (1.32)). Neste caso, a relagao de

recorréncia de trés termos (1.33]), para W, (z), pode ser reescrita como
<Z‘ —cV1— x2> Wi () = Wi (x) + dpys Whoa(x), n>1, (4.32)

com Wy(z) =1e W (z) =2 —cv1— 22
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Agora, usando (4.32)), para cada n > 1 fixado, observamos que

Wo(z) o 1 O -+ 0 0 Wo(x) 0
Wi (x) d 0 1 . i Wi (z) 0
Ws(x 0 d 0 0 0 Wo(x 0
(x —cV1— x2> 2.( ) = 3 2'( ) n |
: T : :
Wh—2(z) 0 -+ 0 dy1 0 1 Wy—a(x) 0
Wi—1(x) 0O -« 0 0 d, O Wi—1(z) Wi ()

(c)

ni]’

Consequentemente, usando a propriedade (|1.34]), concluimos que os zeros x

j=1,2,...,n,de W,(z), n > 1, no intervalo (—1,1), sdo tais que

20— e\ J1- 29 =Ny G=1.2.....m, (4.33)
onde )\, ; sdo os autovalores da matriz A(ds,ds, ..., d,) dada por
o 1 0 - 0 0
d, 0 1
0 d3 O 0 0
A(dy, ds, ..., d,) = . (4.34)
1 0
0O --- 0 d,1 0 1
0O --- 0 0 d, 0

Observacgao 4.8. Quando n = 1, a matriz definida em (4.34) € reduzida a matriz nula.

Note que, fazendo ¢ = 0 em (4.33]), temos xg)z = Anj, 1 < 7 < n. Dai, como

W,(x), n > 1, tem exatamente n zeros distintos no intervalo (—1, 1), podemos afirmar
que a matriz A(ds,ds, ..., d,) tem os seus n autovalores, A, ;, 1 < j <n, todos distintos
e tais que —1 < \,; <1, paral <j<n.

Por outro lado, resolvendo (4.33)), obtemos

Anj+ ey /1 =M+ 2 Anj—Cy /1 =X +¢2
L0 _ J 20— J i=1,2,.

ou
n,j 1+ 2 ™ 1+¢? 7

coy M.

Entretanto, como A, ; satisfaz —1 < A,,; < 1, para 1 < j < n, podemos verificar

que, de fato, os zeros xg:)], j=1,2,...,n,de W,(z), n > 1, no intervalo (—1,1), sao

Anj ey /1 =X +c?
() i=1,2,...n (4.35)

N
n,j 1+CQ ’
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Desta forma, usando a transformacao (|1.32]), concluimos que os zeros, zﬁf}, j =

©
1,2,...,n, dos polinomios R,(z), dados por (4.31)), sdo tais que z( ) = it nionde 9
2 arccos x,(qz, j=1,2,...,n. Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.10. Sejam {R,(2)}22, e {Wn(x)}22, as sequéncias dadas, respectivamente,

de Wy, (x) sao dados por (4.35

por (4.31) e (4.32). Entdo, para cadan > 1, os zeros, xn],

de R,(z) sdo zfl) =¢ M, 0nde€ —Qarccosx(c)- j=12,...,n

€ 0S Zeros, Z n,js

'n,j’

e considerarmos a medida al que a sequéncia {c, }>° 0 Ccorrespon-
S d did € N, tal ntoe g, d
dente par de sequéncias reais {{c,}>2,,{d,}>2,}, satisfaz ¢, = ¢, n > 1, entdo, como

consequéncia imediata dos Teoremas [4.9] e temos o seguinte:

Corolario 4.3. Sejam € N,, p > 2, e {{cn}321,{dn}21} 0 par de sequéncias reais
associado a medida p, como no Teorema [1.14]. Suponha que ¢, = ¢, para n > 1. Entao,

w € um possivel ponto puro da medida p se, e somente se,

{1 e’9p>11 6’91(7>12 . 69;)11) 1},
onde 9 = Qarccos:c() 15 € x( 1; € dado por
(C) p 17‘7+C\/1 p— 1]+C2 )
pl,j: 1+02 ) 321727'--ap_17

com \p—1,; um autovalor da matriz A(ds,ds, ... ,d,—1), definida como em (4.34)).

Observacao 4.9. Sep =1 e u € N,, entao, pelo Teorema 0 unico possivel ponto

puro de jr € w = 1.

Corolério 4.4. Sejam ji € N, (p par), {{&,}22,,{dn}2,} 0 par de sequéncias reais asso-
ciado a medida fi, como no Teorema e {m,}5°, a sequéncia minimal de parametros
para {Jn},og;l. Suponha que ¢, = (—1)"c, n > 1. Entao, w é um possivel ponto puro da

medida i se, e somente se,

(NS {6, eiéz’*lvl, e"épfm, e 761(91,,1,1,,1} ,
onde = — lg, Hp,u = arg 3 + 2 arccos :i'éc_)m e :U( 1 € dado por
+cy/1— +c?
RO Ap-1,j \/ p Lj .
xp—Lj_ 1+CQ ) .]_1727"‘7]9_17

com Sxp,u um autovalor da matriz A(dQ,dg,...,(ip,l) dada como em 1} e tal que

dyn = TMonTon_1 € CZ2n+1 = (1 = may)(1 — Mant1), n=1,2,...,(p—2)/2.
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Demonstracao: Considere § = —(1+ic)/(1—1ic) e seja 1 € P(T) tal que ji(z) = u(52).
Se {{¢.}°2,, {d,}22,} é o par de sequéncias reais associado & medida /i, como no Teorema

entao, pelo Coroldrio [3.2] temos

~

Cp=10C, Moy =My, € Moy_1=1—"Mo,—1, n>1

Consequentemente, como fi € N, e p é par, é facil ver que i também pertence a N,. Além

disso, usando o fato que d, = (1 — 1p_1)mp, n > 1, obtemos
don = MopMan—1 € dopt1 = (1 —1gy) (1 — Mopy1), n>1

Agora, o resultado segue do Corolério e do fato que ji(z) = u(52). [ |

4.5 O caso limite peridédico

Na Secao , mostramos que todas as medidas g € N, sao tais que oess(p) =
Uﬁ-’:lBj, onde cada B; ¢ um subconjunto fechado de T. Em outras palavras, todas as
medidas com par associado de sequéncias p—periddicas, {{c%“ )}j’le, {m%“ )};’f:l} (como no
Teorema , tém o seu suporte essencial consistindo de, no maximo, p arcos fechados
e disjuntos do circulo unitario.

O principal objetivo desta segao é observar o que acontece com o suporte essencial
de uma medida y € P(T) que esté associada a um par de sequéncias, {{c\"}°2,, {m{"}> 1,
que sao limite p—periddicas.

Dizemos que uma sequéncia de nimeros complexos {q,}>, é limite p—periddica
se, e somente se,

T}Lngoqnp+k =1, k=12, ...,p,
com [ pertencente ao plano complexo estendido.

Para obter os resultados desta se¢ao, usamos algumas informacoes estabelecidas em
Barrios Rolaniav e Lopez Lagomasino [2], onde os autores consideraram o comportamento
assintotico de razoes de polindomios ortogonais no circulo unitario.

Vamos comegar introduzindo algumas notagoes encontradas em [2]. Seja u € P(T)
e {047(1“ )};’LO:O a correspondente sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a medida

p. Dizemos que € Mr(Ly, ..., Ly Ay, ..., Ay) se, e somente se,

(6%
nli_)rg@]aff;{rk] =L, e lim —2* — A, k=12...p. (4.36)
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Em [2], os autores mostraram que, quando p = 1 e L; € (0, 1], todas as medidas

em Mr(Lqi; Ay) tém o mesmo suporte essencial. Precisamente, qualquer medida p €

Mr(Ly; Ay) é tal que
Oess(pt) ={z € T: 0y < arg(z) —arg(A;) <21 — 0o}, (4.37)

onde sen (6y/2) := L;. Neste caso, diz-se que a sequéncia {a%“ )};ff’:o obdece a condigao de
Lépez (veja [36]).

Para p > 2, também em [2], mostrou-se que, com a condi¢gao Ly € (0,1), k =
1,2,...,p, todas as medidas p € Mry(Ly,...,Ly; Ay, ..., A,) também tém o mesmo su-
porte essencial e que este suporte é a uniao de, no maximo, p arcos fechados e disjuntos
sobre T.

O seguinte teorema fornece informacoes sobre o suporte essencial de medidas tais
que as sequéncias dos seus respectivos pares {{c%“ )};f’:l, {m%“ )}fle} (como no Teorema
sao limite p—periddicas, com p = 1.

Teorema 4.11. Seja p € P(T) a medida associada ao par {{c%“)};’le, {m%“)}ff’:l}, como

no Teorema [1.14, Suponha que lim W =¢, lim m" =m e d = (1 — m)m. Entdo, o
n—oo n—o0

sequinte ocorre.
(i) Sel—4d+c* =0 entdo oess(p) = T.
(i) Se1—4d+c*#0 ec € R entio

Oess(p) = {z € T : 0y < arg(z) — arg(w) < 27w — Oy},

onde w = (1—ic)/(14ic) ey = 2 arcsen <\/(1 —4d+c2)/(1+ 02)>. Em particular,

quando m = 0, temos oess(p) = {—w}.
(iii) Se ¢ = o0 entdo os5(pt) = {1}.

Demonstracao: Seja {0451“ ) >, a sequéencia de coeficientes de Verblunsky associada

3 medida p. Como lim c¢® =¢, lim m® =m e d = (1 — m)m, de (1.25) e (1.26
n—oo n—oo

/1 —4d+ ¢
: W | —
nlgglo |l | = e (4.38)

Por outro lado, novamente de (1.25]) e ([1.26]), obtemos

Y

concluimos que

— (1) 1—3 (W) 1-9 (W) (W)
lim 2L~ i K Mz Tz ) | (4.39)
novoo gt oo |\ 144 O\ 1 —2m) +iet)
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Agora, se 1 —4d 4 c® = 0, de (4.38), temos lim |oz£ﬁ£1| = 0 e, consequentemente, a
n—o0

afirmativa (i) ocorre (veja Teorema do Apéndice [A).

Se 1 —4d+ c* # 0, de (4.38)), podemos afirmar que nh_)rgo |Oz£ff21\ = Ly, onde L; =
V(1 —4d+ ) /(1 +¢2) € (0,1]. Além disso, 1 — 4d + ¢* # 0 implica d # 1/4 ou ¢ # 0.
Assim, de (4.39)), temos

— (1)

nlgglo 2l Tric w. (4.40)

Portanto, fazendo A; = w em (4.40)), a condigao (4.36) é satisfeita (com p = 1). Logo, a
partir de (4.37)), obtemos

Oess(p) = {z € T : 0y < arg(z) — arg(w) < 2w — 6y},

onde sen (0y/2) = L;. Além disso, se m = 0, podemos ver que §, = 7 e, portanto,
Oess(1t) = {—w}. Isto completa a prova de (ii).

Para mostrar (iii) é suficiente notar que se ¢ = +00 entao, em , temos L; =1
e, em ([£.40)), temos A; = —1. Daf, usando novamente (£.37)), obtemos oees(p) = {1}. =

Observagao 4.10. A partir de (1.27)), podemos afirmar que o niumero d, mencionado

no Teoremald.11], € tal que d = lim d'¥, onde {d%“)}ff:l € a sequéncia encadeada positiva
n—0o0

associada d medida p, conforme o Teorema[l.14] Assim, utilizando o Teorema[L.10], temos

d < 1/4. Logo, podemos ver que a condi¢io 1 —4d+c* = 0 reduz-se ao caso em que ¢ =0

ed=1/4.
Os proximos resultados tratam do caso limite periédico para p > 2.
Lema 4.5. Sejamp>2 e Ly € (0,1), k=1,2,...,p. Entdo,
NyNMry(Ly, ..., Ly Ay, .oy Ap) £ 0

se, e somente se, existem nimeros cy,...,c, € R emy,...,m, € (0,1) tais que

1—3 1—9 ; 1—2mpy1)?+c?
A, = .zck M1 + Z.Ck:—&-l ¢ L= ( k+12) k+17 (4.41)
1+ icki 1 — 2my + icy L+

para k =1,2,...,p, cOM Cpi1 i= C1 € Mpy1 i= My.

Demonstracao: Suponha que existe uma medida p € Ny N Mrp(Ly, ..., Ly Ay, ..., Ap).

Seja {agf )};if’zo a sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a medida p e seja
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{{c }n L {mi }n 1} o par de sequéncias reais correspondente a p, como no Teorema

Uma vez que p € N,, temos

cg;)Jrk = cl(f) e mﬁl’;&rk = m,(f), n>0, k=1,2,...,p. (4.42)
Além disso, como pp € My(Lyq,..., Ly Ay, ..., A,), as condi¢bes dadas em (4.36]) ocorrem.

Portanto, a partir de ((1.25)), (1.26]), (4.36) e (4.42)), obtemos

4y 1— ic,(f') 1-— 2m,(f_21 + ic,(cli)l o L — [1—2m l(c+)1] + [c](jjr)lp
Lic) | [ 1—2ml +ic 14 [l ]2
para k= 1,2,...,p. Assim, a primeira parte da prova é obtida quando fazemos ¢, = c,(f)
emk:mg‘), k=1,2,...,p.
Reciprocamente, se existem ndimeros cq,...,¢, € Remy,...,m, € (0,1) tais que

(4.41)) ocorre, entao, usando o Teorema m podemos construir uma medida u € N,

fazendo

07(1};)% =c, e mfl‘;)% =my, n>0 k=12,...,p. (4.43)

Por outro lado, de ([1.25]), (1.26]), (4.41]) e (4.43]), temos

1 —2my )%+ c?
hrn ]anp+k| = \/( 1) ML — L, k=1,2,...,p,

L+,
¢ )
a,, 1—1c 1—2m ic
lim p+k :{ . k}{ k+1+.k+1 — A, k=12 . .p
n—00 O—éflﬂ)Jrk ) 1+ icryq 1 — 2my, + icy,
Consequentemente, a medida construida p satisfaz (4.36) e, portanto, também
pertence a Mry(Ly, ..., Ly A, ..., Ap). n

Teorema 4.12. Sejam p € P(T) e {{c}2,, {m$’}22.} o par de sequéncias reais as-

sociado a medida j1, como no Teorema |[1.14. Suponha que

lim ) x = Ch, hm m*) =my, k=12,...,p, (4.44)

n—oo Pt npthk

comp > 2 ¢ €R my € (0,1) e (1 —2mg)*+c2 > 0. Se it €N, € tal que seu par

associado de sequéncias reais, {{cn oo {mn )}n 1}, satisfaz

cff;)Jrk =c, € mg;lrk =my, n>0 k=12 ...,p, (4.45)

entao, as medidas |1 e i tém o mesmo suporte essencial.
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Demonstracao: A partir de ([1.25)), (1.26]) e (4.44)), é facil ver que a medida p satisfaz
as condigoes em (4.36)), isto é, u € Mr(Ly, ..., Ly; Ay, ..., Ap), onde

[ 1 — ¢y :| |:1 — 2my41 + iCk+1:| (1 — ka+1)2 + C%Jrl
Ak = - - (§ Lk = 5
1+ick41 1 —2my, + 1c;, IL+ep,

Y

para k =1,2,...,p, com cp11 = €1 € Mpy1 = M.
Portanto, pelo Lema [£.5] segue que N, N My (Ly, ..., Ly; A1, ..., Ay) # 0. Além
disso, usando (1.25)), (1.26]) e (4.45)), também temos que it € Mr(Ly, ..., Ly; Ay, ..., Ap).

Como todas as medidas em Mry(Ly,..., Ly; Ay,..., A,) tém o mesmo suporte es-

sencial, concluimos que ess(1t) = Oess(ft)- ]

4.6 Exemplos

Nesta secao, apresentamos alguns exemplos que discutem os principais resultados

obtidos neste capitulo.

Exemplo 4.1. Considere a medida fi € P(T) associada aos polinomios ortogonais no
circulo unitdrio {gzﬁ,(la)}zozo, (com a € C tal que 0 < |a] < 1) conhecidos como polinémios
de Geronimus (veja [20, 211, 22] e [35 p.83]). Os respectivos coeficientes de Verblunsky,

associados a medida [i, sao constantes, ou seja,

ol = —¢£f_‘21(0) =a, n>0.

n

A partir dos resultados estabelecidos em [20] seque que fi, como uma medida de probabili-

dade, € tal que

2

\/€082(01a1/2) — cos?(6/2)
27|1 + | sen((0 — 9,)/2)

e aite”) = [ T e .

0 0

le|

quando Re(a) + |al? <0, e

s o [T\ /c0s2(0)4)/2) — cos?(0/2) 9
/0 (e dp(e") _/9 g(eg)Qﬂl—i—a\sen((@—ﬁa)/Q) 40+ 0a L(e™),

lad
quando Re(a) + |a|* > 0. Aqui, £ é um polinémio de Laurent qualquer e o0s valores de

Vo, Oa) € 0o sao dados por

- 1+« 2(R 2
ee =, = i a’ Ojo) = 2arcsen(la|) e 6o = (Re(a) + |af)
I+« |1+ af?
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Assumindo 9, tal que —m < ¥, < m, vamos considerar a medida rotacionada

f(waz), denotada simplesmente por . Isto é,

p(z) = fp(waz). (4.46)

Note que i € V1. Além disso, se {{07({1)}20:1, {d%ﬁ)};’;}:l} € o par de sequéncias reais
associtado a medida i, como no Teorema entdao, usando os resultados fornecidos em
[15], temos
AZm(a)|af(1 — |a*)"

AR — ) |
' (o] =Re(@))(1 + ol + (Ja| + Re(@) (A —Japri’ "=t (4.47)
o L (ol = Re(@))(1 + [a])* + (Ja] + Re(@))(1 — |af)*" n
" 2(Jal — Re(a))(1+ |a])2=1 + (Ja] + Re(a))(1 — |af)2n—1’ > 1. (448)

Consequentemente, de (4.47) e (4.48)), concluimos que i € Vi \ Ny sempre que o ¢ R.

Agora, seja {{c¥}22, {d¥12° 1} o par de sequéncias reais associado & medida p,

como no Teorema e {p%“)}ffzo a sequéncia, também associada a p, definida em 1}
Usando a Observacao podemos afirmar que

o =" la, n>0. (4.49)

n «

Dat, psz“) =w,", n>0, eusando 1' obtemos

Im(a) 11— Jof
(n) — =T\ W -_- 7 > 1. 4.50
C'n, 1 + Re(a) e mn 2 |:1 + Re(O{)} Y n - ( )

Portanto, a partir de (4.50)), concluimos que u € Nyi. Esse resultado era, justa-
mente, o esperado pelo Teorema (veja também a Observagao , visto que wy € um
possivel ponto puro da medida fi. Além disso, se a ¢ R entdo € Ny \ V.

Do Teorema[d.9, w =1 é o dnico possivel ponto puro da medida p. Por outro lado,

usando o Teorema observamos que w =1 € um ponto puro de p se, e somente se,
1—a'|" <1 o[ (4.51)

Uma vez que wy, = (14+@)/(14+a) podemos usar (4.49) para concluir que a condi¢ao
(4.51)) ¢, justamente, equivalente a Re(a) + |a|?> > 0. Exatamente como esperado, jd que,

por (4.46)), w =1 € um ponto puro de i se, e somente se, w = w, € um ponto puro de fi.
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Sew =1 € ponto puro de p entdo, usando mais uma vez o Teorema e, também,

(4.49), podemos ver que o tamanho da massa em w =1 € p({1}) = v/(v+ (), com

L—ag’? 1 ]af?

1—Jaf”)2  [1+af?

_ _ 2(Re(a) + |af)
== ap

(=

Consequentemente,

2(Re(a) + |af?)
1) =
W) = =

mais uma vez como esperdvamos, ja que p(z) = p(wyz).

Note também que, de (4.47)) e (4.48)), temos

= 5117

. . 1
lim @ =0 e lim m® = Z(1+|a|).
n—o00 n—o0 2

Logo, usando o Teorema [4.11], obtemos
Oess(fi) = {2z € T : 0y < arg(z) < 2m — by},

onde 0y = 2arcsen(|a|) = 0)o), exatamente de acordo com os ja conhecidos resultados para

polinomios de Geronimus e associadas medidas.

Exemplo 4.2. Seja pu(z;b1,b9,¢) € P(T) a medida associada ao par de sequéncias reais

{{cw oL {dy(f)}zozl} (como no Teoremam tal que

W = ¢ df{‘):(l—m(#) )m(u)7 n=1,

n n—1 n
onde ¢ € R e a sequéncia minimal de parametros {m%“)}ffzo, da sequencia encadeada
positiva {d¥},, satisfaz m{"” =0,

1-9b 1—-5b
b _Tl mgﬁ):T2> n>1,

com bl,bg S R, |b1| <le |b2| < 1.
Se {Oz;“)}zozo € a sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a medida 1 e

{pﬁ{‘)};’f’zo € a sequéncia dada no Teoremam também associada a p, entao, usando as

relagoes fornecidas em (1.25) e (1.26]), obtemos

AN RN (w) :
,0;“)2 1—z.c . agl“)z 1—|—z.c 1—2mn+‘1—zc7 0> 0.
1+1c 1—1c 1—1c

Se ¢ # 0, podemos observar que 1 € Ny \ Va, em acordo com o Teorema . Além

disso,

aﬁl’ng =W,  n>0,
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com \ = (;22) pg"), exatamente como esperado pelo Teorema .

As solucoes para a equacdo w? = \ sdo

1+1c 1+1ic
wx1 = ; € Wx2 = — ; .
1—1c 1—1c

Observe que, pelo Teorema [£.4], existem exatamente duas medidas em Vy que sdo

equivalentes por rotagao a medida p.

A primeira daquelas € a medida [i(z;by1,ba,¢) = (W 12;b1,b2,¢). Usando a Ob-
Servacao podemos mostrar que a sequéncia de coeficientes de Verblunsky {a }n 0
associada a medida [i, satisfaz

(&) _ bl —1ic ¢ Og(ﬂ) _ bg —1ic
2n 1+ZC 2n+1 1+iC7

n >0,

confirmando, assim, que [i € V5.
A segunda é a medida i(z;by,ba, c) = p(Wx22;b1,ba,¢). Se {{cn“)}n 13 {m }n 1}
€ o par de sequéncias reais associado a medida fi, como no Teorema entao, a partir

do Coroldrio [3.2], temos

, 1—b 1+b
o = (-1 ) —mlf) = 2 e ), = 1w, =

>,
2 =

Portanto, usando novamente - -, confirmamos que, de fato e Vs,
uma vez que sua correspondente sequéncia de coeficientes de Verblunsky, {a }n 0, € tal

que
() _ —bitic (@ _ ba—ic

(% = — €t « =
o 1+dc T 1 +dc

, n>0.
Além disso, pelo Teorema podemos afirmar que

‘/2mN2 {/LZ bl,bg, ) CER €bl,b2€ (—1,1)}

Se denotarmos a fungdao peso de [i por w(0), entdo, aplicando os resultados forne-

cidos no Ezemplo obtemos

V(1 =b3)(1 = 03) — [(1+ ) cosd — byby — ]2

w(0) = |(1 4 b2)[sen @ 4 c(1 — cos 0)]|

(4.52)

Além disso, as bands By e Bs, associadas a medida fi, sao determinadas pelos pontos

s+ _ ibt _ b
2i=e" ez =", je{l,2}, com

((1 — b)Y2(1 = 12)Y2 + 2 + byby

N+ _ 0+
ol ). b =2,

0 = arccos



Capitulo 4. O Espaco de Medidas N, 98

0 = arccos = (L=0)"*(1 = 65)" + biby
1 1+ ¢?

) e AQ’ =21 — éf-
Agora, podemos usar o fato que fi(z; by, ba, ¢) = u(Wy 22; b1, be, ¢) para obter a fungdo

peso w(f) associada a medida p. Neste caso, se n = arg(w, o) entdo, de (4.52)), temos

V(1= 01)(1 = b3) — [(1+ ) cos(f + 1) — biby — ¢2J?
[(1+ ba){sen(d +n) + c[1 — cos(6 +n)]}|

w() = (0 +n) =

As bands By e By, associadas a medida ju (como no Teorema , sao determinadas

ot

* ;ez; =% je{1,2}, com

pelos pontos z; =¢
0F =0F —n, O0f =2m—0, 07 =07 —n e 0; =21 —0;.

A partir do Teorema (veja também o Coroldrio , 0S8 possivels pontos puros
(o ¢]

da medida j1 sio wy = 1 e wy = Wyo. Por outro lado, se {T,g“)(w) 0 € a sequéncia

definida em ((1.30)), entdo, podemos verificar que

Ty (wi) = M (wy) e Ty (ws) = ATl (wy), n >0,

0 que estd de acordo com o Lema[4.2]

Aplicando o Teorema [£.7] podemos ver que wy = 1 €, de fato, um ponto puro da
medida | se, e somente se, by + by > 0. Além disso, se wy € ponto puro de p entao o
tamanho da massa neste ponto é dado por

_ . n :b1+52
v+ G 14by

p{wn})

Analogamente, wy = Wy 2 €, de fato, um ponto puro da medida v se, e somente se,

by — by > 0. Se wy € ponto puro de p entao o tamanho da massa neste ponto € dado por

_ Y2 252—51
Y2 + G2 1+by

p({wa})

Estes resultados sobre os pontos puros da medida p sao esperados pelo Exemplo

uma vez que (2 b1, b, ©) = i(wraz; bi, b, ).

O exemplo a seguir ¢ mais uma aplicagao do Teorema Como mencionado no
inicio desse capitulo, este exemplo é uma consequéncia direta de alguns resultados obtidos
no artigo [6], publicado em 2015 na revista Applied Mathematics and Computation em

coautoria com Bracciali e Sri Ranga.
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Exemplo 4.3. Sejam ¢, 0 < k < 1, medidas de probabilidade ndo triviais, com suporte

no circulo unitdrio, dadas por

/T ()™ (2) = (1 — k) / 0(2)——dz + rt(3),

T 2miz

para qualquer polinomio de Laurent (.
A partir dos resultados estabelecidos em [6], associado a cada uma das medidas 1™,
. , . , () ()
0 < k < 1, sabemos que existe um unico par de sequéncias reais {{cg’b )}20:17 {mg’ )}fle}

tal que, para s > 0,

B dsk + 1 L9 (4sk41)2 )
) _ 2 ey _ L (s 4 D[[(45 + 2 + 1] 2 K7
N TR ITE S I (PR Ve
C(w(n)) B —K m(w(n)) o 1[(43 + 2)/{ + 1]2 _ /{2

BT (4s 4+ 2)k 17 BT [ds+2)r+ 127

Ciora =0, Mysia T 2(4s+3)k+ 1

. () (x) :
Claramente, as sequéncias {c%w )}20:1 e {mSZ” ) o | satisfazem

1

lim c,(fm) =0 e lim mff’(ﬁ)) = —.
n—oo n—oo 2

Consequentemente, usando o Teorema temos
Oess(V) =T, 0< k< 1.

Esse resultado € justamente o que esperavamos, uma vez que cada uma das medidas
Y, 0 <k <1, é€ uma simples modificacdo da medida de Lebesque dwy(z) = (2miz)"'dz,

apenas com a inclusao de um ponto de massa em z = i.
O dltimo exemplo deste capitulo é uma aplicacao do Teorema [4.12]

Exemplo 4.4. Considere a familia de medidas de probabilidade nao triviais no circulo
ungtario {p(d;.) : 0 < 6 < 1} tal que, para cada 0 < 6 < 1, u(0;.) € a medida associada
ao par de sequéncias reais {{c,(0)}:21, {ma(6)}52,} (como no Teorema[L.14]), onde

114 (n—2)0

I L
21+ (-5 =

n(0)=(=1)"c e my(J) ceR. (4.53)

)

Como consequéncia de (4.53)), podemos afirmar que

1
lim conix(6) = (=DFc e lim mop () = Y k=1,2. (4.54)
n—oo

n—oo
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Considere ¢ # 0 e seja [i a medida associada ao par de sequéncias reais {{c,(lﬂ)};’ozl,
{mi1 |}, onde

W =(=1)" e mP = ! n > 1. (4.55)

Usando os resultados estabelecidos no Exemplo3.1] (veja também a Observagao , temos
€ NonVy. Além disso, gess(ji) = C1 UCs, com

Ci={z€T:0<arg(z) <.} e Co={z€T:2r—6, <arg(z) <2n},

onde 6, = arccos ((¢* — 1)(? + 1)) € [0, 7].
Logo, se ¢ # 0, usando (4.54) e (4.55), o Teorema nos garante que

Oess(11(0;.)) = Oess(t) =C1 UCy, 0< 6 < 1.
Por outro lado, se ¢ =0, do Teoremad.11], claramente temos
Oess(p(d;.)) =T, 0<6<1.

Os resultados aqui obtidos podem ser confirmados observando-se que

[ anteiz) = 1=3) [ ey dat) +5e)

T

para qualquer polinomio de Laurent (.



Consideracoes Finais

Como ja& mencionamos, a teoria dos polinémios ortogonais no circulo unitario (e
medidas associadas) vem sendo muito estudada nos tltimos anos por varios pesquisadores
devido suas aplicacoes em diversos ramos da Matematica. Esses estudos ja estao bem
desenvolvidos no que se refere a analise das medidas por meio de sua correspondente
sequéncia de coeficientes de Verblunsky {a,}22,. Entretanto, recentemente, com o uso
da teoria de sequéncias encadeadas positivas, em Costa et al. [13] (assim como em Castillo
et al. [I0]), verificou-se que podemos, também, caracterizar uma medida de probabilidade,
com suporte no circulo unitério, através de um par de sequéncias reais {{c, }22,, {d,}>,},
onde {d,, }°°, é uma sequéncia encadeada positiva. Além disso, se {m, }22, é a sequéncia
minimal de parametros de {d, }°°; entao os coeficientes de Verblunsky {«,, }°° , associados

aos polinomios ortogonais com respeito a medida p sao expressos por meio da relacao
1—2m, —ic,

1—1c,

Op_1 = ﬁnfl |:

onde pg =1e p, =[], (1 —icy)/(1+icg), n > 1.

No presente trabalho, nosso objetivo foi, justamente, analisar o comportamento de
algumas classes (ou conjuntos) de medidas quando impomos algumas restri¢oes sobre as
sequéncias do par {{c,}>2,,{d,}>2,} ou, equivalentemente, do par {{c,}>>,,{m,}>>}.

Quando a sequéncia {c,}°°, satisfaz uma propriedade de sinal alternante (isto
é, c, = (—1)"¢,, para n > 1, com {¢,}°°, uma sequéncia de nimeros reais positiva ou
negativa) e {d, }22, é uma sequéncia encadeada positiva qualquer, verificamos que sempre
é possivel estimar o suporte das correspondentes medidas.

Uma vez que o estudo de medidas associadas a sequéncias de coeficientes de Ver-
blunsky periddicas ja estd completamente caracterizado (veja, por exemplo, Simon [36]),
uma pergunta natural que surgiu foi a seguinte: de que maneira podemos tomar as se-

quéncias {c, }2>2 ; e {m, }°°, a fim de obter uma medida cuja correspondente sequéncia de

coeficientes de Verblunsky seja p—periédica? No Capitulo [3] desse trabalho, conseguimos
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estabelecer uma resposta a esta pergunta. De fato, mostramos que era suficiente conside-
rar {¢, }5°, e {m,}>2 ;, também, p—periddicas e tal que {c,}>2 ;| satisfizesse uma restrigao
de sinal do tipo cos = —c9s_1, para s > 1.

Como consequéncia do questionamento anterior, surgiu uma outra pergunta também
interessante: qual o comportamento de uma medida associada ao par {{c,}>2,,{m,}>>}
quando as sequéncias {c,}>2, e {m,}32, sdo p—periddicas? No Capitulo |4} observamos
que, com uma adequada rotacao, o estudo de uma tal medida é completamente equiva-
lente ao estudo de uma medida que estd associada a uma sequéncia de coeficientes de
Verblunsky p—periddica.

As discussoes descritas no terceiro e quarto paragrafos desta secao tiveram como
resultado o artigo [7], aceito para publicacao na revista Computational and Applied Mathe-
matics e disponivel no modo online first. Por outro lado, os resultados apresentados no
Capitulo [4] dessa tese, deram origem ao artigo [§] publicado em 2017 na revista Journal
of Mathematical Analysis and Applications.

Na mesma linha de caracterizar a medida através de um par de sequéncias reais
{Hen oo, {dn 35}, onde {d,}22, é uma sequéncia encadeada positiva, vale salientar,
ainda, que publicamos, em 2015, o artigo intitulado: FEzplicit formulas for OPUC and
POPUC associated with measures which are simple modifications of the Lebesque measure
na revista Applied Mathematics and Computation (veja [6]). Esse trabalho também foi
util na produgao de um dos exemplos descritos no Capitulo 4] dessa tese.

Muitos trabalhos recentes desenvolvidos pelo grupo de pesquisa, do qual fazemos
parte, tém sido fruto dessa caracterizacao. Acreditamos que ainda podemos extrair ou-
tros resultados sob esse novo ponto de vista. Por exemplo, ja existe uma teoria espectral
formalizada quando partimos da caracterizagao da medida através da sequéncia de coefi-
cientes de Verblunsky {a,}22, a ela associada (veja [36]). E se olharmos para a medida a
partir do par de sequéncias reais {{c,}22,,{d,}°2,}7 Existe uma correspondente andlise
espectral para este caso? Serd possivel relacionar {c,}5°, e {d,}22, com alguma matriz
para aplicar a teoria espectral ja existente?

Como observamos, essa nova perspectiva de caracterizar a medida é um tema bem
atual que ainda podera nos render belos frutos e servir de inspiragao para muitos outros

pesquisadores.
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Apeéendice A
Resultados Auxiliares

O principal objetivo deste apéndice é apresentar alguns resultados auxiliares utili-
zados no decorrer desse trabalho. Os resultados serao expostos sem demonstracoes, entre-
tanto, fornecemos as devidas referéncias onde tais demonstragoes podem ser encontradas.

Iniciamos com um lema estabelecido em Bracciali et al. [5]. Para isso, considere
P,, o espaco linear dos polinémios reais de grau no maximo m e seja €2, o espago linear
(de dimensao m + 1) das fungoes “reais” em [—1, 1], definido da seguinte forma: 5 = Py

e, param > 1, {,, é tal que se F € (2, entao
F(x) = BO(z) + V1 — 22BY(x),
onde BO)(x) € P,, e BY(x) € P,,_, satisfazem
BO9(—z) = (=1)"B9(z) e BWY(-z)=(-1)""'BY(x).

Assim, se F € Qy, entdo B® é um polindémio par de grau no méximo 2n e B é
um polinémio fmpar de grau no maximo 2n — 1. Por outro lado, se F € Qy,,,1 entdao B©
é um polindémio fmpar de grau no maximo 2n + 1 ao passo que B é um polindémio par
de grau no maximo 2n.

Em [5], os autores verificaram que fungoes pertencentes a 2,,, podem ser conectadas
a polinomios autoinversiveis de grau m (veja Definigao . Isto é, dada F,, € €, entao,
associada a esta funcao, existe um tunico polinomio, digamos @,,, que é um polinémio
autoinversivel de grau m. Precisamente, e="™%/2Q),,(e’) = F,,(x), onde z = cos(#/2). O

lema seguinte estabelece uma informacao mais completa sobre esta conexao, a saber:
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Lema A.1. Seja x = cos(0/2). Entao, o polinomio Q,, € autoinversivel de grau m se, e

somente se,

e Qu(e") = Fn(x) = B (v) + V1 - 2Bl (),

0 1) - o ‘ . .
onde BY e BYY sdo polinomios reais de grau mo mdximo m e m — 1, respectivamente,

satisfazendo a simetria
BY(—2) = (-1)"BY @) e BY(-2)= (1" BY().

Assim,

(Qu(e”)? = [BY(2) + VI = 22BP ()] e Qu(1) = B)(1).

Além disso, Q,, € um polinomio autoinversivel com coeficientes reais se, e somente Se,

BY ¢ identicamente nulo.
Demonstracao: Veja [0, Lema 2.1]. ]

Agora, apresentamos dois resultados que podem ser encontrados em Simon [35].

Teorema A.l. Sejam pi, € jio medidas em P(T). Sejam, ainda, Vj(-“”), a§””), (;5(“")(,2)

J

€ gog-”")(z) seus respectivos momentos, coeficientes de Verblunsky, polinomios ortogonais

monicos e polinomios ortonormais. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) pn = Hoo;
(ii) Para cada j > 0, nlljgl@ VJ(.“") = VJ(MOO);
(iii) Para cada j > 0, lim a§“") = ag-“‘x’);

n—oo

(iv) Para cada j >0, lim gbg-””)(z) = cbg»”‘”)(z);

n—oo

(iv) Para cada j > 0, nh_}rgo gogun)(z) = sog-uoo)(z).

Demonstracao: Veja [35, Teorema 1.5.6]. n

Teorema A.2. Sejam ji, e py duas medidas em P(T) tais que {a;}32, e {Bj}52, sdo suas

respectivas sequéncias de coeficientes de Verblunsky. Suponha que existe \; € T tal que
Bidj—a;—=0 e N\ — 1, quando j — oc.

Entao, py e psy tém o mesmo suporte essencial.
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Demonstracao: Veja [35, Teorema 4.3.8]. n
Finalmente, exibimos dois teoremas estabelecidos em Simon [36].

Teorema A.3. [Rakhmanov] Seja du = w(0) L + du, uma medida em P(T) e considere
A= {e?cT:w®) >0}
Se |A] = 27 (isto €, w(0) > 0 para quase todo 6 € [0,27)), entdo
lim |a{*| =0,

n—oo

)

onde o) € a sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a medida p.

Demonstragao: Veja [30, Capitulo 9]. |
Teorema A.4. Sejam {a;}32, e {58;}52, duas sequéncias de coeficientes de Verblunsky

associadas, respectivamente, as medidas j11 € ps. Suponha que, para X e A em T, e para

algum p € N fixo, vale
Qip = Ay € By =ABj, j>0.

Se Tess (1) = Oess(pt2), entao A = . Aqui, Tess(f11) denota o suporte essencial da medida

w1 definido como em ([1.5]).

Demonstracao: Veja [36, Coroldrio 11.4.12].
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