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Resumo:

Apresenta-se um estudo das transi¢Oes de fase de um material ferromagnético
representado pelo modelo Blume-Capel. A investigacdo é realizada através da teoria de
campo médio implementada através da aproximacdo de Bethe-Peierls. Como tarefa
preliminar é proposta uma revisao detalhada da aproximacéo de Weiss para investigacao
dos fenbmenos criticos de sistemas magnéticos. Nesta etapa, tanto o0 modelo de Ising
quanto o modelo Blume-Capel sdo considerados. Em seguida, uma revisao do modelo de
Ising através da aproximacdo de Bethe-Peierls, tida como mais precisa, também é
realizada e de posse da experiéncia adquirida, 0 modelo Blume-Capel é detalhadamente
investigado.

Palavras chaves: Bethe-Peierls, modelo de Ising 2d, modelo Blume-Capel, transi¢do de
fase.



Abstract:

The study of the phase transition of Blume-Capel ferromagnet is carried out by
means of Bethe-Peierls approximation. A detailed review of 2D Ising model and the
Weiss/Bethe-Peierls mean field theory is presented as the preliminar task. This is
followed by a review of Blume-Capel model and finally by the investigations of its critical

phenomena in the Bethe-Peierls approximation.

Keywords: Bethe-Peierls, 2D Ising model, Blume-Capel model, phase transition.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria classica do magnetismo da matéria revela que grande parte dos solidos
apresentam um certo grau de magnetismo. Embora os materiais magnéticos sejam conhecidos
ha cerca de trés mil anos, foi no primeiro quarto do seculo 20, com o advento da mecanica
quantica, que a origem microscépica do magnetismo pdde realmente ser compreendida
(OLIVEIRA; JESUS, 2011).

Nos dias de hoje, em diversos paises do mundo, grupos tedricos e experimentais,
estudam o magnetismo na matéria. A intensificacdo por esses estudos pode ser tanto voltada a
pesquisas académicas, quanto as aplicacbes praticas do cotidiano, que atualmente vem sendo
bastante estimulada pelos altos investimentos das empresas privadas que tém suas atividades
voltadas ao ramo do eletromagnetismo.

Neste trabalho, os estudos dos fendmenos magnéticos sdo apenas de &mbito académico,
e nossa proposta é analisar teoricamente a transicao de fase de um s6lido magnético através da
teoria de campo médio de Weiss e da aproximacdo de Bethe-Peierls aplicados ao modelo
Blume-Capel. Estas abordagens classicas desempenham um papel interessante no entendimento
de fenbmenos criticos. Outro fato que merece destaque é a descricdo dos processos
termodinamicos do material. Estes procedimentos decorrem das analises da magnetizacao por
particula, da energia média, do calor especifico, da susceptibilidade magnética, da correlacdo
de primeiros vizinhos, dentre outros que forem necessarios.

Vale a pena ressaltar que os estudos da teoria de campo médio (TCM) tiveram grandes
avancos em 1907, quando Weiss propds que as interacdes entre as moléculas deveriam gerar
um campo magneético interno que mantinha uma magnetizacéo nao nula na fase ferromagnética,
mesmo sem campo externo, obtendo entdo uma equacdo para a magnetizacdo em funcdo do
campo externo e da temperatura (ROCHA, 2015). Mais tarde, em 1928, Heisenberg, usando a
mecanica quantica, explicou a origem deste campo interno (CARNEIRO, 1999).

Como a magnetizagdo do modelo Blume-Capel obtida através do método de Weiss
tende a zero nas proximidades da transi¢é@o de fase para-ferromagnética, realizamos um estudo
detalhado da teoria de Landau (PHATRIA; BEALE, 2011). Além de refletir a simetria do
sistema fisico (SALINAS, 2005), esta teoria identifica muito bem a transicdo de fase do sistema
estudado. O potencial termodindmico da teoria de Landau calcula as diversas grandezas

termodinamicas e mostra as caracteristicas do sistema particular que esteja sendo estudado
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(PHATRIA; BEALE, 2011).

Conforme ja apontamos, uma outra aproximacao classica, semelhante a teoria de campo
médio de Weiss (CARNEIRO, 1999), foi introduzida pela aproximacao de Bethe e Peierls, cuja
ideia é descrever o comportamento do ferromagnetismo em duas dimens@es de um modo mais
interessante, visto que a técnica utilizada por este método procura levar em consideragao as
correlagBes entre os spins vizinhos de uma rede (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO,
2004). Estas teorias que discutiremos em detalhe mais adiante tém consequéncias importantes
(CARNEIRO, 1999) na questédo da transi¢do de fase de modelos, inclusive o de Blume-Capel.

Este modelo foi descrito originalmente por M. Blume e H.W. Capel, e portanto,
popularizado como modelo Blume-Capel. Devido a esta descricdo apresentar resultados
interessantes proximos as transicdes de fases magnéticas, estenderemos o modelo de interacéo
a uma rede de spins S = 0,11, com numero de coordenacdo q = 4. Face os bons resultados
apresentados na questdo da transicao de fase de sistemas magnéticos, esta teoria foi empregada
em diversas abordagens da mecénica estatistica, tais como: método de Monte Carlo, teoria de
campo médio, métodos variacionais, entre outros.

E interessante mencionar que a eficiéncia dos resultados que descrevem o modelo
Blume-Capel através da teoria de campo médio de Weiss foi de boa base para a abordagem do
modelo na aproximacdo de Bethe-Peierls. Entretanto, nosso principal objetivo é analisar a
transicdo de fase no contexto dos fendmenos criticos (CARNEIRO, 1999) e comparar 0s
resultados obtidos a de alguns dados existentes na literatura.

Deste modo, este trabalho organiza-se em 7 capitulos e sera descrito da seguinte forma:
0 capitulo 1, que trata da introdugdo, tem como objetivo levantar dados bibliograficos para o
estudo da teoria de campo médio e nossa contribui¢do para a area é investigar a transi¢do de
fase de um so6lido magnético do modelo Blume-Capel através da aproximacao de Bethe-Peierls.
Espera-se que este trabalho apresente resultados tdo eficientes quanto aos apresentados na
literatura. No capitulo 2 serdo discutidas a fundamentacéo tedrica do campo médio de Weiss e
da aproximacao de Bethe-Peierls. Essas teorias sao essenciais para o estudo da transicéo de fase

do sélido magnético de spin S = % O capitulo 3 introduz o modelo Blume-Capel, em uma rede

aleatdria de spins 0,+1. Os calculos das propriedades termodindmicas do modelo proposto
foram realizados da seguinte forma: a magnetizacdo foi calculada pela teoria de Weiss e pelo
principio variacional de Bogoliubov (SALINAS, 2005). O calculo da energia livre foi realizado
pela teoria de Landau (PHATRIA; BEALE, 2011), e as demais propriedades termodinadmicas

formam calculadas de acordo com os métodos usuais apresentados na literatura. J& no capitulo
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4, a aproximacdo de Bethe-Peierls € aplicada ao modelo Blume-Capel. O desenvolvimento
tedrico desta técnica encontra-se bem explicado através das equacbes termodindmicas
apresentadas nas secOes desse capitulo. As consideracbes finais descritas no capitulo 5
comparam os resultados das temperaturas criticas e tricriticas que ocorrem proximos das
transicdes de fases obtidas pelas aproximacdes de campo médio estudadas nos capitulos 3 e 4,
aos descritos pelo modelo Blume-Capel obtido através do método de simulacdo de Wang-
Landau Monte-Carlo (SILVA; CAPARICA; PLASCAK, 2006). Os dois ultimos capitulos deste
trabalho sdo destinados a bibliografia e aos anexos.

Por fim, espera-se que o0 estudo da teoria de campo médio (TCM) permita resolver de
maneira satisfatoria (explorando o conceito estatistico de media termodindmica de
determinadas quantidades) os principais processos termodinamicos que descrevem a transicdo
de fase do sistema magnético, para que possam ser comparados aos estudos realizados através
da técnica computacional de Wang-Landau Monte-Carlo estendida para modelo de sélido

Blume-Capel, apresentado na literatura.
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Capitulo 2
Teoria de campo médio

2.1 Sistemas paramagnéticos

Este capitulo inicia-se com o estudo de um modelo de material paramagnético com

momentos magnéticos nao interagentes. Num primeiro instante, analisou-se uma rede de spins

submetida a um campo magnético B. O hamiltoniano do sistema é dado pelos momentos

magnéticos, ou spins

—_

H =—gug Y S;.B, (2.1.1)

1

sendo g o fator de Landé e ug 0 magneton de Bohr. Com o campo Bna direcdo Z, os autovalores

de H sdo dados por
S.B=mB; S =-S5-S+1,..,0,..,S—1,S. (2.1.2)

A equacdo formal dos autovalores descrita em (2.1.2) é definida pela mecanica quantica

como

SzIS) =

=+
ST

|S),

onde A € a razdo da constante de Planck por 2m. Nesta equagdo |S) é o autoestado para 0

operador S;. VVale a pena apontar que apenas o operador S, contribui para a energia do sistema.
1 , A L- . 1
Paraocaso S = > 0 nimero m; quantico pode assumir valores de S; = + >

Devido as teorias de campo médio consideradas neste trabalho serem cléssicas, 0s
estudos serdo realizados por meio de aproximacdes classicas da fisica estatistica. Uma equacgéo
de grande importancia que descreve 0s processos termodinamicos dessa teoria é definida pela
funcdo candnica de partigéo.

Entretanto, a funcdo de particdo Z do sistema paramagnético da eq. (2.1.1) é dada pela

soma sobre todos os estados de energia do sistema a uma temperatura T, e se apresenta na forma
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Z= zs: i exp(ximi) (2.1.3)
my=-S i

com

(2.1.4)

em que kg € a constate de Boltzmann.

Os somatdrios da equacéo (2.1.3) séo particularmente elementares para o caso de um

sistema de dois niveis (S = %) Assim, tem-se

Z eXm; } (2.1.5)
2

ou, numa forma mais conveniente, dada por
N
senh {(s + %) X}

senh (%) ’

em que foi possivel obter uma expressdo exata para a funcao de particdo no caso de momentos

7 =

(2.1.6)

independentes. Através da funcgdo (2.1.6) pode-se compreender os sistemas paramagnéticos e
obter as fungdes termodindmicas que estdo diretamente relacionadas a ele, tais como a
magnetizacdo, a energia, o calor especifico (STANLEY, 1971) e a susceptibilidade magnética

do sistema.

2.2 O modelo de Ising

O modelo de Ising é um caso particular do modelo de Heisenberg, idealizado na

12



tentativa de explicar o ferromagnetismo em solidos. Este modelo é definido pela hamiltoniana

de spin

N

H = —]Z 5:S; — 132 S, 2.2.1)

{) i=1

em gue S; € a componente z do operador de spins, doravante um escalar, que pode assumir 0s
valores +1 nos sitiosi = 1,2, ..., N de uma rede cristalina em d dimensdes. O primeiro termo,
em que a soma deve ser realizada sobre os pares de sitios vizinhos mais proximos da rede,
representa as energias de interacdo, de curto alcance, produzindo na rede um estado
ferromagneticamente ordenado (quando J > 0). O segundo termo, envolvendo as interacdes
entre um campo externo aplicado B e o sistema de spins, tem um carater puramente
paramagnético. O modelo de Ising foi resolvido exatamente em uma dimensdo por Ising em
1924 (SALINAS, 2015), que concluiu corretamente que o modelo tinha uma transicéo de fase
ferromagnética a temperatura zero (T, = 0), mas conjecturou, erroneamente, que 0 mesmo
aconteceria em duas dimensdes (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004).

Em 1944, Onsager obteve melhores resultados que Ising quando determinou a resolucédo

exata para o sistema em duas dimensdes, e concluiu que a temperatura critica do sistema seria

keT _ 1
] 2In(v2+1)

2D, Peierls ja se mostrava contrario as ideias de Ising, apontando que a temperatura critica para

Doze anos antes de Onsager encontrar a solucéo exata para 0 modelo de Ising

0 modelo 2D ndo seria nula, conforme propunha Ising a época.

Tendo como base os estudos descritos acima, serdo iniciados as andlises da teoria de
campo médio (TCM). Mesmo sabendo que as solu¢des dos sistemas decorrem por meio de
aproximacdes, entende-se que o estudo em questdo, sirva de boa base para a compreensao da

teoria de transicdes de fase em sistemas magnéticos.

2.3 A teoria de campo médio de Weiss

Conforme descrito na secdo anterior, 0 modelo de Ising descreve de modo bastante
satisfatorio o comportamento critico dos ferromagnetos. Consideremos novamente o modelo

de Ising cuja hamiltoniana é dada por
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H = —]2 S:S;. 2.3.1)
w

Como se estuda a rede quadrada e levando em conta somente a interacdo entre 0s
primeiros vizinhos (ij), ser4 analisado inicialmente o tratamento do modelo de Ising através da
teoria de campo médio de Weiss. Esta proposta parte da ideia, de que a flutuacao espacial do
spin pode ser descrita através da diferenca entre o spin analisado S; e 0 seu valor médio

termodinamico S;.
Definindo
8S;=S;—S;, (2.3.2)
a interacdo de cada par de primeiros vizinhos (ij) dar-se-a entdo como
SiS; = SiS; + Si8S; + S;8S; + 8S;8S;, (2.3.3)
em que S; e S; sdo variaveis classicas, e S; 0 valor médio de S;.

Ressalta-se que foram desprezados os termos de flutuacoes espaciais 6S;8S; da interagao

entre o par (ij). Assim, a hamiltoniana da aproximacao de Weiss para o caso ferromagnético é

escrita na forma

Para a condicéo descrita acima, a invariancia translacional implica que S; = §]- =S.No

intuito de facilitar a leitura, denomina-se a magnetizagdo S do sistema por m, e ela sera expressa

em unidades de grandezas de gug. Assim,

HW = =) ) (-m? + Sym + Sjm). (23.5)
)
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Para descrever a equacdo (2.3.5), primeiramente se concentra no caso uniforme, em que

§]- = m, independente do sitio j (MIRANDA, 2005). Neste caso, pode-se reescrever a teoria de

campo médio de Weiss na forma

Jqm?
HW =NL—jgm )'s,
i

(2.3.6)

onde h"V' = Jqm ¢é o campo efetivo de Weiss. Se existir um campo magnético externo h, o

campo efetivo de Weiss também sera acrescido dele. Desta forma temos h" = Jqm + h. Logo,

a funcéo de particdo do modelo € descrita por

S

7 = z e BHY
si=—s

i=—

.. . 1
que, por praticidade, resolvida com S = ~» apresenta-se como

BJgm? hW
Z=2NeN"2 coshNB%.

O célculo da energia livre por spin é feito da expressao

f(T,h) = — BiNlnz,

_Jq 1 B(Jgm + h)
= ?mz - Eln lZcosh <7>l,

que fornece a magnetizagéo

_ Of(T,h)

por sitio, na forma
15
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m(T,h) = %tanh KBU%-HD)], (2.3.9)

onde B = ﬁ O comportamento da magnetizacdo em funcéo da temperatura € apresentado na
B

figura 1.

A equacdo (2.3.9), pode ser resolvida numericamente, e verifica-se que ha solugdes
estaveis para cada valor de T < 1 e ndo h& solugéo néo trivial para T > 1.

Como uma primeira aproximacao (qualitativamente) a teoria de campo médio de Weiss
da uma boa descricdo deste comportamento. Note que ha discrepancias no limite de baixas
temperaturas e também quando T — T., m — 0 suavemente (sem descontinuidades) o que

caracteriza uma transicao de fase ferro-paramagnética de segunda ordem (NOVAK, 21-?).

—J=1,9=4eh=0

0,5

0,4 -

0,3

m/gu,

0,2

0,11

0,0

I T I T I T I T I T I T I T I !

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 14
k.TH

Figura 1 — Solugao gréfica realizada através da equagdo (2.3.9). Os resultados sdo para a rede de spins S = % Para a

determinacéo das raizes da equacao transcendental utilizamo-nos da linguagem de programacéo Fortran 90. Conforme
W

previsto na literatura, a temperatura critica de Weiss para esta rede quadrada de spins ocorre a k“% = 1. Os valores

negativos da magnetizagdo foram desconsiderados junto ao grafico.
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E importante notar através da equacdo (2.3.6), que cada spin S; esta submetido a um
campo magnético efetivo Jqm, proporcional a magnetizacdo média. Como Esi independe do
sitio i, em decorréncia de S; = S, a energia é dada pela soma dos autovalores da H W (STEIN-
BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004).

Ao atribuirmos os valores possiveis para S; (por sitio), calcula-se a energia média da

rede pela equacéo

ES = Esi = - . (2310)

A figura 2 apresenta a energia média por sitio em funcdo da temperatura, ou seja,

E contra %

[——S=1/2;q=4

0,0 +

0,1

-0,2 4

-0,3

0,4 -

-0,54

+

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
k,TH

Figura 2 — O gréfico mostra a energia média do spin % na aproximacao de Weiss. Para a rede quadrada em questao, foi
utilizado um parametro de troca constante J = 1.

. kg T . o . .
Para valores acima de B]—C a figura 2 apresenta uma saturacgdo de energia, donde TYVé
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e : keTe _ _ 05  _
a temperatura critica de Weiss. Quando comparados com = (n(vz+1) 0,567296

(STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004), o valor da energia E apresenta uma diferenca

esperada, visto que a hamiltoniana de Weiss despreza os termos de flutuagdes espaciais.

A0 se reescrever a equacdo (2.3.9) com] =1 e q =4 para a rede de spins S = % a

campo magnético nulo (h = 0) tem-se, 2m = tanh (E—mT) Para facilitar o célculo do expoente
B

critico escreve-se 2m = o. Assim pode-se interpretar a equacdo da magnetizacdo de Weiss

como

o
o = tanh (kB_T> (2.3.11)

Ao se expandir a equagdo acima em série de Taylor, de modo que a magnetizagdo seja
muito pequena, tem-se a descri¢do de forma assintética dada por

_ o 1(6)3
T kT 3\keT/’

= TkgV3(1 — kBT)%. (2.3.12)

Para a equacdo (2.3.12), temos kgT. = 1.Desta forma, chega-se a uma solucdo

aproximada para o expoente  da magnetizacéo

1
2

T (T.—T T
~— 3 = —tP/3, 2.3.13
° TC( T, )r T, V3 (2313)

Te—T
Tc

sendo t =

1 -~ . ~ . .
ep= 5 (expoente critico da magnetizacdo para a classe de universalidade de

Isingem d = 2 e d = 3), previsto pela teoria de Weiss.
Para se observar a interacdo do campo magnético aplicado ao modelo, diferencia-se a
equacdo (2.3.9) em funcéo de h. Assim obtém-se a equacéo da susceptibilidade magnética x na

forma
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B
4cosh? (%B (Jm q))

x(TTh=0) = (2.3.14)

Os resultados de x para cada valor de temperatura T correspondente séo representados

através do gréfico disposto na figura 3 a seguir

\*07 Susceptibilidade magnética-J=1eq= 4\

0,25

0,20

0,15

%
(guB)2

0,10

0,05

0,00

k,TH

Figura 3 — Dependéncia entre a susceptibilidade magnética e a temperatura para material ferromagnético (J > 0) numa
rede quadrada de spins % do modelo Ising, resolvido através da teoria de campo médio de Weiss, com h = 0. O pico da

. o . Lo kgTY
figura mostra que a susceptibilidade atinge seu valor maximo a % =1.

X

(4fi
O grafico (guB)

kpT .. - ey
> contra % e bem definido pelo valor maximo da susceptibilidade onde

T = TV. O comportamento da curva para T > TV pode facilmente ser comparado a curva
determinada pela lei de Curie-Weiss (KITTEL, 1978).

Existem outras propriedades termodindmicas que também sdo bastante importantes na
questdo da descricdo do sélido analisado, mas tanto nesta, quanto na proxima secdo, iremos
ater-se apenas em comparacdes que remetem a energia média por spin e a magnetizagdo por

sitio.

2.4 Estudos do modelo de Ising através da aproximacéao de Bethe-Peierls

O estudo do modelo de Ising através da aproximacdo de Bethe-Peierls tem como
19



proposito melhorar os resultados obtidos pelo método de Weiss. Levando em conta as
flutuacGes de curto alcance, destaca-se que esta possivel melhoria de resultados se deve a
autoconsisténcia do modelo (na qual é possivel eliminar o campo efetivo), que consegue captar
alguns efeitos que escapam dos tratamentos usuais de campo médio. Embora 0s expoentes
criticos mantenham seus valores classicos, a aproximacdo de Bethe-Peierls é muito
representativa de todos esses métodos (SALINAS, 2015).

Para que as melhorias descritas no paragrafo anterior sejam possiveis, estuda-se nessa
secdo a transicdo de fase descrita pela aproximacdo de Bethe-Peierls. Para o estudo do método
BP, é necessario eleger um spin da rede como central e tratar a interacdo entre ele e os quatro
sitios periféricos formado pelo aglomerado de spins. Para a coordenacdo de rede q = 4,
descreve-se a hamiltoniana de aproximacgdo de campo médio, considerando o produto dos
termos de flutuacGes espaciais 8S;6S;, desprezados pela equagdo de campo médio de Weiss.

Com isso a equacdo (2.3.3), que deu origem a hamiltoniana de aproximacao de Weiss, torna-se

q
7, = —]Z So Sy, (2.4.1)
=1

em que S, € o spin da posicdo central i = 0.

Considerando que os spins S; vizinhos do spin central S, sdo submetidos a um campo
molecular ou efetivo A, produzido pelo restante da rede (STEIN-BARANA; YOSHIDA,
LIBERO, 2004), tem-se

q q
HE? = S0 ) §;=2 DS, (242)
=1 =1

ou na forma mais conveniente por
q
HEP = —(JSo + 1) Z S;. (2.4.3)
j=1

Neste modelo, cada spin periférico sofre a acdo de um campo efetivo A, criado pela rede
20



que rodeia o aglomerado. A magnetizagio S e o campo molecular A sdo obtidos impondo
novamente a condicao de invariancia translacional (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO,
2004)

%]
Il
el
Il
%]

o

(2.4.4)

Por comodidade chamou-se a igualdade obtida em (2.4.4) de m = m; = m,. A energia de uma

configuracdo de spins {S} do aglomerado, {S} = {SO, Si ) Sq} é dada por
E{S} = —(So + D (Sy + Sz + -+ Sy). (2.4.5)

A descricdo da funcdo de particdo do modelo de Ising S; = %—% para a rede de

coordenacdo q = 4 se apresenta na forma

7, = Z o BHE? (2.4.6)

ou ainda

Z,= choshqg(lso + ). (2.4.7)

A magnetizagdo do spin central m, sera

1
0o — — Y ) A o
Me = § Soes(]s +2)(S1+Sz+++Sq) (2.4.8)
Lty

em que {S} representa a soma sobre todas as configurac@es de spins. O resultado desta soma

reduz-se a forma

1
m = o Z S, [F(Sy)]S, (2.4.9)



sendo

F(S,) = Z eBUSQ+S; (2.4.10)
S]_:—S

Portanto, a magnetizacdo de um sitio na periferia € dada por

m; = le S].eB(ISo+7x)(Sl+Sz+---+sq) ’
S

1 (q-1)
- _2 Z S, eBUSo+A)S: z eBUSo+)S
Z, ’

So Sp S

1~ dF(S,)
= — q-1
. S§ 30, (2.4.11)
0

onde y = B(JS, + A). Para encontrar a equacdo do campo molecular A foi imposta a condi¢do
de invariancia translacional a magnetizacdo do sitio central m, e dos sitios da periferia m;. Ao

substituir as equagdes (2.4.9) e (2.4.11) na (2.4.4), obtém-se

S
d
PIMESED ~ 3, )| Fs1t =0, (2.4.12)

So=-s

que deve ser resolvida para o campo efetivo A. A equacdo acima vale para qualquer spin S com
qualquer nimero de coordenacdo q da rede (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004),

.. . . 1
mas inicialmente, iremos abordar o modelo de Ising com S = >

Desta forma a funcéo F(S,) descrita em (2.4.10) é expressa por
F(S,) = 2cosh [g (S, + ;\)], (2.4.13)

e no momento em que a funcéo acima € levada a equacéo (2.4.12), tem-se a forma para o campo

molecular A (PHATRIA; BEALE, 2011 apud STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004)
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apresentada como

(2.4.14)

Ao resolvermos a equacdo transcendental acima encontramos 0s possiveis valores de A.

kT =0

y = 1/8(q-1){In{cosh[0,5p(0,53+1)]} /{cosh[0,58(0,5J-1)]} }

1,5

o -
|—o

M

Figura 4 — Funcdes plotadas para a determinaco dos valores do campo efetivo A do modelo de Ising pela aproximagéao
BP, para a rede de spins % com J = 1 e nimero de coordenac¢do q = 4.

Os valores do campo molecular A se deram pelas intersec¢des de y = A (linha verde) e

1 cosh[E(l+A)] . . -
y=3 (g — DIn{——=3—= ¢ (linha azul), que representam respectivamente os lados direito
co

B(]
shZG-2)]
e esquerdo da equagéo transcendental descrita em (2.4.14).
A figura 5 a seguir mostra os resultados do campo efetivo A em func¢do da temperatura,

comqg=4e]=1.
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—— Curva de campo efetivo
q=4,J=1eS=12

16
141
121
101

0,8

A

0,6
0,4 4
0,2 4

0,0 4

-0,2 T T T T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

k,TH

Figura 5 — Dependéncia entre a temperatura e o campo efetivo A para a rede quadrada de spins % obtida pela
aproximacdo de Bethe-Peierls.

. . 1 ,
A curva do campo molecular da figura 5 revela que a rede de spins ~ COm 0 nimero de

coordenacao q = 4, apresenta transicdo de fase a uma temperatura ] = 0,7213, onde tBF é

a temperatura critica de Bethe-Peierls. A equacdo de campo molecular apresenta resultado
bastante satisfatorio nas proximidades da temperatura critica, quando comparado com a
resposta da solucdo exata do modelo de Ising 2D (%: 0,567296 ) Os resultados
encontrados, por ambas as técnicas, foram obtidos para a mesma rede de spins com mesmo
nimero de coordenacdo (SILVA, 2009). E conveniente destacar ainda, a analogia do
comportamento do campo molecular A e da magnetizacdo m da figura 6. Outro detalhe
evidenciado pela linha cheia vermelha da fig. 5, e pela linha cheia azul da fig. 6 é que; os dois

resultados se anulam em &P,

A equacdo m da magnetizacdo se da por meio de (2.4.7)e (2.4.9) (STEIN-
BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004)

QL -
@I +[F(-
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utilizando a equacao (2.4.13) para spins S = % reescrevemos a equacao (2.4.14) na forma;

(2.4.16)

que inserida na equacdo (2.4.15) (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004), apresenta-

Se como

1
2

senh(f37)

] :
e 2 + cosh(fA)

(2.4.17)

A resolucdo da equacdo acima, pode ser descrita atraves da leitura do grafico da figura

6. Os resultados encontrados pela aproximacéo de Bethe-Peierls apresentam transicdo de fase

. . kg TEXAto . . N .
mais proxima de B+ do modelo de Ising 2D, que o calculado com a aproximacéo de Weiss.

m/gy,

— Transicao de fase obtida pela aproximacao de Bethe-Peierls
J=1eq=4

0,5
0,4 06+
051
0,3
04
031
0,24
=
02
0,1 4 014 W\&iss
edo
a0 T T —
01 00 Q1 02 Q3 04 Q5 06 Q7 08 09 10 11 12
0.0 1 a1J KT
T T T T T T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
K T/J

Figura 6 — Resultado dos valores de m para a rede de spins % com namero de coordenagdo q = 4. E percebido que a
curva de magnetizacdo m (linha azul) se comporta de modo semelhante a do campo molecular A da figura 5. Quando
comparado ao modelo de Ising 2D (curva magenta), percebe-se que a transi¢ao de fase descrita pela aproximagéo de
Bethe-Peierls (curva azul) apresenta melhores resultados que os obtidos pela teoria de campo de Weiss (curva roxa).
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A figura 6 ilustra a magnetizagdo do modelo de Ising obtida pela aproximacéao de Bethe-
Peierls. No detalhe, os resultados da aproximacdo BP sdo comparados com a teoria de campo
médio de Weiss e com a magnetizacao exata obtida por Onsager. Observa-se ainda que, quando
a magnetizacdo m # 0, ocorre um alinhamento dos momentos magnéticos, que determina a
fase ferromagnética do material. Quando a temperatura € elevada, esse ordenamento
desaparece, caracterizando assim, a fase paramagnética do sistema. E importante ressaltar que
as figuras 5 e 6 demostram que as transicOes de fase obtida pela aproximacéo de Bethe-Peierls
apresentam resultados interessantes para o estudo das propriedades termodinamicas dos

materiais ferromagnéticos.

Para o célculo da energia média por sitio, a equacgdo é dada por

Eesiff= —%Z SS, (2.4.18)

(ij)

1
N

onde HBP ndo é mais uma hamiltoniana de spins independentes, ja que ela contém o termo SoS;
(STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004). A hamiltoniana H deste aglomerado de
spins € 0 mesmo da equacéo (2.4.1).

Os valores da energia média por sitio sdo calculados com base nas configuracdes de
spins de toda rede. Como TSJ mede a correlacdo de curto alcance entre 0s vizinhos analisados
(SieS;), é aceitavel, e € uma proposicdo da aproximagcdo de Bethe-Peierls, que esta correlagdo
seja igual a calculada no aglomerado entre o sitio central S, e 0s q primeiros vizinhos (STEIN-
BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004). Assim, a equacdo (2.4.18), que tenta descrever a rede

completa, pode ser reescrita da seguinte forma

q
_ NGO |
E= —NE OS] = —EqSOSI, (2419)

que, quando levada a hamiltoniana de aproximacdo de Bethe-Peierls para o calculo da média,

apresenta-se como
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q-1

F=— ]_qz S, Z S, eBUSo+N) Z aBUSo+N)
22, £

e somando sobre as configuragdes de spins resulta em

S

= Jq z dF(So)

E=-— F q-1 2.4.2

27 2, S0y, FG0T (2:4.20)
So=—s

em que y = B(JSo + A) e F(Sy) € 0o mesmo da equacéo (2.4.10). Com excecdes das somas de

So € S; as demais sdo idénticas a F(Sy). Para o spin S =%, foi utilizada a equacao

(2.4.14), obtendo assim

BJ
_ coshBAr—e 2
E = _Q_]B—B] (2.4.21)
2

8 coshBA+ e

que resolvida, apresenta a caracteristica ilustrada na figura 7.

Energia do modelo de Ising obtida pela aproximacéao
de Bethe-Peierlscom]=1eq=4

0,0

-0,1

-0,2 -

[

0,3

-0,4 -

-0,5

— T T T T T T T T T T T T " T T 1
-0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6

k T/

Figura 7 — Energia média para a rede quadrada de spins % na aproximacao de Bethe-Peierls. Como a flutuagdo espacial

dos spins € muito pequena na regido de baixa temperatura (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004), percebe-se
pela leitura do grafico acima que, nas proximidades das transicdes de fases, a variacdo desta energia é menor que a
variacdo da energia média obtida pela teoria de campo médio de Weiss, descrita pelo grafico da figura 2.
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Encerrada a revisdo teorica, passa-se para apresentacdo do estudo de um modelo de
solido magnético conhecido como modelo Blume-Capel. Estes estudos serdo realizados através
da TCM de Weiss apresentada na secdo 2.3 deste capitulo. Vale a pena mencionar que as
respostas a serem exibidas no proximo capitulo serdo comparadas com alguns dos resultados

apresentados na literatura.

28



Capitulo 3

Estudo do modelo Blume-Capel

Neste capitulo seré feita uma revisdo da aproximacgdo de Weiss para estudar o modelo
Blume-Capel. Como o0 modelo de Ising (que também foi estudado com a aproximacéao de campo
médio de Weiss) descreve problema estatistico de muitos corpos interagentes, que da origem a
um comportamento termodindmico de grande riqueza (SALINAS, 2005), estenderemos seu
estudo para 0 modelo Blume-Capel.

O estudo de fendbmenos criticos é fortemente baseado no estudo de modelos
(MIRANDA, 2005). Conforme visto no capitulo anterior, 0 modelo de Ising apresenta grande
importancia no estudo da teoria de campo meédio. A aplicacdo da teoria de Weiss € aproximada,
constatando-se que melhorias sdo necessarias quando confrontada suas previsdes com dados
experimentais (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004).

Com o intuito de se estudar o fenbmeno da transicdo de fase de um sélido magnético
numa rede quadrada de spins S = 0, +1, serdo realizados os estudos das transi¢des de fase de
um sélido magnético através da teoria de campo de Weiss aplicada ao modelo Blume-Capel
(BC). Espera-se que o estudo deste modelo apresente os resultados esperados, para que possam
ser comparados as publicacfes de trabalhos ja existentes.

O modelo BC é um dos modelos de spin mais estudados em mecanica estatistica
(LOPES, 2016), podendo ser considerado como uma extensdo do modelo de Ising para spin-1
acrescido de uma interacdo de campo cristalino (SALINAS, 2015). O modelo BC foi resolvido
pela primeira vez usando a teoria de campo médio (BLUME, 1966 e CAPEL, 1966) e aplicado
em diversos sistemas fisicos dentre os quais estdo os sistemas magnéticos.

Por permitir resultados satisfatérios no estudo da transicao de fase magnética (LOPES,
2016), aborda-se, neste capitulo, o estudo do modelo Blume-Capel através da teria de campo

médio de Weiss.

3.1 Modelo Blume-Capel

Nesta secdo, serdo estudadas as transi¢des de fase de um sistema descrito pelo modelo

Blume-Capel. Conforme visto no inicio deste capitulo, a ideia € estuda-la através da teoria de
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campo medio em uma rede quadrada de spins com componentes S = 0, +1. Este modelo é

apresentado pela hamiltoniana

H = —]Z SiS; + DZ S7 — BZ S, (3.1.1)
i

(ij) i

em que a primeira soma no lado direito descreve a interacdo entre os dois vizinhos mais
préximos, enquanto o segundo e terceiro se estendem a todos os sitios. Se S = 1, o spin S; pode
assumir os valores S; = 0,+ 1. O parametro J € a interacdo de troca entre 0s spins, que pode
ser F(J > 0) ou AF (J < 0) eD representa 0 campo cristalino que atua sobre os spins. E
conveniente mencionar que o pardmetro D esta intimamente ligado a simetria da rede que
interfere nos niveis de energia dos spins.

Para melhor compreensdo do parametro D, considera-se apenas um sitio do sistema.

Neste caso
3¢ = DS, (3.1.2)

em que S, pode assumir dois valores. Quando D = 0, a energia do spin € zero e dizemos que
encontra-se em dois estados aceitaveis: S, = 1 e S, = —1 e nesta situacao, alegamos que sdo
estados degenerados.

Quando o campo cristalino € considerado, ambos niveis de energia sdo deslocados e
passam a ter energia D. O diagrama ilustrativo da figura 8 mostra esse deslocamento.

L
—

Figura 8 — Niveis de energia de spins controlados pelo campo de anisotropia D.

Quando deslocado, introduz-se um quadro de grande interesse no estudo da mecéanica

estatistica. E relevante apontar que este campo cristalino possibilita descrever transi¢des de
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fases para-ferromagnéticas de primeira e segunda ordens por meio de diferentes métodos
estendidos para o modelo Blume-Capel.

Conforme se vé mais adiante (através da fig. 14), existe também um valor critico para o
parametro de anisotropia D que é chamado de ponto tricritico, onde a natureza da transicao de
fase do sistema muda de continua para descontinua (LOPES, 2016), descrevendo as

caracteristicas das transicdes de fases do modelo.

3.2 Célculo da magnetizacéo por sitio através da teoria de campo médio de
Curie-Weiss

Um importante tratamento do modelo de Ising estendido ao modelo Blume-Capel é a
teoria de campo médio de Curie-Weiss. Como esta teoria despreza as flutuacGes espaciais de
campo (ver secdo 2.3), sera reescrita a interacdo entre os pares de primeiros vizinhos (i, j)

descrito em (3.1.1) pelo modelo Blume-Capel generalizado

__1Ja DN 2
H=—0 ) SS+5 ) ST=B) S, (3.2.1)
(i,j) i i

em gue a primeira soma é realizada sobre todos pares de spins da rede. O fator 1/N é introduzido
para garantir o limite termodinamico. A segunda e a terceira soma sdo realizadas sobre todos
0s N spins da rede (SILVA, 2009). Como a interacdo de troca do modelo é de curto alcance,

considera-se S; = S; e reescreve-se a equacdo na forma

D
T X R 322)
i i i

Para este trabalho, o interesse é estudar as propriedades termodinamicas do modelo.
Dessa forma, sera necessario calcular a energia livre, que no formalismo candnico da mecanica
estatistica € a grandeza que faz a conexao com a termodinamica. Outra quantidade de interesse
é amagnetizacdo. De acordo com os preceitos da mecénica estatistica todas as grandezas fisicas
sdo obtidas a partir da fungéo de parti¢do. Portanto, a fungéo de particdo canonica é dada pela
expresséo (SILVA, 2009)
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Z= ) e B (3.2.3)
{si}

Substituindo a equacdo (3.2.2) em (3.2.3), obtém-se

Zzéex (BIqZSZ DZS$+BBZsi), (3.2.4)

ou ainda

{si}

7= exp B]q Z ‘——282+BBZS . (3.2.5)

Para facilitar os calculos, o termo ao quadrado da expressao (3.2.5) sera reescrito através

da identidade gaussiana

ed® = — f e X +2axqy (3.2.6)

sendo a = <B]q) Z Si.

Com base no termo ao quadrado da equacdo (3.2.5), faz-se a seguinte mudanca de

variavel:

1
2

exp qu Z ‘ \/_J exp| —x +2<§]l\?> sti dx. (3.2.7)

1

Para que o modelo seja reescrito de modo adequado, faz-se a troca de variaveis
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2N
1
N\2
X = (BITq> m, (3.2.8)
que diferenciada apresenta a forma
1
N\2
dx = (BITq> dm. (3.2.9)

Substituindo as novas variaveis em (3.2.7), a equacdo apresenta a seguinte

caracteristica:

2 1
2

(30 (5 m 35|

i

quN> -

qu Z ] BIqN 2 Tod {
1 +00

BIqN fd (__m +qumz 1), (3.2.10)

que substituida pelo termo ao quadrado da equacdo (3.2.5), torna-se

1+oo

B]qN f Zexp(——m + BJgm ZS——ZSZ+BBZ > (3.2.11)

Atribuindo valores de S; = 0, +1, para todos os sitios da rede, dispde-se da funcdo de

particdo
1 +oo
BIqN 2 f { —~fINgm® [e7BD(e~PUam+B) 4 ¢BUam+B)) 4 1] },(3-2-12)

sendo x = ePUam+B) ¢ ysando a definicdo de cosseno hiperbélico a seguir
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e X+ e*
cosh(x) = —

pode-se reescrever a funcao de particdo da eq. (3.2.12) na forma

1 4o

2 —BJNgm?
) fdm{e 2 [2e-BDcoshB(]qm+B)+1]}. (3.2.13)

— 00

Segundo a formulacdo usual da mecanica estatistica, a expressdo da energia livre por

sitio € descrita por

1
f=——1InZ 2.14
N (3:2.14)

Ao inserir a equacdo (3.2.13) na (3.2.14), tem-se

1 +o

1 N\2 ~BINgm?
f= _B_Nln (%)2 f dm {eTq[Ze‘BDcoshB(]qm +B) + 1]} ,(3.2.15)

—00

e dessa forma, podemos escrever a equacao da magnetizacao por sitio do sistema como

e %Z(Si) _ - of  2senhB(Jqm + B) (3.2.16)

0B 2coshp(Jqm + B) + efD’

Para se comprovar o resultado da magnetizacdo obtido nesta se¢do, sera apresentado a

sequir, o célculo da energia livre pelo principio variacional de Bogoliubov.

3.3 Célculo da energia livre pelo principio variacional de Bogoliubov
aplicado para o modelo Blume-Capel para spins 0, +1

A magnetizacdo descrita em (3.2.16) também pode ser encontrada através do célculo da
energia livre, dada pela minimizagdo de uma funcéo @, que representa o principio variacional

de Bogoliubov. Este principio também é conhecido como desigualdade de Gibbs-Bogoliubov,
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bastante utilizado no contexto da mecénica estatistica. Para o caso que serd tratado, esta
desigualdade serd calculada de modo relativamente simples. Neste contexto a hamiltoniana H
é de solucéo desconhecida e #, é a hamiltoniana de teste parametrizada por uma solucéo exata
conhecida. A escolha da hamiltoniana de teste para este trabalho € arbitraria, porém relevante
na obtencéo dos resultados (CARVALHO, 2011).

Para que se possa entender mais acerca dessa técnica, os parametros do modelo Blume-
Capel serdo interpretados como novos parametros, em que J, B e D séo independentes. Dessa
forma, descreve-se a equacao a seguir pelo parametro variacional de Bogoliubov e utiliza-se a

hamiltoniana de teste na forma,
Hy = DZ S? _”Zsi’ (3.3.1)
i i

cs . D . A . . T
onde as variaveis S; tomam os valores —1,0,1 e 0 > (0 é 0 parametro de anisotropia do solido

analisado. Para a hamiltoniana acima, n é considerado como o pardmetro variacional do
sistema, que tem por finalidade obter a solucdo aproximada para a energia livre do problema.

Abaixo, descreve-se a funcéo de particdo da hamiltoniana como

7, = Z a—B(DX;SE-NY;S;) (3.3.2)
{s}

Por serem spins ndo interagentes, podemos reescrever o produtdrio de Z, como sendo
Ly = (Zoo)N' (3.3.3)
em que
Zoo = e PP +BN(D) 1 o=BD(O)*+Bn(0) 4 o=BD(-D*+BN(-1) = o=BD (PN 4 =PN) 4 1. (3.3.4)
Assim, a funcédo de particdo de tentativa ficaria melhor representada na forma

Zoo = 2e PPcosh(Bn) + 1,
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Zo = [2e7PPcosh(Bn) + 1]N. (3.3.5)

Para escrever a equacdo da magnetizacéo através da hamiltoniana de teste H,,, faz-se o
uso da expresséo da energia livre descrita pela equacéo (3.2.14) em termos da fungéo de particao

de (3.3.5). Como 1 é o parametro variacional do sistema, escreve-se a equacdo da magnetizacdo

m através da derivada da eq. (3.2.14) em funcéo deste parametro (m = %aln;i"“)

). Assim, a

magnetizacdo por spin, obtida pela hamiltoniana de teste é dada por

_ 2senh(Bn)
m= 2cosh(Bn) + PP’

(3.3.6)

Com intuito de se encontrar o valor de campo médio da hamiltoniana do modelo
proposto, realizou-se o calculo da energia livre através do teorema variacional de Bogoliubov
(SALINAS, 2005). Entende-se que estes principios propem uma solucdo aproximada dada
pela minimizacdo de @, que é definida por

o = FO + (:]'[ - }[0)0, (337)

em que @ também pode ser representado através da soma da energia F, = —kgTIn(Z,,) com

a média da diferenca das hamiltonianas (H — Hj)o-

Dessa forma pode-se definir a energia livre como

Fo = —kgTIn(2e PPcosh(fn) + 1), (3.3.8)

(H — Hp)o = Z Se~B¥o Z e BHo | =
) s}
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-1

Ze—m Z(—IZSiSHl +DZsi2 —BZ Si—DZSiZ +nZsi)e—Bﬂo =
i i i i i

{s} {s}

-1

z o870 Z (—]Z S.Sis — B 2 S, +1 2 si> o870, (3.3.9)

{s} {S}

onde em (3.3.8) insere-se do lado direito a equacgdo (3.3.5) e, em (3.3.9) se utiliza a definicdo
de média da mecanica estatistica, para solucionar parte de nosso problema. Como se esta

levando em conta a magnetizacao do sitio central i, define-se

Z SiS;,

(ij)

da funcdo (3.1.1) como

>SSt
i

A teoria de Weiss supde que a flutuacdo de cada spin pode ser escrita na forma 8S; =

S; — S;. Desprezando os termos 8S;, tem-se

gNm?
i
Assim, pode-se obter
JgN
(H —Hy)o = ——m + N( — B)m, (3.3.11)

onde, (Z S;) = Nm.
i
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Logo, utilizando a equacdo (3.3.7), a energia livre pode ser reescrita como

JaN

@ = —kgTIn(2e PPcosh(Bn) + 1) + Nm(n — B) — Tmz.
Minimizando &, através de % = 0,tem — se
1IN 0In(Zy,) +Nm 4N om BN Jm [N Jm 0
- m — —BN—— m— =0,
B on on = o Moy
10In(Zyo)
comm = ————,
on

Assim, a minimizacdo em & permite que se obtenha

n =Jqm+ B,

que inserida, novamente em (3.3.6), fornece a magnetizacéo esperada

_ 2senhf(Jqm+ B )
~ 2coshB(Jqm + B) + eBD’

e inicialmente apresentada em (3.2.16).

(3.3.12)

(3.3.13)

Para cada temperatura T encontramos o valor da magnetizacdo m. A figura 9 mostra

uma solucéo aproximada do modelo Blume-Capel para a curva de magnetizagéo em relagéo a

temperatura na aproximacéo de Weiss.
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—®— Magnetismo obtido pela teoria de campo médio
de Weiss (DC/J =1,85;q9=4;B=0)

1,0 4
[~o— MagrelisTodeWass (DU=2 g=4) |
0,8
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0,6 - 08+
m
S )
= 1 06-
= £
0,4
€ o4 ®
1 ®
®
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Figura 9 — Valores da magnetiza¢cdo m calculados para uma rede quadrada de spins S = —1, 0,1, com % =1,85¢e] =
W
1 (curva magenta). A temperatura aproximada para a transicdo de fase se deu a k“% ~ 1,33. No detalhe, observa-se

uma transicéo de fase de primeira ordem para a mesma configuragado de rede utilizando ? =2,0.

E importante ressaltar que, para a solugdo da equacdo (3.3.13) foram encontrados
resultados de m menores que zero. Apesar de serem valores aceitaveis pelo sistema fisico,
foram desconsiderados no gréafico da fig. 9, respostas para m < 0. Sera dada énfase a essas e
outras discussdes a posteriori, através do potencial de Landau.

Com relacédo a transicGes de fase do sistema, nota-se através da curva magenta uma

e . . KB Ty .
transicdo de fase continua que ocorre a uma temperatura tricritica B]T‘ ~ 1,33 obtida a um

A D A T .
parametro T“ = 1,85. A escolha por este parametro se deve a anélise da transicdo de fase

espontanea, obtida pela resolucdo da eq. (3.5.3) com variavel B’ = 0, descrita através do

gréfico da fig. 13. Nessa temperatura o sistema sofre uma transicdo de segunda ordem que &

caracterizada da seguinte forma: em um sistema ferromagnético, sem campo externo, a medida

que se aumenta a temperatura do sistema a magnetizacdo espontanea vai diminuindo até que é

alcancada uma certa temperatura critica e a magnetizacao vai a zero. Ha uma quebra de simetria

nesse momento (figura 10), o que caracteriza uma transicéo de fase continua (SIMOES, 2017).
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Jaacurva azul no detalhe da fig. 9, descreve através da fase descontinua, uma transicao de fase
. . . ~ D . ras

de primeira ordem obtida a um parametro de teste 7= 2,0. Através da temperatura critica desta

transicdo de fase, é possivel distinguir melhor a fase para-ferromagnética na qual o sistema se

encontra.

. ~ . . . I D .
As discussdes que surgirdo mais a frente, evidenciaréo que, para valores de n acima de

D - . o . .~
TC’ teremos uma certa descontinuidade na curva de magnetizacéo, caraterizada pelas transicoes

de fase de primeira ordem.

Para a completeza das analises aqui discutidas, serdo mostrados através da figura 10,
todos os valores da magnetizacdo m em funcdo das temperaturas, donde apenas duas curvas séo
validas. A escolha delas depende da analise da energia livre de Landau nas vizinhancas do ponto

critico a ser apresentada na proxima secao.

® Pontos estaveis do sistema
® Pontos instaveis do sistema
D/J=1,85

1,0 1

0,5

0,0

m/gu,

0,5

-1,0 -

Figura 10 — O grafico mostra todos os valores da magnetizacdo em funcdo da temperatura. As curvas denotam as raizes

positivas, negativas e nula, encontradas através da resolugdo da equacgéo 3.3.13, para uma rede de spins —1,0,1 com
. ~ D D,
namero de coordenacdo q = 4 a um campo B nulo e =T

3.4 Energia livre de Landau

A teoria de Landau para as transicdes de fases continuas baseia-se na introdugédo do
conceito do pardmetro de ordem e no estabelecimento de uma expansao da energia livre em
termos dos invariantes dessa grandeza. Conforme visto na se¢ao anterior, exige-se que a energia

livre seja uma funcdo analitica nas vizinhancas da criticalidade (SALINAS, 2005). Vale
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ressaltar que as transicbes de fases continuas sdo caracterizadas pela divergéncia ou
descontinuidade nas segundas derivadas da energia livre na regido critica. Como exemplo, as
segundas derivadas da energia livre de Helmholtz, ddo o calor especifico (ou seja o calor
especifico com relacio a um volume constante) e a susceptibilidade (SIMOES, 2017).

Muitas vezes é possivel definir o pardmetro de ordem associado a uma determinada
transicdo de diferentes maneiras. Nesta secdo sera feito uso dos calculos da teoria de Landau
para que se encontrem os valores da energia livre dos spins a campo nulo. A expressao desta

energia pode ser escrita na forma (SALINAS, 2005)

9.2

F(T,B) = ®|y—jqm+s = —NkpTIn[2e PPcosh(B(Jqm + B)) + 1] +] (3.4.1)

Seguindo a teoria de Landau, a expressdo da energia livre foi expandida em torno do

pardmetro de ordem m. Proximo a transigdo de fase (m — 0) a expansdo assume a forma
F(T,H,m) = Fy(T) — Hm + A(T)m? + B(T)m* ... . (3.4.2)

Aqui, sera denominado H como o valor do campo externo (nulo) e, A e B constantes positivas

da equacéo.

Deste modo, expande-se a expressao apresentada em (3.4.1) em termos das variaveis
de F. Através do desenvolvimento de alguns calculos chegamos a energia livre de Landau F —
F,. Esta energia representa o potencial termodinamico dos spins da rede —1,0,1, e pode ser

descrita pela equagéo

2 gD
2e”

(qu)4 2ePD 1 2e¢BD )

+m* | —NKT - —
m 8 1+2eBD 3 1+2eBD

| N B (2550 (55 - () ) ¢ () | @99
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Para acompanhar os detalhes do desenvolvimento da equagdo, sugere-se ao leitor que veja o

apéndice E do capitulo 7 deste trabalho.

A equacdo F — F, representa a parte singular do potencial termodinamico de Landau
(SALINAS, 2005) que descreve um funcional do parametro de ordem, cujo minimo operacional
nos da o valor de equilibrio do pardmetro de ordem e da energia do sistema (MIRANDA, 2005),
deduzido nesta secdo para a teoria de campo médio de Weiss. Através da fig.11, obtém-se o

valor aproximado da transicdo de fase do s6lido magnético estudado pela teoria de Weiss.

— Potencial de Landau para o parametro de assimetria
E do modelo Blume-Capel ,% = 1,85; % ~ 1,33

5
F-F_(x10°)

Figura 11 — Potencial termodinamico de Landau em fungdo da magnetizagéo da rede de spins —1, 0, 1 com coordenagéo
q = 4. As duas curvas com concavidades voltadas para baixo (ponto de méaximo local) mostram que o sistema se torna
bastante instavel a uma magnetizacdo aproximada de +0,14. No entanto, as curvas que apresentam concavidades

. . . . ~ . m . ~ kgT,
voltadas para cima revelam que as raizes aproximadas da magnetizacéo pov obtidaa BI £~ 1,33, ocorrem para valores
B

iguais a 0,10, 24.

Os pontos de minimos locais do potencial de Landau, apresentados na figura 11,

apontam trés solugdes para a magnetizacdo g%, sendo duas delas ndo nulas e uma igual a zero.
B

Os resultados confirmam, atraves das raizes da solucdo grafica, que a transicéo de fase para-

- : . KgT - A
ferromagnética do sistema ocorre nas proximidades de % ~ 1,33, utilizando um parametro

de teste % =1,85.
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Grafico da energia livre de Landau —
kgT
C
] 2 1,33

5’0 T ® Pontos estaveis do sistema

b ® Pontos instaveis do sistema
4 5 ] D/J=185

)

-5
F-F, (x 10°)

Figura 12 — A curva do gréafico maior da figura acima, que se apresenta na cor preta, mostra que as raizes da eg. (3.4.2)

P g kgT . - .~
ocorrem param = 0,m, e m_. Os pontos Q e Q" do grafico ﬁ contra% evidenciam que a transicdo de fase ocorre a
B
kgTV . e m kgT _ kgT¥
- 1,33. A curva tracejada de cor azul do grafico (F — Fy) contra o~ mostra que, quando e <
B

, existem

. ~ Lo . kgT _ kgT¥ ~ ‘e -
cinco solugdes possiveis para o sistema. Para e > =5 a solucéo gréafica apresenta apenas a fase paramagnética do

sistema (curva tracejada vermelha do gréafico (F — Fy) contra g%)
B

Os valores da magnetizacdo apresentados na figura 11, podem ser confirmados através

das comparacdes dos graficos da figura 12. Observamos através dos pontos Q e Q’ do grafico

KkgT - - s N
1contra% (no detalhe) que a transicdo de fase do solido ocorreu a mesma magnetizagao
B
descrita pelos minimos funcionais do grafico (F — F,) contrag% do potencial de Landau
B

(curva continua preta).
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3.5 Transicoes de fase e fenbmenos criticos

Conforme visto no final da secdo anterior, a fenomenologia de Landau permite

interpretar as transi¢des de fases nas vizinhangas dos pontos criticos e multicriticos do sistema.

. . A D ,.
Para determinar algumas temperaturas criticas do modelo com pardmetros de testes i diferentes

de 1,85, a equacéo (3.4.2) seré reescrita na forma
Fert=om = A"+ B'm? + C'm* + D'm®, (3.5.1)

em que analisou-se, num primeiro momento, os valores da variavel B’. Para o estudo da

transicdo de fase, € interessante se igualar essa variavel a zero, pois assim se pode obter os

- T T ~
valores da temperatura critica kB]—C do modelo Blume-Capel, utilizando para a equacao,

. A D
diferentes valores de parametros T

Da equagéo (3.4.3) e (3.5.1) faremos

A" =F, = [-NKgTIn(1 + 2¢7FP)],

i N2 -BD
B = |—n, 7 P < 2e )+Iqu'

2 2e7BD 4+ 1 2

c' = :—NKBT (Bj;)4 (223;15]:1) (% B (2:%521)” i

I (Bjq)® [ 2e7FD 1 1/ 2e7PD 2e—BD 2
D' = [_NKBT 24 (Ze‘BD+1) <% -5 (Ze—BD+1) + (Ze_BD+1) . (352)

Para facilitar os calculos a seguir, as variaveis ja conhecidas serdo definidas por variaveis

auxiliares




Assim, (3.5.2) se apresenta da seguinte forma
A" = [-NkpTIn(2e7FP + 1)],

2
B’ = —NJ I%u + %l

6
D' = —N] [22t5u<——1u + u2>l. (3.5.3)

Em concordancia com a descri¢cdo do segundo paragrafo desta secdo, pode-se verificar
que, para que haja uma transicéo de fase espontanea proxima a magnetizacdo nula é conveniente
se estudar B’ = 0. Assim, pode-se reescrever o parametro de assimetria do modelo Blume-

Capel na forma

2q
d = tin (T _ 2), (3.5.4)
donde
y=tey=—1 (3.5.5)
et+2

Para mostrar como foi definido o parametro critico ? da figura 11, faz-se a leitura do

gréfico apresentado na figura 13, obtido pela interseccdo das fungbes de (3.5.5).As
interseccOes obtidas pelo método do gréfico foram determinantes para se encontrar 0 ponto

tricritico do sistema.
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—a|—y=t
—4—y=2Jg/(e”+2)

3,0 1
D/iJ =1

2,5

2,0 4

DA=185
1,5

2,04

1,0

KT/ =133

0,5

0,5

0,04

KTH=133

T T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30

kTH

0,0 4

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
k,TH

Figura 13 — Os graficos da figura mostram os valores distintos do parametro de anisotropia % obtido através de
diferentes temperaturas k:i Observa-se através de % = 1,85 que a transicdo de fase se da a uma temperatura tricritica

. kgTYW
aproximada de - ~ 1,33.

- - ™V . .
Para se fazer uma analise e se verificar o valor de “BTC da figura 13, fizemos B' =0 e

4
C' = 0. Assim, se B’ = 0, temos u = ~ e, se C' = 0 temos, q—;‘<1 — u) = 0, donde u = =. Pela
q 8t3 \3 3

igualdade de u pode-se obter a temperatura critica do sistema, com o nimero de coordenacéo

q=4

t="2=1 (3.5.6)

. . kg T . T
A figura 14 mostra as temperaturas criticas de % nas quais ocorrem as transicdes de

fases de segunda ordem. Os resultados foram obtidos por meio da intersec¢do dos pontos do

grafico da figura 13.
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— Curva kT /J contra D/J com ¢ = 4

3,0 1

2,5 -

2
l_(.)
N2 ponto tricritico T_th

1,85; 1,33

zlo ' 215

1,85
|
T T T T T T T T T !
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

D/J

kgTc

Figura 14 — Os valores encontrados pelas interseccdes das equacdes (3.5.5) determinaram o grafico contra ?. (0]

ponto tricritico ocorre com A’ e B’ iguais a zero e D’ > 0 . O intervalo destacado com a cor magenta (no detalhe)
representa a transicdo de fase de segunda ordem do modelo Blume-Capel, que ocorre também com B’ = 0e D’ > 0.

A figura 14 revela os valores de todas temperaturas criticas possiveis para as transi¢oes
de fase de segunda ordem do modelo. Estas transicdes ocorrem apenas para temperaturas igual

ou maiores que T;_. Os valores de cada temperatura critica e seus respectivos parametros de
D . . . . pn , . . . . .
testes T sdo facilmente identificados através da leitura do grafico maior descrito pela figura

acima (linha cheia azul).
Para ilustrar ainda mais acerca dos fendmenos criticos estudados e confirmar os

resultados aqui obtidos, sera demostrada pela figura 15, a caracteristica da curva continua de

magnetizacdo que descreve a equacao (3.3.13) para o parametro de teste ? =0.
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—=— Curva obtida com parametro-D/J =0;B=0
—e— Ponto que indica T, do sistema

1,0 4

0,8

0,6

m/gu,

02 ;

0,0 4 [

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0
k,TH

Figura 15 — A curva continua do gréfico g%contrakBTT identifica através do ponto azul que a transicéo de fase para-
B

ferromagnética do modelo, com ? = 0, se da nas proximidades de 2,670.

O grafico da figura 15 acima evidencia que a temperatura critica do sistema, com

A D . kgT
parametro de teste 7= 0,se da a uma temperatura de % ~ 2,670. Esses valores foram

descritos de modo bastante eficiente através do gréfico % contra ? disposto na figura 14.

Para complementar o estudo da transicdo de fase para-ferromagnética do sistema, analisou-se
também a transicdo de fase de primeiraordem do modelo.

Como na regido dos pontos criticos os graficos apresentam comportamentos
semelhantes, identifica-se a ordem das transicbes de fase através do comportamento do
parametro de ordem do sistema. Se esse mudar de forma continua entre uma fase e outra, a
transicdo é de segunda ordem, mas se for descontinua, a transicéo sera de primeira ordem.

Conforme revelam estes estudos, a classificacdo da transicdo de fase do modelo BC,
motivada pela teoria de campo de Weiss, fornece respostas adequadas através do estudo da

. e kgT D . . g
energia de Landau. Ao se observar o grafico % contra 7 da figura 14, verifica-se que as
transi¢cOes de fase de primeira ordem ocorrem a temperaturas menores que T, com parametros

. . D __ . D¢
de assimetria T malores que T
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m/gug

— o— Curva de magnetizacdo de segunda ordem - D/1 =0

—o— Magnetismo de Weiss (D/] = 2,01; q = 4)

1,04 104
 Transiado contimaco B = D e Dy] = 1
084 0.8
10
064 o 0,6
iy
o £
E " )
044 2 £ 04+
E o
024 ¥ H 0.2
’ .
00- E—
T T T T T T T 0,0 4 -
0,04 00 05 10 15 20 25
K T T T T T T
T T T T T T T 0,0 0,2 0.4 0,6 038 1,0
0,0 05 1,0 15 20 25 30
kT
kTN

Figura 16 — Conforme mostram os gréaficos acima, o estudo da hamiltoniana estendida para o modelo Blume-Capel
apresenta resultados de transicdes de fase de primeira e segunda ordem. Nota-se que para ?=

0 (linha com pontos laranjas) e? = 1 (linha com pontos verdes) a transi¢do de fase é continua, e apresenta

estado critico a uma temperatura que pode ser bem identificada. A descontinuidade do grafico azul a direita revela a
coexisténcia de g% nas proximidades da temperatura critica. A identificacdo da temperatura de transicao de fase, com
B

? = 2,01, é melhor descrita pelo potencial termodinadmico de Landau.

A respeito da transicdo de fase de primeira ordem, sdo apresentados através do grafico
a esquerda da fig. 17, todos os valores da magnetizacdo do modelo Blume-Capel aplicado a

teoria de campo de Weiss, com ? = 2,01. Os valores de m da equacdo (3.3.13) foram definidos

junto as temperaturas correspondentes.

‘ o Todos valores da magnetizagdo -D/] = 2,01eq =4 ‘ — Magnetizacdo do sistema com D/] = 2,01

i 124 T<Te "

s "\ §
1,0 1 104 0
084 81 X
iy 06 0
054 0,74 | 041 )
|

024

i
0,6 4 | 2 00]

F-F,

02

0,54

)

!

W\ 044
0,44 |

05 034
; 02
,110 -

0,14

T T T T T T
0,0 0,2 04 0,6 08 1,0 00

k,TH 014

1,0 05 00
migu,

Figura 17 — A curva do gréfico (F — Fy) contra ﬁ a direita, mostra através da linha cheia azul que a transicao de fase
B
do sistemase ddam = 0 e m = +0,8468. A linha vertical de cor preta do grafico g% contra k;i no detalhe a direita,
B

. . . . , S KkgT,
evidencia que a transi¢do de fase do sistema é de primeira ordem e ocorre a uma temperatura % ~ 0,79.
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Para se determinar a temperatura critica T, do modelo BC, a pardmetro de teste ? =

2,01, recorre-se aos calculos da energia livre de Landau. O potencial de Landau identificou
através de seus minimos locais (linha cheia azul do grafico a direita), que o valor desta
temperatura, para a rede de spins S = 0, £1 com o nimero de coordenacdo q = 4, ocorrea T, =
0,79. Este valor de temperatura revelou trés solucdes para as magnetizagdes do sistema, sendo
que uma das solugdes descreve m = 0 e duas solugdes identificam m # 0.

Desse modo, a curva de magnetizacdo do grafico a direita da figura 17 deve se apresentar

na forma descrita pela figura 18.

|—e— Magnetismo de Weiss (D/J = 2,01; q = 4)|

1,04 ﬂ
08
06
m
3.
o
E 04
02
0,0 1 (]
T T T T T T T T T T T 1
00 02 04 06 08 10
K TI

Figura 18 — Magnetizagdo ﬁ da rede quadrada de spins S = —1,0,1¢e J = 1. A temperatura aproximada para a
B

. . kgT,
transicdo de fase de primeira ordem se deu a "] £

=0,79.

Assim, encerra-se 0s estudos das transicdes de fases do solido analisado, de modo a

evidenciar que o parametro de anisotropia ? tem um papel fundamental para o estudo de

fendmenos criticos do modelo Blume-Capel efetuada com a aproximacéo de Weiss .
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3.6 Calculos da energia média, da susceptibilidade magnética e do calor
especifico estendido para o modelo Blume-Capel através da
aproximacao de Weiss
Outra quantidade importante a ser estudada € a energia média do sistema. O célculo da

energia média E por sitio, da rede de spins —1,0 1 se da por meio da equagéo

_ 9
E = —g5InZ (3.6.1)

em que a funcdo de particdo Z é dada pela equacdo (3.3.5), sendo n = Jgm + B. A resolucdo

da equacéo acima nos leva a obter o valor esperado na forma

JgNm? 2DcoshB(Jqm)
2 2coshB(Jqm) + eBD’

E=- (3.6.2)

comB =0.

Para o parametro de teste ? = 0, a energia média E obtida pela aproximagéo de Weiss

fornece os resultados apresentados através do método do grafico a seguir.

= Energia média em func¢éo da temperatura
e parametro D/ =0

0,0 4

-0,5 4

Iw -1,0 1

-2,0 4

Figura 19 — Energia média por sitio da rede de spins —1, 0, 1 com coordenacdo q = 4. Com o parametro ? =0acurva

apresenta uma linha de transicdo bem definida.
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Observa-se atraveés da figura 19 que para temperaturas maiores que % ~ 2,670 0s
valores da energia média E tornam-se nulos.

Ao se atribuir valores maiores que zero para 0 parametro de teste ?é equacdo (3.6.2),
observa-se através da figura 20 um aumento dos estados de energia média do sistema. E

. ~ D . .
conveniente lembrar que, os parametros de testes i escolhidos para os calculos que resultaram

nas curvas de energia dos gréaficos da figura 20, sdo iguais a 1,85 e 2,01, e os resultados de m

introduzido na equacdo da energia média E advém dos resultados obtidos das se¢des anteriores.

. . , - . ’ A D ~
Assim, os resultados das energias médias descritos através dos parametros T> 0 séo

apresentados através da figura a seguir.

Energia média com D/J = 2,01
Energia média com DC/J =1,85

1,04

0,8

0,6 +

0,2

0,0 1

-0,2

Figura 20 — Energia média por sitio da rede de spins —1,0,1 com q = 4. Para a realiza¢do do grafico foram elegidos

valores de % = ? = 1,85 (linha vermelha) e ? = 2,01 (linha azul).

Ao se diferenciar a equacdo (3.3.13), obtém-se a equacdo da susceptibilidade magnética
x na forma

_ 2p[ePPcoshB(Jqm + B) + 2]
"~ [2coshB(Jqm + B) + eBP]2 ’

(3.6.3)

1
comf = e
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O grafico da susceptibilidade magnética mostrado na figura 21, revela valores de (guL)z
B

para cada valor de temperatura obtidos através do parametro de teste ? =0.

\ Susceptibilidade magnética - D/J = 0; B = 0

Figura 21 — Resultados das susceptibilidades em relagdo aos valores de cada temperatura referente a rede de spins 0, +1
com q = 4. O pico da curva evidencia que a transi¢éo de fase do modelo ocorre a uma temperatura critica % ~ 2,670.

Para os parametros de teste % =185e % = 2,01, a figura 22 revela que a caracteristica

de cada grafico analisado é dado pela diferenca do comportamentos das curvas nas

proximidades das transi¢Oes de fase do modelo.

Susceptibilidade magnética - DC/J =1,85;B=0
Susceptibilidade magnética - D/J =2,01;B=0

0,25

0,20

0,15

%
(gn,)’

0,10

0,05

0,00

T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

k,TH
Figura 22 — Curvas de susceptibilidades magnéticas referente a rede de spins 0,+1. A curva com parametro % =

A\
1, 85 (linha azul) mostra através do pico uma transi¢do de fase de segunda ordem bem definida akB% ~ 1,33. Acurva

com parametro ? = 2,01 (linha vermelha), descreve que préximo a transi¢éo de fase de primeira ordem, 0s spins se
comportam de um modo diferente quando comparados as transi¢es de fase de segunda ordem.
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As susceptibilidades magnéticas observadas através das figuras 21 e 22 apresentam

picos bem definidos para as transi¢des de fase do sistema. As divergéncias entre os picos das

curvas obtidas a parémetros? = 0 (linha cheia laranja) e % = 1,85 (linha cheia azul), mostram

as transicOes de fases de segunda ordens do modelo (indicados anteriormente pelo parametro

de ordem m da magnetizacdo). A linha cheia vermelha da figura 22, aponta que o

comportamento da curva de susceptibilidade difere das demais curvas de —— contra k‘;—Tpara

(g“B)Z
. E possivel que esta diferenca seja motivada pelo fato da transicio de fase

kBTc
]

valores de “BTT >

ser de primeira ordem.

Outra grandeza de medicdo fisica que tem grande importancia para verificar os dados
experimentais do modelo, é o calor especifico. Em sélidos magnéticos existe uma grande
contribuicdo de energia para a capacidade calorifica no intervalo de temperatura, no qual os
momentos magnéticos se tornam ordenados (KITTEL, 1978). A equacdo desta variagdo de
energia que contribui para a capacidade colorifica do sistema é dada por

OE 1 0E
.= (5)

51) = 1755 (3.6.4)

Para o modelo estudado, a equacéo do calor especifico a volume constante em funcao

da temperatura é obtido através da equacao (3.6.2)

2
1 i(_]qu 2DcoshB(Jqm) ), (3.6.5)

2 2coshB(Jqm)+eBD

1 - C kgT
emque = .— eB = 0.Desta forma, o grafico FV contra % se apresenta conforme mostrado
B

na figura 23.

As curvas descritas através da figura 23, evidenciam as transi¢oes de fases do modelo

tedrico estudado por nos. A curva azul revela que o calor especifico que ocorre nas
.. T . ~ D .
proximidades de kBTC ~ 2,670 obtida a parametro 7= 0, apresenta um resultado bem maior
. A D D . ..
que os obtidos pelos parametros TC =185e 7= 2,01. Percebe-se ainda, que nas proximidades

das temperaturas criticas a variagdo de temperatura € menor para a transicao de fase de primeira
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ordem quando comparada com as transicOes de fase de segunda ordem do modelo.

@ Calor especifico - D/J =0

> Calor especifico - D /J = 1,85
20 - ¥ Calor especifico - D/J = 2,01
1,5 1
z 1,04
O>
0,54
0,0 -
’ 79 1,33
0.79 2,670
Y [
I ' I ' I ' I ' I ' I ' I
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

k,TH

Figura 23 — Curvas de calor especifico através da aproximacgéo de campo médio de Weiss com parametros ? distintos.
Os resultados se referem a rede quadrada de spin S = 0, +1.

Como o efeito do calor fornecido a amostra €, microscopicamente, promover as
transi¢des das particulas do sistema entre os seus diversos niveis (OLIVEIRA; JESUS, 2011),
observa-se através das curvas descritas na figura 23 que as flutuacoes se propagam de um modo
incoerente proximo das temperaturas criticas em que ocorrem as transicGes de fases de segunda
ordem.

Dessa forma, encerra-se 0s estudos das propriedades termodindmicas obtidas pela
aproximacdo de campo de Weiss. Por conseguinte, no proximo capitulo estuda-se o

comportamento do modelo BC através da aproximacéo de Bethe-Peierls.
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Capitulo 4

Estudo do modelo Blume-Capel através da aproximacéo de Bethe-Peierls

A aproximacao de campo médio de Bethe-Peierls consiste em descrever a interacao de
curto alcance de certo aglomerado contendo um spin central sob a agdo de um campo externo
com q spins periféricos sob a acdo de um campo efetivo (SALINAS, 2005). Por considerar as
interacdes entre os primeiros vizinhos, a aproximacdo de Bethe-Peierls constitui-se num
método de grande interesse no estudo de modelos mais sofisticados (STEIN-BARANA,;
YOSHIDA; LIBERO, 2004).

Figura 24 — Aglomerado contendo um sitio central e quatro sitios periféricos.

Neste capitulo, 0 modelo Blume-Capel sera estudado através da aproximacao de
campo médio de Bethe-Peierls. Espera-se que os resultados previstos por esses estudos se
confirmem dentro de nossas expectativas, e que a transicdo de fase do sistema apresente
melhores resultados que o de Weiss, se comparaveis aos resultados obtidos por outros métodos

que estudam modelos semelhantes a este.

4.1 Estudo das transicdes de fase e fendmenos criticos do modelo BC
através da aproximacéao de Bethe-Peierls

Inicia-se nossos estudos elegendo um spin da rede como central, isto é, o da posi¢do

j = 0. Em seguida, sera tratada a interacdo entre ele, S,, e seus g vizinhos, formando um
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aglomerado de q + 1 spins (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004). Para descrever a
hamiltoniana de um modo bem detalhado, considera-se que o spin central S, esteja sob a acéo
de em campo externo B, e que 0s q spins periféricos estejam sob a acdo de um campo efetivo
A, que simula o efeito do restante da rede. Com isso, a equacado (2.4.2) estendida a (3.1.1) se

apresenta na forma
H = —]S, Z S; — BSy + DSp2 — (B+ 1) Z S; + DZ S2, (4.1.1)
i i i

em que os parametros Je D sdo os mesmos da equacdo (3.1.1). Considerando estes

pressupostos, pode-se reescrever a equagao anterior como

H = —BSy + DS2 — (JS, + B + A)Z S, + DZ SZ, (4.1.2)
i i

Para uma rede de spins S = 0, +1, a funcéo de particdo é dada por

7= Z e B = Z eP(BSo-DSE)[1 + 2¢~BPcoshB(JS, + B + )\)]q. (4.1.3)
{s} {s}

Para obter a magnetizacdo m e o campo efetivo A do sistema, imp&e-se hovamente a

condicdo de invariancia translacional descrita pela eq. (2.4.4). Desta forma, tem-se
m = mg, = m;. (4.1.4)
E interessante apontar que a equacdo acima foi descrita inicialmente como S = §]- =S,.

Por conveniéncia, expressa-se a energia E{S} para a configuracdo de spins {S} do

aglomerado, {S} = {So, Sy .-, Sq} através de uma equacao semelhante a (2.4.5) dada por
E{S} = —BSq + DS3 — (JSp + B+ A)(S; + S, + -+ Sq) + D(S? + SZ + --- 4+ 52), (4.1.5)

que levada a magnetizacdo, apresenta-se como
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m, = l SOeBBso—BDS(2,+B(]SO+B+A)(51+SZ+~-~+sq)—ﬁD(s§+s§+---+sa)_ (4.1.6)

S

Conforme visto na secdo (2.4), a magnetizacdo do spin central m, pode ser escrita da

mesma forma que em (2.4.9), ou seja,

S
1
my = - z S, eB(BSo=DS3)[F(S,)]4, (4.1.7)
2Sp=—5
onde
S
F(S,) = Z BUSo+B+1)S;~BDS? (4.1.8)
Sl=—S

A funcéo de particdo Z pode ser reescrita na forma

— BBSo—BDS%+B(JSg+B+A)(S1+So+:-Sq)—BD(SZ+S%+--+53
7= e q a/,

(S}
S

- z eB(BSo-DSB)[E(S,)]9, (4.1.9)

SO=—S
com diferenca de que agora S; = —1,0,1.

A magnetizacdo de um sitio na periferia é dada por

- lz G, @BBSo—BDS+B(ISo+B+A)(S1+S++Sq)~BD(S3 +S3++53)
1 Z 1 )

{s}
1 (q-1)
_ _Z oB(BSo-DS3) Z S, eBUSo+B+1)S1-BDS? (Z eB(Jso+B+x)s—BDsz> '
z So 5: 5
= lz eB(BSo-DSF) M [F(S)]97 Y, (4.1.10)
Z = dy
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onde y = B(JS, + B+ 21). Com a intencdo de eliminar a magnetizacdo m, para encontrar o
campo efetivo A foi imposta a condicdo de autoconsisténcia dada pela equacédo (4.1.4). Ao se

substituir esta equacao pelas equacdes (4.1.7) e (4.1.10), temos uma equacao similar a (2.4.12)

S

z eB(BSo-DS3)[F(S,)]d? lSoF(So) -

So:-S

(4.1.11)

dF(So)]
2o

e para se encontrar o valor do campo efetivo A, tornamos a funcéo F(S,) da equacéo (4.1.8)

para a rede de spins S = 0,1 em
F(So) = [2e7PPcoshB(S, + B+ A) + 1]. (4.1.12)

Considerando B = 0, quando levada a equacéo (4.1.11) obtém-se a seguinte equagédo

ndo trivial para o campo efetivo A

a+a
[(2e=PPcosh(BA) + 1)]9-

BA = 1n{ -+ e‘m}. (4.1.13)

Para a equacao (4.1.13), a é dado por
a = [2ePCPTM 4 1][2ePPcoshB(] + ) + 1]‘1‘1, (4.4.14)

e o se apresenta na forma
o = [-2ePEPTIHY — 1][2e7PPcoshB(—] +A) + l]q_l. (4.1.15)

A magnetizacdo pode ser obtida pela equacdo (4.1.7). Para a rede de spins S =0, +1

e B = 0, obtém-se
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e PP[2e PP coshB(J + 1) + l]q — e PP[2e7PPcoshB(J — 1) + l]q
m =

~ e BD[2e=BDcoshB(J + A) + 1]9 + e~BP[2e~BPcoshB(J — A) + 1]9 + [2e~BPcoshB(A) + 1]9° (4.1.16)

A equacdo (4.1.13) foi resolvida de modo que, a cada valor da temperatura % foi
encontrado um valor para o campo efetivo A, que substituida na equacédo (4.1.16), forneceu os

: N « KgT
resultados aproximados da magnetizacdo m em funcao de %

—&— Curva para-ferromagnéticacomqg=4e D/J=0

1,0 S
0.8 - Canrpo efetivo de Bethe-Peierls estendido perg
’ onmoddo de Bume-Capd comg=4eDJ=0
304
0,64 251
= 201
A%
g 044 _ 15
s
104
&)
0,2 054 6?
7]
00-
0,0 © 05 10 115 20 25 30
kT
I i I i I i I i I i I i I
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

k, T/

Figura 25 — Magnetizacdo obtida pela aproximacdo de Bethe-Peierls estendida para o modelo Blume-Capel com
resultados referentes a rede de spins S = —1,0,1 e numero de coordenacdo q = 4 (curva azul). O detalhe mostra a
acdo do campo efetivo A (curva laranja) sobre os q spins periféricos. O comportamento de ambas as curvas sdo andlogos

. kgT,
e se anulam a uma temperatura aproximada % ~ 2,115,

As curvas dos graficos da figura 25 evidenciam que a transicéo de fase do sistema, com

A D . L1 , .
0 parametro 7= 0, é de segunda ordem. Para completeza de nossas anélises, sera feito

novamente o uso das equagbes (4.1.13) e (4.1.16) donde determinaremos o valor da

temperatura critica do modelo. Comparando os resultados, a posteriori, sera feito o uso do
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parametro de anisotropia% = 2,01 utilizado na eq. (3.3.13) que resultou na descricdo do grafico

da figura 18. Vale a pena mencionar que os resultados do campo efetivo ? e da magnetizacéo

m .
o~ correspondem a cada valor de temperatura considerado.
B

Os graficos da magnetizacao (de cor vinho) e de campo efetivo (de cor verde) contra a
temperatura, descritas pelo grafico da figura 26, revelam através de suas descontinuidades, uma

transicdo de fase bem definida para o sistema.

|—e— Curva para-ferromagnética com D/J = 2,01]

1,0 -
—a— Capo efetivo v J obtic pelo método BP estendido _
para 0 modelo Bume-Capel comDi =201 6]
08 @
34 (&)
0,6 1
24
m
=
o
£ 044 2
1-
0,2 1
04
62 60 62 d4 66 68 {0
0,0 KT
T T T ! L
0,0 0,5 1,0
kBT/J

Figura 26 — Dependéncia com a temperatura da magnetizacdo m para a rede de spins S = 0, +1, com coordenagdo q =
4. Para um parametro ?= 2,01 e J =1, a transicdo de fase do sistema ocorre a uma temperatura critica % ~

0,66375.
Por meio de analises graficas da figura 27, identifica-se que o modelo analisado

s~ . . ~ D D D D
apresenta transicoes de fase de primeira ordem a parametro 7 > TC = 1,88. Quando T < TC =
1,88 observa-se que as transi¢des de fase do modelo sdo de segunda ordem.
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—&— Curva para-ferromagnética com D/J =0
—a— Curva para-ferromagnética com D /J = 1,88

1] —&— Curva para-ferromagnética com D/J = 2,01

[-o— Canpo efetivo J comDIJ = 1,89

r~r—r—r—rrrrrrrrrrr-rTrr
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24
kT

Figura 27 — MagnetizacGes ﬁ obtidas pela aproximacéo de Bethe-Peierls estendida para o modelo Blume-Capel para
B

uma rede de spins 0,+1. O campo efetivo em destaque (curva vermelha) é anélogo a curva de magnetizacdo de cor
magenta. Para temperaturas iguais ou maiores que T = T, = 1,0275 (curva magenta), as transi¢fes se apresentam
como de segunda ordem. Para temperaturas abaixo de T, = 1,0275 0 modelo identifica as transi¢bes de fase de
primeira ordem.

A figura 27 evidencia que a acdo do campo efetivo A, que atua sobre 0s q spins
periféricos, modifica consideravelmente os valores das temperaturas criticas do modelo,
quando comparado aos valores obtidos pela aproximacdo de campo médio de Weiss estendido
para 0 modelo Blume-Capel. Antes de discutir e comparar as teorias de campo médio de Weiss
e da aproximacdo BP, sera realizado, na se¢do seguinte, o calculo da energia média através do

método de Bethe-Peierls na verséo estendida do modelo Blume-Capel.

4.2 Calculo da energia media, do calor especifico e da correlacéo entre spins
vizinhos, pela aproximacéo de Bethe-Peierls estendida para o modelo
Blume-Capel

Para encontrar a energia de equilibrio térmico do sistema, recorre-se ao célculo da
energia média da rede. Como a hamiltoniana BP estendida na versdo de Blume-Capel nédo é

mais de spins independentes (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004) (visto que ela
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contém o termo S,S; que indica a dependéncia entre o aglomerado de spins) calcula-se a

quantidade através da funcéo

_ 1_ ] D
E = N}[ =N S,S, + NZ Sy, (4.2.1)
(ij) J
que pode ser reescrita como
q q
_ JN D e [
E= _NEZ 55, +NNZ 53 = - aS,5: + DS}, (4.2.2)
i=1 i=1

Para o calculo desta média utilizou-se da hamiltoniana descrita em (4.1.1) e da funcéo

canonica de parti¢do de Z da equacgdo (4.1.3). Deste modo, a energia meédia apresenta-se como

(a-1)
F=_ ]?q% S, eB(BSo-DS3) Z 5, eBUSo+B+2)S; ~BDS] (Z eB(ISo+B+7\)Sz—BDS§> 4D Z sz,
SO Sl SZ

S
_q B(Bso-ns3) 9F(So) -1
- iszssoe L FE)I O +
=

g D, 52”0 (s )19, (4.2.3)
sendo aqui, x = B(JSo + B+ 1) e F(Sy) = [2e7PPcoshB(JS, + B + 1) + 1].

A figura 28 compara os resultados da energia média E obtidos pela teoria de campo
médio de Weiss e pela aproximacao de Bethe-Peierls, ambas, estendidas para o modelo Blume-

Capel.
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—— Energia média de Bethe-Peierls com D/J =0
Energia média de Weiss com D/J = 0

0,2 4

0,0
0,2 4
0,4
-0,6 4
-0,8 4
-1,0 4
1,24
1,4 4
1,6 4

-1,8 BP_

T 22115 W_p670
|
_2'2 T T T T T T 1
05 0,0 05 1,0 1,5 2,0 25 3,0

Figura 28 — O gréfico evidencia a energia média E, obtida pela aproximacdo de Bethe-Peierls e pela teoria de campo
médio de Weiss, ambas, em funcdo da temperatura kBTT para a rede de spins S = 0, +1, com nimero de coordenagéo

q=4.

O grafico da figura 28 mostra que a transicdo de fase descrita pela aproximacédo de
Bethe-Peierls (curva roxa) ocorre em uma temperatura mais baixa que a obtida pela teoria de
campo médio de Weiss (curva rosa). Isso era de se esperar, visto que na TEF os spins estdo mais

correlacionados espacialmente. A seguir resolvem-se as equacdes (4.2.3) e (3.6.2) utilizando
A . D P ... P ,
0s parametros de testes criticos TC apresentados no capitulo 3 e no inicio deste capitulo, através

da teoria de Weiss e pela aproximacao de campo BP, respectivamente.

Energia média de Bethe-Peierls com D /J = 1,88

Energia média de Weiss com D /J= 1,85
1,0
0,8 -
0,6
1 0.4 -
0,2 -
004 Ty=133
1 T2'=1,0275
-0,2 - l
T T T T T T T T T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
k T/

Figura 29 — Energia da rede de spins S = 0, =1 com niimero de coordenacdo q = 4. Os resultados comparam os estados
de energia do parametro de anisotropia critico % obtidos pelas aproximagdes de Weiss e de Bethe-Peierls.
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O grafico da figura 29 evidencia as temperaturas criticas do modelo Blume-Capel com

D oo ; . . T
valores de Tc criticos. Nota-se através das curvas gue caracterizam a energia média E, gue ao se

D . ~ . .
elevar os valores de 7 (tanto para a aproximacao de Weiss representada pela linha magenta,

quanto para a aproximacdo BP mostrada através da linha vinho), aumentam também, os
respectivos estados de energia do sistema. Mesmo que D # 0, constata-se novamente, que a
transicdo de fase obtida pelo método de Bethe-Peierls ocorre a uma temperatura menor do que
a fornecida pela aproximacao de campo médio de Weiss para a rede de spins 0, +1 com nimero
de coordenacdo q = 4.

Para complementar o estudo da energia media da rede, atribui-se o valor de parametro

D . ~ , .
de teste 7= 2,01, para ambas as aproximac0es estudadas. Os calculos realizados sob esse

pardmetro descrevem bem a caracteristica das curvas de energia da rede.

Energia média de Weiss - D/J =2,01
= Energia média de Bethe-Peierls - D/J = 2,01

08
0,6
04
02-

0,04

spTW
¥,
‘0,2 T T T T T T

o0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

k.TH

Figura 30 — Energias médias de Weiss e de Bethe-Peierls estendidas para o modelo Blume-Capel utilizando valores de
? = 2,01. A linha cheia verde oliva identifica que o estado energético da transicdo de fase obtido pela aproximacdo BP

continua se dando abaixo do determinado pela da teoria de campo médio de Weiss (linha cheia laranja).

Observa-se através do comportamento das curvas do grafico da figura 30 que os valores

L . : e = KgT
de energia média apresentam resultados acima dos descritos pelos graficos E contra % das

figuras 28 e 29. Fica evidente que este aumento de energia foi estimulado atraves do novo

aumento do pardmetro D (resolvido pelas equacdes (3.6.2) e (4.2.3)). Novamente, verifica-se

que a transicdo de fase de primeira ordem, resolvida pela aproximacéo BP (linha cheia verde),
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apresenta um resultado de T, menor que o obtido pela teoria de campo médio de Weiss (linha
cheia laranja).

Para verificar o processo de transferéncia de calor do sélido estudado, sera realizado o
calculo do calor especifico através da derivada parcial da energia em fun¢do da variacao de
temperatura da rede. Com determinacdo da energia obtida pela equagdo (4.2.3), o calor

especifico, a volume constante, pode ser obtido por

0E 1 OE

“ T TR

(4.2.4)

Utilizando a equacdo (4.2.3) a campo externo nulo, e escrevendo na forma da eq.
(4.2.4), tem-se

Njg 0 — 0 =

sendo aqui S,S; e SZ, 0s mesmos da eq. (4.2.3)

A grandeza proposta como calor especifico permite a obtencdo das curvas mostradas

pela figura 31.

A Calor especifico-D/J =0
® Calor especifico - DC/J =1,88

# Calor especifico - D/J = 2,01

3,0 -
2,8
2,6
2,4
2,2
2,0
1,8 4
1,6 3
1,4

> 1,24
1,0 4
0,8
0,6 4
0,4
0.2
0,0 ]

0,2 ]

CIN

Figura 31 — Calor especifico do modelo Blume-Capel obtido pela aproximagao de Bethe-Peierls. As curvas evidenciam
as coeréncias das flutuagdes das variaveis dinamicas proximo as transigdes de fase do modelo analisado, com paréametros

? distintos.
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Identifica-se através das curvas do grafico da fig. 31, que nas proximidades das
temperaturas criticas, a variacdo de calor especifico, a volume constante, € maior para as
transicOes de fase de segunda ordem (curvas verde e azul) quando comparada com a variagdo
de calor especifico da transicao de fase de primeira ordem (curva rosa). Observa-se ainda, que
nas proximidades das transi¢es para-ferromagnéticas as variagdes de temperaturas séo
menores para a transicdo de fase de primeira ordem (curva rosa) quando comparada com as

transicOes de fase de segunda ordem (curvas verde e azul). Pela leitura do grafico da figura 31
demos também a entender que os parametros de anisotropia % exercem uma influéncia
significativa nos resultados.

Visto as causas de efeito de ? pela aproximacdo BP, passa-se a figura 32 para se analisar
também, o efeito das aproximacdes de campo medio de Weiss e de Bethe-Peierls obtidos a

parametro de teste ? = 2,01.

Calor especifico obtido pelo método de Bethe-Peierls
Calor especifico obtido pela teoria de campo médio de Weiss

C/N
o
()]

1

w_
TV=0,79

T2P=0,66375

T T T T T T T T T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

k,T/J

Figura 32 — Calores especificos do modelo Blume-Capel obtidos pelas aproximagdes de campo médio de Bethe-Peierls
(curva roxa) e Weiss (curva verde) calculados para a rede de spins S = 0,+1 com nUmero de coordenacédo q = 4,

utilizando parametros de anisotropia? =2,01.

As curvas do gréafico da figura 32 evidenciam atraves dos valores maximos de F" que as

transicdes de fase de primeira ordem do modelo Blume-Capel ocorrem a temperaturas criticas
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kg TEX kg TW kgTc

de ~ 0,66375 ¢ ~ 0,79. Nas proximidades de , em que as variaces de

~ . C . . .
temperaturas sdo muito pequenas, o valor de FV varia mais para os resultados obtidos pela

aproximagéo BP (linha cheia roxa) que os conseguidos pela teoria de Weiss (linha cheia verde).
Isso evidencia que proximo a transicdo de fase ha mais energia em transito em virtude da
diferenca de temperatura nas proximidades de XeTe_ ] que nas vizinhancas de — ke Te"

Para complementar estes estudos, calcularemos a correlagéo de primeiros vizinhos da

rede quadrada de spins S = 0, +1, através da seguinte equacdo
Go1 = E S_S_ =
% iSSOeB(BSO-DS@aFa(—EO)[F(SO)](Q‘D —m?, (4.2.6)
donde S,S; ¢ a mesma da equacio (4.2.3) e m igual ao da equagdo (4.1.16).

Ao se resolver a equacdo (4.2.6), para a rede de spins S = 0,+1 com 0 nimero de

coordenacdo q = 4, utilizando parametros de testes ? distintos, obtém-se o grafico na forma

—_—D/J =0
0,25 — —_— D/ = 1,63
-_—D/J =1,88
D/J = 2,01
0,20 -
0,15 -
" 0,10
0,05 -
0:007 T0,66375 1,0275 1,425 2,115
T T T Y T |' T * T T y T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
K T/J

Figura 33 — Correlacéo entre dois vizinhos préximos da rede obtidas pela aproximacédo de Bethe-Peierlscom S = 0, +1
e nimero de coordenagéo q = 4 com parametro de troca J = 1.
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As correlagdes identificadas pela aproximacao de Bethe-Peierls, dispostas na figura 33,

apresentam as descri¢cdes dos resultados obtidos, utilizando diferentes parametros de testes ?.

. n D .
Ao se usar valores maiores que 1,63 para o0 parametro 7» hota-se um comportamento diferente

nas curvas de correlacdo, visto que as linhas representadas pelas curvas azul e laranja diferem
das linhas apresentadas pelas curvas preta e vermelha. Esta mudanca de comportamento decorre
da sobreposicéo de D ao parametro de troca J. Isso revela ainda que, proximo das temperaturas
de transicGes de fase de segunda ordem, os spins estdo bem mais correlacionados e que suas
flutuacdes s&o muito relevantes nos pontos criticos (SIMOES, 2017). Outro ponto notavel da

fig. 33 remete as coincidéncias dos resultados das correlacGes entre spins para temperaturas

keT 1
] 2

kBTC

Presume-se que, mesmo diante de uma certa imprecisdo, proximo ou em T nunca se

poder&o desprezar as flutuacdes espaciais dos spins (STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO,
2004) . Outro ponto que deve ser destacado remete ao fato dessa quantidade ndo poder ser
calculada na aproximacdo de Weiss.

Realiza-se agora, o estudo da susceptibilidade magnética do modelo BC pela
aproximacdo de Bethe-Peierls através da equacdo que é definida por

o 1
X=551% ) SeePER PRSI (4.2.7)
So

em que o termo em evidéncia do lado direito da equagdo é a magnetizacdo m, que na
aproximagco de Bethe-Peierls é dada pela equagdo (4.1.7) e, F(Sy) = [2e7PPcoshB(JS, + B +
A) + 1]. O campo efetivo A de F(S,) é também uma funcdo do campo magnético B. Deste modo

) or : <
x também deve depender de 5 Assim, a equacao se apresenta na forma

X = SSZ S5eP(PSoDSI[F(S,)]

G\ 1
+qp ( 5+ 1) ZZ SoeP(BSoDSH)[F(S,)]9712e BPsenhB(JS, + A + B)
So

10Z

~ 7335 (4.2.8)
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No caso descrito pela eq. anterior, pode-se usar o resultado da eq. (4.2.3) junto com as

equacdes (4.1.7) e (4.1.10), considerando fm, = G;;Z

Dessa forma, reescreve-se a eq.

(4.2.8) como

-5 oA
x = BS3+ap (= + 1) m; — - m, (4.2.8)

a

Devido a condicdo especificada na equacéo (4.1.4), obtém-se
=~ or
X = BS§+qB(£+ 1)m —Z—Bam, (4.2.9)

que representa a equacdo da susceptibilidade magnética de uma rede de spins S = 0, +1 obtida

para 0 modelo BC na aproximacéo de Bethe-Peierls.

A derivada parcial % foi resolvida numericamente para cada valor temperatura % que
substituido na eq. (4.2.8), forneceram valores de x. A figura 34 revela os resultados x para cada
valor correspondente de temperatura T, utilizando parametros de teste ? que determinam a

ordem do sistema.

Susceptibilidade magnética com D/J =0
Susceptibilidade magnética com D /J = 1,88

250 Susceptibilidade magnética com D/J = 2,01
200 -
150
S
3.
22100
50 -
0 - — —— —
, 0,66375 1,0275 2,115
-50 T T T & T l‘ T T T T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
k, T/J

Fig. 34 — Curvas de susceptibilidades magnéticas obtidas pela aproximagédo de Bethe-Peierls para uma rede de spins

. A . KT : o
S =0,1+1. As divergéncias dos comportamentos das curvas que ocorrem proximas de ‘; £, indicam as ordens de

transicdes de fase do modelo.
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Os resultados das susceptibilidades magnéticas do método BP obtidos em fungdo de
cada temperatura sdo bem descritos pelas curvas do grafico da figura 34. Os altos valores de

susceptibilidades das curvas marrom e verde indicam que as transi¢cfes de fase para-

" : . KgT «
ferromagnética do modelo atingem seus valores maximos em % Quando séo comparados as

curvas de susceptibilidades do gréfico da figura 34, observa-se que a curva laranja, que
representa a transicdo de fase de primeira ordem do sistema (identificado pelo parametro de

X

G Na fase
B

ordem ﬁ) apresenta um comportamento diferente para valores de
B

paramagnetica.
Vale a pena apontar que a variacdo de susceptibilidade magnética da curva laranja
ocorre num intervalo de temperatura muito pequeno em torno da transicdo de fase do modelo.

Esse intervalo pequeno de variacdo de susceptibilidade revela que hd uma reorientacédo radical

dos spins nas proximidades de % = 0,66375.

Este capitulo conclui que as analises cléassicas dos processos termodinamicos realizados
pela aproximacdo de Bethe-Peierls estendido para o modelo Blume-Capel apresentam

resultados de transicGes de fases bem interessantes para o estudo da teoria de campo médio.
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Capitulo 5

Conclusao

No inicio deste trabalho, estudou-se a transicdo de fase de sistemas para-
ferromagneticos através da teoria de campo médio de Weiss e da aproximacéo de Bethe-Peierls
aplicadas ao modelo de Ising 2D. A escolha por estes trabalhos deve-se a uma boa descrigdo
dos resultados apresentados atraves das teorias de campo médio quando comparadas as
descricdes da transigdo de fase exata obtida por Onsager em 1944,

Estes métodos foram de boa base para o estudo de um modelo de sélido magnético
conhecido como modelo Blume-Capel. Por fornecer bons resultados e ser um dos modelos mais
estudados na mecénica estatistica, foram calculadas propriedades termodindmicas como
magnetizacdo por particula, energia média, calor especifico, susceptibilidade magnética e a
correlacdo entre pares de vizinhos proximos da rede. A contribuicdo para a area se deu por meio
dos resultados obtidos pelo estudo do modelo Blume-Capel através da aproximacéo de Bethe-
Peierls.

A primeira propriedade termodindmica do modelo BC estudada, foi a magnetizagéo por
particula. Os calculos da magnetizacdo deste modelo foram realizados atraves da aproximacao
de Weiss em uma rede de spins S = 0, £1 com numero de coordenacdo q = 4. Para intensificar
ainda mais as discussfes, descreveu-se, através do potencial termodinamico da teoria de

Landau, a transicdo de fase para-ferromagnética do sistema. A magnetizacdo m descrita em
. n .. . . .. kgT
funcdo dos parametros da energia livre de Landau determinou que a temperatura tricritica %

. o . kgTW N .
do modelo BC na aproximacéo de Weiss ocorreu a % ~ 1,33. Para a realizacdo dos célculos

- ~ s D
que resultaram neste valor de temperatura, utilizamo-nos do parametro de teste critico TC =

1,85. Além da magnetizacdo, outros fendmenos termodindmicos foram estudados para o
modelo BC através desta teoria de campo médio, mas a priori nos ativemos ao valor da
magnetizacdo m do modelo.

O proximo fato deste desenvolvimento foi a resolugdo dos céalculos das magnetizagdes
m, € m; do modelo Blume-Capel, realizado atraves da aproximacao de campo médio de Bethe-
Peierls. A condicdo de autoconsisténcia do modelo permitiu identificar a equacéo e os valores
do campo efetivo do sistema, necessarios para o0s calculos dos demais processos
termodindmicos estudados neste trabalho. Os resultados da magnetizagdo m do modelo Blume-
Capel, aplicados a teoria de campo médio BP, identificaram que o valor da temperatura
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s . . kgTEP - A
tricritica, que determina a ordem do sistema, se deu a % ~ 1,0275, utilizando o parametro

de teste % = 1,88.

A comparacdo dos resultados deste estudo aos de SILVA; CAPARICA; PLASCAK
(2006), pode ser verificada atraves da tabela 1. Nota-se que as respostas apresentadas para as
transicOes de fase do modelo BC na aproximacdo de Bethe-Peierls descreveram melhores
resultados que os obtidos pela teoria de campo médio de Weiss. Isso era de se esperar, visto
que os spins estdo mais correlacionados na aproximacdo de campo médio BP do que na TCM
de Weiss.

Meétodos Weiss BP Wang-Landau
D, 1.85 1.88 1.966
j
kg Tic 1.33 1.0275 0.609
J

Tabela 1 — Pontos tricriticos do modelo Blume-Capel obtidos pelas teorias de campo médio e pelo método de simulacdo
de Monte-Carlo.

Apesar da melhoria apresentada pelo método BP, observou-se que ambas aproximacdes

indicam valores de % acima do estimado por SILVA; CAPARICA; PLASCAK (2006). A

técnica de simulacdo baseada em um método Monte-Carlo, introduzida por Wang e Landau,
para 0o modelo BC, apresenta excelentes resultados de transi¢Ges de fases para uma rede de spins

S =0,%1. A ordem dessa transi¢do é identificada através dos pontos tricriticos, que para o

, . o . k
método de simulacdo de Monte-Carlo ocorre a uma temperatura tricritica %: 0,609

utilizando DT — 1,966.

Em face dessas informagdes, os resultados mostram que a temperatura tricritica obtida
pela teoria de campo medio de Weiss apresenta uma diferenca de 118,4% e a descrita pela

aproximacdo BP aponta uma dessemelhanca de 68,7%, quando comparadas ao metodo de
Wang-Landau. A tabela 1 evidencia também, que os valores distintos de % foram obtidos

através de diferentes valores de campos cristalinos.
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Para verificar se os demais resultados descritos através das transi¢cGes de fases obtidas
pela teoria de campo médio de Weiss e pela aproximacao de Bethe-Peierls estendidas para o
modelo BC se deram de maneira satisfatoria, foram realizadas diversas analises comparativas

ao método computacional de Wang-Landau Monte-Carlo. Como o valor da temperatura critica
W
de Weiss kB% ~ 0,79, obtida através do campo cristalino? = 2,01, descreve melhor a fase do

solido através potencial termodindmico de Landau, considera-se prudente realizar as demais

comparacOes de transigcdes de fases descritas neste trabalho, ao resultado de Wang-Landau

Monte-Carlo (ver tabela 2) com valores de ? = 2,0.

Comparacéao entre os resultados das linhas de segunda e primeira ordem com 0s
resultados anteriores obtidos pela técnica de escala de tamanho finito.

D kgT Ordem de
J J transicao
Ref. [42] Ref. [43] Wang-Landau

-0.5 1.794 1.816 Segunda
0.0 1.695 1.681 1.714 Segunda
0.5 1.567 1.584 Segunda
1.0 1.398 1.413 Segunda
15 1.150 1.155 Segunda
1.87 0.800 0.800 Segunda
1.9 0.764 0.755 Segunda
1.92 0.700 0.713 Segunda
1.95 0.650 0.651 Segunda
1.962 0.620 0.619 Segunda
1.969 0.600 0.596 Primeira
1.99 0.550 0.555 Primeira
1.992 0.500 0.499 Primeira

Tabela 2 — Resultados de transicdes de fases do modelo Blume-Capel através do método de simulacdo Wang-Landau
Monte-Carlo descritos por SILVA; CAPARICA; PLASCAK (2006) utilizando de diferentes parametros de testes ?.

A ultima linha da quarta coluna da tabela 2 mostra que, a transicdo de fase do modelo

Blume-Capel, realizada através do método de Wang-Landau ocorreu a uma temperatura critica
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kg TWL

]
= 2,0.

de = 0,499 na presenca de um campo cristalino ? = 1,992, ou seja, 0 mais proximo de

b
J

Os resultados obtidos com parametros de testes ? = 2,0 revelam que a diferenca entre

kg T¢/

as temperaturas criticas identificadas pela teoria de Weiss é de aproximadamente

WL
58,3% quando comparada akB%. Ja o resultado obtido pela aproximacdo BP apresenta uma

diferenga aproximada de 33% em relagdo a temperatura critica de Wang-Landau. Ambas

. o . . kg TWL
aproximacdes estdo acima de

, porém a de Bethe-Peierls apresenta resultados melhores.

As demais propriedades termodindmicas do modelo Blume-Capel obtidas pelas teorias
de campo médio apresentadas neste trabalho, evidenciam resultados bastante satisfatorios
quando comparados aos resultados de SILVA; CAPARICA; PLASCAK (2006), porém o0s
descritos pelo método de Bethe-Peierls sdo melhores que os apresentados pela teoria de campo
de Weiss. Os estudos revelaram que a melhoria dos resultados obtidos pela aproximacdo BP
vem do fato da hamiltoniana do modelo levar em consideracdo o produto entre os termos de
flutuacGes espaciais entre os spins da rede, resguardando entdo a correlacdo entre esses spins
(STEIN-BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004). E conveniente destacar que a interacdo do
spin central com seus q primeiros vizinhos periféricos, que estdo sob a acdo de um campo
efetivo, também foram responsaveis por estas melhoras.

Desta forma, através deste trabalho concluiu-se que as teorias de campo médio
apresentam resultados interessantes para 0 estudo de modelos, incluindo o modelo Blume-
Capel, e espera-se que através deste, sejam desenvolvidos novas propostas de estudos que
contribuam para as melhorias das transi¢oes de fase do modelo. Além dessas propostas, deixou-
se, como sugestdo aos estudantes com afinidades no desenvolvimento de equages numéricas
e manipulagdes de softwares, o estudo das aplicacbes dos formalismos termodindmicos

utilizados neste trabalho, para outras redes de spins com diferentes nimeros de coordenacdes

qg.
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Capitulo 7
Apéndices

Apéndice A - Equacao exata obtida por Onsager em que mostra que a

(STEIN-BARANA;

temperatura critica na rede quadrada e dada por 2kgT; = ﬁ

YOSHIDA; LIBERO, 2004).

—— Resultado exato obtido por Onsager
H=0

0,5

0,4

0,3 4

m/ghg

0,2 +

0,1

0,0

0,0 0,2 04 0,6 0,8
k T/J

Figura 35 — Grafico remete a magnetizagéo exata de Onsager, 1944.

Para a curva em questdo foi utilizada a equacéo

1

8

M=21(1- + ,
2 senh“[;(lq)]

para uma rede de spins S = %e q=4.
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Apéndice B — Formula exata para o modelo de Ising S = i% na rede quadrada (STEIN-

BARANA; YOSHIDA; LIBERO, 2004).

ParaT < T, tem-se

kgT. 0,5
= = 0,567296. (7.2)

J (ln(\/f + 1))

Apéndice C — Lei de Curie-Weiss para o ferromagnetismo (T > T¢) (KITTEL,
1978)

Curva da susceptibilidade magnética de Curie-Weiss |

° Comportamento |

=| =
2 complexo

Figura 36 — Dependéncia da susceptibilidade magnética com a temperatura para materiais ferromagnéticos

onde a curva é caracterizada por

, (7.3).

sendo T a temperatura, T, a temperatura de Curie e C a constante de Curie.
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Apéndice D — Desenvolvimento da equagdo para o campo molecular A de Bethe-

Peierls, com S = % (2.4.12)

q-1
2coshg (JSo + 7\)> =0,

3 (esnB0(-3) ) - swB0 (D)0 (onBO (-3 ) -
5 (e 13) ) 306 )] (2r206) )

\l/
+

f
(o)) sl (o))

—e‘g( +1) 2cosh
q-1
—e_%J’E _ cosh%(% + A)
—e%’f% cosh % (% — )\)
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coshg (l + ?\)

BA = (q— Dln 5 ? (7.4)
cosh 5 (7 - 7\)
Apéndice E — Expansao da funcéo F(T,B) de (3.4.1) paraam = 0
_ _ ~BD INg ,
F(T,B) = ®|yjqm+s = —NkpTIn[2e PPcosh(B(Jgm + B)) + 1] + —-m*. (7.5)

Am_ ,—Am
Sendo BJq = A, B =0 (campo externo nulo), e cosh(Am) = % a relacéo de

cosseno hiperbolico, expande-se o primeiro termo do lado direito da expressdo (7.5) e
apresenta-se as passagens necessarias a energia livre de Landau descrita em (7.12).
Assim

(Am)? N (Am)® N (Am)* N (Am)® N (Am)® N

eAM 4+ e™AM ~ 1 + (Am) +

2! 3! 41 5! 6!
(Am)?  (Am)* (Am)* (Am)*> (Am)®
I—m+ =t 5 T e (7.6)
que reagrupado, apresenta a seguinte forma
(Am)?  (Am)* (Am)°®
A -Am
eAM 4 ¢ m~2<1+ TR TR I (7.7)
ou ainda
(Am)?  (Am)*  (Am)°®
2cosh(Am)z2<1+ T + a0 + a ) (7.8)
em que

ln[Ze‘BD(cosh(B]qm)) + 1] = In [Ze‘BD (1 + (A:!l)z + (A:)4 + (A:)G) + 1], (7.9

com 2e~ PP = B,
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Rearranjando a equacdo (7.9), tem-se

In

B /(Am)? (Am)* (Am)®°
(B+1)<1+B+1< TR TR ))]

2 4 6
(Am)? | (Am)* | (Am) >>

B
=ln(B+1)+ln<1+B+1< T 2 ol

2 3
Pelas séries de expansdo, para y = 0, tem-se também que, In(1+y) =y — y? + y? -

_ B ((Am)?  (Am)* & (Am)®
---,sendOy—B—H( TR TR )

Onde In[2e"PPcosh(B(Jqm + B)) + 1], da equacdo (7.5), assume

o+ -+ () (G 2, Y
) (o o, Gty
Al o

que pode ser reescrita da seguinte forma
e [ e[ B ]
o [ () o) | o

Assim, a energia livre de Landau F — F,, é dada como

‘N2 -BD
F — Fo = m? l—NkT (o) ( 2¢ ) + ]qu

2 1+ 2eBD 2
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iq)*/ 2eFD 1 2e~PBD
tm* | —NKT (Bja) 1 [ 2
8 \1+2eBD/\3 \1+42eBD

6| _ Bj@® ( 2e7BP (1 1/ 2e7FP 2eBD \?
tm I NKT 24 (1+2e-3D) 30 2(1+2e-3D) +(1+2e-f3D) ) (7.12)

Apéndice F — Desenvolvimento dos calculos da fun¢do de particao Z da teoria de
campo médio de Bethe-Peierls estendido para o modelo Blume-Capel, com S = 0,+1
(4.1.3)

Z= Zexp(—B?—[) = > exp|B| (S, + B +7\)Zsi —DZSi2 ,
{si} {513 i i

exp | (]50+B+A)Zsi—DZSi2 ,

$1,52,Sq

= {Z exp[(BJSo + BB + BA)S — DSZ]},q

S

= Z[l + 2e7PPcosh(JS, + B + A)]q. (7.13)
{s}

Apéndice G — Calculos da equacéo do campo efetivo A de Bethe-Peierls estendido

para o0 modelo Blume-Capel,comS = 0,+1 (4.1.11)

S

D> e8BsoDSR(s,)ja! [SOF(SO) -

So=-s

dF(SO)] =0, (7.14)

dy

levando a fungéo F(S,) = 2e BPcoshB(JS, + B + A) + 1 da eq. (4.1.12) a equagio 7.14, tem-

Se

S
Z eP(BS0=DSE)[ 26 B coshB(JS, + B + A) + 1]q_1
So=-s
d (1 + 2ePcoshB(JS, + B + 1))
dy

So(2e7PPcoshB(JSy + B+2A) + 1) — =0, (7.15)
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d(1+2e_BDcoshB(]SO+B+A))

3 , comB = 0 considera-se
Y

sendo y = B(JSy, + B+ A). Derivando

S

Z eB(-058) 26" coshB(JS, + A) + 19

So:-S

[So(2e7PPcoshB(JS, + A) + 1) — 2e7PPsenhB(JS, + A)] = 0, (7.16)

que resolvida para a rede de spins S = 0 + 1, fornece equagéo transcendental A na forma

a+ o
BA = ln{[1 T+ 26 PPcosh(BR)]at T e—m}, (7.17)
em que
o = [2eBCDI-M) 4 1][2e BPcoshB(J + 1) + 1|7, (7.18)
(5]
o = [~2ePCDI+D — 1][2e BPcoshB(—] +A) +1]7 . (7.19)
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