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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estudar propriedades espectrais uniformes
de operadores de Schrodinger discretos, unidimensionais, com potenciais Sturmianos.
Baseando-se em trabalhos da literatura, demonstra-se que esses operadores possuem espec-
tro puramente singular continuo, suportado sobre um conjunto com medida de Lebesgue
zero. Mostra-se também que, em relacdo a medida de Hausdorff, os referidos operado-
res com potenciais Sturmianos gerados por nimeros de rotagao de densidade limitada,

possuem espectro puramente a-continuo com « € (0, 1).



Abstract

The present work intends to study uniform spectral properties of discrete one-dimensio-
nal Schrodinger operators with Sturmian potentials. Based on studies in the literature, it
is shown that these operators have purely singular continuous spectrum supported on a set
with Lebesgue measure zero. It is also shown that, for Hausdorff measure, such operators
with Sturmian potentials generated by rotation number of bounded density have purely

a-continuous spectrum with o € (0,1).



CAPITULO

I

Introducao

A teoria espectral de operadores de Schrodinger tem sido objeto de estudo de varios
pesquisadores, por se tratar de um assunto importante e relevante para a area de Fisica-
Matemética. A Mecanica Quéantica utiliza a Anéalise Funcional como uma ferramenta
essencial para o estudo da teoria espectral. Neste trabalho vamos estudar o tipo espec-
tral de operadores de Schrédinger 1D com potenciais Sturmianos, sendo esses modelos de
extrema importancia na Fisica, pois representam estruturas quase-cristalinas unidimen-
sionais (veja [24, 41]).

Consideremos uma rede unidimensional representada pelo conjunto dos nimeros intei-
ros Z e em cada vértice j € Z colocamos um atomo n; que gera um potencial V(j) € R.
Na chamada aproximagao tight binding, o Hamiltoniano de um elétron nesse ambiente é
dado por

(Hu)(n) =u(n + 1) +uln — 1)+ V(n)u(n), u € *(Z). (1.1)

Matematicamente, este modelo é conhecido como o operador de Schridinger discreto 1D.
Nesse caso o Laplaciano dicreto é o operador diferenca finita A = —u(n + 1) — u(n — 1),
que é limitado. Neste modelo supoe-se que nao ha interagoes entre os elétrons e que os
atomos estao fixos na rede. Supondo que o potencial V' assume apenas um nimero finito
de valores reais, temos que H é um operador limitado e auto-adjunto e, portanto, seu
espectro ¢ um conjunto compacto da reta (veja [16]).

Um caso que no ultimos anos tem atraido grande interesse, tanto de fisicos como de
matematicos, ¢ o estudo de operadores do tipo (1.1) em que os potenciais V' pertencem
a uma classe que fica entre os potenciais perioédicos V), (que induzem espectro absoluta-
mente continuo) e os potenciais aleatorios V, (que induzem espectro pontual) e, algumas
vezes, sao matematicamente modelados por sequéncias quase-periddicas. O estudo de
operadores da forma (1.1) com potenciais quase-periodicos teve especial motiva¢ao apos a
descoberta experimental de estruturas quase-cristalinas (que sao estruturas em que os ato-

mos nao estao dispostos nem de maneira peridédica, como num cristal, e nem de maneira
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aleatoria, como num material amorfo). Um dos interesses nessas estruturas ¢ investigar
as propridades de difusao elétrica dos quase-cristais.
Matematicamente, o espectro do operador H, denotado por ¢(H), é definido como o

complementar do conjunto resolvente

p(H)={E €C:(H—EI)"" éum operador linear limitado}.

Os valores de E para os quais a solugao de Hu = Eu pertence ao espaco de Hilbert (%(Z),
sao os autovalores de H, e o fecho do conjunto de autovalores é chamado espectro pontual
de H, denotado por o,(H). O restante do espectro é o espectro continuo, denotado por
o.(H), que pode ser decomposto em espectro absolutamente continuo o,.(H) e espectro
singular continuo o¢.(H), de acordo com a decomposigao de Lebesgue da parte continua
da medida espectral de H (veja [17]). Na Fisica os niveis energéticos de um atomo ou de
uma molécula sao chamados de espectro.

O proposito deste trabalho é estudar em detalhes o espectro de operadores de Schro-
dinger com potenciais Sturmianos, que sdo gerados por rotacoes na circunferéncia S*.

Mais precisamente, estudamos o espectro de cada operador de Schrodinger da familia:

(Hyppu)(n) =u(n+1) +uln — 1) + A\ s(n)u(n), u € *(Z), (1.2)

com o0s potenciais Sturmianos
Vos(n) = Xp—0,)(nd + 8 mod 1), (1.3)

em que 0 € (0,1) é um namero de rotagao irracional, 5 € [0,1) é a fase, A € R\ {0} é a
constante de acoplamento e "mod 1" representa o resto da divisao de nf + 5 por 1 onde
o quociente de tal divisdo é um ntmero inteiro (veja [34]).

A familia de operadores de Schrodinger H, g g, definidos por (1.2) com os potenciais
Sturmianos (1.3), descreve um modelo padrao de quase-cristais unidimensionais e tem sido
estudada em varios artigos. Esta fornece uma generalizacao natural da familia Fibonacci
de operadores, que corresponde ao ntimero de rotacdo fp = (v/5 — 1)/2, chamado razdo
adurea. Esses operadores tem chamado a atencao, pois eles exibem espectro puramente
singular continuo, suportado sobre um conjunto com medida de Lebesgue zero, para
todos os parametros A, 0, 3, além de possuirem propriedades espectrais notaveis. Tais
propriedades sao convenientemente estudadas no ambito de operadores aleatérios. Para
isso, fixamos A, ¢ e consideramos a familia (em /) de operadores (Hjyg5)sc[0,1), & qual
é uma familia ergddica discreta. A demonstracao de que o espectro desses operadores
¢ puramente singular continuo estd baseada nos trabalhos [1] e [11]. Estende-se uma
aproximagao usada por Siito [42] no caso Fibonacci, levando-se em conta propriedades
particulares das sequéncias Sturmianas.

Obtém-se uma identificagdo completa do tipo espectral do modelo (1.2) com os po-

tenciais Sturmianos (1.3), descrita no teorema abaixo (veja [11]).
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Teorema 1.1. Para todos os pardmetros A, 0, 3, o operador Hy g g definido por (1.2)-(1.3)
tem espectro puramente singular continuo, suportado sobre um conjunto com medida de

Lebesque zero.

A demonstragao do teorema acima segue da auséncia dos espectros pontual e absolu-
tamente continuo, de acordo com a classificagdo espectral (veja [17]).

Para demonstrarmos a auséncia do espectro absolutamente continuo considera-se o
expoente de Lyapunov, que indica a taxa de crescimento exponencial da norma das ma-
trizes de transferéncia. Mostra-se que o espectro de H) g g coincide com o conjunto das
energias onde o expoente de Lyapunov se anula. Devido a ergodicidade e minimalidade
da familia (H)yg,5)gcp,1), mostra-se, a partir de resultados importantes obtidos em [29]
e [32], que o espectro de cada operador dessa familia tem medida de Lebesgue zero e,
consequentemente, a auséncia do espectro absolutamente continuo.

Para demonstrarmos a auséncia do espectro pontual usa-se o formalismo das matrizes
de transferéncia, uma ferramenta bésica no estudo das propriedades espectrais de mo-
delos unidimensionais desse tipo, em que o estudo das propriedades espectrais de H) g g
recal no estudo de produtos de matrizes 2 x 2, chamadas matrizes de transferéncia. A
partir do trago dessas matrizes obtém-se um sistema dindmico, denominado aplica¢ao
traco. Utilizando um lema técnico, chamado lema da particao, e uma versao do Argu-
mento de Gordon 2-blocos estima-se o crescimento das solu¢oes da equacao de autovalores
associadas a energias do espectro.

Quando as propriedades "auséncia de espectro pontual" e "espectro com medida de
Lebesgue zero" sao obtidas para um modelo de Schrédinger com potencial aperiédico
assumindo um numero finito de valores, resulta que o espectro deste operador é puramente
singular continuo [12]. Os operadores de Schrédinger H) g s definidos por (1.2), com
potenciais Sturmianos (1.3), sdo exemplos em que ocorrem estas propriedades espectrais.

Rogers e Taylor 38, 39| desenvolveram uma teoria de decomposi¢ao de medidas Bo-
relianas com relacao as medidas de Hausdorff. Estas medidas sao fundamentais na in-
vestigacao do tipo espectral, pois com elas podemos classificar conjuntos com medida de
Lebesgue zero. Em particular, para cada o € [0, 1], uma medida Boreliana finita p pode
ser decomposta de modo inico como i = fiae + fas, S€NdO fih. Uma medida a-continua
(isto é, piac(S) = 0 para todo Boreliano S com medida de Hausdorff h%(S) = 0) e fias
uma medida a-singular (isto é, existe um Boreliano S com pas(R\ S) = 0 e h*(S) = 0).
Medidas a-continuas sao limites de medidas uniformemente a-Holder, e este é um elo
muito importante (veja Capitulo 2 - Segao 2.7).

Dizemos que uma medida Boreliana g ¢ uniformemente a-Hélder, para a € [0, 1], se
existe uma constante C' de forma que p(l) < C|I|*, para todo intervalo I com || < 1.
Estamos interessados no caso em que p representa medidas espectrais.

Apresentaremos a demonstracdo de que para os potenciais Sturmianos (1.3), com ni-
meros de rotacao de densidade limitada, existem cotas superiores e inferiores do tipo

Ci1L" < |u||; < CyL™, onde ||u||; denota a norma de u sobre um intervalo de compri-
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mento L > 1, com L suficientemente grande, para todas as solucoes u da equagao de
autovalores, com condigdes iniciais normalizadas (veja [8, 11]). Com estas estimativas é
possivel caracterizarmos, tomando a = %, o0 espectro a-continuo de H) g3 (que, por
definigao, é o espectro de H) g g restrito ao subespago (*(Z) . = {¢: 1y € o — continua}).
Para isso usaremos uma ferramenta importante, que sera demonstrada na Secao 5.2, co-
nhecida como desigualdade de Jitomirskaya-Last (veja [26]). Mais precisamente, sera

apresentada a demonstragao do seguinte resultado [11]:

Teorema 1.2. Seja 6 um numero irracional de densidade limitada. Entao para todo
A # 0, existe a = a(\,0) > 0 tal que para todo B € [0,1) e toda ¢ € (*(Z) de suporte
finito, a medida espectral para o par (Hy g, ¢) € uniformente a-Hélder. Em particular,

Hgp 5 tem espectro puramente o-continuo.

No Capitulo 2 introduzimos alguns conceitos preliminares para o nosso estudo sobre
o modelo de Schrédinger com potenciais Sturmianos. Dividimos o mesmo em sete se-
¢oes onde estudamos algumas propriedades desses potenciais, tais como a decomposi¢ao
do numero irracional # em fracoes continuadas, e entao encontramos uma aproximagcao
racional ’;—: para esses potenciais. Apresentamos também um lema muito importante cha-
mado lema da particao, que nos permite particionar a sequéncia Vj s em blocos s, ou
Sn—1. Nas proximas secoes definimos para o operador de Schrodinger discreto a equa-
¢ao de autovalores e, a partir desta, obtemos as matrizes de transferéncia associadas ao
operador. Considerando a limitacao do trago das matrizes de transferéncia associadas ao
operador com potencial Sturmiano, estudamos féormulas recursivas para tais matrizes, a
fim de obter uma relacao recursiva para seus tracos e assim definimos um sistema dina-
mico chamado aplicagao trago, cujo estudo é importante tanto para exclusao do espectro
pontual, quanto na propriedade do espectro possuir medida de Lebesgue zero. Apés isto,
definimos as m-func¢oes de Weyl-Tichmarsh, as medidas de Hausdorff e a-derivada supe-
rior de uma medida, onde enunciamos um resultado que caracteriza os conjuntos onde as
medidas fiac, ftas €StA0 concentradas.

No Capitulo 3 estudamos alguns conceitos basicos sobre a teoria ergddica de uma
familia de operadores de Schrédinger. Devido a teoria de Kotani, é possivel excluir o
espectro absolutamente continuo de operadores de Schrodinger com potenciais aperiddi-
cos assumindo um ntimero finito de valores. Aplicamos este resultado para os potenciais
Sturmianos, os quais geram uma familia de operadores de Schrédinger estritamente ergo-
dica, em que o estudo espectral consiste em analisar somente o espectro pontual e singular
continuo.

O Capitulo 4 consiste no estudo do comportamento das solugoes da equacao de autova-
lores para os modelos Sturmianos. Obtemos estimativas do tipo C1 L™ < ||u||, < CyL7?,
com L > 1 suficientemente grande, para energias no espectro e para todas as solugoes
u, com condigoes iniciais normalizadas, da correspondente equagao de autovalores. Uti-
lizando uma estimativa que implica na limitacao inferior de tais solucoes, obteremos a

auséncia do espectro pontual dos operadores definidos em (1.2). Portanto, utilizando a
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auséncia do espectro absolutamente continuo (demonstrada no Capitulo 3) juntamente

com a auséncia do espectro pontual, apresentamos a demonstragao do Teorema 1.1.
Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos a demonstracao do Teorema 1.2. Para isso

utilizamos as estimativas que obtivemos para o modelos Sturmianos no Capitulo 4 e a

desigualdade de Jitomiskaya-Last, que serd demonstrada na Segao 5.1.



CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo discutiremos alguns resultados e defini¢oes preliminares que serao uti-
lizados nos proximos capitulos. Tais resultados serao importantes nas demonstragoes dos

Teoremas 1.1 e 1.2.

2.1 Propriedades dos potenciais Sturmianos

Neta secao vamos tratar de algumas propriedades dos potenciais Sturmianos, bem
como a expansao do niimero irracional 6 em fragoes continuadas, sua aproximagao racional
e a decomposigao do potencial em palavras canonicas, as quais obedecem algumas relagoes
recursivas.

Dado o namero de rotagdo # € (0,1) irracional, temos a sua expansao em fragoes

continuadas (veja [28, 31]):

1

1
a
R

9:

= CL17CL2,CL3...]

com o0s a, € N unicamente determinados.

As aproximagoes racionais % de 6 satisfazem
n

po=0, p1=1 p,=awn1+Dn2 Vn>2 (2.1)
w=1 ¢=a, ¢n=andn-1+ g2, Yn>2. (2.2)

O numero 6 é dito um numero de densidade limitada se

d(f) = lim .’supl Zai < 00. (2.3)
=1

n—o0 ni

Observagdo: O conjunto dos ntimeros de densidade limitada possui medida de Lebesgue

zero (veja [31]).
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Com as notagoes acima, valem as seguintes propriedades (cujas demonstragoes podem

ser encontradas em [31]):

n 1
' Y P (2.4)
n 4nfn+1
1EO] = lgnbll , VE € [1,...gn4al, (2:5)
onde ||z|| = inf, ez |x + n| é a distancia de z a Z.
Defina as palavras s, sobre o alfabeto A = {0, 1} por
s.1=1, s0=0, s1=8"""s_1, 8,=25" 5,9, n>2 (2.6)

Em particular, a palavra s, tem comprimento ¢, para cada n > 0. Por defini¢cao, para
cada n > 2, s, 1 é um prefixo de s, e |s,| — co. Portanto, o seguinte limite (& direita)
existe,

cg = lim s,. (2.7)

n—oo
A relagao entre ¢y e a sequéncia Vo ¢ dada pela proposicao a seguir, que é uma

consequéncia direta de (2.7) e do fato que s, = Vyo(1)...Voo(gn), n > 1.
Proposigao 2.1. Vp restrito a {1,2,3,...} coincide com cy.
Proposicao 2.2. Para cada n > 2, s,5,11 = snﬂszn__llsn,gsn,l.
Demonstragao. Segue diretamente da relagao (2.6). De fato,

a a a a
SpSntl = SpS, T Spo1 = 8" T SnSno1 = 8, TS Sn—2Sn—1
an—1
= Sn+15,°1 Sn—2Sn—1- =

Devido a relagao acima, a palavra s,s,1 tem s, como prefixo.

Definicao 2.3. Uma palavra w = w; ... w, é conjugada de uma palavra v = v;...v, se

para algum ¢ € {1,...,n}, temos que
W1...Wp =V;...001...0;1,

isto é, se w é obtido de v por uma permutacao ciclica de seus simbolos.

Lema 2.4. Seja Vyo(n) = Xp—o,1(nd mod 1). Entdo
i) Vao(n) =[(n+ 1)0] — [nb], Vn € Z, n # —1, em que || denota a parte inteira.
1) Voo(gn + k) =Voo(k), 1<k<g,1—1.

i11) Voo(—n) =Vho(n—1), n>2.
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Demonstragao. i) Vyo(n) =1 < nf—[nd] € [1-0,1) < Im € Nym+1—-0 < nf < m—+1
com nf < m+1<nf+0,isto &, m = [nf]. Por outro lado,

[(n+1>9}—[n9}={2 7

pois 0 < [(n+ 1)0] — [nf] < (n + 1)0 — [nf] = {nd} + 6 < 2, onde {-} denota a parte

fracionaria. Por fim temos,
(n+1)f] —[nfl=1<3ImeN;m+1—-60<nb <m+1,

sendo m = [nf)].
it) Temos que g, —pp = (=1)" [|g0[| e [mb]] > [lgnb]| Ym < gnsr,m # gn. Logo,

usando i) segue que

Voolgn + k) = [(gn+Fk+1)0] = [(gn + k)0] = [(k + 1)0 + gut) — pu] — [KO + ¢,0 — p]
= [(k+1)0] — [k0] = Vo o(k).

i1i) Por 1) segue que
Voo(=n) = [(=n+ 1)0] = [=nb] = [0 — n0] + [n0] = [n0] — [(n — 1)0] = Voo(n —1). g

Devido a simetria no potencial dada no Lema 2.4 iii) podemos trabalhar com n > 1
em Vpo(n).

2.2 Lema da particao

Nesta secao abordaremos o conceito de n-particao de uma sequéncia assumindo valores
0 ou 1. Demonstraremos que cada sequéncia (Vg 5(k)), ., possui uma tinica n-particao para
todo n € Ny = {0, 1,2, ...}. Para detalhes veja [13].

Notemos que as palavras s,, definidas em (2.6) podem ser relacionadas com as sequén-
cias Vp g da seguinte forma: para cada par (n, ), cada sequéncia Vj 3 pode ser particionada

em blocos da forma s, ou s,_; para todo n € Nj.

Definigao 2.5. Seja n € Ny dado. Uma (n, §)-particdo de uma fungao f : Z — {0,1} é

um sequéncia de pares (I}, z;), j € Z, tal que
i) os conjuntos I; = {d;,d; + 1, ...,d;4+1 — 1} C Z particionam Z;
i) 1€ I;
i11) cada bloco z; € {sy, Sp_1};

iv) arestricao de f a I ¢ z;. Isto &, fg, fa,41- - fa,01—1 = 2;.
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Vamos omitir a dependéncia de 6, se for claro a qual € nos referimos. Em particular,
escrevemos n-partigdo em vez de (n, )-partigao.

Como sp = 0e sy = 1, cada f : Z — {0,1} admite uma O-partigdo. Serd de
fundamental importancia para nossa analise do problema de autovalores para H) 9 g que
para as sequéncias Vp g existe uma tnica n-particao para todo n € Ny. Nesse contexto

introduzimos o préximo lema.
Lema 2.6. Para cadan € Ny e € [0,1), ezxiste uma inica n-parti¢io de Vy .

Demonstragao. Seja 6 = [ay, a9, - -] a expansdo em fragoes continuadas de 6.

Vamos mostrar primeiramente que existe uma tnica n-particao de V.

Existéncia: Vamos mostrar que existem n-partigoes de (Vpo(k))r>1. De fato, por (2.6),
(2.7) e pela Proposicao 2.1, é claro que existe uma n-particao de Vj g(k)r>1 para todo n.

Unicidade: Segue por indugao. Como sy = 0 e s_; = 1, a unicidade é clara paran = 0.
Sen=1ea; =1, =s_1=1¢e sy =0. Assim a unicidade também ¢é clara. Sen=1¢
a; > 1 temos que s; = 02711 e 5o = 0. Portanto as posicoes deles determinam as posicoes
dos blocos s; de forma tinica. Agora assumimos a unicidade para n € N,n > 2. Seja uma
(n + 1)-particdo de Vjy . Substituindo s,.; na (n + 1)-partigdo por s%+'s,_; de acordo
com a (2.6) e mantendo s,, obtemos a n-particao de Vpo. Por construcao, as posicoes de
Sp—1 na n-partigdo determina as posigoes de s,,1 na (n+ 1)-particao. Como a n-partigdo
é tnica, as posigoes dos blocos s,.1 na (n + 1)-partigdo também é tnica. Além disso,
todos os blocos na (n + 1)-partigao sdo da forma s, ou s,, assim toda (n + 1)-parti¢ao
é unicamente determinada.

Fixe g € [0,1). Como @ é irracional, existe uma sequéncia (ng)ren, nx € N, tal que
a sequeéncia (T™ V), .y converge para Vy s quando k — oo, na topologia produto sobre
{0,1}%. Devido a primeira parte da demonstragao, segue que (7™ Vj () admite uma tnica
n-particao para todo n € Ny. Para usar isso e concluir a demonstragao, introduzimos a
seguinte notacao de convergéncia:

Seja fr, k € N e f funcoes para as quais existem tnicas n-particoes denotadas por
(IF,2%) e (I}, z;), respectivamente. Dizemos que f; converge para f no n-sentido, quando

J i
k — 00, se para todo C' > 0, existe um ky de modo que para k > ko,

(IJ’»“,Z]'-“) = (1;,%;) VI, C (-C,C).
Claramente, obtemos o resultado se mostrarmos a seguinte afirmacao:

Afirmacao. Para cada n existe uma tnica n-particao de Vp g e a sequéncia (7™ Vy ) keNo
converge para Vp g no n-sentido, quando k — oo.

De fato, demonstremos a afirmacao por inducao. Para isso, consideremos dois casos.
Caso 1. a;y = 1. Como s_1 = s =1esy=0,0scasosn =0en =1 sao imediatos.
Suponha a afirmacdo verdadeira para n > 1 fixado. Seja (I;, z;) uma n-particao de
Vyp. Por (2.6) a existéncia de uma (n + 1)-particao de Vp g seguird se mostrarmos que

a esquerda de cada bloco da forma s,_; na n-particao de Vp g, existe pelo menos a1
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blocos s,,. Isto ¢, temos que mostrar que z; = s, para j € Z implica que 2z, = s, para
k=j—ant1, - ,7—1. Como T™V,, admite uma tunica n-particao para cada n € Ny,
existem pelo menos a,; blocos s, a esquerda de cada bloco s,,_; na n-partigao de T™*Vj .
Como T™Vy converge para Vg no n sentido, a afirmacao ¢ verdadeira para Vj . Isto
garante a existéncia de uma (n + 1)-partigdo de V3. A unicidade da (n + 1)-particao
segue da unicidade da n-partigdo como em 7). Como os blocos s, 1 na (n+ 1)-partigao de
Vo g surgem de blocos da forma s?"+'s,,_; na n-particao de Vpg, entao a convergéncia de
T Vy o para Vy g no n sentido implica na convergéncia no (n+ 1)-sentido. Isto demonstra
a afirmacao no Caso 1.

Caso 2. a1 > 1. Como s_; = 1e sy =0, o cason = 0 é imediato. Fixemos n > 0. Se
n > 0 podemos continuar exatamente como no Caso 1. Se n = 0, continuamos como no

Caso 1 apo6s substituir a, 1 = a; por a; — 1 > 1. Isto demonstra o Caso 2.
]

A propriedade de decomposi¢ao dos potenciais Sturmianos em palavras candnicas é

dada pelo seguinte lema. Para mais detalhes veja [13].

Lema 2.7. (Lema da parti¢ao). Para todo n € Ny e todo 8 € [0,1), eziste uma tnica
n-particao (1;,z;) de Vpg. Além disso, se zj = Sp_1, entdo zj_1 = zj41 = Sp. S€ 2; = Sy,
entao existe um intervalo I = {d,d+1,...,d+1— 1} C Z contendo j e de comprimento

l € {ani1,an41 + 1} tal que z; = s, para todoi € I € zq1 = 2441 = Sp_1-

Demonstragao. Pela parte da existéncia do Lema 2.6, existe uma (n + 1)-particao de
Vo . Pela parte da unicidade do Lema 2.6 e da féormula s,4; = si**+'s,_;, todos os blocos
da forma s,_; na n-parti¢do de Vp g surgem de blocos da forma s, 41 na (n + 1)-partigao.
Isto mostra que nao existe j € Z com zi = 21 = Sp—1 € que existem pelo menos a, 11
blocos da forma s, entre dois blocos da forma s, ;. Existem no méximo a,; + 1 de
tais blocos, pois nao existem dois blocos adjacentes da forma s, na (n + 1)-parti¢ao. Isto

demonstra o lema. ]

2.3 Matrizes de transferéncia

Sejam H) g 3 os operadores de Schrodinger definidos por (1.2) com os potenciais Stur-

mianos (1.3). Considere a correspondente equagao de autovalores
(H)\ﬁﬂ - E)u = 0. (28)

Algumas ferramentas mais utilizadas na teoria de operadores de Schréodinger unidimen-
sionais sao resultados que estabelecem uma ligacao entre o comportamento de solugoes
de (2.8) e propriedades espectrais dos operadores H) g 3.

Se u é solugao de (2.8), temos

u(n+ 1) +u(n — 1) + A\Vy g(n)u(n) = Eu(n). (2.9)
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Escrevendo (2.9) na forma matricial, temos, para n > 1,

(u(n—i—l)):(E—)\V(w(n) _1>< u(n) > (2.10)
w(n) 1 0 u(n—1)

Iterando a equacao (2.10), obtemos

u(n+1) \ _ [ E=AVys(n) -1\ [ E-AVps(l) -1 u (1)

u(n) B 1 0 1 0 w(0) )
Escrevendo
[ E=AVyg(n) —1
T\ E, Vys(n)) = < . 0 )
u(n+1)
Un =
(n+1) ( " )
segue que

U n+1) = TO\ B Vas(n) -+ TO B Vos(D)U (1), 7> 1.
Observe que det T(\, E,Vy 5(n)) = 1 para todo n.

Definicao 2.8. Fixados a constante de acoplamento A e a energia F, entao para cada

w=wi - w, € A" definimos a matriz de transferéncia M (A, £, w) por

M\ E,w) =T\ E,w,)---T(\ E w).

Se u & solugao de (2.8), temos
Un+1)= M\ E, Vys(l)---Vys(n))U(1).
Definimos o expoente de Lyapunov v(F) = v(E, \) por

W(E) = lim ~In [M(\, B, Vas(1) - Vas(n)]].

n—oo N

Esse limite existe 8 ¢ — gtp, em que ¢ é a medida de Lebesgue, e independe de 3 (veja
[3, 6, 19]). Note que v(E) > 0, pois | M (X, E, Vpg(1)---Vpg(n))|| > 1 (veja [3]).

Teorema 2.9. (Osceledec) Suponha {T'(\, E,V (n))}nen uma sequéncia de matrizes reais

2 X 2 satisfazendo
i) limy, o0 = I [|T(X, E,V(n))|| = 0;

ii) detT(\, E,V(n)) = 1.
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Se v = lim, o  In||T(X, E,V(n))--- TN\, E,V(1))|| > 0 entdo eziste um subespago

unidimensional U C R? tal que

1
lim —In||T(\, E,V(n)) - T\, B, V()| = —y, YueU

n—oo N,

lim L in [T\ B, V(n)) - TO\E, V())ul| =5, Y ¢ U

n—oo 1,

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [6]. Assim, no caso do ex-
poente de Lyapunov positivo, temos uma compreensao completa do comportamento as-
sintotico das solugoes no infinito.

Para =0, 8 € (0,1), A€ R\ {0} e F € R, introduzimos as notagoes

My = M(A, B, Vio(1) -+ Voo(an)) = TN, B, Vao(gn)) - - T\, B, Vi (1)), n>1

E -1
M, ::( L ) (2.11)

Usando o fato que s, = Vyo(1) - - Vpo(¢n), 0 Lema 2.4 (ii) e a defini¢do (2.6) obtemos

o seguinte resultado:
Proposigao 2.10. M, 1 = M, M+, ¥Vn > 1.

E importante ressaltar que a Proposicao 2.10 néo vale para 3 # 0. Usando a definicao

w1
0 1

a Proposigao 2.10 pode ser estendida para o caso n = 0.

Consideremos o operador de Schrodinger H : ¢*(Z) — (*(Z) definido por
(Hu)(n) =u(n+1) +u(n — 1) + V(n)u(n), (2.12)

em que o potencial V' : Z — R é uma sequéncia limitada de niimeros reais, e a correspon-

dente equacao de autovalores
Hu = FEu. (2.13)

Fixado E € R, sejam uf%E e ui%E solugoes de (2.13), definidas em Z* (Z* = {1,2,3,...}

eZ  ={..,—2,—1,0}), com condigbes inicias:

+

+ _ + .
uy, p(0) = —senyp ui%E(O) = cosp e <—_7r’ E} | (214
“1,¢,E<1) = Cosy UQ%E(l) = seny 22
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Observagdo: Como (2.13) é uma equacao a diferenca finita de 2% ordem, o espago das
solugdes tem dimensdo 2 e portanto, para cada ¢ € (—m/2,7/2], ulSDE e u;pE com

condigbes iniciais (2.14) geram todas as solugoes de (2.13). Variando ¢ no intervalo

(—7/2, /2], obtém-se todas as solugoes u da equagao (2.13) (com normalizagao |u(0)|* +

u(1)]* = 1).
Analogamente ao que foi feito acima, obtemos as matrizes de transferéncia para o

operador (2.12) com potencial arbitrario.

Definigao 2.11. O Wronskiano entre duas solugoes u e v de (2.13) é

Wiu,vl(n) =u(n + 1)v(n) —u(n)v(n+1), neZ.

Observagédo:

i) Da defini¢ao de M (A, E,V (n)) obtemos

W[uf%E,u;%E](n) =det (M(X\,E,V(n))) =1, Vn € Z*.

. - ~ ot - 27+ :
i) No maximo uma das solugdes uj, p ou uy,, p pertence a (*(Z~), pois

L [Vl 5 100 = <(“2;"E("“>> ( f”EﬁnM

qun—Fl qu
qu qun—i—l)

et
- ‘uj,cpE

IN

?

2

n—|—1| —|—‘qun)

H( WE 1)) . j=1,2.
JsoE

Para qualquer funcao u : Z* — C, denotemos por |Ju|, a norma de u sobre um

intervalo de comprimento L, isto é,

]
lulle = | Y Ju(@)]® + (L = [LDlu([L] + DIP| (2.15)

em que [L] denota a parte inteira de L. Analogamente, para fungoes u : Z~ — C, definimos

[L]-1 2

lull = Z u(=n)]* + (L = [LD]u(=[L])]*] - (2.16)

Dados um operador H da forma (2.12) e F € R, sejam uf%E e u;%E as solugoes de

(2.13), definidas em Z%, satisfazendo (2.14). Agora, dado € > 0, definimos os comprimen-
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tos L7 (e) € (0,00), via a igualdade

:t ].

vl e el g = 3¢

Hul,%E

(2.17)

X0 + + 1 - = oc ot +
Observagdo: Como Wluj , g, uy, p] = 1, no méximo uma das solugdes u, p ou uy , p

pertencem a (*(Z*) e, portanto, o lado esquerdo de (2.17) ¢ uma fungao continua de L},

monotonamente crescente, que ¢ menor ou igual a 1 para L[; = 1 e tende a infinito quando
1
2¢
tende a infinito quando € — 0. Assim, a fungdo L () estd bem definida por (2.17) e

L; — 00. Por outro lado, 5~ é funcao continua de e, monotonamente decrescente, que
L} (e) — oo para € — 0. Analogamente, a fungao L (€) estd bem definida por (2.17) e
L (e) — oo para € — 0.

2.4 Aplicacao traco

Nesta secao vamos estudar féormulas recursivas para os tragos das matrizes de trans-
feréncia, a fim de obter um sistema dindmico chamado aplicacao trago, cujo estudo sera
importante tanto para a exclusao do espectro pontual, quanto na propriedade do espec-
tro possuir medida de Lebesgue zero. No caso Sturmiano, a limitagao do trago pode
ser investigada através do estudo desse sistema dinamico, o qual é induzido por estrutu-
ras repetitivas do correspondente potencial. Essas estruturas estao presentes nesse caso,
podendo ser exibida usando a expansao em fracoes continuadas do nimero de rotagao

irracional associado ao potencial (ver [1]).
Lema 2.12. Para cada matriz Msyo com detM =1 e para todo a € N tem-se:

i) M*=S,_1(§)M — Sa—2(§)I com & =trM e S,(§) os polindmios de Chebyshev:

Sa(§) = Sa-1(§)§ = Sa2(8),  S1(§) =&, S(§) =1, Sa(§) =0. (218

Usando a relagio recursiva, seque que a quantidade S,S, o — S?_, € independente
de a, 1isto €,

SySa_n — S2 | = const. = S1S_1 — S5 = —1. (2.19)
it) Se [¢] = |trM| > 2 entao

h(a+1)6

Su(6) = (sgn )" "= o=, Va > 1.

com 0 > 0 em que & = +2chf = + (69 + 6_9), shf = (69 — 6_9) /2 e sgn denota a
fungao sinal. Além disso, S.(§) < [€]|*.

Se €] = 2 entao S,(§) = (sgn &§)*(a+ 1), Ya > 1;

se |€] <2, & =2cosh com 0 € (0,7), entdo

sen(a+1)0

Ya > 1.
senf @ =

Sa(f) =
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Neste caso, S,(€) < a+ 1.
Demonstracao. Veja [1]. n

A proposicao a seguir nos da uma importante formula recursiva para os tragos das ma-
trizes de transferéncia, a partir da qual definimos um sistema dinamico chamado aplicacao

traco, dado por:

& @ RoR
E = &(E) == trM,(E)

em que n > 1, o qual serd importante em nosso estudo espectral. Denotemos &, (FE) por

&n-

Proposicao 2.13. Para todo n > 1 seja &, := trM,,. Se |£,_1| > 2 entao

Sa. (En_
§n+1 :gnsanﬂ—l(gn)s n(g 1)

S;n+1—1<€n>
an—l(fn—l)

Som—l(é.n—l)' (220)

- gn—lsan+1—2(§n) - én—2

Observagdo: Na proposigao acima assumimos |§, 1| > 2 para termos S,, _1(&,—1) # 0,
enquanto que no caso S, —1(£,-1) = 0 usando o Lema 2.12 temos M;;"; = —5,, —2(&n—1)] =

Sa, (En1)] = £1, isto é, &, = £&, o, e é possivel encontrar uma relagdo entre &, e
fn72>€n73-

Demonstragao. (Proposigao 2.13). Pela Proposigao 2.10 e Lema 2.12 temos

Mn+1 == ]\471—1]\4;:%‘—1 = Mn—anSan_H—l(gn) - Mn—lsan_l—Z(gn)a (221)
Mn = Mn72MZi1 = Mn72Mn715an71(’5n71) - ManSaan(gnfl)a (222)
MnMnfl = Mn72M;:EJ£1 = ManMnflsan <€n71> - Mnf2San71(£n71)- (223)
De (2.22)
Mn + Mn—2Sa —2(€n—1)

M, _ oM, 1= - . 2.24
2 ! San—1<§n—1) ( )

De (2.23) e (2.24)

M, + M5S0, o(En_

M'n,Mn—l - 2 2(5 1) San (5n—1) - Mn—QSan—l(fn—l)- (225)

San—l (gn—l)

Tomando o trago de (2.21) e usando (2.25),

gn + gn—ZSan—Z(gn—l)
Sanfl

- £n72San71 <£n1):| San_Hfl (571)

San (én—l)
Sani1-1(6n-1)

SCL —2(§n—1
+ 5n—2san+1—1(§n) [#gz_f)san (gn—l) - San—1<§n—1):| - fn—lSan+1—2(§n)

trlpyr = Sng1 = |:San(£n1)

- gnflsan_HfQ(gn) = ’SnSan_Hfl(gn)
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e por (2.19)
San72 (gn—l)san (gn—l) o -1
San—l(gn—l) B San_l(gn_l) B San—l(fn—l) .

Assim, substituindo (2.26) na formula do trago de M, ; obtemos o resultado desejado. m

(2.26)

O proximo resultado estabelece que os tragos &, satisfazem uma relagao invariante

em n.

[eS)
n=1

Proposicao 2.14. Seja {&, a sequéncia gerada por (2.20) com

E1=2, &L=FE, & =5,1(FE)(FE -\ —S5,_2(F)2.
Entao a quantidade
Ly =& 4 &+ [tr(MpMu1))? — &nrbn tr[ My M, 4]
é constante em n e I,, = \? + 4.
Demonstragao. Usando a relacao
tr(AB) = tr(A)tr(B) — tr(AB™) (2.27)
que vale para matrizes 2 x 2 com detA = det B = 1, podemos mostrar o seguinte:
I, = tr (M} M, My M,) + 2.
De fato, usando (2.27) trés vezes temos
tr (M,fle{anHMn) = [tr(M,11M,)]* — tT(MfMZH)

= [tr(Mnﬁ-an)]Q - tT(Mn)tr(MnMs—f—l) - tng—&—l
= [tr(M, 1 M,)]* + trMn2+1 — tr(M,)[tr( My, My i1 )tr(Mpq) — tr(M,)]
= [tT(Mn+1Mn)]2 + [trMn+1]2 + [trMn]Z - tr(Mn)tr(MnMn+1)tT(Mn+l> -2

Além disso, a relagao recursiva nos da

tr(M;-&an_an-i-an) = tr(Mn-i-anMn_—:an_l)

= tr(My,_ M (MO UMY M) = tr (M MM E MY =1, — 2.

Assim I,, = I,,_, = I. Mostremos agora que [y = \? + 4.
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De fato, Iy = & + & + [tr(MoM))* — &&otr[MoM,]. Por definigao (2.11) de My,

& =trMy = E. Temos que

E—-X -1
M1:M1M0:< 1 0 >7

eentao & = F — A

Sea, =1,

Assim,

Iy = (E-=)N?+E*+[E(E—)\)—2?—(E—-\NE[E(E - )\) —2]
= (E-)N?*4+E*-2B(E-\N)+4=[(E—)\) —E?*+4=)+4.

a1—1
E—-—)\ -1 E -1
M, =
1 0 1 0
e& =trM; =S, 1(E)(E — X)) — Sy, —2(F)2. Temos ainda que
E -1 E—-—)\ -1 E -1
MoM, = .
1 0 1 0 1 0
Usando o Lema 2.12 obtemos que

MoM, = S, »(E) ( E*E—)\) ——2E —E(E—\)+1 )

E(E-)\) -1 —(E -\
_Sa13<E(E—)\)—1 —E>'
E—\ ~1

Assim,

tr(MoM,) = S, _o(E)[EX(E = \) — 2E — (E — \)] — Sa,_s(E)[E(E — \) — 1.
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Portanto,

Iy = €f+f§ + [tr(MoMy)]? — Eo&atr[ Mo M]
—A)? —4(E — X)S4,-1(E)Sq,—2(E)

= Sh_i(E)E
+ 482 L (E)+ E*+ 82 _,(E)[EXE - X\) - 2E — (E - \)]?
— 25@1 2(E)E*(E —X) = 2E — (E — \)]Sa, 3(E)[E(E = \) — 2|

—3(E
) = 2)Sa,-2(E) = (E = A)Sa,3(E)]
(B =A) = Sa,3(E)(E = A) = 2)]
3(E)E — 54,-4(E))

+ S5, _s(E)E(E — ) — 2] -~ E[(BE(E — A
[Say—2(E)(E*(E — \) — 2E) — S,, o(E
= Sa,2(E)E = N)? = 4(E — N)Su,-1(E)

)
(Say -
+ 455, o(E) + E? + So,2(E)[E*(E = \) = 2E — (E — \)°]
— 255, 2(E)[E*(E = \) = 2E — (E = N)]|(Sa,-4(E)E — So,-5(E))[E(E — X) — 2

+ Sa—s(E)’[E(E = X) = 2" = B[(E(E = \) = 2)Sq,-2(E) — (E = \)Sa,-3(E)]
[Sa1—2(E)(E2(E - >‘) - 2E) - Sa1—2(E>(E - )‘) - Sa1—3(E)(E - /\) - 2)]
Usando o fato que S,S, o — 5% | = —1 (Lema 2.12) obtemos que Iy = \? + 4. n

Como o espectro independe de 8 (veja Lema 3.7) podemos entdo considerar o caso
£ = 0, para o qual temos todas as relagoes recursivas sobre os tracos das matrizes de trans-
feréncia, como foi mostrado anteriormente. Assim, obteremos uma condi¢ao necessaria e

suficiente para que o trago de M,, fique limitado.

Proposigao 2.15. Seja {£,}°2, a sequéncia gerada por (2.20) com
1=2, &=FE, & =258,-1(E)(E—A)— S-2(E)2.
Entao {£,} ¢ nao-limitada se, e somente se, existe N > 0 tal que

[Env-al <2, En[>2, x| > 2. (2.28)

Este N é tnico, |&,42| > M > 2 para todo n > N e existe C' > 1 tal que % > (',
Se {&,} ¢ limitada, entao |&,| < 2 + v8 + A2.

Demonstragao. Supondo (2.28) verdadeiro para algum N > 0, entao por (2.20) e pela

relagao
SGN+1 (§N> _ Sh(aN—H + 1)‘9N
S‘IN+1_1(§N)

_ chfy + anOn

shly,
sh(aN+1)9N shaN+19N N




22

temos

chan10n

1
el 2 16w lSovera ()l |51l + shoy| -

|

ShaN+19N
SaN+2_1 (§N+1>
SGN+1—1 (fN)

- {|§N||SGN+2_2<5N+1> lew]

shan 120N 11

shan20n1chay10nshn

Lenllen et
N 2 NHLISN Sh9N+1 N 8h6N+1ShCLN+1(9N

. ‘fN 1‘ SaN+2*1(€N+1)
 Say-1(Ew)
Sh((lN+2 — 1)0N+1

Sh(aN+2 — 1)8N+1
— &nl
shOn 1

ShCLN+2€N+1ChCLN+19N

— [&n+1]

= [én|chani2On41 + [En|

shOn 41
sh(an+2 — 1)0n11 Sansa1(Ent1)
|£N’ - ‘5N71|
shOn 1 SGNH_1<§N)
2 |exllchan20na] = %ﬂ’

pois o cosseno hiperbolico é crescente,

8h0N+1Sh(1N+10N

h 0 h —1)6
Chly g SN E2ONTL O + 2 (an+2 — 1)fn11
ShQN_H ShQN—f—l
e
2Ch¢9NSh(aN+2 — 1>9N+1 i QChHN_H Sh((IN+2)9N+1ChCLN+19N8h0N
Sh9N+1 sh9N+1shaN+1¢9N
Sh((lN+2 — 1)9N+1 shaN+29N+1sh0N
2Ch9N .
ShQN_H Sh9N+1ShCLN+19N
De (2.29) por indugao para todo n > N temos
€nlln
ol > Inlchn byl > 21

o que implica

[Enral _ [&nl ([Snial\ ™"
> T2\ 2 '

Dai, |£,]/2 > C% com C > 1. Paran = N, [§,_1] < 2 < |&|,

Claramente essas desigualdades nao valem para outros valores de n.

Se (2.28) nao vale para N > 0, isto significa que:

se |&] > 2 entdo |1 <2 e [&uaa] < 2.

(2.29)

’fnJrl’ < ’£n+2’ < ...

(2.30)

Caso contrario, obtém-se (2.28) para N < n; de fato, |{_1| = 2, seja ng = min{n € N;n >

0, &,] > 2}. Isto implica |€,,-1] < 2 e por oposigao de (2.28), |£,,+1] < 2 e portanto para

ny = min{n € Nyn > ng + 1;|§,| > 2}, ng,.... Este argumento mostra que a oposi¢ao de

(2.28) implica (2.30). Devemos agora distinguir entre duas possibilidades:

i) vale (2.30) e [tr(M,M,—1)| < 2;
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i1) vale (2.30) e [tr(M,M,—1)| > 2.

No caso i) usando a Proposi¢ao (2.14),

L=+ |+ [tr(MyM, 1)) — &nbnrtr(M,M, 1) = N> +4 > € — 4)¢,|

o que implica |§,]| < 2+ V8 + A2.

Caso i) é impossivel, pois (2.21), (2.30) e [tr(M,M,_1)| > 2 implica: se &, = +2chb,,

0, > 0, e usando que sh(6,, + 6,,) > shb,, + shb,,, obtemos

shaNHGN _ sh(aNH — 1)9]\7 > 9

ntt| = [trM, >2 > 2,
|£ +1| | r +1| SheN SheN

em contradigdo com (2.30).

2.5 m-Funcoes de Weyl-Tichmarsh

Nesta secao introduzimos as m-fungoes de Weyl-Tichmarsh e, utilizando o teorema

espectral, obtemos uma caracterizacao das mesmas através da funcao de Green, a qual é

o nicleo do operador resolvente. Para referéncias veja [5, 11, 27|.

Para z = E' + i€ considere a equacao

Hu = zu.

(2.31)

Se € > 0 entao z ¢ o(H) e, portanto, o expoente de Lyapunov y(z) > 0 pelo argumento de

Combes-Thomas, que pode ser encontrado em [5]. Dai, pelo Teorema 2.9 existem solugoes

uF # 0 de (2.31) de forma que
@ (£n)| < ce?®m,

para todo n € Z* e para alguma constante ¢ < co. Isto implica que

= N g e2(2)
ZO U (£n)* < CQZO (e 2 )) = CQM < 0.

Como o Wrosnkiano de solucoes ¢ constante, temos que U=

(2.31) que estao em (2(Z%F).

+

Sejam uy, ,

sao as unicas solugoes de

e uét,so,z solugoes de (2.31), definidas em Z*, com condigoes iniciais (2.14).

Como (2.31) é uma equagao a diferenga finita de 2* ordem, o espago das solugbes tem

+
1,p,2
sao escritas de modo tnico como

dimensao 2 e, portanto, {u
+

solugdes u;

ut = [uf(0)cosp + ﬂf(l)sengo]u;%,z + [~ (0)seny + uE(1)cosy]

}iz12 forma uma base para este espago em Z*. Assim, as
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Sejam @}, = Uy com normalizacoes Uz (0)cosp + U (1)seny = 1. Portanto,
ﬁiz = ugf%z + [~uZ(0)seny + ﬂf(l)coscp]uf%z e ur(0) = 1.

Definigao 2.16. Para z = E + ie no semi-plano superior (¢ > 0), as m-fungoes de

Weyl-Titchmarsh & direita e a esquerda sao definidas unicamente por

~ _ 4+ + +
Upz = Uzpz + my, (Z)ul,%Z'

Quando ¢ = 0, usaremos a notagdo m* = mi. Segue diretamente da Defini¢do 2.16
que
m*(z) = Fur(1). (2.32)
As funcoes m* e mi se relacionam da seguinte forma:
—— ]F@f(l) 3 qcﬂif,z(l) (def 2.16) M (2)cosp F seny (2.33)
o aE(0) Tas(0) cospEmE(2)seny’ '

Denotemos por H* os operadores da forma (2.12) restritos a (?(Z*).
Definigao 2.17. As func¢oes de Green para o operador H" sao definidas por

(Ui, (U (m)

Wit ur, ]

p,27 ul»SOaZ

n<<m

Gl(n,m,z) =
ul, . (m)uf . (n)

Wit

P27 ul?@VZ

m<n

\
com m,n € 7.

Para cada ¢ € (—7/2,7/2], tem-se que G} (n,m, z) & o niicleo do operador (H—2)~",
isto é,

[(HY = 2)7"9l(n) = Y GE(n,m, 2)i(m), Vi € (Z7). (2.34)

De fato, para cada ¢ € (—m/2, /2] tomando

up(n, z) = Z G S (n,m, 2)¥(m)

usando a Definicao 2.17 temos

0 .+ ot 0 .+

Uy © z(m)ucp z(n) Uy (7] z(n)a;gz(m)
U (n’ Z) — ) 1/\ ) /l/](m) + ) 7/\ ) w(m)'
’ Z W[u;gz, uiso,z] mzn,:ﬂ W[u;Z, uifb,z]

m=1
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Aplicando H™ na expressao e fazendo alguns céalculos, vem que
Hbug,(n, 2) = zuy(n, 2) + ¢(n)

donde segue o resultado.
Tomando ¢ = e; = (1,0, ...) em (2.34) obtemos

(H = 2)el](n) =Y Gi(n,m, 2)er(m) = G5(n,1,2).

Consideremos, em ¢*(ZT), a medida espectral u* = p., associada a e; (que é vetor ciclico

para H,). Pelo teorema espectral temos

oD o )

t—=z
= G1(1,1,2)
(def 2.17) Ui@,z(l)a$,z(1)
uf(Duf, . (0) = (0)uf, (1)
(def:2.16) — cos pseny + m;(z) cos® P- (2-35)

No caso particular, ¢ = 0 temos

Analogamente em Z~, tem-se

dp—(t
/ tﬂ " = ((H™ —2) "ep,e0) = cos pseny + m (z) cos”
—Z

em que pu~ = p,, ¢ a medida espectral associada ao vetor eg = (...,0,0,1) (que é ciclico
para o operador H ™).

Consideremos agora o espago ((Z). Vamos descrever as fungoes G, e m(z).

Definicao 2.18. As fungoes de Green para o operador H sao definidas por

(Tt m)
Wi, a,. o
P52 TP,z
Gy(n,m,z) =
T )
Wi, . o
\ Ps2? TP,z

com n,m € Z.



26

Mostra-se de modo anélogo a (2.34) que, para cada ¢ € (—7/2,7/2], G,(n,m,z) é o

ntcleo do operador resolvente (H — )7}, isto &,

(H—2)""](n) = ) Guln,m,2)b(m), Vo€ (Z).

m=—0Q

A m-funcdo m(z) na reta toda é dada através do trago de uma matriz M(z) que

satisfaz (veja [11]):
[ a b } M(z) [ Z ] = (ady + b0y, (H — 2) " (ady + 01)). (2.36)

Desenvolvendo o lado esquerdo de (2.36) temos

(ady + boy, (H — z) " Hady + 61)) = Z(a&) + 061)(m)(aGy(m, 0, 2) + bG,(m, 1, 2)))

0)ul .(0) ab u, (0)u} (1)

2 U, Wiug ,,u; ]

u, . (0)u} (0) o (U (Duf (1)
| + 0 |
Wluf ., u; ]

cosp —m, (z)seny)]

I
IS
S

€+

z)cosp)]
z)cosy)|
z)cosp)(seny +m, (z)cosp)].

(
o

+ o+ 4
S+
g

Escolhendo ¢ = 0 obtemos

a? —abm™(z) — bam™(z) — B*mT(2)m~(2)

(ado + b1, (H — 2)~"(ady + 01)) = —m*(z) —m~(2)

Por outro lado, desenvolvendo o lado direito de (2.36) obtemos

[ a b } [ i ] [ ¢ ] = a’my; + abmyy + bamagy + bmas.

Assim,

1 [ 1 —m™*(2)

—mt(z) —m*(z)m (2)
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Definimos a m-fungao m(z) = tr(M(z)) (veja [5]), ou seja,

_omt(z)m () — 1
m(z) = mt(z) +m=(z)

(2.37)

Em (%(Z) a medida espectral é p = u* + p~, em que u™ = pie,, 4~ = pe, € 0 par de

vetores {eg, e} ¢ ciclico para o operador H. Pelo teorema espectral temos

miz) = [ 240,

ou seja, a m-funcao é a transformada de Borel da medida espectral pu.

2.6 Medidas de Hausdorff

Nesta secao vamos apresentar a definicao de medida de Hausdorff a-dimensional. Para

referéncias veja [18, 37).

Defini¢ao 2.19. Para qualquer subconjunto S C R e o € [0, 1], a medida de Hausdorff

a-dimensional, h®, é dada por

h (S) - (151~I>% (500})12rf1;u7‘a5 Z |IZ’ )

1=

sendo a d-cobertura uma cobertura de S por uma cole¢ao enumeréavel de intervalos {1;}32,

S C U2, com |;] <6 (]I| denota o comprimento do intervalo I). A restri¢ao de h® aos

Borelianos é chamada de medida de Hausdorff a-dimensional.
Observagdo:

i) O limite acima existe para qualquer S C R.

i1) h' coincide com a medida de Lebesgue e h’ é a medida contagem.

i11) h* pode ser definida também para o < 0 ou @ > 1. Para a < 0, h*(S) = oo, VS # ()

e para « > 1, h*(R) = 0. Assim, nao existe interesse maior em tais a’s.
iv) Para a < 1, h* néo ¢é o-finita.

v) Seja a <t (a,t € R, > 0). Suponha que S C U2, I;, com |I;| < 6. Temos:

DONLT =D L) > 6 Y L
=1 i=1 =1

Assim, se h'(S) > 0 = h5(S) > %ingé“*tht(S) = 00 = h*(S) = co. Analogamente
—
mostra-se que h*(S) < co = h'(S) = 0. Portanto, para qualquer () # S C R, existe
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um unico valor dimgy S € [0, 1] (chamado de dimensao de Hausdorff de S) em que

ha(S):{ 0se a>dimgS

oo se a < dimg S.

hdimz S(S) pode ser zero, finito ou infinito.
Definicao 2.20. Seja p uma medida em R definida sobre os Borelianos.
i) p é chamada a-continua se p(S) = 0 para todo Boreliano S com h*(S) = 0.

i1) p é chamada a-singular se existe um Boreliano S com pu(R\ S) =0e h*(S) = 0.

2.7 «a-Derivada superior de uma medida

Nesta se¢ao introduzimos a a-derivada superior de uma medida Boreliana finita e
apresentamos um resultado, devido a Rogers e Taylor, que caracteriza conjuntos em que

as medidas a-continua e a-singular estao concentradas. Para referéncias veja [37, 38, 39).

Definigao 2.21. Sejam p uma medida Boreliana finita em R, a € [0, 1] e [y C R intervalo

com |Iy| = 1. Para cada = € Iy, definimos a a-derivada superior de p em z por

a1 n(l)
D) = lim sup g
| I|<e

em que o supremo é feito sobre todos os sub-intervalos I de Iy, com I aberto relativo a
Iy, xelelll <e.

Rogers e Taylor [38, 39| desenvolveram uma teoria de decomposi¢ao de medidas em

relacao as medidas de Hausdorff. Podemos decompor de modo tinico

H = lac + Has

sendo fi,. uma medida a-continua e u,s uma medida a-singular.
Apresentaremos a seguir um resultado (devido & Rogers e Taylor [38]) que caracteriza

conjuntos em que fiqc € flas €stao concentradas.

Teorema 2.22. Suponha que o € [0,1] e que p € uma medida Boreliana finita em R.

Sejam

15 ={z € R: Dj(r) = 0},
TP ={reR:0< Dj(z) <oco} e
Ty ={r e R: Dj(x) = oo}.

Entao
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i) Ty, TY e TS sdao conjuntos de Borel;

ZZ) lu’OlC = ’u/‘TOD‘UTIO‘ = /’L((T()a U Tla) N ) € /’LOCS = /’L|Té¥o = ILL(TC% N )

Corolario 2.23. Sejam p uma medida Boreliana finita em R e a € [0,1]. Se Df(E) = oo

[ — qtp entao p € a-singular e se ij(E) < 00 i — qtp entao p € a-continua.
Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 2.22. [

Definigao 2.24. Uma medida Boreliana g em R é uniformemente a-Holder (UaH),
0 <a<1,seexiste 0 < C < oo de forma que u(I) < C|I|%, para todo intervalo I com
|| < 1.

Vamos terminar esta se¢do comentando sobre uma decomposigao adequada do espago
(*(Z). Para cada ¢ € (*(Z) denotemos por 11, a medida espectral para o par (H,1), em

que H é auto-adjunto. Definimos os seguintes subespacos:

C(Z)oe = {0 : j1yy & a — continua} (subespago a-continuo),

(*(Z)os = {t : 1y & a — singular} (subespago a-singular).

Temos que (%(Z) 4. € £*(Z)qs sao subespagos fechados, mutuamente ortogonais, inva-
riantes por H e (*(Z) = (*(Z)pe ® (*(Z) qe- Além disso,

C(LYvan = {0 : py 6 UaH}

& um subespaco vetorial e 2(Z)yan = (*(Z) ae-

Definigao 2.25. Os espectros a-continuo (04.(H)) e a-singular (0,s(H)) do operador H

sao definidos como sendo o espectro da restricao de H aos correspondentes subespacos.

Com esta defini¢ao, temos o(H) = 0ac(H) U 0,s(H).



CAPITULO

3

Auséncia de Espectro Absolutamente

Continuo para H) g 3

Neste capitulo vamos obter um resultado fundamental para classificagao espectral dos
operadores de Schrédinger com potenciais Sturmianos, que é mostrar que o espectro desses
operadores tem medida de Lebesgue zero e, consequentemente, a auséncia do espectro
absolutamente continuo. Para isso, estudaremos alguns conceitos bésicos sobre a teoria
ergddica de uma familia de operadores de Schrédinger e devido a teoria de Kotani, é
possivel excluir o espectro absolutamente continuo de operadores de Schrodinger com

potenciais quase-periodicos que assumem um nimero finito de valores.

3.1 Familia ergodica de operadores de Schrodinger

Nesta secao vamos apresentar defini¢oes e resultados basicos para uma familia ergddica
de operadores de Schrodinger, os quais sao extremamente importantes para o desenvolvi-
mento desse trabalho. Em particular, a teoria de Kotani é essencial nos resultados sobre
a auséncia do espectro absolutamente continuo e na propriedade sobre o espectro com
medida de Lebesgue zero, do modelo em estudo (veja [1, 14]).

Vamos realizar um breve estudo sobre a construcao de uma familia ergodica de ope-
radores de Schrodinger associados aos potencias Sturmianos Vp g, que sao gerados por

rotagoes na circunferéncia S'. Para mais detalhes ver [12, 44].
Definicao 3.1. Sejam €2 um espago métrico compacto e T : 2 — 2 um homeomorfismo.
i) O par (2,T) é chamado um sistema dinamico topolégico.
i1) Dado w € 2, o conjunto O(w) = {T"w : n € Z} é chamado a orbita de w.
i) Seja B a o-algebra de Borel de 2. Uma medida de probabilidade p é dita estacionaria

se u(T(B)) = pu(B), para cada B € B.

30
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iv) Um conjunto de Borel B é chamado invariante se T'(B) = B.

v) Uma medida estacionéria é chamada ergodica se todo conjunto invariante tem me-
dida 0 ou 1.

Defini¢ao 3.2. Um sistema dinamico topolégico (£2,7") é dito:
1. Minimal se a ¢rbita de cada w € €2 é densa em (2.
2. Unicamente ergddico se existe uma tunica medida ergodica.

3. Estritamente ergddico se for minimal e unicamente ergddico.

E um fato bem conhecido que se existe uma tnica medida estacionaria, entao a medida

¢ necessariamente ergodica.

Definigao 3.3. Uma familia ergédica de operadores de Schrodinger (H,,),ecq ¢ chamada
minimal se para cada par wy,ws € ) a sequéncia V,,, é o limite pontual de transladados
de V,,.

Observagdo: A minimalidade da familia ergodica (H,),cq segue da minimalidade do

sistema dindmico (€2, 7).

Definigao 3.4. Dados um sistema dinadmico topologico (€2,7"), uma medida ergodica p
e uma funcao mensuravel g : 2 — R, define-se para cada w € {2 uma sequéncia infinita
bilateral V,, : Z — R por V,,(n) = g(T"w). Esta sequéncia gera o operador de Schrodinger

discreto unidimensional H,, sobre (*(Z), o qual atua sobre cada u € (*(Z) por
(Hyu)(n) =u(n+1) +uln—1) + V,(n)u(n).

A familia (H,),ecq é chamada uma familia ergodica de operadores de Schrodinger.

Com as definicoes em mente, estamos aptos para mostrar que a familia de operadores

de Schrodinger Sturmianos (H) ¢,5)se0,1) € ergoédica e minimal.

Exemplo 3.5. Seja 2 = S! (circunferéncia unitaria), o qual ¢ um conjunto compacto e
pode ser representado (identificado) pelo intervalo [0, 1). Definimos a aplicagao Tp : S* <=
por

Tpf =+ 6 (mod 1).

Para cada 0 € (0, 1) irracional, temos que nao existem orbitas periodicas e que a orbita de
qualquer ponto ¢ densa em S*. Além disso, é bem conhecido que a medida de Lebesgue
sobre S! ¢ unicamente estacionaria [10], logo o sistema é unicamente ergédico. Como toda
Orbita é densa, temos que o sistema é minimal. Portanto, (€2,7}) é estritamente ergodico
(veja [12, 44]).

Definimos a fungao mensuravel g : @ — R como g(f) = Xxp—0,1)(3), e dai obtemos os

potenciais

Vos(n) = g(T"B) = x1-6,1)(n0 +  mod 1).
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Assim, concluimos que (H) g 5)gejo,1) ¢ uma familia ergodica e minimal de operadores de

Schrodinger.

Outra possibilidade de obter uma familia de tais potenciais é considerar a sequéncia

Voo(n) = xj1—6,1)(n@ mod 1),n € N. Definindo o hull Q = 2y por
Qp = {OJ S {0, 1}Z Tw= haning’(), n; — OO},

onde T : {0,1}* — {0,1}%, Tu(n) = u(n + 1) denota o shift sobre {0,1}% e Q, C {0,1}*
¢ um conjunto compacto, temos que o sistema dindmico (£2y,7") é estritamente ergodico,
com uma unica medida ergddica p dada sobre conjuntos cilindros pela frequéncia das
respectivas palavras [20]. Relembremos que a o-algebra de Borel é gerada pelos conjuntos

cilindricos
[bO-~-bl—1][m,m+l71] = {w eN: Wi = b;,0<i<1[— 1},

m € Z,0 > 1,b; € {0,1},0 < ¢ <[ —1. Temos que a tnica medida ergddica de Borel p
sobre (2 satisfaz

11([bo--bi1]pmmri-1)) = d(bo...bi—1),

onde d(by...b;_1) € a frequéncia da palavra by...b;_1 em Vp, isto &,

N . ,
d(bo...blfl) = 7111—>I1;>lo;ﬁ {j <n: ‘/9,0(']) s ‘/9’()('] +1— 1) = bo...blfl}

a qual é sempre estritamente positiva. A fungao g, que gera os potenciais neste caso, é
dada por g(w) = f(wp), onde f(0) =0e f(1) = 1.

Temos que ambas as maneiras de se obter os potenciais de (H,)ueqn correspondentes
aos parametros A, 6, 8 induz a familias de operadores de Schrodinger ergddicas e minimais.

Uma relagao entre os conjuntos Qg e {Vy5: 5 € [0,1)} pode ser encontrada em [12].

3.2 Espectro com medida de Lebesgue zero

A auséncia uniforme do espectro absolutamente continuo e espectro com medida de
Lebesgue zero foram demonstrados para todos os parametros nos modelos Sturmianos [1].
Os resultados que serao discutidos a partir de agora sao de fundamental importan-
cia para a demonstracao do Teorema 3.14. Como o espectro de H,g 3 independe de 3

(Lema 3.7) vamos denoté-lo por » .

Teorema 3.6. Seja (H,)weq uma familia ergédica e minimal de operadores de Schrodin-
ger. Entao o(H,) =) e 04.(Hy,) =) _,., para todo w € .

A demonstracao de que o espectro independe de w € €2 pode ser encontrada em
[36]. Last e Simon [32] demonstraram que o espectro absolutamente continuo é o mesmo

para todos os membros de uma familia ergédica e minimal de operadores de Schrédinger.
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Consequentemente, podemos escolher qualquer membro dessa familia para estudarmos o
espectro ou o espectro absolutamente continuo, o que torna mais facil o estudo espectral.

Agora vamos estender para potenciais continuos & direita, o resultado bem conhecido
de Hamiltonianos quase-periodicos sobre a independéncia de (3, para todo 8 € [0,1), do

espectro (veja [36]).
Lema 3.7. Para quaisquer 1, 52 € [0,1) tem-se que o(Hxgp,) = 0(Hxp.p,)-

Demonstragao. Como H)y g 1ng = T, 'Hygp Tn, onde T, ¢ a translagao por n em

(*(Z), entao para qualquer n € Z

o(Hx .8, 1n0) = 0(Hxp,3,)- (3.1)

O potencial é pontualmente continuo a direita em [, ou seja,

lim Vi s (n) = Vis(n).

h—0t+

De fato, basta tomar h > 0 suficientemente pequeno de modo que nf + 3,n0 + 5+ h €
[1—6,1) ou nd+ B,n0+ B +h¢[l—0,1). Logo, para todo ¢ € (*(Z) tem-se

h +
[ Hro 50t — Hrosll? = A7) Vopin(n) = Vos(n)Plp(n)2 == 0,

ne”Z

ou seja, o Hamiltoniano H) s ¢ fortemente continuo a direita em . Além disso, se
A e A,, sao operadores auto-adjuntos limitados sobre um espaco de Hilbert tais que
A = s —lim A, entdo oc(A) C o(A,,) para algum m grande (ver [36], p. 290). Sendo
0 irracional, existe (ng) € Z tal que 0 < 51 + i — P — 0 quando k — oo. Assim,
0(Hxpp,) C 0(Hxpp,+n,.0) para k grande e por (3.1)

o(Hx,) C o(Hre,s)- .
Considere o conjunto B das energias em que a aplicacao traco fica limitada:
B={EecR:|y,| <Cy, Vn>1}

onde y, = tr(M(\, E, s,)) e a constante C = 2+ /8 + A2 é dada pela Proposic¢ao 2.15.
Nosso interesse agora ¢ relacionar o conjunto B com o espectro o(Hy ) = Y. Temos

o seguinte resultado:
Proposicao 3.8. >~ C B.

Demonstracao. Considere 8 = 0. Segue de um procedimento de aproximacao forte que

| Int (ﬂ {EeR:|tr(M(\E,s,))| > 2}) C p(Hxpo). (3.2)

NeN n>N
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De fato, de modo anélogo a [42| temos que p, = {E € R : [tr(\, E,s,)| > 2} = p(H,)
onde H, = H, xg¢0 sao operadores periédicos de periodo g,, cujos valores do potencial
sobre um periodo sao dados por s,, € Hygo = s — lim H,,. Além disso, sabemos que
se H e H, sao operadores auto-adjuntos limitados sobre um espaco de Hilbert tais que
H = s —lim H,, entao o(H) C o(H,) para algum n grande (ver [36], p. 290). Com isso,
obtemos entao (3.2).

Usando (3.2) e o fato de que B® é um conjunto aberto [42] tal que
B® = U?:N(mzoznpk)? N >0,
obtemos (veja [42]) as inclusoes:

B C U Init( m p(Hy)) € p(Hxe,0)-

NeN n>N u

Como consequéncia desta proposicao, segue um importante resultado sobre a limita-

¢ao uniforme do trago das matrizes de transferéncia para energias no espectro.

Denotamos
Ty =1 =tr(M(\E,$p1)), Yn =& =tr(M(\, E,s,)) e z, =tr(M(\, E, $,8,-1))-

Corolario 3.9. Para cada A existe uma constante Cy € (1,00) de modo que para todo
irracional 8, todo E € Y e todo n € N temos

maz{|z,|, |yal, |za|} < Ci, (3.3)
Demonstragao. Se E € ) entdo pela Proposigao 3.8 existe uma constante C) tal que
|zn| = [tr(M(A, E,sp1)) < Cx e ynl = [tr(M (A, E, 50))| < Ci.

Vamos mostrar que |z,| < Cy para alguma constante Cy. Usando o fato de que os tracos

satisfazem o invariante de Fricke-Vogt:
2242+ 22— maynz, = N 44

izi—xnynzn+xi+yi—/\2—4:0

Ty £ /22y2 — 422 — dy2 + 402 416

N 2

C3+4/CF+4X2 + 16
2

= Zn

Tomando C) = max{Cy, C\} segue o resultado. ]
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Seja
A={FeR:~(E) =0}

A proposicao seguinte mostra que para as energias em que a aplicacao traco é limitada,

o expoente de Lyapunov se anula.
Proposicao 3.10. B C A.

Demonstragao. Suponha que exista £ € B tal que y(FE) > 0. Considere A, @ fixos e
escolha 5 € [0,1) para o qual y(F) existe. Pelo Teorema 2.9 existe uma solugdo u # 0 de
H) ppu = Eu satisfazendo

lU(m)|| < Cem™®) (3.4)

onde

Agora, as palavras s,s, ocorrem infinitas vezes em Vp 5 (veja [2, 13]). Como E € B existe

uma constante C > 1 tal que, para cada n € N, tem-se
[tr(M(\, E, s,))] < C) (3.5)

em que s, = Vpo(1)---Vpo(g,). Utilizando a Proposicao 2.3 de [14] temos que s,, ocorre
em Vp g para todo 3, como sendo Vyg(k)---Vps(k + g,) para k > my. Assim, podemos
usar a limitagao do trago da matriz de tansferéncia para todo S. Tomemos mq tal que,

para todo m > mg e todo k € N, a solugao u satisfaz
[U(m + k)| < e M [T (m)]]. (3.6)

Escolhemos n de modo que e~ 271 B)lsnl < % Olhemos para uma ocorréncia de s,s, em
Vo g, isto &, spsp, = Vog(l+1)---Vas(l + 2|sy|), tal que I > my. Segue do Teorema de
Cayley-Hamilton que

U(l 4 2|sp|) — tr(M(X, E, s,))U(L + |sn]) + U(1) = 0. (3.7)
De (3.5) e (3.7) obtemos
20 max{[|U(I+2|sn])|[, U+ [sn DI} = [|U(I42]su)[+CAU U [suDI| = U D]]. (3.8)
Substituindo (3.8) em (3.6) com I =m e k = |s,| ou k = 2|s,| obtém-se
[Um + k)| < e 2 EH|U(m)]| < e” 2 EF20,|U (m + k)|

Assim,

U (m + k)||(1 — e~ 27 E*20,) < 0
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o que é um absurdo. [ ]

Observagdo: A inclusao acima pode ser demonstrada seguindo [1] ou combinando Lema 5

de [1] juntamente com o Teorema 1 de [14].
Proposicao 3.11. A C >_.

Demonstracao. Seja E € p(H) ). Pelo argumento de Combes-Thomas [33] a funcado
de Green G g s correspondente, solugao da equacao (Hygps — E)Gxp5(n, k) = 0,1, decai

exponencialmente:
|Gros(n, k)| < Ce™ ™ onde a=1In(c dist(E,0(Hygs)) + 1).

Isto implica que a solucao da equagao (Hyps — E)¢ = 0 com condigoes iniciais ¢(0) = 1
e ¢(—1) = 0 cresce exponencialmente com taxa estritamente positiva, pois o Wronskiano

é constante. Por outro lado, temos que para 5 ¢ — qtp

lim - In | M\, B, Vo s(1) - Vi p(n))]| = 1(E)

n—oo N,

[o(m)]” < [¢(n)* + |o(n + 1)[* < [M(A B, Vas(1) -+ Vas(n)]*
Isto implica que v(E) > 0. [ ]
Das proposicoes acima obtemos a seguinte consequéncia:
Corolario 3.12. > = A = B.

A seguir enunciamos um importante lema devido a Kotani, a partir do qual relacio-

namos o expoente de Lyapunov com o espectro absolutamente continuo [29].

Lema 3.13. (Kotani) Dado uma familia ergédica de operadores de Schridinger discretos

unidimensionais com potenciais assumindo um numero finito de valores, tem-se
({E€R:~(E)=0})=0

onde () denota o expoente de Lyapunov e ¢ a medida de Lebesgue.

O Teorema 3.6 juntamente com o Lema 3.13 e o Corolério 3.12 permitem excluir o
espectro absolutamente continuo de H) g g para todos os parametros A, 0, 3. Mais preci-

samente temos o seguinte resultado:

Teorema 3.14. Para todos os pardmetros \,0, 3, o operador Hy gz tem espectro absolu-

tamente continuo vazio, suportado sobre um conjunto com medida de Lebesque zero.
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Demonstragao. Combinando o Corolario 3.12 com o Lema 3.13 obtemos que

Uo(Hrpp)) =0, BL—qtp.

Para A, 0 fixados, a familia (H)yg)gecjo,1) ¢ ergodica e minimal, logo pelo Teorema 3.6
concluimos que

g(U(HAﬁvg)) = O, A ﬁ € [0, 1).

Como 04.(Hyrgp) C 0(Hygp) implica que ((o4.(Hrpp)) = 0, ou seja, 04.(Hy ) = 0 para

todos os parametros A, 6, 3. [

Assim, quando estudamos o tipo espectral de (H),5)se0,1) Precisamos apenas analisar

o espectro pontual e o espectro singular continuo de (H),5)ge0,1)-



CAPITULO

4

Comportamento das Solucoes

Neste capitulo aplicaremos a teoria desenvolvida no Capitulo 2 para estudar proprie-
dades espectrais uniformes de operadores de Schrodinger da forma (1.1), especialmente
com potenciais Sturmianos. Mostraremos que os referidos operadores possuem espectro
pontual vazio para todos os parametros A, 6, 3 e utilizando o Teorema 3.14 demonstrare-
mos o Teorema 1.1. Apresentaremos também a demonstracao de que para os potenciais
Sturmianos, com nimeros de rotacao de densidade limitada, existem cotas superiores e
inferiores do tipo C1 L™ < ||u||, < C2L"?, com L > 0 suficientemente grande, para todas
as solugoes u com condigoes iniciais normalizadas (no sentido que |u(0)]*+ |u(1)|? = 1) da
equacao de autovalores (2.8). Com estas estimativas é possivel caracterizarmos, tomando

a= %, o espectro a-continuo de H) g 5 (veja Capitulo 5).

4.1 Limitacao inferior das solucoes e auséncia de espec-

tro pontual para H) g3

Estabeleceremos cotas inferiores na "metade da reta", para todas as solugoes de (2.8),
referentes aos potenciais Sturmianos com ntimeros de rotagao de densidade limitada. Mos-
traremos também que o espectro pontual de H), 9 g é vazio para todos os parametros A, 8, /5.
Como o espectro pontual é o fecho do conjunto de seus autovalores, isto é, o fecho do con-
junto das energias £ € R tais que u € (*(Z) é solucao da equacao (2.8), tomaremos
como base tal equacao para nosso estudo neste capitulo. Além disso, apresentaremos a
demonstracao do Teorema 1.1, enunciado na introducao. Também serda nosso objetivo

nesta segao apresentar a demonstragao do seguinte resultado [11]:

Proposicao 4.1. Suponha que a sequéncia (g,) associada ao numero de rotacdo 6 sa-
tisfaca ¢, < Cy. Entao, para todo A existem 7; > 0, ¢} < oo tais que para todo
E € 0(Hypp) e todo B € [0,1), qualquer solu¢ao u de (2.8) com condic@o inicial norma-

38
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lizada satisfaz

lull, = CLL
para L suficientemente grande.

Para demonstrarmos a Proposigao 4.1 usaremos alguns lemas a seguir. Primeiramente,

observemos que o comportamento de ||u||, pode ser investigado através de

1/2

U, = ZIIU WP+ (L= [LDIIU([L) + DI
em que L € R, L > 1, sendo

U<n>=< u(n) ) e UM = P + Juln - DI

u(n —1)

pois 3 |[U|I7, < [lully, < IU]7.

Utilizando a limitagao uniforme dos tragos, vamos obter estimativas sobre o cresci-
mento de ||U||, para energias no espectro e solugoes com condigdes iniciais normalizadas
da correspondente equagao de autovalores.

O proximo resultado é baseado em uma versao do argumento de Gordon 2-blocos.

Mais precisamente, temos [11]:

Lema 4.2. Fize X\, 0,3. Suponha que Vp3(j)...Vas(j + 2k — 1) € conjugado de (s,-1)?,
(80)% ou (8,8,-1) para algumn € N, I < k e todo j € {1,....1}. Seja E € .. Entdo toda

solug@o u, com condi¢ao inicial normalizada, de (Hypp — E)u = 0 satisfaz

||U||l+2k > D) ||U||z

com Dy = <1 + 4CQ> 2, em que Cy € dado pelo Coroldrio 3.9.

Demonstragao. Considere algum j € {1,...,1}. Por defini¢ao, temos
U(G+k) =M\ E Vop(i)--Vos(i+k—1)U(j)

e U(j+2k) =M\ E, Vog(j).. Vas(j+2k—1))U(j).

Como, por hipétese, Vy (7)...Vy (7 + 2k — 1) é conjugado de (s,)?, (s5-1)* ou (sp—180)%,
temos

U(j +2k) = [M(X, E, Vo 5(5)--Vas(j + k — DIPU ().

Dai, aplicando o teorema de Cayley-Hamilton, vem

U(j + 2k) — tr[M(\, B, Vas(5)-Vos(G + k — UG+ k) +UG) =0.  (4.1)
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Além disso, pelo Corolério 3.9,
[tr[M (X, B, Vip(j)--Vas(j +k — 1)) < Cx (4.2)
para Cy > 1. De (4.1) e (4.2) obtemos

2Cxmax{ UG+ 20)[ |UG +B)I} > (UG +26)] + Ca UG + k)l
TG

IV

para todo 1 < j <. Isto implica que

UG+ R+ IUG+20)1 = (max{ UG+ 20)], UG+ K)[1})*

1 2
— |U
4C2 UG

v

para todo 1 < j < [. Assim,

I+2k

WUl = D IIUm))?
m=1

I+2k

= D U+ > Ilum))?

m=Il+1

v

DU+ YU+ k)| + [[U(m + 2k)|?)

m=1

A%

ST+ = 3 )

A m=1

1
= 1+ —= ] IUl
4C5 |

Agora, usaremos os Lemas 2.7 e 4.2 para estimar o crescimento de ||U]|,, com energias

no espectro e solugoes da equagao de autovalores (veja [11]).

Lema 4.3. Seja A\, 0,5 arbitrdrios, E € Y e u uma solu¢ao, com condi¢ao inicial nor-

malizada, da equagao de autovalores (2.8). Entao para cada n > 8, vale a desigualdade

U, = DAllU

dn—s
1

onde Dy = <1+ﬁ>2.

Demonstracgao. Usaremos o Lema 2.7 e exibiremos quadrados nos potenciais, no sentido

que eles satisfazem as hipoteses do Lema 4.2. Para demonstrarmos o lema, mostraremos

que

U5 > Dy |||, _,

Qn+1+qn)+Qn—1 -
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para todos A, 0, 3, todo E € o(H) ¢3), todas solugbes u da equacao de autovalores e todo
n >4, pois gnia > 2(qni1 + Gn) + Gn-1-

Fixe A, 0, 8 e n > 4. Considere a n-particao de Vp g. Como queremos exibir quadrados
para a origem, consideremos os seguintes casos:
Caso 1. zg = Sp_1.
Pelo Lema 2.7 z; = s,. Como s,_; é prefixo de s,, e 23 € {sp, 5,1} entdo z, = s, 1q,

sendo a uma palavra apropriada. Por (2.6) e pela Proposi¢ao 2.2 temos

202122 — Sp—-15nSn-10
— an
= Sn-15,-15n—25n-10
a a _271
- Sn—lsnn_lsn—lsnn_g Sp—4Sn—30
_ 2 an—1 _an—2—1
= Sp—1S,_15,"1 Sp3  Sp—4Sn—3Q.
~ -9 .
Se a, > 2 entdo 202122 = S, 152 15p_15°"1°b = 8,152 _8,_4d, com palavras apropriadas
b,d. Se a, = 1 entao

_ 2 ap—2—1
20”1722 = Sp—15,-15n—3 Spn—4Sp—3Q

e usando (2.6) obtemos (se a, 2 = 1 ou a,_» > 2) que 202122 = S,,_152_15,_40 COM UMa
palavra apropriada v. Portanto, aplicando o Lema 4.2 para [ = ¢,_4 ¢ k = ¢,,_1 obtemos

‘|U|‘2(Qn+l+qn)+anl 2 HU“qn74+2qn71 Dy HUH%% :

Caso 2. zog =S, € 21 = Sp.
Se zo = 5,1 entao pelo Lema 2.7, z3 = s,,. Aplicando a Proposi¢ao 2.2 obtemos 2¢z1 2023 =

ap—1—1
Sps2se S 8y 38,9, € de (2.6) vem que

2
202172273 = SpS,Sn—3W,

com w palavra apropriada. Se 2z, = s, entao como s,_; é um prefixo de s, e z3 €
{Sn, Sn_1} temos que 2212923 = $,525, 17 com r palavra apropriada. Dai, por (2.6),
20717223 = 8,828, 38, com uma palavra s. Portanto, aplicando o Lema 4.2 com | = ¢,_3
e k = ¢, obtemos

1Uag 1 gy 4ans = 1UNlg, 5120, = DalUNl,, 5 = DU, _, -

Caso 8. zg = S, € 21 = Sp_1.

Sejam z; os blocos da (n + 1)-particdo de Vpz. Pela unicidade da n-partigdo temos
2y = Sni1. Consideremos os seguintes subcasos:

Caso 3.1. Z;l+1.

. . . o, . . .
Analogamente ao caso 2, isso implica que s,s; é seguido por s,415,—2 € dai aplicando o
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Lema 4.2 com [ = ¢q,_» € k = ¢,41 obtemos

> D, |IU]

qn72+2Q7L+1 -

> D, ||U]

HUH2((17L+1+(17L)+(17L71 Z HU| qn—2 qn—4 "

Caso 3.2. 2, = s,,.

Segue do Lema 2.7 que z, = s,,.;. Novamente consideremos dois subcasos.

Caso 8.2.1. 25 = s,.

Este caso ocorre somente se a, 12 = 1. Pelo Lema 2.7, Z:; = Sp+1. Como s, é um prefixo

de 5,41 € 25 € {8n, 5041}, POr (2.6) temos

! ’ /

/ / ’
2
202129232475 = Sn+1(SnSni1) Snw

’ !

2 an—1
= Snt1(SnSnt1) Sn-15,"71 Sn—2W

com uma palavra apropriada w’. Aplicando o Lema 4.2 com | = ¢,_1 € k = ¢n + o1
obtemos

1U]] = Dy ||U]]

qn—4 "

) = Dy[[U]]

Qn—1+2(Qn+Qn+1 — dn—1

Caso 3.2.2. zé = Spi1-

Considere as consequéncias deste caso particular para os blocos na n-particao. Temos
e — an+1 an+1
20%1 Dapi1+4 = SnSn—18nSy, " Sn—18, " Sn—1-

Como s, ¢ um prefixo de s,.1, este bloco deve ser seguido por s,. Portanto, temos a
sequéncia de blocos

SnSn—1SnSam s, 150, 15,. (4.3)

Usando a Proposicao 2.2 podemos reescrever (4.3) como

n—1

a a a —1
SnSp—18n8y" " Sn18," T 808,y Sn—3Sn—2,

o qual pode ser interpretado como

An+41 an+1 On—1—1
SnSn—15nS," T Sp—1808," 1S,y T Sp_3Sn_2.

Observe que S,_15,s¢*+1 é conjugado de $,S,41 = Spsintls, 1. Assim, aplicando o
Lema 4.2 com | = q,—3 ¢ k = q,, + ¢,,-1 obtemos
3 +

y = DallUll,,_, = DAlU]

||U||2(qn+1(Zn)+Qn71 Z ||U||QTL73+2((17L+qn71 qn—4 "

Como os casos 1, 2 e 3 cobrem todas as possiveis escolhas de zg, z1, o lema esta demons-

trado. ]

Em particular, o Lema 4.3 permite excluir os autovalores do espectro de Hy g 5, para

todos os parametros A, 6, 5. Mais precisamente, temos



43

Corolario 4.4. Para todos os pardmetros X, 0,3, o operador H) 95 tem espectro pontual

Vaz10.

Demonstragao. Sejam A, 0, § arbitrarios, £ € > e u uma soluc¢ao, com condigao inicial

normalizada, de (Hyg s — E)u = 0. Entao pelo Lema 4.3 temos

[0l = DallUll, = - = D3 [Ull, = D} U], = D, ¥n > 1.

q8n q8n—8

Isto implica que
|UI > |IU|Z, > D3, ¥n>1 com Dy> 1.

Fazendo n — oo obtemos

U2 = D U (m)])* = oo
m=1

Assim, para todos os parametros )\, , 3, nao existe solucao u em ¢2. Portanto, para todos

os parametros A\, 6, 3, o operador H) s tem espectro pontual vazio. [
Demonstracao. (Teorema 1.1). Segue diretamente do Teorema 3.14 e Corolario 4.4m

Agora vamos estimar o crescimento da sequéncia (¢, ) quando 6 é de densidade limitada,

mostrando que esses numeros satisfazem a hipdtese da Proposicao 4.1.

Lema 4.5. Suponha que 6 seja um numero de densidade limitada. Entdo existe uma

constante Cy de forma que g, < Cy.

Demonstragao. Comparando a sequéncia (g,) com a sequéncia (r,) gerada pela recursao

Tn+l = 2an+1rn

com condigao inicial r; = 2a,, temos que ¢, < r, e

i=1

Por hipotese, # € um ntumero de densidade limitada, logo existe uma constante By tal que
L3 1 2a; < By. Dai, por (4.4) obtemos

1 n
In(g,) "™ < In(r,)V/" = - Zln(Zai) < By,
i=1

o que implica que ¢, < (). Portanto, existe uma constante Cy = €5 tal que

Qngcg |
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Embora (g,) cresga exponencialmente com n, o proximo resultado mostra que a sub-

sequéncia ||U]|,. ~cresce pelo menos polinomialmente em n.
Lema 4.6. Suponha que a sequéncia (g,) associada a 6 satisfaca g, < Cy. Entao, para
todo A, existe v = y(X\,0) > 0 tal que

10Ul = @n
para qualquer solug¢do u de (Hypp — E)u = 0, com condi¢ao inicial normalizada, corres-
pondente a E € o(Hygp).

Demonstragao. Pelo Lema 4.3 temos

|U]l,, > DAllUN,, , > > DallUIl,, = D}, ¥n > 1,

q8n q8n—8

com Dy > 1. Escolha v > 0 de modo que C’g7 < D,. Assim,

U hip. DT "

o que implica que [|U||,. > gg,.

Vamos estimar a quantidade ||U||; para L suficientemente grande, fazendo a interpo-

lacdo para os L's nao-inteiros.

Demonstracao. (Proposicao 4.1). Devido ao Lema 4.6, para todo A\ existe 7 =
(A, 0) > 0 tal que ||U]l,, > gg,, para qualquer solugio u de (Hygs — E)u = 0, com
condi¢ao inicial normalizada, correspondente a E € o(H) ). Por hipotese, existe 1 <
Cyp1 < oo tal que g3, < Cf; e sabemos que existe 1 < Cpo < oo tal que gs, > Cyy.

Escolha € € (W% ”y). Seja 71 = v — €. Temos

B In ngl —In 0972
In Cg,l

v>v—€>0.
Dali,
'yln 0971 — 'yln 0971 —|—’71I10972 > In 09,1 ey > 0,

o que implica
In Gy —In Gy, <0.

Logo,

Escolha n € N tal que
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e tome L suficientemente grande de modo que gg, < L < gg(n41). Assim,

Wl 2 U], > ad > O3 > CIm > > 1,

q8n — 3 e T ) (TL+1)

Portanto existe C) = \/Li tal que
ull, > C1||U||,, > CLL™

para qualquer solucdo u, com condigao inicial normalizada, de (Hy 93 — E)u = 0, com L

suficientemente grande. [ ]

4.2 Limitacao superior das solucoes

Nesta secao apresentaremos uma limitagao superior, polinomial em L, para as solugoes
u com condigoes iniciais normalizadas. Para mais detalhes veja referéncias [22, 23]. Mais

precisamente, nosso objetivo é mostrar o seguinte resultado:

Proposigao 4.7. Seja 6 um numero de densidade limitada. Entao para todo A # 0,
existem v, > 0, Cy < 00, tais que para cada E € o(H, 943) e cada 5 € [0,1), toda solucao

u de (2.8), com condigao inicial normalizada, satisfaz

lull, < CyL? VL >1.

Para demonstrarmos a Proposicao 4.7 seguiremos o seguinte caminho: estimaremos a
norma das matrizes de transferéncia M (m) = M (X, E, Vyo(1) - - - Vg o(m)), as quais podem
ser escritas como um produto de matrizes M, onde m = ) " €q;, com ¢ inteiro. A

técnica usada estabelece uma relagdo entre as triplas (M, M, 11, Zy11 = M, M,1) €
(M, 1, M,,, Z,, = M,_1, M,,) escrita na forma matricial (Lema 4.8 e Lema 4.9):

I I

Mot | _p | Mo |
M, My
Zia Z,

assim existem matrizes D(n, k) satisfazendo

I 1
M, M,
+h+1 — D(n, k) +1
Mn+k Mn
Zn+k+1 Zn-i-l

Como os coeficientes dessas matrizes sao funcoes polinomiais de y; = trM; e z; =

trZ; = tr(M;_1M;), usando a Proposi¢ao 3.9 obtemos a limitagdo uniforme dos tragos.
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Avaliando os coeficientes de D(n, k) (Lema 4.11) implica (Corolario 4.12) a existéncia de

uma constante J tal que

(ARt
1Z0l] < JEEe

Por indugao, obtemos
[[Mgo - MY || < KE=oe Lm0,

e, consequentemente, ||[M(m)|| < Cm?, sendo § um niamero de densidade limitada.
Vamos comegar relacionando as triplas (M, My, 11, Zny1) € (M,_1, My, Z,,) através de
B, € SL(4,R).

Lema 4.8. Para cada inteiro n, a matriz B, € SL(4,R) definida por

1 1
Mn+1 _ Bn Mn
Mn Mnfl
Zn—i—l Zn
é
0 0
B — O 0 _'5104n+1_2 San+1_1
! 0 1 0 0 ’

yn—l - San+1 - ZnSan_H—Q yn-i—l _San+1—3 San+1—2

onde Si(yn) sao os polinomios de Chebyshev (ver Lema 2.12). Note que S_i(yn) =

—Sk—2(yn). Para simplificarmos a notag¢ao omitiremos a dependéncia de y, dos Sk.

Demonstragao. Temos que

My = My M7 = My 156, -1 Mp — S,
= Supi1-1Zn — Sappr—2Mn-1
Tnp1 = MyMyy = My (ML) = My (ynal — ML)
= Yny1 My — My (M, M)~
= Y1 My — (M, )M,
= Yot1 My — Sap 1227+ Sap iy —3(Yn-11l — My_1)
= (Wn-15a:1-3 = ZnSans1—2)1 + Yny1 My — Sa, i —3Mp_1 + Sy —2Zn.

Mnfl

n+1*2

Além disso, B, € SL(4,R) pois detB,, = S?

any1—2 San+1—1San+1—3 =1 -
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Definimos D(n, k), para cada par de inteiros k e n, por

D(n,0) = I se n>0ce
D(n,k+1) = Buix1D(n,k) se k>0,n>0,

com D(n, k) matriz 4 x 4. Assim, o Lema 4.8 implica

1 1
M, M,
+k+1 _ D(n, k) +1
Mn+k Mn
Zn+k Zn+1

Seja D(n, k); ; os coeficientes da i-ésima linha e j-ésima coluna de D(n, k).

Lema 4.9. Para cada par de inteiros n e k, tem-se

D(nk+1); = 6y, 45
D(n,k+1)o; = —Sa, 0-2D(n, k)35 + Sa, 01D (0, k)4j, 4.6
D(n,k+1)3; = D(n, k), (4.7)
D(n,k+1)s; = (YntkSaninia—3 — Zntk+1San,pi0—2)D (1, k)1
+ Yntrr2D (0, k)25 — Sa 03D (1, k)3;
+ Sanirro—2D(n, k)4 (4.8)
Demonstracao. Segue diretamente de D(n,k + 1) = B,1x1D(n, k). u

O proximo resultado nos da uma formula para os coeficientes da matriz D(n, k).

Corolario 4.10. Se k> 1,n >0, j € {1,2,3,4}, entao

D(n,k+1)s; = —Sa, 02Dk —=1)25 4+ Sa, ., 0—1D(n, k)4, (4.9)
D(n,k+1)y = (yn+kSan+k+2—3 — Zn+k+1san+k+2—2>(51j

+ Ynthr2D(n, k)25 — Sa,ypn—3D (1, K)3;

+ Sapipre—2D(n, k). (4.10)

Utilizando o Corolario 4.10 limitaremos superiormente o modulo dos coeficientes de
D(n, k) através de:

Lema 4.11. Se E € 0(H), entdo

n+k+1

> ap
ID(n, k)| < K72 " ie{1,2}, je{1,2,34},

com K = 4max(2,sup |y, sup |z,|).
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Demonstragao. Pela Proposigao 3.9, sup{|y./|, |2.|} < co. Seja ¢ = max{2, sup |y,|,sup |z,|}.
Pelo Lema 2.12 temos que [S,(y)| < |y|*™*,a > 0,y € R. Mostremos por indugao sobre k.
De fato, para k = 1:

D(TL7 1) = Bn+1,

|D(TL, 1)2j| < |San+2—2| + |San+2_1| < 2=l 4 ant < Kon2,

D, gyl < |ynSa”+2_3‘ + |Z”+1S‘ln+2_2‘ + [Una| + ‘S‘ln+2—3‘ + ‘San+2—2‘
S J(On+2 ((Can+21 —l—Ca"+2 —|—C+Ca"+272 +Ca”+21)an+2)
<

chnt2 1 1 1 1
an+2 _ . _ an+2
K (Kan+2) (C +1+ Can+2—1 + CQ + C> S K ’

pois K > 4c e ¢ > 2. Assumimos o lema para [ € {1,...,k}. Usando o Corolario 4.9

obtemos que

[D(n,k +1)o;] < c™ 271D (n, k — 1)g;] + ¢ ++2 [D(n, k)ay]

n+k+1

Z ap Can+k+271
< Kl:n+2 - + Can+k+2

Kantkt1

n+k+1

>
< Kl:n+2 Kan+k+2‘

Analogamente obtemos para [D(n, k + 1)4;]. n
Obteremos a existéncia de uma constante J que limita as normas M, e Z,.

Corolario 4.12. Se F € o(H), entao

AR (4.11)
12 < Jéai, (4.12)
com J = max(K,4||M.||,4||Mo||, 4]| Z1,4).
Demonstragao. De
I I
Nl =pom |
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obtemos
||Mn+1H = D(O, n)21] —+ D(O, n)22M1 -+ D(O, n)23M0 + ZD(O7 n)2421
4
< D ID(0, n)s max (| My | Mol , 1, [| 1))
j=1
nil .
< 4KE S max (| M|, [[Moll 1 (| Z4]))
nz-l—:la. nila.—‘rl nz-l—:la.
< Ji=2 ZJ: Ji=2 ' < Ji=1 1’
com J = max(K,4||Mi||,4||Mo||, 4||Z1]|). Segue analogamente (4.12). u

Agora limitaremos as normas dos produtos de matrizes M, M, e M, Z, .

Corolario 4.13. Se E € o(H), entdo paran >0 e k > 1 tem-se

nz-{—:l nik

a; a;

||MnMn+k|| < Li=1 ZK'i:n+2
n+1 n+k

i

> a; > a
HMnZanH < Li=t  [Ki=n+2

bl

com L = J(4+ 2c).

Demonstragao. Temos que

M, M, x = My[D(n,k— 1)yl + D(n,k—1)9oM, 11+ D(n,k — 1)a3M,
+D(n, k —1)94Zp 1]
= D(n,k— 1) M, + D(n,k —1)92Zp1 + D(n, k — 1)o3(y M, — 1)
+D(n, k= 1)2a(ynZns1 — Mu1)
= —D(n,k—1)3l — D(n,k — 1)y M1 + [D(n, k — 1)
+y,D(n, k — 1)o3)M,, + [D(n, k — 1)as + yp D(n, k — 1)24] Zpq. (4.13)

Segue que

3
M

n+tk n+1 n
2 a 2 ai 2 ai a;
‘|MnMn+k‘| < Ki=n+2 (1 +J= 4 (1 + C)J¢:1 +(1+c)Jim >

IA
=
1
5
=
i

IA
=
g
5
h
I

IA

=
Ji

e
[
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O mesmo argumento segue para estimar || M, Z,x||. n
Por inducao obteremos uma limitacao superior para o produto de matrizes M, - - - M,, .

Lema 4.14. Sejam E € o(H) e k > 2. Para qualquer conjunto finito de inteiros cres-

centes n;, tem-se

nq+1 nE
a; Z a;
My - Moy < L5 " =i
ni+1 N
Z a; ) Z a;
M+ Moy Zoy | £ L5 50

Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao, e a segunda desigualdade é

demonstrada de modo analogo a primeira. Para k = 2, pelo Corolério 4.13 temos

nglai ) %2: a;
HMmanH = ||Mn1Mn1+(n2—n1)H§Li:1 K=t )

n1+1 n
> a; . >
”Mn1 Zn S L i=1 Kz:nﬁ-z )

2|l

Assumimos que o lema vale para [ € {1,...,k}. Vamos estimar HMm : ”Mnank+lH'

Usando (4.13), M, M, Z

nes1) € Obtemos

¢ linearizado em (I, M, , M,

k+1 Nk+1

HMmM

o |

IN

D23 HMnl T Mnk,l || + D24 ||Mn1 e Mnk,ank+1 H
+ (Da1 + yn Das) | My, - - - M, |
+ (Do + yn, Doa) || My - Mo Zn, |

onde D;; = D(ng, ngr1 — ng — 1)ij;

nk+1
> a;
| My -+ My, || < 401+ o) K= max{||M,, -~ M, .||,
HMm e Mnk—ank+1 } ) HMm e Mw” ) ||Mn1 e Mnk—l nkH}

k41 nk ni+1
) Z a; ) Z a; Z a;

< AL+ )K= K LS

g1 ng ni+1
a; Z a;

> a >
< Ki:nk+2 Ki:7zk+2 L i=1 . -
Por indugao obteremos uma limitacao superior para a norma do produto de matrizes
€0 EN
M- M.

Lema 4.15. Sejam E € o(H) e N > 2. Para qualquer conjunto finito de inteiros €;,

tem-se
PR
||M50 .. MIEVNH < K=o [i=1
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Enl

~ € ~ .
Demonstracao. Reescreva M° --- MY = My;" - - - My,*, onde todos os €,, sdo diferentes

de zero. Faremos a demonstracao por inducao em k. De fato, para k = 1:

ngl
a;
M, ]| < L=,
M| < e My | 4 e
ni+1
S CElL 2';1 @i + CEnl—l
nq+1
< ki S
Assumimos o lema para [ € {1,--- ,n} e mostremos recursivamente em p que
i nk§+l
€n,; a;
H E"l . Eannp+l oo Mnk+lH S szl ]L i=1 . (414)

Note que 3 °¥_ €, = > 07, ¢;. Parap =1,

€1 € €n, —1
| M My - My, || <0 e |[Myy - My, || 4+ ¢ [ Moy - My, |

ny+1 N+l no+2 npt+l
Z a; . Z a; Z a; ) Z a;
< CE”I L i=1 Kz:n1+2 + CenlflL i=1 KZ:"L2+2
ng+1 ngptl
Z a; ) Z aq
< KL= Kimmt2
Assumindo (4.14), mostremos agora para p = k + 1:
I Ve Vs erpi1 || Myt - My H
HM M My Mo || < e || MY MM, M,
rpin UV M H
+ cen || M My My, -+ M,
P N1+l
Z Enj Z a;
< Err1 =1 T i=1
i nk§+1
€n a;
+ it K= =T
"k+1+1
Z n Z a;

Considerando m = Y

=0

€;q; onde €; sdo inteiros, mostraremos que M (m) pode ser
escrito como um produto de matrizes Mg° - - - M e ent@o, usando o Lema 4.15, obteremos

uma limitacao superior para tal produto.
Teorema 4.16. Para qualquer inteiro m decomposto como m = Zﬁo €iq; tem-se
1. M(m) = M5 --- M,

M (m)|| < KEZloa X5 ai
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Demonstragao. Segue do Lema 2.4 ii) que v(k +¢,) = v(k), se 1l <k < g,+1 — 1. Dali,

M(m) = M(ZQ%)

= T (Z €ii + eNqN) T (exgy +1) T (engn) - - T (1)

Z 5i‘]i> e 'T(l) [T (ENC]N) e 'T(l)} )

el;—l)q]v—l—qN)---T((eN—1)qN+1)-~-T(1)

T
T ((exy — Day) - T (1) T ((ex — Dan) - T (1) = M.

Assim, M (m) = Mg --- M¥.

O item 2 segue diretamente do Lema 4.15. u

Apresentamos agora um lema que seré de fundamental importancia para demonstrar-
mos a limitac¢ao superior da norma das matrizes de transferéncia M (m) e, consequente-

mente, a limitagao das solugdes da equagao (2.8).

Lema 4.17. Seja N definido por qv < m < qny1. Entdo temos a expansao (necessaria-

mente unica)
N
m = E €iqi
=0

onde
m al
EN = [q }(750)» € = [(m_ > ‘quj) /Qi] ef{l, - am}, 1< <N-1
N “=
Jj=i+1

Demonstracao. Faremos a demonstracao por inducao em N. Se go=1<m < q = a;

entao m = €yqy = €9 onde 1 < ¢y < a;. Assumimos que o lema vale para m < qyy1. Se

gn+1 S M < gN42 € ENg1 = [ﬁ], entao
N
m —ent+1dn+1 < dn+1 € (m — eny1qn41) = Z €:iq;.
i=0
Além disso,
m gN+2 gN—2
EN41 = { } < [ } = [CLN+2+ } = AN42- u
dN+1 dN+1 qN+1

Considerando o numero de rotagao 6 de densidade limitada, estimaremos a norma da

matriz M (m) utilizando o Teorema 4.16 e o Lema 4.17.
Corolario 4.18. Se 0 ¢ um niumero de densidade limitada, entao

[M (m)]| < Cm?
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onde v = 4d(0)log L/ log?2 e C = L),

Demonstragao. Pelo Teorema 4.16 tem-se ||M(m)|| < KXos 250 ai - Sabemos que

m > qy > (\/§)N71 (veja [28]), entao 211‘?5;; + 1> N. Pelo Lema 4.17 temos que

(“‘)gMz){[l]”*lai} .
1M (m)|| < (L?) s G o [0 a0) oy

onde v = 4d(f)log L/ log2 e C = L), |

Agora estamos preparados para demonstrar que toda solugdo da equagao (2.8), com

condic¢ao inicial normalizada, tem um limite superior polinomial em L.

Demonstracao. (Proposicao 4.7). Pela relacao

( u(m + 1) ) — M(m) ( u(1) ) |
u(m) u(0)

implica que |u(m)| < [|M(m)|| max (Ju(1)|,|u(0)]). Como ||M(m)|| < Cm? obtemos
lu(m)| < Wm?, onde W = C max(|u(1)],|u(0)|). Dai, temos que ||U(m)||* = |u(m)|* +
lu(m — 1)]* < 2W?m?. Assim,

U2 < 2W2 L2 4 2202 [P < 927 H2) 2 [+
Portanto, existem v, =~v+1/2 e Cy = P+ tais que
ullL < ||U||L < CoL?, VL > 1.

Observe que demonstramos o resultado para as solugoes da equagao (2.8) correspon-
dentes a § = 0. Devido a continuidade & direita em [ do potencial, das matrizes de
transferéncia e a continuidade da norma L, obtemos que para cada € [0, 1), toda solu-

¢ao u de (2.8), com condigao inicial normalizada, satisfaz

llullp < CoL?, VL > 1.



CAPITULO

5

Espectro a-Continuo para H) gy 3

Neste capitulo estabeleceremos a continuidade do espectro de operadores H do tipo
(2.12), através de cotas inferiores e superiores da forma Cy(E)L" < |Jul|l, < Co(E)L,
para todas as solugoes u de (2.13), com condigbes iniciais normalizadas, e com L > 1 sufi-
cientemente grande. Utilizando essas cotas obtidas no Capitulo 4, para os potenciais Stur-
mianos com nimeros de rotacao de densidade limitada, demonstraremos o Teorema 1.2.

Para mais detalhes veja referéncias [11, 26, 27].

5.1 Desigualdade de Jitomirskaya-Last

Nesta segao consideraremos o operador H™ (H restrito a ¢2(Z")) definido por (2.12),
a correspondente equacao de autovalores (2.13) e as solugoes uf% g € u; .1 definidas
em 7%, satisfazendo as condigoes iniciais (2.14). Apresentaremos uma relagao, devido a
Jitomirskaya-Last, envolvendo as m-funcoes a direita e as solugoes uf% I u; o1 de (2.13).
Essa teoria pode ser desenvolvida de modo analogo em Z~.

Para z = E+ie (€ > 0), sejam 4 , as solugdes a direita da equacio (2.31) que estdao em
(*(Z*) e m}(z) as correspondentes m-fungoes a direita, de acordo com a Definigao 2.16.

Assim, vale a seguinte relacao:
Lema 5.1. Im(m}(z)) = ei ). (n)].
n=1
Demonstragao. Como 4}, ¢ solugdo de (2.31) temos
@;Z(n +1) + ﬁ;}z(n —-1)+ V(n)ﬁ;gz(n) = zﬁz;z(n).
Multiplicando ambos os lados da igualdade por W obtemos

— — ot ~ 2 _ Lt 2
ug ()i (n+1) +uf (n)ug (n = 1) + fug . (n)["V(n) = z[ug.(n)[",

o4
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Tomando as partes imaginarias de ambos os lados e lembrando que V(n) € R segue que

= oot = ot _ ot 2
I (TE 0V, (0 4+ 1) + TEEL (0 = 1)) = efaf ()

Somando ambos os lados de 1 a oo vem que

> 1 (@0 (0) + TE ()] 0+ 1) + B (n + D (n)) = > 1a.(n)
n=1

Dai,
i Im (Ma;z(o) +a),(n)ul (n+1) + T} (n)ug . (n + 1)) = f: @} (n)]?
- n=1
o que implica .
Im (@t (0)) =D lat. )
n=1
Pela Definigao 2.16 e por (2.14) obtemos
Im ((senp — mkcosp)(cosp + m:gsengp)) =¢ f: |ﬂ:gz(n)|2
n=1

do qual segue que
Im (cos2g0 (—mjg(z)) + sen*p mi(z)) = ez ), (n)?
n=1

e assim,

I (m(2)) = e [t () .

O proximo resultado relaciona as solugoes das equagoes (2.13) e (2.31), e chamaremos

esta relacao de formula de variacao dos parametros para o caso discreto.

Lema 5.2. Para qualquer n € Z, Ul satisfaz a equacao

©,2

@;z(n) = UEL,@,E("L) - mz(z)ui%E(n) zeu2 0, p(n Z Ul,@ 5 k)
+ deui, y(n Zqu 5.(k) (5.1)

com Uy, p € Uy, p solugdes de H u = Eu satisfazendo (2.14).

Demonstragao. Seja @} (n) o lado direito de (5.1) para n € Z* e seja @ (0) = cosp +

- - + = ~ -
m (z)seny. Usando o fato que uj, g, u;, 5 830 solugdes de (2.13) e a constancia do
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Wronskiano (W{uf, g, uy, gl(n) =1, Vn € Z*), verifica-se que {@} (n)};2, satisfaz

wj(n+1)=—wj(n—1)+ (E - V(n)w,

2 (n) +ieu; (n) (5.2)

para qualquer n € Z*. Agora, u . € solugao de (2.31), logo

ul,(n+1)=—u (n—1)+ (E +ie = V(n))u} (n) (5.3)

@72

para qualquer n € Z*. Observe que, pela Definigdo 2.16 e por (2.14),

+

w}(0) = cosp + m(2)sene = U (0),
w}(1) = senp —mF(z)cosp = U (1).

u ,z(l)

Suponhamos por inducdo, que w} (k) = uf (k), Yk < n. De (5.2) e (5.3) obtemos que
w)(n+1) =u} (n+1). Portanto, W} (n) = u} (n), Vn > 0. u

A desigualdade a seguir relaciona as m-fungdes a direita m7(z) com as solugoes uip B

e u;% 5 (linearmente independentes) de H u = Eu.

Teorema 5.3. (desigualdade Jitomirkaya-Last) Seja H definido por (2.12), e sejam
E e R, e >0 dados. Entao, vale a desigualdade

5—v2d  uiesllizg = 5+ V24 5
[t (E +ie)| ||u2+,g0,EHL$(e) |mt(E + ie)|

Demonstracao. De (5.1) segue que
ag.(n)] = Jus, g(n) = mg(2uf, p(n)] = €(lug, p(n \ZI ul (k). (k)|

+ [uly p(n)] Z [z o 6 (R)I[E5 . (K)])

> |ugypn) - ( iy 5 ()] = (ugy g0 pllnl 8. 1n
+ gy (M1, pllnl1Eg - In)
> |u2¢E(”) ( )uf(pE(nﬂ - €(|U;¢,E(n)|||Ui@,E||L;||@,z||L$
+ Jugy e (Mlug, pll e 185211
para 1 <n < L¥. Usando a norma || - ||, resulta

||a;,z||L; > ||U§L,<p,E - m;(z)ui%EHL:g - 2€||UZ¢,E||L$||UTM,E |L;||a;,z||L;

para qualquer L} > 1.
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Considerando LY = L7(¢), o que implica 26||u;%E||L$||ui%E||L$ = 1 (por (2.17)),
obtemos

2005 .M s o) 2 Nz o — mg (2 pllg o (5.5)

Pelo Lema 5.1 e por (5.5) temos

4Im(mt(2)) ..
+ = 4) i} (n)]?
n=1
> Allag 7y
> ugm = m (2w, sl
>

4 | 50+ I ()P llat o el
2l e gl o et sl o (5.6)

+

Temos por (2.17) que 2¢||uy, gl 4|,

pllrx = 1, e multiplicando ambos os lados de

(5.6) por 2¢, vem que

||U;¢,E| |L$(e) ‘2 ||UIL¢E| |L;(e)

8Im(m/(z)) > +|my (2) = 2|mJ (=),
’ luf g el 2 g Bl Ly o ?
o que implica
|| ,E||L+(e) 3,4 5 |L+(e)
|77”L;f(z)|2 Jf £ +<p £ - 10|m:g(z)| < 0. (5.7)
Hu2,go,EHL$(e) Hul,ap,E ’Lg(e)

Resolvendo (5.7) como uma inequagdo quadratica na variavel |[m; (z)| obtemos

U3 5l Lt (e U 5l Lt (e
(5 — V2d) 2Ll b ()] < (5 4+ V24) 2P Lo O
||u1,¢,E||L;(e) ||U1,¢,E||L$(e)

e, portanto,
524wl el 5+ v24

: |
MG Mz pllose — ImE )]

5.2 a-Continuidade para os modelos Sturmianos

Nesta segao caracterizaremos o espectro a-continuo do operador H do tipo (2.12)
através de cotas superiores e inferiores da forma C)(F)L" < ||ul|, < Cyo(E)L™, para
todas as solugoes u com condigoes iniciais normalizadas (no sentido que |u(0)|>+ |u(1)|? =
1) de (2.13), e com L > 1 suficientemente grande, tomando « = 712%72 Aplicaremos tal
resultado para os modelos Sturmianos, utilizando as limitagoes superiores e inferiores das
solugoes de (2.8) obtidas no Capitulo 4.

Primeiramente mostraremos o seguinte resultado:
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Teorema 5.4. Sejam o(H) o espectro de H e pis a medida espectral para o par (H,¢),
com ¢ € (*(Z). Suponha que existem constantes v1,%o tais que, para cada E € o(H), toda

solugdo u de (2.13), com condi¢ao inicial normalizada, satisfaz a estimativa
CUE)L™ < lullp < Co(E)L™ (5.8)

para L > 1 suficientemente grande e constantes C1(E),Co(E) > 0. Seja a = 712%72 En-
tio H tem espectro puramente a-continuo, isto €, para qualquer ¢ € (2, [tg € puramente
a-continua. Além disso, se as constantes C1(E), Co(E) podem ser escolhidas independen-
temente de E € o(H), entao para qualquer ¢ € (* de suporte finito, jus € uniformemente

a-Hdélder.

Para demonstrarmos o Teorema 5.4 seguiremos o seguinte caminho: com a estima-
tiva (5.8) e por intermédio da desigualdade de Jitomirskaya-Last obteremos a estimativa
im} (E+ie)| < C3e*7!, Voo (veja Lema 5.5), em que mf sao as m-fungdes a direita, £ € R
e (3 é uma constante positiva. Em seguida, relacionaremos m:; com a m-funcao m na
reta toda, obtendo a estimativa |[m(E + ie)| < C3¢*~! (veja Teorema 5.6). Ainda mais,
supondo que C, Cy independem de F em (5.8), teremos pelo Lema 5.5 que C3 independe
de E e usando o fato que m ¢é a transformada de Borel da medida espectral p, demons-
traremos que pu é UaH (veja Teorema 5.6). Por tltimo, relacionaremos as medidas u e
1y para qualquer ¢ € (*(Z).

Vamos comegar relacionando a estimativa (5.8) com as m-fungoes m; a direita.

Lema 5.5. Fire E € R. Suponha que toda solugio de (2.13) com |u(0)* + |u(1)]* =1
satisfaz a estimativa

C’IL’YI S H'LLHL S C2L’Y2

para L > 1 suf. grande e Cy,Cy > 0. Entao

sup|m (E + ie)| < Cye*™! (5.9)
%)

coma=-2 ¢0<(Cy< 0.
Y1+72

~ . ~ Jr + o .~
Demonstragao. Considerando as solugoes uy, p € uy , p de (H — E)u = 0 com condigdes

iniciais (2.14) e usando a hipotese temos

(luzgpllL)>== = (CoLwe)7e 2= Ccre
Vo € (—m/2,7/2] e L > 1 suficientemente grande.
Pela desigualdade Jitomirskaya-Last temos que
2—a
5— /24 ui, gl 5+/24
< - <

2170‘6176“‘77’1,:2(2)‘ 217046176“‘7’)1;(2)‘ ’

_«
luz el
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o que implica

lim supe' ~*|mJ (E + i€)| < oo, Vg € (—m/2,7/2].

e—0

Assim, existe 0 < Cs < oo com |m}(E +ie)| < C3e*™', Vo € (—n/2,7/2]. Portanto,
sup|m (E 4 i€)| < Cse®™!
)

para algum 0 < C5 < oo. .

Como o par de vetores {eg,e;} é ciclico para H, consideramos a medida espectral
[t = Hey + fle;- O proximo resultado relaciona as m-fungoes m a direita com a m-fungao

m na reta toda.

Teorema 5.6. Suponha que a estimativa (5.8) valha para todo E € o(H) com Cy,Csy
independentes de E. Entao, para qualquer func¢ao g : C* — C*, Ct = {z +iy,y > 0},

tem-se
mt(E +ie)g(E + ie) — 1

m*t(E + ie) + g(E + ie)

‘ < Cyze ! (5.10)
para todo € > 0. Em particular, tomando g = m~ obtém-se

mt(E + ie)m™ (E +ie) — 1

im(E + ie)| = m*(E + ie) + m~(E + ie)

< Cge* 1. (5.11)

Consequentemente, |1 € uniformemente c-Hdolder e, em particular, 1 € a-continua.

Demonstragao. Fixe £ € o(H) e ¢ > 0. Introduzindo novas variaveis z = e*¥ e

mt—i

vV = 74 temos
mt—i 2ip
1+vz 1+ <m++i>e
_ o _ (mt=1Y 2y
1 vz 1 (m+—|—i) e
o .
evr <e ¥+ (—zﬂrz)ew)
et (7 — (T51) )

(cosp —iseng)(m™t +1i) + (m™ —i)(cos ¢ + iseny)

(cos ¢ —iseny)(mt 4+ 1) — (m* —i)(cos ¢ + isenyp)
seny + cos m*

i(cos p — senyp mt)
= —im]. -
Assim, podemos reescrever (5.9) como

1+vz

— vz

S Cgea_l.

sup
|2|=1

Note que Im(m™) > 0 implica |v| < 1 e, portanto, (1+vz)/(1—vz) define uma fungao
analitica sobre {z : |z] < 1}. O ponto z; = 5—;2 esta no interior do disco unitario (|z;]| < 1)

pois Im(g) > 0.
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Pelo principio do médulo maximo temos

1+vz
1—-vz

1+ vz

1—-vz

sup
|z|<1

= sup
|z|=1

Usando esta desigualdade para o ponto z; obtemos

< 03601—1

— Y

mtg—1| |1+vz
mt+g|

1—V21

e, portanto, a estimativa (5.10) estd demonstrada. Em particular, tomando g = m™ e
usando (2.37) obtém-se (5.11). Além disso, como

. du(t)
m(E + ie) = / = (E+i0

temos de (5.11)

WE-cBra) = [ TS
2¢ /E6 mdﬂ(t)
2eIm(m(E + i€))

2¢|m(E + ie)|

2172(C5(2¢)”

IAN I

IN

para todos E € o(H), € > 0. Portanto, u ¢ UaH. Em particular

E—¢F
limsupﬂ( “B+e

< 00,
e—0 (26)04

donde p é a-continua.

Agora estamos preparados para relacionar a estimativa (5.8) com o espectro a-continuo
de H.
Demonstragao. (Teorema 5.4). Dado ¢ € ¢*(Z) com suporte finito (i.e., ¢ é suportada
em {—N,...,N,N + 1}) existem polinémios Py e P;, ambos de grau < N, em que ¢ =
Py(H)eg + Pi(H)ey (veja [5]). Assim,

fy = Po(E) ey + Pr(E)pe, < f(E)u, VE € o(H), (5.12)

com f(E) = max{FPy(E),P(E)} e p = fiey + fte,- Como o(H) é compacto e f é con-
tinua, segue que f é limitada em o(H). Se C4,Cy sao independentes de E, entdo pelo

Teorema 5.6, u & UaH. Logo, existe 0 < k; < oo de forma que

p(E =€, E+e)) < kai(2€)7,
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para todo E € o(H). De (5.12) obtemos
po((E =€, E+€)) < f(E)u((E — € E + €)) < kiky(2¢)"

para todo £ € o(H) e algum 0 < ky < co. Portanto, p4 ¢ UaH.
Se (', Cy dependem de F, entao C'5 também depende de E e neste caso, p nao é UaH.

Porém, concluimos que p é a-continua. Como py << pt, segue que [ty € a-continua. [

Observagdo: O Teorema 5.4 é estabelecido na "metade da reta a direita" e, claramente,

ha uma versao analoga na "metade da reta a esquerda.

Agora aplicamos o Teorema 5.4 para os modelos Sturmianos, ou seja, apresentamos a

Demonstracao. (Teorema 1.2). Por hipétese, # é um nimero de densidade limitada,
entdo para todo A # 0, existem ;1,72 > 0, C4, Cy < 00, tais que para cada £ € o0(Hyp,3) €
qualquer 8 € [0, 1), toda solucao u de (H) 93— FE)u = 0, com condigao inicial normalizada,

satisfaz (veja Proposigoes 4.1 e 4.7)
Ole S HUHL S C2L’YZ

com L > 1 suficientemente grande e C,Cy > 0 independentes de E. Seja o = 712%72
Assim, pelo Teorema 5.4, para todo 8 € [0,1) e todo ¢ € (*(Z) de suporte finito, a
medida espectral para o par (Hygg, ¢) é uniformemente a-Holder. Em particular, H) g 3

tem espectro puramente a-continuo. ]



CAPITULO

6

Consideracoes Finais

Nesta dissertacao estudamos o tipo espectral da familia H g 3 de operadores de Schro-
dinger discretos, unidimensionais, com potenciais Sturmianos, e concluimos que possuem
espectro puramente singular continuo, suportado sobre um conjunto de medida de Lebes-
gue zero, para todos os parametros A, 6, 3, sendo 6 € (0, 1) irracional.

Tendo em vista os resultados obtidos sobre a classificacao espectral com relacao a
medida de Lebesgue, estudamos também a a-continuidade (« € (0,1)) do espectro de
cada operador de Schrodinger Hy g 3, com 6 de densidade limitada. Utilizando a teoria
desenvolvida por Jitomirskaya-Last e a decomposi¢ao de Rogers-Taylor (decomposicao das
medidas Borelianas em rela¢ao a medida de Hausdorff) investigamos o tipo espectral desses
operadores em termos de estimativas sobre o comportamento de solucoes das respectivas
equacoes de autovalores. Com essas estimativas é possivel caracterizar o espectro a-
continuo de cada operador H) y 3. Uma questao importante que também pode ser estudada
¢ estimar a dimensao de Hausdorff dimy 0(H, ¢ ) do espectro, que ¢ uma questao muito
importante, pois esta fornece informagoes bastante valiosas sobre a dinamica do sistema
quantico associado.

Como trabalho futuro pode-se investigar a aplicacao dos resultados estudados para
uma nova classe de potenciais quase-peridédicos. Considera-se uma "Thue-Morserizacao"
de (2.6), ou seja,

so0=0,81=1,...,8,41 = S2"5,, n>1 (6.1)

(a barra em s, significa trocar 0 por 1 e 1 por 0 na palavra). Agora, se § = (v/5 —1)/2,
de (6.1) obtém-se o modelo Thue-Morse. A questdo que surge é a possibilidade de se
obter uma classificagdo espectral completa para os operadores de Schrédinger (1.2) com

potenciais gerados por esta nova classe de sequéncias quase-periodicas (6.1).
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