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Resumo

O estudo de particulas elementares é uma area que traz diversos resultados coerentes
e possui um dos modelos mais bem consolidados de toda a fisica, o modelo padrao de
particulas. Contudo, ainda existem lacunas que precisam ser estudadas e compreendidas,
um dos métodos atuais utilizados para tentar melhor compreender o funcionamento das
particulas é a metodologia AdS/CFT, proposta por Maldacena, para tratar problemas nao
perturbativos de forma perturbativa em um espago que permita tal abordagem. Sendo
assim, neste trabalho foi realizada uma introdugao e revisao bibliografica sobre os conceitos
necessarios para a compreensao do assunto discutido, abrangendo temas desde relatividade
até teoria quantica de campos a fim de adentrar no tema principal do texto, a metodologia
AdS/CFT. Ademais, ¢ discutido o funcionamento de um campo escalar na conjectura
proposta por Maldacena, que por sua vez é o pilar principal para o desenvolvimento
das equagoes tratadas, que juntamente com uma compreensao qualitativa da teoria de
cordas, torna possivel encontrar o potencial de um par quark-antiquark. Em seguida,
é realizado o estudo do funcionamento deste potencial na equacao de Dirac, tratando
entao de uma abordagem relativistica, de forma que foi utilizada uma aproximacao com
o potencial central de Coulomb, o que permitiu a anélise de dois métodos, o método
de série de poténcias, e o de recorréncia de hipergeométricas confluentes, em que ambos
entregam o mesmo resultados para os niveis de energia em um potencial central. Por fim,
utilizamos o potencial encontrado para o par quark-antiquark, juntamente com os métodos
mostrados a fim de encontrar os niveis de energia do problema, percebemos que se tratam
de niveis quantizados que sao descritos pelo nimero quéantico principal e o momento
angular relacionado ao spin do problema. Portanto, concluimos que é possivel encontrar
niveis de energia discreto, bem como tanto o potencial quanto os niveis de energia podem
ser aplicados e mais profundamente estudados, como em problemas termodindmicos ou
de espalhamento.

Palavras-chave: Potencial quark-antiquark. Teoria de campos quantica. Espago
Anti-de-Sitter



Abstract

The study of elementary particles is an area that provides many coherent results
and has one of the most well-established models in all of physics, the standard particle
model. However, there are still gaps that need to be studied and understood. One of
the current methods used to try to better understand the functioning of particles is the
AdS/CFT methodology, proposed by Maldacena, to treat nonperturbative problems in
a perturbative way in a space that allows such an approach. Therefore, in this work,
an introduction and bibliographical review was carried out on the concepts necessary to
understand the subject discussed, covering topics from relativity to quantum field theory
in order to enter the main theme of the text, the AdS/CFT methodology. In addition, the
operation of a scalar field in the conjecture proposed by Maldacena is discussed, which in
turn is the main pillar for the development of the equations dealt with, which together
with a qualitative understanding of string theory, makes it possible to find the potential
of a quark-antiquark pair. Next, we study how this potential works in the Dirac equation,
dealing with a relativistic approach, using an approximation to the central Coulomb
potential, which allowed us to analyze two methods, the power series method and the
confluent hypergeometric recurrence method, both of which give the same results for the
energy levels in a central potential. Finally, we used the potential found for the quark-
antiquark pair, together with the methods shown in order to find the energy levels of the
problem, and realized that these are quantized levels that are described by the principal
quantum number and the angular momentum related to the spin of the problem. We
therefore conclude that it is possible to find discrete energy levels, and that both the
potential and the energy levels can be applied and studied further, as in thermodynamic
or scattering problems.

Keywords: Quark-Antiquark potential. Quantum field theory. Anti-de-Sitter space.



Sumario

(1 Introducao|

2 Revisao bibliografica e conceitos fundamentais|
2.1 Relatividade . . . . . . . ...
[2.2  Espaco Anti-de-Sitter|. . . . . . . ... ... oo
2.3 Teoria de Grupos| . . . . . . . .. ..
[2.4  Teoria de campos, Classica e Quantical . . . . . . . . ... ... ... ...

[3 Campo escalar no espaco Anti-de-Sitter|

[4 O potencial Quark-Antiquark]

[>  Equacao de Dirac para o potencial quark-antiquark
[>.1 Solucao para a equacao de Dirac|. . . . . . . . . ... ... ..
[5.2  Analogia com o potencial de Coulomb|. . . . . . .. .. ... ... ... ..

6 Conclusaol

7 Reoforéncas

23

28

34
34
37

48

49



1 Introducgao 7

1 Introducao

A ideia de particulas elementares tem sido estudada desde muito tempo, seja pelo
campo da fisica nuclear ou pela fisica de altas energias. Logo, uma consequéncia disso
foi a descoberta de particulas tao fundamentais quantos os elétrons, como é o caso dos
quarks e dos bosons, bem como suas antiparticulas relacionadas. As interacoes entre
essas particulas sao de grande interesse da fisica atual, uma vez que elas descrevem um
dos modelos mais aceitos até os dias atuais, o modelo padrao de particulas [1].

Com isso em mente, o foco deste trabalho é estudar a interagao entre um quark e sua
antiparticula, o antiquark, com o objetivo de entender o potencial gerado pela interacao
delas, bem como desenvolver uma possivel solucao para a equacao de Dirac utilizando o
potencial encontrado. Para isso, adentramos em um modelo cuja principal caracteristica é
a dualidade entre o espago Anti-de-Sitter(AdS) e a teoria de campos conforme. O primeiro
trata de um espaco como o de Minkowski, onde a teoria da relatividade de Einstein se
encontra, com uma dimensao espacial extra, isto ¢, 3 dimensoes espaciais, uma temporal
e outra extra de espaco, comumente nomeamos de AdSs, onde 5 é o numero de d + 1
dimensoes utilizadas. A segunda vem de uma parte fundamental da fisica, a conservacao
de quantidades perante simetrias, onde o teorema de Noether |2] mostra que lagrangianas
invariantes sob algumas transformacoes conservam uma corrente de uma determinada
quantidade tratada pelo sistema, tais correntes podem ser relacionadas a grandezas fisicas
quaisquer existentes no problema.

A ideia da dualidade foi proposta por Maldacena 3|, e é discutida com maior rigor
durante o texto, contudo, a ideia principal é que solugoes para problemas encontrados
na teoria conforme estao presentes no limite do espaco AdS, isto é, quando colapsamos a
dimensao extra do sistema, ao preco de uma mudanca na funcionalidade dos operadores
da teoria, trazendo assim uma possivel relacao entre um espaco que nao necessita de uma
teoria gravitacional para ser construido e uma visao de conservacao perante simetrias,
tornando assim um espago dual para ambas as teorias.

Desta forma, é interessante realizar uma revisao de conceitos importantes que serao
utilizados durante o desenvolvimento do trabalho, como por exemplo, a teoria da relati-
vidade [4] e a notagao utilizada, a teoria de grupos [2,5] e sua visao de transformagoes
lineares e matricial, a propria teoria de campos classica e quantica [2,4,6], e logico, uma

introdugao as ideias de espago Anti-de-Sitter [7] e a conjectura de Maldacena [3].
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2 Revisao bibliografica e conceitos fundamentais

2.1 Relatividade

2.1.1 Intervalos

A ideia de relatividade utilizada para esta discussao se pauta nos principios esta-
belecidos pela teoria de Einstein. Isto é, as leis da fisica precisam ser a mesmas para
quaisquer dois referenciais inerciais, e a velocidade de propagacao de informacao entre

esses referenciais ¢ uma constante, dada pela velocidade da luz [4]

c=2.998 x 10°m/s . (1)

A teoria relativistica é importante quando tratamos de intervalos de espaco ou tempo
em determinadas energias, sendo assim, é necessario definir o conceito de intervalo por
si s6. Para compreender um intervalo, é preciso saber o que é um evento, que por sua
vez, ¢ o que define quando (tempo) e onde (espago) algo ocorreu, ou seja, num meio
tridimensional, um evento é definido pelas trés coordenadas de posi¢ao e uma coordenada
temporal.

Com isso em mente, é possivel ilustrar um experimento mental para definir de fato
um intervalo. Colocando o primeiro evento como a emissao de um sinal de luz, no ponto
(z1,%1,21) e no instante t;, e o segundo evento como a recep¢ao desse sinal no ponto
(22, Y2, 22) € no instante to, podemos calcular a distancia percorrida por tal sinal [4].

Por um lado, essa distancia pode ser interpretada como d = ¢(ty — t1), por outro,

também é dada por:
d=[(x2— 21"+ (1o — 11)* + (22 — 21)*]'/ . (2)
Sendo assim, essas distancias possuem o mesmo valor, ou seja, escrevemos
Aty —t)? = (v —11)” = (e —91)* = (2 —21)° =0, (3)
de forma que:
[Cz(tQ - 751)2 — (22 — 931)2 — (g2 — yl)2 — (22— 21)2]1/2 = S12 . (4)

A equagao (1.4) é o que fica definido por intervalo, que também pode ser generalizado
para qualquer referencial inercial K’ com suas respectivas coordenadas, e escrito em forma

diferencial:
ds® = dt* — da® — dy* — d2* | (5)

ou seja, como os intervalos devem ser os mesmos para ambos os referenciais inerciais,
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concluimos que:
ds* = Adt* — daz® — dy* — dz* = Pdt”* — da”* — dy? — d2” = ds” (6)

2.1.2 Notagao relativistica

Uma das mais importantes partes para tal tipo de estudo, tanto relativistico quanto
de multiplas dimensoes, é a notagao relativistica dada por quadrivetores. Sendo assim,
as coordenadas de qualquer evento dadas por, ct,x,y e z podem ser consideradas como
componentes de um espaco vetorial de quatro dimensoes, onde sao denotadas por z‘, de
forma que i = 0,1,2,3 [2,5,8], e

D =ctal =z, 2 =y, 2% =2 (7)

E importante também introduzir um objeto matematico chamado de métrica. Ela por
sua vez, é usada para escrever os coeficientes dos diferenciais do intervalo. No caso mais

simples, ¢ uma matriz formada por uma diagonal de + /-1.

1 0
0 -1
p _ ]
7 o o0 -1 0 | (8)
0O 0 0 -1
e sua inversa fica definida como
1 0
0 -1
el — o = 9
n um 0 1 ( )
0 0 -1

O simbolo 1 é relacionado somente com a métrica utilizada na relatividade especial,
de forma mais genérica, utilizamos o simbolo g para representar uma métrica qualquer

[2]. Logo, podemos concluir que:
997 =1, (10)

onde I é a matriz identidade.

Também definimos a seguinte propriedade da métrica:

Gug”" =0l . (11)

Em que 47 ¢ a fungdo delta de Kronecker. Utilizando a ideia mostrada na equagao (7),

podemos definir os quadrivetores covariantes, com indices subescritos, e contravariantes,
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com indices sobrescritos que serao muito convenientes durante os calculos.

x, = (l‘o,l’l,{L‘Q,I?,) s (12)
onde z, ¢ um quadrivetor covariante

ot = (20, 21, 2%, 2?) | (13)

e x* é um quadrivetor contravariante

Tais vetores se transformam de forma diferente sob uma transformacao de Lorentz,
mas essa discussao nao é cabivel no momento do texto, uma vez que a ideia de covariancia
é extensa e nao serd diretamente aplicada neste trabalho. Sendo assim, podemos utilizar

essa métrica para relacionar esses tipos de vetores da seguinte forma:

Ty = gagacﬁ ¢ = gaﬁxg ) (14)

Analisando a métrica e utilizando a ideia de multiplicagdo de matrizes podemos veri-

ficar que os vetores obedecem a seguinte logica para a relativadade especial:
xo=2a" 11 =—1' x9=—02> 13=—2>. (15)

essa notacao também se estende para derivadas, que por sua vez sao apresentadas da

seguinte por:

0_0 4, "
2_0 o
9.0 -
2.0, -

Os indices funcionam da mesma forma que com vetores:
o' =g"o, , (20)

de forma geral:

o=0" 0,=-0". (21)

Ja os quadrivetores podem ser representados de algumas formas.

At = (Aoa Ala A27 AS)? AM = (A07 _A1> _A27 _A3> ’ (22)
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ou ainda

A= (A A), A, = (A, —A), (23)
ambas denotam os mesmos tipos de vetores covariantes e contravariantes, sendo apenas
uma escolha de notacao mais curta.

Tratando de vetores, é logico deixar explicito como é definido a magnitude de um
quadrivetor. Utilizamos o somatoério de Einstein, onde é sempre subentendido que existe

uma soma sobre indices repetidos, ou seja:

3
ol = 3120 = 100+ Ll + 1l + 1P (24)

a=0

e o produto escalar sob essa 6tica é:

A-A=ArA, = A%Ag + A2 + AAy + AP A3 = g™ ALA, . (25)

Claramente essa magnitude é um escalar, ou seja, ela é invariante sob transformacoes,
principalmente as de Lorentz. Esse mesmo produto escalar pode ser utilizado para as

derivadas que definimos anteriormente, dando origem ao operador d’alembertiano:

10

Dz@”@uzc—zﬁ

- V2. (26)
O quadrado na equagao anterior, sim é de fato um quadrado, é o operador conhe-
cido por D’alembertiano, uma generalizagao do operador Laplaciano com uma dimensao

temporal.

2.2 Espaco Anti-de-Sitter

Um dos principais conceitos a serem estudados é o espago anti-de-Sitter. Trata-se de
um espago construido sobre uma variedade Lorentziana, um caso especifico de métrica que
sera utilizada, simplesmente conexa, simétrico e com uma curvatura negativa. Trataremos
o espaco anti-de-Sitter como AdS para facilitar a nomenclatura, ele recebe este nome
devido ao fisico William de Sitter, o termo anti é adicionado devido & curvatura contraria
a0 proposto por ele.

Encontrar uma geometria associada a uma teoria quantica de campos costuma se
tratar de um problema complicado. Porém, se a teoria se encontra em um ponto fixo
com uma fungao § que desaparece, ela possui uma invariancia conforme, é uma teoria de
campos conforme, ou em inglés conformal field theory (CFT), e entao é possivel encontrar
tal métrica [7].

De forma geral, queremos utilizar esse espago e encontrar uma transformagcao conforme,

isto ¢, uma transformacao que faca x, — :L‘L e ao mesmo tempo obedeca a seguinte
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propriedade:
, 020
gpa(x )@ axy - Q(l‘)guy(ﬂf) ? (27)

em que g,, € g, sao os tensores definidos como métricas de cada um dos espagos onde
ocorre a transformagao, de forma que (x) é um fator de propor¢ao de escala.

A ideia central agora é pensar em um espago com d + 1 dimensodes, isto é, a parte
espacial e temporal do problema é dada por Z = (2%, 2!, 22, ..., 2%) e a tltima dimensao é
tratada por z. Também é possivel tratar como um vetor (¢, Z, z). Em seguida, precisamos
entender como se da a invariancia de um intervalo em tal espaco, sendo assim, o intervalo

entre dois pontos fica dado por:
ds* = Q(2)(—dt* + d(mQ) +d2?) . (28)

Precisamos que esse intervalo seja invariante de escala, isto é, que o intervalo seja in-
variante sobre a transformagao (¢,%,z) — A(t,Z,z), onde A é um fator de escala a ser
descoberto.

Portanto, para que ds? seja invariante sobre essa transformacao, precisamos que €2 —

A7, 0 que é satisfeito caso Q(z) = £. Logo, colocando essa fungao em (25) temos que

ds® = ’;—j(d# +d(2?) + d2?) . (29)
Que é um elemento de linha do espago AdS com d+1 dimensoes, ou simplesmente AdSy, 1.
L é um fator de escala global, também conhecido como raio do espago anti-de-Sitter.
Contudo, a solugao conforme se encontra no limite em que z = 0, uma vez que a ideia
proposta por Maldacena para encontrar solucoes perturbativas neste espaco se encontra
no limite entre as dimensoes do problema, o que sera melhor estudado ao decorrer do
texto.

Essa métrica (29) é a solugao da equagao de agao gravitacional do tipo:

1
I =
167TGN

/ddﬂmx/—g[—ZA + R+ R*+ R+ ... (30)

Em que Gy ¢é a constante newtoniana, ¢; sao constantes, g = det(g,.), R = ¢"'R,, ¢ a
curvatura escalar, e A é a constante cosmologica.

Tomando ¢y = c¢3 = ... =0, a acao [ se torna a equacao de Einstein-Hilbert, uma acao
da relatividade geral com uma constante cosmologica. Nesse caso, temos as equacoes de

movimento de Einstein: .
R, — §g,wR =—Ag, . (31)

Tomando o trago de ambos os lados podemos encontrar a curvatura escalar.

d+1
R = g'uVRI_U, = 2%/\ . (32)
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Colocando esse resultado em (28) obtemos o tensor de Ricci, ou seja, R, proporcional &
métrica 5
R,u,y = Aguym . (33)

Enquanto que pela defini¢ao ele deveria ser algo do tipo

d
R = — 5000 - (34)

Comparando entao as duas equagoes, (33) e (34), temos que a constante cosmologica
pode ser definida como:
2 d d(d—1)

Aguu— = 759w =A=- 272

d—1 L? (35)

Que é uma constante negativa. Sendo assim, utilizando este resultado na equagao (32)

podemos encontrar a curvatura escalar do espago AdSy,, com raio L dada por:

d(d+1)

R=-="3

(36)
Neste trabalho, tomaremos um sistemas de 3+1 dimensoes, ou seja d = 4 , o que siginifica

que estudaremos situagoes em um espago AdSs.

2.3 Teoria de Grupos
2.3.1 Definicao de grupo

Uma ideia muito importante na fisica atual é o conceito de teoria de grupos, que
constitui um papel importante quando tratamos de simetrias, uma vez que a teoria de
grupos é muito utilizada para definir e interpretar transformagoes, que caso nao alterem
as equacgoes de movimento, sao simétricas. Sendo assim, é importante compreender e
deixar claro alguns pontos e interpretagoes existentes desta teoria [2].

Primeiro, é necessario entender a definicao de grupo. Um grupo L é um conjunto de
elementos {a,b,c,...} que contém uma regra de composi¢do, ou uma operagao de multi-
plicacao tal qual se a € L e b ¢ L entao o produto ab € L

Existem também, quatro axiomas que um grupo deve obedecer, sendo eles, associati-
vidade, elemento identidade, elemento inverso e ordem [2], definidos a seguir:

Associatividade: (ab)c = a(bc)

Elemento identidade: ae = ea = a
1

Elemento inverso: aa ' =a la =¢

Ordem: A ordem do grupo é o nimero de elementos pertencentes a L

2.3.2 Parametro de grupos e geradores

A ideia de grupo pode ser relacionada com o conceito de funcao. Para uma funcao
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y = f(z) obtemos um valor de y para um dado z, de forma anéaloga, um grupo é definido
em func¢ao de seus parametros, ou seja, um elemento [ qualquer pode ser definido utilizando

os parametros do grupo L

l=L(0,60s,..,0,) , (37)

desta forma, o elemento neutro e fica definido por:
e=L(0,0,...,0) . (38)

Com isto definido, é possivel discutir a ideia de geradores, apesar de existirem grupos
com uma quantidade finita de elementos, boa parte dos grupos possui um nimero infinito
de elementos, porém com uma quantidade finita de parametros continuos variaveis.

Logo, tomando a ideia ja expressa anteriormente em funcao dos angulos 6;, a ideia de
rotacoes surge como uma das principais formas de grupos existentes na fisica. Sendo assim,
temos que os angulos variam em um limite finito, [0, 27|, e entao o grupo é parametrizado
por um ndmero finito de parametros [2|. Portanto, fica definido o conhecido como Grupo
de Lie, onde L depende de um conjunto finito de parametros 6;, e as derivadas dos
elementos do grupo existem.

Por fim, definimos os geradores do grupo, isto é, tomando as derivadas dos elementos

com respeitos aos parametros, encontramos a forma com que o grupo é gerado:

ol

X:%‘gzo .

(39)
De forma mais genérica, pensando que existem n geradores e que uma rotacao —6 desfaz
uma outra rotagao 6, as rotagoes possuem uma representacao ortogonal ou unitaria, no
caso da ideia quantica, queremos que os gerados sejam hermitianos, sendo assim, a forma

genérica deles é dada por:
ol
X, = —i— |gi=0 - 40
i i (10)

Esses geradores formam um espaco vetorial, ou seja, dois geradores somados criam um
terceiro gerador, e um gerador multiplicado por um escalar continua sendo um gerador,

de forma que eles obedecem a Algebra de Lie

Onde f;jr ¢ a constante de estrutura do grupo, em que caso f;;; = 0 temos que o grupo ¢é

abeliano, e para o oposto o grupo é nao abeliano.

2.3.3 Rotacgoes e Grupos de Simetria

Rotagoes sao um tipo muito especial de simetria que aparecem em varios problemas,
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sendo assim, nada mais justo do que explicar o que é um grupo de simetria através delas.

Sendo assim, definimos uma rotacao como uma mudanca de referencial do tipo:

/

x’ = xcos(0) + ysen(6) , (42)
y = —xsen(0) + ycos(f) , (43)

de forma que podemos escrever essa relacao em forma matricial:
) cos(0)  sen(6) r\ zcos(0)  ysen(d) (44)
y )\ —sen(6) cos(6) y |\ —zsen(d) ycos(d) |

Onde fica definido:
B cos(0)  sen(0)
R(6) = < —sen(0) cos(0) ) ' (45)

Denotamos essa matriz de matriz de rotacao.

E facil ver também que o produto de R com sua transposta R’ é a matriz identidade.
RET — cos(f)  sen(0) cos(0) —sen(0) (10 (46)

—sen(f) cos(6) sen(0)  cos(0) 01/’
e que R(—0) = RT, devido a paridade das fungoes seno e cosseno. Outro ponto importante

é que uma rotacao mantém a norma de um vetor qualquer invariante, para visualizar isso,

escrevemos a rotacao da seguinte maneira:
/

Onde z’; ¢ o vetor rotacionado de um angulo ¢. E definimos a relagao de ortogonalidade,

entre as matrizes de rotagao, como segue:
J

Com isso definido, é possivel ver que a norma de um vetor rotacionado é invariante,

que é o equivalente a mostrar:

ror _ RPT p. — .

E xrpw, = 5 Rijx;Rim Ty, = T R Rign T = E T . (49)
i 1,5,k 4,5,k J

Logo, fica verificado tanto a caracteristica de ortogonalidade das matrizes de rotagao,

quanto a invariancia da norma do vetor rotacionado. Algo muito parecido ocorre, por

exemplo, com as transformacoes de Lorentz, onde a norma do intervalo transformado

também ¢é invariante. O que permite relacionar dois sistemas de referencia, K e K’, onde
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o segundo se desloca em uma velocidade v constante em relacao ao segundo:

ct’ v =0y 0 0 ct
! — 0 0

o By v T (50)
! 0 0 11 Yy

z' 0 0 11 z

Onde 8 = v/c ey =1/1,/(1 — #?). De forma que chegamos novamente no discutido na
sessao 2.1.2, um quadrivetor z* sendo modificado por um tensor métrico g, .

Este é um exemplo de grupo de simetria, chamado de SO(2), ou especial ortogonal
2 % 2, recebe este nome devido a suas caracteristicas discutidas anteriormente, ortogonal
remete a sua ortogonalidade, especial ao fato dos determinantes das matrizes de rotacao

serem iguais a 1, e 2 X 2 devido ao formato das matrizes.

2.4 Teoria de campos, Classica e Quantica
2.4.1 Introducao a teoria de campos

A teoria classica de campos tréas varias mudangas para a forma com que se é estudada
a mecénica que conhecemos. A principal diferenca é a mudanca do objeto de estudo
em questao, deixamos de visualizar a mecanica como algo simplesmente corpuscular e
tentamos entendé-la através de objetos conhecidos como campos [4].

Para a mecéanica lagrangiana, comumente conhecida, nos pautamos em coordenadas
generalizadas (¢;, ¢;), de forma que tanto a lagrangiana L e o hamiltoniano H sao descritos

através dessas coordenadas e suas taxas de variacao.
. OL .
H:ZQia_q_L:ZQipi_L- (51)

J& para a teoria de campos, as coordenadas generalizadas passam a ser tratadas por
campos (¢, d,¢p), de forma que agora tanto a lagrangiana e o hamiltoniano sao definidos

de uma nova maneira, através de densidades:
L = /d?’x.,?f(go, ) , (52)
H = /dg'x,%”(go, ), (53)
de forma que ambos estao relacionados:

ZL(p,0) =7(p,)p — H(p,7) , (54)
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e também fica definido o momento canénico conjugado:

m(0,9) = % . (55)

Essas mudancas permitem explorar uma quantidade infinita de graus de liberdade, sendo

essa a principal diferenca encontrada na teoria de campos.

2.4.2 Euler-Lagrange

Durante o estudo de teoria quantica de campos, em inglés quantum field theory (QFT),
boa parte da abordagem é feito em termos da Lagrangiana, ja que diferente do hamilto-
niano, ela é independente do quadri-momento p*, de forma que é invariante sob transfor-
magoes de Lorentz. Com isso em mente, uma das ferramentas mais utilizadas no estudo
de QFT ¢é a agao:

S = /Ldt = /.zd‘*;c : (56)

Com ela, é possivel aplicar o principio de minima agao, que diz que a agao sempre deve
ser minima em algum fenémeno, ou seja, S = 0. Logo, a fim de determinar a equagao
de Euler-Lagrange para um campo qualquer ¢, faremos o seguinte [2,5]

Escrevemos um diferencial para a densidade lagrangiana, 6., considerando os limites

a e b fixos ,como sendo:

0L 0L
0. = 0(0,) + =0 , 57
de forma que a variacao da acao se torna:
b 0L 0L
6S:/d4x{ §(0up) + ——dp| =0. 58
" 8(au90) ( N90> 880 90 ( )

Usando dp = ¢’ — ¢, percebemos que:
9 = 0pp’ — Ouip = 0(0up) - (59)

e a primeira integral entao fica reescrita:

Y
| e (60)

que pode ser integrado por partes, onde o termo de contorno some uma vez que os

limites sao fixos.

/ab d%%@u(&o) = %[ — /ab d'zd, <%) dp . (61)

Logo, a variagao fica dada por:

5S:/d4x {%—@M (%)}590:0, (62)
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em que os limites foram omitidos. O termo dp é arbitrario, restando somente o fato de
que o termo entre colchetes é nulo para que a variacao seja também nula. Esta é entao a

equagao de Euler-Lagrange para um campo ¢

2.4.3 Simetrias e teoria conforme

Outro ponto muito trabalhado na teoria de campos é o uso de simetrias e da teoria
conforme. Através do teorema de Noether, um dos mais bonitos teoremas mateméticos,
fica estabelecido uma relacao entre simetria e leis de conservacao através do formalismo
lagrangiano, ou seja, o fato de quantidades conservadas como carga, momento e energia,
existirem esta diretamente relacionado com a invariancia sob certas transformacgoes das
lagrangianas relacionadas a estas quantidades .

Um exemplo importante de conservacao é o tensor de energia e momento. Sua defini¢ao
aparece quando tentamos realizar uma pequena varia¢ao no espago-tempo 2|, da seguinte
forma:

at — a1 (64)

em que [ é um parametro arbitrario que descreve uma pequena variacao.

Realizando uma expansao de Taylor num campo que sofreu este tipo de transformacao
encontramos que:
p(x) = oz +1) = p(x) + 1"Oup . (65)

Porém, uma pequena variacao em um campo ¢ € descrita por ¢ = ¢ + dp, que por

comparagao com (65) permite escrever:

Sp = 1"8,¢ . (66)
Retomando as equagdo (57):
0L 0L
0L = 0(Oup) + ——0p , 67
e utilizando a equagao de Euler-Lagrange (63):

0L ( 0L )
= oo (=) . 68
a0~ "\, o

¢é possivel reescrever a variacao da lagrangiana como sendo:

0z 0z

2 = 0. (5) 9+ 55,00 o
07 02

= 0 (55,3) %+ 5500 i
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que é facilmente percebido como uma regra do produto, tornando a variagao:

0L
5% =0 (—5 ) | 7
Agora, substituindo d¢p = [0, = 0,pl" :
0L
0.2 =0 (—0V )l”. 72
"\, )

em que o indice foi trocado devido repeticao. Outra forma de analisar a variacao da
lagrangiana é :

0L = 0,( L) = 510, (L)I (73)

e entdo podemos comparar as equagoes (72) e (73)

0L
= H* vV = —_— v 4
5.8 = 610, (L)l au( a[amaygo)z : (74)
rearranjando:
0L
O | ==—=0,p—0LZ | 1"=0. 75
”(3[%0] i > %)

Como o fator [¥ é arbitrario, a tnica opc¢ao a fim de tornar a expressao nula é que
a derivada do termo entre parénteses seja nulo, isto é, que ele seja constante. Essa

quantidade é definida como o tensor de energia e momento:

0L
Th = Opp — 0L L | 76
31071 )
é interessante notar que:
0L
T = "L =1
"= 55 o—L = (77)

Com essa discussao fica definido a importancia e uma forma de interpretar a conser-

vagao de energia através de simetria na teoria de campos.

2.4.4 Equacgoes de Klein-Gordon e Dirac

Uma das formas propostas para lidar com a teoria de campos em seu nivel quantico

foi a promocao de ordem das derivadas temporais, o que acarretou na equacao de Klein-
Gordon [2,5,6]:

P 2 2v72 2.4
hﬁ—thgo%—mcap:O, (78)
que quando tratada em unidades naturais[4]|, h = ¢ = 1:
o2
a—tf—VQQO—l—mz(p:O, (79)

que pode ser ainda mais simplificada utilizando a equagao (26):



2 Revisao bibliografica e conceitos fundamentais 20

(O+m*)e=0. (80)

Essa é a equagao de Klein-Gordon, uma das possibilidades pensadas para a teoria
quantica de campos. Contudo, essa equacao traz uma interpretacao nao intuitiva sobre
a visao probabilistica da mecanica quantica, seus resultados acabam por gerar energias
e densidades de probabilidade negativas dependendo da forma que se abordam alguns
problemas com essa equacao.

A energia negativa pode ser interpretada como uma solugao para descrever os estados
de energia de antiparticulas, contudo a probabilidade negativa nao possui uma interpre-
tagao fisica coerente.

Outra forma de interpretar a teoria quéantica de campos foi proposta por Dirac, onde
o caminho escolhido é o oposto & equacao de Klein-Gordon, ao invés de promover as
derivadas temporais, consideramos as derivadas espaciais como sendo somente de primeira
ordem.

Relembrando a equagao de Schrodinger temos que:

oY -
th— = Hvy 81
=y (s1)
em que H= —%VZ + V' é o operador hamiltoniano. Entretanto, Dirac alterou a forma

com que o operador hamiltoniano ¢é interpretado, o escolhendo de forma a satisfazer os
requisitos da relatividade especial. Assumindo entao que uma particula nesta equagao

possui massa de repouso m [2|, encontramos que:

H = ca - (—ihV) + fmc? (82)

em que « e 3 estao relacionados as matrizes de Dirac de ordem 4 x 4.

2.4.5 Matrizes de Dirac

Utilizando a matriz identidade

10
() .

¢é possivel escrever as matrizes de Dirac da seguinte maneira:
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10
I 0 0 1
_ - , 84
o (0 —I) 00 —1 (84)
00 0 -1
0 0 1
(0 oy [O 0O 10 (85)
T\ o) -10 0]’
-1 0 00
00 —
0 o9 0 7 0
= = , 86
" (—02 o> i 0 0 (86)
—i 00
0 0 1 O
0 o3 0 0 0 -1
= = , 87
k (—03 o) 1 0 0 (87)
0 —1 0
de forma que os fatores & e 3 estao relacionados por:
0o _
7 = Ba . (89)
Uma das propriedades dessas matrizes esta relacionada ao seu anticomutador {v#, 7"},
isto é:
{77 =y = 29" (90)

o que relaciona diretamente as matrizes de Dirac com a métrica do espago tempo.

Existem formas de melhor expressar a equacao de Dirac em funcao dessas matrizes

gama, uma delas decorre multiplicando a equagao (82) por [, utilizando ¢ = A =1 e

aplicando-a em um estado :
BHY = Ba - (=iV)e + f*mi .

Como H = z ; temos:

L
ot

utilizando (88) e (89):

= —ip0. 2~ igo, % —ifo. 0 4 g

Y L0 LY T
7(‘9 +w6 +w@__m¢_ iy’ ot

(91)

(92)

(93)
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)

("0 —m) =0, (94)

Q)lm

_ (2 98 o
lembrando que 0, = ( B0 9 By

onde essa é a forma mais simplificada da equacgao de Dirac utilizando as matrizes gama.
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3 Campo escalar no espaco Anti-de-Sitter

A fim de compreender a ideia do potencial quark-antiquark, é necessario entender o
funcionamento de um campo escalar no espaco Anti-de-Sitter, isto é, entender o funcio-
namento de um campo escalar em um espago AdS, que é o espaco utilizado durante esta
discussao.

Primeiramente, é necessario definirmos a métrica desse espaco, que é a mesma mos-
trada na equagao (29). Contudo, podemos reescrevé-la de uma forma mais simples de ser

interpretada. Escrevemos entao:

L2
ds® = ;[dzZ + 6, datdz”] (95)

Onde dz? se refere a uma dimensdo extra, enquanto d,,dz"dz” entrega a dimensao
espacial conhecida. Essa métrica pode ser escrita na forma matricial, o que torna mais
L . . . . ~ 2 .
facil visualizar alguns dos passos a seguir. Trocaremos entao o termo ds  por gy n que é

mostrado da seguinte forma generalizada:

Lo
o Lo ..

gun=10 0 & ... 0] (96)
o 0 0 .. L

z
Essa matriz possui d+1 termos na diagonal, representando a quantidade de dimensoes
do problema, d dimensoes de espaco e +1 dimensao extra. Sendo assim, dizemos que o
espago a ser utilizado é um espago AdSy.1, com d + 1 dimensoes.
O proximo passo é entender como funciona a acao de um campo escalar ¢ neste
espaco AdSy.1 e sua respectiva equacao de movimento, que é derivada da aplicagao de

Euler-Lagrange neste campo. Sendo assim, temos a seguinte a¢ao pra um campo escalar

qualquer ¢:
1
S = -5 /dd“x\/g[gMNaMgoaNgo +m?e? (97)
onde fica implicito que:
S = / dMr (98)
em que a lagrangiana & é:
g
2= VI, 000+ mig . (99)

De forma que utilizando a equacao de Euler-Lagrange obtemos a equagao de movi-
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mento para esse campo escalar @ Como segue

0L 0.7
-0 =0, 100
o~ M (100)

a parte esquerda da equagao (100) sai de forma direta:

0L 0. g
O @[%mw = —Vgm*p . (101)

Por outro lado, a derivacao a direita é um tanto quanto complicada, necessitando do

levantamento e abaixamento de indices durante o desenvolvimento:

0oz 9 V9, un
Tome] -~ 9wl 2 9 Omeonell (102)

podemos retirar as constantes %ﬁ e ¢gMN do argumento da derivada, o que nos resulta
em: /7 3
VY unN
—= ——— (O 0 103
utilizando o fato de que Oy = g™N¥OM vemos que:
D (OipOnp) = oo (4" OhripM ) (104)
IO I[Om ] 7
e como M pdyp = (0Mp)? fica claro que:
0 (OMp)? =20Mp . (105)
Ol0mre)]

Substituindo em (103) encontramos o resultado para a derivagao a direita:

a _\/g MNo MN qM MN
= 2gMN M o — _ Ong | 106

finalmente, a equacao de Euler-Lagrange resulta em:

1
—Vgm*o + O (Vag™ N one) = ﬁaM (Vg™ onp) —mPe=0. (107
Contudo, esta equagao possui a métrica g™ e o determinante g = det (garn), quere-
mos entao utilizar a equacao (107) para determinar de fato a equagao de movimento de
um campo escalar. Comecamos por entender que a métrica ¢gM» difere de gysn, mas sao

relacionadas através de g™V gy y = I, ou seja, gMN = (gun) ", logo:
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Z 0 0
0 5 0

M=o 0 % 0] . (108)
0 0 0 4

J&a o determinante pode ser calculado através da diagonal principal da matriz gpsn,

3)2(d+1) i)d-&-l

de forma que g = ( z , 0 que implica diretamente que /g = ( = . Com essas

informagoes, desenvolvemos a derivada parcial em rela¢ao ao indice M na equagao (107),

e entao utilizamos essas consideragao a fim de obter uma simplificacao:

1
ﬁaM (vgg"™Nonp) —mPp =0, (109)

1
7 (00 (Vgg™™) Ong + /99N OmOng] —mPp = 0. (110)

Considerando que o primeiro termo do colchete \/ﬁgMN é dependente somente da

Our (V3g™™) O = 0. ((5) (£)> 0. (1)

varidvel z

z

O segundo termo ¢é independente de z

MN L d+1 L -2 »
\/Eg (9M8Ng0: ; — 19 8ua,j. (112)

z

A equagao (107) fica reescrita como:

G (7))o (9" (&) e s s

E para fim de simplificacao:

z d+1
(7) [0 (L9711 o+ L4190, 0,00] —mp = 0. (114)

Usando o fato de que % = L72 e 2712174 = 22 rearranjando os termos:
2 (L720, (270.9)) + L2226 0,0, — mPp =0 . (115)

E por fim, encontramos a equagao de movimento para este campo escalar através das

equagoes de Euler-Lagrange:

2719, (21 02¢p) + 226" 0,0, — mPL*p = 0 (116)
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Com a equacao de movimento em mao, queremos utilizar uma transformada de Fourier,

a fim de relacionar o campo ¢ e a coordenada z# através de uma fungao fi(z) [7], isto é:

(o) = / éﬂl;deik'xfk(z). (117)

Que quando substituida na equagao (72) resulta:
2419, (zl_dasz) — k222 e —mPLA =0 . (118)

Queremos entao resolver esta equagao para pequenos valores de z, ou seja, para um
contorno préximo de z = 0. Escolhemos uma funcio f; ~ 2%, com um expoente qualquer,
como uma ideia inicial, a fim de compreender o funcionamento de  quando proximo a
valores pequenos de z, ou seja, tratar a teoria como uma funcao S que desaparece, a fim
de encontrar uma teoria conforme relacionada ao sistema.

Temos entao:
21110, (21799.2°) — k2222 —m’L?" = 0. (119)

Como o termo 0, (zlfdazz/j) = B(B — d)z=94"1*8 a expressdo ¢ simplificada para:
ZB(B —d)z P k22 PR =0, (120)
B(B —d)2’ — k222" —m?L?2P =0 . (121)
De forma que o termo 2% vai para 0 quando z = 0 e os termos 2” sdo simplificados:
B(B—d) —m*L*=0. (122)

Entao os valores de (3 sao facilmente obtidos através da resolugao de (78), sao eles:

d [ d?

Sendo assim, com [ definido, podemos interpretar a func¢ao fi(z) como uma soma de
ambas as contribuicdes de 3 para a exponencial z°, isto é, podemos definir o comporta-

mento de fi(z) para z — 0 como:

fr(2) = A(k)z2 4+ B(k)2> . (124)

onde fica definido A = %l +uvv= w/% +m2L? .

Com a fungao fx(z) definida, é possivel realizar a transformada inversa de Fourier,

retornando para o espaco de posicao.
Ffu(2)] = o(z,7) = A(x)22 4+ B(2)2” , 2 — 0. (125)

Note que para A ser real, é necessério que v pertenga ao conjunto de niimeros reais, v € R,

d

. 2 ) : .
0 que s6 ocorre caso m* > — (5+)7, que ¢ conhecido como o Breitenlohner-Freedman (BF)

bound [7].
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Isso implica que o termo m? pode ser negativo, mas é necessario que tal limiar seja

satisfeito. Sendo assim:

d—A<A <<= v=2A-d>0, (126)

o que de fato é satisfeito proximo a borda, ou seja, o termo 22 é o termo dominante

quando z — 0. Logo, é plausivel negligenciar o termo dependente de z2 e trabalhar com

a seguinte aproximacao:
oz =¢,2) = e Ax) (127)
em que estudamos o contorno z = €, para um € pequeno.

Para o caso em que m? > 0, a parcela d — A & negativa, e logo o termo dominante,
24~ diverge quando z = € — 0. Logo, para remover tal divergéncia, é necessario definir
uma nova fungdo, ¢(x), a qual chamaremos de fonte, usaremos ela a fim de anular os

fatores que tornam o termo dominante divergente no limite estudado.

d—A

¢ =lim 2" “p(z, ) , (128)

20
com essa defini¢ao, ¢ é uma funcao sempre finita, de forma que podemos reescrever:

p(z,a) = 2T A(z) = 27 2¢() | (129)
de forma que ¢(z) = A(z)

Por fim, um ponto interessante a observar, é o significado do fator A. Para isto,

lembramos que para um operador & dual a ¢ a agado de contorno é a seguinte |7|:
Se ~ /ddx V3ep(e,2)0 (e, x) | (130)

2d . . . .
onde v, = (%) é o determinante da métrica utilizada para o contorno z = e¢. Entao,

substituindo ¢(e, z) = €=2¢(z) em (130), encontramos:

S, ~ / dx (%)ded_Agb(x)ﬁ(e,x) =14 / dlz ¢p(x)e 2 O(€, 1) | (131)

de forma que para que S, seja finita e independente de €, precisamos que
O(e,x) = 2 0(x)

Contudo, ao transformar de z = 0 para z = €, no ponto de vista da teoria quantica
de campos, é uma transformacao de escala, ou seja, o fator A deve ser interpretado como
a dimensao escalar de massa do operador dual &. Ou seja, a transformacio O(e,x) =
€20(x) & a renormalizacao da funcdao de onda de €&, que pode ser interpretado como a
mudanca principal entre os espagos de 4 e 5 dimensoes, a transi¢ao entre os dois espagos
desta dualidade AdS-CFT. Da mesma forma, segue que d — A é a dimensao escalar de

massa da fonte ¢.
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4 O potencial Quark-Antiquark

Para esta parte, ¢ necessario lembrar que quarks sao particulas elementares sujeitas
a todas as interagoes conhecidas na fisica, porém, esta abordagem se d& principalmente
na interagdo nuclear forte, ou seja, na carga de cofl] Para comecar a discussdo sobre
o potencial de um par quark-antiquark, iremos considerar uma carga se movendo ao
longo de uma curva fechada C no espaco-tempo da eletrodindmica quéantica, essa ideia
¢ interessante pois permite quantificar a interacao dos quarks através de um potencial
que pode ser trabalhado no futuro. Sendo assim, a acao necessaria para que exista o

movimento desta carga ¢ dada por [7]:

Sc = fAMdl‘“ s (132)
C

onde na interpretacao das integrais de caminhos e propagadores de Feynmann, é o

equivalente a adigao desse valor a uma exponencial complexa, isto é:
e = elde A = 1(C) | (133)

de forma que W(C) é chamado de Wilson loop, ou loop de Wilson [7], trata-se de uma

holonomia de um campo de calibre A, ao longo da curva fechada CE]

E possivel notar que W (C) é o vetor de fase de Aharonov-Bohm devido & propagaco
de um quark ao longo do contorno C. Outro detalhe importante é que (W (C)) pode ser
interpretado como a amplitude necessaria para a criagdo de um par ¢g (quark-antiquark)
que se propaga e imediatamente se aniquila.

Para o caso deste estudo, queremos considerar um contorno para este loop em formato
retangular, em um espacgo Euclidiano convencional, ou seja o tempo é um escalar complexo,
t =17, em que as dimensoes do retangulo serao dadas por T e d.

Sendo assim, o loop é a magnitude da propagacao de um par ¢q separado por uma
distancia d, que pode ser calculado através do formalismo Hamiltoniano. Por defini¢ao, o

loop é dado pela forma:

W(C) = TrPexp [ifA“da:“} : (134)
c
onde T'r é o traco sobre os indices e P o operador de ordenacao de caminho.

Comparando (132) e (56) é possivel perceber que para este caso, 4, = .Z, ja que
a acao S necessariamente depende da densidade Lagrangiana. O conceito de densidade

Hamiltoniana relaciona ambas densidades da seguinte forma na teoria de campos:

L =np— A, (135)

LA carga de cor esté relacionada & interacao nuclear forte, estudada pela cromodinamica quantica [9].
2Holonomia é o termo utilizado para definir uma mudanca em um dado vetor quando se movimenta em
torno de uma curva fechada [10].
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0 que permite reescrever a equagao (134):

W(C) = TrPexp [z ]{ (7 — ) dx”} | (136)

Sendo assim, o valor esperado para este loop, (W (C)), é:

W(C)) = (TrPexp {2 ?{ (m;'a—%”)dx“}), (137)

C

(W(C)) = (TrPexp {@ fg wgbdzr“] cxp [—@' fé ffdxub, (138)

em que o termo imaginario na segunda exponencial é anexado ao diferencial de tempo

existente em dxz*.

Ou seja, a parte espacial desta segunda exponencial retorna o valor médio da densidade
Hamiltoniana, que é basicamente o valor de energia esperado para o sistema em uma
determinada distancia d, enquanto o termo temporal entrega uma determinada distancia
percorrida pela particula no tempo através da curva C. Logo, fica entendido que o valor

esperado para o loop, (W(C)), é proporcional & essa exponencial:
(W(C)) ox e TE@ (139)
De fato, quando 7" — oo encontra-se que:

lim (W(C)) ~ e TE@ (140)

T—o00

onde E(d) é a energia do par ¢G separados a uma distancia d. Em uma teoria confinada,

a energia cresce linearmente com a distancia entre o par ¢q [7].
E(d) =~ od (141)

sendo ¢ uma constante. Dessa forma, fica evidente que o loop, em uma teoria confinada,
satisfaz a lei da érea:

lim (W(C)) ~ e 17 ~ 774 | (142)

T—o00

sendo A a area envolvida pela curva C.

Em seguida, é necessario introduzir o conceito de folha mundo, e adentrar, de forma
qualitativa, em uma interpretacao da teoria de cordas. A folha mundo é um espaco
bidimensional euclideano, e para nosso caso, representaremos o loop, W(C), por uma
corda aberta, cuja folha mundo tem um contorno 0% definido por uma D-brana que
descreve a curva C.

A fim de tornar os quarks infinitamente massivos, (nao dinamicos), empurramos a D-

brana para o contorno AdS, o que implica que 0% = C se encontra no limite AdS z = 0.
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Figura 1: Um Wilson loop ao longo de uma curva fechada C é idealizada holograficamente
como o contorno da superficie ¥ [7].

O que acaba por definir o loop de uma outra maneira:
(W(C)) = Zeoraa (02 =C) = 75O | (143)

em que S(C) é a acdo de Nambu-Goto.

Com isso tudo definido, finalmente aplicamos essas ideias para calcular a energia res-
pectiva a este par ¢ em um espaco .4 = 4 SYM. Logo, consideramos uma corda que
termina no limite AdSs, sendo estendida através de uma das coordenadas do calibre esco-
lhido, por exemplo 2! = x. Parametrizamos entao a forma com que a corda é incorporada
no AdSs com uma funcdo z = z(x), onde a derivada de z em relagdo a x é descrita por 2’
[7].

O primeiro passo é reescrever a métrica no formato euclidiano:
»  L? 2 4 2\ 7,.2
/
ds” = = [dt* + (14 27)dz?] . (144)
Por defini¢ao, a agao de Nambu-Goto pode ser calculada através da seguinte expressao:
S —

dt (145)

onde o' ¢ o parametro de declive relacionado a corda, e /g = det(g,,) ¢ o determinante

da meétrica escolhida.

Logo, ¢ possivel substituir o determinante da métrica (144) na equagao (145), de forma

que a integral em dt é simplesmente uma constante 7', resultando em:

_TL? \/ 1 —i— z’2
= o (146)
onde fica visivel que a Lagrangiana do problema é:
TL*> 1+ 272
_ v (147)

2ral 22
Concluimos entao que a lagrangiana deste problema é equivalente a uma situacao
classica, com a seguinte diferenca, o "tempo"ao qual se refere é na verdade a variavel z,

de forma que a posigao generalizada é z(z), e 0 momento ¢é sua derivada, 2’(z).
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A lagrangiana entao definida é dependente somente da posi¢ao z do problema, ou seja

% = 0, resultando em uma forma de conservacao de energia. Logo, o seguinte formalismo

pode ser aplicado:

04 0%, 0%,

z 4+ P 148
ox 0z 0z (148)
Com a equagao de Euler-Lagrange, %;f = %%—5, (aqui o tempo é tratado como ),

podemos reescrever (148)

0% ,dog oL,

— =2z z2" 149
ox dr 0z + 0z (149)
e entao:
0% d 0L d 0L
——— 7 =— (¥ -7 =0, (150)
Oor dx 0z dx 0z
o termo interno ao parenteses é o conhecido hamiltoniano, 7, e para o caso que a
lagrangiana independe do "tempo", ele é uma constante.
O proéximo passo é utilizar essa ideia de conservagao, escrevemos:
0L
2 - L =X, 151
0z’ (151)
em que £ é uma constante. Substituindo £ = 2T7T Laz, —”1;;'2'2 e realizando a derivada no

termo a esquerda obtemos:

,TL? 2 TL* V1+27

_ - ¥ 152
“ one 22V/14 27 2mal 2P 7 152)

o termo QTW Lj, pode ser inserido na constante ¢ :

2 /1 2

A e (153)

221+ 22 22

e apos algumas simplificagoes:
1

(154)

—_— =¥
221 4 22
Sendo assim, para que o termo a esquerda seja constante, o denominador necessaria-

mente ¢ uma constante, chamaremos de J#:
AV1+ 22 =" (155)

Ao considerar esta configuragdo para a corda a condigdo de contorno que a fungao z(x)
deve satisfazer ¢ [7:
z(x=—-d/2)=z(x=4d/2)=0 (156)

onde d é a distancia entre os quarks.
Logo, a fungao z(x) torna-se nula nas bordas do contorno. E légico que exista um

valor de x que implique um valor maximo para z. Neste caso, por simetria, esse valor é
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x = 0, o que implica diretamente que z’(z = 0) = 0. De tal forma, o valor maximo ¢ uma
constante em z, definindo entdo um valor z, = z(z = 0) é possivel determinar a constante
" substituindo z por z, em (155)

PV1I+ 22 =214 222 =0) = ", (157)

como Z'(z = 0) = 0, entao:
2= (158)
Utilizando (158) na equagao (155), encontramos uma maneira de escrever z':

4 _ -4

VS A N e Sy (159)

22
os sinais positivos e negativos estao relacionados a cada um dos lados da corda.

Como definido anteriormente, 2’ = 92 ¢ integrando (115) encontramos uma expressao
’ dz?

dz i\/zf‘} -4

=4+Y >~ =

z 62
— = j:/ ——de
2 )
dz z 2 1/,23—54

em que fizemos z = € devido aos limites de integracao.

para x:

(160)

A solugao de (160) é encontrada utilizando uma mudanga de variavel, e = zy e

de = z,dy, também chamada de variavel reescalada, escrevemos entao:

2/ zx 2
Y
r ==+ —dy . 161
. iy (161)
Aplicando a condigao de contorno de (156):
d u/nl y2
g R S 162
5 Y (162)

cuja solucao para z, é:

2, = W‘lﬂw (F (i)f . (163)

Concluimos que z, e d sao proporcionais

Em seguida, calcularemos a acao na camada de massa, a fim de finalmente encontrar o

potencial do par quark-antiquark. Usaremos a conservagao definida em (155) na integral

de (146), onde V1 + 22 = z—z
TL?*2? [d
S=-"" / v (164)

2mad 24

para resolver essa integral, mudamos a variavel de x para z, o que é feito através do

seguinte jacobiano:
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d 1 4
“er___ = (165)
dz 2 /22—
Como z pode assumir dois valores, a agao na casca é:
| 2TL?22
= (166)
271'& w /z4 —_ z4
ou de forma mais simples:
TL?
S=—+-—I, (167)
Tz,

onde I, ¢ a integral apos a mudanga de variavel z = z,y:
1
d
I = / S (168)
/= Y2/ 1 =yt
A solugao dessa integral é dada em forma de uma fungao hipergeométrica oFy [11].

Trata-se da seguinte situacao:

B (-5 1Y) ;

I, = ;J /2 (169)
para o limite superior o resultado é:
AL R VATE) e -
! F() ()"
ja o limite inferior, quando € é suficientemente pequeno, resulta no inverso de €/ z,:
it 3 A CLO0 N (171)

€/ 24
Logo, o resultado fica dado por:

73/2
I = \/_2 + 2, /€, (172)

()

e o resultado da acao na camada de massa:

71.3/2\/5

RGO

A ac¢do na camada que encontramos é também definida pelo produto entre 7" e E, em

_TL

Tz,

(173)

que E ¢é a energia do par quark-antiquark que contém o tao procurado potencial. Por

comparagao entre S = TE e a equagao (173) vemos que:

4721?21 1?1
BTG RATE o

onde o valor de z, definido em (163) foi utilizado no processo.
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O termo dependente de € na equagao (174) é divergente quando € — 0, esse termo ¢é
diretamente relacionado as massas das particulas (quark-antiquark). Podemos verificar
calculando a agao euclideana de uma tnica corda que vai de z = € até z = oo em um x
fixo. Essa configuracao é descrita usando t e z como coordenadas de volume. A métrica

¢é obtida entao mantendo xz como uma constante:
L2
ds® = = (dt* + dz?) . (175)

22

E a acao de Nambu-Goto fica escrita por:

T < [2 TL?
Scorda - /

z = (176)

2w’ 22 2male

Lembrando S = T'E, a energia para duas cordas paralelas é dada por:

217

E) = Frare

: (177)

que ¢é o encontrado no segundo termo de (174).

Logo, o termo divergente pode ser renormalizado, e finalmente fica definido o potencial

para o par qq:

4t L2
(F (1) )O/
Reescrevendo L? = \/N2gy e, ou ainda L? = v/ Ao/, temos que:
42/ \ 1
V= AV L _ (179)

1\4) d
(r®)
A dependéncia do tipo Coulombiana de 1/d é uma consequéncia direta da invariancia

conforme da teoria.

5 Equacao de Dirac para o potencial quark-antiquark

5.1 Solucao para a equacao de Dirac

Para encontrar uma solugao genérica para a equacao de Dirac precisamos considerar
potenciais vetoriais e escalares, como o caso do potencial de Coulomb para o atomo
de hidrogénio, entdo, o potencial escalar, U(x) é colocado juntamente com a massa do
sistema, enquanto o potencial vetorial Vj(z) ¢ somado a energia E do sistema [12]. Com

essas consideragoes, escrevemos a equacao de Dirac da seguinte forma:

5+ Blm -+ U () + Vol 1) = i () (180)
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Considerando agora que a func¢ao de onda possa ser separada em duas fungoes, uma

espacial e outra que evolui no tempo do tipo ¥(Z,t) = ¥(F)e E ¢ facil ver que:
(@74 B(m + U(2)) + Vo) (@) = Bd(@) 7 . (181)

Em seguida, utilizamos as defini¢coes de a e 8 discutidas na segao 2.4.5:

. (o0& (10
=(57) o=(01) 1

em que & sao as matrizes de Pauli e I é a matrix 2 x 2 identidade, e definimos a fungao

Y(Z) = ) como um espinor de Dirac. Com isso encontramos o seguinte:

X
((-@¢)+<<m+v+%w ):(E¢>, (183)
(0 DP)x —(m+U —Vy)x Ex

Qi Q

ou seja:

(G- P)x+ (m+U+Vy)p=FE¢p, (184)
P)p—(m+U—Vo)x = Ex . (185)

Ql

Levando em conta o resultado encontrado em (184) e (185), bem como o potencial
encontrado em (179), podemos procurar uma possivel solugdo para a equagao de Dirac
relacionada a este potencial de tipo central. Caso U e Vj sejam potenciais independentes
de angulos, a fungao de onda pode ser parcialmente expandida [12].

As quantidades conservadas neste caso sao os valores de j2, js, energia E, e K, onde

— — — % 0
Jj = (l—i—%E) e K = ﬁ(E-l—i—l). Usamos ¥ = g _ |, e o autovalor de K ¢
o
denotado por —k. De forma que:
(5-f+1)¢:—f<;¢ ¢ (5-1#1);(:,@(, (186)
também é possivel notar a seguinte propriedade:
S 2
K? = 3 (2-l+1> , (187)
1 o\ [7 0 [0 10\’
K = 70 o , (188)
0 -1 0 7 0 1 0 1
)
+3) 0
K? = 2 (189)
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por outro lado;

2 = (h %> ! (190)

de forma que ao expandir K? e j2:

3

2 — —
K2:(a-zj $25 041, P=Prd T+ (191)

e sabendo que:
2 —
(a.f) —P -0, (192)

- 1
K2:z2+5-z+1:j2+zl. (193)

O que implica diretamente que os autovalores kK = £ ( J+ %)

Queremos entao encontrar uma solugao para a funcao de onda do tipo:

() = ¢ _ gk (r) ;;z(f)
Hnl) (x) (ifk(r)yjff;-p(f)) | (194)

; 1 11 i1 1
g _ [ P B Vot 17
5,0 (727j3 272|j7j3> 1 (T) ( 0)
r 1 1 js+d [ O
l, = - —= Y’ 2 195
+ (727j3+2a 2’]7]3) 1 (T)<1> ) ( )

e os valores entre parenteses a esquerda sao os coeficientes de Clebsch-Gordon do tipo

onde

(71, j2, m1, ma|J, M), e os valores podem ser consultados em [13].

Utilizando a equagao (195), e os valores dos correspondentes Clebsh-Gordons, podemos

1 1
Viy= ( 0 ) : (196)

v =y o ( : ) +/3¥10) ( (1)) . (197

Em seguida, consideramos o termo (¢ - p)¢ na equagao (185) e reescrevemos da seguinte

ver que:

e também:

forma: -7
. is o-r . . i
(& P)g(r)Vji = —5—[(@-7)(T - P)]g(r) Vi3 - (198)
Usando entdo (3 -7)(G-p) = (7-p) +id -1, (7-1)¢p = —(k + 1)d e f = —iV & possivel

mostrar que:

(- P)gu(r) V] = [=i(F- V) +i(F - 1]gr(r) V05 (199)
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@ PV =~ | Faulr) + (e + D2 | 5y (200)

r Jsl

O proximo passo entao, ¢ definir o que é (¢ - 7). Para isso relembramos que:

T = sen(f)cos(p)é, + sen(f)sen(yp)é, + cos(f)é, , (201)
e
1 ‘ 1 , 1
Sy = 5(03; +ioy) , S_ = 5(03; —ioy), S, = 592 (202)

e juntamente com os valores para os orbitais Y [11], encontramos:

2 2 1
G- F) = 2,/%3/;15; - 2,/?”1/115_ + 2,/?”&052 . (203)

De forma que é possivel provar

@ - PV ==V, (204)

J

levando tudo isso em consideracao e substituindo os resultados encontrados nas equacoes
(184) e (185) determinamos uma solugao para a equagao de Dirac para potenciais genéricos

independentes de angulos:

d k+1
doi.

d?“ . gk — (m + U — Vo)fk = Efk y (205)
d 1—&
% + fo—=(m+U+Vy)gr=—Egy . (206)

5.2 Analogia com o potencial de Coulomb

O potencial encontrado para o par ¢ na equacao (179) se assemelha bastante com um
potencial do tipo Coulombiano, V' ~ é, a menos da constante gerada pelo sistema em es-
pecifico. Sendo assim, nesta parte do trabalho, utilizaremos um procedimento semelhante
ao tratamento para o potencial de Coulomb encontrado em [14,15,16].

Sao possiveis duas abordagens, a primeira aqui discutida é através do método de
séries de poténcia a fim de evitar fungoes hipergeométricas, ja a outra, se baseia nelas.
Sendo assim, as duas abordagens chegam & mesma conclusao, porém é vélido entendé-las

e perceber como dialogam bem.

5.2.1 Solucao por série de poténcias

Primeiro, levaremos em conta que as equagdes (205) e (206) podem ser reformuladas
através de uma extensa discussdo baseada em operadores do grupo SO(2N) na teoria
de grupos [14,15]. Contudo, esta discussao esta fora do escopo matematico e motivagao

deste trabalho, portanto, partimos da reconstrucao destas equagoes da seguinte forma.
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Sabemos o valor de k + 1 para a funcao gy é dado por:
(5 +1gr =+ gk , (207)

da mesma forma para a funcao fy:

(L=r)fe=0Q=(D)fe=U+1)fk, (208)
durante a discussao sobre o operador K [14,15], o valor para K fica definido por:

20+D —1

K=+ :
2

(209)
em que D é o numero de dimensoes do problema.
Sendo assim, para D = 3 temos que K = +({+1). Contudo, para as fungoes g e fx,

os valores encontrados sao:
Kgk = Kgkx , Kfx=-Kfk, (210)
como k = [ + 1 tanto para gi e fi, podemos determinar que:

(k+1Dgr=Kgr, (1—r)fx=-Kfx, (211)

de forma que as equagoes ficam reescritas como:
dgK K
— 4+ —gr=(FE -V M ,
UK+ =g = (B = V{r) + M) fi
(212)

_dx

I —l—gff(—(E—V(r)—M)gk,

Considerando agora a forma mais genérica para o potencial, incluimos um termo cou-
lombiano do tipo V. = —%, que pode ser interpretado como uma troca de foétons sem
massa entre um lépton e o niicleo que ele orbita, e um termo de potencial escalar V, = —£2
que ¢ interpretado como uma troca de méson sem massa, criando uma massa efetiva de-
pendente da posicao da particula.

Sendo assim, os potenciais sao diferentes para as fungoes g e f:
Vi) =Ve+Ve, V(r)=V.-V.. (213)

Ou seja, as componentes radiais do problema entao respeitam as seguintes equacoes dife-
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renciais:
d K A —A
%#L—QK (E+M—I— . 2)fK7
(214)
d A1+ A
ey B = (E—M+ L Q)gK.
r r
Para normalizar as func¢oes de onda nos estados ligados do problema definimos:
A=2rf, E=VM?—FE?, |E|< M, (215)
e a variacao dA = 2&dr
dgr K B Al — A2
(d)\ + — Y )2&- (E+M+T2§)ff(,
(216)
dfy K Al + A2
—_— = — 2=—|E—-—M+———2
resultando em:
dgK K B E + M Al — A2
d)\+/\91<—( 2% T )fK,
(217)
de Kf E—M+A1+A2
Iy K= 2 ) I

Agora é necessario definir quais func¢oes dependentes de A\ queremos trabalhar, para

este problema, ficam definidas as seguintes funcoes:

= 7%\’ +E[1+¢2]7
(218)
VM =Elpr— o]
Substituindo essas fungoes em (217):
d d K
(¢1+¢2)+%+% = (01t ) (219)
E+M A —-A|M-FE
S e e
dpy dpy K
51 =0 =2+ === = (b1 )
E-M A +A|M+FE
- [ 2% T ] ¢ (91 + ¢2)
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Somando e simplificando a expressao encontramos:

K A —A - F
—¢1 + 2% = —2X¢2 + ¢ + (A 3 2) m ¢ (1 — P2) (220)
Enquanto subtraindo e simplificando:
d K A — A —F
—¢2 + 2% = _2X¢1 — ¢+ (4 \ 2) ™ ¢ (1 — ¢2) (221)
(Al—;Az)sz(qbl“—QﬁQ) )
Agrupando os termos:
doy B (A1E + Ao M) B 5 AM+ AFE
o (CE A (K DMSARY,

dpy [ K AM+AE AE + A M
ﬁ_(_ﬁ %S )““( % >¢2’

este é um resultado geral para as fungoes ¢1, ¢9, contudo, é necessario um passo antes de

(223)

determinar uma solucdo para (222) e (223).
Primeiro, precisamos analisar o sistema em uma regiao proxima a r =~ 0, onde os
termos proporcionais a massa e energia podem ser desconsiderados, a fim de entender o

funcionamento das equagoes nesta regiao. Logo:

dgx K A — Ay

e/ s —fr, (224)
T T T
d K A+ A
% = +—fi— ! 29k )
T T

supondo que as equagoes gx e fx se comportem como uma funcao poténcia, isto é:
gk =ar’ e fx=0b" (225)
reescrevemos as equagoes:

ayr’t+ Kar’™t — (A — Ay)br" =0, (226)
byr"™t — Kbr" ™t (A 4 Ay)ar’™ ' =0,

e simplificamos:

a(y+ K)—b(A; — Ay) =0, (227)
a(Ay + As) +b(y—K)=0.
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Trata-se de um sistema linear em a e b, cujo solugao sé existe caso o determinante seja

nulo:

’Y+K Ag—Al

2 2 2 2

eovalordeyéy=+\/K2— A? + A2.
Agora, com o valor de v definido e as equagoes (222) e (223), podemos utilizar o

método de solugao por série através das seguintes séries de poténcia:

Gr=N DD AL, =N BT (229)
m=0 m=0

levando em (222) e (223):

i (v +m)A, T = i Ay T (230)
m=0

B <A1E+A2 )ZAl
B (K+A1M+A2 )Zﬁm |

> (v m)Bp AT = (—k:+A1M+A2 )ZAlm (231)
m=0

N (A1E+A2 )Zﬁm 7

comparando os coeficientes encontramos:

(v+m)Ai,, = Ay, — <w) Ay, (232)
B (K+ A1M+A2E> 5
§
€
(7 + m)/@m — <_]€ + Al]wfﬂ) Alm + <AlE+#) B - (233)

Estas relagoes sao condizentes com as estruturas das fungdes hipergeométricas
[11,14,15,16] que serdo discutidas mais a frente. Mais especificamente, na equagao (233) é
possivel encontrar uma relagao entre os coeficiente A, e ,, que determina os valores de

energia para os numeros quanticos n = 1,2, 3... através de combinagoes entre as fungoes
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hipergeométricas.
6 K+ AlMgrAgE - K — AlMgtAgE )
A, mA4y— —AlEJgAzM o =-m
onde foi definido n’ = w — . De forma que o niimero quantico n é:
n:n'—i—j-l—%, (235)

e assume somente valores naturais. Isto implica que:

o1 AE+ A M
n—j)j—=-+v=

2T AR B

Simplificando a expressao podemos determinar os valores possiveis para a energia do

(236)

sistema:

1 1 2
lquL<n—j—§+7>]E2+2A1A2ME:M2 (n—j—§+7) — A*M?

24, Ay M A2 —(n—j—3%+7)?
B+ — —— + M2 (n—J 2 ) =0, (237)
At+(n—j—35+7)? A3+ (n—j—5+7)?
e finalmente obtemos valores para E:
—AA
E = M S (238)

A4+ (n—j—1+7)?

( —A1 Ay )2_14%—(71—]'—%—1—7)2 :
ABt+m—j—5+7?2) A-(—j—5+7?*]

+ M

Esta ¢ a solugao para os niveis de energia para um potencial do tipo coulombiano. Con-
tudo, para o caso estudado, nao estamos levando em conta o potencial vetorial entre os
42/ 1

Y
(F(z) )
devemos estudar o caso em que A, = 0.

Se Ay =0. y=+/K?— Al en=ng =n{ +j+ 3, em que nj, = AZM—% temos
que o valor para F é:

mésons, par ¢, e sim apenas o potencial escalar gerado por eles V,; = — , logo,

(NI

A2 -
E=+4+M]|1+ ~1 } , 239
l (nlo—]—%‘F’Y)Q (239)

M=

1672\
C(3) (o —j— 1 +7)?

(240)
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Concluimos que estes sao os valores de energia quantizados pelo nimero quantico n, para

o potencial gerado por um par quark-antiquark.

5.2.2 Solucao com funcgoes hipergeométricas

Este problema pode também ser abordado da seguinte maneira [12,13|, ap6s uma
discussao sobre o operador K e a funcao de Dirac, cuja matematica nao cabe a este
trabalho, é possivel formular o problema de uma maneira semelhante através das seguinte

equagoes e desenvolvimento:

dgd(:) n ggm _(E—V(r)= M| f(r) , (241)
IO R o) = 8- vy + M) (242)

em que K = (20 + D — 1)/2 ainda é o operador utilizado no tratamento anterior.
Novamente, consideramos dois potenciais, um coulombiano V. = —% e um escalar V, =
—%, de forma que novamente o termo escalar é adicionado ao termo de massa.

Construimos entao o seguinte sistema de equacgoes diferencias:

dgz;i(r) 4 %gm;("”) = <E - M+ @) frr(r) (243)
_dfliii(r) n ngE(T) _ <E LM @) gxe(r) , (244)

e afim de estudar os estados ligados introduzimos novamente o termo A = 2r{, em que
& =V M? — E2, utilizando d\ = 2&dr modificamos as equacoes para:

dgKE‘ K 1 IH —E Al +A2
- S 24
i\ + )\gKE ( 3 ¢ + \ ) frE (245)
deE K 1M+ FE A1 _A2
_ = Y — 24
N )\fKE ( 2 ¢ 3 >9KE ; (246)

e agora escolhemos as fungoes para trabalhar o problema, desta vez, utilizando as seguintes

fungoes:

gxe = VM — E[¢1 + ¢o] ,
(247)
Jxkp = VM + Elp — ¢2] ,
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que ao substituirmos em (243) e (244):

, ., K 1 A +A,M+E
¢1+¢2+X[¢1+¢2]:{——+ - 2

2 A ¢ }[4151—%],
A — A _
b-h Ko = [ AT BMEE

(248)
2 A\ g :| [¢1 + ¢2] )
em que ¢ = % e QSQ%. De modo que sua soma:
A E+AM 1 K AM+ AE
r_ _Z = | —p = = 24
o ( Y3 2)¢1 ()\+ % )052, (249)
e sua subtragao:
AE+ AsM 1 K AM+ AE
/
_ = | = - 7 ) 2
ho (B g) e (- ) e 0
Para simplificar o problema definimos:

A E+ Ao M
T =

, AIM+ AE
, T =— 251
¢ ¢ (251)
e entao:
, T 1 T+ K
¢1—(X—5)¢1—— ;| o2,
(252)
, T 1 7 - K
¢2+<X_§>¢2: 3 o1 s

das quais obtemos equagdes diferenciais de segunda ordem|14,15]:

o 1d (1 T
dX\2  Nd\

4+T—ﬁ)]¢1:0’

(253)
177 _FH@:O’

onde n* = K% — A2+ A2 ¢ andlogo ao 72 calculado durante o método de série de poténcias,

para o caso do potencial de Coulomb, escolhemos n = /K2 — A} + A3 > 0. Essas
equagdes sao um caso especial da equagao de Tricomi|9] do tipo:

dy? b\ dy a 0
Z) =2 — 4+ = =0. 254
dx2+(a+x>dx+(a+x+x2)y 0 (254)

Queremos entao definir ¢; e ¢o para que elas possuam comportamentos bem definidos
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na origem e no infinito, para isto as fungoes devem ser algo do tipo:
¢ = Ne 2R, | gy = Ne MRy, (255)

que sao fungoes com o mesmo comportamento que as séries definidas no método de série

de poténcias. Substituindo nas equagoes diferenciais (253):

R 142n\ d -~
1+(—1+ - n)—RlJruRl:o,

d\? A dA A
(256)
d* R, 1+2n\ d T—n—1
-1 —Ry+ ——F—Ry=0
d)\2+(+>\)d/\2+ e
cujas solugoes sao as fungoes hipergeométricas confluentes h[12,13]:
Rl :CLO(I)('I]—T,277+1,)\) s
(257)

Ry =bg®(1+n—1,2n+ 1; ),

o que mostra que as funcoes ¢; e ¢, podem ser escritas como combinacoes destas funcoes
hipergeométricas.
O interessante agora é encontrar a relagao entre ay e by através da recorréncia entre

fungoes hipergeométrica confluentes [11]:

7%@(@,7;@ = a®la+1,v+1;2), ,
2P(a+1,v+1;2) = y@(a+1,v;2) —vP(a,v;2) ,
(258)
a®(a+1,7+12) = (a—7)P(a,y+152) +78(a,7;2) |

ad(a+1,72) = (z2+2a—7)P(a,7;2) + (v — a)P(a —1,7;2) ,

com as relagoes de (258), as fungoes em (257) e as equagoes diferenciais (256) ¢ possivel

mostrar que:

n—rT +7J—|—K
Qa,
P A

como nao queremos que ag = by = 0, temos:

bo) O(1+n—720+1;0) =0, (259)

rT—n
0 , Qo ( )
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Finalmente retornamos as fungoes gxp e fxr em (247), que sdo reescritas como:

gke =N (261)

KEVM—FExe 3
X [(7'+ K)®(n = 7,20+ LA) + (1 = @1+ 15— 7,20+ 1;))]
fxe = NgpvV/M — EXle™2 (262)
X[(T"+K)o(n—7,2n+1;2) — (1—n)®(1+n—7,2n+1,\)] ,

onde o fator Nxg = ao(7’ + K) 1 (2v/ M2 — E?)~'/2 pode ser determinado através da
propriedade de normalizacao das func¢oes de onda [14,15]. Para estudar os autovalores
deste sistema utilizamos o fato de que queremos solugoes finitas no infinito, isto implica
que:

T—-n=n"=0,1,2..., (263)

de forma que quandon’ =0 —>n=re
K*=71*4+ A} - A5 =(7)?, (264)

entao K precisa ser positivo para existir uma solucao nao trivial.

Introduzimos assim o ntmero quantico principal:
n=|K|—(D-3)/2+n"=|K|-(D-3)247—n=1l+1+n"=1,2,..., (265)

deixando clara a relacao:

A E + A M D -3
—_— / —_— — — —
T=n"+n— —— = I | K|+ 5 (266)

que é analoga a equacao (236) para D = 3. Sendo assim, resolvendo para a energia e
utilizando n’ +n = (:

_1

Ay Ay ’

E=M|-————
AT+ ¢

( A1 Ay )2 A3 - ¢ (267)

A+¢) B+

Esta expressao é a mesma encontrada pelo método de série de poténcias, apenas utilizando

defini¢oes diferentes para as constantes. Como discutido anteriormente o caso de interesse

para este trabalho ¢ quando Ay = 0, v = /K2 — A2, n =ng, = n{n—l—j—i—%, Ny = Ang -7,

de modo que:

[SIE
[SIES

A? B
(1o —j — 5 +7)?

9N —
E::I:M(l—i—é)

o ::I:MllJr

(268)

Logo, os valores encontrados para o potencial do par ¢q sao novamente encontrados
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utilizando A; = %, resultando em:
4
-}
1674\
E=+M|1+ t (269)

(U (

1) (o= =3+ )2
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6 Conclusao

Neste trabalho foi desenvolvido uma revisao tedrica de conceitos importantes para
o estudo de fisica de particulas, bem como um aprofundamento sobre os mecanismos
da teoria de campos e a dualidade entre o espaco AdS e a teoria conforme de campos,
tornando possivel a discussao sobre o potencial existente entre um par de particulas, mais
especificamente um par quark-antiquark.

Sendo assim, construimos de forma detalhada o espaco a ser utilizado, bem como a
relacao dual, mostrando a mudanca que ocorre ao se transpor um espago de 4+1 dimensoes
para um de 341, adentrando em uma discussao parecida com a proposta por Maldacena.
Em seguida, utilizando alguns conceitos basicos de teoria de cordas para definir os limites
do nosso problema calculamos o potencial gerado por um par quark-antiquark através de
uma renormalizagao para a energia total encontrada na camada de massa [7].

Portanto, concluimos que o potencial encontrado se comporta de forma semelhante a
um potencial Coulombiano, o que tornou possivel o estudo da equacao de Dirac com tal
potencial. Utilizamos dois métodos, série de poténcias e a recorréncia de fun¢oes hiperge-
ométricas confluentes, para encontrar os niveis de energia permitidos pelo problema, de
forma que os resultados obtidos sao coerentes entre si.

Além disso, com base nos conhecimentos adquiridos durante este trabalho, é possivel
ampliar o estudo deste potencial. Uma das ideias possiveis é descrever o espelhamento ge-
rado utilizando este potencial como uma barreira, ou até mesmo encontrar alguma relagao
com os diagramas de Feynman para definir niveis de energias associados a espalhamento

eletronico préoximo a um ntcleo.
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