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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar um problema de eletrostática geral que en-

volve ambos, um campo externo e restrições sobre cargas livres. Foram fornecidas condições

necessárias e suficientes para o mínimo da energia em termos de soluções polinomiais de uma

equação diferencial de Lamé modificada. Além disso, foram dadas novas demonstrações, mais

simples, de resultados clássicos de Stieltjes e Szegő. Finalmente, foi obtida uma interpretação

eletrostática para os zeros dos polinômios comumente chamados de Hermite-Laurent.

Palavras-chave: Polinômios ortogonais, zeros de polinômios, interpretação eletrostática.
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Abstract

A general electrostatic problem which involves both an external field and restrictions

on the free charges is studied. Necessary and sufficient conditions for the minimum of

the energy are furnished in terms of polynomial solutions of a modified Lamé differential

equation. New simplified proofs of classical results of Sitieltjes and Szegő are given. An

electrostatic interpretation of the so-called Hermite-Laurent polynomials is obtained.

Keywords: Orthogonal polynomials, zeros of polynomials, electrostatic interpretation.
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Capítulo 1

Introdução

A teoria de polinômios ortogonais tem vasta aplicação em todos os tipos de problemas

da Matemática Pura e das Ciências Aplicadas. Esses polinômios são ferramentas essen-

ciais para a solução de muitos problemas e vêm contribuindo nos estudos relacionados a

Equações Diferenciais, Frações Contínuas, Estabilidade Numérica, Algoritmos Rápidos e

Super-rápidos, com aplicações que abrangem da Teoria dos Números à Teoria da Aproxima-

ção, da Combinatória à Representação de Grupos, da Mecânica Quântica à Física Estatística

e da Teoria de Sistemas a Processamento de Sinais.

Historicamente, a primeira contribuição que revelou a importância dos polinômios or-

togonais foi o resultado de 1812 de Gauss, que afirma que a única fórmula de quadratura da

forma ∫ b

a

f(x)µ(x)dx ≈
n∑

k=1

Akf(xk),

que é exata para polinômios de grau 2n − 1, tem, como nós x1, x2, . . . , xn, os zeros do

polinômio de grau n que é ortogonal em (a, b) com relação à função peso µ(x). Portanto,

nesses últimos dois séculos, a localização precisa dos zeros desses polinômios tem desafiado

a curiosidade de vários célebres matemáticos.

Um outro motivo para o interesse nos zeros dos polinômios ortogonais clássicos é que

eles admitem uma bela interpretação eletrostática. Descreveremos brevemente esta inter-

pretação para os zeros do polinômio de Jacobi, P (α,β)
n (x). Lembremos que os polinômios de
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1 Introdução

Jacobi são ortogonais em [−1, 1] com relação à função peso (1− x)α(1 + x)β.

Consideremos o seguinte campo elétrico no intervalo [−1, 1]. Sejam α, β > −1 e

tomemos duas cargas fixas com forças (α + 1)/2 e (β + 1)/2 localizadas em 1 e −1, res-

pectivamente. Suponhamos que existam n cargas unitárias livres localizadas no intervalo

(−1, 1). Consideremos o campo elétrico que obedece à lei do potencial logarítmico. Do

ponto de vista da eletrostática, isto significa que as cargas estão distribuídas ao longo de

fios infinitos, perpendiculares à reta real. Portanto, se as cargas livres estão localizadas em

x1, . . . , xn, a energia do campo é dada por

L1(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

(
(α+ 1)/2 log

1

|1− xk|
+ (β + 1)/2 log

1

|1 + xk|

)
+
∑

1≤i<k≤n

log
1

|xk − xi|
.

A única posição das cargas para a qual a energia atinge o mínimo global é quando x1, . . . , xn

coincidem com os zeros de P (α,β)
n (x). Esta fascinante interpretação deve-se a Stieltjes [21,

22, 23] que demonstrou que a energia do campo tem mínimo local nos zeros do polinômio

de Jacobi de grau n. Szegő [24, Seção 6.7] demonstrou que, de fato, a energia tem um único

mínimo, estabelecendo desta forma a estabilidade do equilíbrio.

A beleza deste resultado inspirou Stieltjes a estudar uma generalização natural: dadas

m + 1 cargas positivas rj fixas em aj, 0 ≤ j ≤ m, com a0 < . . . < am, determinar todas as

posições de equilíbrio possíveis de n cargas livres pertencentes ao intervalo (a0, am). Nesse

caso, a energia do campo é dada por

L(x1, . . . , xn) =
m∑

j=0

rj

n∑
k=1

log
1

|xk − aj|
+

∑
1≤i<k≤n

log
1

|xk − xi|
. (1.1)

Surpreendentemente, este problema está fortemente relacionado à questão da caracte-

rização das soluções polinomiais da equação diferencial

A(x)y′′(x) + 2B(x)y′(x) + C(x)y(x) = 0, (1.2)

onde A(x) = (x− a0) · · · (x− am), B(x) e C(x) são polinômios de grau m e m− 1, respecti-

vamente, e
B(x)

A(x)
=

m∑
j=0

rj

x− aj

. (1.3)
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1 Introdução

A equação (1.2) é conhecida como equação de Lamé na forma algébrica. Heine [9]

provou que, dados A(x) e B(x), existem, no máximo, (n+m− 1)!/(n!(m− 1)!) polinômios

C(x) tais que, para cada um deles, (1.2) tem solução polinomial y(x) de grau n. Stieltjes

mostrou que há exatamente (n+m− 1)!/(n!(m− 1)!) polinômios C(x) tais que, para cada

um deles, existe uma solução polinomial y(x) de grau n para a equação de Lamé que tem

somente zeros reais. Além disso, Stieltjes demonstrou que cada caso corresponde a uma

distribuição das n cargas livres nos m intervalos (aj−1, aj), j = 1, . . . ,m. Este resultado é

conhecido como Teorema de Heine-Stieltjes [24, Teorema 6.8]. O polinômio C(x) é chamado

de Van Vleck e o correspondente polinômio y(x), que é solução de (1.2), é chamado polinômio

de Stieltjes. Van Vleck [27] foi o primeiro a demonstrar que os zeros de C(x) pertencem

ao intervalo (a0, am). Devido a sua beleza, o problema da interpretação eletrostática de

zeros de polinômios continuou a desafiar a atenção de matemáticos famosos. Klein [13],

Bôcher [4] e Pólya [17] provaram que, se aj ∈ C, j = 0, . . . ,m, os zeros dos polinômios

de Stieltjes pertencem ao fecho convexo de a0, . . . , am desde que os coeficientes rj sejam

positivos. Marden [15] mostrou este resultado sob exigências mais fracas. Ele permitiu que

os coeficientes rj fossem números complexos com partes reais positivas. Alam [1] estendeu o

resultado de Marden. O Capítulo 2.9 da monografia de Marden [16] contém informações mais

detalhadas sobre a equação de Lamé e nos referimos aos artigos [26, 25] para a sua conexão

com a eletrostática dos zeros de polinômios ortogonais. Em um artigo recente, Grünbaum [7]

forneceu uma interpretação eletrostática para os zeros dos polinômios de Koornwinder-Krall

e Ismail [10] mostrou que os zeros de uma classe geral de polinômios ortogonais são pontos

de equilíbrio único em um campo eletrostático e calculou a energia deste campo. Grünbaum

[8] estabeleceu um resultado sobre a eletrostática dos zeros de polinômios obtidos dos de

Jacobi através de aplicações repetidas da transformada de Darboux.

É muito interessante observar que, apesar deste grande número de contribuições de

famosos matemáticos, o problema eletrostático que envolve, ao mesmo tempo, cargas fixas

negativas e positivas não foi tratado na literatura. Em particular, a unicidade do polinômio

de Van Vleck (ou a unicidade da posição de equilíbrio) nunca foi obtida neste caso. Cargas

negativas apareceram, pela primeira vez, no artigo de Grünbaum [7], artigo este que trata

3



1 Introdução

de um problema que envolve duas cargas negativas entre duas positivas fixas. Infelizmente,

ele não demonstra a unicidade e, de fato, o resultado até pode ser considerado errado visto

que as posições finais das cargas livres dependem de suas posições iniciais.

Dimitrov e Van Assche [6] foram os primeiros a demonstrar a unicidade dos polinômios

de Van Vleck que envolvem, ao mesmo tempo, coeficientes rj negativos e positivos, o que

implica na existência e unicidade da solução y(x) da equação diferencial (1.2), ou seja, do

polinômio de Stieltjes. Este resultado é equivalente à existência e unicidade do mínimo da

energia na presença de cargas fixas negativas e positivas simultaneamente.

O resultado de Dimitrov e Van Assche [6] pode ser formulado como segue:

Teorema 1.1 Sejam A(x) = (x−a0)(x−a1)(x−a2)(x−a3), a0 < . . . < a3, um polinômio

de grau quatro e B(x) um polinômio cúbico para as quais os coeficientes rj−1 e rj, na decom-

posição em frações parciais (1.3), são positivos e os dois coeficientes restantes são negativos.

Se
a) a seqüência r0, r1, r2, r3 admite somente uma mudança de sinal, isto é, se j = 1 ou

j = 3,

ou

b) para n > 1 − (r0 + r1 + r2 + r3), a seqüência r0, r1, r2, r3 admite duas mudanças de

sinal, isto é, se r0 < 0, r1 > 0, r2 > 0 e r3 < 0,

então existe um único par (C(x), y(x)), com C(x) um polinômio de grau dois e

y(x) = (x− x1) · · · (x− xn) uma solução de (1.2), tal que aj−1 < x1 < . . . < xn < aj.

Um outro resultado demonstrado por eles, e que segue imediatamente do teorema

acima, é que os zeros dos polinômios de Gegenbauer-Laurent são os únicos pontos de equi-

líbrio do campo gerado por duas cargas positivas de mesmo valor (2λ+ 1)/4 nos pontos a e

b, 0 < a < b, e cargas negativas −1/2 no ponto −
√
ab e −(n+ λ− 1)/2 na origem.

Estimulados pelo trabalho de Dimitrov e Van Assche [6], nesta dissertação discutiremos

o problema da interpretação eletrostática do campo gerado, tanto por cargas positivas como

negativas, porém na presença de restrições.
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1 Introdução

Uma exigência natural para a localização das cargas livres é que elas pertençam ao

simplex

Ξ :=
s⋂

k=1

{ajk
< xµk

< . . . xµk+1−1 < ajk+1 : rjk
, rjk+1 > 0},

onde 1 = µ1 ≤ µ2 ≤ . . . µs ≤ µs+1 − 1 = n e s é o número de intervalos [ajk
, ajk+1] com

cargas positivas rjk
e rjk+1 nos pontos extremos.

Como observaremos mais adiante, existem casos em que o campo eletrostático não é

gerado por energia externa, isto é, não há cargas fixas. Nestes casos, por Ξ entenderemos o

conjunto

−∞ < x1 < x2 < . . . < xn <∞.

Em várias situações, as cargas livres estão sujeitas a certas restrições da forma R(x) =

R(x1, . . . , xn) = 0, que definem um compacto Ω em Rn. Uma exigência natural para Ω e que

iremos adotar daqui em diante, é que Ξ∩Ω 6= . Neste trabalho, consideraremos funções R(x)

que satisfazem às seguintes propriedades:

1. R(x) é uma função simétrica com relação às variáveis x1, . . . , xn, isto é, R(x1, . . . , xn) =

R(xj1 , . . . , xjn), onde (j1, . . . , jn) é uma permutação qualquer de {1, . . . , n};

2.
∂R(x)

∂xk

não depende de (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn), ou seja,
∂2R(x)

∂xi∂xj

= 0, ∀i 6= j;

3. D(xk) = A(xk)
∂R(x)

∂xk

é um polinômio de grau p em xk.

Consideremos, agora, o campo eletrostático, que obedece à lei do potencial logarítmico,

descrito a seguir. Cargas rj são distribuídas uniformemente ao longo de retas perpendiculares

ao eixo real e que a interceptam nos pontos aj, j = 0, 1, . . . ,m. Além disso, n cargas unitárias

móveis são, também, uniformemente distribuídas ao longo de retas perpendiculares ao eixo

real que passam pelos pontos x1, . . . , xn sujeitos à restrição R(x1, . . . , xn) = 0.

Nossa contribuição pode ser dada pelo seguinte resultado:

Teorema 1.2 Considere o campo elétrico descrito acima com a energia definida por (1.1).

Seja x = (x1, . . . , xn), tal que R(x) = 0, um ponto de mínimo local de L(x) em Ξ. Então,

5



1 Introdução

existem um polinômio C(x), cujo grau não excede max{m − 1, p − 1}, e uma constante ρ,

tais que o polinômio y(x) = (x− x1) · · · (x− xn) é solução da equação de Lamé modificada

A(x)y′′(x) + 2{B(x)− ρD(x)}y′(x) + C(x)y(x) = 0. (1.4)

Reciprocamente: a) Sejam um polinômio C(x) de grau menor ou igual a max{m− 1, p− 1}

e uma constante ρ tais que (1.4) possui uma solução polinomial y(x) = (x− x1) · · · (x− xn),

cujos zeros pertencem a Ξ e satisfazem R(x) = 0. Então,

∂L(x)

∂xk

− ρ
∂R(x)

∂xk

= 0, k = 1, 2, . . . , n,

onde x = (x1, . . . , xn) é o vetor formado pelos zeros de y(x).

b) Existem um polinômio C(x) e uma constante ρ para os quais (1.4) possui uma solução

polinomial y(x) = (x − η1) · · · (x − ηn), cujos zeros são as coordenadas de η = (η1, . . . , ηn),

que é um ponto de mínimo global da energia em Ξ ∩ Ω.

Como conseqüência deste resultado, mostramos que os zeros do chamado polinômio

de Hermite-Laurent de grau n são as coordenadas do ponto extremo da energia do campo

gerado por duas cargas negativas fixas, −(2n− 3)/4 na origem e −1/2 no ponto −β, β > 0,

e n cargas unitárias livres nos pontos x1, . . . , xn sujeito à restrição
1

4αn

n∑
k=1

(
xk +

β2

xk

)
= N,

α > 0. Este estudo será mostrado em detalhes no Capítulo 4. Acreditamos que esta posição

de mínimo seja, também, a posição de mínimo global, estabelecendo, com isso, a unicidade

do problema.

Organizamos, então, esta dissertação da seguinte forma.

Capítulo 2 - Resultados preliminares - Contém pré-requisitos matemáticos que neces-

sitaremos no decorrer do trabalho.

Capítulo 3 - Eletrostática e zeros de polinômios - É o principal capítulo de nosso tra-

balho, onde estudamos a interpretação eletrostática do campo gerado por cargas fixas nega-

tivas e positivas. Neste capítulo, também mostramos nossa contribuição para o estudo da

interpretação eletrostática na presença de restrições e apresentamos, na última seção, essa

interpretação para os zeros dos polinômios ortogonais clássicos.

6



1 Introdução

Capítulo 4 - Interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios de Laurent ortogo-

nais - Estudamos, neste capítulo, a relação entre os polinômios ortogonais simétricos e os

L-polinômios ortogonais. Com isso, chegamos a uma interpretação eletrostática para os zeros

desses polinômios.

Finalmente, relacionamos, nas Referências Bibliográficas, os livros e artigos por nós

consultados e/ou citados.
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Capítulo 2

Resultados preliminares

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados básicos da Análise Matemática, pré-

requisitos essenciais ao desenvolvimento do trabalho. Muitos resultados serão considerados

sem demonstração e podem ser encontrados nos textos clássicos sobre o assunto.

2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Nesta seção, abordaremos a teoria dos multiplicadores de Lagrange por ser de grande

importância na análise da interpretação eletrostática dos zeros de polinômios. A maioria dos

resultados aqui apresentados pode ser encontrada em [3], assim como suas demonstrações.

2.1.1 Derivadas

Definição 2.1 Seja f : Rn → R uma função. Considere x ∈ Rn fixo e a expressão

lim
α→0

f(x + αei)− f(x)

α
,

onde ei é o i-ésimo vetor unitário (todas as coordenadas são 0, exceto a i-ésima, que é 1).

Se o limite acima existe, ele é chamado de derivada parcial de f no ponto x com relação

à i-ésima coordenada e é denotado por
∂f(x)

∂xi

ou ∇if(x) (xi denota a i-ésima coordenada

do vetor x).
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Se todas as derivadas parciais existem, o gradiente de f em x é definido como

∇f(x) =


∂f(x)

∂x1...
∂f(x)

∂xn

 .

Definição 2.2 Seja y ∈ Rn. Definimos a derivada direcional de f na direção y como

f ′(x; y) = lim
α→0+

f(x + αy)− f(x)

α
,

se esse limite existe.

Das definições acima, podemos concluir se f ′(x; ei) = −f ′(x;−ei), então f ′(x; ei) =
∂f(x)

∂xi

.

Se todas as derivadas direcionais de f em um vetor x existem e f ′(x; y) é uma função

linear de y, dizemos que f é diferenciável em x. Este tipo de derivada é também chamada

derivada de Gateaux. Observe que f é diferenciável em x se, e somente se, o gradiente

∇f(x) existe e satisfaz yT∇f(x) = f ′(x; y) para algum y ∈ Rn.

Definição 2.3 Se f é diferenciável em um conjunto aberto S e o gradiente ∇f(x) é uma

função contínua em x, então f é continuamente diferenciável em S.

Tomemos, agora, uma função f : Rn → Rm de valores vetoriais, ou seja, se

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)).

Definição 2.4 Uma função f : Rn → Rm é diferenciável (continuamente diferenciável) se

cada componente fi de f é diferenciável (continuamente diferenciável).

A matriz gradiente de f, que denotaremos por ∇f(x), é a matriz n×m cuja i-ésima

coluna é o gradiente de fi, ∇fi(x). Assim,

∇f(x) = (∇f1(x) · · ·∇fm(x)) =



∂f1(x)

∂x1

· · · ∂fm(x)

∂x1
∂f1(x)

∂x2

· · · ∂fm(x)

∂x2... . . . ...
∂f1(x)

∂xn

· · · ∂fm(x)

∂xn


.
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Definição 2.5 A matriz Jacobiana de f é a transposta da matriz gradiente. Assim, o

(i,j)-ésimo elemento da matriz Jacobiana é igual à derivada parcial
∂fi(x)

∂xj

.

Suponhamos, agora, que cada uma das derivadas parciais de uma função f : Rn → R é

uma função continuamente diferenciável de x ∈ Rn. Usaremos a notação
∂2f(x)

∂xi∂xj

para indicar

a i-ésima derivada parcial de
∂f(x)

∂xj

no ponto x ∈ Rn.

Definição 2.6 Definimos a matriz Hessiana de f, ∇2f(x), como a matriz cujo (i,j)-ésimo

elemento é igual a
∂2f(x)

∂xi∂xj

, que denotaremos por ∇2
ijf(x).

Sejam f : Rn → Rk e g : Rk → Rm funções continuamente diferenciáveis e seja h a sua

composta, isto é, h(x) = g(f(x)), x ∈ Rn. Então, derivando pela regra da cadeia, obtemos

∇h(x) = ∇f(x)∇g(f(x)), ∀ x ∈ Rn.

Considere, agora, f : Rm+n → R uma função de (x, y), onde x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm e

y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Escrevemos

∇xf(x, y) =


∂f(x, y)

∂x1...
∂f(x, y)

∂xm

 , ∇yf(x, y) =


∂f(x, y)

∂y1
...

∂f(x, y)

∂yn

 ,

∇xxf(x, y) =

(
∂f(x, y)

∂xi∂xj

)
, ∇xyf(x, y) =

(
∂f(x, y)

∂xi∂yj

)
e ∇yyf(x, y) =

(
∂f(x, y)

∂yi∂yj

)
.

Seja f : Rm+n → Rk, isto é, f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fk(x)), x ∈ Rm+n. Então,

∇xf(x, y) = (∇xf1(x, y) . . .∇xfk(x, y)) e ∇yf(x, y) = (∇yf1(x, y) . . .∇yfk(x, y)).

A seguir, daremos alguns exemplos de relações úteis que podem ser demonstradas

usando-se a regra da cadeia.

• ∇ (f(Ax)) = AT∇f(Ax), onde A é uma matriz;
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

• ∇x (f(h(x), y)) = ∇h(x)∇hf(h(x), y);

• ∇x (f(h(x), g(x))) = ∇h(x)∇hf(h(x), g(x)) +∇g(x)∇gf(h(x), g(x)).

Vamos enunciar, agora, alguns teoremas sobre funções diferenciáveis. A demonstração

do teorema a seguir pode ser encontrada em [14, pag. 89].

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Médio) Seja f : R → R continuamente diferenciável

em um intervalo aberto I. Então, para cada x, y ∈ I, x < y, existe um ξ ∈ (x, y), tal que

f(y)− f(x) = ∇f(ξ)(y − x).

Para enunciarmos o próximo teorema, nececitaremos da seguinte definição.

Definição 2.7 Para toda norma || · || ∈ Rn, ε > 0 e x∗ ∈ Rn, considere o conjunto

S = {x | ||x − x∗|| < ε}. O conjunto aberto S é chamado esfera aberta centrada em

x∗.

Teorema 2.2 (Expansões de 2a ordem) Seja f : Rn → R duas vezes continuamente

diferenciável em uma esfera aberta S centrada em x ∈ Rn. Então, para todo y ∈ Rn, tal que

x + y ∈ S, temos

i) f(x + y) = f(x) + yT∇f(x) +
1

2
yT

(∫ 1

0

(∫ t

0

∇2f(x + τy)dτ

)
dt

)
y;

ii) existe um α ∈ [0, 1] tal que f(x + y) = f(x) + yT∇f(x) +
1

2
yT∇2f(x + αy)y;

iii) f(x + y) = f(x) + yT∇f(x) +
1

2
yT∇2f(x)y + o(||y||2).

Teorema 2.3 (Teorema da Função Implícita) Seja f : Rm+n → Rn uma função de

x ∈ Rn e y ∈ Rm tal que:

i) f(x, y) = 0;

ii) f é contínua e sua matriz gradiente ∇yf(x, y) é não singular e contínua em um con-

junto aberto que contém (x, y).

11
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Então, existem conjuntos abertos Sx ⊂ Rn e Sy ⊂ Rm contendo x e y, respectivamente, e

uma função contínua φ : Sx → Sy, tal que y = φ(x) e f(x, φ(x)) = 0 para todo x ∈ Sx. A

função φ é única no seguinte sentido: se x ∈ Sx, y ∈ Sy e f(x, y) = 0, então y = φ(x). Além

disso, se, para algum p > 0, f é p vezes continuamente diferenciável, o mesmo é verdade

para φ e

∇φ(x) = −∇xf(x, φ(x))
(
∇yf(x, φ(x))

)−1
, ∀ x ∈ Sx.

Demonstração: Ver [14, pag. 160].

2.1.2 Conjuntos e funções convexas

Definição 2.8 Seja C um subconjunto do Rn. Dizemos que C é convexo se

αx + (1− α)y ∈ C, ∀ x, y ∈ C, ∀ α ∈ [0, 1].

Definição 2.9 Seja C um subconjunto convexo do Rn. Uma função f : C → R é chamada

convexa se

f
(
αx + (1− α)y

)
≤ αf(x) + (1− α)f(y), ∀ x, y ∈ C, ∀ α ∈ [0, 1]. (2.1)

A função f é chamada côncava se −f é convexa. A função f é chamada estritamente

convexa se a desigualdade acima é estrita para todo x, y ∈ C com x 6= y e todo α ∈ (0, 1).

Para uma função f : Rn → R, dizemos também que f é convexa sobre o conjunto convexo

C se (2.1) vale.

A seguir, enunciaremos um resultado que nos fornece meios para verificar a convexidade

de um conjunto.

Teorema 2.4 i) Para toda coleção {Ci | i ∈ I} de conjuntos convexos, o conjunto inter-

secção
⋂
i∈I

Ci é convexo.

ii) Se C1 e C2 são conjuntos convexos, então o conjunto {x1 + x2 | x1 ∈ C1, x2 ∈ C2} é

também convexo.
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iii) A imagem de um conjunto convexo através de uma transformação linear é convexa.

iv) Se C é um conjunto convexo e f : C → R é uma função convexa, os conjuntos

{x ∈ C | f(x) ≤ α} e {x ∈ C | f(x) < α} são convexos para todo escalar α.

Veremos, agora, um resultado para reconhecermos funções convexas.

Teorema 2.5 i) Uma função linear é convexa;

ii) Qualquer norma de vetor é convexa;

iii) A soma ponderada de funções convexas, com pesos positivos, é convexa;

iv) Se I é um conjunto de índices, C ⊂ Rn é um conjunto convexo e fi : C → R é convexa

para cada i ∈ I, então a função h : C → R ∪ {∞}, definida por

h(x) = sup
i∈I

fi(x),

é também convexa.

Para funções diferenciáveis, existe uma caracterização alternativa de convexidade dada

pelo seguinte teorema.

Teorema 2.6 Sejam C ⊂ Rn um conjunto convexo e f : C → R diferenciável em C.

i) A função f é convexa se, e somente se,

f(y) ≥ f(x) + (y− x)T∇f(x), ∀ x, y ∈ C. (2.2)

ii) Se a desigualdade (2.2) é estrita para x 6= y, então f é estritamente convexa.

Para funções convexas duas vezes diferenciáveis, existe a seguinte caracterização de

convexidade.

Teorema 2.7 Sejam C ⊂ Rn um conjunto convexo, f : C → R duas vezes diferenciável em

C e Q uma matriz real simétrica n× n.
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i) Se ∇2f(x) é semi-definida positiva, ou seja, xT∇2f(x)x ≥ 0, ∀ x ∈ C, então f é

convexa.

ii) Se ∇2f(x) é definida positiva, isto é, xT∇2f(x)x > 0, ∀ x ∈ C, então f é estritamente

convexa.

iii) Se C = Rn e f é convexa, então ∇2f(x) é semi-definida positiva para todo x ∈ C.

iv) A função f(x) = xTQx é convexa se, e somente se, Q é semi-definida positiva.

v) A função f(x) = xTQx é estritamente convexa se, e somente se, Q é definida positiva.

2.1.3 Mínimos local e global

Sejam X ⊂ Rn e f : X → R uma função.

Definição 2.10 Um vetor x∗ ∈ X é um mínimo local de f se existe ε > 0 tal que

f(x∗) ≤ f(x),

para todo x ∈ X satisfazendo ||x− x∗|| ≤ ε, onde || · || é uma norma de vetor.

Definição 2.11 Um vetor x∗ ∈ X é um mínimo global de f se

f(x∗) ≤ f(x), ∀ x ∈ X.

Máximos local e global são definidos analogamente. Em particular, x∗ é um máximo

local (global) de f se x∗ é um mínimo local (global) de −f.

Sob hipóteses de convexidade, a distinção entre mínimos local e global é desnecessária

como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.8 Se C ⊂ Rn é um conjunto convexo e f : C → R é uma função convexa, então

o mínimo local de f é também um mínimo global. Se f é estritamente convexa, então existe

no máximo um mínimo global.
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Demonstração: Suponha que x∗ é um mínimo local de f, mas não um mínimo global.

Então, existe algum x 6= x∗, tal que f(x) < f(x∗). Usando a desigualdade (2.1), concluímos

que f(αx∗ + (1 − α)x) < f(x∗) para todo α ∈ [0, 1). Isto contradiz à hipótese de que x∗ é

um mínimo local.

Suponha, agora, que f é estritamente convexa e que existam x∗ e x∗∗, com x∗ 6= x∗∗,

dois mínimos globais de f. Então, x = (x∗ + x∗∗)/2 deve pertencer a C, já que C é convexo.

Além disso, o valor de f deve ser menor em x do que em x∗ e x∗∗, pois f é estritamente

convexa. Como x∗ e x∗∗ são mínimos globais, obtemos uma contradição.

2.1.4 Condições necessárias para mínimo local

Modelos matemáticos de otimização podem, em geral, ser representados por um con-

junto de restrições X e uma função custo f : X → R. O conjunto X consiste das decisões

admissíveis X e o custo f(x) é uma medida de qualidade da decisão x.

Queremos encontrar uma decisão ótima, isto é, um x∗ ∈ X, tal que

f(x∗) ≤ f(x), ∀ x ∈ X.

Vamos nos restringir ao caso em que cada decisão x é um vetor n-dimensional, isto é,

x é uma n-upla de números reais (x1, . . . , xn). Assim, X ⊂ Rn.

Primeiramente, vamos considerar o problema de otimização sem restrições onde X =

Rn, isto é,
minimizar f(x)

sujeito a x ∈ Rn.

Se a função custo é diferenciável, podemos usar gradientes e expansões em séries de

Taylor para comparar o custo de um vetor com o custo de vetores próximos.

Em muitos casos, é importante saber que existe pelo menos um mínimo global de uma

função f em um conjunto X. A existência de pelo menos um mínimo global é garantida

se f é uma função contínua e X é um subconjunto compacto do Rn. Este é o teorema de

Weierstrass que enunciaremos a seguir e cuja demonstração pode ser encontrada em [14, pag.

44].
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Teorema 2.9 (Teorema de Weierstrass) Toda função real contínua f : X → R definida

num compacto X ⊂ Rn atinge seu máximo e seu mínimo em X, isto é, existem pontos

x∗, x∗∗ ∈ X, tais que f(x∗) ≤ f(x) ≤ f(x∗∗) para todo x ∈ X.

Forneceremos, agora, condições necessárias para que um ponto seja ponto de mínimo.

Teorema 2.10 Seja x∗ um mínimo local de f : Rn → R.

i) (Condição necessária de 1a ordem) Se f é continuamente diferenciável em um

conjunto aberto S que contém x∗, então

∇f(x∗) = 0.

ii) (Condição necessária de 2a ordem) Se f é duas vezes continuamente diferenciável

em S, então

∇2f(x∗)

é semi-definida positiva, ∀ x ∈ Rn.

Demonstração: Sejam d ∈ Rn fixo e g : R → R uma função definida por: g(α) =

f(x∗ + αd). Usando a regra da cadeia, obtemos

0 ≤ lim
α→0+

f(x∗ + αd)− f(x∗)
α

=
dg(α)

dα

∣∣∣∣∣
α=0

= dT∇f(x∗),

onde a desigualdade segue da hipótese de x∗ ser um mínimo local. Como d é arbitrário, a

mesma desigualdade vale quando substituímos d por −d. Portanto, dT∇f(x∗) = 0 para todo

d ∈ Rn, o que mostra que ∇f(x∗) = 0.

Suponhamos, agora, que f é duas vezes continuamente diferenciável e seja d um vetor

qualquer do Rn. Logo, para todo α ∈ R, a expansão em série de Taylor até 2a ordem fornece

f(x∗ + αd)− f(x∗) = α∇f(x∗)Td +
α2

2
dT∇f 2(x∗)d + o(α2).

Usando a condição ∇f(x∗) = 0 e a otimalidade local de x∗, concluímos que existe um

ε > 0 suficientemente pequeno, tal que, para todo α ∈ (0, ε),

0 ≤ f(x∗ + αd)− f(x∗)
α2

=
1

2
dT∇2f(x∗)d +

o(α2)

α2
.
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Como lim
α→0

o(α2)

α2
= 0, obtemos dT∇2f(x∗)d ≥ 0, mostrando que ∇2f(x∗) é semi-defi-

nida positiva.

O teorema a seguir mostra o caso em que a função custo é convexa.

Teorema 2.11 Seja f : C → R uma função convexa sobre um conjunto convexo C.

i) Um mínimo local de f em C é também um mínimo global em C. Se f é estritamente

convexa, então existe no máximo um mínimo global de f.

ii) Se f é convexa e o conjunto C é aberto, então ∇f(x∗) = 0 é condição necessária e

suficiente para um vetor x∗ ∈ C ser um mínimo global de f em C.

Demonstração: A parte i) foi demonstrada no Teorema 2.8. Para mostrar a parte ii), note

que, pelo Teorema 2.6,

f(x) ≥ f(x∗) +∇f(x∗)T (x− x∗), ∀ x ∈ C.

Se ∇f(x∗) = 0, obtemos f(x) ≥ f(x∗) para todo x ∈ C e, então, x∗ é um mínimo global.

2.1.5 Multiplicadores de Lagrange

O conjunto de restrições de um problema de otimização é, normalmente, especificado

em termos de restrições com igualdades ou desigualdades. Se levarmos em conta esta es-

trutura, obtemos uma sofisticada coleção de condições de otimalidade envolvendo algumas

variáveis auxiliares chamadas multiplicadores de Lagrange. Essas variáveis facilitam a

caracterização de soluções ótimas.

Consideraremos, aqui, problemas de otimização que envolvem restrições com igualdades

da forma
minimizar f(x)

sujeito a h(x) = 0,

onde as funções f : Rn → R e h : Rn → Rm são continuamente diferenciáveis.
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Vamos escrever h(x) da forma

h(x) = (h1(x), . . . , hm(x)) , x ∈ Rn.

O principal resultado sobre multiplicadores de Lagrange é o seguinte.

Teorema 2.12 Seja x∗ um mínimo local de f sujeito a h(x) = 0 e suponhamos que os

gradientes das restrições, ∇h1(x∗), . . . ,∇hm(x∗), sejam linearmente independentes. Então,

existem únicos escalares ρ∗1, . . . , ρ∗m, chamados multiplicadores de Lagrange, tais que

∇f(x∗) +
m∑

i=1

ρ∗i∇hi(x∗) = 0. (2.3)

Se, além disso, f e h são duas vezes continuamente diferenciáveis, então

yT

(
∇2f(x∗) +

m∑
i=1

ρ∗i∇2hi(x∗)

)
y ≥ 0, ∀ y ∈ V (x∗), (2.4)

onde V (x∗) é o subespaço das variações viáveis de 1a ordem

V (x∗) = {y | ∇hi(x∗)Ty = 0, i = 1, . . . ,m}. (2.5)

Existem duas formas de interpretar a equação (2.3):

i) O gradiente da função custo, ∇f(x∗), pertence ao subespaço gerado pelos gradientes

das restrições, ou

ii) o gradiente da função custo, ∇f(x∗), é ortogonal ao subespaço das variações viáveis de

1a ordem V (x∗). Este é o subespaço das variações ∆x para os quais o vetor x = x∗+∆x

satisfaz à restrição h(x) = 0 até a 1a ordem. Assim, de acordo com a condição (2.3)

dos multiplicadores de Lagrange, no mínimo local x∗, a variação de 1a ordem do custo

∇f(x∗)T ∆x é zero para todas as variações ∆x neste subespaço. Isto é análogo à

condição ∇f(x∗) = 0 da otimização sem restrições.

Antes de demonstrarmos o Teorema 2.12, daremos um exemplo para o caso de proble-

mas com restrições lineares.
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Exemplo 2.1 Considere o problema

minimizar f(x)

sujeito a Ax = b,
(2.6)

onde A é uma matriz m × n com linhas linearmente independentes e b ∈ Rm é um vetor

dado.

Reordenando as coordenadas de x se necessário (podemos supor que as primeiras m

colunas de A são linearmente independentes), A pode ser particionada da seguinte forma:

A = (B R),

onde B é uma matriz inversível m ×m e R é uma matriz m × (n −m). Do mesmo modo,

particionamos x como

x =

 xB

xR

 ,

onde xB ∈ Rm e xR ∈ Rn−m. Podemos escrever, então, o problema (2.6) como

minimizar f(xB, xR)

sujeito a BxB +RxR = b.
(2.7)

Usando a equação da restrição para expressar xB em termos de xR, obtemos

xB = B−1(b−RxR).

Substituindo na função f , podemos converter o problema (2.7) no problema de otimiza-

ção sem restrições
minimizar F (xB) ≡ f(B−1(b−RxR), xR)

sujeito a xR ∈ Rn−m.
(2.8)

Se (x∗B, x
∗
R) é um mínimo local do problema com restrições (2.6), então x∗R é um mínimo

local da função custo “reduzida” F, ou seja,

0 = ∇F (x∗R) = −RT (BT )−1∇Bf(x∗) +∇Rf(x∗), (2.9)
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onde ∇Bf e ∇Rf denotam os gradientes de f com relação a xB e xR, respectivamente.

Definindo

ρ∗ = −(BT )−1∇Bf(x∗), (2.10)

as equações (2.9) e (2.10) podem ser dadas, respectivamente, por

∇Rf(x∗) +RT ρ∗ = 0 (2.11)

e

∇Bf(x∗) +BT ρ∗ = 0. (2.12)

De (2.11) e (2.12), obtemos

∇f(x∗) + AT ρ∗ = 0, (2.13)

que é a condição (2.3) dos multiplicadores de Lagrange para o caso do problema com restri-

ções lineares (2.6). Note que o vetor ρ∗ que satisfaz esta condição é único, pois as colunas

de AT são linearmente independentes.

Para demonstrar a condição (2.4), vamos mostrar que ela é equivalente à condição

necessária de 2a ordem sem restrições dada por

0 ≤ dT∇2F (x∗R)d, ∀ d ∈ Rn−m. (2.14)

Usando as equações (2.8) e (2.9), obtemos

∇2F (xR) = ∇
(
−RT (BT )−1∇Bf(B−1(b−RxR), xR) +∇Rf(B−1(b−RxR), xR)

)
. (2.15)

Considere a seguinte partição da matriz Hessiana ∇2f(x∗) :

∇2f(x∗) =

 ∇2
BBf(x∗) ∇2

BRf(x∗)

∇2
RBf(x∗) ∇2

RRf(x∗)

 .

Avaliando (2.15) em xR = x∗R, obtemos

∇2F (x∗R) = RT (BT )−1∇2
BBf(x∗)B−1R−RT (BT )−1∇2

BRf(x∗)−∇2
RBf(x∗)B−1R+∇2

RRf(x∗),

que, por (2.14), é semi-definida positiva. Como as restrições são lineares, ∇2hi(x∗) = 0.
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Logo, para todo d ∈ Rn−m, concluímos que

0 ≤ dT∇2F (x∗R)d = yT∇2f(x∗)y = yT

(
∇2f(x∗) +

m∑
i=1

ρ∗i∇2hi(x∗)

)
y, (2.16)

onde y é o vetor

y =

 −B−1Rd

d

 . (2.17)

Podemos ver que o subespaço V (x∗) de variações viáveis (2.5) é dado por

V (x∗) = {(yB, yR) | ByB +RyR = 0}

= {(yB, yR) | yB = −B−1Rd, yR = d, d ∈ Rn−m}

e, então, a equação (2.16) é equivalente à condição de 2a ordem (2.4) dos multiplicadores de

Lagrange.

Vamos, agora, demonstrar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange generalizando

a análise do exemplo anterior.

Demonstração do Teorema 2.12: Vamos supor m < n. Se m = n, qualquer

vetor, inclusive −∇f(x∗), pode ser expresso como combinação linear dos vetores linearmente

independentes ∇h1(x∗), . . . , ∇hm(x∗), demonstrando, deste modo, o teorema.

Reordenando as coordenadas de x, se necessário, podemos particionar o vetor x em

x = (xB, xR), onde a submatriz quadrada ∇Bh(x∗) (a matriz gradiente de h com relação a

xB) é inversível. A restrição

h(xB, xR) = 0

tem solução (x∗B, x
∗
R) e podemos, então, usar o Teorema da Função Implícita para expressar

xB em termos de xR através de uma única função continuamente diferenciável φ : S → Rm,

onde S é uma esfera centrada em x∗R (φ é duas vezes continuamente diferenciável se h também

é). Em particular, temos x∗B = φ(x∗R), h(φ(xR), xR) = 0 para todo xR ∈ S e

∇φ(xR) = −∇Rh(φ(xR), xR) (∇Bh(φ(xR), xR))−1 , ∀ xR ∈ S,
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

onde ∇Rh é a matriz gradiente de h com relação a xR.

Procedemos, agora, como no caso anterior de restrições lineares. Observemos que x∗R

é um mínimo (sem restrição) da função custo “reduzida”

F (xR) = f(φ(xR), xR).

Aplicamos, então, as correspondentes condições necessárias de 1a e 2a ordens (sem res-

trições). A condição (2.3) segue repetindo-se os cálculos feitos para a obtenção das equações

(2.10) a (2.13), tomando-se

BT = ∇Bh(x∗), RT = ∇Rh(x∗), AT = ∇h(x∗) e ρ∗ = −(BT )−1∇Bf(x∗).

A demonstração da condição (2.4) requer cálculos demorados e lembram o que foi

usado na equação (2.16) do exemplo anterior. Em particular, para d ∈ Rn−m, seja y dado

por (2.17).

Consideremos, ainda,

Hi(xR) = hi(φ(xR), xR), i = 1, . . . ,m (2.18)

e seja φi(xR) a i-ésima coordenada de φ, onde

φ(xR) =


φ1(xR)

...

φm(xR)

 .

Então, derivando duas vezes a relação F (xR) = f(φ(xR), xR), obtemos, através de

cálculos diretos, que

dT∇2F (xR)d = yT∇2f(x∗)y + dT

(
m∑

j=1

∇2φj(x∗R)
∂f(x∗)
∂xj

)
d. (2.19)

Analogamente, derivando duas vezes a equação (2.18) e igualando a zero, temos

0 = dT∇2Hi(xR)d = yT∇2hi(x∗)y + dT

(
m∑

j=1

∇2φj(x∗R)
∂hi(x∗)
∂xj

)
d.
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Multiplicando a equação acima por ρ∗i e somando para i = 1, . . . ,m, obtemos

0 =
m∑

i=1

ρ∗iy
T∇2hi(x∗)y + dT

(
m∑

j=1

∇2φj(x∗R)
m∑

i=1

ρ∗i
∂hi(x∗)
∂xj

)
d. (2.20)

Somando as equações (2.19) e (2.20) e usando as relações dT∇2F (xR)d ≥ 0 e

∂f(x∗)
∂xj

+
m∑

i=1

ρ∗i
∂hi(x∗)
∂xj

= 0, j = 1, . . . ,m,

concluímos que

0 ≤ yT

(
∇2f(x∗) +

m∑
i=1

ρ∗i∇2hi(x∗)

)
y,

para todo y da forma (2.17). Como mostramos no exemplo anterior, y pertence ao subespaço

V (x∗) se, e somente se, y é dado por (2.17). Assim, demonstramos a condição de 2a ordem

(2.4) dos multiplicadores de Lagrange.

2.1.6 Restrições tipo desigualdades

Neste trabalho, não estudaremos detalhadamente as considerações de primeira ordem

para todas as restrições do tipo desigualdade. Entretanto, existem alguns problemas ex-

tremos específicos onde, pela estrutura do domínio e a simplicidade da própria função, é

possível reduzir um problema extremo com restrições tipo desigualdade a um correspon-

dente que só envolve igualdade. Um desses casos é quando a região considerada é estrelada

e a função investigada é homogênea.

Definição 2.12 O conjunto U ⊂ R, que contém a origem, é chamado estrelado se, para

todo x ∈ U, temos que tx ∈ U para todo t ∈ [0, 1].

Observe que a última exigência é equivalente a {y = tx : 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ U. Vale ainda

mencionar que todo conjunto convexo que contém a origem é estrelado.

Definição 2.13 A função f : Rn → R, f(x) ≥ 0, é homogênea de ordem α > 0 se, para

todo γ ∈ R, f(γx) = |γ|αf(x).
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2.2 Polinômios ortogonais

Lema 2.1 Seja f : U → R uma função contínua e homogênea de ordem α, onde U é um

conjunto estrelado e compacto. Então, max
x∈U

f(x) é atingido em um ponto x∗ ∈ ∂U.

Demonstração: Suponhamos que max
x∈U

f(x) seja atingido em um ponto x∗ /∈ ∂U. Como U é

um conjunto compacto, ele é limitado. Logo, existe uma constante c, tal que x̄ = cx∗ ∈ ∂U.

Usando o fato de U ser estrelado, concluimos que a constante c é única e, além disso, c > 1.

Como f é homogênea, então

f(x̄) = f(cx∗) = |c|αf(x∗) > f(x∗).

Chegamos, assim, a uma contradição.

2.2 Polinômios ortogonais

Faremos, agora, um breve estudo sobre os polinômios ortogonais. Somente as definições

e propriedades mais importantes para o desenvolvimento deste trabalho serão apresentadas.

As aplicações dos polinômios ortogonais associados às chamadas medidas clássicas,

como as de Jacobi, Laguerre e Hermite, têm, particularmente, papel fundamental em muitos

problemas das ciências e das engenharias. Ao contrário do que gostaríamos, os polinômios

ortogonais associados às medidas não clássicas ainda não gozam de semelhante privilégio.

Isto se deve, em parte, às restrições encontradas para gerá-los.

Sejam (a, b) um intervalo real, −∞ ≤ a < b ≤ ∞, e φ(x) uma função real limitada,

não decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a, b).

Definição 2.14 Se os momentos definidos por

µr =

∫ b

a

xrdφ(x)

existem para r = 0, 1, 2, . . . , então dφ(x) é chamada distribuição (medida positiva) em (a, b).

Se dφ(x) = ω(x)dx, então ω(x) ≥ 0 em (a, b), mas não identicamente nula, é chamada

função peso.
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2.2 Polinômios ortogonais

Se dφ(x) é interpretada como uma distribuição de massa sobre a reta real positiva, então

os momentos µ1 e µ2 correspondem, respectivamente, aos primeiro e segundo momentos da

distribuição de massa. Essa nomenclatura tem sua origem na Mecânica.

Definimos o suporte de dφ (supp (dφ)) como sendo o conjunto dos pontos de aumento

de φ, ou seja,

supp (dφ) :=
{
x ∈ R : φ(x+ ε)− φ(x− ε) > 0, para todo ε > 0

}
.

Podemos, agora, definir polinômios ortogonais. Seja Pn o espaço de todos os polinômios

algébricos de grau menor ou igual a n.

Definição 2.15 Dizemos que uma seqüência de polinômios {Pn(x)}∞n=0 é uma seqüência de

polinômios ortogonais com relação à distribuição dφ(x) no intervalo (a, b) se

(i) Pn(x)é de grau exatamente n, n 6= 0.

(ii) 〈Pn, Pm〉 =

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)dφ(x) =

 0, se n 6= m,

ρn 6= 0, se n = m.

Definição 2.16 Dizemos que uma seqüência de polinômios ortogonais é uma seqüência de

polinômios ortonormais, denotada por {P ∗
n(x)}∞n=0, se ρn = 1.

Notação: Representaremos os polinômios ortogonais Pn(x) por

Pn(x) =
n∑

i=0

an,ix
i, an,n 6= 0.

Se an,n = 1, os polinômios ortogonais são chamados de polinômios ortogonais mônicos

e iremos denotá-los por P̂n(x).

2.2.1 Algumas propriedades de polinômios ortogonais

Veremos, agora, algumas propriedades importantes dos polinômios ortogonais Pn(x).

Um estudo detalhado pode ser encontrado em [5] e [24].

Teorema 2.13 Sejam P0(x), P1(x), . . . , Pm(x) pertencentes a uma seqüência de polinômios

ortogonais. Então, eles são linearmente independentes.
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2.2 Polinômios ortogonais

Demonstração: Sejam cj, j = 0, 1, . . . ,m, constantes tais que
∑m

j=0 cjPj(x) = 0. Logo,

para cada polinômio Pk(x), 0 ≤ k ≤ m, obtemos〈
m∑

j=0

cjPj, Pk

〉
= 〈0, Pk〉 = 0,

ou seja,
m∑

j=0

cj 〈Pj, Pk〉 = 0.

Mas, como
m∑

j=0

cj 〈Pj, Pk〉 = ck 〈Pk, Pk〉︸ ︷︷ ︸
>0

= 0,

obtemos, ck = 0, k = 0, 1, . . . ,m.

O teorema acima nos diz que os polinômios ortogonais Pk(x), k = 0, 1, 2, . . . , n, formam

uma base para Pn. Como conseqüência, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 2.1 Sejam {Pn(x)}∞n=0 e {Qn(x)}∞n=0 duas seqüências de polinômios ortogonais

no intervalo (a, b) com relação à distribuição dφ(x). Então,

Pj(x) = cjQj(x), j = 0, 1, . . . ,

onde cj é uma constante que depende apenas de j.

Teorema 2.14 Seja {Pn(x)}∞n=0 uma seqüência de polinômios e dφ(x) uma distribuição em

(a, b). Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(a) {Pn(x)}∞n=0 é uma seqüência de polinômios ortogonais com relação à distribuição dφ(x)

em (a, b);

(b) 〈Pn, π〉 = 0 para todo polinômio π(x) de grau ≤ n− 1;

(c) 〈xs, Pn〉 =

∫ b

a

xsPn(x)dφ(x)

 = 0, se 0 ≤ s < n,

6= 0, se s = n.
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Demonstração: (a) ⇒ (b) Seja π(x) um polinômio de grau ≤ n − 1. Como {Pn(x)}∞n=0 é

uma seqüência de polinômios ortogonais, pelo Teorema 2.13, P0, P1, . . . , Pn−1 formam uma

base para Pn−1. Assim,

π(x) =
n−1∑
k=0

αkPk(x)

e, então,

〈Pn, π〉 =
n−1∑
k=0

αk 〈Pn, Pk〉 = 0.

(b) ⇒ (c) Temos, por hipótese, que 〈Pn, π〉 = 0 para todo π(x) de grau ≤ n − 1. Assim,

〈Pn, x
s〉 = 0 se s < n.

Consideremos, agora, s = n. Então, π(x) = xn ∈ Pn. Logo,

xn =
n∑

j=0

αjPj(x), com αn =
1

an,n

6= 0.

Assim,

〈Pn, x
n〉 =

n∑
j=0

αj 〈Pn, Pj〉 = αn 〈Pn, Pn〉 6= 0.

(c) ⇒ (a) (i) Consideremos m < n. Seja Pm(x) =
n∑

k=0

am,kx
k, am,m 6= 0.

Por hipótese,

〈Pm, Pn〉 =
m∑

k=0

am,k

〈
xk, Pn

〉
= 0.

Para m > n, a demonstração é análoga.

(ii) Seja m = n. Então,

〈Pn, Pn〉 =
n∑

k=0

an,k

〈
xk, Pn

〉
= an,n 〈xn, Pn〉 6= 0.

Definição 2.17 O determinante definido por

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1

...
... . . . ...

µn µn+1 . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0, (2.21)

é chamado determinante de Hankel de ordem n+ 1.
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2.2 Polinômios ortogonais

Teorema 2.15 Se os momentos µr, r = 0, 1, . . . , 2n, existem, o determinante de Hankel

(2.21) é diferente de zero.

Demonstração: Consideremos o sistema linear homogêneo
µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1

...
... . . . ...

µn µn+1 . . . µ2n




b0

b1
...

bn

 =


0

0
...

0

 .

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes é Hn. Mostremos que a única

solução do sistema linear acima é b0 = b1 = . . . = bn = 0. Dessa forma, temos Hn 6= 0.

Substituindo os momentos do sistema linear acima por sua definição, obtemos

b0
∫ b

a
dφ(x) + b1

∫ b

a
xdφ(x) + · · · + bn

∫ b

a
xndφ(x) = 0

b0
∫ b

a
xdφ(x) + b1

∫ b

a
x2dφ(x) + · · · + bn

∫ b

a
xn+1dφ(x) = 0

...
...

...
...

b0
∫ b

a
xndφ(x) + b1

∫ b

a
xn+1dφ(x) + · · · + bn

∫ b

a
x2ndφ(x) = 0

.

Multiplicando as equações, respectivamente, por b0, b1, . . . , bn e somando-as, encontramos

b20

∫ b

a

dφ(x) + b21

∫ b

a

x2dφ(x) + · · ·+ b2n

∫ b

a

x2ndφ(x) + 2b0b1

∫ b

a

xdφ(x) + · · ·

+ 2b0bn

∫ b

a

xndφ(x) + 2b1bn

∫ b

a

xn+1dφ(x) + · · · = 0,

ou seja, ∫ b

a

(b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n)2dφ(x) = 0.

Logo, Q(x) =
n∑

i=0

bix
i ≡ 0 para todo x ∈ R e, portanto, b0 = b1 = · · · = bn = 0.

Teorema 2.16 Os determinantes de Hankel, Hn, são diferentes de zero para n = 0, 1, . . . se,

e somente se, existe uma única seqüência de polinômios ortogonais {Pn(x)}∞n=0 no intervalo

(a, b) relativamente à distribuição dφ(x).
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2.2 Polinômios ortogonais

Demonstração: Seja Pn(x) =
n∑

k=0

an,kx
k, an,n 6= 0. Se Pn(x) pertence a alguma seqüência

de polinômios ortogonais, temos que

〈xm, Pn〉 =

 0, se m < n,

ρn 6= 0, se m = n.

Observe que

〈xm, Pn〉 =

∫ b

a

xm(an,nx
n + an,n−1x

n−1 + · · ·+ an,1x+ an,0)dφ(x)

= an,n

∫ b

a

xm+ndφ(x) + an,n−1

∫ b

a

xm+n−1dφ(x) + · · ·+ an,1

∫ b

a

xm+1dφ(x)

+an,0

∫ b

a

xmdφ(x)

= an,nµm+n + an,n−1µm+n−1 + · · ·+ an,1µm+1 + an,0µm.

Logo, fazendo m = 0, 1, . . . , n, obtemos, respectivamente,



an,nµn + · · · + an,1µ1 + an,0µ0 = 0

an,nµn+1 + · · · + an,1µ2 + an,0µ1 = 0
...

...
...

...

an,nµ2n + · · · + an,1µn+1 + an,0µn = ρn 6= 0

.

Na forma matricial,
µ0 µ1 · · · µn

µ1 µ2 · · · µn+1

...
... . . . ...

µn µn+1 · · · µ2n




an,0

an,1

...

an,n




0

0
...

ρn 6= 0

 .

Supondo que existe uma única seqüência de polinômios ortogonais, então existem úni-

cos an,0, an,1, . . . , an,n, com an,n 6= 0, que satisfazem ao sistema linear acima. Portanto, o

determinante de Hankel é diferente de zero.

Reciprocamente, se os determinantes de Hankel são diferentes de zero, a solução do

sistema acima é única e, além disso, an,n 6= 0 pois an,n =
ρnHn−1

Hn

.
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Uma propriedade bastante importante e útil dos polinômios ortogonais é o seguinte

teorema.

Teorema 2.17 (Relação de Recorrência de Três Termos) Seja {Pn(x)}∞n=0 uma se-

qüencia de polinômios ortogonais em (a, b) relativamente à distribuição dφ(x). Então,

Pn+1(x) = (γn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), n ≥ 0, (2.22)

com P−1(x) = 0, P0(x) = 1, αn+1, βn, γn ∈ R, n ≥ 1 e

γn+1 =
an+1,n+1

an,n

6= 0, βn+1 = γn+1
〈xPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉

, αn+1 =
γn+1

γn

〈Pn, Pn〉
〈Pn−1, Pn−1〉

6= 0.

Demonstração: Temos que Pn(x) =
n∑

i=0

an,ix
i. Como xPn(x) é um polinômio de grau

n+ 1, então

xPn(x) =
n+1∑
i=0

biPi(x).

Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igualdade

anterior, encontramos bn+1 =
an,n

an+1,n+1

. Porém, do Teorema 2.14 (b),

〈xPn, Pj〉 =

∫ b

a

Pn(x)xPj(x)dφ(x) = 0, para j ≤ n− 2.

Mas, para j ≤ n− 2, temos que

〈xPn, Pj〉 =
n+1∑
i=0

bi 〈Pi, Pj〉 = bj 〈Pj, Pj〉 .

Logo, bj = 0 para j ≤ n− 2. Assim,

Pn+1(x) =
1

bn+1

xPn(x)− bn−1

bn+1

Pn−1(x)−
bn
bn+1

Pn(x),

ou seja,

Pn+1(x) = (γn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x),

com γn+1 =
1

bn+1

, βn+1 =
bn
bn+1

e αn+1 =
bn−1

bn+1

.

Como bn+1 =
an,n

an+1,n+1

, temos que γn+1 =
an+1,n+1

an,n

6= 0.

30



2.2 Polinômios ortogonais

De (2.22), calculando o produto interno 〈Pn+1(x), Pn(x)〉, obtemos que

βn+1 = γn+1
〈xPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉

.

De maneira análoga, chegamos que αn+1 =
γn+1

γn

〈Pn, Pn〉
〈Pn−1, Pn−1〉

.

Observe que, para a seqüência de polinômios ortogonais mônicos {P̂n(x)}∞n=0, γn+1 = 1

para n ≥ 0.

Um resultado bem importante sobre os zeros dos polinômios ortogonais é o seguinte.

Teorema 2.18 Os zeros dos polinômios ortogonais Pn(x), n ≥ 1, associados à distribuição

dφ(x) no intervalo (a, b) são reais, distintos e pertencem ao intervalo (a, b).

Demonstração: Suponhamos que Pn(x) não tenha raízes em (a, b). Logo, Pn(x) > 0 ou

Pn(x) < 0 para todo x ∈ (a, b). Então,∫ b

a

Pn(x)dφ(x) 6= 0.

Mas,
∫ b

a

Pn(x)dφ(x) = 0, que é uma contradição. Assim, existe pelo menos uma

raiz real de Pn(x) em (a, b). Suponhamos que xn,1, xn,2, . . . , xn,r (r < n) são raízes de

multiplicidade ímpar de Pn(x) em (a, b). Então,

Pn(x) = (x− xn,1)(x− xn,2) · · · (x− xn,r)q(x),

onde q(x) é um polinômio de grau (n − r) que tem somente raízes complexas ou de multi-

plicidade par em (a, b). Logo, q(x) não muda de sinal em (a, b). Assim,

I =

∫ b

a

(x− xn,1)(x− xn,2) · · · (x− xn,r)Pn(x)dφ(x) = 0.

Porém,

I =

∫ b

a

(x− xn,1)
2(x− xn,2)

2 · · · (x− xn,r)
2q(x)dφ(x) 6= 0,

que é uma contradição. Logo, Pn(x) tem r ≥ n raízes de multiplicidade ímpar em (a, b).

Portanto, Pn(x) tem n raízes simples em (a, b).

Vamos denotar por xn,1 < xn,2 < . . . < xn,n os zeros de Pn(x) em ordem crescente.
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Teorema 2.19 (Teorema da Separação dos Zeros) Seja {Pj(x)}∞j=0 uma seqüência de

polinômios ortogonais. Então, entre dois zeros consecutivos de Pn+1(x) existe somente um

zero de Pn(x), ou seja, xn+1,i < xn,i < xn+1,i+1, i = 1, 2, · · · , n.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [2].

Definição 2.18 Uma função distribuição φ(x) definida em um intervalo [−b, b] é chamada

simétrica se dφ(x) = −dφ(−x).

Uma importante propriedade satisfeita pelos polinômios ortogonais simétricos é o

seguinte resultado.

Teorema 2.20 Seja {Pn(x)}∞n=0 uma seqüência de polinômios ortogonais com relação a

uma distribuição dφ(x) em um intervalo simétrico com relação à origem (−b, b). Então, as

seguintes afirmações são equivalentes:

(a) dφ(x) é simétrica, isto é, dφ(x) = −dφ(−x);

(b) Pn(−x) = (−1)nPn(x), n ≥ 0;

(c) na fórmula de recorrência, βn+1 = 0, n ≥ 1.

Demonstração: (a) ⇒ (b) Temos, por hipótese, que dφ(x) é simétrica. Logo, fazendo

y = −x, para m 6= n obtemos

0 =

∫ b

−b

Pn(y)Pm(y)dφ(y) =

∫ −b

b

Pn(−x)Pm(−x)dφ(−x) =

∫ b

−b

Pn(−x)Pm(−x)dφ(x).

Assim, {Pn(−x)}∞n=0 é uma seqüência de polinômios ortogonais em (−b, b) com relação à

distribuição dφ(x). Pelo Corolário 2.1, Pn(−x) = cnPn(x), onde cn é uma constante. Com-

parando os coeficientes dos termos de maior grau, chegamos que cn = (−1)n.

(b) ⇒ (c) Da relação de recorrência (2.22), temos que

βn+1 = γn+1
〈xPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉

.
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Mas,

〈xPn, Pn〉 =

∫ b

−b

x[Pn(x)]2dφ(x) =

∫ 0

b

(−x)[Pn(−x)]2dφ(−x) +

∫ b

0

x[Pn(x)]2dφ(x)

= −
∫ b

0

x(−1)2n[Pn(x)]2dφ(x) +

∫ b

0

x[Pn(x)]2dφ(x) = 0.

(c) ⇒ (a) Por hipótese, temos que βn+1 = 0. Logo,

0 = 〈xPn, Pn〉 =

∫ b

−b

x[Pn(x)]2dφ(x)

=

∫ b

0

x[Pn(x)]2dφ(−x) +

∫ b

0

x[Pn(x)]2dφ(x).

Portanto, ∫ b

0

x[Pn(x)]2dφ(x) =

∫ b

0

x[Pn(x)]2(−dφ(−x)),

de onde segue o resultado.

2.2.2 Polinômios ortogonais clássicos

Nesta subseção, apresentaremos algumas das principais propriedades dos polinômios

de Jacobi, incluindo, como caso especial, os polinômios Ultrasféricos ou de Gegenbauer.

Abordaremos, também, os polinômios de Laguerre e Hermite.

Polinômios de Jacobi - Pn
(α,β)(x)

São ortogonais no intervalo [−1, 1] com relação à função peso w(x) = (1− x)α(1 + x)β,

α, β > −1.

Os polinômios de Jacobi podem ser definidos, através da Formula de Rodrigues (Szegő

[24], p.67), por

P (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−α(1 + x)−β d

n

dxn

{
(1− x)n+α(1 + x)n+β

}
. (2.23)
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Aplicando a conhecida regra de Leibnitz para calcularmos
dn

dxn

{
(1−x)n+α(1+x)n+β

}
,

obtemos

dn

dxn

{
(1− x)n+α(1 + x)n+β

}
=

n∑
k=0

(
n

k

)
dn−k

dxn−k
(1− x)n+α dk

dxk
(1 + x)n+β

=
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
(α+ n)(α+ n− 1) · · · (α+ k + 1)(β + n)

×(β + n− 1) · · · (β + n− k + 1)(1− x)α+k(1 + x)β+n−k.

Substituindo em (2.23), concluímos que

P (α,β)
n (x) =

1

2n

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!
(α+ n)(α+ n− 1) · · · (α+ k + 1)(β + n)(β + n− 1) · · ·

×(β + n− k + 1)(1− x)k(1 + x)n−k.

Como (1− x)k =
k∑

j=0

(−1)j

(
k

j

)
xj e (1 + x)n−k =

n−k∑
i=0

(
n− k

i

)
xi, aplicando o produto

de Cauchy em (1− x)k(1 + x)n−k, obtemos

P (α,β)
n (x) =

1

2n

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!
(α+ n) · · · (α+ k + 1)(β + n) · · · (β + n− k + 1)

×

{
(−1)kxn +

[
(−1)k−1

(
k

k − 1

)
+ (−1)k

(
n− k

n− k − 1

)]
xn−1 + · · ·

}

=
1

2n

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!
(α+ n) · · · (α+ k + 1)(β + n) · · · (β + n− k + 1)xn + · · · .

Daí,

an,n =
1

2n

n∑
k=0

(−1)k

k!(n− k)!

Γ(α+ n+ 1)

Γ(α+ k + 1)

Γ(β + n+ 1)

Γ(β + n− k + 1)
,

onde Γ(x) é a função gama, que pode ser definida como a integral de Euler de segunda

espécie

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt, Re(x) > 0 ou x > 0.

É bem conhecido que a função gama satisfaz à propriedade Γ(x+ 1) = xΓ(x), para x > 0.
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A partir da fórmula de Rodrigues, obtemos a seguinte relação de ortogonalidade satis-

feita pelos polinômios de Jacobi:

〈
P (α,β)

n , P (α,β)
m

〉
=


0, se n 6= m,

2α+β+1Γ(α+ n+ 1)Γ(β + n+ 1)

(α+ β + 2n+ 1)n!Γ(α+ β + n+ 1)
, se n = m.

A relação de recorrência para os polinômios de Jacobi é da seguinte forma

P (α,β)
n (x) = (γ

(α,β)
n+1 x− β

(α,β)
n+1 )P

(α,β)
n−1 (x)− α

(α,β)
n+1 P

(α,β)
n−2 (x), n ≥ 2,

onde P (α,β)
0 (x) = 1, P

(α,β)
1 (x) = 1

2
(α+ β + 2)x+ 1

2
(α− β),

γ
(α,β)
n+1 =

(2n+ α+ β − 1)(2n+ α+ β)

2n(n+ α+ β)
, β

(α,β)
n+1 =

(2n+ α+ β − 1)(β2 − α2)

2n(n+ α+ β)(2n+ α+ β − 2)

e

α
(α,β)
n+1 =

2(n+ α− 1)(n+ β − 1)(2n+ α+ β)

2n(n+ α+ β)(2n+ α+ β − 2)
,

O seguinte teorema será de grande utilidade no decorrer deste trabalho.

Teorema 2.21 Os polinômios de Jacobi, P (α,β)
n (x), satisfazem à seguinte equação diferencial

homogênea de 2a ordem:

(1− x2)y′′(x) + [β − α− (α+ β + 2)x]y′(x) + n(n+ α+ β + 1)y(x) = 0 (2.24)

ou

d

dx

{
(1− x)α+1(1 + x)β+1y′(x)

}
+ n(n+ α+ β + 1)(1− x)α(1 + x)βy(x) = 0. (2.25)

Demonstração: Seja y(x) = P
(α,β)
n (x). Calculando a derivada de (1−x)α+1(1+x)β+1y′(x),

obtemos

d

dx

{
(1− x)α+1(1 + x)β+1y′(x)

}
= −(α+ 1)(1− x)α(1 + x)β+1y′(x) + (β + 1)(1− x)α+1

×(1 + x)βy′(x) + (1− x)α+1(1 + x)β+1y′′(x)

= (1− x)α(1 + x)βz(x), (2.26)
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onde z(x) = [−(α + 1)(1 + x) + (β + 1)(1 − x)]y′(x) + (1 − x2)y′′(x). Como y(x) é um

polinômio de grau n, então z(x) é também de grau n. Mostremos que z(x) = cy(x), onde c

é uma constante. Consideremos, então, a integral

I =

∫ 1

−1

d

dx

{
(1− x)α+1(1 + x)β+1y′(x)

}
q(x)dx, (2.27)

onde q(x) é um polinômio de grau n− 1. Integrando por partes, obtemos

I = −
∫ 1

−1

(1− x)α+1(1 + x)β+1q′(x)y′(x)dx

já que α+ 1 e β + 1 são positivos. Integrando por partes novamente

I =

∫ 1

−1

y(x)
d

dx

{
(1− x)α+1(1 + x)β+1q′(x)

}
dx =

∫ 1

−1

y(x)r(x)(1− x)α(1 + x)βdx,

onde r(x) = −(α + 1)(1 + x)q′(x) + (β + 1)(1 − x)q′(x) + (1 − x2)q′′(x) é um polinômio de

grau n− 1.

Portanto, I = 0. Logo, de (2.26) e (2.27),∫ 1

−1

z(x)q(x)(1− x)α(1 + x)βdx = 0.

Como q(x) ∈ Pn−1, pelo Corolário 2.1, z(x) = cy(x), onde c é uma constante. Comparando,

então, os termos de maior grau de z(x) e cy(x), obtemos c = −n(n+ α+ β + 1).

Teorema 2.22 Sejam α > −1, β > −1. A equação diferencial

(1− x2)y′′(x) + [β − α− (α+ β + 2)x]y′(x) + γy(x) = 0, (2.28)

onde γ é um parâmetro, tem solução polinomial não identicamente nula se, e somente se,

γ tem a forma n(n + α + β + 1), n = 0, 1, 2, . . . . Esta solução é cteP (α,β)
n (x) e nenhuma

solução linearmente independente de P (α,β)
n (x) pode ser um polinômio.

Demonstração: Seja y(x) =
∞∑
i=0

ai(x− 1)i. Então,

y′(x) =
∞∑
i=1

iai(x− 1)i−1 e y′′(x) =
∞∑
i=2

i(i− 1)ai(x− 1)i−2.
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Substituindo na equação (2.28), encontramos

(1−x2)
∞∑
i=2

i(i−1)ai(x−1)i−2 +[β−α− (α+β+2)x]
∞∑
i=1

iai(x−1)i−1 +γ

∞∑
i=0

ai(x−1)i = 0.

Desde que (1− x2) = −(1 + x)(x− 1), a equação acima pode ser escrita como

−(1 + x)
∞∑
i=2

i(i− 1)ai(x− 1)i−1 +[β − α− (α+ β + 2)x]
∞∑
i=1

iai(x− 1)i−1

+γ
∞∑
i=0

ai(x− 1)i = 0. (2.29)

Somando-se e subtraindo-se α + β + 2 ao termo entre colchetes de (2.29) e, como

(1 + x) = (2 + x− 1), obtemos

−(2 + x− 1)
∞∑
i=2

i(i− 1)ai(x− 1)i−1− [2(α+ 1) + (α+ β + 2)(x− 1)]
∞∑
i=1

iai(x− 1)i−1

+γ
∞∑
i=0

ai(x− 1)i = 0.

Mas, a equação acima pode ser escrita da forma

−
∞∑
i=0

i(i− 1)ai(x− 1)i− (α+ β + 2)
∞∑
i=0

iai(x− 1)i + γ
∞∑
i=0

ai(x− 1)i

−
∞∑
i=0

2i(i+ 1)ai+1(x− 1)i −
∞∑
i=0

2(α+ 1)(i+ 1)ai+1(x− 1)i = 0.

Logo,
∞∑
i=0

{
[γ − i(i− 1)− i(α+ β + 2)]ai − [2i(i+ 1) + 2(α+ 1)(i+ 1)]ai+1

}
(x− 1)i = 0

e, portanto,

[γ − i(i+ α+ β + 1)]ai − [2(i+ 1)(i+ α+ 1)]ai+1 = 0, i = 0, 1, . . . (2.30)

Se y(x) é um polinômio de grau n, ai = 0 para i = n+ 1, n+ 2, . . . . Logo, o coeficiente de

an deve se anular, isto é, γ = n(n+ α+ β + 1).

Reciprocamente, se γ = n(n+ α+ β + 1), então, em (2.30),

2(i+ 1)(i+ α+ 1)ai+1 = 0, i = n, n+ 1, . . . .
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Logo, como α > −1, obtemos ai+1 = 0, i = n, n+ 1, . . . . Agora, sejam γ = n(n+ α+ β + 1)

e z(x) uma segunda solução de (2.24) ou (2.25). Então,{
d

dx
[(1− x)α+1(1 + x)β+1y′(x)] + n(n+ α+ β + 1)(1− x)α(1 + x)βy(x)

}
z(x) = 0 (2.31)

e{
d

dx
[(1− x)α+1(1 + x)β+1z′(x)] + n(n+ α+ β + 1)(1− x)α(1 + x)βz(x)

}
y(x) = 0. (2.32)

Subtraindo (2.32) de (2.31), obtemos{
d

dx
[(1− x)α+1(1 + x)β+1]y′(x)

}
z(x)−

{
d

dx
[(1− x)α+1(1 + x)β+1]z′(x)

}
y(x) = 0.

Logo,

(1− x)α(1 + x)β
{

[−(α+ 1)(1 + x) + (β + 1)(1− x)][y′(x)z(x)− y(x)z′(x)]

+(1− x2)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)]′
}

= 0.

Observe que podemos escrever esta última equação da seguinte forma:

d

dx

{
(1− x)α+1(1 + x)β+1[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)]

}
= 0.

Portanto, para todo x,

(1− x)α+1(1 + x)β+1[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)] = cte.

Se fizermos x → ±1 na equação acima, vemos que y(x) e z(x) não podem ambos ser

polinômios, a menos que a constante do lado direito seja zero, isto é, a menos que y(x) e

z(x) sejam linearmente dependentes.

Polinômios de Gegenbauer - Cn
(λ)(x)

São múltiplos dos polinômios de Jacobi quando α = β = λ − 1/2 6= 0. São também

conhecidos por Polinômios Ultrasféricos e são ortogonais no intervalo (−1, 1) com relação

à função peso ω(x) = (1− x2)λ−1/2, λ > −1

2
.
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Os polinômios de Gegenbauer satisfazem

C(λ)
n (x) =

Γ(λ+ 1/2)Γ(n+ 2λ)

Γ(2λ)Γ(n+ λ+ 1/2)
P (λ−1/2,λ−1/2)

n (x).

A relação de recorrência para os polinômios de Gegenbauer é da seguinte forma:

C
(λ)
n+1(x) =

2(n+ λ)

n+ 1
xC(λ)

n (x)− n+ 2λ− 1

n+ 1
C

(λ)
n−1(x), n ≥ 0,

onde C(λ)
−1 (x) = 0 e C(λ)

0 (x) = 1.

A relação de ortogonalidade é dada por

〈
C(λ)

n , C(λ)
m

〉
=


0, se n 6= m,

2λΓ(λ+ n+ 1/2)Γ(λ+ n+ 1/2)

(λ+ n)n!Γ(2λ+ n)
, se n = m.

Além disso, C(λ)
n , satisfaz à seguinte equação diferencial de 2a ordem

(1− x2)y′′(x)− (2λ+ 1)xy′(x) + n(n+ 2λ)y(x) = 0. (2.33)

Polinômios de Laguerre - Ln
(α)(x)

Os polinômios de Laguerre são ortogonais no intervalo [0,∞) com relação à função peso

w(x) = xαe−x, α > −1. Podem ser definidos, pela Fórmula de Rodrigues, por

L(α)
n (x) =

(−1)n

n!
x−αex d

n

dxn
[xα+ne−x].

Aplicando a regra de Leibnitz na relação acima, obtemos sua representação explícita:

L(α)
n (x) =

n∑
k=0

(−1)k

k!

(
n+ α

n− k

)
xk. (2.34)

Se xn,1, xn,2, . . . , xn,n são os zeros de L(α)
n (x), da equação anterior obtemos que

xn,1 + xn,2 + · · ·+ xn,n = n(n+ α). (2.35)

A relação de recorrência de três termos é da forma

nL(α)
n (x) = (−x+ 2n+ α− 1)L

(α)
n−1(x)− (n+ α− 1)L

(α)
n−2(x), n ≥ 2,
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com as condições iniciais L(α)
0 (x) = 1 e L(α)

1 (x) = −x+ α+ 1.

De (2.34), obtemos facilmente

an,0 = L(α)
n (0) =

(
n+ α

n

)
e an,n =

(−1)n

n!
.

Os polinômios de Laguerre satisfazem à seguinte equação diferencial de 2a ordem

xy′′(x) + (α+ 1− x)y′(x) + ny(x) = 0,

cuja demonstração é análoga à do Teorema 2.21 para os polinômios de Jacobi. Um argumento

similar àquele usado no Teorema 2.22 mostra que uma condição necessária e suficiente para

que a equação diferencial

xy′′(x) + (α+ 1− x)y′(x) + γy(x) = 0

tenha solução polinomial é que γ ∈ Z+, o conjunto dos inteiros não-negativos. Além disso, se

γ = n, as únicas soluções polinomiais de (2.2.2) são y(x) = cL
(α)
n (x), onde c é uma constante

arbitrária não-negativa.

A relação de ortogonalidade é dada por:

〈
L(α)

n , L(α)
m

〉
=

∫ ∞

0

L(α)
n (x)L(α)

m (x)xαe−xdx =

 0, se n 6= m,

Γ(n+ α+ 1)

n!
, se n = m,

que é facilmente obtida da fórmula de Rodrigues.

Polinômios de Hermite - Hn(x)

Os polinômios de Hermite são ortogonais no intervalo (−∞,∞) com relação à função

peso w(x) = e−x2
. Pela Fórmula de Rodrigues, podem ser definidos por

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
[e−x2

].

Sua representação explícita é dada por

Hn(x)

n!
=

bn/2c∑
k=0

(−1)k

k!

(2x)n−2k

(n− 2k)!
, (2.36)
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onde bac = significa o maior inteiro menor ou igual a a.

De (2.36), obtemos, Hn(x) = (−1)nHn(−x). Logo, se xn,1 < xn,2 < · · · < xn,n são os

zeros de Hn(x), então xn,n−i+1 = −xn,i, i = 1, 2, . . . , bn/2c.

De (2.36), obtemos, também, que

x2
n,1 + x2

n,2 + · · ·+ x2
n,n =

n(n− 1)

2
. (2.37)

Além disso, an,n = 2n, n ≥ 0 e, para os polinômios pares,

a2m,0 = H2m(0) = (−1)m (2m)!

m!
, m = 1, 2, . . . .

Os polinômios de Hermite, Hn(x), n ≥ 0, satisfazem à seguinte equação diferencial de

2a ordem

y′′(x)− 2xy′(x) + 2ny(x) = 0 (2.38)

ou
d

dx

{
e−x2

y′(x)
}

+ 2ne−x2

y(x) = 0 (2.39)

e sua demonstração também é análoga ao resultado para os polinômios de Jacobi (Teorema

2.21). Além disso, a equação diferencial

y′′(x)− 2xy′(x) + γy(x) = 0

possui solução polinomial se, e somente se, γ é um número par não-negativo. Em particular,

se γ = 2n, a única solução polinomial de (2.38) é y(x) = cHn(x), sendo c uma constante arbi-

trária não-negativa. A demonstração deste fato também é análoga àquela sobre os polinômios

de Jacobi.

Da fórmula de Rodrigues, é fácil obter a relação de ortogonalidade

〈Hn, Hm〉 =

∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x2

dx =

 0, se n 6= m,

2nn!
√
π, se n = m.

Além disso, satisfazem à seguinte fórmula de recorrência de três termos

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), n ≥ 0,

com H−1(x) = 0 e H0(x) = 1.
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2.3. POLINÔMIOS SIMILARES AOS ORTOGONAIS

2.3 Polinômios similares aos ortogonais

A introdução do problema de momento forte pelos pesquisadores Jones, Thron e

Waadeland [11] abriu caminho para o estudo de polinômios que apresentam propriedades

semelhantes às dos polinômios ortogonais. O problema de momento forte pode ser expresso

da seguinte forma:

“Dado uma seqüência {µm}∞m=−∞ de números reais, em que condições existe uma me-

dida não-negativa dψ(t), tal que

µm =

∫ b

a

tmdψ(t), m = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2 . . .? ” (2.40)

Se os momentos µm, m ∈ Z, definidos por (2.40) existem e são finitos, dψ(t) é chamada

uma distribuição forte. Se dψ(t) = ν(t)dt, então ν(t) é uma função peso forte.

Jones, Thron e Waadeland resolveram o problema (2.40) acima quando dψ(t) é uma

medida forte de Stieltjes, isto é, (a, b) ⊆ (0,∞). Com o objetivo de estudar o problema de

momento forte para o caso em que (a, b) ⊆ (−∞,∞), conhecido como problema de momento

forte de Hamburger, Sri Ranga [19] introduziu uma seqüência de polinômios mônicos B(k)
n (t),

similares aos polinômios ortogonais, definidos por:∫ b

a

tk−n+sB(k)
n (t)dψ(t) =

 0, se 0 ≤ s ≤ n− 1,

ρ̌
(k)
n > 0, se s = n,

para n = 1, 2, . . . e k ∈ Z, onde −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

Vamos considerar, aqui, somente os polinômios B(k)
n (t) para k = 0 e intervalos [a, b]

que estejam totalmente contidos do lado positivo do eixo real, isto é, 0 ≤ a < b ≤ ∞. Assim,

dψ(t) é uma distribuição forte de Stieltjes. Denotaremos tais polinômios por Bn(t) e os

chamaremos, simplesmente, de polinômios similares.

Portanto, os polinômios Bn(t), para n = 0, 1, 2, . . . , são dados por:∫ b

a

t−n+sBn(t)dψ(t) =

 0, se 0 ≤ s ≤ n− 1,

ρ̌n > 0, se s = n.
(2.41)

O resultado a seguir é de primordial importância para a prova da existência dos

polinômios Bn(t).
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2.3 Polinômios similares aos ortogonais

Teorema 2.23 Para as distribuições fortes de Stieltjes, dψ(t), os determinantes de Hankel,

H
(m)
n , satisfazem:

H(m)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µm µm+1 · · · µm+n−1

µm+1 µm+2 · · · µm+n

...
... . . . ...

µm+n−1 µm+n · · · µm+2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0,

para m,n inteiros, n ≥ 1.

Demonstração: Similar à do Teorema 2.15.

Como vamos considerar os polinômios Bn(t) mônicos, se denotarmos

Bn(t) =
n∑

k=0

bn,n−kt
n−k, (2.42)

então bn,n = 1 para todo n ≥ 0.

Usando (2.40), podemos escrever (2.41) como um sistema de equações lineares algébri-

cas nos coeficientes de Bn(t) :



µ−nbn,0 + µ−n+1bn,1 + · · · + µ0bn,n = 0

µ−n+1bn,0 + µ−n+2bn,1 + · · · + µ1bn,n = 0
...

...
...

...
...

µ−1bn,0 + µ0bn,1 + · · · + µn−1bn,n = 0

µ0bn,0 + µ1bn,1 + · · · + µnbn,n = ρ̌n

(2.43)

Usando a regra de Cramer, o coeficiente bn,n pode ser dado por:

bn,n =
ρ̌nH

(−n)
n

H
(−n)
n+1

= 1.

Assim,

ρ̌n =
H

(−n)
n+1

H
(−n)
n

> 0, n ≥ 0.
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2.3 Polinômios similares aos ortogonais

Se substituirmos a última equação de (2.43) por (2.42) e, novamente, aplicarmos a

regra de Cramer, obtemos:

Bn(t) =
1

H
(−n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ−n µ−n+1 · · · µ0

µ−n+1 µ−n+2 · · · µ1

...
... . . . ...

µ−1 µ0 · · · µn−1

1 t · · · tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0. (2.44)

Assim, vemos que uma condição necessária e suficiente para a existência de Bn(t) é

que H(−n)
n 6= 0. Agora, se substituirmos t = 0 em (2.44), obtemos

Bn(0) = (−1)nH
(−n+1)
n

H
(−n)
n

= bn,0, n ≥ 0.

Logo, uma condição necessária e suficiente para a existência dos polinômios Bn(t) com

Bn(0) 6= 0 é que H(−n)
n 6= 0 e H(−n+1)

n 6= 0.

Usando a relação∫ b

a

t−(n+1)Bn(t)dψ(t) = µ−n−1bn,0 + µ−nbn,1 + · · ·+ µ−1bn,n

em (2.43), encontramos

ηn =

∫ b

a

t−(n+1)Bn(t)dψ(t) = (−1)nH
(−n−1)
n+1

H
(−n)
n

, n ≥ 0,

que é diferente de zero.

2.3.1 Algumas propriedades dos polinômios similares

Os polinômios similares, Bn(t), exibem muitas propriedades semelhantes às dos poli-

nômios ortogonais. A mais interessante e útil delas é a relação de recorrência de três termos

que daremos a seguir.

Teorema 2.24 Seja Bn(t) o polinômio definido em (2.41). Então, a seguinte relação de

recorrência é verdadeira para n ≥ 1 :

Bn+1(t) = (t− β̌n+1)Bn(t)− α̌n+1tBn−1(t), (2.45)
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2.3 Polinômios similares aos ortogonais

onde B0(t) = 1, B1(t) = z − β̌1 e os coeficientes α̌n+1 e β̌n+1 satisfazem:

α̌n+1 =
ρ̌n

ρ̌n−1

> 0,

β̌1 =
µ0

µ−1

, β̌n+1 = −αn+1
ηn−1

ηn

, n ≥ 1. (2.46)

Demonstração: Como Bn(t) é um polinômio de grau n, o polinômio Bn+1(t)− tBn(t) é de

grau, no máximo, n. Portanto, pode ser escrito da forma

Bn+1(t)− tBn(t) = −β̌n+1Bn(t)− α̌n+1tBn−1(t) + pn−1(t), (2.47)

onde α̌n+1 e β̌n+1 são tais que pn−1(t) é de grau n− 1.

Tomemos pn−1(t) =
n−1∑
j=0

cjt
j. Multiplicando-se ambos os membros da equação (2.47)

por t−n+s e integrando, obtemos:∫ b

a

t−n+sBn+1(t)dψ(t) −
∫ b

a

t−n+s+1Bn(t)dψ(t)

= −β̌n+1

∫ b

a

t−n+sBn(t)dψ(t)− α̌n+1

∫ b

a

t−(n−1)+sBn−1(t)dψ(t)

+
n−1∑
j=0

cj

∫ b

a

t−n+j+sdψ(t). (2.48)

Fazendo, respectivamente, s = 0, 1, 2, . . . , n− 1, na equação acima, obtemos o sistema

linear: 

n−1∑
j=0

cjµ−n+j+i = 0, i = 0, 1, . . . , n− 2,

n−1∑
j=0

cjµ−1+j = α̌n+1ρ̌n−1 − ρ̌n,

cujas incógnitas são os coeficientes do polinômio pn−1(t) e cujo determinante da matriz

dos coeficientes é H(−n)
n que, como já sabemos, é maior do que zero. Assim, se tomarmos

α̌n+1 =
ρ̌n

ρ̌n−1

, o sistema será homogêneo e sua única solução é cj = 0, j = 0, 1, . . . , n − 1, o

que significa dizer que pn−1(t) ≡ 0. Portanto, (2.45) está demonstrado.

Para determinarmos o coeficiente β̌n+1, tomemos s = −1 em (2.48). Logo,

0 = −β̌n+1ηn − α̌n+1ηn−1 e, daí, segue imediatamente (2.46).
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2.3 Polinômios similares aos ortogonais

Sobre os zeros dos polinômios similares Bn(t) vale, ainda, o seguinte resultado, cuja

demonstração é análoga ao resultado para polinômios ortogonais.

Teorema 2.25 Os zeros dos polinômios similares Bn(t) n ≥ 1, são reais, distintos e per-

tencem ao intervalo (a, b).

Os polinômios Bn(t) estão relacionados aos polinômios de Laurent ortogonais ou L-po-

linômios ortogonais, Rn(t), com relação a uma distribuição forte, tratados por Jones e outros

em [11, 12], da seguinte forma:

R2m(t) = t−mB2m(t), R2m+1(t) = t−m−1B2m+1(t), m ≥ 0.

Esta relação pode ser facilmente verificada através de (2.41) e da definição de polinômios

de Laurent dados em [12].

Lembremos que um polinômio de Laurent é uma função da forma
q∑

n=p

cnt
n, onde p ≤ q,

p, q ∈ Z e cn ∈ R.

Um estudo detalhado sobre os polinômios similares aos ortogonais pode ser encontrado

em [2, 19].
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Capítulo 3

Eletrostática e zeros de polinômios

O estudo apresentado nas seções 3.1 e 3.3 é baseado, principalmente, no livro de Szegő

[24] e no artigo de Dimitrov e Van Assche [6].

Na seção 3.2, apresentamos nossa contribuição à interpretação eletrostática dos zeros

de polinômios para o caso em que há restrições.

3.1 Interpretação eletrostática e equação de Lamé

Consideremos, então, o campo eletrostático que obedece à lei do potencial logarítmico

descrito na Introdução, ou seja, cargas rj são distribuídas uniformemente ao longo de retas

perpendiculares ao eixo real e que a interceptam nos pontos aj, j = 0, 1, . . . ,m. Além disso,

n cargas unitárias positivas móveis estão distribuídas uniformemente ao longo de retas per-

pendiculares ao eixo real e que passam pelos pontos x1, x2, . . . , xn pertencentes ao intervalo

(a0, am). Queremos que as cargas livres se movam apenas entre cargas fixas positivas con-

secutivas para evitar aglutinação. Lembremos que o ponto x = (x1, x2, . . . , xn) pertence ao

simplex

Ξ :=
s⋂

k=1

{ajk
< xµk

< . . . xµk+1−1 < ajk+1 : rjk
, rjk+1 > 0},

onde 1 = µ1 ≤ µ2 ≤ . . . µs ≤ µs+1 − 1 = n e s é o número de intervalos [ajk
, ajk+1] com

cargas positivas rjk
e rjk+1 nos pontos extremos.
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3.1 Interpretação eletrostática e equação de Lamé

A energia do campo é, então, dada por

L(x) =
m∑

j=0

rj

n∑
k=1

log
1

|xk − aj|
+

∑
1≤i<k≤n

log
1

|xk − xi|

=
m∑

j=0

n∑
k=1

log |xk − aj|−rj +
∑

1≤i<k≤n

log |xk − xi|−1

= −
m∑

j=0

n∑
k=1

log |xk − aj|rj −
∑

1≤i<k≤n

log |xk − xi|.

A energia é mínima se, e somente se, a função

T (x) = e−L(x) =
m∏

j=0

n∏
k=1

|xk − aj|rj
∏

1≤i<k≤n

|xk − xi| (3.1)

é máxima.

Observe que T (x) se anula na fronteira de Ξ e é estritamente positiva em seu interior.

Portanto, o máximo de T (x) é atingido num ponto x = (x1, x2, . . . , xn) em Ξ onde
∂T (x)

∂xk

= 0

para k = 1, 2, . . . , n. Mas,

T (x) =
m∏

j=0

{
|x1 − aj|rj |x2 − aj|rj |x2 − x1||x3 − aj|rj |x3 − x1||x3 − x2| . . .

×|xn − aj|rj |xn − x1||xn − x2| . . . |xn − xn−1|
}

=
m∏

j=0

{
|x1 − aj|rj |x2 − aj|rj |x2 − x1| . . . |xk−1 − aj|rj |xk−1 − x1| . . .

×|xk−1 − xk−2||xk+1 − aj|rj |xk+1 − x1| . . . |xk+1 − xk−1| . . . |xn − aj|rj |xn − x1| . . .

×|xn − xk−1||xn − xk+1| . . . |xn − xn−1||xk − aj|rj

} n∏
i=1
i6=k

|xk − xi|.

Portanto,

T (x) = τ(x̄\xk)|ωk(xk)|
m∏

j=0

|xk − aj|rj , (3.2)

onde τ(x̄\xk) é uma função que não depende de xk, ω(x) :=
n∏

i=1

(x− xi) e ωk(x) :=
ω(x)

x− xk

.

Como [ω(x)](l+1) = [(x− xk)ωk(x)]
(l+1), aplicando a regra de Leibnitz, obtemos

[ω(x)](l+1) = (x− xk)ω
(l+1)
k (x) + (l + 1)ω

(l)
k (x).
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3.1 Interpretação eletrostática e equação de Lamé

Logo, para x = xk,

(l + 1)ω
(l)
k (xk) = ω(l+1)(xk), l ≥ 0. (3.3)

Observe que o sinal ωk(xk) = (−1)n−k. Logo, podemos escrever |ωk(xk)| = (−1)n−kωk(xk).

Portanto, (3.2) pode ser escrito como

T (x) = (−1)n−kτ(x̄\xk)ωk(xk)
m∏

j=0

|xk − aj|rj .

Derivando a equação acima com relação a xk, obtemos

∂T (x)

∂xk

= (−1)n−kτ(x̄\xk)
∂

∂xk

(
ωk(xk)

m∏
j=0

|xk − aj|rj

)

= (−1)n−kτ(x̄\xk)
m∏

j=0

|xk − aj|rj

{
r0

|xk − a0|
ωk(xk) + · · ·+ rm

|xk − am|
ωk(xk)

+ω′k(xk)

}

= (−1)n−kτ(x̄\xk)
m∏

j=0

|xk − aj|rj

{[
m∑

j=0

rj

|xk − aj|

]
ωk(xk) + ω′k(xk)

}

= (−1)n−kτ(x̄\xk)
m∏

j=0

|xk − aj|rj

{
B(xk)

A(xk)
ωk(xk) + ω′k(xk)

}

= (−1)n−kτ(x̄\xk)ωk(xk)
m∏

j=0

|xk − aj|rj

{
B(xk)

A(xk)
+
ω′k(xk)

ωk(xk)

}
,

para k = 1, 2, . . . , n.

De (3.3), concluímos que

∂T (x)

∂xk

= (−1)n−kτ(x̄\xk)ωk(xk)
m∏

j=0

|xk − aj|rj

{
B(xk)

A(xk)
+

1

2

ω′′(xk)

ω′(xk)

}
. (3.4)

O máximo de T (x) é atingido onde
∂T (x)

∂xk

= 0, ou seja, onde

A(xk)ω
′′(xk) + 2B(xk)ω

′(xk) = 0,

por (3.4).
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3.1 Interpretação eletrostática e equação de Lamé

Como A(x) é de grau m + 1, B(x) é de grau m e ω(x) é de grau n, a expressão

A(x)ω′′(x) + 2B(x)ω′(x) é um polinômio de grau m + n− 1. No ponto de máximo de T (x)

este último polinômio anula-se nos zeros de ω(x). Então, pelo Teorema Fundamental da

Álgebra,

A(x)ω′′(x) + 2B(x)ω′(x) + C(x)ω(x) = 0

para algum polinômio C(x) de grau m− 1. Mostramos, então, o seguinte resultado.

Lema 3.1 Seja T : Rn → R definida em (3.1). Então, ∂T (x)/∂xk = 0, k = 1, . . . , n, se, e

somente se, as coordenadas do vetor x são os zeros do polinômio de grau n que é solução da

equação de Lamé (1.2).

O resultado a seguir nos fornece condições para que a solução seja única.

Teorema 3.1 Se a energia do campo eletrostático em questão tem um único ponto de míni-

mo em Ξ, então existe um único par (C(x), y(x)), com C(x) um polinômio de Van Vleck e

y(x) um polinômio de Stieltjes, para a equação de Lamé (1.2) (Ver pag. 3). Reciprocamente,

se existe um único par (C(x), y(x)) de polinômios de Van Vleck e Stieltjes para (1.2), tal que

os zeros do polinômio de Stieltjes pertencem a Ξ, então a energia do campo descrito tem um

único ponto de mínimo.

Demonstração: Suponhamos que exista um polinômio C̃(x) de grau m− 1, C̃(x) 6≡ C(x),

tal que a equação diferencial

A(x)z′′(x) + 2B(x)z′(x) + C̃(x)z(x) = 0 (3.5)

também admite uma solução z(x) = (x − ξ1)(x − ξ2) · · · (x − ξn) com zeros distintos em

(aj−1, aj).

Seguindo Szegő [24, §6.83 pag. 154], vamos introduzir a função H(x) =
m∏

j=0

|x− aj|2rj .
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3.1 Interpretação eletrostática e equação de Lamé

Logo, para x 6= aj, j = 0, . . . ,m, temos que

H ′(x) = 2r0(x− a0)
2r0−1(x− a1)

2r1 . . . (x− am)2rm

+2r1(x− a0)
2r0(x− a1)

2r1−1(x− a2)
2r2 . . . (x− am)2rm + . . .

+2rm(x− a0)
2r0(x− a1)

2r1 . . . (x− am−1)
2rm−1(x− am)2rm−1

= 2
m∏

j=0

(x− aj)
2rj

m∑
j=0

rj

x− aj

= 2H(x)
B(x)

A(x)
.

Multiplicando por z(x) a equação (1.2), por y(x) a equação (3.5) e subtraindo as duas

equações resultantes, encontramos

A(x)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)]′ + 2B(x)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)] = [C̃(x)−C(x)]y(x)z(x). (3.6)

Multiplicando ambos os membros de (3.6) por
H(x)

A(x)
, obtemos

d

dx

{
H(x)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)]

}
=
C̃(x)− C(x)

A(x)
y(x)z(x)H(x). (3.7)

Tomemos x0 = ξ0 = aj−1, xn+1 = ξn+1 = aj e consideremos
C̃(x)− C(x)

A(x)
> 0 em

(aj−1, aj). É claro que y(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn) não muda de sinal em (xi, xi+1),

i = 1, . . . , n− 1. Suponhamos que z(x) não muda de sinal em (xi, xi+1), i = 1, . . . , n− 1, isto

é, entre dois zeros consecutivos de y(x). Então, de (3.7),

d

dx

{
H(x)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)]

}
também não muda de sinal em (xi, xi+1), i = 1, . . . , n− 1.

Considere os pontos x̃ = xi + ε e x̂ = xi+1 − ε, ε > 0.

1) Se y(x)z(x) > 0, então H(x)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)] é crescente. Assim,

• se y(x) > 0 ⇒ z(x) > 0 ⇒ y′(x̃)z(x̃) > 0 e y′(x̂)z(x̂) < 0;

• se y(x) < 0 ⇒ z(x) < 0 ⇒ y′(x̃)z(x̃) > 0 e y′(x̂)z(x̂) < 0.

2) Se y(x)z(x) < 0, então H(x)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)] é decrescente. Logo,

• se y(x) > 0 ⇒ z(x) < 0 ⇒ y′(x̃)z(x̃) < 0 e y′(x̂)z(x̂) > 0;

• se y(x) < 0 ⇒ z(x) > 0 ⇒ y′(x̃)z(x̃) < 0 e y′(x̂)z(x̂) > 0.

51



3.1 Interpretação eletrostática e equação de Lamé

Portanto, sinal(yz) = sinal(y′z) em x̃ e sinal(yz) = −sinal(y′z) em x̂. Observe que

sinal{H(y′z − yz′)} = sinal(y′z) em x̃ e em x̂, isto é,

• se y(x)z(x) > 0, então sinal{H(y′z − yz′)} > 0 em x̃ e sinal{H(y′z − yz′)} < 0 em x̂;

• se y(x)z(x) < 0, então sinal{H(y′z − yz′)} < 0 em x̃ e sinal{H(y′z − yz′)} > 0 em x̂.

Logo, das duas observações acima, H(x)[y′(x)z(x) − y(x)z′(x)] muda de sinal em

(xi, xi+1) da seguinte forma:

• Se y(x)z(x) > 0, H(x̃)[y′(x̃)z(x̃)− y(x̃)z′(x̃)] > 0 e H(x̂)[y′(x̂)z(x̂)− y(x̂)z′(x̂)] < 0.

Então, H(x)[y′(x)z(x) − y(x)z′(x)] não pode ser crescente, o que é uma contradição

por 1).

• Se y(x)z(x) < 0, H(x̃)[y′(x̃)z(x̃)− y(x̃)z′(x̃)] < 0 e H(x̂)[y′(x̂)z(x̂)− y(x̂)z′(x̂)] > 0.

Logo, H(x)[y′(x)z(x) − y(x)z′(x)] não pode ser decrescente. Por 2), chegamos nova-

mente a uma contradição.

Portanto, y(x)z(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em (xi, xi+1). Concluímos,

então, que z(x) tem pelo menos uma raiz em (xi, xi+1).

Sejam x1 e xn o primeiro e último zeros de y(x) em [aj−1, aj], respectivamente. Mos-

tremos, agora, que z(x) deve mudar de sinal também em [aj−1, x1] e [xn, aj]. Lembremos que
C̃(x)− C(x)

A(x)
> 0.

Suponhamos que z(x) não muda de sinal nesses intervalos. Como os zeros de z(x)

pertencem a (aj−1, aj), então y(x) e z(x) têm ambos sinais constantes em [aj−1, x1] e [xn, aj].

Mas, y(x) e z(x) são polinômios de mesmo grau e com coeficientes dos termos de maior grau

positivos. Isto significa que ambos têm o mesmo sinal em [aj−1, x1] e em [xn, aj]. Então, de

(3.7), H(x)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)] é uma função crescente nesses dois intervalos. Além disso,

lim
x→a+

j−1

H(x)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)] = 0 e lim
x→a−j

H(x)[y′(x)z(x)− y(x)z′(x)] = 0.

Assim, a expressão [y′(x)z(x)− y(x)z′(x)] deve ser positiva em [aj−1, x1] e negativa em

[xn, aj]. Mas, y(x1) = 0. Logo, para x = x1, temos que sinal(y′z) = sinal(y′z − yz′) > 0.
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Como x1 é o menor zero de y(x), então sinal(y′y) < 0 para x = x1 − ε, ε > 0. Como y(x)

e z(x) são do mesmo tipo e, além disso, z(x) também não tem zeros em [aj−1, x1), então

sinal(y′z) = sinal(y′y) < 0. Isto é uma contradição.

Podemos usar o mesmo argumento para x = xn. Mostramos, assim, que z(x) tem, pelo

menos, n+ 1 zeros se
C̃(x)− C(x)

A(x)
> 0. Absurdo! Portanto,

C̃(x)− C(x)

A(x)
deve ser negativa

em algum ponto de aj−1 < x < aj.

Repetindo a mesma demonstração, mas trocando os papéis de (C(x), y(x)) e (C̃(x), z(x)),

concluímos que
C̃(x)− C(x)

A(x)
deve ser positiva em algum ponto de aj−1 < x < aj. Isto sig-

nifica que C̃(x)−C(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em [aj−1, aj], j = 1, 2, . . . ,m.

Logo, C̃(x)−C(x) tem, pelo menos, m zeros em [a0, am]. Impossível, pois C̃(x)−C(x) é de

grau m− 1. Portanto, C̃(x)− C(x) ≡ 0.

Estamos, agora, em condições de demonstrar o Teorema 1.1. Consideremos, então, o

problema eletrostático descrito no Capítulo 1 com cargas fixas negativas e positivas.

Demonstração do Teorema 1.1: Já vimos que a existência do polinômio de

Stieltjes com as propriedades desejadas é equivalente à existência de um ponto de máxi-

mo x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) de T (x) no simplex Ξ := {aj−1 < x1 < . . . < xn < aj}. Como

já mencionamos, T (x) é estritamente positiva em Ξ e se anula na fronteira de Ξ. Assim, o

ponto x∗ existe.

Vamos, agora, estabelecer a unicidade. Seja, então, C̃(x) um polinômio de grau dois,

C̃(x) 6≡ C(x), tal que a equação diferencial

A(x)z′′(x) + 2B(x)z′(x) + C̃(x)z(x) = 0

também admite uma solução z(x) = (x − ξ1) · · · (x − ξn), com zeros distintos ξ1 < . . . < ξn

em (aj−1, aj). Pelo Teorema 3.1, temos que:

1) se (C̃(x)−C(x))/A(x) é positivo entre dois zeros xi e xi+1, consecutivos, com 0 ≤ i ≤ n,

então z(x) deve ter um zero em (xi, xi+1). Por outro lado, se (C̃(x) − C(x))/A(x) é

negativo entre ξi e ξi+1, com 0 ≤ i ≤ n, então y(x) deve ter um zero em (ξi, ξi+1);
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2) C̃(x)− C(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em (aj−1, aj).

Já que podemos nos restringir às soluções mônicas da equação de Lamé, os coeficientes

dos termos de maior grau de C̃(x) e C(x) são iguais e, então, C̃(x)−C(x) é uma função linear.

Para demonstrar a unicidade do polinômio de Van Vleck, mostraremos que C̃(x)−C(x) tem

pelo menos dois zeros, o que é possível somente se C̃(x) ≡ C(x).

Suponhamos que C̃(x) 6≡ C(x). Então, por 2), C̃(x) − C(x) tem pelo menos um zero

em (aj−1, aj) e, por 1), concluímos que os zeros de y(x) e z(x) se entrelaçam.

Observe que podemos escrever y(x) = z(x) + qn−1(x), onde qn−1(x) ∈ Pn−1. Então,

y(x)

z(x)
= 1 +

qn−1(x)

z(x)
= 1 +

1

z(x)

n∑
k=1

z(x)

(x− ξk)z′(ξk)
qn−1(ξk)

= 1 +
n∑

k=1

qn−1(ξk)/z
′(ξk)

x− ξk
= 1 +

n∑
k=1

δk
x− ξk

,

onde δk =
qn−1(ξk)

z′(ξk)
.

Portanto, os coeficientes δk da decomposição acima têm todos o mesmo sinal. Como[
y(x)

z(x)

]′
=

[
1 +

n∑
k=1

δk
x− ξk

]′
= −

n∑
k=1

δk
(x− ξk)2

,

então

H(x) [y′(x)z(x)− y(x)z′(x)] = H(x)z2(x)

[
y′(x)z(x)− y(x)z′(x)

z2(x)

]
= H(x)z2(x)

[
y(x)

z(x)

]′
= −H(x)

n∑
k=1

δkz
2
k(x), (3.8)

onde zk(x) =
z(x)

x− ξk
. Suponhamos que os δk sejam todos positivos (o caso em que todos os

δk são negativos é análogo). Então, a função

G(x) = −H(x)
n∑

k=1

δkz
2
k(x)

é não positiva, se anula somente nos zeros de H(x) e converge para −∞ nos pólos de H(x).
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Caso a) Observe que, neste caso, H(x) tem dois zeros consecutivos e dois pólos con-

secutivos, isto é,

i) r0 > 0, r1 > 0, r2 < 0, r3 < 0 ou ii) r0 < 0, r1 < 0, r2 > 0, r3 > 0.

Logo, H(x) terá uma das seguintes formas:

H(x) = (x− a0)
2r0(x− a1)

2r1
1

(x− a2)|2r2|
1

(x− a3)|2r3|
(3.9)

ou

H(x) =
1

(x− a0)|2r0|
1

(x− a1)|2r1|
(x− a2)

2r2(x− a3)
2r3 . (3.10)

Como G(x) se anula em a0 e a1, se H(x) é dada por (3.9) (se anula em a2 e a3, se H(x)

tem a forma (3.10)), pelo Teorema de Rolle concluímos que G′(x) tem um zero no intervalo

(a0, a1) ((a2, a3)).

Temos, também, que G(x) converge para −∞ nos pólos a2 e a3 (a0 e a1). Então, ela

tem um ponto de máximo local no intervalo (a2, a3) ((a0, a1)). Logo, G′(x) deve mudar de

sinal neste intervalo. Mas, de (3.7) e (3.8),

G′(x) =
C̃(x)− C(x)

A(x)
y(x)z(x)H(x).

Assim, C̃(x) − C(x) muda de sinal em (a0, a1) e em (a2, a3), isto é, tem um zero em

cada intervalo. Isto é uma contradição, pois C̃(x) − C(x) é linear. Portanto, a unicidade

esta demonstrada.

Caso b) Neste caso, devemos ter r0 < 0, r1 > 0, r2 > 0 e r3 < 0. Logo,

H(x) =
1

(x− a0)|2r0|
(x− a1)

2r1(x− a2)
2r2

1

(x− a3)|2r3|
.

Como n > 1−(r0 +r1 +r2 +r3), temos que G(x) tende a −∞ quando x tende a −∞ ou

+∞. Mas, a0 e a3 são pólos de H(x) e isto significa que G(x) terá um ponto de máximo local

entre −∞ e a0 e, também, entre a3 e +∞. Assim, temos dois zeros adicionais da derivada

de G(x), o que, em vista de (3.7), fornece mais dois zeros de C̃(x)− C(x).
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3.2 Campos eletrostáticos na presença de restrições e a

equação de Lamé modificada

A principal contribuição deste trabalho será tratada nesta seção. Demonstraremos,

aqui, o Teorema 1.2, que trata do caso em que as n cargas unitárias livres estão sujeitas a

restrições.

Para este propósito, consideremos primeiramente as condições necessárias de 1a ordem

para o correspondente problema extremo.

Sabemos, pela seção anterior, que a energia do campo é dada por L(x). Essa energia

é mínima se, e somente se, T (x), dado em (3.1), é máxima. Como o problema em questão

envolve restrições, ele pode ser formulado da seguinte forma:

maximizar T (x)

sujeito a R(x) = 0.
(3.11)

Sabemos que T (x) é uma função contínua e estritamente positiva em Ξ e, portanto,

(3.11) é equivalente a

maximizar T (x)

sujeito a T (x)R(x) = 0.

O método dos multiplicadores de Lagrange pode ser usado para resolver o problema

acima. Para isso, vamos definir a função F (x) = T (x)−ρT (x)R(x), onde ρ é uma constante.

Precisamos, então, encontrar o ponto que satisfaz

∂F (x)

∂xk

= 0, k = 1, 2, . . . , n,

ou seja,
∂T (x)

∂xk

− ρ
∂

∂xk

[T (x)R(x)] = 0, k = 1, 2, . . . , n.

Aplicando a regra da cadeia ao segundo termo da equação anterior, obtemos

∂T (x)

∂xk

− ρ

{
∂T (x)

∂xk

R(x) + T (x)
∂R(x)

∂xk

}
= 0.

Como, no ponto de máximo, R(x) = 0, a equação acima pode ser escrita da forma

∂T (x)

∂xk

− ρT (x)
∂R(x)

∂xk

= 0.
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De (3.2) e (3.4), a equação anterior torna-se

B(xk)

A(xk)
+

1

2

ω′′(xk)

ω′(xk)
− ρ

∂R(x)

∂xk

= 0, (3.12)

ou seja,

A(xk)ω
′′(xk) + 2{B(xk)− ρD(xk)}ω′(xk) = 0,

lembrando que D(xk) = A(xk)
∂R(x)

∂xk

(Ver página 5).

O primeiro membro da equação acima é um polinômio de grau

max{m + n − 1, n + p − 1} que se anula nos zeros de ω(x). Para destacarmos o fato de

que os zeros de ω(x) são x1, . . . , xn, usaremos a notação

ω(t; x) := (t− x1) · · · (t− xn).

O Teorema Fundamental da Álgebra garante a existência de um polinômio C(t) com grau

menor ou igual a max{m− 1, p− 1}, tal que

A(t)ω′′(t; x) + 2{B(t)− ρD(t)}ω′(t; x) + C(t)ω(t; x) = 0. (3.13)

Obviamente, a implicação recíproca é também verdadeira, isto é, se (C(t), ρ, ω(t; x)) é

uma tripla para (3.13), onde x ∈ Ξ ∩ Ω, então as condições de 1a ordem
∂F (x)

∂xk

= 0, k = 1, 2, . . . , n

R(x) = 0
(3.14)

são satisfeitas. Portanto, demonstramos o resultado enunciado a seguir.

Lema 3.2 O ponto x ∈ Ξ ∩ Ω satisfaz às condições necessárias de 1a ordem (3.14) para o

problema extremo (3.11) se, e somente se, existe uma tripla (C(t), ρ, ω(t; x)) para a equação

de Lamé modificada (3.13).

Estamos, agora, em condições de demonstrar o Teorema 1.2.

Demonstração do Teorema 1.2: Seja x∗ um ponto de mínimo da energia L(x)

sujeito à restrição R(x) = 0. Portanto, x∗ é uma solução de (3.11). Conseqüentemente, pelo
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Teorema 2.10, x∗ necessariamente satisfaz (3.14). Então, o Lema 3.2 implica na existência

de (C(t), ρ, ω(t; x)) para (3.13).

Para estabelecermos a afirmação a), se (C(t), ρ, ω(t; x)), com x ∈ Ξ e R(x) = 0, satisfaz

(3.13), pelo lema anterior, o ponto x é solução de (3.14).

Finalmente, demonstraremos b). Como já observamos, o problema de minimizar L(x)

em Ξ∩Ω é equivalente ao de maximizar T (x) na mesma região. Seja Ξ o fecho de Ξ. Como Ξ

é fechado, Ω é um compacto e Ξ∩Ω 6= , então o conjunto Ξ∩Ω é um subconjunto compacto

e não-vazio do Rn. Pelo Teorema de Weiertrass, a função contínua T (x) atinge seu maior

valor em um ponto de Ξ ∩ Ω, digamos η = (η1, . . . , ηn).

Por outro lado, T (x) é estritamente positiva em Ξ e anula-se na fronteira ∂Ξ. Portanto,

η é um ponto interior a Ξ, isto é, η ∈ Ξ. Logo, η é um ponto de máximo local de T (x) em

Ξ, sujeito à restrição R(x) = 0. Novamente, o Teorema 2.10 mostra que η satisfaz (3.14).

Finalmente, o Lema 3.2 implica que as coordenadas η1, . . . , ηn do ponto extremo η são os

zeros de um polinômio de Stieltjes ω(t; x) para (3.13).

3.3 Interpretação eletrostática dos zeros de polinômios

ortogonais clássicos

Nesta seção, estudaremos o problema da interpretação eletrostática dos zeros dos

polinômios de Jacobi, Laguerre e Hermite. Os resultados envolvendo os polinômios de La-

guerre e Hermite foram obtidos de maneira diferente daquela feita no texto clássico de Szegő

[24].

3.3.1 Interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios de Jacobi

Consideremos o campo eletrostático descrito no Capítulo 1, onde cargas p e q posi-

tivas são distribuídas uniformemente ao longo de retas perpendiculares ao eixo real e que

interceptam os pontos 1 e −1, respectivamente. Tomemos n cargas unitárias distribuídas

uniformemente em retas que também são perpendiculares ao eixo real e passam pelos pontos
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x1, x2, . . . , xn, onde −1 < x1 < x2 < . . . < xn < 1.

Como já sabemos, a energia do campo é dada por

L1(x) = p

n∑
k=1

log
1

|1− xk|
+ q

n∑
k=1

log
1

|1 + xk|
+

∑
1≤i<k≤n

log
1

|xk − xi|
.

Logo, a energia é mínima se, e somente se,

T1(x) := e−L1(x) =
n∏

k=1

(1− xk)
p(1 + xk)

q
∏

1≤i<k≤n

|xk − xi| (3.15)

é máxima.

Como T1(x) é uma função contínua de x1, x2, . . . , xn para −1 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n,

é claro que existe um ponto de máximo.

Sabemos que o máximo de (3.15) é obtido nos pontos onde ∂T1(x)/(∂xk) = 0,

k = 1, 2, . . . , n. Observe que este problema é um caso particular do problema tratado na

Seção 3.1 para m = 1. Logo, fazendo j = 0, 1, a0 = −1, a1 = 1, r0 = q e r1 = p, em (3.4),

obtemos
1

2

ω′′(xk)

ω′(xk)
+

p

xk − 1
+

q

xk + 1
= 0

ou, então,

(1− xk
2)ω′′(xk) + [2q − 2p− (2q + 2p)xk]ω

′(xk) = 0.

Portanto, a equação se anula nos zeros de ω(x). Então,

(1− x2)ω′′(x) + [2q − 2p− (2q + 2p)x]ω′(x) = κω(x)

onde κ é uma constante. Comparando os coeficientes de xn em ambos os membros, obtemos

κ = −n(2p+ 2q + n− 1). Logo,

(1− x2)f ′′(x) + [2q − 2p− (2q + 2p)x]f ′(x) + n(2p+ 2q + n− 1)f(x) = 0. (3.16)

Comparando esta equação com a equação diferencial (2.24) satisfeita pelos polinômios

de Jacobi, elas serão iguais se q =
β + 1

2
e p =

α+ 1

2
.

Logo, tomando esses valores para q e p, do Teorema 2.22 temos que a única solução

polinomial da equação diferencial acima é cP (α,β)
n (x), onde c é constante, ou seja, ω(x) =

cP
(α,β)
n (x).
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Portanto, as coordenadas do ponto de máximo de T1(x) são os zeros de P (α,β)
n (x) e,

como conseqüência disso, o sistema −1 < x1 < x2 < . . . < xn < 1 é único.

Demonstramos, então, o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Sejam p > 0, q > 0 e {xi}n
i=1, −1 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , n, um sistema

de valores para o qual a expressão (3.15) se torna máxima. Então, {xi}n
i=1 são os zeros do

polinômio de Jacobi, P (α,β)
n (x), onde α = 2p− 1 e β = 2q − 1.

Os zeros dos polinômios de Laguerre, L(α)
n (x), e de Hermite, Hn(x), também apresentam

interpretações eletrostáticas semelhantes. É o que veremos a seguir.

3.3.2 Interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios de La-

guerre

A interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios de Laguerre pode ser dada pelo

resultado abaixo.

Teorema 3.3 Consideremos uma carga positiva p fixa no ponto x = 0 e cargas unitárias

nos pontos variáveis x1, x2, . . . , xn do intervalo (0,∞) satisfazendo

n−1(x1 + x2 + · · ·+ xn) ≤ K, (3.17)

onde K é um número positivo pré-determinado. O máximo de

T2(x) =
n∏

k=1

(xk)
p

n∏
i,k=1
i<k

|xk − xi|,

é atingido se, e somente se, os pontos xi, i = 1, 2, . . . , n, são os zeros do polinômio L(α)
n (cx),

onde L(α)
n (x) é o polinômio de Laguerre de grau n, α = 2p− 1 e c = K−1(n+ α).

Demonstração: A existência e a unicidade da posição de máximo são claras. Pelo Teorema

de Weiertrass existe um ponto de máximo, já que T2(x) é uma função contínua num conjunto

compacto.
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Pelo Lema 2.1, na posição de máximo, vale o sinal de igualdade em (3.17). Portanto,

este é um caso particular daquele tratado na seção anterior.

Logo, aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, temos que

∂T2(x)

∂xk

= ρ
∂g1(x)

∂xk

,

onde g1(x) = n−1(x1 + x2 + · · ·+ xn)−K e ρ é um multiplicador apropriado.

Como em (3.12), obtemos
1

2

ω′′(xk)

ω′(xk)
+

p

xk

=
ρ

n

ou, então,

xkω
′′(xk) +

(
2p− 2ρ

n
xk

)
ω′(xk) = 0, k = 1, 2, . . . , n.

Isto significa que

xω′′(x) +

(
2p− 2ρ

n
x

)
ω′(x) = aω(x),

com a é uma constante.

Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os lados da equação

acima, obtemos que a = −2ρ. Então, chegamos à seguinte equação diferencial de 2a ordem

xω′′(x) +

(
2p− 2ρ

n
x

)
ω′(x) + 2ρω(x) = 0. (3.18)

Observe que (3.18) é uma equação de Lamé modificada com

A(x) = x,

B(x) = p,

C(x) = 2ρ,

D(x) = 1/n.

Lembremos que os polinômios de Laguerre, L(α)
n (y), satisfazem à equação diferencial

yz′′(y) + (α+ 1− y)z′(y) + nz(y) = 0, (3.19)

onde z′(y) =
dz(y)

dy
. Se y = cx, onde c é uma constante, obtemos

dz(y(x))

dy
=

1

c

dz(y(x))

dx
e

d2z(y(x))

dy2
=

1

c2
d2z(y(x))

dx2
.
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3.3 Interpretação eletrostática dos zeros de polinômios ortogonais clássicos

Substituindo em (3.19), obtemos

x
d2z(cx)

dx2
+ (α+ 1− cx)

dz(cx)

dx
+ ncz(cx) = 0, z(cx) = L(α)

n (cx).

Portanto, se α = 2p− 1 e c = 2ρn−1, comparando (3.19) com (3.18), concluímos que

ω(x) = cte.L(α)
n (cx).

A constante c pode ser determinada da condição (3.17) quando vale o sinal de igual-

dade. De (2.35), sabemos que a soma dos zeros de L
(α)
n (y) é igual a n(n + α), ou seja,

c(x1 + x2 + · · ·+ xn) = n(n+ α). Logo, de (3.17) obtemos c =
n+ α

K
.

Mas, c =
2ρ

n
e, então, ρ =

n(n+ α)

2K
.

3.3.3 Interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios de Her-

mite

Consideremos, agora, o campo eletrostático formado por n cargas unitárias distribuídas

uniformemente ao longo de fios infinitos que interceptam o eixo real nos pontos variáveis

x1, x2, . . . , xn pertencentes ao intervalo (−∞,∞) e tais que

n−1(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n) ≤M, (3.20)

onde M é um número positivo pré-determinado.

A energia do campo, então, é dada por

L3(x) =
∑

1≤i<k≤n

log
1

|xk − xi|
.

A energia é mínima se, e somente se,

T3(x) =
n∏

i,k=1
i<k

|xk − xi| (3.21)

é máxima.
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3.3 Interpretação eletrostática dos zeros de polinômios ortogonais clássicos

A existência e a unicidade do ponto de máximo são claras. Os correspondentes xi,

i = 1, . . . , n, são distintos entre si. Como no caso anterior, pelo Lema 2.1, no ponto de

máximo vale o sinal de igualdade em (3.20). Portanto, pelo método dos multiplicadores de

Lagrange, se ρ é um multiplicador apropriado, obtemos

∂T3(x)

∂xk

= ρ
∂g2(x)

∂xk

onde g2(x) = n−1(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)−M.

Procedendo como no caso de Laguerre, chegamos que

1

2

ω′′(x)

ω′(x)
=

2ρ

n
xk ou ω′′(xk)−

4ρ

n
xkω

′(xk) = 0, k = 1, 2, . . . , n.

A última equação acima é, então, igual a âω(x), onde â é uma constante. Comparando

os coeficientes de xn, obtemos â = −4ρ e, portanto,

ω′′(x)− 4ρ

n
xω′(x) + 4ρω(x) = 0. (3.22)

Novamente, observe que (3.22) é uma equação de Lamé modificada com

A(x) = 1,

B(x) = 0,

C(x) = 4ρ,

D(x) = 2x/n.

Lembramos que os polinômios de Hermite, Hn(y), satisfazem

z′′(y)− 2yz′(y) + 2nz(y) = 0, onde z′(y) =
dz(y)

dy
.

Fazendo y = ĉx e procedendo como no teorema anterior, chegamos à equação diferencial

ordinária z′′(ĉx)− 2ĉ2xz′(ĉx) + 2nĉ2z(ĉx) = 0, satisfeita por z(ĉx) = Hn(ĉx).

Comparando esta equação com (3.22), concluímos que, se ĉ =

(
2ρ

n

) 1
2

, então ω(x) =

cteHn(ĉx). A constante ĉ pode ser determinada da condição (3.20) tomando-se o sinal de

igualdade. Como, de (2.37),

ĉ2(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n) =

n(n− 1)

2
,
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3.3 Interpretação eletrostática dos zeros de polinômios ortogonais clássicos

de (3.20) obtemos ĉ2(nM) =
n(n− 1)

2
. Logo, ĉ =

(
n− 1

2M

) 1
2

.

Mas, ĉ =

(
2ρ

n

) 1
2

e, então, ρ =
n(n− 1)

4M
. Demonstramos, então, o seguinte teo-

rema.

Teorema 3.4 Consideraremos n cargas unitárias nos pontos variáveis x1, x2, . . . , xn perten-

centes ao intervalo (−∞,∞) e satisfazendo

n−1(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n) ≤M,

onde M é um número positivo pré-determinado. Então, o máximo de (3.21) é atingido se, e

somente se, xi, i = 1, 2, . . . , n, são os zeros do polinômio Hn(ĉx), onde Hn(x) é o polinômio

de Hermite e ĉ =

(
n− 1

2M

) 1
2

.

64



Capítulo 4

Interpretação eletrostática dos zeros dos

polinômios de Laurent ortogonais

Neste capítulo, estudaremos a interpretação eletrostática dos zeros dos L-polinômios or-

togonais. Para isso, uma relação entre os polinômios ortogonais simétricos e os L-polinômios

ortogonais será apresentada.

4.1 Relação entre os polinômios ortogonais simétricos e

os L-polinômios ortogonais

Sri Ranga em [20] demonstrou um criativo modo de se obter seqüências de L-polinômios

ortogonais, através de uma mudança de variáveis em uma seqüência {P̂n(x)} de polinômios

ortogonais mônicos com relação a uma função peso par num intervalo simétrico (−d, d). É o

que mostraremos a seguir.

Seja Y (n) o espaço de todos os polinômios reais mônicos, pn(x), de grau n que satisfa-

zem à propriedade pn(x) = (−1)npn(−x). Consideremos, ainda, o espaço de todos polinômios

reais mônicos, qn(t), de grau n que satisfazem à propriedade de simetria qn(t) =
tnqn(β2/t)

(−β)n

e que denotaremos por Z(n; β).

Suponhamos que ω(x) seja uma função peso par em (−d, d), 0 < d ≤ ∞, isto é,
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4.1 Relação entre os polinômios ortogonais simétricos e os L-polinômios ortogonais

ω(x) = ω(−x). Logo, pelo Teorema 2.20, os polinômios ortogonais mônicos associados a

ω(x), P̂n(x), pertencem a Y (n), n ≥ 0. Consideremos, agora, ν(t) uma função peso forte

definida em (β2/b, b), 0 < β < b ≤ ∞, satisfazendo

√
t ν(t) =

√
β2/t ν(β2/t).

Podemos facilmente mostrar que os polinômios similares aos ortogonais Bn(t), n ≥ 0,

associados a ν(t) em (β2/b, b) são tais que Bn(t) ∈ Z(n; β).

Tomemos, agora, α > 0 e β > 0. O teorema abaixo fornece uma condição necessária e

suficiente para que os polinômios pn(x) ∈ Y (n) sejam ortogonais em (−d, d) com relação a

ω(x).

Teorema 4.1 Seja a seqüência de polinômios {pn(x)}∞n=0, tal que pn(x) ∈ Y (n). Então,

pn(x) = P̂n(x), n ≥ 0,

se, e somente se,∫ d

−d

{√
αx2 + β +

√
αx
}−(n−1)+2s pn(x)√

αx2 + β
ω(x)dx = 0, 0 ≤ s ≤ n− 1. (4.1)

Demonstração: Como {
√
αx2 + β+

√
αx}−1 = {

√
αx2 + β−

√
αx}/β, (4.1) é equivalente

a ∫ d

−d

{√
αx2 + β ±

√
αx
}2l p2m+1(x)√

αx2 + β
ω(x)dx = 0

e ∫ d

−d

{√
αx2 + β ±

√
αx
}2l+1 p2m+2(x)√

αx2 + β
ω(x)dx = 0,

para l = 0, 1, . . . ,m e m ≥ 0.

Mas, {√
αx2 + β ±

√
αx
}k

=
k∑

i=0

(
k

i

)(√
αx2 + β

)k−i (
±
√
αx
)i
,

para k ∈ N.
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4.1 Relação entre os polinômios ortogonais simétricos e os L-polinômios ortogonais

Logo, usando a propriedade de simétria de pn(x), as integrais anteriores podem ser

escritas, respectivamente, como∫ d

−d

[
l−1∑
r=0

(
2l

2r + 1

)
{αx2 + β}l−r−1{±

√
αx}2r+1

]
p2m+1(x)ω(x)dx = 0

e ∫ d

−d

[
l∑

r=0

(
2l + 1

2r

)
{αx2 + β}l−r{±

√
αx}2r

]
p2m+2(x)ω(x)dx = 0,

(4.2)

para l = 0, 1, . . . ,m e m ≥ 0.

Agora, se pn(x) = P̂n(x) para n ≥ 0, então (4.2) deve valer, pois P̂n(x) é ortogonal a

todos os polinômios de grau menor ou igual a n.

Reciprocamente, se (4.2) vale, então p2m+1(x) é ortogonal aos polinômios ímpares

l−1∑
r=0

(
2l

2r + 1

)
{αx2 + β}l−r−1{

√
αx}2r+1,

de grau precisamente 2l − 1, para l = 0, 1, . . . ,m. Como esses polinômios formam uma

base para todos os polinômios ímpares de grau menor ou igual a 2m− 1, p2m+1(x) deve ser

ortogonal a todos polinômios ímpares de grau menor ou igual a 2m − 1. Portanto, como

p2m+1(x) é mônico e, também, ímpar, obtemos p2m+1(x) = P̂2m+1(x). De modo análogo,

mostramos que p2m(x) = P̂2m(x) e a demonstração do teorema está completa.

Consideremos, agora, a transformação

t(x) =
{√

αx2 + β +
√
αx
}2

, x ∈ (−∞,∞),

que representa uma correspondência biunívoca entre (−∞,∞) e (0,∞). A inversa de t(x) é

dada por

x(t) =
1

2
√
α

(√
t− β√

t

)
, t ∈ (0,∞). (4.3)

Se x = d corresponde a t = b, isto é,
√
b =

√
αd2 + β +

√
αd, então é fácil ver que

x = −d corresponde a t = β2/b. Temos, assim, o seguinte resultado.
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4.1 Relação entre os polinômios ortogonais simétricos e os L-polinômios ortogonais

Teorema 4.2 Considere a transformação x(t) dada em (4.3). Sejam p(x) e q(x) polinômios

mônicos satisfazendo q(t) = (2
√
αt)np(x(t)). Então,

p(x) ∈ Y (n) ⇔ q(t) ∈ Z(n; β).

Demonstração: Já que x(β2/t) = −x(t), segue que

tnq(β2/t)

(−β)n
=

tn

(−β)n

(
2

√
αβ2

t

)n

p(−x(t)) = (−1)n(2
√
αt)np(−x(t)).

Portanto, p(x) = (−1)np(−x) se, e somente se, q(t) = tnq(β2/t)/(−β)n. Assim, pre-

cisamos mostrar que se p(x) é um polinômio mônico de grau n, então q(t) também é, e

vice-versa.

Observe que se q(t) =
n∑

i=0

bit
i, onde bn = 1, então, podemos escrever

q(t) =



n∑
i=bn+1

2
c

[bit
i + bn−it

n−i], se n é impar

n∑
i=bn+1

2
c

[bit
i + bn−it

n−i]− bbn+1
2
ct
bn+1

2
c, se n é par

.

Se q(t) ∈ Z(n; β), então bn−i = (−β)2i−nbi. Logo,

q(t) =



n∑
i=bn+1

2
c

bi[t
i + (−β)2i−ntn−i], se n é impar

n∑
i=bn+1

2
c

bi[t
i + (−β)2i−ntn−i]− bbn+1

2
ct
bn+1

2
c, se n é par

.

Mas, para i = b(n+ 1)/2c, . . . , n[
2
√
αt(x)

]−n

bi{[t(x)]i + (−β)2i−n[t(x)]n−i}

=
[
2
√
α
]−n

bi{[
√
t(x)]2i−n + (−β)2i−n[

√
t(x)]n−2i}

=
[
2
√
α
]2(i−n)

bi

(
1

2
√
α

)2i−n
{

[
√
t(x)]2i−n + (

−β√
t(x)

)2i−n

}
= (4α)i−nbix

2i−n + r(x),
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4.1 Relação entre os polinômios ortogonais simétricos e os L-polinômios ortogonais

onde r(x) é um polinômio de grau menor que 2i − n. Como p(x) = [2
√
αt(x)]−nq(t(x)),

chegamos ao resultado desejado.

Por outro lado, se p(x) ∈ Y (n), então, para n = 2m, podemos escrever p(x) =∑m
i=0 a2ix

2i, onde a2m = 1. Portanto, (2
√
αt)2ma2i[x(t)]

2i é o polinômio

(4α)m−ia2it
m−i(t− β)2i,

para i = 0, 1, . . . ,m.Analogamente, para n = 2m+1, podemos escrever p(x) =
∑m

i=0 a2i+1x
2i+1,

onde a2m+1 = 1. Portanto, (2
√
αt)2m+1a2i+1[x(t)]

2i+1 é o polinômio

(4α)m−ia2i+1t
m−i(t− β)2i+1,

para i = 0, 1, . . . ,m.

Veremos, agora, um resultado que relaciona as funções peso.

Teorema 4.3 Sejam b e d tais que
√
b =

√
αd2 + β +

√
αd e

V (t) = At−1/2W (x(t)),

onde A é uma constante positiva. Então, W (x) é uma função peso em (−d, d) tal que W (x) =

W (−x) se, e somente se, V (t) é uma função peso forte em (β2/b, b) tal que
√
t V (t) =√

β2/t V (β2/t).

Demonstração: Podemos verificar facilmente que W (x) é positiva e satisfaz W (x) =

W (−x) em (−d, d) se, e somente se, V (t) é positiva e satisfaz
√
t V (t) =

√
β2/t V (β2/t) em

(β2/b, b).

Portanto, precisamos apenas mostrar que se os momentos (incluindo os negativos para

V (t)) existem e são finitos para uma das funções peso, o mesmo é verdadeiro para a outra.
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4.1 Relação entre os polinômios ortogonais simétricos e os L-polinômios ortogonais

Temos que∫ b

β2/b

tiV (t)dt =

∫ d

−d

{√
αx2 + β +

√
αx
}2i

A
{√

αx2 + β +
√
αx
}−1

2
{√

αx2 + β +
√
αx
}

×

{
2αx√
αx2 + β

+
√
α

}
W (x)dx

= 2A

∫ d

−d

{√
αx2 + β +

√
αx
}2i
{
αx+

√
αx2 + β

√
α√

αx2 + β
W (x)dx

}

= 2A
√
α

∫ d

−d

{√
αx2 + β +

√
αx
}2i+1 W (x)√

αx2 + β
dx.

Mas, se i ∈ Z,

{
√
αx2 + β +

√
αx}2i+1√

αx2 + β
=



i∑
j=0

(
i

j

)
(αx2 + β)i−j(αx2)j, se i ≥ 0,

|i|−1∑
j=0

(
|i| − 1

j

)
(αx2 + β)|i|−1−j(αx2)j, se i ≤ −1.

Como W (x) = W (−x), então∫ b

β2/b

tiV (t)dt =

∫ d

−d

Si(x)W (x)dx,

onde Si(x) é um polinômio par de grau exatamente 2i para i ≥ 0 e é um polinômio par de

grau exatamente |2i| − 2 para i ≤ −1. Como os monômios x2i podem ser expressos como

combinação linear dos polinômios Si(x), e vice-versa, o teorema está demonstrado.

Apresentaremos, agora, a relação entre os polinômios ortogonais simétricos e os

L-polinômios ortogonais.

Teorema 4.4 Sejam W (x) e V (t) um par de funções peso dadas pelo Teorema 4.3 Então,

para n ≥ 0,

Bn(t) = (2
√
αt)nP̂n(x(t)).
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4.2 Interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios de Gegenbauer-Laurent

Demonstração: Pelos Teorema 4.1 e 4.3, segue que∫ b

β2/b

t−n+s(2
√
αt)nP̂n(x(t))V (t)dt =

∫ d

−d

{√
αx2 + β +

√
αx
}−n+2s

A(2
√
α)n

× 1√
αx2 + β +

√
αx

P̂n(x(t))

×2
{√

αx2 + β +
√
αx
}2√

α
W (x)dx√
αx2 + β

= 2A
√
α(2

√
α)n

∫ d

−d

{√
αx2 + β +

√
αx
}−(n−1)+2s

× P̂n(x(t))√
αx2 + β

W (x)dx = 0, 0 ≤ s ≤ n− 1.

Portanto, de (2.41) e do Teorema 4.2, o resultado do teorema segue imediatamente.

4.2 Interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios

de Gegenbauer-Laurent

Considere os polinômios de Gegenbauer (ultrasféricos) clássicos, C(λ)
n (x), ortogonais em

[−1, 1] com relação à função peso (1− t2)λ−1/2. Como vimos na seção anterior, os polinômios

B(λ)
n (t) = C(λ)

n (x(t))(2
√
αt)n, (4.4)

onde x(t) é dado em (4.3), são L-polinômios ortogonais com relação à função peso forte

ν(t) = t−λ(b − t)λ−1/2(t − a)λ−1/2 no intervalo (a, b), 0 < a < b, onde a = β2/b e 2
√
α =

√
b−

√
a. A função peso ν(t) é facilmente obtida do Teorema 4.3.

Temos, ainda, que

(1− x2) =
(b− t)(t− a)

(
√
b−

√
a)2t

,

dx(t)

dt
=

1√
b−

√
a

(
t+

√
ab

2t
√
t

)
,

d2x(t)

dt2
=

−1√
b−

√
a

(
3
√
ab+ t

4t2
√
t

)
.
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4.2 Interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios de Gegenbauer-Laurent

Considerando z(t) = B
(λ)
n (t) e y(x) = C

(λ)
n (x), de (4.4) obtemos

z′(t) = (
√
b−

√
a)n d

dt
[y(x)tn/2] = (

√
b−

√
a)n

[
y′(x)

dx(t)

dt
tn/2 + y(x)

ntn/2

2t

]
= (

√
b−

√
a)ntn/2dx(t)

dt
y′(x) +

n

2t
z(t).

Daí,

y′(x) = (
√
b−

√
a)−nt−n/2(

√
b−

√
a)

(
2t
√
t

t+
√
ab

)[
z′(t)− n

2t
z(t)

]
. (4.5)

Como

z′′(t) = (
√
b−

√
a)ntn/2

[
y′′(x)

(
dx

dt

)2

+

(
n

t

dx

dt
+
d2x

dt2

)
y′(x) +

(
n2

4t2
− n

2t2

)
y(x)

]
,

de (4.5) concluímos que

y′′(x) = (
√
b−

√
a)−nt−n/2(

√
b−

√
a)2

(
2t
√
t

t+
√
ab

)2
{
z′′(t)−

[
2n(t+

√
ab)− (3

√
ab+ t)

2t(t+
√
ab)

]

×
(
z′(t)− n

2t
z(t)

)
−
(
n2

4t2
− n

2t2

)
z(t)

}
. (4.6)

Substituindo (4.3), (4.5) e (4.6) em (2.33), isto é, na equação diferêncial satisfeita pelos

polinômios de Gegenbauer e, em seguida, multiplicando por [(t+
√
ab)3(

√
b−
√
a)−nt−n/2]/(2t),

obtemos a equação diferencial

A(t)z′′(t) + 2B(t)z′(t) + C(t)z(t) = 0,

com

A(t) = 2t(b− t)(t− a)(t+
√
ab),

B(t) = (n− λ− 1)t3 −
[
(n− 1/2)(a+ b)− (n− λ− 2)

√
ab
]
t2

−
[
(n− 3/2)(a+ b)

√
ab− (n+ λ)ab

]
t+ (n+ λ− 1)(ab)3/2,

C(t) = 2λnt2 + n
[
(n+ 4λ+ 1)

√
ab+ (n+ 1)(a+ b)/2

]
t

+n(n+ 2λ− 1)ab+ n(n− 1)(a+ b)
√
ab/2.

72
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A decomposição em frações parciais de B(t)/A(t) é dada por

B(t)

A(t)
=

2λ+ 1

4

1

t− a
+

2λ+ 1

4

1

t− b
− n+ λ− 1

2

1

t
− 1

2

1

t+
√
ab
.

Do Teorema 1.1 a) obtemos, imediatamente, o resultado a seguir.

Teorema 4.5 Considere o campo eletrostático que obedece à lei do potencial logarítmico e é

gerado por duas cargas positivas de mesmo valor
2λ+ 1

4
nos pontos a e b, 0 < a < b, e cargas

negativas −1/2 no ponto −
√
ab e −(n+λ−1)/2 na origem. Então, os zeros do polinômio de

Gegenbauer-Laurent, B(λ)
n (t), são os únicos pontos de equilíbrio de n cargas unitárias móveis

em (a, b).

As duas cargas negativas, uma em −
√
ab e a outra na origem, estão, ambas, à esquerda

do intervalo [a, b] e atraem os zeros de B(λ)
n (t). Isto significa que os zeros estão mais concen-

trados perto de a do que de b e sua distribuição assintótica não é uma distribuição arcsen em

[a, b]. De fato, Sri Ranga [20] demonstrou que os zeros de B(λ)
n (t) são simétricos com relação

a
√
ab no seguinte sentido: se tk é um zero de B(λ)

n (t), então ab/tk é também um zero.

4.3 Interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios

de Hermite-Laurent

Lembremos que os polinômios de Hermite, Hn(x), são ortogonais em (−∞,∞) com

relação à função peso ω(x) = e−x2
. Então, os polinômios

BH
n (t) = Hn(x(t))(2

√
αt)n (4.7)

são L-polinômios ortogonais em (0,∞), com relação à função peso forte

ν(t) = t−1/2exp

(
−(t+ β2/t)

4α

)
. A função peso ν(t) também pode facilmente ser obtida

do Teorema 4.3.

Vamos considerar, aqui, idéia similar à usada por Dimitov e Van Assche em [6] para o

estudo da interpretação eletrostática dos zeros dos polinômios de Gegenbauer-Laurent, que

apresentamos na seção anterior.
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Consideremos z(t) = BH
n (t) e y(x) = Hn(x). De (4.7), concluimos que

z′(t) = (2
√
αt)ndx(t)

dt
y′(x) +

n

2t
z(t).

Daí, utilizando a transformação (4.3), temos que

y′(x) = (2
√
αt)−n2(

√
α)

(
2t
√
t

t+ β

)[
z′(t)− n

2t
z(t)

]
. (4.8)

Como

z′′(t) = (2
√
αt)n

[
y′′(x)

(
dx

dt

)2

+

(
n

t

dx

dt
+
d2x

dt2

)
y′(x) +

(
n2

4t2
− n

2t2

)
y(x)

]
,

de (4.8) e (4.3), obtemos

y′′(x) = (2
√
αt)−n(2

√
α)2

(
2t
√
t

t+ β

)2
{
z′′(t)−

[
2n(t+ β)− (3β + t)

2t(t+ β)

]

×
(
z′(t)− n

2t
z(t)

)
−
(
n2

4t2
− n

2t2

)
z(t)

}
. (4.9)

Substituindo (4.3), (4.8) e (4.9) na equação diferencial de 2a ordem (2.38) satisfeita

pelos polinômios de Hermite e, em seguida, multiplicando por (2
√
αt)n(t+β)3/4t, concluímos

que z(t) = BH
n (t) é solução da equação diferencial de Lamé modificada

A(t)z′′(t) + 2
{
B(t)− n

2
D(t)

}
z′(t) + C(t)z(t) = 0,

onde

A(t) = 4αt2(t+ β),

B(t) = −(2n− 1)αt2 − (2n− 3)αβt,

C(t) = nt2 + n(nα + α+ 2β)t+ nβ
[
α(n− 1) + β

]
,

D(t) = n−1(t3 + βt2 − β2t− β3).

A decomposição de B(t)/A(t) em frações parciais é dada por

B(t)

A(t)
= −

(
2n− 3

4

)
1

t
− 1

2

1

t+ β
.

Aplicando, agora, a transformação (4.3) à restrição (3.20), pelo Teorema 1.2 obtemos

o seguinte resultado.
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Teorema 4.6 Considere o campo eletrostático que obedece à lei do potencial logarítmico e

é gerado por duas cargas negativas, −
(

2n− 3

4

)
em 0 e −1

2
em −β, β > 0, e n cargas

unitárias livres nos pontos 0 < t1 < . . . < tn <∞, sujeitos à restrição

1

4αn

n∑
k=1

(
tk +

β2

tk

)
= N, α > 0.

Então, o ponto t = (t1, . . . , tn), onde tk, k = 1, . . . , n, são os zeros do polinômio de Hermite-

Laurent, BH
n (t), é o ponto de mínimo local para a energia do campo acima descrito.

Como no caso dos polinômios de Gegenbauer-Laurent, aqui, também, as duas cargas

negativas, uma em −β e outra na origem, atraem os zeros de BH
n (t), que são simétricos com

relação a β, isto é, se tk é zero de BH
n (t), então β2/tk é também um zero. Isto significa que

os zeros estão mais concentrados perto da origem.
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