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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar um problema de eletrostatica geral que en-
volve ambos, um campo externo e restrigoes sobre cargas livres. Foram fornecidas condigoes
necessarias e suficientes para o minimo da energia em termos de solugoes polinomiais de uma
equacao diferencial de Lamé modificada. Além disso, foram dadas novas demonstragoes, mais
simples, de resultados classicos de Stieltjes e Szegs. Finalmente, foi obtida uma interpretacao

eletrostatica para os zeros dos polindmios comumente chamados de Hermite-Laurent.

Palavras-chave: Polindmios ortogonais, zeros de polinomios, interpretagao eletrostética.
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Abstract

A general electrostatic problem which involves both an external field and restrictions
on the free charges is studied. Necessary and sufficient conditions for the minimum of
the energy are furnished in terms of polynomial solutions of a modified Lamé differential
equation. New simplified proofs of classical results of Sitieltjes and Szegd are given. An

electrostatic interpretation of the so-called Hermite-Laurent polynomials is obtained.

Keywords: Orthogonal polynomials, zeros of polynomials, electrostatic interpretation.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de polindmios ortogonais tem vasta aplicacao em todos os tipos de problemas
da Matematica Pura e das Ciéncias Aplicadas. FEsses polinomios sao ferramentas essen-
ciais para a solucao de muitos problemas e vém contribuindo nos estudos relacionados a
Equacgoes Diferenciais, Fracoes Continuas, Estabilidade Numeérica, Algoritmos Rapidos e
Super-rapidos, com aplicacoes que abrangem da Teoria dos Numeros a Teoria da Aproxima-
¢ao, da Combinatoria a Representagao de Grupos, da Mecanica Quantica a Fisica Estatistica
e da Teoria de Sistemas a Processamento de Sinais.

Historicamente, a primeira contribui¢ao que revelou a importancia dos polindémios or-

togonais foi o resultado de 1812 de Gauss, que afirma que a tnica formula de quadratura da

forma
b n
[ @i =Y (o),
a k=1
que ¢é exata para polinéomios de grau 2n — 1, tem, como noés i, Ts,...,T,, 0S zeros do

polinémio de grau n que é ortogonal em (a,b) com relagdo a fungao peso u(x). Portanto,
nesses ultimos dois séculos, a localizagao precisa dos zeros desses polinomios tem desafiado
a curiosidade de varios célebres matematicos.

Um outro motivo para o interesse nos zeros dos polindémios ortogonais classicos é que
eles admitem uma bela interpretacao eletrostatica. Descreveremos brevemente esta inter-

pretagao para os zeros do polinomio de Jacobi, ped (). Lembremos que os polinomios de
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Jacobi sdo ortogonais em [—1, 1] com relagao a fungao peso (1 — z)%(1 + x)”.

Consideremos o seguinte campo elétrico no intervalo [—1,1]. Sejam «a,5 > —1 e
tomemos duas cargas fixas com forgas (o + 1)/2 e (8 + 1)/2 localizadas em 1 e —1, res-
pectivamente. Suponhamos que existam n cargas unitarias livres localizadas no intervalo
(—1,1). Consideremos o campo elétrico que obedece a lei do potencial logaritmico. Do
ponto de vista da eletrostatica, isto significa que as cargas estao distribuidas ao longo de
fios infinitos, perpendiculares a reta real. Portanto, se as cargas livres estao localizadas em

x1,...,T,, aenergia do campo é dada por

n

Li(xy,...,2,) = Z ((a+1)/210gﬁ+ (ﬁ—i—l)/?logﬁ)—l— Z log;

k=1 1<i<k<n ok — il

A tnica posicao das cargas para a qual a energia atinge o minimo global é quando x4, ..., z,

coincidem com os zeros de Pi*") (x). Esta fascinante interpretagao deve-se a Stieltjes |21,

22, 23| que demonstrou que a energia do campo tem minimo local nos zeros do polinémio

de Jacobi de grau n. Szegé [24, Se¢ao 6.7] demonstrou que, de fato, a energia tem um tnico
minimo, estabelecendo desta forma a estabilidade do equilibrio.

A beleza deste resultado inspirou Stieltjes a estudar uma generalizacao natural: dadas

m + 1 cargas positivas r; fixas em a;, 0 < j < m, com ay < ... < @, determinar todas as

posigoes de equilibrio possiveis de n cargas livres pertencentes ao intervalo (ag, a,,). Nesse

caso, a energia do campo é dada por

L(zy,...,x,) =) 1; )y log— + log ———. (1.1)
jZO ’ o el 1§z‘<zk§n o — il

Surpreendentemente, este problema esté fortemente relacionado a questao da caracte-

rizagao das solugoes polinomiais da equagao diferencial
A(z)y"(z) + 2B(x)y (z) + C(x)y(x) = 0, (1.2)

onde A(z) = (z —ap) - -+ (x — an), B(x) e C(x) s@o polindmios de grau m e m — 1, respecti-

vamente, e

B(x) <~ 1
A0 _Zx_aj. (1.3)

Jj=0

2
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A equagao (1.2) é conhecida como equagao de Lamé na forma algébrica. Heine [9]
provou que, dados A(x) e B(z), existem, no maximo, (n 4+ m — 1)!/(n!(m — 1)!) polinomios
C(z) tais que, para cada um deles, (1.2) tem solugao polinomial y(z) de grau n. Stieltjes
mostrou que héa exatamente (n +m — 1)!/(n!(m — 1)!) polinomios C(x) tais que, para cada
um deles, existe uma solugao polinomial y(z) de grau n para a equacao de Lamé que tem
somente zeros reais. Além disso, Stieltjes demonstrou que cada caso corresponde a uma
distribuigao das n cargas livres nos m intervalos (a;_1,a;), j = 1,...,m. Este resultado é
conhecido como Teorema de Heine-Stieltjes [24, Teorema 6.8]. O polindomio C'(z) é chamado
de Van Vleck e o correspondente polinomio y(z), que é solugao de (1.2), é chamado polinémio
de Stieltjes. Van Vleck [27] foi o primeiro a demonstrar que os zeros de C(z) pertencem
ao intervalo (ag,a,,). Devido a sua beleza, o problema da interpretacao eletrostética de
zeros de polinémios continuou a desafiar a atengdo de mateméticos famosos. Klein [13],
Bocher [4] e Polya [17] provaram que, se a; € C, j = 0,...,m, os zeros dos polinémios
de Stieltjes pertencem ao fecho convexo de ay,...,a, desde que os coeficientes r; sejam
positivos. Marden [15] mostrou este resultado sob exigéncias mais fracas. Ele permitiu que
os coeficientes r; fossem nimeros complexos com partes reais positivas. Alam [1] estendeu o
resultado de Marden. O Capitulo 2.9 da monografia de Marden [16] contém informagoes mais
detalhadas sobre a equagao de Lamé e nos referimos aos artigos [26, 25| para a sua conexao
com a eletrostatica dos zeros de polindmios ortogonais. Em um artigo recente, Griinbaum [7]
forneceu uma interpretagao eletrostatica para os zeros dos polindémios de Koornwinder-Krall
e Ismail [10] mostrou que os zeros de uma classe geral de polindémios ortogonais sdo pontos
de equilibrio tinico em um campo eletrostatico e calculou a energia deste campo. Griinbaum
[8] estabeleceu um resultado sobre a eletrostatica dos zeros de polinomios obtidos dos de
Jacobi através de aplicagoes repetidas da transformada de Darboux.

E muito interessante observar que, apesar deste grande ntmero de contribuicoes de
famosos matemaéticos, o problema eletrostiatico que envolve, ao mesmo tempo, cargas fixas
negativas e positivas nao foi tratado na literatura. Em particular, a unicidade do polinémio
de Van Vleck (ou a unicidade da posi¢ao de equilibrio) nunca foi obtida neste caso. Cargas

negativas apareceram, pela primeira vez, no artigo de Griinbaum [7], artigo este que trata
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de um problema que envolve duas cargas negativas entre duas positivas fixas. Infelizmente,
ele nao demonstra a unicidade e, de fato, o resultado até pode ser considerado errado visto
que as posicoes finais das cargas livres dependem de suas posicoes iniciais.

Dimitrov e Van Assche [6] foram os primeiros a demonstrar a unicidade dos polindmios
de Van Vleck que envolvem, ao mesmo tempo, coeficientes r; negativos e positivos, o que
implica na existéncia e unicidade da solugao y(x) da equagao diferencial (1.2), ou seja, do
polindmio de Stieltjes. Este resultado é equivalente a existéncia e unicidade do minimo da
energia na presenca de cargas fixas negativas e positivas simultaneamente.

O resultado de Dimitrov e Van Assche [6] pode ser formulado como segue:

Teorema 1.1 Sejam A(z) = (x —ap)(x —a1)(x —az)(x —a3), ag < ... < as, um polindmio
de grau quatro e B(x) um polinémio cibico para as quais os coeficientes r;_1 e rj, na decom-

posicao em fragoes parciais (1.3), sdo positivos e os dois coeficientes restantes sao negativos.

Se

a) a seqiiéncia ro,r1,79,73 admite somente uma mudancga de sinal, isto €, se j = 1 ou
J =3,
ou
b) paran > 1 — (ro +r1 + re + r3), a seqiéncia ro,71,72,73 admite duas mudangas de

sinal, isto €, se rg < 0,11 >0, 7y >0 erz <0,

entio existe um unico par (C(z),y(z)), com C(x) um polinémio de grau dois e

y(z) = (x —x1) -+ (x — ) uma solugao de (1.2), tal que aj_1 <z < ... <z, < aj.

Um outro resultado demonstrado por eles, e que segue imediatamente do teorema
acima, é que os zeros dos polindmios de Gegenbauer-Laurent sao os tnicos pontos de equi-
librio do campo gerado por duas cargas positivas de mesmo valor (2\ 4 1)/4 nos pontos a e
b, 0 < a < b, e cargas negativas —1/2 no ponto —vab e —(n 4+ X — 1)/2 na origem.

Estimulados pelo trabalho de Dimitrov e Van Assche [6], nesta dissertagao discutiremos
o problema da interpretacao eletrostatica do campo gerado, tanto por cargas positivas como

negativas, porém na presenca de restrigoes.
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Uma exigéncia natural para a localizagao das cargas livres é que elas pertencam ao

simplex

(1]

S
= ﬂ{ajk S Tpyy <o Ty =1 < Qg1 = T T 1 > O}’
k=1

onde 1 = p11 < pg < ...ps < pst1 —1 = n e s é o namero de intervalos [aj, , aj,+1] com
cargas positivas rj, e 7j, 41 nos pontos extremos.

Como observaremos mais adiante, existem casos em que o campo eletrostatico nao é
gerado por energia externa, isto é, nao hé cargas fixas. Nestes casos, por = entenderemos o

conjunto

— 0 < < T2 < ... <Xy <O0.

Em varias situagoes, as cargas livres estao sujeitas a certas restrigoes da forma R(x) =
R(zq,...,z,) =0, que definem um compacto 2 em R". Uma exigéncia natural para ) e que
iremos adotar daqui em diante, é que =N # . Neste trabalho, consideraremos fungées R(x)

que satisfazem as seguintes propriedades:

1. R(z) é uma fungao simétrica com relagao as variaveis xy, . .., Ty, isto &, R(z1,...,x,) =
R(zj,,...,x;,), onde (j1,...,j,) € uma permutacao qualquer de {1,...,n};
OR(x O’R(x
2. L nao depende de (z1,...,2Zk_1,Tks1,---,Zn), OU SEja, A =0, Vi # j;
axk 837@81']
OR(x)

3. D(xy) = A(xy) ¢ um polinomio de grau p em xy.

8xk
Consideremos, agora, o campo eletrostatico, que obedece a lei do potencial logaritmico,
descrito a seguir. Cargas r; sao distribuidas uniformemente ao longo de retas perpendiculares
ao eixo real e que a interceptam nos pontos a;, j = 0, 1,..., m. Além disso, n cargas unitarias
moveis sao, também, uniformemente distribuidas ao longo de retas perpendiculares ao eixo
real que passam pelos pontos 1, . .., x, sujeitos a restricao R(z1,...,x,) = 0.

Nossa contribuicao pode ser dada pelo seguinte resultado:

Teorema 1.2 Considere o campo elétrico descrito acima com a energia definida por (1.1).

Seja x = (x1,...,x,), tal que R(x) = 0, um ponto de minimo local de L(x) em =Z. Entao,
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existem um polinomio C(x), cujo grau nao excede max{m — 1,p — 1}, e uma constante p,

tais que o polinomio y(x) = (x — 1) -+ (x — x,) € solugdo da equagdo de Lamé modificada
A(z)y"(x) +2{B(x) — pD(x)}y'(x) + C(z)y(x) = 0. (1.4)

Reciprocamente: a) Sejam um polinémio C(x) de grau menor ou igual a max{m —1,p — 1}
e uma constante p tais que (1.4) possui uma solu¢ao polinomial y(x) = (x —x1) -+ (x — ),

cujos zeros pertencem a = e satisfazem R(x) = 0. Entao,

OL(z) _ OR@) _ o y_19. n
8$k 8a:k

onde x = (z1,...,x,) € o vetor formado pelos zeros de y(x).
b) Ezistem um polinomio C(z) e uma constante p para os quais (1.4) possui uma solugdo
polinomial y(z) = (x —m1) -+ (x —my), cujos zeros sao as coordenadas de = (M1, .., M),

que € um ponto de minimo global da energia em Z N Q.

Como conseqiiéncia deste resultado, mostramos que os zeros do chamado polinémio
de Hermite-Laurent de grau n sao as coordenadas do ponto extremo da energia do campo

gerado por duas cargas negativas fixas, —(2n — 3)/4 na origem e —1/2 no ponto —f3, 5 > 0,

n
e n cargas unitarias livres nos pontos x1, ..., x, sujeito a restricao Ton Z (xk + x_:) =N,
a > 0. Este estudo serda mostrado em detalhes no Capitulo 4. Acreditallilzols que esta posicao
de minimo seja, também, a posicao de minimo global, estabelecendo, com isso, a unicidade
do problema.

Organizamos, entao, esta dissertacao da seguinte forma.

Capitulo 2 - Resultados preliminares - Contém pré-requisitos matematicos que neces-
sitaremos no decorrer do trabalho.

Capitulo 3 - Eletrostdtica e zeros de polinémios - E o principal capitulo de nosso tra-
balho, onde estudamos a interpretacao eletrostatica do campo gerado por cargas fixas nega-
tivas e positivas. Neste capitulo, também mostramos nossa contribui¢ao para o estudo da

interpretacao eletrostatica na presencga de restrigoes e apresentamos, na tultima segao, essa

interpretacao para os zeros dos polindmios ortogonais cléssicos.
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Capitulo 4 - Interpretacao eletrostdtica dos zeros dos polindmios de Laurent ortogo-
nats - Estudamos, neste capitulo, a relacao entre os polinomios ortogonais simétricos e os
L-polindémios ortogonais. Com isso, chegamos a uma interpretacao eletrostética para os zeros
desses polindmios.

Finalmente, relacionamos, nas Referéncias Bibliogrdficas, os livros e artigos por nos

consultados e/ou citados.



Capitulo 2

Resultados preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados bésicos da Anéalise Matematica, pré-
requisitos essenciais ao desenvolvimento do trabalho. Muitos resultados serao considerados

sem demonstracao e podem ser encontrados nos textos classicos sobre o assunto.

2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Nesta secao, abordaremos a teoria dos multiplicadores de Lagrange por ser de grande
importancia na analise da interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios. A maioria dos

resultados aqui apresentados pode ser encontrada em [3], assim como suas demonstragoes.

2.1.1 Derivadas

Definigao 2.1 Seja f : R" — R uma fung¢ao. Considere x € R™ fixo e a expressao

oy £ (@ 00) — ()
a—0 o

onde e; € o i-ésimo vetor unitdrio (todas as coordenadas sao 0, exceto a i-ésima, que € 1).

Se o limite acima existe, ele € chamado de derivada parcial de f no ponto x com relagao
of ()
(91:1-

a 1-éstma coordenada e € denotado por ou V;f(x) (x; denota a i-ésima coordenada

do vetor x).
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Se todas as derivadas parciais existem, o gradiente de f em x é definido como

of (x)
8.771

Vi(x)= :

of (x)

ox,

Definicao 2.2 Seja y € R". Definimos a derivada direcional de f na dire¢cao y como

a—0t «

se esse limite existe.

Das definigoes acima, podemos concluir se f'(x; e;) = —f'(x; —e;), entao f'(x; ;) =
0f (z)
(9.731- '

Se todas as derivadas direcionais de f em um vetor z existem e f'(x; y) é uma funcdo

linear de y, dizemos que f é diferenciavel em x. Este tipo de derivada é também chamada
derivada de Gateaux. Observe que f é diferenciavel em x se, e somente se, o gradiente

V f(x) existe e satisfaz y'V f(x) = f'(x; y) para algum y € R".

Definicao 2.3 Se f ¢ diferencidvel em um conjunto aberto S e o gradiente V f(x) é uma

fungao continua em x, entao [ € continuamente diferencidvel em S.

Tomemos, agora, uma funcao f : R™ — R"™ de valores vetoriais, ou seja, se
x=(21,...,2,) €R",
f(@) = (fi(@), ..., fm()).
Defini¢ao 2.4 Uma fungao f : R* — R™ ¢ diferencidvel (continuamente diferencidvel) se

cada componente f; de f € diferencidvel (continuamente diferencidvel).

A matriz gradiente de f, que denotaremos por V f(x), é a matriz n X m cuja i-ésima

coluna ¢é o gradiente de f;, V f;(x). Assim,

ofi(x) ()

(99[:1 ox
Oh(@)  Ofnl®)

Vi@ = (V@) Vin@)=| 0n  0n

oh(x)  Oful)
ox,, o0x,,
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Definicao 2.5 A matriz Jacobiana de f ¢ a transposta da matriz gradiente. Assim, o
dfi(z)
8xj .

(i,7)-ésimo elemento da matriz Jacobiana € igual & derivada parcial

Suponhamos, agora, que cada uma das derivadas parciais de uma funcao f : R" — R é
0 f(x

uma fungao continuamente diferenciavel de x € R™. Usaremos a notacao 5 fa( )

;0

Of (x)
83:j

para indicar

a i-ésima derivada parcial de no ponto x € R".

Definigao 2.6 Definimos a matriz Hessiana de f, V2 f(x), como a matriz cujo (i,j)-ésimo
0*f(z)
al'ial‘j

elemento € igual a

, que denotaremos por V7, f(x).

Sejam f : R" — RF ¢ g : R¥ — R™ funcoes continuamente diferenciaveis e seja h a sua

composta, isto é, h(x) = g(f(x)), € R™. Entao, derivando pela regra da cadeia, obtemos

Vh(z) =Vf(x)Vg(f(z)), V xeR"

Considere, agora, f : R™™ — R uma fungao de (x, y), onde = = (z1,...,2,,) € R™ e

y= (y1,...,yn) € R". Escrevemos
Of(z,y) of(x,y)
0x oy,
Vaf(zy) = : Vyf(z.y) = : 7
of(z y) of (z,y)
0T, n

of (z, y)

of (z, y)

Vaaf(en) = (Pnl ). Vayflan = (552) o Vil = (550).

Seja f : R™ — RE isto ¢, f(x) = (fu(x), fa(a). ...

3%3%’

, fr(x)), x € R™™. Entao,

Vef(zy) = (Vefi(zy) .. . Vafi(zy) e Vyf(zy = Vyfi(z,y) ... Vyfi(z y).

A seguir, daremos alguns exemplos de relagoes tteis que podem ser demonstradas

usando-se a regra da cadeia.

o V(f(Ax)) = ATV f(Ax), onde A é uma matriz;
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o Vz(f(h(z),y)) = V(@) Vi f(h(z), y);
o Vg (f(h(®), g(x))) = V@)V, f(M(x), 9(2)) + Vg(2)V, f (h(2), 9()).

Vamos enunciar, agora, alguns teoremas sobre fungoes diferenciaveis. A demonstragao

do teorema a seguir pode ser encontrada em [14, pag. 89].

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Médio) Seja f : R — R continuamente diferencidvel

em um intervalo aberto I. Entao, para cada x,y € I, x <y, existe um & € (z,vy), tal que

fly) = f(z) = VI(E)(y — ).
Para enunciarmos o proximo teorema, nececitaremos da seguinte definicao.

Definigao 2.7 Para toda norma || - || € R", € > 0 e ¥ € R", considere o conjunto

S =A{z| ||x— || < €}. O conjunto aberto S é chamado esfera aberta centrada em

*

xTr.

Teorema 2.2 (Expansoes de 22 ordem) Seja f : R" — R duas vezes continuamente
diferencidvel em uma esfera aberta S centrada em x € R™. Entao, para todo y € R™, tal que

x+ye S, temos
1 t
) Jetn) = f@+ Vi@ g ([ ([ e mar)a) v
0 0
i) existe um o € [0,1] tal que f(z+y) = f(x) +y" Vf(z)+ %yTvzf(ﬂml— ay)y,
i) fl@ty) = (@) + 'V (@) + 5 T () + oll3i]).

Teorema 2.3 (Teorema da Fungao Implicita) Seja f : R™" — R"™ uma fungio de

zeR" eye R™ tal que:
i) f(Z,Y) =0;

ii) f € continua e sua matriz gradiente Vyf(x,y) € nao singular e continua em um con-

Junto aberto que contém (Z,y).

11



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Entao, existem conjuntos abertos Sz C R™ e Sy C R™ contendo T e Yy, respectivamente, e
uma fungdo continua ¢ : Sz — Sy, tal que Y = o(T) e f(x,¢(x)) = 0 para todo ¢ € Sz. A
fungao ¢ € iinica no sequinte sentido: se © € Sz, y € Sy e f(z,y) =0, entdo y = ¢(z). Além
disso, se, para algum p > 0, f € p vezes continuamente diferencidvel, o mesmo é verdade

para ¢ e
-1

Vé(a) = —Vzf(z.é(2) (Vyf(z,¢(z) , VzeSz

Demonstracao: Ver [14, pag. 160]. n

2.1.2 Conjuntos e funcoes convexas

Definicao 2.8 Seja C' um subconjunto do R™. Dizemos que C é convexo se
az+ (1—a)yeC, Ve,yeC, Vael0l].

Definicao 2.9 Seja C' um subconjunto convexo do R™. Uma fun¢ao f : C — R € chamada

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y), Vaz,yeC, Vaecll]. (2.1)

A funcao f € chamada concava se —f € convera. A funcao f € chamada estritamente
conveza se a desigualdade acima € estrita para todo x,y € C' com x # y e todo a € (0,1).
Para uma funcao f : R" — R, dizemos também que f € convexa sobre o conjunto convero

C se (2.1) wvale.

A seguir, enunciaremos um resultado que nos fornece meios para verificar a convexidade

de um conjunto.

Teorema 2.4 i) Para toda cole¢io {C; | i € I} de conjuntos convexos, o conjunto inter-

Sec¢ao ﬂ C; € convexo.
iel

ii) Se Cy e Cy sao conguntos convezos, entao o conjunto {x; + zy | ¢ € Cy, x; € Co} €

também convezo.

12



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

ii1) A imagem de um conjunto convezro através de uma transformagao linear é convezxa.

iv) Se C € um conjunto convero e f : C — R € uma fun¢do convezra, os conjuntos

{zeC| flx) <a}e{xecC| f(z) <a} sio converos para todo escalar c.
Veremos, agora, um resultado para reconhecermos fungoes convexas.

Teorema 2.5 i) Uma fungao linear é convexa;
ii) Qualquer norma de vetor é convera;
ii1) A soma ponderada de fungdes convexas, com pesos positivos, € convexa;

i) Se I é um conjunto de indices, C C R™ é um conjunto convezo e f; : C — R € conveza

para cada i € I, entao a fungao h : C — RU{oo}, definida por

h(z) = sup fi(z),

i€l

€ também conveza.

Para fungoes diferenciéveis, existe uma caracterizacao alternativa de convexidade dada

pelo seguinte teorema.

Teorema 2.6 Sejam C' C R™ um conjunto convexo e f : C' — R diferencidvel em C.

i) A fungao f € convezra se, e somente se,
fly) > f@)+(y—2)'Vi@, Vazyel (2.2)
ii) Se a desigualdade (2.2) € estrita para x # vy, entdo f € estritamente conveza.

Para funcgoes convexas duas vezes diferenciaveis, existe a seguinte caracterizacao de

convexidade.

Teorema 2.7 Sejam C' C R™ um conjunto convezo, f: C — R duas vezes diferencidvel em

C' e Q uma matriz real stmétrica n X n.

13



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

i) Se V2f(x) é semi-definida positiva, ou seja, ' V2f(x)x > 0,V = € C, entio f €

convexa.

ii) Se V2f(x) € definida positiva, isto €, T V2 f(x)x > 0,V z € C, entdo f € estritamente

convera.
i) Se C'=R" e f € convexa, entio V?f(x) é semi-definida positiva para todo = € C.
i) A funcio f(x) = ' Qx € conveza se, e somente se, Q € semi-definida positiva.

v) A funcio f(x) = ' Qx € estritamente convexa se, e somente se, Q € definida positiva.

2.1.3 Minimos local e global

Sejam X C R" e f: X — R uma funcao.
Definicao 2.10 Um vetor * € X é um minimo local de f se existe ¢ > 0 tal que
f@) < f(=),
para todo x € X satisfazendo ||x — x*|| < €, onde || - || € uma norma de vetor.
Definigao 2.11 Um vetor z* € X € um minimo global de [ se
&) < flx), VezeX

Maéaximos local e global sao definidos analogamente. Em particular, £* é um méximo
local (global) de f se * ¢ um minimo local (global) de —f.
Sob hipoteses de convexidade, a distingao entre minimos local e global é desnecesséaria

como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.8 Se C' C R" ¢ um conjunto convexo e f : C'— R € uma funcao convexa, entao
o minimo local de f € também um minimo global. Se f € estritamente convexa, entdo existe

no maximo um minimo global.

14



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Demonstracao: Suponha que ' ¢ um minimo local de f, mas nao um minimo global.
Entao, existe algum x # x*, tal que f(x) < f(«"). Usando a desigualdade (2.1), concluimos
que f(az* + (1 —a)x) < f(z") para todo o € [0,1). Isto contradiz a hipotese de que z* é
um minimo local.

Suponha, agora, que f é estritamente convexa e que existam z* e £, com x* # x**,
dois minimos globais de f. Entao, x = (" + £™)/2 deve pertencer a C, ja que C' é convexo.
Além disso, o valor de f deve ser menor em x do que em x* e =**, pois f é estritamente

convexa. Como * e £ sao minimos globais, obtemos uma contradicao. [ ]

2.1.4 Condigoes necessarias para minimo local

Modelos matematicos de otimizacao podem, em geral, ser representados por um con-
junto de restrigoes X e uma fungao custo f : X — R. O conjunto X consiste das decisoes
admissiveis X e o custo f(x) é uma medida de qualidade da decisao x.

Queremos encontrar uma decisao 6tima, isto é, um x* € X, tal que
f(@) < f(z), VzeX

Vamos nos restringir ao caso em que cada decisao & é um vetor n-dimensional, isto

D

x ¢ uma n-upla de nameros reais (z1,...,x,). Assim, X C R".

Primeiramente, vamos considerar o problema de otimizagao sem restricoes onde X =

R", isto é,
minimizar f(x)
sujeito a x € R".

Se a fungao custo ¢ diferenciavel, podemos usar gradientes e expansoes em séries de
Taylor para comparar o custo de um vetor com o custo de vetores proximos.

Em muitos casos, é importante saber que existe pelo menos um minimo global de uma
funcdo f em um conjunto X. A existéncia de pelo menos um minimo global é garantida
se f é uma funcao continua e X é um subconjunto compacto do R™. Este é o teorema de
Weierstrass que enunciaremos a seguir e cuja demonstragao pode ser encontrada em [14, pag.

44].

15



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Teorema 2.9 (Teorema de Weierstrass) Toda fun¢ao real continua f : X — R definida
num compacto X C R" atinge seu madximo e seu minimo em X, isto é, existem pontos

', ™ € X, tais que f(x*) < f(x) < f(£™) para todo z € X.
Forneceremos, agora, condigoes necessarias para que um ponto seja ponto de minimo.

Teorema 2.10 Seja £° um minimo local de f : R" — R.

i) (Condicao necessaria de 12 ordem) Se f ¢ continuamente diferencidvel em um

conjunto aberto S que contém x*, entdao
Vi) =0.

ii) (Condicao necessaria de 22 ordem) Se f ¢ duas vezes continuamente diferenciavel
em S, entao
Vi f(a)

é semi-definida positiva, V x € R".

Demonstragao: Sejam d € R" fixo e ¢ : R — R uma funcdo definida por: g(a) =

f(z" + ad). Usando a regra da cadeia, obtemos

o< i FE 0D —S@) doe)] e
a—0+ « do

a=0

onde a desigualdade segue da hipotese de * ser um minimo local. Como d ¢é arbitrario, a
mesma desigualdade vale quando substituimos d por —d. Portanto, d’ V f (z*) = 0 para todo
d € R", o que mostra que V f(z*) = 0.

Suponhamos, agora, que f é duas vezes continuamente diferenciavel e seja d um vetor

qualquer do R™. Logo, para todo o € R, a expansao em série de Taylor até 22 ordem fornece
2
f(@ +ad) — f(z) = aVf(a*) d+ %dTVfQ(a;*)dJr 0(a?).

Usando a condi¢ao V f(x") = 0 e a otimalidade local de z*, concluimos que existe um

e > 0 suficientemente pequeno, tal que, para todo a € (0, €),

fla +ad = (@) 1 rgepimay

o? 2 «Q

o(a?)

0< g

16



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

2
Como lin%) O(O; ) = 0, obtemos d'V2f(z*)d > 0, mostrando que V?f(z") é semi-defi-
oa— 6%

nida positiva. [ ]
O teorema a seguir mostra o caso em que a fungao custo é convexa.

Teorema 2.11 Seja f: C — R uma fun¢dao convexa sobre um conjunto convexo C.

i) Um minimo local de f em C € também um minimo global em C. Se f € estritamente

conveza, entao existe no mdximo um minimo global de f.

ii) Se f € convera e o conjunto C' é aberto, entao V f(x*) = 0 € condi¢io necessdria e

suficiente para um vetor x* € C ser wm minimo global de f em C.

Demonstragao: A parte i) foi demonstrada no Teorema 2.8. Para mostrar a parte i), note

que, pelo Teorema 2.6,
f(x) > f(&)+ V@) (z—2), Vzel.

Se Vf(x") = 0, obtemos f(z) > f(z*) para todo € C' e, entdo, " ¢ um minimo global. m

2.1.5 Multiplicadores de Lagrange

O conjunto de restricoes de um problema de otimizacao é, normalmente, especificado
em termos de restrigoes com igualdades ou desigualdades. Se levarmos em conta esta es-
trutura, obtemos uma sofisticada colecao de condi¢oes de otimalidade envolvendo algumas
varidveis auxiliares chamadas multiplicadores de Lagrange. Essas variaveis facilitam a
caracterizagao de solugoes 6timas.

Consideraremos, aqui, problemas de otimizagao que envolvem restrigoes com igualdades

da forma
minimizar f(x)

sugjeito a h(zx) =0,

onde as fungoes f: R" — R e h: R® — R™ sao continuamente diferenciaveis.

17



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Vamos escrever h(zx) da forma
hx) = (hi(x),..., hn(z)), e R".
O principal resultado sobre multiplicadores de Lagrange é o seguinte.

Teorema 2.12 Seja ¥ um minimo local de f sujeito a h(x) = 0 e suponhamos que os
gradientes das restrigoes, Vhy(x"), ..., Vhy,(x*), sejam linearmente independentes. Entao,

existem unicos escalares py, ..., pl,, chamados multiplicadores de Lagrange, tais que
Vf(x")+ f: piVh(x") =0. (2.3)
i=1
Se, além disso, f e h sao duas vezes continuamente diferencidveis, entao
y' (VQf(m*) + f:p;*Vth(w*)> y=>0, VyeV(z), (2.4)
i=1
onde V(x*) € o subespago das variagoes vidveis de 12 ordem
V(z)={y | Vhi(z") 'y=0, i=1,...,m}. (2.5)
Existem duas formas de interpretar a equagao (2.3):

i) O gradiente da fungao custo, V f(z*), pertence ao subespaco gerado pelos gradientes

das restricoes, ou

ii) o gradiente da funcao custo, V f(z"), é ortogonal ao subespago das variagoes viaveis de
12 ordem V' (z*). Este é o subespago das variagoes Ax para os quais o vetor € = "+ Az
satisfaz a restricao h(z) = 0 até a 12 ordem. Assim, de acordo com a condigao (2.3)
dos multiplicadores de Lagrange, no minimo local z*, a variagao de 12 ordem do custo
Vf(x*)' Az é zero para todas as variagoes Az neste subespago. Isto é andlogo a

condigao Vf(z") = 0 da otimizagao sem restrigoes.

Antes de demonstrarmos o Teorema 2.12, daremos um exemplo para o caso de proble-

mas com restrigoes lineares.

18



2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Exemplo 2.1 Considere o problema

minimizar f(x) (2.6)
sujeito a Ax= b, .

onde A € uma matriz m X n com linhas linearmente independentes e b € R™ € um wvetor

dado.

Reordenando as coordenadas de  se necessario (podemos supor que as primeiras m

colunas de A sao linearmente independentes), A pode ser particionada da seguinte forma:
A= (B R),

onde B é uma matriz inversivel m x m e R é uma matriz m x (n —m). Do mesmo modo,

particionamos & como

B
IR

onde zg € R™ e xp € R"™. Podemos escrever, entao, o problema (2.6) como
minimizar f(zp, Tg)
sujeito a Bzxp+ Rxp = b.

Usando a equagao da restricao para expressar xp em termos de xr, obtemos
Irp — B_l(b — RmR)

Substituindo na fungéo f, podemos converter o problema (2.7) no problema de otimiza-

¢ao sem restricoes
minimizar F(xzp) = f(B~1(b— Rzg), ) (2.8)
sujeito a xr € R"™™.
Se (zj;, 5;) ¢ um minimo local do problema com restri¢oes (2.6), entao «j, ¢ um minimo

local da fungao custo ‘“reduzida” F, ou seja,

0=VF(z) = —RY(B") 'V f(z') + Vrf(z"), (2.9)
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

onde Vgf e Vgrf denotam os gradientes de f com relacao a xp e xp, respectivamente.
Definindo
p"=—(B")7'Vpf(z'), (2.10)

as equagoes (2.9) e (2.10) podem ser dadas, respectivamente, por

Vrf(x)+ RTp* =0 (2.11)
e
Vef(x) + B p*=0. (2.12)
De (2.11) e (2.12), obtemos
Vf(x)+ ATp* =0, (2.13)

que é a condigao (2.3) dos multiplicadores de Lagrange para o caso do problema com restri-
¢oes lineares (2.6). Note que o vetor p* que satisfaz esta condigdo é tnico, pois as colunas
de AT sao linearmente independentes.

Para demonstrar a condigao (2.4), vamos mostrar que ela é equivalente a condigao

necessaria de 22 ordem sem restri¢coes dada por
0 < d'V?F(zy)d, VYdecR"™™. (2.14)
Usando as equagoes (2.8) e (2.9), obtemos
V2F(2p) = v( — RT(BT)"'Wf(B (b — Rzg), zr) + Vrf(B (b — Rzp), mR)). (2.15)
Considere a seguinte particao da matriz Hessiana V2 f(z*) :

Vipl(x) Vipf(@)

V(@) =
Vio! () Viaf (@)

Avaliando (2.15) em zp = zj;, obtemos
ViF(a) = RY(B") 'V /(@) B~ R—R'(B")"'Vipf(2") = Vipf (&) B~ R+ Vi (a),

que, por (2.14), é semi-definida positiva. Como as restrigoes sao lineares, V2h;(x*) = 0.
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Logo, para todo d € R"™™, concluimos que

0< d"V2F(z})d = y'Vif(z)y = o (v2f(m*) + szv%i(x*)) v, (2.16)
i=1
onde y é o vetor
—B7'Rd
y= ) (2.17)
d

Podemos ver que o subespago V(x*) de variagoes viaveis (2.5) é dado por

V(z") = {(Yp,yr) | Bys + Ryp = 0}

= {(yp:Yr) | yp = —B'Rd, yp=d, de R""}

e, entdo, a equagao (2.16) é equivalente a condic¢ao de 22 ordem (2.4) dos multiplicadores de
Lagrange.
Vamos, agora, demonstrar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange generalizando

a analise do exemplo anterior.

Demonstracao do Teorema 2.12: Vamos supor m < n. Se m = n, qualquer
vetor, inclusive —V f(z*), pode ser expresso como combinagao linear dos vetores linearmente
independentes Vhi(z"), ..., Vh, ("), demonstrando, deste modo, o teorema.

Reordenando as coordenadas de x, se necessario, podemos particionar o vetor & em
x = (zp, xr), onde a submatriz quadrada Vgh(z*) (a matriz gradiente de h com relagao a
xp) € inversivel. A restrigao

h(.’IIB, LBR) =0

tem solucao (xj, ;) e podemos, entdo, usar o Teorema da Fungao Implicita para expressar
xp em termos de g através de uma tnica fungao continuamente diferenciavel ¢ : S — R™,
onde S é uma esfera centrada em zj; (¢ é duas vezes continuamente diferenciavel se h também

¢). Em particular, temos zf; = ¢(x};), h(¢(zr), xr) = 0 para todo g € S e

Vo(zr) = —Vrh(é(zr), zr) (VEh(¢(zR), TR)) V xr € 5,
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

onde Vxh é a matriz gradiente de h com relagao a xg.
Procedemos, agora, como no caso anterior de restricoes lineares. Observemos que xj,

é um minimo (sem restri¢ao) da fungao custo “reduzida”’

F(zr) = f(¢(zr), Tr).

Aplicamos, entdo, as correspondentes condigdes necessarias de 12 e 22 ordens (sem res-
trigoes). A condigao (2.3) segue repetindo-se os calculos feitos para a obtengao das equagoes

(2.10) a (2.13), tomando-se
BT =Vph(z"), R'=Vgh(z"), AT'=Vh(z") e p*=—(BN)'Vpf(z).

A demonstragdo da condi¢ao (2.4) requer céalculos demorados e lembram o que foi
usado na equagao (2.16) do exemplo anterior. Em particular, para d € R"™", seja y dado
por (2.17).

Consideremos, ainda,
HI(IL’R) = hz(¢<$3), .’L'R), 1= 1, ., (218)

e seja ¢;(xr) a i-ésima coordenada de ¢, onde

¢1(r)
¢(xr) = '
Om(TrR)
Entao, derivando duas vezes a relagdo F(zg) = f(¢(xr), Tr), obtemos, através de
calculos diretos, que
d"'V*F(zp)d = y' Vif(x)y + d" (ij v%j(xj%)agg)) d. (2.19)
o1 j

Analogamente, derivando duas vezes a equacao (2.18) e igualando a zero, temos

j=1 8%
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2.1 Teoria dos multiplicadores de Lagrange

Multiplicando a equacao acima por p; e somando para ¢ = 1,...,m, obtemos

0= Zp* N 2hi(2)y + d" (Z V2oi(xR) Y p} 8%;?*)) d. (2.20)

=1

Somando as equacdes (2.19) e (2.20) e usando as relacdes d’ V2F(xzz)d > 0 e

o0@) | o)

=1,...,m,
ﬁxj ij J

i=1

concluimos que
0<y" (sz(a:*) + prV%(a:*)) Y
i=1

para todo y da forma (2.17). Como mostramos no exemplo anterior, y pertence ao subespago
V(x") se, e somente se, y é dado por (2.17). Assim, demonstramos a condigao de 22 ordem

(2.4) dos multiplicadores de Lagrange. [ |

2.1.6 Restricoes tipo desigualdades

Neste trabalho, nao estudaremos detalhadamente as consideragoes de primeira ordem
para todas as restricoes do tipo desigualdade. Entretanto, existem alguns problemas ex-
tremos especificos onde, pela estrutura do dominio e a simplicidade da propria funcao, é
possivel reduzir um problema extremo com restricoes tipo desigualdade a um correspon-
dente que s6 envolve igualdade. Um desses casos é quando a regiao considerada ¢é estrelada

e a fungao investigada é homogénea.

Definicao 2.12 O conjunto U C R, que contém a origem, é chamado estrelado se, para

todo x € U, temos que tx € U para todo t € [0, 1].

Observe que a tultima exigéncia é equivalente a {y =tz : 0 <t <1} C U. Vale ainda

mencionar que todo conjunto convexo que contém a origem ¢é estrelado.

Definicao 2.13 A fungio f : R" — R, f(x) > 0, é homogénea de ordem o > 0 se, para
todo v € R, f(yx) = [7|*f ().
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2.2 Polinémios ortogonais

Lema 2.1 Seja f : U — R uma func¢ao continua e homogénea de ordem o, onde U € um

conjunto estrelado e compacto. Entao, max f(z) € atingido em um ponto z* € OU.
xe

Demonstragao: Suponhamos que max f(z) seja atingido em um ponto z* ¢ OU. Como U é
fAS

um conjunto compacto, ele é limitado. Logo, existe uma constante ¢, tal que z = cx* € 9U.

Usando o fato de U ser estrelado, concluimos que a constante ¢ é tinica e, além disso, ¢ > 1.

Como f é homogénea, entao
f(@) = flex™) = [e]* f(«") > f(z7).

Chegamos, assim, a uma contradigao. [ ]

2.2 Polinémios ortogonais

Faremos, agora, um breve estudo sobre os polindmios ortogonais. Somente as definigoes
e propriedades mais importantes para o desenvolvimento deste trabalho serao apresentadas.

As aplicagoes dos polinémios ortogonais associados as chamadas medidas cléssicas,
como as de Jacobi, Laguerre e Hermite, tém, particularmente, papel fundamental em muitos
problemas das ciéncias e das engenharias. Ao contrario do que gostariamos, os polinémios
ortogonais associados as medidas nao classicas ainda nao gozam de semelhante privilégio.
Isto se deve, em parte, as restrigoes encontradas para gera-los.

Sejam (a,b) um intervalo real, —oo < a < b < 00, e ¢(z) uma fungao real limitada,

nao decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a, b).
Definicao 2.14 Se os momentos definidos por
b
Hr = / xrdqb(lt)
existem parar =0,1,2,..., entdo dp(x) € chamada distribuicao (medida positiva) em (a,b).

Se d¢(x) = w(x)dx, entdo w(z) > 0 em (a,b), mas nao identicamente nula, é chamada

funcao peso.
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2.2 Polinémios ortogonais

Se d¢(x) é interpretada como uma distribuigao de massa sobre a reta real positiva, entao
os momentos ji; e iy correspondem, respectivamente, aos primeiro e segundo momentos da
distribuicao de massa. Essa nomenclatura tem sua origem na Mecanica.

Definimos o suporte de d¢ (supp (d¢)) como sendo o conjunto dos pontos de aumento

de ¢, ou seja,
supp (d¢) = {x ER:p(x+¢e)—¢(xr—e) >0, paratodo € > O}.

Podemos, agora, definir polindémios ortogonais. Seja IP,, o espago de todos os polinémios

algébricos de grau menor ou igual a n.

Definicao 2.15 Dizemos que uma seqiiéncia de polinomios { P, (x)}>, € uma seqiéncia de

polindmios ortogonais com rela¢ao a distribuicao d¢(x) no intervalo (a,b) se

(i) P(x)é de grau exatamente n, mn # 0.

b 0, se n=*m,
() (Bos ) = [ Paa) o) = y 7
a pn s SE N =1m.

Definicao 2.16 Dizemos que uma seqiiéncia de polindmios ortogonais € uma seqiiéncia de

polindmios ortonormais, denotada por {P!(x)},, se p, = 1.

Notagao: Representaremos os polindmios ortogonais P,(x) por

P.(x) = Z i, anpn 7 0.
i=0

Se a,,, = 1, os polindomios ortogonais sao chamados de polinémios ortogonais moénicos

e iremos denota-los por P, (z).

2.2.1 Algumas propriedades de polinémios ortogonais

Veremos, agora, algumas propriedades importantes dos polinomios ortogonais P, (z).

Um estudo detalhado pode ser encontrado em [5] e [24].

Teorema 2.13 Sejam Py(z), Pi(x), ..., P,(x) pertencentes a uma seqiiéncia de polindmios

ortogonais. Entao, eles sao linearmente independentes.
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2.2 Polinémios ortogonais

Demonstragao: Sejam c;, j = 0,1,...,m, constantes tais que Y 7" ¢c;Pj(¥) = 0. Logo,

para cada polinomio Py(x), 0 < k < m, obtemos
<chpj,Pk> — (0, P,) =0,
=0
ou seja,
ch <P]7Pk> = 0.
=0
Mas, como

cj (P, Pr) = Csz 0,

>0

R

obtemos, ¢, =0, k =0,1,...

O teorema acima nos diz que os polindémios ortogonais Py(x), k = 0,1,2,...,n, formam

uma base para P,,. Como conseqiiéncia, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.1 Sejam {P,(x)}22, e {Qn(x)}22, duas seqiiéncias de polindmios ortogonais

no intervalo (a,b) com relagao a distribuicao do(x). Entao,

.Pj(ZE):Cij<J]>, ijaL“w
onde c; € uma constante que depende apenas de j.

Teorema 2.14 Seja {P,(x)}:2, uma seqiiéncia de polindmios e do(x) uma distribui¢ao em

(a,b). Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) {P,(x)}>2, € uma seqiéncia de polinémios ortogonais com relagdo a distribuicao do(x)

em (a,b);
(b) (P, m) =0 para todo polinémio w(x) de grau < mn —1;

=0, se 0<s<mn,

b
@ @p) = [wR@ie °
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2.2 Polinémios ortogonais

Demonstragao: (a) = (b) Seja 7(x) um polinémio de grau < n — 1. Como {P,(z)}>2, é
uma seqiiéncia de polinémios ortogonais, pelo Teorema 2.13, Fy, P, ..., P,_; formam uma

base para P,,_;. Assim,
n—1
x) = Z oy P ()
k=0
e, entao,
Pn,ﬂ' Zak Pn,Pk =0.
(b) = (c) Temos, por hipotese, que <Pn,7r) = 0 para todo m(z) de grau < n — 1. Assim,

(Pn,z°) =0se s <n.

Consideremos, agora, s = n. Entao, 7(z) = 2" € P,,. Logo,

n
" = Zaij(x), com @, =
=0

£0.

Assim,
(P, ") = ) a; (P, Pj) = an (B, P) # 0.
=0
(¢) = (a) (i) Consideremos m < n. Seja P,,(x) = Z A T A 7 0.
Por hipotese,
(P, Py) Zamk (2", P,)

Para m > n, a demonstragao é analoga.

(77) Seja m = n. Entao,

(P, P,) = Z Ak <xk, Pn> = app (2", P,) # 0. [

k=0

Definigao 2.17 O determinante definido por

Ho H1 ... Hn
Hy =" s, (2.21)
Mn  Hnt1 - Hon

¢ chamado determinante de Hankel de ordem n + 1.
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2.2 Polinémios ortogonais

Teorema 2.15 Se os momentos ., r = 0,1,...,2n, existem, o determinante de Hankel

(2.21) € diferente de zero.

Demonstracgao: Consideremos o sistema linear homogéneo

Mo M1 - fn bo 0
R 1 B | b | | O
Mn  Hpt1 - Hon bn 0

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes é H,. Mostremos que a tnica
solugao do sistema linear acima é by = by = ... = b, = 0. Dessa forma, temos H,, # 0.

Substituindo os momentos do sistema linear acima por sua defini¢ao, obtemos

bo [Ldo(x) 4+ by [Tad(x)  + -+ by [Catdé(z) = 0

bo [Pxdp(x) + by [Patde(x) A+ -+ by [0 xn+1d¢(x) = 0

bo [T andg(z) + by [Pavtldg(z) + - 4+ b, [La*dé(z) = 0
Multiplicando as equagoes, respectivamente, por by, by, ..., b, e somando-as, encontramos

b b b b
o / dg(x) + b} / 22 de(x) + -+ by / 2" d¢(x) + 2boby / wd(x) +

b b
+ 20y, / 2"do(z) + 2b1b,, /x"+1d¢($)~l—---:0,

ou seja,
b
/ (b + b1 + - - + bpa™2d(x) = 0
Logo, Q(x Z biz' = 0 para todo = € R e, portanto, by = by = =b, =0. [ ]
=0
Teorema 2.16 Os determinantes de Hankel, H,,, sao diferentes de zero paran = 0,1, ... se,

e somente se, existe uma unica seqiéncia de polindomios ortogonais { P, (x)}52, no intervalo

(a,b) relativamente a distribuicao d¢(x).
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2.2 Polinémios ortogonais

Demonstragao: Seja P,(x) = Z 1", @npn # 0. Se P,(x) pertence a alguma seqiiéncia

k=0
de polindmios ortogonais, temos que

Observe que
b
(™ P,) = / ™ (" + anm_lx"_l + o A1 F an)dd(x)

b b b
= an’n/ 2" dp(x) + anyn_l/ xm+”_1dqb(x) 4+t an,l/ xm+1d¢(x)

b
+an,0/ xmd¢($)
A nfm4n + Qpn—1Hm+n—1 + -+ Ap, 1 m41 + Qp,0fm-
Logo, fazendo m = 0,1, ..., n, obtemos, respectivamente,

r

Qp o fn + -+ Qp,1 M1 + Qpofo = 0

Qponfhn41 + -+ Qp, 142 + Qpof1 = 0

A nfbon + -+ Qp 1 n41 + Qpon = Pn 7é 0

Na forma matricial,

Ho M1 ot Hp n0 0
M1 f2 ot gl p,1 0
Hn Hn+1 - Hon Qpn Pn 7A 0

Supondo que existe uma Unica seqiiéncia de polinomios ortogonais, entao existem tni-
COS Qp0,An 1y - - -, Anp, COM Gn, 7 0, que satisfazem ao sistema linear acima. Portanto, o
determinante de Hankel é diferente de zero.
Reciprocamente, se os determinantes de Hankel sao diferentes de zero, a solugao do
ann—l

sistema acima ¢ Unica e, além disso, a,, 7# 0 pois a, , = ——. [ |

H,
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2.2 Polinémios ortogonais

Uma propriedade bastante importante e tutil dos polinémios ortogonais é o seguinte

teorema.

Teorema 2.17 (Relacao de Recorréncia de Trés Termos) Seja {P, ()}, uma se-

qiencia de polindmios ortogonais em (a,b) relativamente o distribuicao do(x). Entao,

Fra(#) = (1@ = Pngr) Pa(2) = anga Poa(2), 0 >0, (2.22)

com P_1(z) =0, Py(z) =1, a1, Bny mER, n>1¢€

An+1,n+1 <J:Pna Pn> Yn+1 <Pna Pn>
nt+l = : 0, Bni1 = "n ) n+l = 0.
L L VA N N (o o
Demonstracao: Temos que P,( Zamx Como xP,(x) é um polinémio de grau
=0
n 4+ 1, entao
n+1

Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igualdade
an

—%  Porém, do Teorema 2.14 (b),
CLn—&-l,n—i—l

anterior, encontramos b, 1 =

b
(xP,, Pj) = / P,(z)xPj(x)dp(x) =0, para j<mn-—2.
Mas, para j < n — 2, temos que
n+1

(xP,, P;}) Zb (P, P;) = b; (P;, P}) .

Logo, b; = 0 para j <mn — 2. Assim,

1 by by,
Poi(w) = ——aP,(2) = =Py 1(z) — 7= Pu(w),
bn+1 bTH-l bn+1
ou seja,
PnJrl(x) = (7n+1x - ﬁnJrl)Pn(x) - Oén+1pnfl<x>7
1 3 by, bn_1
com Vi1 = , i1 = e Quy1 = .
Tt bn+1 a+l anrl i bngl
Como byyp = —"— temos que Y41 = —2 £,

Ap+1,n+1 Ann
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2.2 Polinémios ortogonais

De (2.22), calculando o produto interno (P, ;1(x), P,(z)), obtemos que

B (x Py, P,)

: . 1 (P, P
De maneira analoga, chegamos que a,,11 = Y1 (Fn, P) : [ ]

Yn <Pn—17 Pn—1>

Observe que, para a seqiiéncia de polindémios ortogonais monicos { P, ()}, Yni1 = 1
para n > 0.

Um resultado bem importante sobre os zeros dos polinémios ortogonais é o seguinte.

Teorema 2.18 Os zeros dos polindmios ortogonais P,(x), n > 1, associados a distribuicao

do(x) no intervalo (a,b) sao reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstracao: Suponhamos que P,(x) ndo tenha raizes em (a,b). Logo, P,(x) > 0 ou

P,(z) < 0 para todo z € (a,b). Entao,

b
/ P,(x)dg(x) # 0.

b
Mas, P,(z)dp(x) = 0, que é uma contradicdo. Assim, existe pelo menos uma

raiz real de P,(z) em (a,b). Suponhamos que T, 1,Zn2,...,Tn, (r < n) sdo raizes de
multiplicidade impar de P,(z) em (a,b). Entao,
Po(z) = (z — 2o 1) (@ — 2n2) - (x — @) q(w),

onde ¢(x) é um polindémio de grau (n — r) que tem somente raizes complexas ou de multi-

plicidade par em (a,b). Logo, ¢(z) ndo muda de sinal em (a,b). Assim,
I = /ab(x — T ) (@ — Xp2) -+ (@ — xp,) Po(2)dp(x) = 0.
Porém,
P [ e =m0 (e Pae)9() £,

que é uma contradigdo. Logo, P,(z) tem r > n raizes de multiplicidade impar em (a,b).

Portanto, P,(x) tem n raizes simples em (a, b). n

Vamos denotar por z, ;1 < T2 < ... < Zp, 0s zeros de P,(x) em ordem crescente.
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2.2 Polinémios ortogonais

Teorema 2.19 (Teorema da Separagao dos Zeros) Seja {Pj(r)}32, uma segiiéncia de
polindémios ortogonais. Entao, entre dois zeros consecutivos de P,1(x) existe somente um

zero de P,(x), ou seja, Tpi1; < Tni < Tpi1ip1, = 1,2, ,n.
A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [2].

Definigao 2.18 Uma func¢ao distribuicao ¢(x) definida em um intervalo [—b,b] é chamada

simétrica se dp(x) = —do(—x).

Uma importante propriedade satisfeita pelos polindmios ortogonais simétricos é o

seguinte resultado.

Teorema 2.20 Seja {P,(x)}>2, uma seqiéncia de polindmios ortogonais com relag¢io a
uma distribui¢ao do(x) em um intervalo simétrico com relagao a origem (—b,b). Entdo, as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) do(z) € simétrica, isto é, dp(r) = —dp(—x);
(b) Po(—z) = (=1)"Fy(x), n = 0;
(¢) na formula de recorréncia, By =0, n > 1.

Demonstragao: (a) = (b) Temos, por hipotese, que d¢(x) é simétrica. Logo, fazendo
y = —x, para m # n obtemos

b b b

0=/ Po(y) B (y)do(y) =/ Pn(—$)Pm(—$)d¢(—fF)=/ Po(—x) Prn(—2)d¢().
—b b —b

Assim, {P,(—x)}°, é uma seqiiéncia de polindémios ortogonais em (—b,b) com relagao a

distribui¢ao d¢(x). Pelo Corolario 2.1, P,(—z) = ¢, P,(z), onde ¢, é uma constante. Com-

parando os coeficientes dos termos de maior grau, chegamos que ¢, = (—1)".

(b) = (c) Da relagao de recorréncia (2.22), temos que

B (xP,, P,)
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2.2 Polinémios ortogonais

Mas,

(4P, P) = /zﬂﬂuﬂ%M@=iA(—@VM—@ﬁwGw%+Aaﬂ%@Wmﬂw

—b

b b
=~ [alP @R + [ alP@)Fdol) = o

(¢) = (a) Por hipotese, temos que 3,1 = 0. Logo,

b
0= (wP, P,) — /:ﬂauﬂ%ww

b

b b
=(Aﬂ&@W®G@+AIWMW®@>

Portanto, , ,
Aw%@%ﬂ@—%ﬂﬂwﬂﬁdﬂﬂ

de onde segue o resultado. [ ]

2.2.2 Polindmios ortogonais classicos

Nesta subsecao, apresentaremos algumas das principais propriedades dos polindémios
de Jacobi, incluindo, como caso especial, os polinomios Ultrasféricos ou de Gegenbauer.

Abordaremos, também, os polinémios de Laguerre e Hermite.

Polinémios de Jacobi - P,(*A) (x)

Sdo ortogonais no intervalo [—1, 1] com relagao a funcio peso w(x) = (1 —x)%(1 + z)”,
a, > —1.
Os polindmios de Jacobi podem ser definidos, através da Formula de Rodrigues (Szegs

[24], p.67), por

(=" 54

Pn(a’ﬁ)(a:) = ) (1—2)"%(1+2) e

%1—@Mﬂﬂ+xww}. (2.23)
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2.2 Polinémios ortogonais

n

d
Aplicando a conhecida regra de Leibnitz para calcularmos — { (1—2)" (1 42)"+F },

dz™
obtemos
ﬂ{(l _ l‘)n+a(1 _|_ :I/.)n—f—ﬁ} _ zn: n dn_k <1 B x)n+a dk (1 + x)n_i,_ﬁ
dxm k) dxnF dxk

n

= Z(—l)”_k<2)(a+n)(a+n— 1) (a+k+1)(B+n)

k=0
x(B+n—1)---(B4+n—k+1)(1—2)*F1 +2)F*

Substituindo em (2.23), concluimos que

P( = Q”Zk"n— (a+n)a+n—1)---(a+k+1)(+n)(f+n—1)--

<(B+n—k+1)(1 —a)*(1+2)"*

k n—k
Como (1 — )" = g (—1)]( > (1+a2)" E ( . >xl, aplicando o produto
J

j=0 =0
de Cauchy em (1 — 2)*(1 + z)"~*, obtemos

n 1)k
PP (z) = %Z%(a%—n)---(oz+k:+1)(ﬁ+n)---(ﬁ+n—k+1)

l(n—k)!
x"1+...}

S (Y BT R Gy

= i2:%(04%—71)---(oz—H{:—F1)(5-!—71)---(ﬁ—kn—k—kl)x"—l—---

Dalf,

—ii (- T(a+n+1) T(B+n+1)
U = Kn— k)N T(a+k+)T(B+n—k+1)

onde T'(z) é a funcdo gama, que pode ser definida como a integral de Euler de segunda
espécie

[(x) :/ e " ldt, Re(x) >0 ou x> 0.
0

E bem conhecido que a fun¢io gama satisfaz a propriedade I'(x + 1) = 2I'(z), para = > 0.
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2.2 Polinémios ortogonais

A partir da formula de Rodrigues, obtemos a seguinte relacao de ortogonalidade satis-

feita pelos polinémios de Jacobi:

0, se n#m,
(P0) pled)y = 20 (a + 1+ DB+ n + 1)
(a+0B+2n+Dnl(a+B8+n+1)

se n=m.
A relagao de recorréncia para os polinémios de Jacobi é da seguinte forma

PO (@) = (e = BEDIPS) @) = o P (@), nz2,

onde Po(a’m(:c) =1, Pl(a’ﬁ)(x) = %(Oc +0+2)z+ %(Oz - 0),

@3  (Cn+a+8-1)2n+a+j) 5(a7ﬂ)_ (2n+a+ B —1)(3* —a?)
Tnt1 = 2n(n + a+ ) P T st at+ B)2ntat B —2)

(@p _ 2(n+a—-1)(n+B-1)2n+a+p)
Sl S T ot at B)2ntatf—2)

O seguinte teorema sera de grande utilidade no decorrer deste trabalho.

Teorema 2.21 Os polinémios de Jacobi, pled (), satisfazem a sequinte equagdo diferencial

homogénea de 22 ordem.:
(1=2%)y"(x) +[B—a—(a+B+2zly(z) +nln+a+8+1ylx) =0 (2.24)

ou

d

@{u — ) (1 x)ﬁﬂyf(x)} tamtat B+1)(1—2)* 1+ 1) y(x) =0.  (2.25)

Demonstragao: Seja y(z) = P\ (z). Calculando a derivada de (1— )t (1 +2)%+1y/(2),

obtemos
Ao 140y @)} =~ DI - 2042y @) + (3 + D - 2
x(1+2)% (2) + (1= 2)" (1 + 2)" 1y (@)
= (1—-2)*(1+2)2(z), (2.26)
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2.2 Polinémios ortogonais

onde 2(z) = [—(a+ 1)1 +z)+ (B + 1)(1 — 2)]y(z) + (1 — 2?)y"(z). Como y(z) ¢ um
polinémio de grau n, entdo z(z) é também de grau n. Mostremos que z(z) = cy(z), onde ¢

¢ uma constante. Consideremos, entao, a integral

[ = /_ 11 %{(1 — )1 x)ﬂﬂy'(x)}q(z)dx, (2.27)

onde ¢(x) é um polinémio de grau n — 1. Integrando por partes, obtemos
1
= [ =01 0 @)y (a)da
-1

jad que a+ 1 e 4+ 1 sao positivos. Integrando por partes novamente
1 d 1
1= [y {0- om0 @ = [y -1+ 0 ds,
-1 dx 1
onde r(z) = —(a+ 1)(1 + z)d'(z) + (8 + 1)(1 — 2)¢'(z) + (1 — 2*)¢"(z) é um polinomio de
graun — 1.
Portanto, I = 0. Logo, de (2.26) e (2.27),
1
/ 2(x)q(x)(1 — 2)*(1 + 2)°dx = 0.
-1

Como ¢(z) € P,_1, pelo Corolario 2.1, z(x) = cy(z), onde ¢ é uma constante. Comparando,

entdo, os termos de maior grau de z(x) e cy(z), obtemos ¢ = —n(n+ a4+ 5+ 1). u

Teorema 2.22 Sejam o > —1, > —1. A equagao diferencial
(1 —2%)y"(x) + [6 — a — (a+ B +2)aly'(z) +yy(z) =0, (2.28)

onde v € um pardmetro, tem solugao polinomial nao identicamente nula se, e somente se,
v tem a forman(n+a+ G +1), n=0,1,2,... . Esta solu¢iao é ctePﬁa”g)(x) e nenhuma
solugao linearmente independente de pled () pode ser um polinémio.

Demonstragao: Seja y(x Z a;(x —1)*. Entdo,
=0

:iz’ai(x—l)i_l e izz—l Yag(x —1)"2
i=1 i=2
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2.2 Polinémios ortogonais

Substituindo na equacio (2.28), encontramos
(1—2?) Zz (i—1ai(z—1)2+[f—a—(a+B+2)z z:mzx—lZ 1+72a1x—1) 0.
=2 =1 =0

Desde que (1 — 2%) = —(1 + z)(z — 1), a equagao acima pode ser escrita como

[o.9]

—(1+x) Zzz—lazw—l) "L [B—a—(a+B+2) Zzazx—l
=2 =1

+7iai(x — 1) =0. (2.29)

Somando-se e subtraindo-se a +  + 2 ao termo entre colchetes de (2.29) e, como

(14 x)=(2+x— 1), obtemos

—(24z-1) izz—l Yag(z — 1)1 [2(a+1)+(0z+6+2)(x—1)]iiai(x—1)i_1

—l—’yZai(q:— 1) =0.

=0

Mas, a equacao acima pode ser escrita da forma
= il = Dag(w — 1) = (a+ B+2) Y dai(w — 1)+ a;(x — 1)
i=0 =0 =0

=2 2+ Dai (@ —1)' = 3 2Aa+1)(i+ Dai (@ —1)" =0.

Logo,
i {[7 —i(i—1)—ila+pB+2)]a; — [2i(i + 1) +2(a+ 1)(i + 1)]ai+1}(:ﬂ —-1)'=0
i=0
e, portanto,
[vy—ii+a+G+1)]a; — 200+ 1) + a+ 1)]a;1 =0, 1=0,1,... (2.30)
Se y(x) ¢ um polinémio de grau n, a; = 0 parai=n+ 1,n+2,... . Logo, o coeficiente de

a, deve se anular, isto ¢, y =n(n+a+ G+ 1).

Reciprocamente, se v = n(n + a + [+ 1), entdo, em (2.30),
20+ 1)(i + o+ 1)a; =0, i=n,n+1,....
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2.2 Polinémios ortogonais

Logo, como o > —1, obtemos a;1; =0,i=mn,n+1,.... Agora, sejam v =n(n+a+ [+ 1)
e z(x) uma segunda solugao de (2.24) ou (2.25). Entao,

(o= @)+ i+ a5+ 10 =20+ 00 f(0) =0 230

(G0 = 004 @] 4 bt 54 D1 =000+ 20) o) 0. (232)
Subtraindo (2.32) de (2.31), obtemos

{0 - a0+ 05 @) o) - { 10 - 00+ 2710 pyto) o

Logo,

(1= 2)"(1+2){ [+ )1 +2) + (3 + (1 - 2)] [y (2)2(2) — y(2)2'(2)]
(1= 2y (2)2(x) - y(@) (@) } = 0.

Observe que podemos escrever esta tultima equacao da seguinte forma:

d

{1 -2 (142 Y (@)2(2) - y(@)? @)] ] = 0.

Portanto, para todo =,
(1 —2) (1 + 2)° Ty () 2(z) — y(x)2 (z)] = cte.

Se fizermos * — £1 na equagdo acima, vemos que y(x) e z(x) ndo podem ambos ser
polinémios, a menos que a constante do lado direito seja zero, isto é, a menos que y(x) e

z(x) sejam linearmente dependentes. u

Polinémios de Gegenbauer - C,,™ (z)

Sao multiplos dos polindémios de Jacobi quando o = 8 = A — 1/2 # 0. Sao também

conhecidos por Polinémios Ultrasféricos e sdo ortogonais no intervalo (—1, 1) com relagao

1
a funcdo peso w(w) = (1 — 22212 X\ > —5
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2.2 Polinémios ortogonais

Os polinémios de Gegenbauer satisfazem

A TN+ 1/2)T(n +2)) S 1012
O (x) = TN (n+ A+ 1/2)P’E P (@),

A relacao de recorréncia para os polinémios de Gegenbauer é da seguinte forma:

CT(L+)1(I) - n—ﬂl‘q(ﬁ) (z) — n—HCﬁLJl(ﬁ), n =0,
onde C%) (x)=0¢ C’éA)(x) = 1.
A relagao de ortogonalidade é dada por
0, se n#m,
(CV.CR) = {1 2T\ +n+ /20 +n+1/2)

(A +n)n!T(2\ + n) ) Se =

Além disso, C’,({\), satisfaz & seguinte equagao diferencial de 22 ordem
(1 —2%)y"(x) — (A + Day'(x) + n(n + 2\)y(z) = 0. (2.33)

Polinémios de Laguerre - L,(® (x)

Os polinomios de Laguerre sao ortogonais no intervalo [0, 00) com relagao a fung¢ao peso

w(zr) =z ", a > —1. Podem ser definidos, pela Formula de Rodrigues, por
Lga) (l‘) — ( n') 1% e [:L’a+n6_m].

Aplicando a regra de Leibnitz na relacao acima, obtemos sua representacao explicita:

L) =3 (_kll) (Z i Z) 2", (2.34)

k=0
Se Tp,1,Tn2, ..., Ty SA0 0 zeros de L%a) (x), da equagao anterior obtemos que
Tp1+ Tpo+ 4 Ty =n(n+ a). (2.35)

A relagao de recorréncia de trés termos é da forma
nL(z) = (—z+2n+a— 1)L 2) — (n+a—1)LY(=z), n>2
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2.2 Polinémios ortogonais

com as condi¢des iniciais L (z) =1 e L (z) = -z + a + 1.

De (2.34), obtemos facilmente

_1 n
tno = L®(0) = (n + a) . i = (—1) ‘

Os polinémios de Laguerre satisfazem a seguinte equacao diferencial de 22 ordem
vy (z) + (@ + 1 =)y (z) + ny(z) = 0,

cuja demonstracao é analoga a do Teorema 2.21 para os polindmios de Jacobi. Um argumento
similar aquele usado no Teorema 2.22 mostra que uma condi¢ao necesséria e suficiente para

que a equagao diferencial
2y’ (z) + (a+ 1 —2)y'(x) + yy(z) =0

tenha solucao polinomial é que v € Z*, o conjunto dos inteiros nao-negativos. Além disso, se
7 = n, as unicas solugoes polinomiais de (2.2.2) sao y(z) = L (x), onde ¢ é uma constante
arbitraria nao-negativa.
A relacao de ortogonalidade é dada por:
(@) ) T L@ () L) - % se n7m,
(LY, L) = / LY (x) Ly (z)x%e *de = T(n+a+1)

0 — . se n=m,
n!

que é facilmente obtida da férmula de Rodrigues.

Polinémios de Hermite - H,(x)

Os polindémios de Hermite sao ortogonais no intervalo (—oo, 00) com relagao a fungao

xT

peso w(zx) = e~ °. Pela Formula de Rodrigues, podem ser definidos por

22 d" 2

H,(z)=(—=1)"e e e

Sua representacao explicita é dada por

(o) _ §~ (1 (o) 2.3



2.3 Polinémios similares aos ortogonais

onde |a| = significa 0 maior inteiro menor ou igual a a.

De (2.36), obtemos, H,(z) = (—1)"H,(—x). Logo, se 1 < Zp2 < -+ < Ty, sS40 08
zeros de H,,(x), entdo Tpp—iv1 = —Tpi, 0 = 1,2,...,|n/2].

De (2.36), obtemos, também, que

2 _n(n—l).

2 2
xn,1+$n,2+”'+xn,n_ 2

(2.37)

Além disso, a,,, = 2", n > 0 e, para os polinémios pares,

T m=1,2,....

A2m,0 = H2m(0) = (_1>

Os polinomios de Hermite, H,(x), n > 0, satisfazem & seguinte equacao diferencial de

22 ordem
y"(x) — 22y (x) + 2ny(x) = 0 (2.38)
ou
d a2y g2 o
%{e y (x)} +2ne " y(z) =0 (2.39)

e sua demonstracao também é analoga ao resultado para os polinémios de Jacobi (Teorema

2.21). Além disso, a equagao diferencial

y"(z) — 2zy(x) +yy(x) = 0

possui solucao polinomial se, e somente se, v ¢ um ntmero par nao-negativo. Em particular,
se 7 = 2n, a Gnica solugdo polinomial de (2.38) é y(z) = cH,(z), sendo ¢ uma constante arbi-
traria nao-negativa. A demonstracao deste fato também é analoga aquela sobre os polinémios
de Jacobi.

Da férmula de Rodrigues, é facil obter a relagao de ortogonalidade

0, se n#m,

(H,,H,) = / Hn(x)Hm(a:)e_Ide:
—o0 2"nl\/T, se n=m.

Além disso, satisfazem & seguinte férmula de recorréncia de trés termos
H,1(x) =22H,(x) — 2nH, 1 (x), n >0,
com H_1(z) =0e Hy(z) = 1.
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2.3. POLINOMIOS SIMILARES AOS ORTOGONAIS

2.3 Polindbmios similares aos ortogonais

A introducao do problema de momento forte pelos pesquisadores Jones, Thron e
Waadeland [11] abriu caminho para o estudo de polindémios que apresentam propriedades
semelhantes as dos polindémios ortogonais. O problema de momento forte pode ser expresso
da seguinte forma:

“Dado uma seqiiéncia {pm}>>__ . de nimeros reais, em que condigdes existe uma me-

dida nao-negativa di(t), tal que

b
um=/ trdy(t),  m=...,—2,-1,0,1,2...7 7 (2.40)

Se os momentos fi,, m € Z, definidos por (2.40) existem e sao finitos, di)(t) ¢ chamada
uma distribuigdo forte. Se di)(t) = v(t)dt, entao v(t) é uma fun¢ao peso forte.

Jones, Thron e Waadeland resolveram o problema (2.40) acima quando di(t) é uma
medida forte de Stieltjes, isto é, (a,b) C (0,00). Com o objetivo de estudar o problema de
momento forte para o caso em que (a,b) C (—00, ), conhecido como problema de momento
forte de Hamburger, Sri Ranga [19] introduziu uma seqiiéncia de polindmios monicos B (1),

similares aos polindmios ortogonais, definidos por:

/b tk—n+sB7(lk) () = O,(k) se 0<s<n—1,
a pn’ >0, se s=mn,
paran=1,2...e k€ Z,onde —o0o < a < b < x.

Vamos considerar, aqui, somente os polindémios By (t) para k = 0 e intervalos |[a, b]
que estejam totalmente contidos do lado positivo do eixo real, isto é, 0 < a < b < oo. Assim,

di(t) é uma distribuicdo forte de Stieltjes. Denotaremos tais polinémios por B, (t) e os

chamaremos, simplesmente, de polinémios similares.

Portanto, os polindémios B, (t), paran =0,1,2,..., sdo dados por:
b 0, se 0<s<n-—1,
/ B (1 db(l) = (2.41)
a pn >0, se s=n.

O resultado a seguir é de primordial importancia para a prova da existéncia dos

polinémios B, (t).
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2.3 Polinémios similares aos ortogonais

Teorema 2.23 Para as distribuicoes fortes de Stieltjes, di)(t), os determinantes de Hankel,

HS™ | satisfazem:

Hm Hm41 o Hmgn—-1
HT(Lm) — Hom+1 Hm+2 - Hm4n S O,
Mm4n—1 Hm+4n *°°  Hm42n—2
para m,n inteiros, n > 1.
Demonstragao: Similar a do Teorema 2.15. [ |

Como vamos considerar os polinémios B,,(t) monicos, se denotarmos

Bu(t) = bunit"", (2.42)
k=0

entao b, , = 1 para todo n > 0.
Usando (2.40), podemos escrever (2.41) como um sistema de equagoes lineares algébri-

cas nos coeficientes de B, (t) :

¢

Pnbno + pppibpr + -+ by, = 0
fPnt1bno + pepiobp + -+ by, = 0

: : : (2.43)
p—ibpo +  pobpi A+ o+ ppiby, = 0
\ tobno  +  pibpa A+ o A+ ppbn, = Py

Usando a regra de Cramer, o coeficiente b, ,, pode ser dado por:

o, "
bn,n - pﬁ - 1
Hn+1
Assim,
H(*“)
P H?g—j;) >0, n>0.
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2.3 Polinémios similares aos ortogonais

Se substituirmos a tltima equacao de (2.43) por (2.42) e, novamente, aplicarmos a

regra de Cramer, obtemos:

H—n Hepy1 - Ho
) H—n+1 H—n+2 -+ M1
Bo(t) = : S C o, n>o. (2.44)
H
H—1 Ho o i1
1 t N s

Assim, vemos que uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia de B, (t) é

que g # 0. Agora, se substituirmos ¢ = 0 em (2.44), obtemos

H7(1—n+1)

B.(0) = (-1

= bn,g, n > 0.

Logo, uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia dos polindémios B, (t) com
Ba(0) £0 6 que H ™ #£0e HS "™ £ 0.

Usando a relacao

b
/ t_(”“)Bn(t)d@D(t) = fhep—1bpo + piopbp1 + -+ p_1bpp

em (2.43), encontramos

que é diferente de zero.

2.3.1 Algumas propriedades dos polinémios similares

Os polinémios similares, B, (t), exibem muitas propriedades semelhantes as dos poli-
noémios ortogonais. A mais interessante e tutil delas é a relagao de recorréncia de trés termos

que daremos a seguir.

Teorema 2.24 Seja B, (t) o polinomio definido em (2.41). Entdo, a seguinte relagao de

recorréncia € verdadeira paran > 1 :

Buia(t) = (t = Bus1)Bu(t) = dngat By (t), (2.45)
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2.3 Polinémios similares aos ortogonais

onde Bo(t) =1, By(t) = z — b1 e os coeficientes (i1 € Bnyy satisfazem:

Pn

één+1 = — > 0,
n—1
=t 5=t a1, (2.46)
M1 T

Demonstracao: Como B, (t) ¢ um polindmio de grau n, o polindomio B,,1(t) —tB,(t) ¢ de

grau, no maximo, n. Portanto, pode ser escrito da forma

Bn+1(t) - tBn(t) = _Bn—i-an(t) - dn—i—ltBn—l(t) + pn—l(t)a (2'47>

onde i1 € Boyi1 S80 tais que Pn-1(t) & de grau n — 1.
n—1

Tomemos p,_1(t) = chtj . Multiplicando-se ambos os membros da equagao (2.47)
=0
por t~"% ¢ integrando, obtemos:

b b
/ B, (Al / B, (1) di (1)

b b
= _Bn+1/ t_n+an<t>d¢(t)_é‘n+1/ t_(n_l)—i_an*l(t)dw(t)

a

n—1 b
+3 ¢ / £ A (1), (2.48)
j=0

Fazendo, respectivamente, s = 0,1,2,...,n — 1, na equagao acima, obtemos o sistema

linear:
n—1

> ittt =0, i=0,1,....,n—2,

Jj=0
n—1

E Cill—1+4j = Qnt1Pn—1 — Pn,
=0

cujas incognitas sdo os coeficientes do polinémio p,_1(t) e cujo determinante da matriz

dos coeficientes é H,(L_n) que, como ja sabemos, é maior do que zero. Assim, se tomarmos

Pn . . R L ~ .
——, o sistema serd homogéneo e sua tnica solu¢ao ¢ ¢; =0, j =0,1,...,n—1, 0
n—1

que significa dizer que p,_1(t) = 0. Portanto, (2.45) estd demonstrado.

dn—i—l =

Para determinarmos o coeficiente ﬁvnﬂ, tomemos s = —1 em (2.48). Logo,

0= —Bni1ln — Gni1ln_1 €, dai, segue imediatamente (2.46). ]
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2.3 Polinémios similares aos ortogonais

Sobre os zeros dos polindmios similares B, (t) vale, ainda, o seguinte resultado, cuja

demonstragao ¢ andloga ao resultado para polindmios ortogonais.

Teorema 2.25 Os zeros dos polindmios similares B, (t) n > 1, sao reais, distintos e per-

tencem ao intervalo (a,b).

Os polinémios B, (t) estéo relacionados aos polinomios de Laurent ortogonais ou L-po-
lindmios ortogonais, R, (t), com rela¢ao a uma distribuicao forte, tratados por Jones e outros

em [11, 12|, da seguinte forma:
Rgm(t) = t_mBgm(t), R2m+1(t) = t_m_lBQm+1(t), m Z 0.

Esta relagao pode ser facilmente verificada através de (2.41) e da definigao de polindémios

de Laurent dados em [12].
q

Lembremos que um polinémio de Laurent é uma funcao da forma Z c,t", onde p < g,

n=p
p,q € Zec, €R.

Um estudo detalhado sobre os polindmios similares aos ortogonais pode ser encontrado

em |2, 19].
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Capitulo 3

Eletrostatica e zeros de polinémios

O estudo apresentado nas segoes 3.1 e 3.3 é baseado, principalmente, no livro de Szeg6
[24] e no artigo de Dimitrov e Van Assche [6].
Na secao 3.2, apresentamos nossa contribuicao a interpretacao eletrostatica dos zeros

de polindmios para o caso em que hé restricoes.

3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

Consideremos, entao, o campo eletrostatico que obedece a lei do potencial logaritmico
descrito na Introducao, ou seja, cargas r; sao distribuidas uniformemente ao longo de retas
perpendiculares ao eixo real e que a interceptam nos pontos a;, j = 0,1,...,m. Além disso,
n cargas unitarias positivas moveis estao distribuidas uniformemente ao longo de retas per-
pendiculares ao eixo real e que passam pelos pontos x1, zs, ..., x, pertencentes ao intervalo
(ap, a,,). Queremos que as cargas livres se movam apenas entre cargas fixas positivas con-
secutivas para evitar aglutinagao. Lembremos que o ponto = (x1,xs,...,z,) pertence ao

simplex

[1]

s
= m{ajk < Ty < oo T -1 < Qg1 2 Vg, Tl > O},
k=1

onde 1 = gy < po < ...ps < fisy1 — 1 = n e s & o namero de intervalos [aj,, aj,+1] com

cargas positivas r;, € 7, 41 Nos pontos extremos.
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

A energia do campo é, entao, dada por

m 1 1
L(z) = erZlongr Z logm

j=0 k=1 1<i<k<n
m n
= Z log |zx —a;] "7 + Z log |z — x4
J=0 k=1 1<i<k<n
m n
= _Z log |z — a;]"7 — Z log |z — x4
=0 k=1 1<i<k<n

A energia é minima se, e somente se, a funcao

m n

T(x)=e"® =T[1]lex —ail” ] Iloe—a (3.1)

=0 k=1 1<i<k<n
é maxima.

Observe que T'(x) se anula na fronteira de = e é estritamente positiva em seu interior.

oT
Portanto, o méximo de T'(x) é atingido num ponto & = (z1,xs, ..., z,) em = onde 5 (2) =0
Tk
para k=1,2,...,n. Mas,
m
T(x) = H {|x1 — a;|"xe — a;|" |z — x1||2s — @] w3 — 1|25 — 2R - .
=0
Xy — ;| @, — 1|28 — 22| |2y — zzzn,1|}
= H {|l‘1 — aj|rj|x2 — aj|7"j|x2 — {L‘1| e |ZEk_1 — aj|”|xk_1 — ZL’1| e
=0
X|Tp—1 — Tp—o||Th1 — ;|7 |Thgr — 21| | Ter — o] |20 — @], — 2] -
n
x|y, — p1||Tn — Tpaa| - o0 — ook — aj|”} H |y — 2.
ik
Portanto,
m
T(x) = 7(@\wy)|wi(wr)] ] lox —as7, (3.2)
=0
- w(z)
onde 7(Z\x) é uma fungdo que nao depende de xy, w(zx) := H(x — ;) e w(x) == :
T — Tk

i=1
Como [w(z)]™Y = [(x — zp)wi(2)]"*Y, aplicando a regra de Leibnitz, obtemos

W@ = (@ =z @)+ (1 ey (@),
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

Logo, para z = xy,

1+ D (z) =w™V(z),  1>0. (3.3)
Observe que o sinal wy(xy,) = (=1)""*. Logo, podemos escrever |wy, ()| = (—1)"*wy(z1).
Portanto, (3.2) pode ser escrito como
T(z) = (—1)" Fr(@\zp)ws(ze) ] lze — a5l
j=0
Derivando a equacao acima com relagao a xj, obtemos
oT (z) kD . .
Tl (1) kT(fB\l’k)a—m <wk($k) jHO|l’k — a;] ])
= (=1)"Fr(2\zp) ﬁ |k, — ajl o wi(zg) + -+ I'm wi ()
=0 |21, — ao| Tk — |
—i—wk(q:k)}
. m m r
= (0@ [Tl - o { 2Ty | )+ w;<xk>}

= (=) *r(z\z 1 xp — a7 —B<xk)w T W, (x
= (1 tr@a [Tl - o1 { 508t + ko) |

= (=1)"Fr(@\xg)wr(zx) H |z — aj|™ {B(xk> i wy(Ty) } ’

5=0
para k=1,2,...,n.

De (3.3), concluimos que

(9;;5:) _ (—1)"_k7(§c\xk)wk(xk) H |5Ek N aj|rf {B(l’k) 1 wH(iL‘k) } ‘ (34>

=0

A(l’k) + 2 w’(xk)

oT (x)
&zck

O maximo de T'(x) é atingido onde = 0, ou seja, onde
A(xp)w" (xr) + 2B(x)w' (zx) = 0,
por (3.4).
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

Como A(z) é de grau m + 1, B(x) é de grau m e w(z) é de grau n, a expressao
A(z)w"(x) + 2B(z)w'(x) é um polindémio de grau m + n — 1. No ponto de méaximo de T'(x)
este tltimo polindmio anula-se nos zeros de w(x). Entao, pelo Teorema Fundamental da
Algebra,

A(z)w" (z) + 2B(z)w' (z) + C(x)w(z) =0

para algum polinomio C'(x) de grau m — 1. Mostramos, entao, o seguinte resultado.

Lema 3.1 Seja T : R" — R definida em (3.1). Entao, 0T (x)/0x;, =0,k =1,...,n, se, e
somente se, as coordenadas do vetor x sdo os zeros do polinémio de grau n que € solu¢ao da

equagdo de Lamé (1.2).
O resultado a seguir nos fornece condig¢oes para que a solucao seja tnica.

Teorema 3.1 Se a energia do campo eletrostdtico em questao tem um unico ponto de mini-
mo em =, entdo existe um unico par (C(x),y(z)), com C(x) um polinémio de Van Vieck e
y(x) um polinomio de Stieltjes, para a equagao de Lamé (1.2) (Ver pag. 3). Reciprocamente,
se existe um unico par (C(z),y(x)) de polindmios de Van Vieck e Stieltjes para (1.2), tal que
os zeros do polinémio de Stieltjes pertencem a =, entao a energia do campo descrito tem um

unico ponto de minimo.

Demonstragio: Suponhamos que exista um polinomio C () de grau m — 1, C(x) # C(x),

tal que a equacao diferencial
A(z)2"(z) + 2B(2)2' (z) + C(z)z(x) = 0 (3.5)

também admite uma solugao z(z) = (z — &)(x — &)+~ (z — &) com zeros distintos em
(aj-1,0;)- ;

Seguindo Szeg6 [24, §6.83 pag. 154], vamos introduzir a fungao H(z) = H |z — a;|*"7.
=0
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

Logo, para x # a;, j = 0,...,m, temos que

H'(z) = 2ro(z —ag)* Hz —a)? ... (x — apn)*™

+2T1(37 _ CLO)ZTO (:C _ (11)27"171(% _ a2)2r2 o (:C _ am)Qrm 4.

—i—27“m(x — ao)zro(a: - a1)2r1 N am_l)%m‘l(x — am)%m_l

2r - Bz
= ZHx—a] sz )A((ZL‘i

j=0

Multiplicando por z(z) a equagao (1.2), por y(z) a equagao (3.5) e subtraindo as duas

equagoes resultantes, encontramos

A@@)Y (2)2(z) —y(2)2'(2)]' + 2B(2)[y' (v)2(x) — y(2)2'(2)] = [C(x) = C(2)ly(z)z(z). (3.6)

Multiplicando ambos os membros de (3.6) por ZE;; obtemos

d —C(z

L@ @0)2() — y()2 (@)} = (“””)T)”ymz(a:)ﬂm. (3.7
Tomemos xg = & = aj_1, Tny1 = {ny1 = a; e consideremos % > (0 em

(a;_1,a;). E claro que y(z) = (v — 21)(z — 22) - - - (* — 2,,) ndo muda de sinal em (2, 7;11),
i=1,...,n—1. Suponhamos que z(x) ndo muda de sinal em (z;,x;41), 1 =1,...,n—1, isto
é, entre dois zeros consecutivos de y(z). Entao, de (3.7),

d

%{H(x)[y'(m)z(x) — y(x)zl(x)}}

também nao muda de sinal em (x;,z;41), i =1,...,n — 1.
Considere os pontos T =z; +€e T =x;.1 — €, € > 0.

1) Se y(z)z(z) > 0, entdo H(x)[y'(x)z(x) — y(z)z'(z)] é crescente. Assim,
escy(r)>0=z(x)>0=9(2)2(Z) >0ey(2)z(2) <0
escy(r) <0=z(x) <0=9(2)2(Z) >0ey(2)z(z) <O0.

2) Se y(z)z(x) <0, entdo H(z)[y'(x)z(z) — y(z)z'(x)] é decrescente. Logo,
esey(r)>0=z2(x) <0=¢y(2)2(2) <0ey()z(z) >0
escy(r) <0=z(x)>0=9(2)2(Z) <0ey(x)z(z) > 0.
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

Portanto, sinal(yz) = sinal(y'z) em & e sinal(yz) = —sinal(y'z) em &. Observe que

sinal{H(y'z — yz')} = sinal(y'z) em & e em %, isto é,
o se y(x)z(z) > 0, entdo sinal{H(y'z —yz')} > 0em e sinal{H(y'z —yz')} <0 em &;
e se y(x)z(z) < 0, entdo sinal{H(y'z —yz')} <0em 7 e sinal{H(y'z —yz')} > 0 em z.

Logo, das duas observagoes acima, H(x)[y'(z)z(x) — y(x)z'(z)] muda de sinal em

(x;,x;+1) da seguinte forma:

e Sey(x)z(x) >0, H(D)[y'()2(7) — y(7)2"(7)] > 0 e H(2)[y'(2)2(2) — y(2)2' ()] < 0.
Entao, H(x)[y' (x)z(x) — y(x)2'(z)] ndo pode ser crescente, o que é uma contradigao

por 1).

o Sey(r)z(x) <0, H(D)[y'(2)2(2) — y(2)2'(2)] <0 e H(@)[y'(2)2(2) — y(2)2'(£)] > 0.
Logo, H(x)[y/ (x)z(x) — y(x)2'(x)] ndo pode ser decrescente. Por 2), chegamos nova-

mente a uma contradigao.

Portanto, y(z)z(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em (x;, x;11). Concluimos,
entdo, que z(z) tem pelo menos uma raiz em (z;, T;11).
Sejam z; e x,, o primeiro e ultimo zeros de y(z) em [a;_1, a;|, respectivamente. Mos-

tremos, agora, que z(z) deve mudar de sinal também em [a;_q, 2] € [z,, a;]. Lembremos que
C(z) - C(x)
A(z)

Suponhamos que z(z) nao muda de sinal nesses intervalos. Como os zeros de z(z)

> 0.

pertencem a (a;_1,a;), entdo y(z) e z(x) tém ambos sinais constantes em [a;_1, z1] € 2y, a;].
Mas, y(x) e z(x) sdo polindmios de mesmo grau e com coeficientes dos termos de maior grau
positivos. Isto significa que ambos tém o mesmo sinal em [a;_1, z1] € em [z, a;]. Entao, de
(3.7), H(z)[y' (x)z(z) — y(x)2'(x)] ¢ uma fungao crescente nesses dois intervalos. Além disso,

lim H(z)[y'(x)z(x) —y(x)2'(x)] =0 e lim H(z)[y'(x)z(x) — y(z)2'(x)] = 0.

+ —
e d h — .
T—a;_y T—a;

Assim, a expressao [y (z)z(z) —y(x)z'(x)] deve ser positiva em [a;_1, 1] e negativa em

(%, a;]. Mas, y(z1) = 0. Logo, para z = x1, temos que sinal(y'z) = sinal(y'z — yz') > 0.
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

Como x; é o menor zero de y(z), entdo sinal(y'y) < 0 para x = z1 — ¢, € > 0. Como y(x)
e z(x) sao do mesmo tipo e, além disso, z(z) também nao tem zeros em [a;_1,21), entdo
sinal(y'z) = sinal(y'y) < 0. Isto é uma contradigao.

Podemos usar o mesmo argumento para x = x,,. Mostramos, assim, que z(z) tem, pelo
C(z) — C(x) C(z) — C(x)
A(z) A(z)

em algum ponto de a;_1 < x < a;.

menos, n + 1 zeros se > 0. Absurdo! Portanto, deve ser negativa

Repetindo a mesma demonstragao, mas trocando os papéis de (C(x), y(z)) e (C(z), z(x)),
Clz) - C(x)
A(z)

nifica que 6’(x) —(C'(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em [a;_1,a,], 7 = 1,2,...,m.

concluimos que deve ser positiva em algum ponto de a;_; < x < a;. Isto sig-

Logo, C(x) — C(z) tem, pelo menos, m zeros em [ag, ay,]. Impossivel, pois C(z) — C(x) é de

grau m — 1. Portanto, C(z) — C(x) = 0. n

Estamos, agora, em condigoes de demonstrar o Teorema 1.1. Consideremos, entao, o

problema eletrostatico descrito no Capitulo 1 com cargas fixas negativas e positivas.

Demonstracao do Teorema 1.1: J4 vimos que a existéncia do polinémio de
Stieltjes com as propriedades desejadas é equivalente & existéncia de um ponto de méxi-

mo ¥

= (z},75,...,2}) de T(x) no simplex = = {a;_1 < 21 < ... < z, < a;}. Como
ja mencionamos, T'(x) é estritamente positiva em = e se anula na fronteira de =. Assim, o
ponto =" existe.

Vamos, agora, estabelecer a unicidade. Seja, entao, C (z) um polinémio de grau dois,

é(x) % (C(x), tal que a equagao diferencial

A(z)2"(z) + 2B(2)7 (z) + C(z)z(x) = 0
também admite uma solugao z(z) = (z — &) -+ (x — &,), com zeros distintos & < ... < &,
em (a;_1,a;). Pelo Teorema 3.1, temos que:

1) se (C(z)—C(x))/A(x) & positivo entre dois zeros ; e x4, consecutivos, com 0 < i < n,
entdo z(z) deve ter um zero em (z;,2;.1). Por outro lado, se (C(z) — C(z))/A(x) ¢

negativo entre §; e &1, com 0 < i < n, entao y(x) deve ter um zero em (&, &11);
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

2) C(x) — C(z) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em (a,_1, a;).

Ja que podemos nos restringir as solu¢oes monicas da equagao de Lamé, os coeficientes
dos termos de maior grau de C(z) e C(z) sdo iguais e, entdo, C(z)—C /() ¢ uma funco linear.
Para demonstrar a unicidade do polinémio de Van Vleck, mostraremos que C(z) — C(x) tem
pelo menos dois zeros, o que ¢ possivel somente se C(z) = C(x).

Suponhamos que C(z) # C(z). Entédo, por 2), C(z) — C(x) tem pelo menos um zero
em (a;j_1,a;) e, por 1), concluimos que os zeros de y(z) e z(z) se entrelacam.

Observe que podemos escrever y(x) = z(x) + ¢,—1(z), onde ¢g,_1(x) € P,_;. Entao,

n

y(xr) Gn-1(z) 1 2(x)
z(x) = 1+ z() =1+ @) ; (= §k)Z’(§k)qn_1(£k)

B Gn-1(6) /2 (&) " 6
a 1+Z z — & _1+;$—§k’

%”wl(fk)
2(&)

Portanto, os coeficientes 9, da decomposi¢ao acima tém todos o mesmo sinal. Como

H(@) [y (2)2(2) = y(@)'(2)] = H(2)?() [ 2@) }

onde 6 =

entao

= —H(x)Y 6 (x), (3.8)
z(z)

onde z(x) = & Suponhamos que os J; sejam todos positivos (o caso em que todos os
T —Ck

Jr s@o negativos é anélogo). Entao, a fungdo

z) Y nzi(x)

é nado positiva, se anula somente nos zeros de H(x) e converge para —oo nos polos de H(z).
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3.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

Caso a) Observe que, neste caso, H(z) tem dois zeros consecutivos e dois polos con-

secutivos, isto &,
i) ro>0,1r >0 1m<0,r3<0 ou i) r9<0, 11<0, 719>0, r3>0.

Logo, H(z) tera uma das seguintes formas:

H(x) = (& = a0 (o = 00— ;)M — ;)ml (3.9)
Hle) = (z — io)bro (z — clzl)lzm (v = a2)"(x — as)”". (3.10)

Como G(x) se anula em ag e aq, se H(x) é dada por (3.9) (se anula em ay e a3, se H(z)
tem a forma (3.10)), pelo Teorema de Rolle concluimos que G’(z) tem um zero no intervalo
(a0, a1) ((az,a3)).

Temos, também, que G(x) converge para —oo nos polos as e az (ag e a;). Entao, ela
tem um ponto de maximo local no intervalo (as,a3) ((ag,a1)). Logo, G'(x) deve mudar de

sinal neste intervalo. Mas, de (3.7) e (3.8),

Assim, C(z) — C(x) muda de sinal em (ag,a1) e em (ag,as), isto ¢, tem um zero em
cada intervalo. Isto ¢ uma contradicdo, pois C(z) — C(z) ¢ linear. Portanto, a unicidade
esta demonstrada.

Caso b) Neste caso, devemos ter 1o < 0, r; > 0, 7 > 0 e r3 < 0. Logo,

H(ZL’) = m(l’ — a1)2r1 (l’ _ a2)2r2

1
(g; — a3)|27'3‘ '

Como n > 1—(rg+ry+r2+73), temos que G(z) tende a —oo quando z tende a —oo ou
+00. Mas, ag e az sao polos de H(z) e isto significa que G(x) tera um ponto de maximo local
entre —oo e ag e, também, entre az e +00. Assim, temos dois zeros adicionais da derivada

de G(z), 0 que, em vista de (3.7), fornece mais dois zeros de C(z) — C(x). n
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3.2 Campos eletrostaticos na presenca de restricoes e a equagao de Lamé modificada

3.2 Campos eletrostaticos na presenca de restricoes e a
equacao de Lamé modificada

A principal contribuicao deste trabalho sera tratada nesta secao. Demonstraremos,
aqui, o Teorema 1.2, que trata do caso em que as n cargas unitarias livres estao sujeitas a
restricoes.

Para este proposito, consideremos primeiramente as condi¢oes necesséarias de 12 ordem
para o correspondente problema extremo.

Sabemos, pela segao anterior, que a energia do campo é dada por L(x). Essa energia
¢ minima se, e somente se, T'(z), dado em (3.1), € maxima. Como o problema em questao

envolve restrigoes, ele pode ser formulado da seguinte forma:

mazimizar T(x)
(3.11)
sujeito a R(z) = 0.
Sabemos que 7'(z) ¢ uma fungao continua e estritamente positiva em = e, portanto,

(3.11) & equivalente a
maximizar T(x)
sujeito a T(x)R(z) = 0.
O método dos multiplicadores de Lagrange pode ser usado para resolver o problema
acima. Para isso, vamos definir a funcao F'(z) = T'(x) — pT'(z)R(z), onde p é uma constante.

Precisamos, entao, encontrar o ponto que satisfaz

agg) =0, k=12...,n,
ou seja,
agg) N paik [T(z)R(x)] =0, k=1,2,...,n.
Aplicando a regra da cadeia ao segundo termo da equagao anterior, obtemos
T (z) oT (x) OR(x)

i p{a_%zz(m) +T(m)a—xk} — 0.

Como, no ponto de maximo, R(x) = 0, a equacdo acima pode ser escrita da forma

T (z) ST (2) OR(x)

= 0.
(%k ailﬁk
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3.2 Campos eletrostaticos na presenca de restricoes e a equagao de Lamé modificada

De (3.2) e (3.4), a equagao anterior torna-se

B(zr)  1w"(zg) OR(x)

A(zg) * 2w (zp) P Oxy,

— 0, (3.12)

ou seja,
A(zp)W" (z) + 2{B(zx) — pD(x1,) } (z3) = 0,

lembrando que D(zy) = A(xk)ag(m)
T

(Ver pagina 5).
O primeiro membro da equagao acima é um polindbmio de grau
max{m +n — 1,n + p — 1} que se anula nos zeros de w(z). Para destacarmos o fato de

que os zeros de w(x) s@o x1, ..., T,, Usaremos a notagao
w(t;z) == (t—x1) - (t — xy).

O Teorema Fundamental da Algebra garante a existéncia de um polinémio C' (t) com grau

menor ou igual a max{m — 1,p — 1}, tal que
A" (t; ) + 2{B(t) — pD(t)}&' (t; ) + C(t)w(t; x) = 0. (3.13)

Obviamente, a implicagao reciproca ¢ também verdadeira, isto ¢, se (C(t), p,w(t; x)) é
uma tripla para (3.13), onde x € =N Q, entdo as condi¢oes de 12 ordem
oF
@ o k=12 ..

R(z) =0

sao satisfeitas. Portanto, demonstramos o resultado enunciado a seguir.

Lema 3.2 O ponto x € =N Q satisfaz as condigoes necessdrias de 12 ordem (3.14) para o

problema extremo (3.11) se, e somente se, eziste uma tripla (C(t), p,w(t; x)) para a equacao

de Lamé modificada (3.13).

Estamos, agora, em condigoes de demonstrar o Teorema 1.2.

Demonstragao do Teorema 1.2: Seja z* um ponto de minimo da energia L(z)

sujeito a restri¢do R(x) = 0. Portanto, * ¢ uma solugao de (3.11). Conseqiientemente, pelo

o7



3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polindémios ortogonais classicos

Teorema 2.10, " necessariamente satisfaz (3.14). Entao, o Lema 3.2 implica na existéncia
de (C(t), p,w(t; x)) para (3.13).

Para estabelecermos a afirmacao a), se (C(t), p,w(t; ), com x € Z e R(x) = 0, satisfaz
(3.13), pelo lema anterior, o ponto  ¢é solucao de (3.14).

Finalmente, demonstraremos b). Como ja observamos, o problema de minimizar L(x)
em ZN () é equivalente ao de maximizar 7'(z) na mesma regido. Seja = o fecho de Z. Como =
¢ fechado, © é um compacto e 2N # | entdao o conjunto =N é um subconjunto compacto
e ndo-vazio do R"™. Pelo Teorema de Weiertrass, a fun¢do continua 7'(z) atinge seu maior
valor em um ponto de =N Q, digamos 17 = (7y,...,7,).

Por outro lado, T'(z) ¢ estritamente positiva em = e anula-se na fronteira 0=. Portanto,
1 é um ponto interior a Z, isto ¢, n € Z. Logo, ¢ um ponto de méximo local de T'(z) em
=, sujeito a restrigao R(x) = 0. Novamente, o Teorema 2.10 mostra que n satisfaz (3.14).
Finalmente, o Lema 3.2 implica que as coordenadas 7y, ...,n, do ponto extremo 1 sao os

zeros de um polinoémio de Stieltjes w(t; x) para (3.13). n

3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polinémios
ortogonais classicos

Nesta secao, estudaremos o problema da interpretacao eletrostatica dos zeros dos
polinémios de Jacobi, Laguerre e Hermite. Os resultados envolvendo os polinémios de La-

guerre e Hermite foram obtidos de maneira diferente daquela feita no texto classico de Szegd

[24].

3.3.1 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de Jacobi

Consideremos o campo eletrostatico descrito no Capitulo 1, onde cargas p e ¢ posi-
tivas sao distribuidas uniformemente ao longo de retas perpendiculares ao eixo real e que
interceptam os pontos 1 e —1, respectivamente. Tomemos n cargas unitarias distribuidas

uniformemente em retas que também sao perpendiculares ao eixo real e passam pelos pontos
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polindémios ortogonais classicos

T1,X, ..., Tp,onde —1 <z <9< ...< 2, <1

Como ja sabemos, a energia do campo é dada por

- 1 - 1 1
= { log—— log—.
P2 log—q e o D leop—

1<i<k<n
Logo, a energia ¢ minima se, e somente se,

Ti(z)=e @ =T[Q—z)P(A+2) J] |oe—a (3.15)
k=1 1<i<k<n
é maxima.
Como Ti(x) ¢ uma funcdo continua de 1, xs,...,x, para —1 < z; <1, 1=1,2,...,n

é claro que existe um ponto de maximo.

Sabemos que o méximo de (3.15) é obtido nos pontos onde 90Ti(z)/(0rr) = O,
k= 1,2,...,n. Observe que este problema é um caso particular do problema tratado na
Secao 3.1 para m = 1. Logo, fazendo j = 0,1, ag = —1, a1 = 1, 79 = g e 11 = p, em (3.4),
obtemos

1w (zp) p q

=0
2 W' (xy) +3:k—1+xk+1

ou, entao,
(1 — 22w (z1) + [20 — 2p — (2¢ + 2p) 2]’ (21) = 0.

Portanto, a equacao se anula nos zeros de w(x). Entao,

(1 —a*)w" () + 20 — 2p — (2 + 2p)aw'(x) = rw(w)

onde k é uma constante. Comparando os coeficientes de ™ em ambos os membros, obtemos

k= —-n(2p+2q¢+n—1). Logo,
(1 —22) f"(x) + [2¢ — 2p — (2¢ + 2p)z] f'(z) + n(2p + 2¢ +n — 1) f(x) = 0. (3.16)

Comparando esta equagao com a equagao diferencial (2.24) satisfeita pelos polinémios

1 a+1

de Jacobi, elas serao iguais se ¢ = % ep= ;_ :
Logo, tomando esses valores para q e p, do Teorema 2.22 temos que a tnica solugao

polinomial da equacdo diferencial acima é cP\*"” (x), onde ¢ é constante, ou seja, w(z) =

PP (x).
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polindémios ortogonais classicos

Portanto, as coordenadas do ponto de maximo de Ti(z) sdo os zeros de pie? (x) e,
como conseqiiéncia disso, o sistema —1 < 1 < x5 < ... < x, < 1 é Gnico.

Demonstramos, entao, o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Sejam p > 0, g > 0 e {z;}~,, =1 < z; < 1,4 = 1,2,...,n, um sistema
de valores para o qual a expressio (3.15) se torna mdxima. Entao, {x;}!_, sao os zeros do

polinomio de Jacobi, P\ (x), ondea=2p—1¢e [ =2q— 1.

Os zeros dos polinomios de Laguerre, L (x), e de Hermite, H,(z), também apresentam

interpretagoes eletrostaticas semelhantes. E o que veremos a seguir.

3.3.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de La-

guerre

A interpretacao eletrostéatica dos zeros dos polindémios de Laguerre pode ser dada pelo

resultado abaixo.

Teorema 3.3 Consideremos uma carga positiva p fiza no ponto x = 0 e cargas unitdrias

nos pontos varidveis xyi, s, . .., T, do intervalo (0,00) satisfazendo
n oy oyt + ) <K, (3.17)

onde K € um numero positivo pré-determinado. O mdximo de

n

To(z) = [ [G)” 1] law —ail.

k=1 ik=1
i<k

. . . . ~ A a
¢ atingido se, e somente se, os pontos x;, i = 1,2,...,n, sao 0s zeros do polinémio L,(1 )(cx),

onde L%a)(x) ¢ o polinémio de Laguerre de graun, « =2p—1 ec= K '(n+ a).

Demonstracao: A existéncia e a unicidade da posi¢ao de méximo sao claras. Pelo Teorema
de Weiertrass existe um ponto de maximo, ja que Tz(z) é uma fungao continua num conjunto

compacto.
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polindémios ortogonais classicos

Pelo Lema 2.1, na posi¢ao de méximo, vale o sinal de igualdade em (3.17). Portanto,
este € um caso particular daquele tratado na secao anterior.
Logo, aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange, temos que

0Ty (x) _ 0g1(x)
a’Ek 8:L‘k ’

onde gi(z) =n"'(xy + 22+ -+ +x,) — K e p ¢ um multiplicador apropriado.

Como em (3.12), obtemos
1w'(@y)  p _p

2w (ry)  x)  n

ou, entao,
" 2p /
rpw' (xg) + | 2p — —ap | W' (zg) = 0, k=1,2,...,n.
n

Isto significa que
2
" (z) + <2p — —px) W'(z) = aw(x),
n
com a ¢ uma constante.

Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os lados da equagao

acima, obtemos que a = —2p. Entao, chegamos a seguinte equagao diferencial de 22 ordem
" 2p /
zw'(x) + (2p — —x ) W'(2) + 2pw(z) = 0. (3.18)
n

Observe que (3.18) é uma equagao de Lamé modificada com

Alx) = z,
B(z) = p,
Clz) = 2p,
D(z) = 1/n.

Lembremos que os polinomios de Laguerre, L,(f() (y), satisfazem a equagao diferencial

y2"(y) + (a+1-9)2'(y) + nz(y) =0, (3.19)

onde 2'(y) = . Se y = cx, onde ¢ é uma constante, obtemos

d=(y(x)) _ 1dz(y(x))  z(y(x)) _ 1 d=(y(z)

dy c dx dy? 2 dx?
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polindémios ortogonais classicos

Substituindo em (3.19), obtemos

d*z(cx) dz(cx) (@)
Frca (+1—cx) P nez(cx) = 0, z(cx) = Ly (cx).

X

1. comparando (3.19) com (3.18), concluimos que

Portanto, se a =2p — 1 e ¢ = 2pn~
w(z) = cte. L\ (cx).

A constante ¢ pode ser determinada da condigao (3.17) quando vale o sinal de igual-

dade. De (2.35), sabemos que a soma dos zeros de LY (y) € igual a n(n + «), ou seja,

c(xy + 29+ -+ x,) =n(n+ «a). Logo, de (3.17) obtemos ¢ = n;a.
2p 3 n(n+ «)
M = — t = —".
as, ¢ = — e, entao, p e n

3.3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de Her-
mite

Consideremos, agora, o campo eletrostatico formado por n cargas unitérias distribuidas
uniformemente ao longo de fios infinitos que interceptam o eixo real nos pontos varidveis

x1,Za, ..., T, pertencentes ao intervalo (—oo, 00) e tais que

n Y2 a5+ +22) < M, (3.20)

n

onde M é um nimero positivo pré-determinado.

A energia do campo, entao, é dada por

A energia é minima se, e somente se,

n

Ty(z) = [] laow — 2 (3.21)
i k=1
i<k

é maxima.
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polindémios ortogonais classicos

A existéncia e a unicidade do ponto de maximo s@o claras. Os correspondentes z;,
i = 1,...,n, sao distintos entre si. Como no caso anterior, pelo Lema 2.1, no ponto de
méaximo vale o sinal de igualdade em (3.20). Portanto, pelo método dos multiplicadores de
Lagrange, se p ¢ um multiplicador apropriado, obtemos

8xk P @J]k

onde go(z) =n~t(ad + a3+ +a2) — M.
Procedendo como no caso de Laguerre, chegamos que

1 i 2 4
52,((;;)) = —pxk ou w’(xp) — fzkw/(l’k) =0, k=12...,n.

A dltima equagdo acima é, entdo, igual a aw(z), onde @ é uma constante. Comparando

os coeficientes de =", obtemos a = —4p e, portanto,
" 4p /
W'(r) — —zw'(x) + 4pw(z) = 0. (3.22)
n

Az) = 1,
B(z) = 0,
Clz) = A4p,
D(z) = 2a/n.

Lembramos que os polinomios de Hermite, H,(y), satisfazem

dz(y)
dy -

Z"(y) = 2y2'(y) + 2n2(y) =0,  onde Z(y) =

Fazendo y = ¢x e procedendo como no teorema anterior, chegamos a equagao diferencial

ordinéria 2”(éx) — 2¢%x2'(¢x) + 2né*z(cx) = 0, satisfeita por z(¢éx) = H,(¢x).

2 2
Comparando esta equagdo com (3.22), concluimos que, se ¢ = <_p> , entao w(x) =
n

cteH,(¢x). A constante ¢ pode ser determinada da condi¢do (3.20) tomando-se o sinal de
igualdade. Como, de (2.37),

n(n —1)

Fas+ay+ - +al)= 5
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3.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros de polindémios ortogonais classicos

1
n(n—1) n—1\2
de (3.20) obtemos ¢*(nM) = ——~. Logo, ¢ = :
(3.20) nn) = "0, pogo, o= ()
2p\ 2 n(n—1
Mas, ¢ = <_p> e, entao, p = % Demonstramos, entao, o seguinte teo-
n
rema.
Teorema 3.4 Consideraremos n cargas unitdrias nos pontos varidveis Ty, Ta, . .., T, perten-

centes ao intervalo (—oo, 00) e satisfazendo

noH @ttt ) <M,

n

onde M € um nimero positivo pré-determinado. Entao, o mdximo de (3.21) € atingido se, e

somente se, x;, i =1,2,...,n, sdo os zeros do polinémio H,(¢x), onde H,(x) é o polinémio

n—1 B
de H it C = .
e Hermite e ¢ (QM)
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Capitulo 4

Interpretacao eletrostatica dos zeros dos

polinémios de Laurent ortogonais

Neste capitulo, estudaremos a interpretacao eletrostatica dos zeros dos L-polinémios or-
togonais. Para isso, uma relagao entre os polindmios ortogonais simétricos e os L-polindmios

ortogonais sera apresentada.

4.1 Relagao entre os polindmios ortogonais simétricos e
os L-polinémios ortogonais

Sri Ranga em [20] demonstrou um criativo modo de se obter seqiiéncias de L-polinémios
ortogonais, através de uma mudanca de variaveis em uma seqiiéncia {ﬁn(a:)} de polindmios
ortogonais monicos com relacdo a uma funcio peso par num intervalo simétrico (—d, d). E o
que mostraremos a seguir.

Seja Y'(n) o espago de todos os polindmios reais monicos, p,(z), de grau n que satisfa-
zem & propriedade p,(z) = (—1)"p,(—x). Consideremos, ainda, o espago de todos polindémios
reais monicos, ¢,(t), de grau n que satisfazem a propriedade de simetria ¢, (t) = %

e que denotaremos por Z(n;3).

Suponhamos que w(z) seja uma fungdo peso par em (—d,d), 0 < d < oo, isto é,

65



4.1 Relagao entre os polinébmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

w(z) = w(—z). Logo, pelo Teorema 2.20, os polindmios ortogonais monicos associados a
w(z), P,(z), pertencem a Y (n), n > 0. Consideremos, agora, v(t) uma funcao peso forte

definida em (3%/b,b), 0 < 8 < b < oo, satisfazendo

Vi u(t) = /B2t v(B*/t).

Podemos facilmente mostrar que os polindémios similares aos ortogonais B, (t), n > 0,
associados a v(t) em (52/b,b) sao tais que B,(t) € Z(n; 3).

Tomemos, agora, o > 0 e § > 0. O teorema abaixo fornece uma condi¢ao necessaria e
suficiente para que os polinémios p,(z) € Y (n) sejam ortogonais em (—d, d) com relagao a

w(z).
Teorema 4.1 Seja a seqiiéncia de polinomios {p,(x)}>2,, tal que p,(x) € Y(n). Entdo,

se, e somente se,

/_ {\/0@2 3+ \/ax}—(n—l)—i—?Spn—(x)w(x)dx =0, 0<s<n-—1 (4.1)

d
d ar? +

Demonstragao: Como {\/az? + S+ /az} ™ = {\/az? + f—+/ax}/B, (4.1) ¢ equivalente

a
/d {\/axQ +0+ \/ax}mww(x)dx =0
—d Var?+ 6
e
d
/ {\/axQ + 0+ \/ax}QalZL;(l‘)w(m)dx =0,
—d ar?+
paral=20,1,....,mem > 0.
Mas,
LI k—i .
{\/ax2+ﬁi\/ax} :Z<z) ( oza:2—|—ﬁ> (£Vaz)",
i=0
para k € N.

66



4.1 Relagao entre os polinébmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

Logo, usando a propriedade de simétria de p,(z), as integrais anteriores podem ser
escritas, respectivamente, como

[1—-1

/ C; 2 <2err 1) {az® + ﬁ}”l{i\/afc}”“] Dot (2)w(@)dz = 0

¢ o (4.2)
&S (241N, 5 N )
/—d _; ( 9 ){aa: + 0} {j:\/ax} ] Pams2(x)w(z)dr =0,

paral=0,1,...,mem > 0.

Agora, se py(z) = P,(z) para n > 0, entdo (4.2) deve valer, pois P,(z) é ortogonal a
todos os polindmios de grau menor ou igual a n.

Reciprocamente, se (4.2) vale, entdo po,,+1(x) é ortogonal aos polinémios impares

— 2 2 l—r—1 2r+1
O] R T e

de grau precisamente 2/ — 1, para [ = 0,1,...,m. Como esses polindmios formam uma
base para todos os polindmios impares de grau menor ou igual a 2m — 1, pg,,11(x) deve ser
ortogonal a todos polindémios impares de grau menor ou igual a 2m — 1. Portanto, como
Pom+1() € moénico e, também, impar, obtemos po,,i1(x) = ﬁ2m+1(x). De modo anélogo,

mostramos que poy(z) = Payn(z) e a demonstragio do teorema esta completa. n

Consideremos, agora, a transformacao

t(z) = {\/m+ \/5:8}2, x € (—00,00),

que representa uma correspondéncia biunivoca entre (—oo, 00) e (0,00). A inversa de t(z) é

dada por

x(t) = % <\/E — %) ,  t€(0,00). (4.3)

Se 2 = d corresponde a t = b, isto é, Vb = Jad® + 3 + Vad, entao é facil ver que

x = —d corresponde a t = 3?/b. Temos, assim, o seguinte resultado.
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4.1 Relagao entre os polinébmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

Teorema 4.2 Considere a transformacgao x(t) dada em (4.3). Sejam p(x) e q(x) polindmios

monicos satisfazendo q(t) = (2v/at)"p(x(t)). Entdo,

p(x) € Y(n) < q(t) € Z(n; ).

Demonstragao: Ja que x(3%/t) = —z(t), segue que
g8/t aB\ e
e (2\/ t ) p(=(t)) = (1) (2Vad"p(—e (1),

Portanto, p(z) = (—1)"p(—x) se, e somente se, q(t) = t"q(3*/t)/(—3)". Assim, pre-
cisamos mostrar que se p(z) é um polindbmio moénico de grau n, entdo ¢(t) também ¢é, e
vice-versa.

Observe que se ¢(t) = Z b;t', onde b, = 1, entdo, podemos escrever
i=0
Z [bit" + bp_it"], se n & impar

=24

Z [bit" + by _t" "] — bLnTHJtl‘nTHJ, se n é par

i= 25

\

Se q(t) € Z(n; 8), entao b, ; = (—B)* ;. Logo,

( n
Z bilt' + (=B)* ", se n é impar
J

Z:Ln-;l

Z bilth + (=B)* ") — bLnT-HJthTHJ, se n é par

=24

\

Mas, para i = [(n+1)/2],...,n

2/at(@)] b)) + (-9 k)
= [2va] "BV + (=B V@) )

- v () v ]

t(x)

= (4a)" bz " 4 r(2),
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4.1 Relagao entre os polinébmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

onde r(x) é um polindémio de grau menor que 2i — n. Como p(z) = [2+/at(z)] "q(t(x)),
chegamos ao resultado desejado.
Por outro lado, se p(z) € Y(n), entdao, para n = 2m, podemos escrever p(x) =

o azx®, onde ag, = 1. Portanto, (2v/at)*™agy[z(t)]* ¢ o polindmio

(40)™ag;it™ !t — B)*,

parai = 0,1,...,m. Analogamente, para n = 2m+1, podemos escrever p(z) = > " agi 12,
onde a1 = 1. Portanto, (2v/at)*™ ag; 1 [x(t)]** é o polindmio

<4a>m_ia2i+1tm_i(t - 6)2i+1,
parat=0,1,...,m. [

Veremos, agora, um resultado que relaciona as fungoes peso.

Teorema 4.3 Sejam b e d tais que Vb = \/ad® + (3 + Vvad e
V(t) = At V2W (2(t)),

onde A € uma constante positiva. Entao, W (x) é uma fung¢ao peso em (—d,d) tal que W(x) =
W(—x) se, e somente se, V(t) é uma funcio peso forte em (B32/b,b) tal que V't V(t) =

VBV /1),

Demonstragao: Podemos verificar facilmente que W(z) é positiva e satisfaz W (z) =
W (—z) em (—d,d) se, e somente se, V(t) & positiva e satisfaz v/t V(t) = \/B2/t V(3%/t) em
(62/0,1).

Portanto, precisamos apenas mostrar que se os momentos (incluindo os negativos para

V(t)) existem e sao finitos para uma das fung¢oes peso, o mesmo é verdadeiro para a outra.
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4.1 Relagao entre os polinébmios ortogonais simétricos e os L-polinémios ortogonais

Temos que
b ; d 29 -1
/ tV(t)dt = / {\/04.1'2 + 3+ \/aa:} A{\/owcz + 6+ \/ax} 2{1 faz® + 3 + \/595}
B2/b —d
20
— 24 /d {\/M+ \/E:c}% {O‘x i \/m‘/avv(x)dx}
—d OZ.’L'Q—{—ﬂ
_ 2A\/a/d {\/m . \/ax}%ﬂ W(f) da
—d ar?+ (3
Mas, se i € 7Z,
= (1) st + 9y ey, e P20

0

Vo + 5+ yarp™l |

ax?+ [ B

1

—

(Mj_ 1)<aa:2+m'i'—1-j<am2>% se i< 1.

o

\ J=

Como W (z) = W(—=z), entao

/ﬁ z/b EV (t)dt = /_ C; Si(x) W () dz,

onde S;(x) é um polinémio par de grau exatamente 2i para ¢ > 0 e é um polinémio par de
grau exatamente |2i| — 2 para i < —1. Como os mondmios z* podem ser expressos como

combinagao linear dos polinomios S;(x), e vice-versa, o teorema estd demonstrado. [ ]

Apresentaremos, agora, a relacdo entre os polinémios ortogonais simétricos e os

L-polindmios ortogonais.

Teorema 4.4 Sejam W (z) e V(t) um par de fungées peso dadas pelo Teorema 4.3 Entao,
para n > 0,

B, (t) = (2vat)" B, (x(1)).
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4.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de Gegenbauer-Laurent

Demonstracao: Pelos Teorema 4.1 e 4.3, segue que

/ﬁ ’ 5 (2V/at)" By (1) V (H)dt = /_ Z{m+ \/aw}_n+28A(2\/a)"

2 /b

1 —~
a1 var ")

XQ{M + \/530}2\/5%
d

~ 2ava@vay [ {Var s+ vad)

L Pala(t)
ar? + [

W(z)dx =0, 0<s<n-—1.

Portanto, de (2.41) e do Teorema 4.2, o resultado do teorema segue imediatamente. m

4.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindmios
de Gegenbauer-Laurent

Considere os polinémios de Gegenbauer (ultrasféricos) classicos, Cr(ﬁ)(a:), ortogonais em

[—1, 1] com relacdo & funcdo peso (1 —¢2)*~1/2, Como vimos na se¢io anterior, os polinémios
BN (t) = OV (a(8) 2V at)", (4.4)

onde z(t) é dado em (4.3), sao L-polindémios ortogonais com rela¢ao a func¢ao peso forte
v(t) = t7b — t)*Y2(t — a)*'/2 no intervalo (a,b), 0 < a < b, onde a = 3%/b e 2\/a =
Vb — \/a. A funcdo peso v(t) é facilmente obtida do Teorema 4.3.
Temos, ainda, que
1) = G
dz(t) 1 (t + M)
dt Vh—a \ 2tvt )’
&2 (t) 1 (3\/%+t>
dt? Vb—ya \ 4t ]
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4.2 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinémios de Gegenbauer-Laurent

Considerando z(t) = BYY (t) e y(z) = C’,({\)(x), de (4.4) obtemos

20 = (- Var gl = (- var [y e o) ]
= W vay ety o 2oy,
Dai,
i) = (VB v et va) ff_b) P -] @)
Como

Sy = (Vb—vaye [y"@:) (fl—f) + (?Cfl—t + %) (@) + (f? - %) y@)] ’

de (4.5) concluimos que

2n(t + Vab) — (3vab +t)

y'(x) = <¢5—¢6>"t”/2<@—@2< o ) {Z”(t)_

t+ Vab 2t(t + /ab)
x (z'(t) - %z(t)) - (Z—; . %) z(t)}. (4.6)

Substituindo (4.3), (4.5) e (4.6) em (2.33), isto ¢, na equagao diferéncial satisfeita pelos
polinémios de Gegenbauer e, em seguida, multiplicando por [(t+v/ab)(vb—+/a)~"t"/?] /(2t),

obtemos a equacao diferencial
A(t)2"(t) + 2B(t)2'(t) + C(t)=2(t) = 0,
com

At) = 2t(b—t)(t — a)(t + Vab),
B(t) = (n=XA=1#~[(n—1/2)(a+b) — (n — X —2)Vab]#?
—[(n = 3/2)(a +b)Vab— (n+ Nab]t + (n+ X — 1)(ab)*?,
C(t) = 2 > +nf(n+4x+1)Vab+ (n+1)(a +b)/2]t
+n(n + 2\ — 1)ab + n(n — 1)(a + b)Vab/2.
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4.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinomios de Hermite-Laurent

A decomposicao em fragoes parciais de B(t)/A(t) é dada por

B(t) 2 +1 1 +2)\+1 1 n+A-11 1 1
Aty 4 t—a 4 t—b 2t 2¢t++ab

Do Teorema 1.1 a) obtemos, imediatamente, o resultado a seguir.

Teorema 4.5 Considere o campo eletrostdtico que obedece a lei do potencial logaritmico e é
20 +1

gerado por duas cargas positivas de mesmo valor nos pontosa eb, 0 < a < b, e cargas
negativas —1/2 no ponto —vab e —(n+A—1)/2 na origem. Entao, os zeros do polinomio de

A . . —_ o .
Gegenbauer-Laurent, BTS )(t), sa0 0s unicos pontos de equilibrio de n cargas unitdrias moveis

em (a,b).

As duas cargas negativas, uma em —v/ab e a outra na origem, estio, ambas, a esquerda
do intervalo [a, b] e atraem os zeros de BYY (t). Isto significa que os zeros estdo mais concen-
trados perto de a do que de b e sua distribuicao assintética nao é uma distribuicao arcsen em
la, b]. De fato, Sri Ranga [20] demonstrou que os zeros de B,([\)(t) sdo simétricos com relagao

a v/ab no seguinte sentido: se ¢, ¢ um zero de B (), ent@o ab/t) é também um zero.

4.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindmios
de Hermite-Laurent

Lembremos que os polinomios de Hermite, H,(z), sdo ortogonais em (—o00,00) com

relagdo a fungao peso w(x) = e, Entéo, os polinomios
BH(t) = Hy(z(t))(2Vat)" (4.7)

sao  L-polindmios ortogonais em (0,00), com relagdo a fungdo peso forte
v(t) = t7%exp (—%) . A funcdo peso v(t) também pode facilmente ser obtida
do Teorema 4.3.

Vamos considerar, aqui, idéia similar & usada por Dimitov e Van Assche em [6] para o

estudo da interpretacao eletrostatica dos zeros dos polindmios de Gegenbauer-Laurent, que

apresentamos na secao anterior.
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4.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinomios de Hermite-Laurent

Consideremos z(t) = BH(t) e y(z) = H,(z). De (4.7), concluimos que

Lde(t)

oY (x) + %Z(t)

J(t) = (2Vat)

Dai, utilizando a transformagao (4.3), temos que

/o) = 2van o) (2200) [0 - 2ete]. (1)

t+8

Como

S = (avaiy [y”<x> (&) + (2% 4 2 v+ (- ) y<x>] ,

de (4.8) e (4.3), obtemos

y'() = (VD) "(2/a)? (%) {z”(t)—[Z”(t;ﬁz - (53)6+t)}

x <z'(t) - %z(t)) . (Z—; - 2%) z(t)}. (4.9)

Substituindo (4.3), (4.8) e (4.9) na equagdo diferencial de 22 ordem (2.38) satisfeita

pelos polinémios de Hermite e, em seguida, multiplicando por (2v/at)™(t+3)3 /4t, concluimos

que z(t) = BH(t) é solugao da equacao diferencial de Lamé modificada

A" () +2 {B(t) - gD(t)} 2(8) + C()2(t) = 0,

onde
A(t) = 4dat*(t+f),
B(t) = —(2n—1)at* — (2n — 3)aft,
C(t) = nt’ +n(na+a+20)t+nbla(n—1)+ 4],
D(t) = n '+ Bt* - 5%t — 7).

A decomposicao de B(t)/A(t) em fragoes parciais é dada por

B(t)__(Zn—B) 1 11

Alt) 4

Aplicando, agora, a transformagao (4.3) a restrigao (3.20), pelo Teorema 1.2 obtemos

o seguinte resultado.
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4.3 Interpretacao eletrostatica dos zeros dos polinomios de Hermite-Laurent

Teorema 4.6 Considere o campo eletrostdatico que obedece a ler do potencial logaritmico e

2n — 3 1
¢ gerado por duas cargas negativas, — ( ) em 0 e 3 em —f3, 8 > 0, e n cargas
unitdrias livres nos pontos 0 < t; < ... < t, < 00, sujeitos a restri¢ao
1 < 3
— ty + — ) = N, a > 0.
dan Z ( k tr
k=1

Entao, o ponto t = (t1,...,t,), onde ty, k =1,...,n, sio os zeros do polinémio de Hermite-

Laurent, BH(t), é o ponto de minimo local para a energia do campo acima descrito.

Como no caso dos polindémios de Gegenbauer-Laurent, aqui, também, as duas cargas
negativas, uma em —/ e outra na origem, atraem os zeros de Bf (t), que sao simétricos com
relagao a f3, isto &, se t;, & zero de B (t), entao 3%/t ¢ também um zero. Isto significa que

os zeros estao mais concentrados perto da origem.
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