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Impacto potencial desta pesquisa

Esta pesquisa tem como objetivo principal fornecer um material didatico para estudantes da
area da matematica e dreas afins, apresentando de forma clara e acessivel conceitos fundamentais
da aritmética modular e suas aplicacOes em dreas prdticas. Os exemplos detalhados e as
explicagdes tedricas proporcionam uma base sélida para estudantes que precisam estudar teoria
dos nimeros, além de incentivar a exploracdo de algumas aplicagdes, como a criptografia e a
teoria dos codigos, que sdo cada vez mais relevantes em um mundo altamente digitalizado. Além
disso, professores podem utilizar este trabalho como referéncia tanto para o ensino quanto para
o desenvolvimento de novas aplica¢des, como a utiliza¢ao da Lei da Reciprocidade Quadratica
em teoria dos cédigos ciclicos, promovendo colaboragdes interdisciplinares.

Potential impact of this research

This research aims to provide didactic material for students in the field of mathematics
and related areas, presenting fundamental concepts of modular arithmetic and its applications
in practical fields in a clear and accessible manner. The detailed examples and theoretical
explanations offer a solid foundation for students who need to study number theory, while also
encouraging the exploration of certain applications, such as cryptography and coding theory,
which are increasingly relevant in a highly digitalized world. Additionally, teachers can use this
work as a reference both for teaching and for the development of new applications, such as the
use of the Quadratic Reciprocity Law in the theory of cyclic codes, promoting interdisciplinary

collaborations.
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Resumo

Esta dissertacdo aborda conceitos fundamentais da teoria dos niimeros, com foco em con-
gruéncias lineares, residuos quadréticos e, especialmente, na Lei da Reciprocidade Quadratica.
No trabalho, s@o apresentadas trés diferentes demonstracdes para a Lei da Reciprocidade Qua-
drética: a primeira utilizando o lema de Eisenstein, a segunda baseada em raizes da unidade e a
terceira empregando a teoria dos grupos. Essas abordagens proporcionam uma visao abrangente
da reciprocidade quadratica e suas diversas perspectivas tedricas. Além disso, a dissertacdo ex-
plora aplicagdes desses conceitos em dreas como criptografia, teoria dos grafos e teoria dos
codigos, demonstrando a relevancia pratica da teoria dos nimeros. Exemplos incluem a aplica-
cao da reciprocidade quadratica no Sistema Criptografico de Rabin e em c6digos ciclicos, com

algumas implementacdes feitas no software livre SageMath.

Palavras-chave: Algebra. Congruéncias Lineares. Residuos Quadriticos. Reciprocidade
Quadratica.



Abstract

This dissertation addresses fundamental concepts of number theory, focusing on linear
congruences, quadratic residues, and especially the Quadratic Reciprocity Law. The work
presents three different proofs of the Quadratic Reciprocity Law: the first using Eisenstein’s
lemma, the second based on roots of unity, and the third employing group theory. These
approaches provide a comprehensive view of quadratic reciprocity and its various theoretical
perspectives. Additionally, the dissertation explores applications of these concepts in areas
such as cryptography, graph theory, and coding theory, demonstrating the practical relevance
of number theory. Examples include the application of quadratic reciprocity in the Rabin

Cryptosystem and cyclic codes, with some implementations made in the free software SageMath.

Keywords: Algebra. Linear Congruences. Quadratic Residues. Quadratic Reciprocity.
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1 Introducao

A Teoria dos Numeros, um dos campos mais antigos e fundamentais da matematica, tem
sido estudada por muitos séculos, com contribui¢des de notdveis matematicos que moldaram o
entendimento moderno dessa drea. Entre os topicos mais importantes dentro dessa teoria esta
a Lei da Reciprocidade Quadrdtica, considerada por Carl Friedrich Gauss como o “Teorema
Aureo” ou o “Teorema Fundamental”. Esse teorema, que fornece uma maneira de determinar
se uma congruéncia do tipo x> = a (mod p) tem solucdo.

A Lei da Reciprocidade Quadratica passou por vdrias formulacdes e tentativas de demons-
tracdo ao longo dos séculos XVIII e XIX. O primeiro a conjecturd-la foi o matemaético suico
Leonhard Euler no século XVIII, que forneceu uma resposta correta, mas sem uma prova ri-
gorosa. Mais tarde, Adrien-Marie Legendre formalizou a conjectura em 1785, denominando-a
como "Lei da Reciprocidade Quadratica", mas suas tentativas de prova continham falhas. Foi
apenas com Carl Friedrich Gauss, em 1795, que a primeira demonstracao rigorosa foi apresen-
tada, quando Gauss tinha apenas 18 anos. Gauss continuou trabalhando neste teorema durante
toda a sua vida, e ao longo de suas publicagdes e notas pdstumas, revelou-se um total de oito
provas diferentes para o teorema. Gauss acreditava que encontrar diferentes abordagens para
a demonstracdo do teorema poderia permitir a sua generalizacdo para estudos mais elevados,
0 que abriu caminho para o desenvolvimento de partes significativas da teoria algébrica dos
nimeros.

A importancia desta lei vem de ser um dos pilares da teoria dos nimeros moderna, além de
ter conexao com outras dreas da matematica, como aplicac¢des na teoria dos nimeros algébricos,
a geometria algébrica e a teoria dos nimeros p-ddicos, e em outras ciéncias, como a Fisica e
a Ciéncia da Computacdo, além de ser um tema instigante, onde sempre hd buscas por novas
demonstracdes e generaliza¢des do teorema.

Se houver interesse, o livro Reciprocity Laws: From Euler to Eisenstein [1], apresenta
diversas demonstracdes da lei da reciprocidade quadrética em diferentes dreas da matematica,
sendo uma excelente fonte de referéncia para aprofundamento nesta lei onde hd dezenas de
demonstracdes.

Esta dissertacdo se dedica a explorar como a Lei da Reciprocidade Quadratica se manifesta
em diversas dreas, desde a seguranca de sistemas criptograficos como o de Rabin [2], passando
por testes de primalidade como o de Solovay-Strassen [3]] e o de Miller-Rabin [4], até a aplicacao

em problemas relacionados a teoria dos grafos [3].
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O objetivo desta dissertacdo € apresentar uma visao abrangente sobre a Lei da Reciprocidade
Quadriética, explorando trés demonstracdes distintas: uma baseada no lema de Eisenstein, outra
usando raizes da unidade, e a terceira empregando a teoria dos grupos. Essas abordagens ndo
apenas elucidam a riqueza tedrica do teorema, mas também destacam sua versatilidade e a
importancia de sua compreensao a partir de diferentes perspectivas matematicas.

No Capitulo 2, apresentamos resultados sobre congruéncias e congruéncias lineares, sendo
que o principal resultado abordado e que finaliza o capitulo é o Teorema Chinés do Resto (TCR).
O TCR oferece uma maneira eficaz de resolver sistemas de equacdes congruentes de mdodulos
diferentes. Se temos um sistema de congruéncias com mddulos primos entre si, o teorema
garante a existéncia de uma solucdo tinica médulo o produto desses mddulos e isso facilita a
resolucao de problemas que envolvem divisdes em diferentes bases ou corpos de nimeros.

No Capitulo 3, abordamos residuos quadraticos e conceitos que serdo usados no capitulo
seguinte, sendo que os principais sdo o critério de Euler e a defini¢do de simbolo de Legendre.

No Capitulo 4, apresentamos trés provas distintas para a Lei da Reciprocidade Quadritica,
cada uma utilizando técnicas variadas que exploram aspectos diferentes da matemaética. Essas
abordagens demonstram a flexibilidade da lei ao ser tratada por métodos variados, desde arit-
méticos até algébricos. A primeira prova apresentada baseia-se no lema de Eisenstein, uma
técnica que envolve a contagem de pontos de reticulados, oferecendo uma maneira geométrica
de abordar o problema. A segunda prova faz uso de raizes da unidade, destacando a conexdo
da reciprocidade quadrética com a teoria dos ndmeros algébricos e a aritmética modular. Por
fim, a terceira prova utiliza teoria dos grupos, demonstrando como a estrutura algébrica pode
ser aplicada para abordar de forma mais moderna e geral a lei.

No capitulo 5, verificamos as aplicacOes da reciprocidade quadratica, como na criptografia,
teoria dos grafos e teoria dos cddigos, além de utilizar o software livre SageMath [6, [/] em

alguns exemplos, demonstrando assim, uma forma de sua utilizagdo atual.



2 Congruéncias Lineares

O estudo das congruéncias € um dos pilares fundamentais da teoria dos nimeros, com apli-
cacoes que vao desde a criptografia até a resolucao de problemas aritméticos cldssicos. Ao longo
deste capitulo, a nocdo de congruéncias e suas caracteristicas fundamentais serdo exploradas
sistematicamente, comec¢ando com uma visao geral da aritmética dos restos e critérios de divi-
sibilidade por meio de congruéncias, que oferecem instrumentos significativos para determinar
divisibilidades de maneira direta e eficiente. Posteriormente, as congruéncias lineares, que
ocupam uma posi¢ao crucial na resolucdo de equagdes modulares, serdo elucidadas. Também
provamos o Teorema de Wilson, que fornece critérios para estabelecer se um nimero € primo
ou nao, culminando em uma discussao sobre o Teorema Chinés do Resto, um dos resultados
mais elegantes e tteis, com amplas aplicacdes tanto tedricas quanto praticas. As principais

referéncias usadas para o desenvolvimento deste capitulo foram [, 9, 10, (11} [12].

2.1 Aritmética dos Restos

Definicdo 2.1. Seja m um ndmero natural. Diremos que dois niimeros inteiros a e b s@o
congruentes modulo m se os restos de sua divisdo euclidiana por m sdo iguais. Quando os

inteiros a e b sdo congruentes modulo m, escreve-se
a=b (modm).

Quando arelagdo a = b (mod m) for falsa, diremos que a e b ndo sdo congruentes, ou que

sdo incongruentes, médulo m. Escreveremos, nesse caso, a # b (mod m).

Exemplo 2.2. Por exemplo, 21 = 13 (mod 2), ja que os restos da divisdo de 21 e de 13 por 2

sdo iguais a 1.

Como o resto da divisdo de um nimero inteiro qualquer por 1 € sempre nulo, temos que
a = b (mod 1), quaisquer que sejam a, b € Z. Isso torna desinteressante a aritmética dos restos
moédulo 1. Portanto, doravante, consideraremos sempre m > 1.

Decorre, imediatamente, da Definicao que a congruéncia, médulo um inteiro positivo

fixado m, é uma relag@o de equivaléncia. Vamos enunciar isso explicitamente abaixo.

Proposicao 2.3. Sejam € Z, com m > 1. Para todos a, b, c € Z, tem-se que

15
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(i) a =a (mod m),
(ii) se a =b (mod m), entdo b = a (mod m),
(iii) sea=b (mod m) e b =c (mod m), entdo a = ¢ (mod m).

Para verificar se dois nimeros sao congruentes modulo m, nao € necessario efetuar a divisao
euclidiana de ambos por m para depois comparar os seus restos. E suficiente aplicar o seguinte
resultado:

Proposicao 2.4. Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a = b (mod m) se, e

somente se, m | b — a.

Demonstragdo. Sejam a,b,m € Z com m > 1. Suponha inicialmente que @ = b (mod m).
Isso significa que a e b possuem o mesmo resto na divisao por m, ou seja, existem inteiros ¢, g’ €
um ndmero r com 0 < r < m tais que a = mq +r e b = mq’ +r. Subtraindo as duas expressoes,
segue que b —a = m(q’ — g). Como ¢’ — g € um nimero inteiro, concluimos que m | b — a.
Reciprocamente, suponha que m | b — a, ou seja, existe um inteiro k tal que b — a = mk,
isto €,
b=a+mk. 2.1

Agora, dividindo a por m temos que existem inteiros g e r tais que
a=mq+r,0<r <m.
Substituindo na Equagéio[2.T] temos:
b=(mqg+r)+mk=m(qg+k)+r. 2.2)

Como g + k € inteiro, a expressdo obtida na Equacéo [2.2] é precisamente a divisao euclidiana
de b por m, com o mesmo resto r da divisdo de a. Portanto, a = b (mod m), o que conclui a

demonstragao. m|

Todo nimero inteiro a € congruente mdédulo m ao seu resto pela divisdo euclidiana por m.
Para achar o resto da divisdo de um nimero a por m, basta achar o nimero natural r dentre os

ndmeros 0, ..., m — 1 que seja congruente a a médulo m.

Definicao 2.5. Um sistema completo de residuos modulo m € todo conjunto de ndmeros inteiros
cujos restos pela divisdo por m sdo os numeros 0, 1,...,m — 1, sem repeticoes € numa ordem

qualquer.

De acordo com a Defini¢do [2.5] um sistema completo de residuos médulo m possui m
elementos. E claro que, se aj,...,da; sdo m numeros inteiros, dois a dois ndo congruentes
mobdulo m, entdo eles formam um sistema completo de residuos médulo m. De fato, os restos da
divisdo dos a; por m sdo dois a dois distintos, o que implica que sao os nimeros 0, 1,...,m — 1
em alguma ordem.

Em particular, um conjunto formado por m inteiros consecutivos € um sistema completo de

residuos moédulo m.
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Proposicao 2.6. Sejam a,b,c,d,m € Z, comm > 1.
i. Sea=b (mod m)ec=d (mod m), entdoa+c =b+d (mod m).
ii. Sea=b (mod m)ec=d (mod m), entdo ac = bd (mod m).

Demonstragdo. Suponhamosquea = b (mod m)ec = d (mod m). Logo, temosquem | b—a
em|d-c.

i) Note que m | (b —a) + (d — c) e, portanto, m | (b +d) — (a +c).

iil)Comoa=b (mod m)ec =d (mod m), segue que existem k|, k, € Ztalque b —a = mk; e
d—c = mkj. Temos que bd —ac =d(b—a)+a(d—c) = dmnk;+amk,, para alguns ky, k, € Z.
Logo, m | bd — ac. O

Corolario 2.7. Para todos n € N,a,b € Z, se a = b (mod m), entdo tem-se que a"* = b"

(mod m).
Para a prova, basta usar indugdo sobre n e a Proposi¢ao [2.6] (ii).

Observacao 2.8. Ao longo deste trabalho, adotaremos a notag¢do usual da literatura, em que
mdc(a, b) denota o maximo divisor comum de a e b, enquanto mmc(a, b) representa 0 minimo

multiplo comum entre esses dois ndmeros inteiros.
Proposic¢ao 2.9. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Tem-se que
a+c=b+c (modm)e=a=b (modm).

Demonstragdo. Se a = b (mod m), segue-se imediatamente da Proposicdo [2.6(i) que a + ¢ =
b +c¢ (mod m), pois ¢ = ¢ (mod m).
Reciprocamente, se @ + ¢ = b + ¢ (mod m), entdo m | b + ¢ — (a + ¢), o0 que implica que

m | b — a e, consequentemente, @ = b (mod m). O

Nao vale, em geral, o cancelamento para a multiplicacdo, como pode ser verificado no

exemplo a seguir.

Exemplo 2.10. Como4-7—-4-3=16e8 | 16,temosque4-7 =4 -3 (mod 8), e, no entanto,

7 # 3 (mod 8). Temos a seguir um resultado relacionado com o cancelamento multiplicativo.

Proposicao 2.11. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Temos que

ac=bc (modm) & a=b (mod

).

mdc(c,m)

Demonstragdo. Mostraremos primeiramente que ———— ¢ sdo primos entre si.
mdc(c,m)

c
mdc(c,m)

Seja d = mdc(c, m). Como d é o maior divisor comum de ¢ e m, podemos escrever:
4 /7
c=d-c, m=d-m,
onde ¢’ e m’ sdo inteiros e primos entre si, ou seja,

mdc(c’,m’) = 1.
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Dividindo as expressdes acima por d, obtemos:

c 7 m o
a- " a "
Agora, queremos calcular
mdc (%, 2) = mdc(m’, ).

Como ja foi estabelecido que mdc(c’, m’) = 1, segue que:

d n ¢ |
madac N =

mdc(c,m) mdc(c,m)
Portanto, os nimeros

m C

mdc(c, m) © mdc(c, m)

sa0 primos entre si.

Agora, temos que

m c
ac=bc (modm) & m|(b-a)c & m | (b—a)m
m m
Wlb—a@azb(m).
Corolario 2.12. Sejam a,b,c,m € Z, comm > 1 e mdc(c,m) = 1. Temos que
ac=bc (modm) = a=b (modm).
Proposicao 2.13. Sejam a,k,m € Z, comm > 1 e mdc(k,m) = 1. Se ay,...,a, é um sistema
completo de residuos modulo m, entdo

a+kay,...,a+ka,

também é um sistema completo de residuos modulo m.

Demonstragdo. Pela Proposicdo[2.9)e Coroldrio2.12]parai, j = 0,...m — 1, temos que

a+ka;=a+ka; (modm) e ka;=ka; (modm) e a;=a; (modm) <i=j.
Portanto a + kay,...,a + ka,, sdo, dois a dois, ndo congruentes médulo m e, portanto,
formam um sistema completo de residuos médulo m. O

Daremos, a seguir, algumas propriedades adicionais das congruéncias relacionadas com a
multiplicacao.

Proposicao 2.14. Sejam a,b € Z e m,n,my, ..., m, inteiros maiores do que 1. Temos que

i. sea=b (mod m)en|m,entdoa=>b (mod n);
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ii. a=b (mod m;),Vi=1,...,r ®a=b (mod mmc(my,...,m;));
iii. sea =b (mod m), entdo mdc(a, m) = mdc(b, m).

Demonstragdo. i) Se a = b (mod m), entdo m | b —a. Como n | m, segue-se que n | b — a.

Logo, a = b (mod n).

ii)Sea =b (mod m;),i =1,...,r,entdom; | b—a, paratodoi. Sendo b—a um multiplo de cada

m;, segue-se que mmc(my,...,m;) | b —a,oque provaque a = b (mod mmc(my,...,m,)).
A reciproca decorre do item (i).

iii) Sea = b (mod m), entao m | b — a e, portanto, b = a +tm comt € Z. Logo, pelo Lema de

Euclides, temos que

mdc(a,m) = mdc(a + tm, m) = mdc(b, m).
O

Corolario 2.15. Sejam a e b inteiros e sejam my, my, . .., my inteiros positivos tais que, para

quaisqueri,j € {1,--- ,k} ei # j, mdc(m;,m;) = 1. Entdo,
a=b (modmi),a=b (modmy),---,a=b (mod my)

se, e somente se,

a=b (mod (mymy...my)).

Demonstragdo. Por hipétese a e b sdo inteiros e my, my, - - - , my sa0 inteiros positivos que sao
primos entre si.

Primeiramente, suponha que a = b (mod m;), paracadai € {1,---,k}. Como o mmc de
n nimeros primos entre si € o produto destes n nimeros, temos que mmc(my, my,--- ,my) =

mimy . ..my ja que os m; sdo primos entre si. Assim, pela Proposi¢ao [2.14]

a=b (mod (mimy...my)).

Por outro lado, suponha que a = b (mod (mm; ---my)). Entdo para cada m;, usando
propriedade de congruéncia, podemos ver que a € igual a b mais um multiplo de m;. Assim,

a =b (mod m;) paracadam;, i =1,--- k. O

Observacéo 2.16. Observe que a tnica restrigdo sobre a no Coroldrio[2.15|¢é que a € Z. Assim,
podemos estender este resultado de modo que que x" = b (mod (mm; - --my)) se, e somente
se, x" = b (mod m;) para cada m; e n € N. Com isso temos uma ferramenta que nos permite
transformar congruéncias em um sistema de equacdes. Vamos usar este resultado em nosso

trabalho com reciprocidade no Capitulo {4}
Com a notagdo de congruéncias, o Pequeno Teorema de Fermatﬂ enuncia-se como se segue:

Proposicao 2.17. (Pequeno Teorema de Fermat - congruéncia) Se p é niimero primo e a € Z
com mdc(a, p) = 1, entdo
ab~'=1 (mod p).

"Pequeno Teorema de Fermat. Seja p um niimero primo e a um niimero inteiro que nio é divisivel por p.

Entio, o niimero a”~! — 1 & divisivel por p.
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2.2 Ciritérios de divisibilidade via congruéncia

Nesta secdo, apresentamos uma aplicagao de congruéncia em critérios de divisibilidade.

Exemplo 2.18. Critérios de divisibilidade por 2, 5 e 10.
Primeiramente, observamos que a base decimal € multipla de 2, 5 e 10, pois temos as

seguintes congruéncias:
10=0 (mod?2), 10=0 (mod5), 10=0 (mod 10).

Isso significa que qualquer poténcia de 10 continua sendo multipla de 2, 5 e 10, ou seja, para
todoi > 1,

10=0 (mod2), 100=0 (mod5), 10'=0 (mod 10). (2.3)

Agora, consideremos um ndmero natural n representado em sua forma decimal como

n= Y n10°
S o,
i=0

onde cada coeficiente n; representa um dos digitos do nimero e satisfaz 0 < n; < 9. Multipli-

cando as congruéncias da equagdo (2.3) por n; segue que, para todoi > 1,
n;100=0 (mod?2), n;100=0 (mod3), n10°=0 (mod 10).

Como cada termo n;10' para i > 1 é miltiplo de 2, 5 e 10, sua soma nio afeta a congruéncia

do ndmero n. Assim, temos:
n=nyg (mod2), n=ny (mod5), n=ny (mod 10).

Portanto, um nimero n € divisivel por 2, 5 ou 10 se, e somente se, o seu algarismo das unidades

no for divisivel por 2, 5 ou 10, respectivamente.

Exemplo 2.19. Critérios de divisibilidade por3e 9 .
Como 10 = 1 (mod 3) e 10 = 1 (mod 9), segue que n;10° = n; (mod 3) e n; 10/ = n;

(mod 9). Isso mostra que, se n é representado na base 10 como n,n,_; ... ny, entdo
n=n,+n_1+---+ng) (mod 3)

n=(n,+n_1+---+ny) (mod?9),

o que prova que n € divisivel por 3 ou 9 se, e somente se, n, + n,_1 + --- + ng € divisivel,

respectivamente, por 3 ou por 9 .

Exemplo 2.20. Critério de divisibilidade por 11 .
Como 10 = —1 (mod 11), pelo Corolario 9.4, temos que 10% =1 (mod 11) e 10%*! = -1
(mod 11) .
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Seja n = nr - - - nsngnznynng um numero escrito na base 10 . Temos, entdo, que

no = nog (mod 11)
nl0 =-n (mod 11)
n10% =n, (mod 11)

n310° = —ns (mod 11).

Somando, membro a membro, as congruéncias acima, temos que

-
n=Zn,~10’ =(ng—ny+ny—n3+---) (mod 11).
i=0
Portanto, n € divisivel por 11 se, e somente se, 0 nimero ng — ny + ny —n3 +--- € divisivel
por 11.

2.3 Congruéncias Lineares

Nesta secao examinaremos congruéncias lineares e estabelecemos quando solugdes existirdo.
Em seguida, olhamos brevemente para as solu¢des de uma congruéncia quadratica médulo p,
onde p € primo.

De acordo com a Defini¢do[2.5] Z,, representa o anel dos inteiros médulo m, que é o conjunto

dos restos da divisdo de inteiros por m, ou seja,

Zm =40, 1,...,m— 1}.

Definicao 2.21. Sejan € Ncomn > 2. O grupo multiplicativo dos inteiros médulo n, denotado
por Z,, é o conjunto das classes de equivaléncia de inteiros médulo n que s@o invertiveis com

respeito a multiplicagdo médulo n. Ou seja,
Z,={a€Z,| mdc(a,n) =1}.

Equivalentemente, Z;, € o conjunto de todos os inteiros a € {1,2,...,n — 1} tais que existe
b € Z satisfazendo
ab=1 (mod n).

Com a operacdo de multiplicacdo médulo n, o conjunto Z, forma um grupo abeliano finito

de ordem ¢(n), onde ¢ € a funcdo totiente de Euler.

Teorema 2.22. Se mdc(a, m) = d, entdo ax = b (mod m) tem uma solucdo se, e somente se,
d | b. Se uma solucdo existe, entdo existem exatamente d solucoes distintas da congruéncia

ax = b (mod m), essas solucdes sdo incongruentes modulo m.
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Demonstragdo. Sejam € N e sejam a, b € Z,,. Suponha que s seja uma solugdo para ax = b

(mod m). Entdo

as =b (mod m) (s é uma solucio)
as — b =km, para algum k € Z (Proposigao 2.4))
b =as — km. 2.4)

Mas, sabemos que d divide tanto a quanto m, ji que d = mdc(a,m), assim d divide o lado
direito da Equacao (2.4) e isso implica que d divide b também. Portanto, se temos uma solu¢do
para a congruéncia, entdo d divide b.

Agora queremos mostrar que, se d | b, entdo a congruénciaax = b (mod m) possui solugio.

Como d = mdc(a,m) existem u, v € Z tais que
au +mv = d (pela identidade de Bézout)

Suponha que b = dk para algum k € Z (isto € garantido pela hipétese d | b).
Multiplicando ambos os lados da identidade de Bézout por &, temos

k(au+mv) = kd
Substituindo b = dk, obtemos
a(ku) + m(kv) = b,
de onde segue que
a(ku) =b (mod m).

Portanto, xo = ku € uma solugdo da congruéncia ax = b (mod m). Dessa forma, mostramos

que uma solugdo existe.

Para a tltima parte, seja xo uma solucao particular de ax = b (mod m), isto é, axo = b
(mod m). Como mdc(a,m) = d, podemos escrever a = da’, m = dm’ e b = db’, com

a’,m’,b’ € Zemdc(a’,m’) = 1. Substituindo esses valores na congruéncia original, obtemos:
da’x =db’” (mod dm’).
Dividindo ambos os lados por d, obtemos a congruéncia:
ax=>b" (modm’),

a qual, por hipétese, tem mdc(a’,m’) = 1, ou seja, a’ é inversivel médulo m’. Assim, essa
congruéncia admite uma tnica solugdo médulo m’, que denotamos por x;. Como xp € uma
solugd@o da congruéncia original, sua redu¢cdo médulo m’ satisfaz a’x = b’ (mod m’), de modo

que x, = xo (mod m’).
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Para voltar a congruéncia original, observamos que toda solu¢do x de ax = b (mod m) pode
ser escrita na forma

x=x,+m't,

onde ¢ € um nimero inteiro. No entanto, cada uma dessas solucdes, vista como elemento de
Zm, repete-se se incrementarmos ¢ em multiplos de d, pois m’d = m. Portanto, escolhendo ¢
para variar de 0 até d — 1, obtemos exatamente d solugdes incongruentes entre si médulo m.
Ja valores de ¢ fora desse intervalo conduzem a solucdes que sdo congruentes a alguma das
anteriores. Assim, concluimos que, se existe a0 menos uma solucao, entdo o total de solucdes

de ax = b (mod m) é exatamente d = mdc(a,m). O O

Exemplo 2.23. Seja a = 60, b = 45 e m = 90. Entdo mdc(60, 90) = 30.
Queremos encontrar solugoes para 60x = 45 (mod 90), se existirem. Pelo Teorema [2.22]
havera exatamente 30 solucdes se, e somente se, 30 | 45. Como 30 claramente ndo divide 45, a

congruéncia nao tem solucao.

2

Teorema 2.24. Se p um niimero primo entdo x* = 1 (mod p) tem exatamente duas solugées,

x=lex=p-1.

Demonstragcdo. Note que

12=1=1 (mod p)
e
(-D?>=1=1 (mod p).
Logo, tanto x = 1 quanto x = —1 satisfazem a congruéncia. Em seguida, observeque p—1 = -1

(mod p), pois p — 1 — (=1) = p, que é multiplo de p. Dessa forma, dizer que —1 € solug@o
equivale a dizer que p — 1 € solugdo, concluindo, portanto, que x = p — 1 também satisfaz a
congruéncia. Estamos trabalhando no corpo Z, € em um corpo,E| um polindmio de grau n tem
no maximo n raizes distintas, ou seja, possui no maximo n solu¢des. Como exibimos duas

solucdes, para f(x) =x>—1¢€ [F,, segue que para todo x2 haverd apenas 2 solugdes. i
Lema 2.25. Sed | (p—1) e p € Z é primo, entdo x? =1 (mod p) tem exatamente d solugées.

Demonstragdo. Por hip6tese p € primo e suponha d | (p — 1), para algum d € Z. Pelo Pequeno
Teorema de Fermat, sabemos que se mdc(a, p) = 1, entdo a”~! = 1 (mod p). Portanto, para
cadaa € {I,...,p — 1}, x = a é uma solucdo parax”~! =1 (mod p).

A fatoragio de x”~! — 1 resulta em

P o1=G? - DEP x4 1) (mod p)
=(x!~1)-g(x) (mod p)
=0 (mod p) (x?=1 (mod p))

2Em matemdtica, um corpo é uma estrutura algébrica que consiste em um conjunto equipado com duas operacdes

(adi¢@o e multiplicacdo) que satisfazem certas propriedades.
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onde g(x) € de grau p — 1 — d e assim g(x) = 0 tem no maximo p — 1 — d solugdes. Como
xP~1 —1 =0 (mod p) tem p — 1 solucdes, segue-se que x — 1 = 0 (mod p) tem pelo menos
d solugdes. Mas se considerarmos x? — 1 = 0 (mod p) isoladamente, vemos que ele tem no
maximo d solugdes. Para que ambos os resultados sejam verdadeiros, deve ser o caso de que

ele tem exatamente d solugoes. m|

Exemplo 2.26. Seja p = 17. Suponha d = 4 e considere x* = 1 (mod 17). Claramente x = 1 é
uma solucdo e x = 16 também € uma solug¢do. Apds alguns cdlculos encontramos que x = 4 e
x = 13 também sao solugdes, e verificamos que os outros doze elementos em {1,2, ..., 16} ndo

satisfazem a congruéncia, o que estd de acordo com o Lema[2.25]

Teorema 2.27. (Teorema de Wilson) Um niimero p é primo se, e somente se,

(p—-D!'=-1 (mod p).

Demonstragdo. (=) Suponha primeiro que p = 2. Entdo (2—-1)! =1 = -1 (mod 2). Agora,
suponha que p # 2 (portanto impar). Temos:

(p-D!=(p-1-(p-2)...2-1

Coloque p — 1 de lado por um momento e considere o resto do produto.
A identidade de Bézout afirma que, para quaisquer inteiros a € p, existem inteiros x e y tais
que:

ax + py = mdc(a, p).

Quando p é primo e a pertence ao conjunto {2, ..., p —2}, sabemos que mdc(a, p) = 1. Assim,
a equacao de Bézout assume a forma: ax + py = 1. Tomando essa equacao médulo p, obtemos:

ax=1 (mod p),

ou seja, o nimero x satisfaz a condicao de ser o inverso multiplicativo de @ médulo p, isto &,
1

xX=a .
Como estamos trabalhando num corpo, esse resultado garante que paracadaa € {2,...,p—
2}, existe um tnico ¢! tal que @ - a~' = 1 (mod p). Como o conjunto {2,...,p — 2} tem

um nimero par de elementos e os inversos aparecem em pares distintos, os produtos desses

elementos se cancelam. Assim,

(p-D'=(p-1)-(p-2)...3-2-1
(p—1) (mod p)
-1 (mod p).

(<) Suponha que p > 1 ndo seja primo. Devemos considerar dois casos.
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Caso 1: Seja p = ab paraa,b € Z,1 < a,b < p. Sem perda de generalidade, assuma
b > a. Entao

(p-D=(p-D(p-2)...b...a...2-1
=abk, parak=(p-1)(p-2)...1...1...2-1
=0 (mod p),
o que contradiz a hipétese.
Caso 2: Sejap =a’,entdioa < p. Se p =4, entdo 3! =6 = —1 (mod 4). Se p # 4, temos
(p—1)! =2a%k =0 (mod p), uma vez que a e 2a sio ambos menores que p — 1. Assim, por
contraposicao, se p ndo é primo, entdo (p — 1)! £ 1 (mod p). O

Exemplo 2.28. Seja p = 5. Entdo temos (5—1)! =24 = —1 (mod 5). Em seguida, seja p = 6.
Entdo (6 — 1)! = 120 = 0 (mod 6) e assim, 6 ndo é primo.
Lema 2.29. Se n é um niimero inteiro impar, entdo
n>—1=0 (mod 8).
Demonstragdo. Lembre-se, da Defini¢do que Zy = {1,3,5,7}. E claro que k* = 1

(mod 8) para cada k € Zg. Além disso, todo nimero impar n € congruente a um dos quatro

elementos de Zg médulo 8. Assim, n’>—1=0 (mod 8) para cada n impar € Z. O
Este ¢ um resultado muito ttil na teoria dos nimeros € nés o usaremos quando olharmos
para reciprocidade.

Definicao 2.30. A fun¢do de Euler (também conhecida como fung¢ao totiente de Euler), denotada
por ¢(n), é o nimero de inteiros k, com 1 < k < n, tais que mdc(k,n) = 1.

Definicao 2.31. Seja m um inteiro positivo e seja a € Z tal que mdc(a, m) = 1, ou seja, a é um
elemento invertivel no anel dos inteiros médulo m, Z,,. Definimos a ordem multiplicativa de a

mdédulo m, denotada por ord,, (a), como o menor inteiro positivo ¢ tal que
a =1 (mod m).
Teorema 2.32. Seja mdc(a,m) = 1 e suponha que a tem ordem t médulo m. Entdo:

1. a" =1 (mod m) se, e somente se, t | n.

2. t| p(m).
Demonstragdo. Por hipétese temos mdc(a,m) = 1ea’ =1 (mod m).
1. (=) Suponha a¢" = 1 (mod m). Pelo algoritmo da divisdo, n = gt +r,onde 0 < r < ¢.
Assim,
a" = (mod m)
a? =1 (mod m)
a? -a" =1 (mod m)
(a-a"=1 (mod m)

a =1 (modm) (poisa’ =1 (mod m)).
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Mascomo 0 < r < t,séteremos a” = 1 (mod m) ser = 0. Portanto, a” = 1 (mod m) somente
set|n.

(&) Suponha agora que ¢ | n. Entdo n = tk, para algum k € Z. Entdo

a' =1 (mod m)

(a)* =1% (mod m)
tk 1

a (mod m)

a"=1 (mod m),

como desejado.
2. Pela Defini¢ao aordem de Z, é ¢(m). O Teorema de Lagrange afirma que a ordem

de um elemento divide a ordem do grupo, e como a € Z; tem ordem ¢, segue que ¢ | ¢(m). O
Teorema 2.33. Seja t a ordem de a € Z,,. Entdo

1. a" =a® (mod n) se, e somente se, r = s (mod t).

2. ak tem ordem t se, e somente se, mdc(k,t) = 1.

Demonstragdo. Assuma que a € Z,, tem ordem ¢ médulo n.
1. (=) Como a é um elemento do grupo de unidades, tem um inverso multiplicativo médulo

n. Suponha que a” = a®* (mod n), e sem perda de generalidade, assuma que r > 5. Entéo

a"=a’ (mod n)

a? =1 (mod n).

Como a tem ordem ¢, o que significa que ¢ € o menor inteiro positivo tal que a’ = 1 (mod n).
Assimse f | r — s, entdo (r — s5) = kt para algum k € Z, e (r —s) =0 (mod #). Segue-se que
r = s (mod t), por definicdo de congruéncia.

(<) Suponha agora que r = s (mod ¢). Entdo r = s + kt para algum k € Z, entao

a’ = as+kt = asakt = aS(at k — at (mod n)_

2. (=) Suponha que a e a* ambos tém ordem ¢ médulo m. Assuma que mdc(k,?) = d,
para algum d € Z*. Entdo 1 = a' = (a")*/? = (a¥)"/¢ (mod m). Mas a* tem ordem ¢, portanto
pelo Teorema|2.32] t/d € um mdltiplo de 7. Assim, para algum [/ € Z, temos

=1l

—_ |~

=dl

Masd € Z" el € Z,entdao d = 1. Assim mdc(k,t) = 1.

(<) Suponha que mdc(k,t) = 1, para algum k € N e que af tenha ordem s médulo m.
Entdo, como a tem ordem ¢, 1 = (a')* = (a¥)’ (mod m). No entanto, o Teorema afirma
que ¢ é um miiltiplo de s, uma vez que a* tem ordem s. Portanto, t = js para algum j € Z, e

assim s | 7.



Congruéncias Lineares 27

Também vale que (a¥)* = a** = 1 (mod m), entdo pelo Teorema|2.32] ks é um miiltiplo de

t,uma vez que a tem ordem . Assim, ¢ | ks. Mas pela hipétese,
mdc(k,t) =1, eentdo, 7 | s.

Agora temos s | t et | s, 0 que claramente implica que s = ¢, uma vez que ambos s € ¢ s3o
niimeros naturais. Assim, a* tem ordem ¢ médulo m como desejado.

Segue que @’ = a® (mod n) se, e somente se, 7 = s (mod ¢) e a¥ tem ordem 7 se, e somente
se, mdc(k,t) = 1. O

Definicao 2.34. Dizemos que a € Z;, é uma raiz primitiva modulo n se (a) gera todo o grupo

Z;,isto é,se (a) = Z,.

Definicao 2.35. Seja a € Z;,. O subgrupo ciclico gerado por a, denotado por (a), é definido
como 0 conjunto
(ay={a*modn|keZ}.

Como Z, é um grupo finito, esse conjunto coincide com
(ay ={a*modn|0<k < ordy,(a)},

onde ord,(a) denota a ordem de a modulo n, isto €, o menor inteiro positivo r tal que a” = 1

(mod n).

Corolario 2.36. Se (g) = Z,, para um primo p, entio (g%) = Z,, se, e somente se, mdc(k, p—1) =
1.

Demonstragdo. Assuma que g € uma raiz primitiva de um primo p. Entdo g tem ordem
o(p) =p—1. Assim, g1 =1 (mod p). Pelo Teorema gX tem ordem p — 1 médulo p
se, e somente se, mdc(k, p — 1) = 1. Para que o menor residuo de g* seja uma raiz primitiva
de p, devemos ter 0 < g* (mod p) < p e a ordem de g*¥ médulo p deve ser ¢(p). Ambas as
condicdes sio atendidas se mdc(k, p — 1) = 1, caso em que o menor residuo de g¥ serd uma raiz

primitiva de p. O

Definicao 2.37. Sejam m,n inteiros positivos e a qualquer inteiro, tal que mdc(a,m) = 1.
Entdo dizemos que a € um residuo de poténcia n-ésima médulo m se x" = a (mod m) tem uma

solucao.

Casos particulares dessa defini¢do incluem os residuos quadréticos (n = 2) e ctibicos (n = 3),
que possuem aplicagdes como por exemplo, em criptografia, testes de primalidade, teoria dos

grafos, dentre outros. Sendo que o caso n = 2 serd tratado detalhadamente no Capitulo 3]

Teorema 2.38. Seja m um inteiro positivo que possui raizes primitivas e seja mdc(a,m) = 1,
para algum a € Z. Entdo a é um residuo de poténcia n-ésima modulo m se, e somente se,
a?™/d =1 (mod m), onde d = mdc(n, p(m)).
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Demonstragdo. Suponha que m é um inteiro positivo e d = mdc(n, ¢(m)) para algum n € N.

Seja g uma raiz primitiva de m e seja a = g/ e x = g¥, para inteiros positivos j e k. Entio

x"=a (mod m)

= g™ =g/ (mod m)

—nk=j (mod ¢(m)) (Teorema[2.33))

Comod |ned | ¢(m), o Teorema nos diz que nk = j (mod ¢(m)) tem uma solugao
se, e somente se, d | j. Além disso, se uma solugdo existe, hd exatamente d delas. Suponha que
d | j. Entao

a?mld = (glyp(m/d

= (g#m)i/d

=1 (mod m) (g € uma raiz primitiva de m)
Portanto, se a é um residuo de poténcia n-ésima, a®"™/¢ = 1 (mod m).

Suponha agora que a#"™/4 = 1 (mod m). Entio
(gj)¢(m)/d = (g<p(M))j/d
=1 (mod m).

Isso implica que jp(m)/d € um miltiplo de ¢(m), pelo Teorema Assim, j/d € Z, entdo
dlj. O

Na secao seguinte, apresentaremos alguns resultados que servirdo para a demonstragdao do
Teorema Chinés do Resto. Este teorema desempenhard um papel fundamental na nossa anélise
da Lei da Reciprocidade Quadratica.

2.4 Teorema Chinés dos Resto

O Teorema Chinés dos Restos (TCR) € um resultado importante da teoria dos niimeros, usado
para resolver sistemas de congruéncias com mdédulos primos entre si. Ele ajuda a simplificar
calculos em aritmética modular. Na Lei da Reciprocidade Quadrética, o TCR ¢€ util para reduzir
problemas envolvendo residuos quadréticos, especialmente quando hd nimeros compostos. Ele

permite dividir o problema em médulos mais simples, facilitando o uso da lei em cada primo.

Lema 2.39. Se ay,as, . ..,a; sdo todos relativamente primos com n, entdo aa; . . . ay também

é relativamente primo com n.

Demonstragdo. Assuma que aja; . ..aj € n nao sao primos entre si. Entdo existe algum primo
ptalque p |[nep | ajas...ar. Como p é primo, p deve dividir algum a;, o que implica que
mdc(a;, n) # 1. O

Lema 2.40. Se a e b dividem n e mdc(a, b) = 1, entdo ab divide n.
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Demonstragcdo. Assuma que mdc(a,b) = 1 para alguns a,b € Z. A ldentidade de Bézout
afirma que, ar + bs = 1, para algum r,s € Z, e isso implica que arn + bsn = n. Mas a | n
significa que al = n para algum [ € Z. Da mesma forma, como b | n, hd algum k € Z tal que
bk = n. Assim,

arn+bsn=n
arbk + bsal =n
ab(rk + sl) = n.

Como rk + sl € Z, segue que ab | n. O

Lema 2.41. Suponha que cada um dos ay,as, ..., ai divide n e mdc(a;,a;) = 1 parai # j.

Entdo ayay .. .ay | n.

Demonstragdo. Assuma que cada um dos ay, as, ..., a; divide algum n e assuma também que
mdc(a;,a;) = 1 parai # j. Usamos inducdo sobre k, onde o caso k = 2, € tratado pelo Lema
[2.40] Assuma que o resultado € vdlido para algum k — 1, e considere k. Sejaa = ajaz...ax—;
e b = a;. Entdo a | n pela hipdtese da inducdo e mdc(a,b) = 1, entdo pelo Lema
ab =ajas...ay divide n. O

Teorema 2.42. (Teorema Chinés dos Restos) Suponha que m = mymy - - - my e mdc(m;,m;) = 1

parai # j. Sejam by, by, ..., by inteiros e considere o sistema de congruéncias:

x=b; (mod my)

x =by (mod my)

X = bk (mod mk).

Este sistema sempre tem solugoes, e quaisquer duas solugoes diferem apenas por um miultiplo
de m.

Demonstragdo. Seja n; = % Entdo n; € um produto de inteiros que sdo todos relativamente
primos com m;, portanto pélo Lema mdc(m;,n;) = 1. Existem x;,y; € Z tais que
mix; + n;y; = 1. Seja e; = n;y;. Entdo m;x; + ¢; = 1, o que implica que e¢; = 1 — m;x;.
Logo, ¢; = 1 (mod m;) pela defini¢do de congruéncia, e ¢; = 0 (mod m;), uma vez que

mdc(m;,m;) = 1 paratodo j # i.

k
Defina xo = Z bie;. Entdao, xo = b;e; = b; (mod m;) paratodoi € {1,2, ..., k}, implicando
i=1
que xo € solugdo do sistema.

Suponha que x; seja qualquer outra solucdo. Entdo x; —x9 = 0 (mod m;), para i €
{1,2,...,k}, ouseja, cada um dos m; divide (x; —xg). Pelo Lema segue que m | (x1 —xop),
e portanto o sistema dado de congruéncias sempre tem solugdes, e qualquer par de solucdes
difere por algum multiplo de m. O
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Ap0s a introducao de varios conceitos e alguns resultados importantes, no capitulo seguinte
daremos inicio aos estudos sobre os Residuos Quadraticos, o qual é essencial para a demonstragdo

da Lei da Reciprocidade Quadratica.



3 Residuos Quadraticos e Congruéncias
Quadraticas

Iniciamos nossa exploracdo sobre reciprocidade quadrética definindo residuos quadraticos
e estabelecendo resultados sobre a solu¢ao de congruéncias quadréticas. Definimos o Critério
de Euler em relagdo a solugdes e, em seguida, estabelecemos alguns resultados sobre a solug@o
de congruéncias de n-ésima poténcia. Definimos o simbolo de Legendre e provamos suas
propriedades.

O estudo dos residuos quadraticos, do critério de Euler e do simbolo de Legendre é essencial
para a compreensdo e aplicacdo da Lei da Reciprocidade Quadratica, um dos teoremas mais
profundos e importantes da teoria dos numeros. Os residuos quadréiticos permitem determinar
quando um nidmero inteiro é quadrado médulo um nimero primo, € o simbolo de Legendre
fornece uma maneira eficiente de expressar essa relacdo. Ja o critério de Euler tem uma relagao
direta com a Lei da Reciprocidade Quadrdtica, pois ambos estdo conectados ao conceito de
residuos quadraticos. As principais referéncias usadas para o desenvolvimento deste capitulo
foram [8, 13,1104 (11}, 12} 114, 15, (16 9.

3.1 Residuos Quadraticos

Abordaremos a seguir, residuos quadraticos, um caso particular de residuos de poténcia
n-ésima definido no Capitulo 2] Residuos quadriticos tém grande relevancia em teoria dos
ndmeros devido as suas aplicacdes em criptografia, aritmética modular e problemas cldssicos

envolvendo congruéncias quadréticas.

Definicao 3.1. Se mdc(a, m) = 1, a é chamado de residuo quadratico médulo m se a congruéncia
x> = a (mod m) tem uma solucdio. Caso contririo, a é chamado de ndo residuo quadritico

modulo m.

Para simplificar, algumas vezes neste capitulo residuos quadréticos podem ser referidos

apenas como residuos, e ndo residuos quadraticos podem ser referidos como ndo residuos.

31
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Exemplo 3.2. Considere a congruéncia x> = a (mod 7).

1°=1 (mod 7)
22=4 (mod 7)
32=2 (mod 7)
42=2 (mod 7)
52=4 (mod 7)
6>=1 (mod 7).

Temos que 1, 2 e 4 sdo residuos médulo 7, pois x2=1 (mod 7), x2=2 mod7ex?=4
(mod 7) tém solugdes. Por outro lado, 3, 5 e 6 sdo nio residuos médulo 7, pois x> = 3 (mod 7),
x> =5 (mod 7) e x> =6 (mod 7) ndo tém solugdes.

Observe que isso particiona Z; em dois conjuntos iguais de residuos e ndo residuos. Além

disso, cada um dos residuos tem exatamente duas solugdes.

2 =

Teorema 3.3. Suponha que p seja um primo impar. Se p { a, entdo x a (mod p) tem

exatamente duas solucoes ou ndo tem solugao.

Demonstragdo. Assuma que p { a para algum a € Z e algum primo impar p. Suponha que r

2=

seja uma solucdo para x~ = a (mod p). Entdo p — r também é uma solugao, ja que

2

(p—r)Z:pZ—Zpr+r25r (mod p).

Além disso, afirmamos que as duas solu¢des sdo distintas. Suponha que este ndo seja o caso.
Entdo r = p — r (mod p) e, consequentemente, 2r = p (mod p), ou seja, 2r = 0 (mod p).
Mas p € impar, entdo mdc(2, p) = 1. Isso implica que r = 0 (mod p). No entanto, p t r, entdo
isso € impossivel. Assim, se r € uma solugdo, p — r é uma solucgdo diferente.

Um polindmio ndo nulo de grau n sobre um corpo tem no maximo »n raizes distintas no

corpo. Uma vez que Z, € um corpo quando p € primo, e como o polindmio x2

2

— a tem grau 2,

ele pode ter no maximo duas solu¢des em Z,. Portanto, se x* = a (mod p) tem uma solugdo,

tem exatamente duas delas, eelassdiox =rex=p —r. O
Lema 3.4. Se g é uma raiz primitiva de p, entdo g'?~V/> = -1 (mod p).

Demonstragcdo. Seja p um nimero primo e seja g uma raiz primitiva médulo p. Isso significa
que g € um gerador do grupo multiplicativo Z,,, que possui exatamente ¢(p) = p — 1 elementos.

Assim, a ordem de g em Z;‘, é p — 1, ouseja,
¢”'=1 (mod p).
Elevando ambos os lados a poténcia 1/2, obtemos:

(g<p—1>/2)2 =1 (mod p).
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Portanto, g?~1/? ¢ uma raiz quadrada de 1 no corpo Zp. As tnicas solugdes da congruéncia

x>=1 (mod p)siaox =1 (mod p) oux = —1 (mod p). Assim, concluimos que:
¢g? V2 =11 (mod p).

Agora, suponha por contradicio que g»"1/2 = 1 (mod p). Isso implicaria que a ordem de
g divide (p — 1)/2. No entanto, como g € uma raiz primitiva médulo p, sua ordem € exatamente
p — 1, 0 que contradiz a hipétese de que a ordem divide (p — 1)/2.

Portanto, a unica possibilidade restante €&:
¢g? V2 =_1 (mod p),

como querl’amos demonstrar. O

*

19°
modulo 19, precisamos identificar os elementos cuja ordem € igual a ¢(19) = 18. A ordem de

Exemplo 3.5. Para encontrar os geradores de Z;,, que é o grupo multiplicativo dos inteiros

um elemento g € Zj, € o menor inteiro k tal que:

¢c=1 (mod 19).

Se a ordem de g é 18, entdo g é uma raiz primitiva de 19, pois suas poténcias g!, g%, ..., g'®

percorrem todos os elementos de Zj,.
Apés os célculos, encontramos que as raizes primitivas de 19 sdo {2, 3,10, 13, 14, 15}.

Aplicando o Lema [3.4ao niimero 2 obtemos:
29-D/2 =29 = 1 (mod 19).

Célculos semelhantes valem para cada uma das outras raizes primitivas também.

Note que a reciproca do Lema 3.4/ ndo é verdadeira. Podemos ver facilmente que:
8°=82=29"=-1 (mod 19).
No entanto,

8' =8 (mod 19),
82=7 (mod 19),
=18 (mod 19),
8*=11 (mod 19),
8 =12 (mod 19),
8=1 (mod 19),

o0
w
Il

entdo 8 ndo € uma raiz primitiva de 19, pois ele ndo € um gerador de Zj,.

Lema 3.6. Seja p primo com raiz primitiva g e seja a = g€. Entdo x> = a (mod p) tem uma

solucdo se, e somente se, k é par.
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Demonstracdo. Assuma que x> = a (mod p) tem uma solugio, digamos g/, para algum /.

Entio (g')? = a (mod p), o que implica que g% = a (mod p). Assim k = 21 e entdo k é par.
Por outro lado, suponha agora que k € par. Entao

x“=g" (mod p) & x2= (gk/z)2 (mod p),

mas como k € par, k/2 € um inteiro. Assim, x2 = gk (mod p) tem uma solucédo, a saber,
gk, 0

Teorema 3.7. (Critério de Euler) Se p é um primo impar e p { a, entdo

(p-1 1 (mod p), sex’=a (mod p) tem uma solugdo
aP~D/2 =

—1 (mod p), sex?>=a (mod p) ndo tem solugao.

Demonstragdo. Seja p um primo impar com raiz primitiva g. Entdo g € Z,, ¢ a ordem de g
médulo p é ¢(p), assim g7~! =1 (mod p).
Considere a congruéncia x> = a (mod p). Como a € Z*, a = g& (mod p), para algum

1 < k < p—1. Se uma solugdo para a congruéncia existir, entdo k € par, pelo Lema[3.6] Assim,

aP=D/2 = (gk)(p—l)/Z (mod p)
= (¢""H*?  (mod p)
=1 (mod p). (Pequeno Teorema de Fermat)

Portanto, a'?"1/2 = 1 (mod p) se uma solugio existir.

2=

Agora, uma direcao do Lema |3.6|diz que se ha uma solucdo para x~ = a (mod p), entdo k

¢ par. Assim, a contra positiva diz que se k € impar, entdo nao ha solu¢do. Suponha que k seja

fmpar. Entdo, como a = g¥ (mod p),

a2 = (g5yP=D/2 " (mod p)

= (g% (mod p)
(-D)*  (mod p) (Lema[3.4)
=-1 (mod p).

Combinando esses resultados, temos a»~V/2 = 1 (mod p) se x> = a (mod p) tem uma
solucdo, e a'?"1/2 = —1 (mod p) se x> = a (mod p) ndo tem solucio. O

Exemplo 3.8. Pelo Exemplo x2 = 3 (mod 7) ndo tem solugio, e pelo Critério de Euler
resulta em 37"1D/2 = —1 (mod 7). H4 duas solugdes para x> = 4 (mod 7), e o Critério de
Euler resulta em 47-1/2 = 1 (mod 7).

Se examinarmos x> = 1 (mod 7), veremos que também ha duas solugdes e pelo Critério de
Euler resulta em 177~1/2 = 1 (mod 7). De fato, como 1% = 1 para qualquer k € N, 1 sempre
serd um residuo quadritico para qualquer primo p. Isso decorre do fato de que x> — 1 = 0

(mod 7) sempre tem exatamente duas solugdes, jd que Z, € um corpo.
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Corolario 3.9. Ha tantos residuos quadraticos quanto ndo residuos quadraticos modulo p.

2 =g (mod p) tenha uma solugdo para algum primo p. Entio,

Demonstragdo. Suponha que x
pelo Critério de Euler, a’?~V/2 = 1 (mod p). Claramente _1 | p — 1, entdo pelo Lema

| sabemos que a?~1/2 = 1 (mod p) tem exatamente 2~ solugoes Assim, hd exatamente

p% valores de a para os quals o Critério de Euler nos d1z que x> = a (mod p) tem uma
solucdo, entdo h4 exatamente 2~ 1 residuos quadréticos. Mas hd p — 1 elementos em Z,,, entdo
hip-1- (p—l) = p21 nio remduos também. |

Teorema 3.10. Suponha que p seja um primo impar. Sejaa € Zen € Ntal que p fae p 1 n.
Se x" = a (mod p) tem solucdo, entdo x" = a (mod p°) tem solucdo para todo e > 1. Além
disso, para qualquer n dado, essas congruéncias tém o mesmo niimero de solucoes.

Exemplo 3.11. Considere a congruéncia x> =2 (mod 5).

X 123 4
¥ (mod5)|1 4 4 1

Note que nenhum dos residuos € equivalente a 2 mddulo 5, portanto, essa congruéncia nao
tem solucgao.

Considere x> = 4 (mod 5). Podemos verificar que x = 2 e x = 3 sfio solugdes. Portanto, a
congruéncia possui solucao para e = 1.

Se e = 2, a congruéncia torna-se x> = 2 (mod 25).

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x> (mod25)|1 4 9 16 0 11 24 14 6 0 21 19
X 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
x> (mod25)[19 21 0 6 14 24 11 0 16 9 4 1

Novamente ndo possuimos nenhum residuo equivalente a 2 médulo 25, entdo tal congruéncia
nao possui solucao. No entanto, se e = 2, podemos ver que x = 2 e x = 23 sdo solugdes para
=4 (mod 25).

Lembre-se que no Teorema [2.38] vimos que se m é um inteiro positivo que possui raizes
primitivas e a e m sdo relativamente primos, entao a € um residuo de poténcia n-ésima médulo
m se, e somente se, a¥"™/¢ = 1 (mod m), onde d = mdc(n, ¢(m)). Lembre-se também que ter
raizes primitivas em m significa que hd algum elemento g € Z; , tal que (g) € Z,,.

Considere a congruéncia x" = a (mod m), onde m € Z*. Podemos expressar m por sua de-
composigdo em poténcias de primos, de modo que m = 2°p{' p3* - - - p}*, onde cada p; ¢ distinto,
e cada e; sdo nimeros naturais. Entdo, pelo Corolario x" = a (mod 2°p{'ps*---pi*)
pode ser escrito como um sistema de congruéncias:

x"=a (mod 2°)

xl’l

a (mod p1 D

=
1]

a (mod pk ©),
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assim, x" = a (mod 2°¢ pil pgz e pzk ) tem solucdo se, e somente se, o sistema de congruéncias

tem solucao.

Proposicao 3.12. Suponha que a seja impar e e > 3. Considere a congruéncia x" = a
(mod 2°).

1. Se n é impar, sempre existe uma solucdo unica.

2. Se n é par, uma solucdo existe se, e somente se, a =1 (mod 4) e a7 = (mod 2°9),

onde d = mdc(n, 2¢72). Quando uma solugdo existe, hd exatamente 29 delas.

Uma ideia da prova desta proposi¢ao pode ser encontrada em [[17]], Prop. 4.2.4, p. 62].

Teorema 3.13. Seja 2! a maior poténcia de 2 que divide n. Suponha que a seja impar e que
x" = a (mod 2%*1) tenha solucdo. Entdo x" = a (mod 2°) tem solugdo para todo e > 21 + 1.

Além disso, todas essas congruéncias tém o mesmo niimero de solugoes.

Demonstragdo. Assuma que x" = a (mod 2") tem uma solugdo para algum m > 2/ + 1. Seja

Xo essa solucdo e tome x; = xo + 2=} Entdo, considerando a expansao binomial, temos
n _ m—=1i\n
x{ = (xo+2"7b)

_ (g)xg + (T)x(')‘_lZm_lb + (;)xS_Z(Z’"_lb)z P (Z)(Z’"‘lb)”

= xp 412" b 4 (’;)xg—zzz‘m—”# fot (Z)Z’”"‘l”b”.

Agora iremos examinar o outro lado do médulo 2. Veja que se m = 2/ + 1, entfio

d2m—21 =22 +1) -2l
=2/+2

=m+1.

Entao (Z)x8_222m_2’b2 = 0 (mod 2"*!) sem considerar m, pois m > 2/ + 1. Os termos que

seguem este sdo equivalentes a 0 médulo 2*!, pois seus expoentes de base 2 sdo ainda maiores,

assim x” = x? + nxi~'2"7'b (mod 2"*1).

1 =0
ueremos que essa congruéncia esteja na forma x” = a (mod 2™*!). Para isso, lembre-se
q g ] 1
. . . - a—x!
que x; = a (mod 2™) implica que existe k € Z tal que a — x; = 2"k, entdo k = —»* € Z.
a—x"
0

(mod 2*1). Esta é uma congruéncia linear

Precisamos encontrar b € Z tal que nxg‘lb = Sl

em b, entdo podemos aplicar o Teorema Se mdc(nxg‘l, 2”1) = d = 1, uma solug¢do tnica
existe.
Como 2! ¢ nxg_l por hipétese, d = 1. Assim, existe exatamente um b que satisfaz a

congruéncia.
a—xy . . . - - a-x;
Como nxg‘lb = 5 (mod 21y, existe algum j € Z tal que s"*!j = 2™ lnxg b - ST >

pela definicdo de congruéncia. Eliminando as fracdes e simplificando essa equacdo, temos
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2+l 4 a = 2m_lnx6’_1b +x(. Mas isso implica que 2’”‘lnx6"1b +x5 = a (mod 2m+1y. Com
este valor de b, temos x| = xg + om-l nxg_lb = a (mod 2"™*!), que é exatamente o resultado que
precisdvamos.

Finalmente, precisamos mostrar que, para qualquer n, as congruéncias t€m o mesmo nu-
mero de solugdes. Vimos no Teorema [2.38] que, se uma solugdo existe, entdo hd exatamente
mdc(n, ¢(p°)) solugdes. Assim, precisamos mostrar que mdc(n, ¢(p)) = mdc(n, p(p€)).

Seja d = mdc(n, ¢(p)) = mde(n,p —1). Entdiod | ne d | p — 1. Precisamos mostrar
que d = mdc(n, ¢(p°)). Sabemos que ¢(p¢) = p~!(p — 1). Portanto, precisamos de d =
mdc(n, p¢~'(p—1)). Como p éprimo,d t p¢~',masd | ned | p—1, segue que mdc(n, p*~ ! (p—
1)) = d, como desejado. Assim, ambas as congruéncias t€ém exatamente o0 mesmo nimero de

solu¢des, independentemente do valor de . O

Exemplo 3.14. Seja n = 6. Entio, como 2! | 6, temos [ = 1. Suponha que x® = a (mod 2%)

tem solucdo. Note que como
1°=1 (mod 8)

2=0 (mod 8)
3%=1 (mod 8)
4°=0 (mod 8)
5°=1 (mod 8)
6°=0 (mod 8)
7=1 (mod 8)

e o Teorema(3.13|afirma que a precisa ser impar, segue que se a = 1, temos as possiveis solucoes

65 6Ea

x=1,x=3,x=50ux =7. Além disso, se x a (mod 23) tiver solucdo, entdo x
(mod 2¢) também tem solugdo, para todo e > 3.

Se examinarmos a congruéncia para e = 4, temos x® = 1 (mod 16). Claramente, x = 1
também € uma solugdo, assim essa congruéncia tem solugdo. De fato, 1 serd uma solugao para

qualquer escolha positiva de e, portanto o resultado se mantém.

Teorema 3.15. Sejam = 2°p{' ... pi* adecomposicdo prima de m, e suponha que mdc(a, m) =

1. Entdox* = a (mod m) tem solucdo se, e somente se, as seguintes condicoes forem satisfeitas:

1. See =2, entdoa =1 (mod 4).
Se e >3, entdoa =1 (mod 8).

2. Paracada 1 <i < k, temos a'?=Y/2 = 1 (mod p;).

Demonstragao. Comecemos observando que se e = 0, nenhuma condicao adicional é necessdria,

e se e = 1, entdo a deve ser impar — o que ja € garantido pois mdc(a,m) = 1. Seja

m = Zepf1 ~--pz" € Z e suponha que mdc(a,m) = 1 para algum a € Z. Considere a
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congruéncia x* = a (mod (2°p{' -+ p}*)). Pelo Coroldrio , x*=a (mod 2°p{'--- pik) é

equivalente ao sistema de congruéncias:

x’=a (mod 2°)
x>=a (mod 28]
x*=a (mod ).

2=

Considere x> = a (mod 2°¢). Se e = 2, entdo x> = a (mod 4), e

12=1 (mod 4)
22=0 (mod 4)
32=1 (mod 4).

Observe que, como mdc(a, m) = 1, a deve ser necessariamente impar, ja que m é par. Entao
a =1 (mod 4) implica que x> = a (mod 2¢) tem uma solucdo. Para satisfazer o requisito de se
e somente se do teorema, suponha que x> = a (mod 4) tenha solugio e mdc(a,4) = 1. Entdo,
pelas consideracoes anteriores, a € necessariamente congruente a 1 modulo 4. Com isso, segue
que se e = 2, entdo x> = a (mod 4) tem solucdo se, e somente se, « = 1 (mod 4).

2 _

Agora suponha e = 3. Entdo parax~ = a (mod 8), temos

12 = (mod 8)
22=4 (mod 8)
32 = (mod 8)

42=0 (mod 8)
52=1 (mod 8)
6>=4 (mod 8)
72=1 (mod 8).

Novamente sabemos que a é fmpar, entdo a = 1 (mod 8) implica que x? =

2=

a (mod 8) tem
uma solucdo. A solucdo € possivel pelo Teorema se x a (mod 8) tiver solugdo, entdo
x2 = a (mod 2¢) também tem solugio para todo e > 3.
Agora considere x> = a (mod p;"). Como cada p; é um primo fmpar, mdc(2, p;) = 1. Pelo
Teorema , se x> = a (mod p;) tiver solugdo, entdo x> = a (mod p;") também tem solugdo.
Suponha que x> = a (mod p;’) tenha uma solugdo, digamos r. Entdo r?> = a (mod P,

o que implica que 7% = a + apl.ei, e assim 72

2 =

= a + Bpi, onde B = cxpf"_l. Mas isso implica

a (mod p;), entdo r também é uma solucdo para a congruéncia x> =

Segue-se que x> = a (mod p;’) tem solugdo se, e somente se, x2 = a (mod p;) tem solucio.

que r a (mod p;).

Agora estamos na condi¢do de aplicar o Teorema 2.38 com n = 2, m = p; e d =

mdc(n, ¢(m)) = mde(2, p; — 1) = 2. O teorema indica que x> = a (mod p;) tem solucio

se, e somente se, a”"D/2 =1 (mod p;). o
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Exemplo 3.16. Seja m = 72. Entdo a decomposicio em niimeros primos de 72 é 72 = 2332,
Considere a congruéncia x> = a (mod 72). Pelo Teorema e = 3 e esta congruéncia tem
uma solugdo se, e somente se, a = 1 (mod 8).

Suponha a = 35. Como 35 =3 (mod 8), x> = 35 (mod 72) nio tem solugio.

Se a = 41 entdo 41 = 1 (mod 8), mas se considerarmos o segundo requisito (item 2) do
Teorema [3.15] para p = 3, temos 413-1/2 = 41 = 2 (mod 3). Portanto, a condicdo 2 nio é
satisfeita, e ndo hd soluciio para x> = 41 (mod 72).

Seja a = 49. Entdo 49 = 1 (mod 8) e 4931/2 = 49 = | (mod 3), entdio a congruéncia
x? =49 (mod 72) tem uma solucio pelo Teorema A solugao parece intuitiva, jaque x = 7

claramente satisfaz a congruéncia.

3.2 Simbolo de Legendre

O restante deste capitulo serd dedicado & exploragdio de congruéncias da forma x> = a

(mod p) e a determinacdo se elas t€ém ou ndo solu¢des. A. M. Legendre criou uma notagéo

2=

chamada simbolo de Legendre, que representa a frase “a congruéncia x~ = a (mod p) tem uma

solu¢do” onde esta serd um residuo quadratico ou ndo.

Definicao 3.17. Seja p um primo impar e a € Z. O simbolo de Legendre (1“—7) ¢ definido por

0, sep|a
I,  sea éumresiduo quadritico médulo p

—1, sea ¢ um nao residuo quadratico médulo p.

Notacdo: O simbolo de Legendre pode ser escrito como (a/p) ou como (%)

Observe que o caso especial de (%) nao € abordado nesta definicdo. Se examinarmos a

2=qgq (mod 2), nossas tnicas escolhas sio a = 0 e a = 1. Se a = 1, entdo

congruéncia x
claramente x = 1 é uma solucdo. De fato, qualquer inteiro impar € uma solucao quando estamos

trabalhando com moédulo 2.

Teorema 3.18. (Propriedades do Simbolo de Legendre)

p-1

1. a7 = (%) (mod p).

2. Septaeptb, entio (%b) = (%) (1%)
3. Sea=b (mod p), entdo (;’—7) = (%)
4. Se p 1 a, entdo (%) =1.

5 (__1)_ I, sep=1 (mod4)
b —1, sep=3 (mod 4).
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Demonstracdo. Suponha que p sejaum primo fmpar e considere a congruénciax® = a (mod p).
1. A Propriedade 1 segue imediatamente do Critério de Euler (Teorema[3.7).
2. Suponha que p f a e p 1 b. Entao

%)

(alb)pT_1 (mod p) (Propriedade 1 dos simbolos de Legendre)

-1 p-1

aT - b'T (mod p)

b
(ﬂ) (—) (mod p). (Propriedade 1 dos simbolos de Legendre).
p

P

2 = qa (mod p) e x> = b (mod p) sdo a mesma

3. Suponha a = b (mod p). Entdo x
congruéncia, portanto, ou ambas tém solucdes ou ambas ndo tém.

4. Suponha que p 1 a. Entdo x> = a®> (mod p) claramente tem uma solucdo, especifica-
mente o menor residuo de @ médulo p. Assim, (“72) =1.

5. Suponha que p = 1 (mod 4). Entdo p = 4k + 1 para algum k € Z. Considere x> = —1

(mod p). Pela Propriedade 1 do simbolo de Legendre, temos

(=) = (=1)@+1-D2 (110d p) (p=dk+1)
= (-1)* (mod p)
=1 (mod p).

Suponha que p = 3 (mod 4). Entdo p = 4 + 3, para algum j € Z. Considere x> = —1
(mod p). Pela Propriedade 1 do simbolo de Legendre, temos

(=D = (-2 (mod p) (p=4j+3) (3.1)
= (-1)¥*"  (mod p) (3.2)
=-1 (mod p). (3.3)
Portanto,
-1\ |1, sep=1 (mod4)
(7) - -1, sep=3 (mod4).
Segue assim que todas as cinco propriedades sao validas como desejado. m|

Observe que as propriedades do simbolo de Legendre indicam que o produto de dois residuos
quadréticos é novamente um residuo. Se a e b sao residuos médulo p, entdo (f—)) =le (%) =1

e certamente multiplicar esses resultados também resulta em 1, entdo ab € também um residuo.
Por outro lado, se a € um residuo e » € um nao-residuo, entao (‘;—b) = (%) (%) =1-(-1)=-1,

e ab é um nao-residuo. Portanto, o produto de um residuo e um nao-residuo € um nao-residuo.

Isso significa que o simbolo de Legendre pode ser interpretado como um carater multiplicativo.
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Exemplo 3.19. Considere o simbolo de Legendre (%). Pela Propriedade 2 (Teorema (3.18)),

(18071) ) (131) (12091)'

Agora, se aplicarmos a Propriedade 1 a cada um dos simbolos de Legendre no lado direito,

1SS0 se torna:

temos:
3 _
(ﬁ) =37 (mod 101) (Propriedade 1 do simbolo de Legendre)
=3  (mod 101)
=—-1 (mod 101) (Redugao médulo 101)
e
29 101-1 . .
To1 =292 (mod 101) (Propriedade 1 do simbolo de Legendre)
=29Y (mod 101)
=-1 (mod 101). (Redugao médulo 101)
Assim,
871 - (-1)(-1)=1 (mod 101)
101) - ’

entdo x> = 87 (mod 101) tem uma solucio pela definicio do simbolo de Legendre.
Usando o software Mathematica para os cdlculos, descobrimos que x = 17 e x = 84 sdo as

duas solugdes.

Exemplo 3.20. Considere acongruénciax® = 3870 (mod 431). Como 3870 = 422 (mod 431),
pela Propriedade 3 do simbolo de Legendre, (3433—710) = (%).
Assim, se avaliarmos ambos os simbolos, eles devem nos dar o mesmo resultado. Para o

primeiro simbolo,

3870\ (430 -3?
431 )\ 431
-1-32
7431 (430 = -1 (mod 431))
-1\( 3V _ ,
=31/ 231 (Propriedade 2 dos simbolos de Legendre)
= (-1)(1) (mod 431) (Propriedades 3 e 5 dos simbolos de Legendre)

= -1 (mod 431).
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Para o segundo,

422 2 211 . .
(431 ) = (431 ) (431 ) (Propriedade 2 dos simbolos de Legendre)

=27 2117 (mod 431) (Propriedade 1 dos simbolos de Legendre)
=2215.2112"  (mod 431)
= (1)(-1) (mod 431) (Reduzido modulo 431)

= -1 (mod 431),

confirmando a Propriedade 3. Pela Definicdo segue que ambos ndo sdo residuos
quadraticos médulo 431.

Lema 3.21. (Lema de Gauss) Seja p um primo impar e p 1 a. Considere os inteiros
-1 . .. . .
a,2a,3a,..., pTa e seus menores residuos positivos modulo p. Se n conta o niimero des-

ses residuos que sdo maiores que %, entdo

-
P

Demonstragcdo. Sejam ry,ra,...,r, 0s inteiros maiores que 5 no conjunto dos residuos e

—rols

S1,82,...,8y aqueles menores que %. Sabemos que n +m = Rt

Afirmamos que os nimeros (p — r;) e (s;) sdo todos distintos. Para uma contradic@o,

<

suponha que para algum i, j, p —r; = 5; (mod p). Entdo, p — ha = ga (mod p) para alguns

1 < hg< ’%1, de modo que —ha = ga (mod p). Como p ¢t a, isso implica que —h = g

(mod p), o que € impossivel, pois 2 < g + h < p — 1. Isso significa que os nimeros (p —r;) €
p—1

(s;) formam uma permutag¢do dos nimeros 1,2, .. ., .

Multiplicando esses nimeros, obtemos que

(pT—l)' = ﬁ(p — 1) ﬁsj
i=1 j=1

= (=r1)(=r2) - (=rn)s182- - S,

= (—=D)"rira - rasis20 0 Sm

: (—1)”(a>(2a)---(”;1)a

-1 .
= (=1)" (IDT)!a”T1 (mod p).
Como mdc(p, (’%1) ) =1, temos que

(=1)"a"T =1 (mod p)

e, portanto,
(-1)'=a'T = (f) (mod p),
p

pelo Teorema m|
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Exemplo 3.22. Sejap =11 ea =4. Entdiomdc(4,11) =1e Lz_l = 5. A tabela abaixo mostra

os menores residuos médulo 11 dos inteiros a, 24, . . ., Sa.

\4 8 12 16 20
mod11\48 1 5 9

Note que ha trés residuos menores ou iguais a 5 e dois que sao maiores que 5, entdo n = 2.
Pelo Lema de Gauss, (%) = (=1)? = 1. Observe que a Propriedade 4 do simbolo de Legendre

também nos d4 esse resultado, pois 4 € um quadrado perfeito.
Usando o lema de Gauss, podemos agora provar o Teorema [3.23]

Teorema 3.23. O niimero 2 é um residuo quadrdtico de niimeros primos da forma 8k + 1 e
8k +7 e ndo é um residuo quadratico de primos da forma 8k +3 e 8k +5. Esta informacgdo pode

ser resumida na formula

2/p) = (DDA,

Demonstragdo. A afirmagdo do teorema € equivalente a dizer que 2 € um residuo quadratico

(mod p) se p for da forma 8k + 1 e um nao-residuo quadriatico (mod p) se p for da forma

8k +3. Seja F ={2,4,6,8,...,p—1}. Como p é um primo impar, entdo pode ser escrito como
p =4k + 1 ou 4k + 3 para algum inteiro k.

Sep=4k+1,entdio{x € F | x=sp+r,r > %}: {xeF|x= pT_1+2m,m: 1,...,p—_1}.
Portanto,

2 -1
(—) =(-1)"onden = P
)4 4

)

2 |1, sep=8k+1,
B f

-1, se p =8k - 3.
Sep:4k+3,entéo{x€F|x:1%1+2m—1}. Entﬁon:pTH.

2 + |1, sep=8k—-1,
-
p

-1, se p =8k + 3.

p

Portanto,

Se p =8k £ 1, entdo

pP-1 _ (Bkx1)?-1

= 8k% + 2k.
8 8

2
Entdo pTl ¢ par. Portanto,
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mas se p = 8k + 3, entdo

pP-1 _ (Bk+3)*-1

= 8k% + 6k + 1
8 8

¢ impar. Assim,
p2-1
(=) 3 =-1.

O

Exemplo 3.24. Para ilustrar o Teorema |3.23| consideramos os primos 11,13,17 e 23. Como
11 =3 (mod 8), ele tem a forma 8k + 3. Pelo critério de Euler, (Teorema

2(P=D/2 (=02 = | (mod 11),

portanto, x> = 2 (mod 11) ndo tem solucdo e (2/p) = —1. A férmula do Teorema nos diz
que

(=D = (- (D8 (p=11)
= (="
=-1

Da mesma forma, como 13 =5 (mod 8), 13 tem a forma 8k +5, e
2(=D/2 =26 = _1 (mod 13).

Assim (2/p) = =1 e (=1)(13-1)/8 = (—1)2! = _1. Portanto 2 é um nio-residuo quadratico de
11 e 13, os quais sdo primos da forma 8k + 3 e 8k + 5, respectivamente.
Como 17 =1 (mod 8), ele é da forma 8k + 1, e

207-D/2 =28 =256 =1 (mod 17).

Assim x? =2 (mod 17) tem uma solucio, e (2/p) =1 = (—1)(172_1)/8.
Finalmente, 23 = 7 (mod 8), entdo 23 tem a forma 8k + 7 e

223-D/2 =211 = 2048 =1  (mod 23),

eentdo (2/p) =1= (—1)(232‘1)/8. Portanto, 2 é um residuo quadratico dos primos 17 e 23, os

quais tém a forma 8k + 1 e 8k + 7, respectivamente.

Neste capitulo, exploramos o conceito fundamental de residuos quadréticos e suas proprie-
dades. No préximo capitulo, aprofundaremos nossa andlise ao explorar as diferentes provas da

Lei da Reciprocidade Quadrética.



4 Provas da Lei da Reciprocidade
Quadratica

Além de Euler, alei da reciprocidade quadratica também foi estudada por outros matemaéticos,
como Gauss em 1795 e Eisenstein em 1844. Embora seja verdade que Euler e Legendre iniciaram
o estudo da reciprocidade quadrética, foi Gauss quem primeiro apresentou uma prova rigorosa.
Ele eventualmente criou oito provas nas primeiras décadas do século XVIII e chamou-a de o
“teorema dourado". As principais referéncias usadas para o desenvolvimento deste capitulo
foram [8, [13} 9, [16].

Teorema 4.1. (Lei da Reciprocidade Quadratica) Sejam p e g primos impares distintos. Entdo:

()5
q)\P

Um lema importante de que precisaremos nas provas da reciprocidade quadréatica é o lema

de Gauss (Lema [3.21).
Exemplo 4.2. Considere a congruéncia x> = 17471 (mod 1697).

17471 1
747 = >0 mod 1697) (Propriedade 3 do simbolo Legendre)
1697 ) ~ \1697 P
3 167 . .
=1e97 ) | 1607 (mod 1697) (Propriedade 2 do simbolo de Legendre)
1697\ (1697
= 5 (W) (mod 1697) (Lei da Reciprocidade Quadratica)
2\ (27 . .
= §) (m) (mod 1697) (Propriedade 3 do simbolo de Legendre)
2\ (3%)\( 3 . ]
=13 \1e7 ) 1 (mod 1697) (Propriedade 2 do simbolo de Legendre)

1
= (—1)(32‘1)/8 (1) - (— (g)) (mod 1697) (Lei da Reciprocidade Quadratica)

2
= (-1)(-1) (g) (Propriedade 3 do simbolo de Legendre)
= (-1) (32-1)/8 (mod 1697) (Lei da Reciprocidade Quadrética)
=—-1 (mod 1697) (Aritmética)

45
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Suponha que agora queiramos examinar x> = 1697 (mod 17471) para ver se ha uma solucio.
Certamente poderiamos repetir o processo acima para descobrir isso diretamente, mas esse
método & bastante trabalhoso e ha muitos lugares onde podem ocorrer erros aritméticos. E aqui
que a Lei da Reciprocidade Quadratica nos auxilia. N6s sabemos que

17471 1697
( 1697 ) (17471) = (—1)(17471_1)(1697_1)/ 4 (Lei da Reciprocidade Quadratica)

= (—1)7407280 (Aritmética)

-1,

17471) e ( 1697

- 17471\ _
entdo ambos ( Teor T )

) sdoiguais a 1 ouambos saoiguaisa-1. Como (W = —1, segue

que (%) = —1 também. Assim, pela defini¢do do simbolo de Legendre (Defini¢do |3.17)),

segue que 1697 ndo é um residuo quadratico médulo 17471, isto é, x> = 1697 (mod 17471)
nao possui solugao.
Note que, pela defini¢do Defini¢ao 17471 nao € um residuo quadréatico médulo 1697, e

portanto x> = 17471 (mod 1697) também nio possui solugio.

4.1 Primeira prova: Usando o lema de Eisenstein

Nossa primeira prova da reciprocidade quadratica depende do lema de Gauss (Lema(3.21) e
do lema de Eisenstein (Lema[4.3)). Para mais informacdes sobre essa prova, veja [18]].
Lembre-se de que [x] é a funcdo maior inteiro e [x] < x < [x] + 1. Usaremos esta fungao

nas préximas provas.

Lema 4.3. (Lema de Eisenstein) Se p e q sdo primos impares, entdo

pol
(1) a5
P

Demonstragdo. Como na prova do lema de Gauss (Lema [3.21)), consideramos os nimeros
q,2q,..., pT_lq (mod p). Sejam ry,ry, ..., r, os residuos maiores que pT_l € 51,52, ...,8, OS
residuos menores que 1%1. Assim, n+m = pT_l Usando o algoritmo da divisdo, encontramos

que

k
kg =p {—q
p

onde r é o menor residuo (mod p) de kg. Se somarmos essas equagdes para k, obtemos

+r,

Temos

=
I
—_
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:(p—l)(p+1):(p—lﬂp+1):p2—{

2 2 8 8
Portanto,
p? -1 z, kq < =
q 2 =p {—|+er+2sj 4.1)
=i L P i=1 j=1
) 1 ])2—1 k n m
p - q
q g =p {—|+Z(p—rj)+2sj. “4.2)
=i L P j=1 j=1
Como os nimeros (p — r;) e s; formam uma permutacdo dos niimeros 1,2, .. ., pT_l, entao
pz 1 n m
: =X (p=r)+).s;=S+np-R. (4.3)
j=1 j=1

Subtraindo @.T]) de (4.3)), obtemos

p-1

2
-1 k
P =p {—q|—n +2R.
p

(g-1)

>~

=1

Note que p e g sdo primos impares, entdo o lado esquerdo € par e 2R € par. Assim, segue que

|”3
S

k
{_ql — n também € par.
p

=~

=1

Portanto,
pT_I kq
SR b (4.4)
Por outro lado,
(-D)" = (%) (4.5)
pelo lema de Gauss (Lema|3.21)). Portanto,
p-1
2 | ke
2 B - (), @6
como desejado. O

Exemplo 4.4. Sejap =11e g =7. Entdo

PAERERCRENCRE

=0+1+1+2+3
=17.
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Sabemos que

(7/11) = 711-D/2 (mod 11)
= 16807 (mod 11)
=-1 (mod 11),

e se aplicarmos o Lema teremos (7/11) = (-1)7 = —1.
Precisaremos também do seguinte lema.

Lema 4.5. Se p e q sdo primos impares, entdo

p-l p-l

z{gw+iwéq:(p—D@—D‘ @7

i B A 4 4

Demonstragdo. A ideia principal da prova € que essa soma tem uma interpretacao geométrica.
Considere os pontos A = (0,0), B = (’%1, O), C = (’%1, qz;l), D= (0, %) Entdo,

p-1

Ml

é o niimero de pontos de reticulado em Z? contidos no interior do tridangulo ABC. Além disso,

=~

-1
B
LD
X

¢ o ntimero de pontos de reticulado a esquerda da linha AC = % e contidos em ADC. Note que

|":;
0

>~

ndo hd pontos inteiros na linha AC porque mdc(p, q) = 1. Assim, o niimero total de pontos no

retangulo ABCD ¢
p-1)(q-1
2 2 )

m]
Agora estamos em posi¢ao de provar a reciprocidade quadritica.
Demonstragdo. (Lei da Reciprocidade Quadrética) Do Lema.3] obtemos
p-1
2| kg
(= 3] (1). (4.8)
p
Repetindo o argumento para (%), obtemos
p—1
2 | k2
(—)=3 [F] 2 (‘—’). (4.9)
q

Pontos de reticulado, ou pontos de rede, refere-se a um conjunto de pontos que formam uma grade ou malha

em um espaco.
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Multiplicando #.8)) e (4.9), encontramos que

1

HEREE

q

p-t

= -2 (%)

pelo Lema[.3|(Lema de Eisenstein).

b

Portanto, pelo Lema[4.5|temos que

-

4.2 Segunda prova: Usando raizes da unidade

Nesta secdo, provaremos nossa segunda prova da lei da reciprocidade quadrética. Essa prova
foi publicada por Eisenstein em 1844. Para mais informagdes sobre essa prova, consulte a

referéncia [[17].

Lema 4.6. Se n é um niimero inteiro impar, entdo

1

X (g Xx—¢ y) (4.10)

N
|

>~
Il
(=)

onde =e =

Demonstragao. Note que 1, ¢, ¢ 2, e n=1 s30 todas as raizes n-ésimas de z” — 1. Temos

n-1
—1=]]G-¢.
k=0

Aplicando isso para z = )5‘ temos

:I><
3

) 4.11)

] (
k=0

n—1
X
- (16-<)
k=0
Distribuindo o y" dentro do produto, temos:

n-1 n-1
W -y=| (y - (; —4")) - H (x-&%y)- (4.12)

k=0

'\<I><

Multiplicando ambos os lados por y”, temos
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Como n € impar, quando k varia de 0 a n — 1, =2k forma um sistema completo de residuos

(mod n). Portanto,

n—1
W=yt =] |-y (4.13)
k=0
n—1
=[ &=y (4.14)
k=0
n-1 —k
= (x - {—y) (4.15)
é«k
k=0
n=l ok ek
:[I(fx f y) (4.16)
4
k=0
n=1¢¢k —k
—o(d"x —
_ Hk_o(gn_l kg ) 4.17)
Hk:() (
[iso(&fx = ¢*y)
= T (4.18)
n—1
=72 T = ). (4.19)
k=0
Como—(1+2+3+---+(n—-1)) = @ ¢ divisivel por n, temos
n—1
W=yt = |- 7). (4.20)
k=0
O
Para aprofundar a andlise estrutural do produto
n—1
k=0
introduzimos a funcao
f(z) = ¥ — ¢727% = Dj sen(2n7).
Cada fator do produto acima envolve pares conjugados do tipo ¢* e 77, com ¢ = €*/", o

que justifica a utilizacdo de f(z) como uma ferramenta analitica eficaz para reorganizar tais
produtos. A funcdo f(z) é impar, periddica de periodo 1, e tem como tUnicos zeros reais 0s
inteiros.

A Proposigio estabelece uma identidade para quocientes do tipo f(nz)/f(z) como
produtos indexados de translagcdes da funcdo f, permitindo fatoragdes simétricas em termos de

flzxt)
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Proposicao 4.7. Seja n um niimero inteiro impar. Entdo
fo) _ 5 2+ )
- l_[ . 4.21)
F@ gy (z— %)
Demonstragdo. Sejax = ™% ey = e 2, Pelo Lema temos
f(nZ) — eZm'nz _ e—Zm'nz (4.22)
n—1 )
— ( ZmZeZ’”k _ e—2nize—%) (4.23)
k=0
n-l 2 i (k+nz) _2mi(k+nz)
- (e T ) (4.24)
k=0
n—1
— ( Zm( +z) 6—2711'( +Z)) (425)
k=0
n—1 k
= ]_[ fle+z (4.26)
k=0
Quando k varia de ”+1 até n — 1, entdo n — k varia de %51 até 1. Portanto,
-1
f(nz) k
f fl=+z]. (4.27)
f(2) rl rL n
2
Como f é periédica com periodo 1,
k k -k
AT TR R
n n
Portanto,
n—1 n—1
7z n-1 7z
k 1+k
) L =)= L oo -
k=1 k=151 k=1 n
Como f(z+1) = f(z), temos
k 1+k k k
el =)= L o (3)
k=1 k=1 " n
O
Proposicao 4.8. Seja p # 2 um niimero primo, a € Z e mdc(p,a) = 1. Entdo
p-1 pot
: la a\ [
5)-GITG) “®
I=1 p Plip \P
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~ . . -1

Demonstragdo. Seja ri,ra,...,ry, S1,52,...,5, 08 menores residuos de a, 2a,3a,..., L_a,
-1 -1 -1 .

onde, como na prova do lema de Gauss, r; > ”T es; < pT. Paracadal <[ < pT, seja

HE{Pp—riLp—7raeccsD —TuySly- s Sm}t
o nimero dnico em {1,.. ., pT_]} tal que +#; = la (mod p). Como f & periddica com periodo
le f(-z) = —f(z), temos
) t t
f (_“) _ f(i_l) _ if(_l), (4.29)
p p p
onde o sinal é + ou — dependendo se t € {si,...,spfout; € {p—ri,p—ra...,p—ry}.

Multiplicando sobre todos os [ € {1,..., 1%1}, temos

p-1 p-1

if (’—l) ¥ (l—“) . (4.30)
=1 p =1

P
A medida que [/ varia de 1 até pT_l, t; também varia de 1 até pT_l. Pelo lema de Gauss (Lema

3.21), o nimero de sinais negativos em (4.30) é (—1)" = (%) Portanto,

p-l p-1
2

f (i) = 2 f (l—a) (4.31)
1

como desejado. O

—_—

AR

~—
[N

Demonstragao. (LeidaReciprocidade Quadrética) Agora podemos provar a lei da reciprocidade

quadrética. Pela Proposi¢ido[4.§]
r-1 lq
7(%)

2 _ 2
(P) =1 f (%) ’ (4.32)
Pela Proposi¢do {.7]
f(qu) - i f(é - 5) (4.33)
) G
Portanto, - ( )
= = L,k
A\t
(P) o Bf(,%—g)‘ (4.34)
Repetindo o argumento para (s), obtemos
o=l pot (k1
(g) - i j f(i J_r é) (4.35)
k=1 I=1 f(q p)
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Como f (§ — 1%) =—f (% - s) concluimos que

(5) _ ) (%) . (4.36)

Portanto,

(2) (_) _ -l (4.37)

q

4.3 'Terceira prova: Usando Teoria dos Grupos

Nossa terceira prova é devida a George Rousseau [19], em 1991. Ela ndo depende do lema
de Gauss ou do lema de Eisenstein sobre pontos de reticulado. Esta prova baseia-se apenas no
teorema de Wilson (Teorema [2.27)), no critério de Euler (Teorema[3.7) e no teorema chinés dos
restos (Teorema [2.42)).

Como (Z/nzZ)* é o grupo multiplicativo dos inteiros médulo n. Sejam p, g primos, G/H o
grupo quociente onde G = (Z/pqZ)* = (Z/pZ)* X (Z/qZ)* e H = {1} = {(1,1),(-1,-1)}
¢ um subgrupo normal de G. Determinamos o produto dos elementos de G /H multiplicando
os representantes das classes laterais de H. Para mais informagdes sobre Teoria dos Grupos,
consultar [14]].

Dois resultados que sdo necessarios na prova de Rousseau, o teorema de Wilson (Teorema

e o Lemaf.9] que é dado a seguir.

Lema 4.9. Se p é um niimero primo, entdo
p—1
E=]t) =0 @-nt (mod p). (438)

Demonstragdo. Para qualquer 1 <i < p—;l, temos p —i = —i (mod p). Portanto,
-1 -1\ .
(p-1)!= ( ) ( : ) = ((”T)v) (=)= (mod p).

Agora apresentaremos a prova de Rousseau da reciprocidade quadrética.

Demonstragdo. (Teorema da Reciprocidade Quadrética) Pelo Teorema Chinés dos Restos (Te-

orema[2.42)), temos uma func¢do isomorfa
G =(Z/pqZ)" = (Z/pZ)" X (Z/4Z)". (4.39)

Qualquer elemento do grupo G pode ser representado na forma (a, b),ondea € {1,2,..., p—
1}ebe{l,2,...,q—1}.
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Considere o quociente de G pelo subgrupo H = {(1,1),(-1,-1)}. Consideramos os
representantes de G/H e tomamos seu produto 7. Hd duas maneiras de fazer isso. Primeiro,
tomamos o conjunto completo de (Z/pZ)* e a primeira metade de (Z/qZ)*. Entdo, uma lista

de representantes de G/H ¢é

-1
((ab):1<a<p-1,1<b<T "y (4.40)
Como cada componente a € repetida q—;l vezes, 0 componente a de m é

(p-'T = (=) (mod p) (4.41)
pelo teorema de Wilson (Teorema .Cada componente b, 1,2,..., (;2;1, € repetida p — 1
vezes. A componente b de 7 é

p-1

— P! — 2 g-1 pT_l p-1 p—1 g-1
((q—zl)') :((qu)’z) E((‘I—l)’(—l)T) =(-D7T (-7 77 (mod q).

Portanto, o produto dos representantes €

p-1 g-1

1= ((_1)"7" (mod p), (=D)’T (=)= (mod q)) . (4.42)

Finalmente, escolhemos os representantes tomando a primeira metade de (Z/pgZ)*. Multi-
plicaremos todos os inteiros entre 1 e %_1 que nao sdo divisiveis por p ou g. Seja A o conjunto

de inteiros em [1, %_1] que ndo sao divisiveis por p. Os elementos de A sdo os seguintes:
1,2,3,...,p—1,

p+Lp+2,p+3,...,2p -1,

2p+1,2p+2,2p+3,...,3p— 1,

qg-—1 q-—1 qg-—1 pq—1
—p+1l,—p+2,—p+3,..., .
2 P 2 7 2 7 2
Entdo B = {q¢,2q, ..., pT_lq} € o conjunto de todos os inteiros em A que sdo divisiveis por g.
Assim, o componente a de 7
1_[ _ HneA n
n—=———
neA,n¢B H”'EB n
(p - D! p-1
. q . (2q) ----- Tq
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Pelo critério de Euler (Teorema|3.7)),

¢ = (%) (mod p). (4.43)

Assim, o componente a de r é

= (-7 ¢ (mod p):(—l)qT_l(%) (mod p). (4.44)

De forma similar (mod ¢), o componente b de  é

p—1

= (-1)"7

(g) (mod ¢). (4.45)
Portanto,
= ((—1)‘17' (%) (mod p), (=1)*T (g) (mod q)) . (4.46)

Lembre-se que 7 € determinado até um fator de +1. Comparando as duas expressoes (4.42)

e (4.46)), obtemos

(D" (mod p), (- (1)

P

-1
2

7 (mod g)) =

s ((—lﬁ (1) (mod p), (~1)"%" (]3) (mod q>) .
p q

Se o sinal for +, entdo
(1) =1, (3) - (-5
p q

Se o sinal for —, entao

Em qualquer caso,

O

As demonstracdes da Lei da Reciprocidade Quadritica apresentadas neste capitulo, com
o auxilio do Lema de Eisenstein, raizes da unidade e teoria dos grupos, em conjunto com as
ferramentas da teoria dos nimeros algébricos, estrutura multiplicativa do grupo das raizes da
unidade e andlise da estrutura multiplicativa de grupos finitos, respectivamente, proporcionou

uma abordagem elegante e concisa para a prova da Lei da Reciprocidade Quadrética.



S Aplicacoes

Residuos quadréticos e a Lei da Reciprocidade Quadrética levaram a muitas aplicagdes dife-
rentes em vdrias dreas. Concluimos o trabalho analisando algumas das aplicagdes mais comuns
de residuos quadréticos e da Lei da Reciprocidade Quadratica. Algumas dessas aplicacdes
estdo em criptografia, teoria dos grafos e teoria dos codigos. Além disso, serdo apresentados
exemplos implementados no SageMath, essas implementagdes permitirdo visualizar proprieda-
des fundamentais dos residuos quadraticos e explorar aplicagdes diretas dos resultados tedricos
discutidos. As principais referéncias usadas para o desenvolvimento deste capitulo foram
(8,113, 20, 214 22, 231 15, 16} [7].

5.1 Lei da Reciprocidade Quadratica em Criptografia

Com o crescimento da atividade digital, a criptografia tornou-se um campo de grande
relevancia, exigindo aprimoramento continuo dos métodos empregados. O avanco tecnoldgico
tem possibilitado o aumento da capacidade computacional, reduzindo, assim, o tempo necessdrio
para resolver problemas considerados computacionalmente dificeis. Um dos fundamentos

essenciais para diversos sistemas criptograficos consiste na resolu¢ao de congruéncias do tipo
2 _
x“=a (mod n)

onde n € um ndmero composto. Este problema € notoriamente dificil de ser resolvido quando »
€ um numero grande, sendo computacionalmente equivalente, em termos de complexidade, ao
problema da fatoracdo de inteiros. Consequentemente, residuos quadraticos desempenham um
papel central em diversos protocolos criptograficos, como o sistema criptografico de Rabin [2]]
e o esquema de transferéncia obliqua (ou do ingl€s, oblivious) [24].

A fatoracao de inteiros grandes constitui outro pilar fundamental sobre o qual diversos mé-
todos criptogréficos sdo construidos. No Volume VI de seu tratado Disquisitiones Arithmeticae,
Gauss apresentou dois algoritmos distintos para fatoracdo, ambos baseados no conceito de resi-
duos quadréticos e na Lei da Reciprocidade Quadrética. Métodos modernos de fatoracdo, como
o algoritmo da fracdo continua, o algoritmo de Dixon e o crivo quadritico, mantém a estrutura
baseada em residuos quadréticos e continuam a ser empregados na atualidade.

Paralelamente a fatoracao de inteiros, destaca-se a drea de testes de primalidade, que busca

determinar de maneira eficiente se um dado ndmero € primo. Dentre os diversos métodos

56
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propostos, um dos mais notaveis € o teste de primalidade de Solovay-Strassen, que permite
avaliar a primalidade de um ndmero n. Além disso, um teste intimamente relacionado e
amplamente utilizado € o teste de Miller-Rabin [4]], que, embora inspirado na abordagem de
Solovay-Strassen, apresenta maior confiabilidade e precisao. Embora o teste de Miller-Rabin
ndo utilize diretamente a Lei da Reciprocidade Quadrética, ele se apoia no comportamento
esperado dos residuos quadréticos para identificar nimeros compostos, sendo, portanto, um dos
métodos probabilisticos mais eficientes para a verificacdo de primalidade.

A Tabela@ apresenta alguns testes de primalidade, no entanto, existem muitos outros testes

que foram desenvolvidos para diferentes aplicagcdes.

Teste

Vantagens

Desvantagens

Solovay-Strassen

Répido, baseado no simbolo de
Jacobi

Pode falhar para pseudo-primos
de Euler-Jacobi, menos efici-
ente que Miller-Rabin

Miller-Rabin

Mais confidvel que Solovay-

Strassen, amplamente utilizado

Ainda tem erro probabilistico

AKS

Garante primalidade, determi-

nistico

Muito lento na prética para nu-

meros grandes

Curvas Elipticas

Melhor para primos grandes,
usado em aplicacdes criptogra-
ficas

Complexidade matematica

maior

Teste de Lucas-Lehmer

Muito eficiente para nimeros

de Mersenne

Aplicével apenas a ndmeros de

Mersenne

Teste de Fermat

Simples e rapido

Falsos positivos para nimeros

de Carmichael

Tabela 5.1: Comparagdo entre testes de primalidade

Os testes de Solovay-Strassen, Miller-Rabin, Ferma e Curvas Elipticas sdo testes probabilis-

ticos. Por outro lado, os testes AKS e de Lucas-Lehmer sao testes deterministicos.

Observacio 5.1. O Teste de Rabin nao foi apresentado na Tabela [5.1] pois ele ndo é um teste
usado para testar a primalidade de um numero. Ele € usado para fatorar nimeros compostos,

ajudando a quebrar criptografia baseada em fatoracgao.

5.1.1 Aplicacao 1: Teste de Miller—Rabin

O Teste de Miller—Rabin é um teste probabilistico que verifica se um nimero n é primo,
baseando-se no comportamento esperado da exponenciagdo modular segundo o Pequeno Teo-
rema de Fermat e propriedades de residuos quadraticos.

A seguir, descrevemos formalmente as etapas do teste:
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1. Verificar casos triviais.

Se n =2 oun = 3, entdo n é primo. Se n for par e maior que 2, entdo n € composto.

2. Escrever n — 1 na forma d - 2°, com d impar.

Isto €, encontrar inteiros s > 1 e d impar tais que

n—1=2%.-4d.

3. Escolher uma base aleatéria a,com2 < a <n-2emdc(a,n) = 1.

4. Calcular x = ¢? (mod n).
Sex =1 (mod n) oux = -1 (mod n), entdo n pode ser primo, e passamos para outra
base a.

5. Realizar até s — 1 iteracoes quadraticas:
Parar =1,...,s — 1, computar

x=x* (mod n).

Se em alguma iteracdo encontrarmos x = —1 (mod n), encerramos a sequéncia e testamos
outra base a.

Caso contrdrio, se apds todas as iteracdes tivermos x # —1 (mod n), entdo n é composto.

6. Repetir o teste para outras bases a.

O teste € repetido para k bases aleatérias a. Se em alguma das iteracdes o nimero n for

identificado como composto, entdo ele € definitivamente composto.

Se n passar em todas as k iteracdes, entdo dizemos que n é provavelmente primo.

Esse teste € mais confidvel do que o Teste de Fermat e € amplamente utilizado em algoritmos

criptogréficos para geragdo de grandes nimeros primos com alta confianca.

Exemplo 5.2. Vamos verificar se n = 61 € primo utilizando o Teste de Miller—Rabin.

1. Verificacao de casos triviais. Como n = 61 é impar e maior que 3, passamos para as

etapas seguintes.
2. Escrever n — 1 na forma d - 2°.
n-1=61-1=60=15-2

portanto:
d=15 s=2.

3. Escolha da base. Tomamos a = 2, que pertence ao intervalo 2 < a <n—-2=59%¢
satisfaz mdc(a,n) = 1.
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4. Célculo de x = a¢ (mod n). Vamos calcular x = 2> (mod 61) por exponenciagio
modular:

25 =32,
210=(29)2=322=1024 =47 (mod 61),
215 =210.25=47.32=1504 =32 (mod 61).

Como x =32 # +1 (mod 61), seguimos para as iteracdes.

5. Iteracoes quadraticas (até s — 1 = 1 vez). Calculamos:

x=322=1024 =47 (mod 61).

Como x # —1 (mod 61), testamos uma nova base.

6. Nova base: a = 7. Calculamos x = 7" (mod 61):

77 =16807 =49 (mod 61),
719 = (7°)2 =492 =2401 =4 (mod 61),
7 =719.7=24.49=196 =13 (mod 61).

Como x = 13 # +1 (mod 61), prosseguimos com a iteragao:

x=132=169=47 (mod 61).

Aindatemos x # —1 (mod 61), portanto n nao foi classificado como primo com base nas
escolhasdea=2ea="7.

7. Conclusao. Como em nenhuma das bases a = 2 e a = 7 o valor x foi congruente a —1
(mod n) em alguma iteragao, e tampouco x = 1 (mod #n) inicialmente, o nimero n = 61
ainda ndo pode ser classificado como primo com certeza. Contudo, novos testes com
outras bases poderiam confirmar a provavel primalidade de n. De fato, 61 € primo, e o
teste com mais bases confirmaria isso com alta probabilidade.

Observacao 5.3. Para um niimero pequeno como 61, podemos verificar diretamente que ele € de
fato primo. No entanto, para numeros grandes, o Teste de Miller-Rabin ndo dé certeza absoluta,
apenas reduz a probabilidade de erro. Para nimeros grandes usados em criptografia, esse teste
¢ amplamente usado porque a probabilidade de erro pode ser reduzida a niveis insignificantes
ao escolher muitas bases aleatdrias.
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5.1.2 Exemplo usando Sagemath

Vamos agora apresentar uma implementagdo do Exemplo[5.2] no software livre SageMath.

i def miller_rabin_test(n, a):

[N}

3 Aplica o teste de Miller-Rabin para um nimero n e uma base a.

4 Retorna True se n for provavelmente primo, False se for composto.
B o

6 if n < 2:

7 return False

8 if n in [2, 3]:

9 return True

10 if n % 2 == 0:

11 return False

13 # Escrever n - 1 como d * 27s
14 d, s =mn -1, 0

15 while 4 % 2 == 0:

16 d //= 2

17 s += 1

18

19 # Computar x = a”d mod n

20 x = pow(a, d, n)

21 if x == 1 or x == n - 1:

22 return True

24 # Elevar ao quadrado até s-1 vezes
25 for _ in range(s - 1):

26 x = pow(x, 2, n)

27 if x == n - 1:

28 return True

30 return False # Se nenhum dos critérios foi satisfeito, n & composto

32 #Testando para n=61 com todas as bases 2<=a <= n-2 e mdc(a,n) = 1
3 n = 61

34 bases = [a for a in range(2, n - 1) if gcd(a, n) == 1]

36 resultados = {a: miller_rabin_test(n, a) for a in bases}

33 # Exibir os resultados em 3 colunas

39 colunas = 3
10 linhas = -(-len(resultados) // colunas)
11 resultado_lista = list(resultados.items())

23 for i in range(linhas):

44 linha =
45 for j in range(colunas):



46

47

48

19

50
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index = 1 + j * linhas
if index < len(resultado_lista):
base, resultado resultado_lista[index]
linha += f"Base_ {basel}: {n}_ éuprimo? {resultado}r\t"
print (linha)
Como resultado dessa implementa¢do no Sagemath, obtemos a resposta:

Base 2: 61 € primo? True Base 22: 61 € primo? True Base 42: 61 & primo? True
Base 3: 61 € primo? True Base 23: &1 € primo? True Base 43: €61 & primo? True
Base 4: 61 & primo? True Base 24: &1 € primo? True Base 44: €1 & primo? True
Base 5: 61 € primo? True Base 25: &1 € primo? True Base 45: 61 & primo? True
Base &: 61 & primo? True Base 26: &1 € primo? True Base 46: €61 & primo? True
Base 7: 61 € primo? True Base 27: &1 € primo? True Base 47: 61 & primo? True
Base 8: 61 € primo? True Base 28: &1 € primo? True Base 48: €61 & primo? True
Base 9: 61 € primo? True Base 29: 61 € primo? True Base 49: 61 & primo? True
Base 18: 61 & primo? True Base 3@: &1 € primo? True Base 58: 61 & primo? True
Base 11: 61 & primo? True Base 31: &1 € primo? True Base 51: 61 & primo? True
Base 12: 61 & primo? True Base 32: 61 € primo? True Base 52: 61 & primo? True
Base 13: 61 & primo? True Base 33: 61 € primo? True Base 53: 61 & primo? True
Base 14: 61 & primo? True Base 34: &1 € primo? True Base 54: 61 & primo? True
Base 15: 61 & primo? True Base 35: &1 € primo? True Base 55: 61 & primo? True
Base 16: 61 & primo? True Base 36: 61 € primo? True Base 56: 61 & primo? True
Base 17: 61 & primo? True Base 37: 61 € primo? True Base 57: 61 & primo? True
Base 18: 61 & primo? True Base 38: &1 € primo? True Base 58: €1 & primo? True
Base 19: 61 & primo? True Base 39: &1 € primo? True Base 59: 61 & primo? True
Base 2@: 61 & primo? True Base 48: &1 € primo? True
Base 21: 61 & primo? True Base 41: &1 € primo? True

5.1.3 Aplicacao 2: Sistema Criptografico de Rabin.

O sistema criptografico de Rabin € semelhante ao RSA, pois baseado no problema da

fatoragdo de inteiros, mas sua seguranca se baseia na dificuldade de resolver a congruéncia

quadréiticax? = ¢ (mod n), onde n é um produto de dois grandes niimeros primos. A encriptacio

¢ simples, envolvendo apenas uma operacao de exponencia¢do modular.

O sistema criptografico de Rabin € considerado probabilistico, pois incorpora um elemento

de aleatoriedade durante o processo de cifragem, o que pode resultar em mensagens cifradas

distintas a cada execu¢do. Em contraste, o sistema RSA € deterministico, produzindo sempre a

mesma mensagem cifrada a partir de uma dada entrada e chave.

A Lei da Reciprocidade Quadrética ajuda a analisar os residuos quadraticos e a determinar a

existéncia de solucdes para congruéncias quadraticas. Isso € crucial para entender a criptografia

de Rabin, pois permite a verificacdo de quais nimeros sao residuos quadriticos médulo r.

A seguir, apresentamos as etapas do Sistema Criptogréfico de Rabin.

1. Configuragao do Sistema

(a) Escolha dois nimeros primos distintos p e q.

(b) Calcule n = p - g. Este valor n serd a chave publica do sistema, enquanto p e g serdo

mantidos em segredo como chave privada.
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culdade de resolver a congruéncia quadrética x

2. Encriptagdo

(a) Mensagem: Representar a mensagem m como um numero inteiro 0 < m < n.

(b) Texto cifrado: A mensagem € cifrada utilizando a férmula:

c=m? (mod n).

O valor ¢ € o texto cifrado.
3. Decriptacao

(a) Resolver a congruéncia quadratica: Dado o texto cifrado c, resolver a congruéncia:

x>=c¢ (mod n).

Para isso:
* Divida n em seus fatores primos p e q.

2

* Resolva as congruéncias quadriticas x> = ¢ (mod p) e x*> = ¢ (mod ¢) sepa-

radamente.

Isso resulta em duas solucdes xi,x, médulo p e y;, y2 médulo g. Combine as 4
combinagdes possiveis de (x, y) usando o Teorema Chinés do Resto (TCR) (Teorema

2.42)) para encontrar as solucdes z médulo n:
z=x (mod p), z=y (modgq).
Use o TCR para calcular os valores de z.
4. Selecdo da Mensagem Original

(a) As solucdes obtidas do TCR representam as possiveis mensagens .

(b) Use o contexto para identificar a mensagem original entre as solucdes.

O sistema criptografico de Rabin apresenta vantagens em termos de seguranga, pois a difi-

2 = ¢ (mod n) esté diretamente relacionada ao

problema da fatoracdo de inteiros. No entanto, a ambiguidade gerada durante a decriptagdo,

devido as mdltiplas solu¢des, € uma desvantagem importante. A ado¢ao de mecanismos adicio-

nais, como redundancia ou restri¢ao de intervalo, € essencial para garantir a correta identificacao

da mensagem original.

Exemplo 5.4. De acordo com as etapas anteriores, apresentamos um exemplo do sistema

criptogréfico de Rabin.

1. Configuracdo do Sistema

(a) Escolha dois ndmeros primos distintos p =7 e g = 11.
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(b) Calculen=p.-qg=7-11=17T7.
2. Encriptagao

(a) Vamos escolher m = 5. A mensagem € cifrada utilizando a férmula.
c=m? (mod n).
Substituindo os valores temos:
c=5 (mod77) = ¢=25 (mod77).
Logo, o texto cifrado é ¢ = 25.
3. Decriptacao
(a) Dado o texto cifrado ¢ = 25, vamos resolver a congruéncia quadratica

x?=25 (mod 77).

Para isso vamos dividir n = 77 em seus fatores primos p = 7 e g = 11 e vamos
resolver as congruéncias quadraticas separadamente: Como 25 =4 (mod 7) vamos
resolver x> = 4 (mod 7). As solugdes sdo:

x=2 (mod7) e x=5 (mod7).
Agora, como 25 = 3 (mod 11) vamos resolver y> = 3 (mod 11). As solucdes sdo:

y=5 (mod11) e y=6 (mod11).

Agora, tomando as 4 combinagdes possiveis de (x, y) usando o Teorema Chinés do Resto
(TCR) temos:
z=x (modp), z=y (modg).

€ com isso0, as combinagdes sao:
(x1,51) = (2,5), (x1,y2) = (2,6), (x2,y1) = (5,5), (x2,¥2) = (5,6).
Para cada combinacao:
* Para (x,y) = (2,5):
z=2-11-2)+(5-7-8) (mod 77) = 16.
* Para (x,y) = (2,6):

z=(2-11-2)+(6-7-8) (mod 77) = 72.
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* Para (x,y) = (5,5):

z=(5-11-2)+(5-7-8) (mod 77) = 5.

* Para (x,y) = (5,6):

z=(5-11-2)+(6-7-8) (mod 77) =61.
4. Selecao da Mensagem Original As solucdes obtidas do TCR sao:

z=1{16,72,5,61}.

Como nao colocamos nenhum mecanismo adicional, ndo € possivel identificar a mensagem
original. No entanto, podemos restringir m a um intervalo especifico, por exemplo, 0 < m < +/n,
de forma que apenas uma solucdo pertenca a esse intervalo.

No exemplo acima, se colocarmos a restricio de que a mensagem original m estard no
intervalo 0 < m < V77, entdo como V77 ~ 8.77, restringimos m para o intervalo 0 < m < 8.
Com essa restri¢do, dentre as solugdes z = {16,72, 5,61}, apenas z = 5 estd dentro do intervalo

permitido. Assim, identificamos que a mensagem original é m = 5.

5.1.4 Exemplo usando SageMath
A seguir, vamos apresentar uma implementagdo do Exemplo [5.4]do sistema criptografico de
Rabin utilizando o software livre SageMath.

Configuracgdo do Sistema

= 7 # Primeiro nimero primo

11  # Segundo nimero primo

B Q T #

p * q # Chave piublica

# Encriptacgéo

m = 5 # Mensagem original

(m~2) % n # Calculo do texto cifrado
print (f )

C

# Decriptacgéo
# Resolver as congruéncias quadraticas separadamente

var ( ) # Declarar x como variavel simbédlica
# Modulo p

c_mod_p = c % p

solutions_p = solve_mod(x"2 == c_mod_p, p)
print (f )
# Modulo g

c_mod_q = ¢ % q

solutions_q = solve_mod(x"2 == c_mod_q, q)
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print (f"Raizes mdédulo,q,({q}): {solutions_ql}")

# Combinagdes possiveis de (x, y)
from itertools import product
combinations = list(product(solutions_p, solutions_q))

print (f"Combinagdesypossiveis de,(x,,uy):u{combinations}")

# Teorema Chinés do Resto (TCR)
def crt(x, y, p, q):

n=p=*4q

q_inv = inverse_mod(q, p)

p_inv = inverse_mod(p, q)

z = (x * g * q_inv + y * p *x p_inv) % n

return z

# Calcular todas as combinagdes com TCR
solutions = []

for x_tuple, y_tuple in combinations:

x = x_tuple[0] # Extrai o valor da tupla
y = y_tuple[0] # Extrai o valor da tupla
z = crt(Integer(x), Integer(y), p, q) # Agora x e y sdo inteiros

solutions.append(z)

print (£"Combinacdo, (x,uy)u=u{x},u{yP u=>uzu=0{z}")

# Resultado final

print(f”Possiveisumensagensudecifradas:u{solutions}”)

# Identificar a mensagem original
if m in solutions:

print (f"A mensagem_original_ é: {m}")
else:

print ("Mensagem original ndo encontrada_ nas_ solugdes.")

Executando o cédigo a partir dos dados do Exemplo [5.4] no SageMath, obtemos como

resposta:
Texto cifrado (c): 25
Raizes modulo p (7): [(2,), (5.)]
Raizes mddulo g (11): [(5,), (6,)]
Combinagdes possiveis de (x, y): [((2.), (5.)). ((Z), (6.)). ((5.). (5.)), ((5.), (6.))]
16

Combinacdo (x, y) = (2, 5) =» z =

Combinacdo (x, y) = (2, 6) => z = 72
Combinacdo (x, y) = (5, 5) =» z =5
Combinacdo (x, y) = (5, 6) => z = 61

Possiveis mensagens decifradas: [16, 72, 5, 61]
A mensagem original &: 5

A mensagem original m = 5 esta entre os valores decifrados, confirmando o procedimento.
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5.1.5 Aplicacao 3: Teste de Primalidade de Solovay-Strassen

O teste de primalidade de Solovay-Strassen € um teste probabilistico que verifica a primali-
dade de um niimero usando propriedades de residuos quadraticos. A referéncia cldssica para o
Teste de Primalidade de Solovay-Strassen € [3]. Embora tenha sido um avancgo significativo na
época, foi posteriormente superado pelo Teste de Miller-Rabin, que € mais eficiente e confidvel.
O teste verifica a congruéncia a"~1/2 = (4) (mod n), onde (£) é o simbolo de Jacobi, uma
generalizacdo do simbolo de Legendre. Utilizamos a Lei da Reciprocidade Quadritica para
calcular o simbolo de Jacobi e verificar a congruéncia.

A seguir, apresentamos as etapas do teste.

1. Escolha um ndmero 7 a ser testado.

2. Selecione um numero a aleatériotalque 1 <a <n—1.

3. Calcule aD/2 (mod n).

4. Calcule o simbolo de Jacobi (£) usando a Lei da Reciprocidade Quadritica.

5. Verifique se a""V/2 = (%) (mod n). Se a congruéncia nao for satisfeita, entdo n é

composto.

Exemplo 5.5. Vamos determinar a primalidade de n = 561, utilizando o teste de Solovay-

Strassen. Para este exemplo, escolhemos a =2,com 1 <a <n - 1.

561

5]~ ) () (5)

Para cada termo, aplicamos as propriedades do simbolo de Jacobi. Para o primeiro fator,

Inicialmente, calculamos o simbolo de Jacobi (L) Como 561 = 3 - 11 - 17, podemos

decomp6-lo como:

(%) = —1, pois 2 = —1 (mod 3) e —1 é um residuo nao-quadratico médulo 3. Para o segundo
fator, (%) = 1, pois 2 é um residuo quadréatico médulo 11. Para o terceiro fator, (%) = -1,
uma vez que 2 = —1 (mod 17), e —1 nao € um residuo quadratico médulo 17. Multiplicando

os resultados, temos:

2
(ﬁ) =(-1)-1-(=1)=1.

Em seguida, calculamos 2"~1/2 (mod n), ou seja, 2289 (mod 561). Calculamos sucessi-

vamente os valores intermediarios:
22=4 (mod 561), 2*=16 (mod 561), 2%=256 (mod 561), 2'9=460 (mod 561).
Continuando o processo até 2280 obtemos:

2280 =263 (mod 561).
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Agora, verificamos a congruéncia estabelecida pelo teste:

2
2280 = (ﬁ) (mod 561).

Substituindo os valores calculados, temos 263 # 1 (mod 561), ou seja, a congruéncia falha,
o que implica que n = 561 é composto. Portanto, concluimos que o nimero n = 561 nao é

primo.

5.1.6 Exemplo usando Sagemath

Vamos agora apresentar uma implementag¢do do Exemplo [5.5|no software livre SageMath.

import random

def

def

jacobi(a, n):

nnn

Calcula o simbolo de Jacobi (a/mn).
:param a: Inteiro a

:param n: Inteiro impar positivo
:return: -1, 0 ou 1

nnn

if n <= 0 or n % 2 == 0:

raise ValueError("n deve ser jum_ numero impar positivo.")

a=a%n
result = 1
while a != 0O:
while a % 2 == 0:
a //= 2
if n % 8 in [3, 5]:
result = -result
a, n=mn, a # Lei da reciprocidade quadréatica
if a % 4 == n % 4 == 3:
result = -result
a %= n
return result if n == 1 else O

solovay_strassen(n, k=10):

nnn

Teste de primalidade de Solovay-Strassen para um nimero n.
:param n: Namero a ser testado

:param k: Nimero de iteracgdes do teste probabilistico

:return: True se n for provavelmente primo, False se for composto
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if n < 2:
return False
if n in [2, 3]:
return True
if n % 2 == 0:
return False

for _ in range(k):
a = random.randint (2, n - 2)
exp = (n - 1) // 2
jacobi_symbol = jacobi(a, n) % n

mod_exp = pow(a, exp, n) # Calculo modular de a~((n-1)/2) % n

if jacobi_symbol != mod_exp:
return False # n & composto

return True # n é provavelmente primo
# Exemplo com n=561 (conhecido como pseudoprimo para alguns testes)

n = 561
print (£ )

Executando o cédigo acima no SageMath, obtemos:

0O nimeroc 561 & primo? False

| o]

5.2 Lei da Reciprocidade Quadratica em Teoria dos Grafos

Existem certos tipos de grafos na teoria dos grafos que sdo chamados de grafos de Paley,
que té€m ligacdes com residuos quadraticos. Grafos de Paley sdo grafos ndo direcionados que
sdo construidos a partir de elementos de um campo finito que diferem apenas por um residuo
quadratico. O estudo desses grafos levou ao desenvolvimento de algo chamado construgdo de
Paley, que € usada para criar matrizes de Hadamard a partir de residuos quadraticos. Essas
matrizes tém sido estudadas extensivamente, pois possuem muitas propriedades interessantes
que fascinam os matematicos.

Vamos explorar um exemplo de como a Lei da Reciprocidade Quadratica pode ser utilizada

na teoria dos grafos, especificamente na construcao de um grafo de Paley.

5.2.1 Aplicacao: Grafos de Paley

Um grafo de Paley € um tipo de grafo nio direcionado que € construido a partir dos elementos
de um corpo finito F, onde g € um nimero primo congruente a 1 médulo 4. Os vértices do
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grafo correspondem aos elementos do corpo finito, e dois vértices x e y estdo conectados por

uma aresta se x — y € um residuo quadratico em F,.

Exemplo 5.6. Neste exemplo, construimos o grafo de Paley P5 para ¢ = 5, onde ¢ ¢ um nimero
primo congruente a 1 (mod 4). Este grafo é definido sobre o corpo finito Fs, que contém os
elementos {0, 1,2, 3,4}. O grafo é construido conectando dois vértices x e y se x — y for um
residuo quadratico em Fjs.

Primeiramente, identificamos os elementos de Fs e determinamos os residuos quadréticos

neste corpo finito. Os elementos de Fs sdo os inteiros {0, 1, 2, 3,4}, com as operagdes de adi¢ao

e multiplicacdo definidas médulo 5. Para encontrar os residuos quadraticos, calculamos x?

(mod 5) para cada elemento x € Fs \ {0}. Os resultados sdo os seguintes:

12°=1 (mod35), 2°=4 (mod5), 3°=9=4 (mod5), 4°=16=1 (mod 5).

Observamos que os residuos quadraticos em Fs sdo {1,4}, enquanto 0 ndo é considerado
um residuo quadrético.

Agora, construimos o grafo de Paley Ps. Os vértices do grafo correspondem aos elementos
{0,1,2,3,4}. Dois vértices x e y estdo conectados por uma aresta se x —y € {1,4} (mod 5).

Este critério € aplicado de forma sistemdtica para determinar as conexdes entre os vértices:
e x=0:

- 0-1=-1=4 (mod 5) = conecta com 1

- 0-4=-4=1 (mod 5) = conecta com 4
e x=1:

- 1-0=1 (mod 5) = conecta com 0

- 1-2=-1=4 (mod 5) = conecta com 2
e x=2

- 2-1=1 (mod 5) = conecta com 1

- 2-3=-1=4 (mod 5) = conecta com 3
e x=3:

- 3-2=1 (mod 5) = conecta com 2

- 3-4=-1=4 (mod 5) = conecta com 4
e x =4

- 4-0=4 (mod 5) = conecta com 0

- 4-3=1 (mod 5) = conecta com 3

Visualmente, o grafo P5 pode ser representado como um grafo ndo-direcionado com 5

vértices e arestas conectando os pares indicados acima.
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5.2.2 Exemplo usando Sagemath
Vamos agora apresentar uma implementagio do Exemplo [5.6] no software livre SageMath.
# Definir o corpo fimnito

=5
FiniteField (q)

.0
1]

# Encontrar os residuos quadréaticos
residuos_quadraticos = {x72 % q for x in range(q)}

print (f )

# Construir o grafo de Paley
G = Graph )
for x in range(q):
G.add_vertex (x)
for y in range(q):
if x !'= y and (x - y) % q in residuos_quadraticos:

G.add_edge(x, y)

# Desenhar o grafo
G.show ()

Executando o c6digo acima no SageMath, obtemos a seguinte visualizacdo do Grafo de
Paley Ps:

Residuos quadraticos em F_5: { 1, 4}

Figura 5.1: Grafo de Paley Ps com g = 5.
Fonte: Elaborada pelo autor no Sagemath.

5.3 Leida Reciprocidade Quadratica em Teoria dos Codigos

A Lei da Reciprocidade Quadrética pode ser aplicada na teoria dos c6digos, especialmente

na construcdo de cddigos ciclicos, que sdo usados em sistemas de comunicagdo para detectar e

COrTigir erros.
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5.3.1 Aplicacao: Teoria dos Cddigos Ciclicos

Um cédigo ciclico C de comprimento n sobre um corpo finito F, € um subespaco linear de
}FZ tal que, para cada vetor ¢ = (cg,cy,...,cn-1) € C,0 vetor ¢’ = (¢y-1,C0,C15 - - -, Cy—) (UMa
permutacdo ciclica de ¢) também pertence a C.

Os cdédigos ciclicos s@o uma classe importante de cédigos lineares que tém a propriedade
ciclica: se uma palavra-coédigo ¢ = (co,c1,...,cy—1) pertence ao cédigo, entdo qualquer per-
mutacao ciclica de ¢ também pertence ao codigo. Eles sdo amplamente utilizados em sistemas
de comunicagao e armazenamento de dados devido a sua capacidade de detectar e corrigir erros.

A propriedade ciclica dos cédigos ciclicos € convenientemente representada usando polino-

mios. Cada vetor ¢ = (cg, C1,...,Cp-1) €M IF’; pode ser associado a um polindmio
c(x) =co+cix+cax>+-+cpox e Fg [x].

A operacdo de permutacgdo ciclica corresponde a multiplicacdo do polindmio c¢(x) por x

moédulo x"” — 1. Formalmente, essa operagdo pode ser definida pela seguinte fungao:

T: Fylx] — Fylx]/(x" =1)
c(x) — (x-c(x)) (mod (x"—1)).

Um cédigo ciclico C pode ser completamente descrito por um tnico polindmio gerador g(x)
que divide x"* — 1. O c6digo C consiste em todos os multiplos de g(x):

C ={c(x) =gx)q(x) | g(x) € Fg[x], deg(c(x)) < n}.

O polindmio gerador g(x) deve ser um divisor de x" — 1, e o grau de g(x) determina a
dimensdo k do c6digo [n, k], sendo k = n — deg(g(x)).
A sindrome de uma palavra recebida r(x) é calculada utilizando o polindmio gerador g(x).

Formalmente, a sindrome € definida como o resto da divisao de r(x) por g(x), isto é,

s(x) =r(x) (mod g(x)).

Se r(x) é um mdltiplo de g(x), entdo r(x) é uma palavra-cédigo vélida. Caso contrdrio, a
sindrome fornece informagdes sobre a posi¢do e o valor do erro, permitindo a correcdo do erro.
Vamos apresentar como construir um cédigo ciclico utilizando residuos quadraticos. Para

1SS0, seguimos as seguintes etapas:
1. Escolha de um niimero primo p.
2. Calcule os residuos quadraticos x> (mod p) parax € {1,2,....,p — 1}.
3. Utilize os residuos quadréticos para definir um polindmio gerador.

Exemplo 5.7. Neste exemplo, vamos considerar o corpo finito Fy; = {0, 1,2,...,10}. Vamos
calcular os residuos quadréticos e utilizd-los para construir o polindmio gerador de um c6digo

ciclico.
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Primeiramente, determinamos os residuos quadréticos em [Fjj, isto €, os elementos que

podem ser expressos como quadrados de outros elementos no corpo.

x € Fyy, calculamos x> (mod 11):

12=1

Para cada elemento

(mod 11),

22=4 (mod 11),
32=9 (mod 11),

42=16=5
52=25=3
62 =36 =3
7?=49=5
82=64=9
92 =81=4
10°=100= 1

(mod 11),
(mod 11),
(mod 11),
(mod 11),
(mod 11),
(mod 11),
(mod 11).

Observamos que os residuos quadraticos distintos em Fy; sdo {1,3,4,5,9}. Estes residuos

serdo utilizados como raizes para construir o polindmio gerador g(x) de um cddigo ciclico. O

polindmio gerador g(x) € definido como o produto dos fatores lineares associados a cada residuo

quadratico:

gx) =(x-Dx=3)(x -4 (x=-5(x-9).

Ap6s simplificarmos, obtemos que o polindmio gerador final é:

g(x) = x° = 22x* + 176x% — 638x2 + 1023x — 540, isto &, g(x) =x° — 10emF;.

5.3.2 Exemplo usando Sagemath

Nesta secdo apresentamos o Exemplo implementado no software Sagemath.

def construir_codigo_ciclico(p):

nn

Constrdéi um cdédigo ciclico a partir dos residuos quadraticos no

corpo finito F_p.
Entrada:
p - nuimero primo

Saida:

- Lista de residuos quadraticos

- Polinémio gerador g(x)

- Ordem do cdédigo ciclico

non

# Anel de polindémios sobre GF(p)

R.<x> = PolynomialRing (GF(p))
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# Calcular os residuos quadraticos mod p
quadratic_residues = sorted(set([(x~72) % p for x in range(l, pl)]l))

print (f"Residuos quadraticos médulo {p}: {quadratic_residuesl}")

# Construir o polindmio gerador usando os residuos quadréaticos
g = prod([(x - r) for r in quadratic_residues])

print (f"Polindmio,gerador:,{g}")

# Determinar a ordem do cdédigo ciclico

n=p -1 # 0 tamanho do corpo menos 1 (elementos n&o nulos)
k = n - g.degree() # Dimens&do do cédigo

print (£"Cédigo,ciclico [n, k]: [{n}, {k}]")

return quadratic_residues, g, (n, k)

# Exemplo de execugdo para um numero primo p = 11

construir_codigo_ciclico (11)

Executando o cédigo acima no SageMath, obtemos a seguinte resposta:

Residuos quadraticos mddulo 11: [1, 3, 4, 5, %]
Polindmio gerador: =5 + 1@
Codigo ciclico [n, k]: [18, 5]

([1, 3, 4, 5, 9], x5 + 1@, (18, 5))

| o

Neste capitulo, exploramos algumas aplica¢des da Lei da Reciprocidade Quadratica, demons-

trando sua importancia e releviancia em diversas dreas. Ao longo deste trabalho, evidenciamos
como a Lei da Reciprocidade Quadritica ndo apenas resolve questoes tedricas, mas também

oferece ferramentas poderosas para a resolucdo de problemas praticos.



6 Consideracoes Finais

Neste trabalho foram apresentados conceitos fundamentais da teoria dos nimeros, com énfase
nas congruéncias lineares, residuos quadraticos e na Lei da Reciprocidade Quadratica. Inici-
almente, revisamos as propriedades essenciais das congruéncias lineares, incluindo o Teorema
Chinés do Resto, que tem papel central em vdrias dreas da matemadtica aplicada e computacional.
Em seguida, discutimos os residuos quadraticos, culminando no desenvolvimento do simbolo
de Legendre e nas vdrias provas da Lei da Reciprocidade Quadratica.

Ao explorar as diversas provas da Lei da Reciprocidade Quadratica, destacamos trés abor-
dagens distintas, cada uma oferecendo diferentes perspectivas tedricas e aplicagdes. A primeira
abordagem utilizou o lema de Eisenstein, fornecendo uma demonstracao puramente aritmética.
Ja a segunda prova explorou o uso de raizes da unidade, conectando a reciprocidade quadratica
a métodos da teoria dos nimeros algébricos. A terceira prova, baseada na teoria dos grupos,
estabeleceu uma ponte entre os conceitos de simetria e reciprocidade, oferecendo um ponto de
vista algébrico para o problema.

No ultimo capitulo, abordamos as aplicagdes praticas desses conceitos, com foco especial
na criptografia. Discutimos o Sistema Criptografico de Rabin, tanto na sua formulagdo original
quanto na implementac¢ao no software SageMath, destacando o uso de congruéncias quadraticas
como base para a seguranga computacional. Além disso, exploramos o teste de primalidade de
Solovay-Strassen, que também se baseia em resultados relacionados a reciprocidade quadratica.

Finalmente, analisamos aplicacdes mais avancadas da Lei da Reciprocidade Quadrética,
como sua utilizacdo em teoria dos grafos e na construgdo de codigos ciclicos.

Este trabalho mostra como conceitos aparentemente abstratos da aritmética podem encontrar
aplicacdes diretas em problemas préticos, reforcando a importancia da teoria dos nimeros na
matemadtica aplicada.

Esperamos que estudantes e professores possam fazer uso deste trabalho para o ensino e
aprendizado dos temas abordados aqui e, dessa forma, difundir o conhecimento adquirido, e que
este trabalho possa servir como base para aprofundamento tedrico e prético, inclusive para sua

utilizagdo em sistemas computacionais.
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A Guia de Instalacao do Software
SageMath no Windows 10 e 11

O SageMath [6, (7], também conhecido como Sage, € um software matematico de cédigo
aberto amplamente utilizado para célculos simbdlicos, numéricos e algébricos, além de aplica-
coes em diversas dreas da matemadtica e ci€éncia computacional. Desenvolvido com o objetivo
de integrar ferramentas avancadas em uma tnica plataforma, o SageMath combina bibliotecas
renomadas como NumPy, SciPy, matplotlib, GAP, FLINT, entre outras, proporcionando um
ambiente robusto e versatil para pesquisadores, professores e estudantes.

Uma das principais caracteristicas do SageMath € sua flexibilidade, permitindo a realizagao
de calculos em dlgebra abstrata, geometria algébrica, teoria dos nimeros, andlise matematica
e estatistica. Sua interface, baseada no Jupyter Notebook, facilita a interacdo com o software,
oferecendo um ambiente dinamico e intuitivo para o desenvolvimento de projetos matematicos
e cientificos. Além disso, por ser um software de cddigo aberto, o SageMath permite que
a comunidade acadé€mica contribua ativamente para sua evolu¢do, garantindo sua atualizagcdo
continua e adequacdo as necessidades contemporaneas.

Atualmente, a versao 10.5 € a mais recente do SageMath disponivel para download. As

versoes anteriores nao estao mais acessiveis no site oficial.
https://www.sagemath.org/.

Abaixo estdo as instrucoes detalhadas para instalacdo no sistema operacional Windows,
utilizando o Subsistema Windows para Linux (WSL).

A versao utilizada do Ubuntu € a 22.04 LTS, pois possui em seu repositdrio a versao 9.5 do
SageMath, usando versoes mais recentes do Ubuntu € necessario compilar o SageMath da fonte,

as instrucoes estdo no link: https://sagemanifolds.obspm.fr/install ubuntu.html

1. Acesse o link oficial: https://doc.sagemath.org/html/en/installation/index.
html. O site apresenta instrucoes para instalacdo no Windows, MacOS e Linux. Este guia

foca no procedimento para o sistema Windows.
2. No menu Iniciar do Windows, pesquise por Ativar ou Desativar recursos do Windows.

3. Ative os recursos Plataforma do Hipervisor do Windows e Subsistema do Windows
para Linux, depois clique em "OK".
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4. Reinicie o computador.
5. Abra a Microsoft Store, procure pela versao 22.04 LTS do Ubuntu e instale o programa.
6. ApOs a instalacido, o Ubuntu solicitard a criagdo de um nome de usudrio e senha.

* Escolha um nome de usuério sem espacos.
* Por questdes de seguranga, a senha ndo serd exibida durante a digitacao.

* Guarde essa senha, pois ela serd necessdria para acessar o sistema Linux e obter

privilégios de administrador para instalar ou modificar programas no Ubuntu.

7. No terminal do Ubuntu, execute os comandos abaixo, na sequéncia, para preparar o

ambiente:

(a) Atualizar os repositorios:

sudo apt-get update

Digite a senha criada no passo anterior para confirmar.

(b) Atualizar os pacotes do sistema:

sudo apt-get upgrade

Pressione Y quando solicitado para confirmar a atualizacao.

(c) Instalar o SageMath:

sudo apt-get install sagemath

Novamente, pressione Y para confirmar. Este processo pode levar algum tempo,
dependendo da velocidade de sua conexdo com a internet.

8. Feche a janela do Ubuntu.
9. Abra o Ubuntu novamente e configure o ambiente para executar o SageMath:

(a) Criar um novo ambiente Conda para o SageMath:

conda create -n sage python=3.11

Pressione Enter para confirmar.

(b) Ativar o ambiente criado:

conda activate sage
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(c) Executar o SageMath com Jupyter Notebook:

sage -n jupyter

10. Apos executar o comando acima, serd exibido um link no terminal, similar ao seguinte
exemplo:

http://localhost:8888/tree?token=21b60ec20d37286dacdab32ab

Copie e cole o link no navegador para acessar o ambiente Jupyter Notebook com suporte
ao SageMath.

11. Utilizando o SageMath apés a instalacdo: Sempre que precisar utilizar o SageMath,
siga os passos abaixo:

(a) Abra o Ubuntu.
(b) Ative o ambiente SageMath com o comando:

conda activate sage

(c) Execute o SageMath com o comando:

sage -n jupyter

(d) Copie e cole o link que serd exibido na tela no navegador, semelhante ao exemplo:

http://localhost:8888/tree?token=21b60ec20d37286dacdab32a5
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