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Introducao

Seja X uma curva projetiva em P} definida em um corpo algebricamente
fechado K, de caracteristica p, p > 0.

A toda curva nao degenerada esta associada uma seqiiéncia de ordens
0 =¢ <€ <...< ¢ que descreve as possiveis multiplicidades de inter-
seccao da curva com hiperplanos em P" em um ponto geral de X.

Se o, ..., T, sao fungdes racionais que geram o corpo de fungées K (X)
e t é uma variavel separante sobre K a seqiiéncia de ordens de X é carac-
terizada como sendo a seqiiéncia minimal de inteiros tal que o Wronskiano
det(D“)z;)1<; j<n é ndo nulo sobre X, onde D denota a derivada de Hasse-
Schmidt. Uma curva X é dita classica se ¢, = ¢, 7 = 0,...,n e nao classica
caso contrario. Em caracteristica zero, X é sempre cléssica.

Por outro lado, define-se a aplicagao racional ¢ : X — — —( P%)* que
associa a cada ponto regular de X o seu plano tangente e a curva dual X*
como sendo o fecho em (P%)* de ¢(X). Um resultado classico afirma que em
caracteristica zero a aplicagao X — — — X* é separavel. Isto nao é verdade
em geral para as curvas definidas em caracteristica positiva, e neste caso
dizemos que X nao ¢é reflexiva.

No Capitulo 1 introduzimos conceitos de separabilidade e inseparabi-
lidade de morfismos entre variedades de mesma dimensao. A idéia de se-
parabilidade geometricamente representa o niimero de vezes que uma va-
riedade recobre a outra. Em particular, concluimos que, se o morfismo dual
é separavel, o nimero de multitangentes é finito. O conceito de insepara-
bilidade do morfismo dual nos fornece o indice de ramificagao em um ponto
geral de X.

Nesse mesmo Capitulo, a Teoria sobre Wronskianos é explorada para
encontrar uma cota superior de Pontos de Weierstrass.

O Capitulo 2, dedicado essencialmente ao estudo de curvas classicas e
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nao classicas que podem ser caracterizadas por meio do Hessiano associado a
uma curva. Apresentamos a equagao de uma curva nao singular nao classica,
conforme Pardini em [Hel] e, também uma cota superior para o mimero
de pontos de inflexdo para uma curva classica. E ainda, estabelecemos a
classicalidade de uma curva do tipo Artin-Schreier.

No Capitulo 3, caracterizamos as curvas nao reflexivas através da in-
separabilidade do morfismo dual ¢ e estabelecemos relagoes entre as curvas
planas nao reflexivas e as nao classicas apresentando também a demonstragao
original do Teorema devido a Pardini [P)].

Ainda neste Capitulo, estudamos detalhadamente as curvas planas nao
singulares X de grau p + 1, mostrando que neste caso X = X** e que esta
igualdade nao se verifica em geral para as curvas de graudp+ 1,d > 1l e
p fd. Analisamos também a reflexividade de X*, bem como a condigao de
coincidéncia de X** com a curva X.

No Capitulo 4, estudamos uma classe especial de curvas nao reflexivas
que sao as estranhas, que somente aparecem em caracteristica positiva e que
todas as curvas estranhas nao singulares sao conicas em caracteristica 2.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo apresentaremos resultados essenciais para a compreensao
do trabalho.

1.1 Sobre a Separabilidade e Inseparabilidade
de Morfismos entre Variedades

Definigao 1.1.1 Seja A um subanel de B. Um elemento b € B ¢é inteiro

sobre A se satisfaz uma equagdo da forma b™ + a;b™ ' + ... + am = 0,
a; € A.

Diremos que B é inteiro sobre A se todo elemento de B é inteiro sobre
A. Além disso, o conjunto dos elementos de B que sao inteiros sobre A é
chamado de fecho inteiro de A em B. Diremos que A é integralmente fechado
se A é ignal ao seu fecho inteiro no seu corpo de fragoes.

Definigao 1.1.2 Uma variedade afim irredutivel V' é chamada normal se o
anel K|V é integralmente fechado.

Definigao 1.1.3 Uma aplicagio ¢ : V — W ¢€ dita finita se K[V| ¢é inte-
gralmente fechado sobre K|[W]*.

A proposicao seguinte pode ser encontrada em [L|(p.p.237).
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Proposicao 1.1.1 Sejam A C B C C anéis. Entao:
(1) Se B é uma A-dlgebra finita e C' uma B-dlgebra finita entao C ¢ uma
A-dlgebra finita.

(2) Se A C B é uma A-dlgebra finita e x € B entao x € inteiro sobre A.
(3) Se x € inteiro sobre A entdo B — Alx| é uma A-dlgebra finita.
Note que B é uma A-élgebra finita significa que B é finita como A-mddulo.

Definigcao 1.1.4 Sejam V e W wvariedades irredutiveis de mesma dimensdo.
Seja f : V. — W wma aplicagao reqular dominante, entdo a extensao
E(V)/f*k(W) € finita e o grau da aplicagdo f € definido por:

deg f = [k(V) : f*R(W)).

Teorema 1.1.1 Se f : V. — W é wma aplicagao finita entre variedades
irredutiveis tal que W € normal, entdo #f ' (w) < deg f para todo w € W.

Demonstracao:

Os conceitos envolvidos no Teorema sao locais, entao podemos supor que V e
W sejam afins. Denotemos por A = k[V], B = kW], k(V) = K, k(W) = L
e[K:Ll=degf=n.

Sendo W normal temos que B é integralmente fechado e pela Proposicao
1.1.1 A é uma B-algebra finita. Assim os coeficientes do polinomio minimal
de um elemento a € A pertencem a B.

Seja w € W e suponha que [ !(w)

alv): 5. =1,

de a, entao deg F' < |K : L] = n. Avaliando os coeficientes de F em w

obtemos o polinomio F|[T'] que tem m raizes distintas a(v;), i = 1,

m < deg F = deg F < n.

Portanto, # [ '(w) < deg f, para todo w € W.
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Definigao 1.1.5 Uma aplicagao reqular e dominante f : V' — W ¢ dita nao
ramificada no ponto w € W se #f Y w) = deg f. Caso #f Hw) < deg f
diremos que [ é ramificada em w.

Teorema 1.1.2 Seja f : V. — W wma aplicagao entre variedades irre-
dutiveis tal que W é normal. Entao U = {w € Wtal que f é nao ramificada em w}
é aberto em W. Além disso, se [ é separavel entio U € nao vazio.

Demonstracao:

Podemos supor que V' e W sao variedades afins e podemos usar as mesmas
notagoes do Teorema 1.1.1.

Seja D(F') o discriminante do polinomio F (a resultante de F(T') e F'(T))
onde F é o polinomio minimal de a € A, com 9F < df = n.

Afirmagao: Se F' é nao ramificada em w entao D(F)(w) # 0.

Se f é nao ramificada em w € W entao #f '(w) = deg f = n. Por (1.1) do
Teorema 1.1.1 temos que n = deg F' e assim F tem n raizes distintas. Logo,

D(F) = D(F)(w) # 0. (1.2)

Se f é inseparavel entao D(F') = 0 e portanto por (1.2) f é ramificada.

Se f é separavel entao existe a € A elemento primitivo da extensao k(V)/f*k(W).
Assim, o polinomio minimal F(7) de a tem n raizes distintas onde n = deg F’

e portanto existem pontos w € W para os quais D(F)(w) # 0, que sao os
pontos nao ramificados de f.

O

Seja X C P% uma curva irredutivel definida sobre um corpo K algebri-
camente fechado com car K = p > 0.
Seja K(X) o corpo das fungoes racionais sobre X e defina:

ik P s s R T vy
K(X)7, o corpo das raizes p-ésimas dos elementos de K(X) em K(X)

Tem-se que:

(1) K(X) C K(X)? e [K(X)7 : K(X)] = p.

(2) h(\)f determina uma curva X, tal que K(X,) = )‘\(\)rl

-7 ey L - .
[sto segue do fato que o grau de transcendencia de K(X)7 sobre K é 1.

3
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(3) A inclusao K(X) — l\(\)% induz um morfismo

Fs X, — X
(XP:YP:2P) — (X:Y:2)

denominado Morfismo de Frobenius sobre X.
Como K é algebricamente fechado, a aplicagao t — (7 é um K-isomorfismo

. birr

e dal temos que X, >~ X.

(4) F' : X, — X ¢é puramente inseparavel e o indice de ramificagao ¢ ignal
ap.

De fato, F' é induzido pela inclusiao i : K(X) — K(X,).

Seja @Q € reg(X) e t € K(X) um parametro local de X em Q.

Como i*(t) = t?, DO(tP) = 0, i p—1e DP(tP) = 1. Segue entao
que F' é puramente inseparavel e indice de ramificagao ep = p para todo P

tal que F'(P) = Q.

Teorema 1.1.3 Seja f : X — Y wm morfismo dominante entre curvas
irredutiveis de género geométrico g(X) e g(Y'). Se [ é puramente insepardvel
entao [ ¢ uma composi¢io de Morfismos de Frobenius e g(X) = g(Y').

Demonstracao:

Suponha [K(X) : K(Y)] = p", r > 1. Considere a composigao dos seguintes
Morfismos de Frobenius:
F' F' F’ F’

f" ; }‘},r — }’;,--—| —F }';, —Y

onde K (Yy:) = (K (Yy-1))r.

Temos pelas observagoes (3) e (4) que:

[K(Ypr) : K{Y)] =8 ¢ E{Y) = K(Ye):

Como f é dominante podemos supor

K(X) C K(Y,).

Sendo [K(X) : K(Y)] = p”" por (1.3) e (1.4) concluimos que K(X)

4
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portanto K(X)~ K(Y)e f' = f.
Logo, g(X) = g(Y) (o genero geométrico de uma curva depende somente do
seu corpo de fungoes).

1.2 Dimensao da Fibra

Seja f : V. — W uma aplicagao regular entre variedades projetivas e
w € W, a subvariedade f~!(w) de V é chamado de fibra sobre o ponto w.

Teorema 1.2.1 (Teorema da Dimensao da Fibra) Seja [ : 'V — W wma
aplicagao reqular entre variedades irredutiveis tais que f(V) = W, dimV = n,
dim W = m entao:

(a) m < n edim f'(w) > n —m para cada w € W.

(b) Existe um conjunto aberto nao vazio U de W tal que dim f~'(w) = n—m
para cada w € U.

Demonstracao:

(a) Claramente, esta é uma propriedade relativa a w, entao podemos as-
sumir que W seja um conjunto aberto em A" contendo w e que V seja uma
variedade afim. Sendo dim W = m, existe uma seqiiéncia de subvariedades:

W=wOe®-swld 5 >Swm

onde W — W=D n (F;, = 0), F; = 0 um hiperplano genérico tais que
dim W) = dim WG~ — 1.

Como W™ ¢ um conjunto finito entao W™ = W N Z, onde Z é definido
por m equagoes e w € Z. Podemos considerar U um aberto de W tal que
UNZNW = {w} e assumir que ZNW = {w}.

Se o subespaco Z ¢é definido por m equagoes g; = 0, = 0 entao o

. . . ,
sistema de equagoes y; =0 g, = 0 define o ponto w, onde g; = g;,
7 = m, em W,

Sobre V, o sistema de equagoes f*(g}) = 0,
riedade f~!(w), onde f*: K(W) — K(V) é o morfismo associado a f.
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Entao dim f~!'(w) > n — m, isto segue do fato que dimV =ne f'(w) é o
conjunto de zeros de m funcgoes racionais em K (V).

(b) Sendo a dimensao numa propriedade local, podemos trocar W por um
conjunto aberto W’ e V' por um subconjunto aberto V' C f~H(W’). Sendo V',
W variedades irredutiveis temos que V' é denso em f'(IW') e f(V') é denso
em W' e portanto f determina uma aplicagao injetiva f* : K[W'] — K[V].
Podemos assumir que K[W'| C K[V'] e entao K(W') C K(V').

Ponha K|W'| = K|w,...,wy| e K|V'| = K[vy,...,vx]|. Sendo dim W' = m
e dimV’' = n o grau da extensao K(V')|K(W’) é n — m. Suponha que

Uly ..., Un_m sejam algebricamente independentes sobre K(W’) e que v;, i

n—m-+ 1 N estejam relacionados pela relagao

0, t=n—m-+1,...,N.

riedade de W' definida pelo menor coeficiente nao nulo deste polinomio.
Sejam os conjuntos Wy = NW; e U = W'\ W, temos claramente que U é
aberto e nao vazio.

Se w € U os polinomios F;(T;;T) Ty W01 (102}t (10))
Fi(vi;01,. .., 0p—m, w1 (w),... wp(w)) = 0, para i = n — m

anulam.

Logo 15, 1 = n—m+ 1 N sao algebricamente dependentes sobre

K(01,...0p-m) e dai, dim f '(w) < n —m. Portanto segue de (a) que
dim f "(w) = n —m.

O

Teorema 1.2.2 Seja f: V — W uma aplicagao dominante entre variedades
projetivas tal que W é irredutivel. Se [~'(w) € irredutivel e dim [~ '(w) € a
mesma para todo w em um aberto de W, entao V' € irredutivel.

Demonstracao:

Seja n = dim [ '(w), para todo w € A, A um aberto de W. Suponhamos
que V seja redutivel e que V' = UV}, onde V; é irredutivel. Como f é regular
temos que f(V;) é fechado. Dai W = Uf(V;) e W sendo irredutivel segue que

6
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f(V;) = W para algum V;.
Denotamos por W' W\ Urvoyew f(Vi) e por V! W) temos que
I FV)#W. p !

W’ = UVj onde cada V] ¢ um dos abertos Vj tal que f(V;) = W.

Seja f; : Vi — W' arestri¢ao da f, entao f; é uma aplicagao dominante entre
variedades irredutiveis. Seja m; = min{dim fj"(?f..-'): w € W}. Pelo Teorema
1.2.1 esse minimo é assumido num aberto U C W, isto é, dim [~ (w) = m;
para todo w € U.

Sendo U, f;: ' (w Hw), Yw € U e f Y w) irredutivel temos que
: il |
[i (w) = f~}w) para algum j, e entao dim fjljl(u_') = n, para todo w € U.

Logo Vj, = V' e conseqiientemente V;, = V

O

1.3 Wronskianos - Pontos de Weierstrass
Definigao 1.3.1 Seja K um  corpo. Uma derivagao iterativa
{DY i = 0,1...} sobre K ¢ uma segiiéncia de operadores aditivos sobre

K tal que D© ¢ o operador idéntico e

(1) DY (zw) = T%_g DY (2) D= (w) Vz,w € K

(2) DY PDU) = (" t’) DU+9) onde (f t*’) ¢ o coeficiente binomial

Denotaremos DM = D e temos a seguinte relacao i!D® = DI

Lema 1.3.1 Seja p um primo. Sejam a = Y ;5qa;p' e b = Y i50bip' as
expressoes p-ddicas dos inteiros posilivos a e b, onde 0 < a;, b; < p— 1,
Vi > 0. Entdao (’;) nao é divisivel por p se, e somente se, a; > b; Vi > 0.
Demonstracgao:

Sejam a = } ;5paip' e b= ;50bip' coma; > 0eb; > p— 1. Dai
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Assim (’;) Z 0 (mod p) se, e somente se, (‘;') # 0 Vi, o que equivale a
a; > bi, Vi > 0.

a
Seja K um corpo tal que car K = p. Denotaremos
Kn={z€K;DVx)=0,1<i<p™}eKo={zeK;DVz)=0,i>1}.

Proposicao 1.3.1 Para todo m > 1, K,, € um corpo. Mais ainda, D'*") é
uma derivagao sobre K,, e K,,,, = {x € K,,, tal que D“’”'}(a‘) - 0}.

Demonstracao:
A demonstracao sera feita por indugao sobre m.
m = 1. Para i < p temos que D = £D'. Logo,

g

i D
Ki={xeK;DYz)=0,1<i<p}={ze€K; —(z) =0,1<i<p}.
!

Como, D(z) = 0 entao D@(z) = 0 = D® V(x) 0 e dai temos que
Ki=1{zek;Diz)=0})

Afirmacao: K, ¢ um corpo.

Sejar € K,z #0ey =1 ¢€ K. Temos que D(z)y + D(y)r = 0 e entao
D(y) = 0 (pois D(x) = 0ex # 0). Portanto y € K, e dessa forma concluimos
que K é um corpo.

Supondo que K, seja um corpo, mostremos que K, ;; ¢ um corpo.

Sendo K, um corpo temos que D@™) é uma derivagao sobre Ky, e isso segue
do fato:

DY) (zy) = DP™)(z)y + D) (y)x
visto que DW(z) = 0,Vi = 1 p"—1eVr,y € Ky,.
Seja L = {z € Kp; !)(”"')(:r) = 0} e mostremos que L = Ky, 4.
I2 suficiente mostrarmos que D (z) =0, Vzr € L, p™ <i < p™*l.
Sejai =rpm"+scoml<r<p—1e0<s<p"—1. Temos que

!)(.q)(])(pm))r ?_![)(.‘i}‘()(rp”’i) _?_!(?'Dm 14 S) [)(rp’n+s) = ?f( ) ‘U(r)

S S

Pelo Lema 1.3.1 temos que (;) (’T’“’) = 1 (modp) e entao

DO(z) = 1) DO(DE)Y(z) = 0.
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Logo, L = K41 e dessa forma para todo x € K,y e x # 0 existe y = % de
modo que D) (zy) = 0.

Como D) é uma derivacao sobre K,, temos que D®™)(x)y+ D) (y)z = 0
e entao D) (y) = 0. Logo y € Kpy,. Portanto K,,;, é um corpo.

O

Observagao: Sejam K um corpo de caracteristica p > 0 e { uma varidvel
separante. Defina D@ sobre K|[t]] por DY (t7) = (f) it

Para todo corpo K tal que k(t) C K C kl[[t]] temos pelo Teorema de
Normalizagao de Noether que K ¢é uma extensao finita e algébrica sobre
k(t). E ainda que {D®,i = 0,1,...} é uma derivacao iterativa sobre K com
K,=kK* e Ky, =k

Teorema 1.3.1 Sejam K wum corpo com car K = p >0 e xg,...,x, € K.
Entao xy,...,x, sao linearmenle independentes sobre K, se, e somente
se, existem 0 = ¢g < € < ... < € < p™ com (ie:{.(D(“)(:rj)) £ 0,

Demonstragao:

(«<=) Suponhamos que .

é, existem 2g,..., 2, € K;, (nao todos nulos) tais que zozg + ...+ 2,2, = 0.
Pela Defini¢ao 1.3.1 e pela defini¢ao de Ky, temos que 377 sz(”(:rj—) 0,
para 0 < ¢ < p™. Donde se conclui que det (D(“)(:r.j)) = 0 o que contradiz a
hipétese.

Portanto, xg,...,r, sao linearmente independentes sobre K,,.

(=) Provaremos a reciproca, por inducao sobre n.
n — 0, trivial.

Sejam g
n -+ 1 vetores

(25 DV g), 02, DTNy} ) 0L G S

sejam linearmente dependentes sobre K. Entao existem 2z

que
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n

S 2, DW(z;) =0,0<i < p™ -1 (1.6)

i-0
Como g,
se de indugao temos que os n vetores em (1.5) para 0 < j < n — 1 sao
linearmente independentes sobre K. Dai z,, # 0 e sem perda de generalidade,
podemos considerar 2, = 1. Provaremos inicialmente o seguinte fato:
Afirmagao: z; € K, j s Liwin M= 1
Pela Proposigao 1.3.1 ¢ suficiente mostrar que D™ (z;) =0, 1 < r < p™ 1.
Isto sera feito por indugao sobre 7.
Para r = 1, aplicando D em (1.6) temos que:

-)) (Hl)if)(””(mfED(szD<f’(m-ij0 (1.7)

Segue de (1.6) que 77 _, DUD(z;) = 0 para i < p™ — 1 e isto também é
valido para ¢ = p™ — 1 pois neste casoi + 1 =0 (mod p).

Dai de (1.7) Z;‘_..(} D(z;)D%(z;) = 0 para 1 < i < p™ — 1. Como estes
n vetores (para 0 < j < n — 1) sao linearmente independentes sobre K
concluimos que D(z;) =0,0< 5 < n— 1.

Suponha que D®(z;) = 0, paral < s <r<ph—1e0<j < n-1.
Mostremos que D™(z;) = 0,1 <r < p™ L.

Aplicando D) em (1.6) temos que:

(s ¢ LTy itr et i
D (Z z; D )(;f'j)) ( ; )sz[)( )(z;) 4 3 D(z)D(z;) =0
j=0 -/ =0 s

Como no caso r = 1 para provar que D)(z;) =0, 1 <7 < p™! é suficiente
mostrar que (’ ':’) Y30z (z;) =0,0<i<p™—1.
Para i + r < p™ isto segue de (1.6). Agora para i + r > p™ temos que:

pm S i Fr < Pm { I_}m 1 e pm 2 i Z Prn 7 2 Pm . pm 1 2 (p . ])_pm -1
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Dai os coeficientes de p™ ! na expansao p-adica de i é p—1 e de i+ é nulo.
Pelo Lema 1.3.1, (’ *.r) =0 (modp)e

i

{' i r n !
P (i4r) < i< g )
( ; ) d " z;DUN(z;) =0 0<i<p I

4=0

Dai 3%} DO (2) DD (z; 0 e portanto D) (z; 0,0<j<n-1.
j=0 J J j

Voltando a demonstragao da reciproca, temos da afirmagao acima que
Zi &K §rr=alpl; n — 1 e entao da equagao (1.6) temos que
Z:; (; Zj)')(”(.’f'j) 0,0 S ¢ S }Jm_ I.
Em particular para i = 0 temos zoxo + ... + zp_1Tn-1 = 0. Como cada
zj € Kp, segue por hipostese de indugao que z; = 0, 0 < j < n — 1. Dai
T, = 0 e isto contradiz a hipotese.

a

Seja X uma curva projetiva irredutivel nao singular de género g definida

sobre um corpo K algebricamente fechado de caracteristica p. Seja K(X) o
corpo de fungoes racionais de X.

Denotaremos vp(f) a ordem da funcao racional f no ponto P em X.

Seja f : X — P} um morfismo, f = (fo,
Para cada PP € X temos que

onde ¢, :

Definicao 1.3.2 Seja H wm hiperplano de P} definido pela equagao
Y oaiXi = 0. O divisor de intersec¢ao de H e X ¢é dado por:

i=0
H.X : (Ht'(Zu;f,-) o O

i=0

onde F :
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Um inteiro j € N é uma ordem em P se existir um hiperplano H tal que
ordp(H.X) — j.
Dado P € X, define-se os espagos lineares:
D; := {H hiperplano em P} tal que ordp(H.X) > i}
Temos que (P%)*=Dg D Dy D ... e portanto j ¢ uma ordem de P se, e

somente se, D; 2 Djy;.

‘omo a codimensao de [D;,; em [D; é no maximo 1 temos exatamente
( J+1 J
n+lordens0=jo<ji=1<g2<...<Jn

Se d é o grau de F temos claramente que j, < d. D; consiste de um
unico hiperplano chamado hiperplano osculador de X em P.

Teorema 1.3.2 Sejam P € X et um parametro local em P. Suponha que
ep = 0 e que sejam conhecidas as ordens jo ,Ji—1 de P. FEntao j; é o
menor inteiro tal que os pontos

(D (fo) = PV (fn): 7 =0,
sao linearmente independentes sobre K ((t)).
Demonstracao:

Por mudanga de coordenadas podemos supor que o hiperplano osculador é
dado por x, = 0 e que, para todo ¢ = 0, n — 1 os hiperplanos em D, |

sejam combinacoes de x,, Tit 0. Nestas condigoes temos
Jiv1 = min{ordp(ais1fiz1 + - -- + @nfn);@it1,-..,an € K}

Em particular j, = ordp(f,) e jo = ordp(fo). A matriz:

( D (fo) 0 0 ... 0

DI (fo) DEY(f)

\ DYy DE R DY) = DEUE) J

12
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é triangular com elementos da diagonal nao nulos. Donde concluimos que
(f):{J")(_/})) 3 vt .’),{j"" (fa)); =10 ¢ sao linearmente independentes sobre

K((t))

O

Corolario 1.3.1 Se mg < m; < ... < m, sao inteiros nao negativos tais
0 1 r A
que 0s ponlos:

(D Fo) 500 = DIPUED,

sao linearmente independentes sobre K ((t)) entao j; < my, i =0,

Demonstracgao:
Supondo conhecidas as ordens jo, Ji-1 temos que os vetores

(D (fo) 30 - D)

determinam um espacgo de dimensao . Por hipotese os ¢ + 1 vetores listados
sao linearmente independentes sobre K ((t)) e entao pelo Teorema 1.3.2 segue
o requerido.

Corolario 1.3.2 O plano osculador em P é determinado pela equagao:

[ Xo X U

f)}jﬂ}(f(]) (Jn (f‘ o !).Pn)(fn)

\ DU DEF e BEONE

Demonstragao:
Segue do fato de que n vetores em P 4, sao linearmente dependentes
sobre K ((t))

O
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Definicao 1.3.3 P € X é chamado ponto osculador se j, > n.

Suponha agora que ¢ seja uma variavel separante de K(X) e defina os
Wronskianos generalizados por:

det (1),“") fj) ,

onde g < € < ... < €, ¢ a seqiicncia minimal de inteiros tais que os vetores:

sejam linearmente independentes sobre K(X).

Proposicao 1.3.2 (a) Se gi = ai;f;, aij € GLpy1(K) entdao:
det(D(g;)) = det(a;;)det(DS f)

(b) Se h € K(X) entdo:
det(DV (hf;)) = h™det(D f;)

(c) Se x é uma outra varidvel separante enltao:

(ig

€1+...+¢€n
) det(DS f).

det(DS)(f5)) (

d

Demonstracao:
(a) Escrevendo a equagao g; = > a;; f;, a;j € G'L,;1(K) matricialmente por
(gi) = (aij)(f;) e tomando as derivadas obtemos:

(D (1) = (@) (DS ).

Logo,

det(DS (1)) = det(ay)det(DEV f).

(b) Usando a Regra de Leibniz para as derivadas de Hasse segue que:

(DIY(RE) = Z D2 RIDE(L) =

s=0

14
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— h [)E’”(j}) + termos em I)E(]}(fj).. s DR
Logo,

det (D (hf;)) = det(hD{ f; + ...)
o determinante a direita difere do ff(!(!)gﬁ')(fs_fj)) por determinantes forma-
dos por linhas (D m(fg) )m[fn)). =0 (i | que sao linearmente
dependentes sobre K(X). Pela minimalidade dos ¢is, concluimos que:
det(D{V (hf;)) = det(hD{V(f;)) = h"Hdet(DS f;)
(¢) Usando a regra da cadeia temos que:

df

DE(f5) (T) (D{ f;) + termos em DV (f;)..... D"V (f5)

det(DEV(f;)) = det (((fi) jd{:.’(!),""_fj) | )

Por um argumento analogo ao utilizado em b) concluimos que:

det(DS(f;)) = det ((:—‘) (Df ")f;))

Logo,
o 4.\ 1t _
det(DS(f;)) (—!) d(:i.(f)f"]fj).
d,
B
Como a seqiiéncia ¢¢ < ... < ¢, independe da variavel separante e
da mudanga de coordenadas podemos definir ¢g < ... < €, como sendo a
seqiiéncia de ordens do morfismo f.
Mais ainda, devido a minimalidade dos €;s, temos que ¢; < j;, para cada

Definimos o divisor de ramificagao de f por:
R = div(det(D{V(f;)) + (61 + ... + )div(dt) + (n + 1)E

onde F =Y epP e ep = —min{vp(fo)(P), vp(fa)(P)}.
Note que deg(R) = (e; + ...+ ¢,)(29 —2) + (n + 1)d, onde d = deg(F).

15
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Teorema 1.3.3 Seja P € X e seja jo < j1 < ... < j, a seqiiéncia de ordens
de X em P. Entao:

v(R) 2 ) (ji — &)

com iqualdade ocorrendo se, e somente se o det (( )) #Z0 (mod p).

Demonstragao:
Por mudanga de coordenadas podemos supor ep = 0. Seja t um parametro
local de X em P entao vp(dt) = 0 e,

vp(R) (';;((f(."(f)}h]fr’))

Por mudanga de coordenadas, podemos supor f; = t% + .... Assim,

det(D{(f;)) = det ((JE)J’.“""_""' I ) =
€
!’ff;.’.{ ((;3)13;  -_— ) ! €@—..—€n _ (f(;[ ((J )) .“‘mi bdii—eniien
¢ ¢

n

Logo,

vp(det(D{7 () 2 Y (i — «)

i=0

sendo a igualdade valida se, e somente se, det ((;’ )) Z0 (mod p).

i
o

Além disso, podemos concluir que vp(R) = 0 se, e somente se, j;
l,....n.

Definigao 1.3.4 Um ponto P € X com a seqiiéncia de ordens ¢,
dito ponto ordindrio, caso conlrdrio P é dito um ponto de Weiersirass e neste
caso o peso deste ponto é dado por vp(R).

Assim, o nmimero de pontos de Weierstrass contados com seus pesos é

(14 ...+ €)(29—2) + (n+ 1)d.
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Proposigao 1.3.3 Seja P € X com ordens jo < 71 < Jo < ... < Jn.

Se myg, ny, , My, sao mteiros tars que 0 < mg < my < ... < my, e

det (( )) §é (] (mod p) entao ¢; < m; para cada i.

Demonstracao:
Como na prova do Teorema 1.3.3 temos que:

(f(:f“)f.m’](fj)) det (( ‘ji )) {_X(Ja -m;) e / 0.

m,

A proposi¢ao segue do fdm que € < ... < €, ¢ a sequencia minimal de
€4
inteiros tal que det(D;" (fJ o (.

O

Corolario 1.3.3 Seja P € X com ordens jo < j1 < j2 < ... < jn, $€ p nao
divide ([[ Ui "’)) entao €¢; =1, i neuvp(R) =3 (i —1).

Demonstracao:
Sejam fo [fn escolhidas de modo que f; = ¢/ +... em torno de P. Temos
que:

f‘; —

Logo, para que se tenha (i{;{(l),m(j:}-)) # 0, deve ocorrer que

del (( )) #£0 (mod p).

Sendo

)l ) . ) Vandermonde H (}r - )'s A

i>s (t__ S

concluimos de (1.8) que p nao divide (][,M G ‘,) ) Pela Proposi¢ao 1.3.3
segue que ¢; = 1, 1 = n e pelo Teorema 1.3.3 que vp(R) = Y(ji — 7).

O
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Corolério 1.3.4 Seja ¢ uma ordem de X e p wm inteiro tal que

( ;f ) # (0 (mod p). Entao i também é uma ordem de X.

Demonstracao:
Se (;) #Z 0 (mod p) entao 0 < p < €. Supondo p > 0, seja r o maior inteiro
tal que ¢, < . Como a matriz

( €o

€o

€o
[
€o
2

tem determinante (;‘) # 0 (mod p) entao os vetores colunas desta matriz
sao linearmente independentes sobre F,,. Pela Proposi¢ao 1.3.3, €¢,4; < p e
pela maximalidade de 7 tal que ¢, ¢ uma ordem de X com ¢, < p, concluimos

que €41 = i e dessa forma g é uma ordem de X.




Capitulo 2

Curvas Classicas e
Nao Classicas

2.1 Sequéncia de Ordens

Seja X C P% uma curva algébrica irredutivel difinida sobre um corpo
K algebricamente fechado com car K = p > 0 e k = K(X) o corpo de
fungoes. Seja {D.i > 0} uma derivagio iterativa sobre k definida por
DO(t3) = (J)7-.

Se xq,
minimal de inteiros 0 = ¢g < ¢, < ..., < ¢, tal que det(D\)(x;)) # 0 ¢
chamada de seqiiéncia de ordens de X.

A curva X é dita classica se ¢; = i parai =0 n e nao classica caso
contrario.

Os invariantes 0 = ¢g < ¢) < ... < ¢, representam as possiveis multipli-
cidades de intersecgao da curva com os hiperplanos de P}, num ponto geral
de X.

Sendo assim, se X é uma curva plana, ¢; é a multiplicidade de intersec¢ao
de X com TpX, P € X geral. Se p = 0 entao X é classica, isto segue do
Corolario 1.3.3.

Proposicao 2.1.1 Seja 0 = ¢ < ¢; < ... < ¢, ordens de X. Suponha que
€ =iparai <n equep>n. Sec, >n, entao ¢, € uma poténcia de p.
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Demonstracao:

Como €, > n e ¢ = i para i = n — 1 entao n nao ¢ uma ordem de
X. Logo ¢, 2 p. Se ¢, nao é uma potencia de p, entao podemos encontrar
r < ¢, tal que (\';") # 0 (mod p). Assim pelo Corolério 1.3.4, r também é

uma ordem de X o que ¢ um absurdo visto que p < r < ¢,.

O

Coroldrio 2.1.1 Seja X : f(x,y) = 0 uma curva plana irredutivel em P3,.
X € nao-classica se, e somente se, o polinomio f(x,y) é um muiiltiplo do
polinomio z§f + 2z x + 25 y, com 2,2, 2 € K|z, y].
Demonstragao:
Seja,
X — P

(z,y) — (l:z:y)
Como ¢ é uma imersao temos que ¢; = 7, ¢ = 0,1. Assim as hipoteses da
Proposigao 2.1.1 sao satisfeitas para todo p > 0. Do Teorema 1.3.1 temos

que €2 > p™ se, e somente se, existem 2g,2), 22 € k, nao todos nulos, com
t 2V x4+ 28 y = 0 sobre k.

~p7!-
20
Podemos assumir que zg, z1, 22 sao polinomios sobre k|z, y].

Logo ¢ > p™ se, e somente se, existem h, 2o, 21,20 € K|z,y|], h # 0 com

L

m T
hf=2 +28 z+ 25 y.

O

2.2 Critério Hessiano

Nesse paragrafo, caracterizaremos as curvas planas classicas mediante
o Hessiano associado a uma curva.

Sejam X : F = 0 uma curva irredutivel e P € reg(X). Como TpX é
dada por Fi(P) = 0 onde F = F\ + F5 + ... + F,, F!s homogeéneos de grau
i, I(P,FNTpX) é o menor indice i tal que F;(P) # 0.

Proposicao 2.2.1 Seja X : F = 0 wma curva irredutivel, OF = n > 1.
Para qualquer i, 1 < i < n existem polinomios homogéneos H; . ..., H;,, tal

que P € ﬂj’-“_ | H; j se, e somente se, Fy divide F; como polinomio em Y .

20
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Demonstracao:
,¥x 1} uma base para o espago vetorial

Vio1 = {G € K[Yy, Y1, Ys] : homogéneo, G = i — 1}.
Temos que dimgV; | = i(i;_;—l) — ("; E 1) =V

Seja uy uma indeterminada e ponha X = (Xo, X1, X2) e Y = (Yo, Y1, Y2).
Fi|F; em K[X]|[Y] se, e somente se, existe G € Vi_; tal que uyF; = FiG,

n com G = Z:;.\_ o Ujvj, u; € K. Isto é equivalente a que o sistema

unFi(X,Y) = R(X,Y)G(Y) =0

un Fu(X,Y) = Fi(X,Y)G(Y) =0

. v P42 < ] » < 5
com N + 1 incognitas e (”2 ) equagoes, tenha soluc¢ao nao trivial.
A existéncia de solugao nao trivial do sistema é equivalente ao fato de que a
matriz

Fy =Mty wa —Fiiyy

i"‘” —f“li’l —!‘1?-“.\:.1

tenha posto menor do que N + 1 e isto equivale ao anulamento dos menores
de ordem menor ou igual a N, o que ocorre se, e somente se, os determinantes

dos menores H, ,Hin, € K[X][Y],i=1,...,N, se anulam em P.

Portanto P € ﬂ;;l H; ; se, e somente se, F}|F; como polinomio em Y.
O
Seja r o menor indice ¢, 2 < ¢ < n tal que F' nao divide H;j, 7 = 1,...,n;.

Existéncia de r: Suponhamos que F|H;;, Vi,j. Pela proposigao anterior
Fi|F; em K|X][Y], entao F|F o que é absurdo visto que F' é irredutivel.

Afirmagao: I(P, F NTpX) = r para um mimero infinito de P € reg(X).

21
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Basta mostrarmos que I(P,F N TpX) > r para um mimero finito de

P € reg(X).

Seja TpX : Fy = 0. Pela defini¢ao de r, Fi|F;, i = 1,...,r, isto é, existem
G, tais que Fy, = F1Go,...,F, = F1G, e

I(P,XNTpX) = I(P,FNF) = I(P,(Fy+Fy+.. A FoA Fopr +. . A F)NE) =

I(P,(Frsat...+F)NR)2r+1>r
Como F\|F;, i =1, r entao pela Proposicao 2.2.1 P € N7 V(H; ;) N X.
Sendo ﬂ;._'"l V(Hi;)NX &X e dimX = 1 temos que N7, V/(H; ;) N X ¢é finita.
Assim existe um nimero finito de P € reg(X) tal que I(P, FNTpX) > r.

Definicao 2.2.1 Seja P € reg(X) tal que I(P,XNTpX) > r, P é chamado
ponto de inflexao do tipo r de X. Diremos simplesmente que P é um ponto
de inflexao de X se P ¢é do tipo 2.

Definigao 2.2.2 Seja X : F' = 0 uma curva irredutivel, F = n. Definimos
curva hessiana de F' como:

H(F)

Afirmacao: Z2H(F) —(n — 1)*(Ay — FG), onde A,, = (P})Q_Fy_,, +
'Jf'(Fy)z[‘;r —2F;FFyy, G (n i 1)(P;“T‘L;;!: - Pfy) e Agy - (;.;()H);JJF F
H(Fy)2DPF — F,F, D_(Ti) F se carK = 2.

De fato,

Como nF = XF, + YF, + ZF., derivando com relagao a X, Y, Z obtemos:

nFy = XFe+t Foet YFp+t ZF.p = ZF.p = (n—=1)Fy = XFee =Y Fye (2.1)

nFy = XFpy+YF,+F,+ZF,, = ZF,, = (n—1)F, -~ XF,y - YE,, (2.2)
nF, = XFp +YF,,+ ZF,, +F, = ZF,, = (n—1)F, — XF,, — Y F,, (2.3)

Dai,
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Fao Foy Foa| 1| Foa  Fa
H(F)=| Fy F ‘ 7 Fry Fyy 2
| 2 5 | ZF LEy ZF

2z

Substituindo em (2.4), (2.1), (2.2) e (2.3) segue que: H(F) =

Faz Fay Fe:

: '7/" ]‘j]'_i;‘ P?Ub‘ F‘U:‘
“| (n=1)F, - XF,, -YF,, (n—1)F,—XF,,—YF,, (n—1)F,-XF,,-YF,

1

Frz Fay Fr:
Fey Fu Fy.
(n—1)F;, (n—1)F, (n—1)F,

Fry Fr

<

P
(n—1)| 7* 2 =

7 Fry Fyy Fy
i F. B F

z

1
Z

y Lk

Fo ZF,

F, ZF;
Substituindo novamente em (2.5), (2.1), (2.2) e (2.3) obtemos:

Fro Fpry (n—1)Fy = XFp —YFy,
‘ Fyy (n— 1)Fy — X Fzy — YFy | =
: nF — XF,-YF,

zx Py (Rn—1)F;
w Fy (n—1)F,
PI‘ Fy 1

Resolvendo o determinante acima temos que:

Z2H(F) = ~(n = 12(Ag, = FG), com G = ———(Fy.Fy, — F2,)

Analogamente definindo A,. (F)%F,, + (F,)*F,, — 2F,F,F,, e
Dy - (F,)*F,, 4 (;"})2}':.,;, — 2F,F.F,., obtemos as relagoes
Y2H(F) —(n — 1)%(A;. — FG,) e X2H(F) = —(n — 1)*(A,: — FGy)

respectivamente, para determinados polinomios homogéneos G e Go.




Lema 2.2.1 Sejam X : F — 0 uma curva irredutivel e

(F2)*Fy,
(F2)?Foo + (F.)?Fop — 2F, FL Py,
(Fy)*Fe: + (F2)*Fy — 2R, FLFy

wt (Fy)*Fez = 26 Fy Py,

1

entio X°A,, = Z?A,. (mod F), Y?A,. = X?A,. (mod F) e
Y2A,, = Z?A,, (mod F).

Demonstragao:
Da afirmagao acima temos que:

Z*H(F) = —(n—1)*(A,, — FG),
Y2H(F) = —(n—1)*(A. — FGy) e
X2H(F)=—(n—1)*(A,. — FG»).

Assim, 0 = (n — 1)} X?A,, — X?FG + Z?A,. + Z°FG,|, e dai X?A,,

= 7220, + GaF, Gy = —=X2G + Z2Gy. Logo, X2A,, = Z?A,.  (mod F).
Analogamente concluimos que YZ?A,, B X2A,;. (mod F) e
Y2A,, = Z2A,; (mod F).

O

Lema 2.2.2 F\(X.Y) divide F3(X.Y') como polinomio em Y se, e somente
g6, BLASD Kl 0 G1ASY D,

Demonstracao:
Fi|Fy © 3 up, uy,uz, us € K nao todos nulos tais que

uzFp(X,Y) = (YoF: + YiF, + YaF:)(uoYo + w1 Y + wpY2) &

oy — usky, 0

w Fy — ugkyy, =0

U F. —usF.. =0 os menores de ordem menor ou
w Fy +wFy, —us2F;, =0 igual a 3 sao todos nulos.
s Fp + ugF. — us2F,. — 0

uFy — w F, — u32F,. =0




0 —Fp
y —Fy (F,)?Fpr + (F,)?F,, — 2F,F,F,, =0,
—2!—‘_.”,

_Frr

—F. (Fy)?Fre + (Fz)°F, — 2F,F,F,, =0 e
—2F%.,

¥y "L‘f.ry

—f“;; . (f‘!f)z"‘-:: t (}‘;)21‘;“,—2}‘,,}‘;}“,;; = 0.
—2h,

O

Teorema 2.2.1 Seja X : F = 0 wma curva irredutivel tal que OF = n. Se
p > 0 e p nao divide (n — 1) entao X ¢é nao classica se, e somente se, F

divide H(F').

Demonstracao:
Segue do Lema 2.2.1

O

Observagao 1: Uma curva X : F' = 0 ¢é classica se F' e Az (Az, ou Ay;)

nao tem ('()ITI})()]J(‘IH(‘:'G I Ccomum.

Observacgao 2: Seja X : F' = 0 uma curva classica, P € X é um ponto de
inflexao se, e somente se, Az (P) = 0, Az (P) =0, Ay (P) = 0.

Como X é classica se, e somente se, [(P, XNTpX) = 2 para P € X geral
e isto equivale a dizer que F}(X,Y) nao divide F5(XX,Y) como polinomio em

Y. Assim as observacoes seguem do Lema 2.2.2.

Teorema 2.2.2 Toda curva cldassica nao singular de grau maior ou igual a
tres tem pelo menos um ponto de inflexao.

Demonstracao:
Suponhamos que X : F' = 0 nao tenha nenhum ponto de inflexao.
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Observacao 2, A, (P) 7 0ou A,.(P) #0ouA,.(P) # 0, para todo P € X.
Pelo Lema 2.2.1 temos que X2A,, = Z?A,. (mod F),
Y2A,. = X?A,;, (mod F) e Y?A,, = Z2A,, (mod F). Dai,

I(P,X?Apy N F) = I(P, Z2A,. N F)
I(P,Y?A,, N F) = I(P,X*A,, N F) e
1(P,Y?A,, N F) = I(P,Z*A,, N F).

Assim,
1(P, -\'2AryﬂF) 2I(P,XNF)+I(P,A,,NF) =2I(P,ZNF)+1(P,A,,NF)

I(P,Y*A,,NF) = 2I(P,YNF)+1(P, Ay NF) = 2I(P, Z0NF)+1(P, A,,NF).

Logo,

(P Ay N Py 2I(P 2N EY I8 N F) e

I(P,Azy NF)<2I(P,ZNF)+ I(P,A;zNF)
Como A..(P) # 0 ou A,.(P) # 0, para todo P € V(A,,) temos que
I{P,Azy N F) < 2I(P, Z N\ F).
Sendo F' nao singular entao F' é irredutivel. Dai F e Z nao tém componente
em comum, e entao pelo Teorema de Bézout Y I(P,Z N F) = n. Segue dai
que,

S I(P,Ayy N F) < 2n (2.6)

Como F' é classica entao F e A,y nao tém componente em comum, entao
pelo Teorema de Bézout

S I(P, Ay N F) = ndA,, (2.7)

De (2.6) e (2.7) temos que: ndA,, < 2n. Como dA,, = 3n — 4 segue que
3n —4 < 2 e portanto n < 2. (Absurdo!)

O

Teorema 2.2.3 Toda curva clissica de grau n tem no mdzimo 3n(n — 2)
pontos de inflexao.
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Demonstracao:

Como o mimero de pontos de inflexao ¢ finito podemos supor por mudanga
de coordenadas que os pontos de inflexao sao da forma P = (z : y : z), com
T .20,

Denotando por " a soma sobre todos os pontos P = (z : y : 2), com z # 0,
e por Pl o conjunto dos pontos de inflexao temos que :

#PI <3S I(P.FNAL,) =S I(P,FNA,) =S I(P,FNA,) (28)
P P z=0

Supondo z = 0, temos que x # 0 ou y # 0. Por simetria podemos supor que
z # 0 e da identidade X?A,, = Z?A., (mod F) segue que:

2P, FNX) + I(P,FNAy) = 20(P,FNZ) + I(P,FNA,,)
Dai, I(P, FN Azy) > 21(P,FN Z) e por (2.8) concluimos que

#PI <> I(P.FNAg) - Z I(P,FNZ)<n(B3n-4)—2n = 3n(n —2).
!)

z=0

2]

Proposicgao 2.2.2 Seja X : F = 0 uma curva plana irredutivel com OF > 2.
As sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) X nao é clissica.

(b} By = B = . =0 s0bre X,

(c) Ary =0 ou A, =0 ou A, =0 sobre X.

Demonstragao:

(a) = (b) Se F é nao classica entao F|A,,, F|A.., F|A,.. Logo existem
G, G, G tais que Ay (P) = F(P)G1(P) =0, A..(P) = F(P)Go(P) =0e
D P) = P(P)Gs(P) =0, VP € X,

Portanto A, = A;; = A, = 0 para todo P € V(F).

(b) = (a) Se A, = A;. = A,; = 0 para todo P € V(F) pela Observacao 1
temos que F|A;,, F|A;., F|A,: e portanto F' é nao classica.
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(b) = (¢) Trivial

(¢) = (b) Suponha que A;, = 0 em X. Pelo Lema 2.2.1, temos que
X2A,, = Z*A., (mod F), ou seja, F|(X?A,, — Z?A,,). Logo existe ¢
tal que X2%A,, — Z2A,, = FG.

Como F|Agy, OF > 2 e F ¢é irredutivel, concluimos que F|A.,. Portanto
A., = 0 em X. Usando as demais relagoes do Lema 2.2.1, obtemos A,. = 0
em X.

O

Teorema 2.2.4 Seja X : F = 0 wma curva plana nao singular OF = n e
3 I q
p>2. X : F =0 € ndo cldssica se, e somente se, F,y =0, F,. =0, F,,, =0,

D®(F) =0, DP(F) =0 e D?(F) =0.

Demonstracao:
(=) Como X é nao classica segue da Proposigao 2.2.2 que A, é miltiplo de
F, isto é, existe G € K[X,Y, Z] tal que A, = GF. Dai

(Fy)?Fer + F.(FsFyy —2FF,) + GF =0 (2.9)

Seja P € V(F') e podemos supor F,(P) # 0, pois F' é nao singular.

Afirmagao: Se Fy, # 0 entao F, # 0.

Suponhamos F, = 0, entao por (2.9) temos que F|(F,)?Fr. Como Fp #0
segue que F|F,, o que é um absurdo.

Pela afirmagao se Fy, # 0 entao 0F,, = n— 2, 9F, = n— 1. Dai, por (2.9)
temos que: 2I(P,F,NF)+ I(P,F;: NF) > I(P,F,NF).

Como F,(P) # 0 entao I(P,F,, N F) > I(P,F, N F) e pelo Teorema de
Bézout segue que (n — 2)n > (n — 1)n. (Absurdo!)

Assim,

Foe=08m X. (2.10)

Sendo F,, = 2D@(F) temos que D{?(F) = 0.

Por um argumento analogo concluimos que

D®(F)=0e DA(F) =0.
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De (2.9) e (2.10) segue que 2F, F, F;, = GF. Dai F|F,, e entao F, =0 em
X. Analogamente por (2.11) F,, = F,; = 0em X.

(+=) E imediato pela hipotese e pelas definigoes de A, A, e A,..
O

Observagao: Segue do Teorema 2.2.4 que: Toda curva nao singular em ca-
racteristica zero ¢ classica.

De fato, seja X : F' = 0 uma curva nao singular e nao classica, entao OF > 1.
Pelo Teorema 2.2.4 Fp, =0, F; =0, F,; =0 em X. Logo, F|F,,, F|F.,
F|Fy. e dai F;, =0, F,, =0, F,, = 0. Portanto 3F = 1. (Contra hipétese).

Teorema 2.2.5 (Pardini) Suponha que car K — p. Se X : F = 0 € uma
curva nao singular nao classica de grau n, entao p divide n — 1 e F =
XP(XP,YP ZP) + YPo(XP,YP, ZP) + ZP3(XP,YP, ZP), para determinados
Py, P, P; polinomios homogéneos em K|[X,Y, Z|.

Ainda mais, se p # 2 vale a reciproca

Demonstragao:

(=) Pela relagao de Euler e pelo Teorema 2.2.4 temos que:
0=XFeu +YFy + ZF,; = (n—1)F; (2.12)
0=XFy+YFy+ ZF,; =(n-1)F, (2.13)
0=XF,.+YF,+2ZF,,= (n— 1)F, (2.14)

Como F' é nao singular podemos supor que F, # 0 em X. Logo (n—1) =0
(mod p) e portanto p|(n —1).

Sendo F' nao classica e nao singular temos que por argumento analogo ao do
Teorema 2.2.4 que:

D@ (F) =0, f)g‘)')([“) Oe DP(F)=0 emX.

(2.15)
Dai, Fg =0, Fos =0 F,. =0, em X.

De (2.15) e (2.12) temos que F,, = 0 em X, e portanto F,, = 0.
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Analogamente usando (2.15), (2.13) e (2.14) concluimos que F,, 0e
F.. = 0. Como car K — p existem P, ., P; polinomios homogeneos tais que

F. = B(X?,Y?, Z?), F, = P;(X?,Y?, Z%), F, = P3(X?,Y?, Z%).
Portanto F' = X P\ (X?,Y?, ZP) + Y Po(X?,Y?, ZP) + ZP5(XP?,Y?, Z?).

(<) Se F = XP(XP,YP ZP) + Y Po(XP,Y?, Z?) + ZP3(X?,Y?, ZP) temos
claramente que todas derivadas de segunda ordem sao nulas em X, pois

car K # 2.

Jir]

Corolario 2.2.1 Suponha que car K = 2. Uma curva X : F = 0 nao
singular € nao cldssica se, e somente se, F' ¢ da forma:

F=XP (XY 2+ YR(XY, Y4, ZY + ZP3 (X4, Y4, Z2%),
com P/s polinomios homogéneos em K(X.,Y, Z|.

Demonstracao:
(=) Como F' é nao singular e nao classica pelo Corolario 2.2.5 temos que:

F=X0Qi(X%YZY) +¥YQ:(X2. Y225+ Z0:(X2. V%25, (2.18)

onde @, @2, Q3 sao polinomios homogeneos.
Do Teorema 2.2.4 obtém-se:

0 = DEUF) = X Q1 (X% Y2, 28 = X (Qu(X.Y, 2))?.

Logo Qi(X. Y, Z) = Bi(X? YY", Z2*) e-daf Qi(X? Y2, 2% = Pi(X2L. Y1 ZY.
Analogamente usando D_g‘”(F) - DP(F) 0 conclui-se que
sl X2 Y2, 2%) = B[ X5 ¥ .28 e Oa (X%, Y, 27°) = B[ X4 Y, 2%).
Substituindo Q,, @2, Q3 em (2.16) obtemos

F = XP(XYLY" ZY + YR(X, Y4, ZY) 4 ZPs( X Y4, 2Y).

(<) Se F = XP(XLYY,ZY) + YR(XYLYY ZY + ZP(X4, Y4, Z%) temos
claramente que as derivadas de segunda ordem de F' sao todas nulas. Por-
tanto F' é nao classica.

O
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Exemplo 2.2.1 A cuwrva y" = f(z).

Seja Fy um corpo finito de ¢ elementos com caracteristica p > 2.
Seja X : f(x) = y", tal que p nao divide n,

f(z) = bH(;r‘ —a;)™ € Fylz],

onde f tem pelo menos uma raiz simples em F; e a; a, sao raizes dis-

tintas de f(z) em algum corpo algebricamente fechado K, contendo Fy.

Teorema 2.2.6 Seja X : f(x) = y", f(x) € Fy|z] como acima e seja K um
corpo algebricamente fechado, contendo F, de caracteristica p > 2. Entao X
nao € cldssica se, e somente se, n =1 (mod p) e existem polinomios g(x)
e h(z) em Klz|, com dg(x) > Oh(x) tais que f(x) = g(x)? + xh(x)P.

Demonstracao:

Como p [ n temos que = é uma variavel separante.

A nao classicalidade de X é equivalente a D®'y = 0. Isto se deve ao fato
I = w

que, det | 0 1 D,y D2y. Diferenciando duas vezes com respeito a
0 0 D2y

variavel z a equacao f(r) = y" e usando D). DY = 2D(?) temos que:

(n = D)(f(2))?
nf(x)

t 2ny" 1 D@y = £ (z)

Dai, D{®y = 0 se, e somente se, n =1 (mod p) e f"(z) = 0. Escrevendo
f(x) =3 a;x" entao a condigao f”(x) = 0 é equivalente a condigao a; = 0 se
iZ0 (modp)ea; Z1 (mod p). Assim f(z) é da forma g(z)? + xh(x)?,
com dg(x) > Jh(x) pois p nao divide n. Portanto temos demonstrado o
requerido.

Exemplo 2.2.2 Cubica Cuspidal.
Estudaremos a classicalidade da ciibica cuspidal a menos da equivalencia
projetiva.
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Proposicao 2.2.3 Seja X' uma cibica cuspidal definida sobre um corpo de
caracteristica p.
(1)Se p # 3 entao X € nao cldssica se, e somente se, p = 2

(2)Se p =3 e X é projetivamente equivalente @ X3 — XoX2 = 0 entdo X ¢
nao cldssica.
Se p =3 e X ¢ projetivamente equivalente a X3 — XoX3 + XX, = 0 entdo
X € classica.

Demonstracao:
Um modelo nao singular de uma ciibica cuspidal é P!, entao X admite uma
normalizacao 7 : P! — X. Podemos assumir que 7(0) é a cispide e entao

w(t) = (1 +-at: 22 ). (2.17)

Se p # 3 entao,

a d a? a®
-3 oy v, - - oy - - -2
X3 — XoX2 + aX2X, (-\1 + ,—.\2) ~(oX =X+ X | X2
3 3 27
Concluimos que X é projetivamente equivalente a Y2 — YpY.? = 0. Assim a
equagao de X ¢ dada por:
3y =0.
Sendo D{#y — 0 se, e somente se, p = 2. Segue que, X é nao classica se, e
somente se, p = 2.
Se p = 3 entao,

1
a—z.

,\'ii o .Y[).X’E 1 (1_\'}2‘\'2 = -\’i; = (

\’u) (aX2)? + X7 (aX>)

por mudanga de coordenadas concluimos que X ¢é projetivamente equivalente
a:

}/I:i _ YO Yéz | ylz},f). -0

Por (2.17) temos que w(t) = (1 + at : t* : t*) e entao:

D®(1+at) D®z D¢ 1 fat 2 3
DYl 4ut) DOF DI (=] o & O [=af
DP(1+at) D2 D 0 1 0
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1 - 9 : . .
onde, t')f('i .7 =0,1,2 é a derivada de Hasse com respeito ao parametro t.
Entao, a = 0 se, e somente se, X ¢é nao classica. Portanto se a # 0 entao X
¢ classica e X ¢é projetivamente equivalente & uma curva

X? — XoX3 + XX, =0.

+25y + 2y + 22y? com zg,21,...,25 € K[z,y] € zp =

Entao X € nao cldssica pois temos que H(f)
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Capitulo 3

Curvas Reflexivas e
Nao Reflexivas

3.1 Dualidade
Seja X : F' = 0 uma curva irredutivel. Considere a seguinte aplicacao:
p: X —— (Py)
P — (F:(P): FE(P): F.(P))

A curva X* = ¢(X), o fecho de Zariski de p(X) em (P%)*, é chamado

de dual da curva X.

. S Bl v 2
Seja T' : Py — Pj uma mudang¢a de coordenadas dada por

T(X,¥.2) .4( / )

X
Defina T* : (P%)* — (P%)*, tal que T*(X,Y, %) A*l Y | onde
Z

‘4: o (:.1!') ].

Tem-se que:

(1) Se L é uma subvariedade linear de P(V') onde V' é um K-espago vetorial
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define-se:
L' = {g € B(V)" tal que g|, = 0}

(2) Se g € L' entao T*(g) = h se, e somente se, h| =4}

T(L)

Lema 3.1.1 O diagrama abaizo ¢ comutativo

reg(FT) Ly reg(F)
| ¢ | ¢

(P%)* — (P%)"

Demonstracao:
X
Suponha que T'(X,Y,Z) = A| Y | onde A = (aij) {,j =0,1,2.

P
Fe)

Pela regra da cadeia tem-se que: 3 = (A E;)*
F,)’

FT),

r

F (
Logo tem-se a relacao | F, | = (- o = (FT), |, da

; FT),

qual segue o lema.

O

Lema 3.1.2 Sejam T : P(V) — P(V) uma mudanga de coordenadas e L
uma subvariedade linear de P(V'), tem-se que T*(L') = (T'(L))".

Demonstracao:
h € T*(L') & 39 € L' tal que h = T*(g), com g|, = 0 & h = T*(g) com
ge T 0« h goT '|,,.”_) 0 he (T(L)).

rL) T(L)

O

Teorema 3.1.1 Seja X : F = 0 uma conica nao singular. Se car K # 2
entao p(V(F)) € o trago de uma conica nao singular X* : F* = 0. Se
car K = 2 entao toda reta tangente a X : F = 0 passa por um ponto fixo Q)

e o(V(F)) = Q.
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Demonstracao:
Seja T : P53, — P3% uma mudanga de coordenadas tal que F'' = X? —Y Z.
Neste caso

VIET) == (P%)*

(X:Y:Z) — (2X:-Z:-Y)

Mostremos inicialmente que ¢(V(FT)) = V((FT)*)
Se (Yp : Y] : Ya) representa as coordenadas homogéneas de (P%)* entao as co-
ordenadas dos pontos de (V(FT)) satisfazem a equacgao
(FTY = Y5 —4YiYo=10;
Logo, p(V(FT)) c V((FT)*)
Reciprocamente, dado (Ry : R| R,) € V((FT)*)
(3Ro: —Ry: —Ry) se car K #2
Seja P € V(FT) tal que P
(\/h’z t1: R R ) se car K = 2
Entao, p(P) = R e assim V((FT)*) C o(V(FT)).
Portanto a afirmagao se verifica.
Segue entao que

(V(F)) =T*(e(V(F"))) =T*(V(FT)") = V((F"))"" (3.1)
(F)) = (T(R))"

V
) t(mm que g VI(FT))T™ " e dai

Se car K = 2, mostu mos que ¢

Dado ¢ € v(l (F)), de (3.1

(F7))™ " (g) = 0.

Pondo T* '(g) = (yo : y1 : y2) temos que (FT)*(yo : y1 : y2) = 0 se, e somente
>, Yo = 0.

I.ogo. T* Yg) = (0: y, : y2) se, e somente se,

g=T%*0:Y;:Y;) =T*(R). (3.2)
T(R))" e portanto de (3.2) concluimos
(R))"

=1

Pelo Lema 3.1.2 temos que T‘(h” = {
que g = (T(R))'. Assim p(V(F)) = (T
Se jpar K2 2. VPonida 1Bt = ((f’ ¥

conica nao singular e p(V (F =P,

tem-se que X* : F* = 0 é uma
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Seja X : F = 0 uma curva plana irredutivel de grau d > 2. Suponha
que as unicas singularidades de X sejam nos e cuspides, entao

dd—1) =d+2n+ 3k
3dd—1) =i+ 6n+ 8k

onde:
numero de nos
niumero de cuspides
nimero de retas tangentes a X passando por P & X

nimero de retas que passam por pontos de inflexao

Seja ¢ : X — X* o morfismo dual tal que X* : F* = 0.
Se @ € separavel temos as seguintes correspondencias:

(tangentes a F)) (ponto de F*)
(tangentes inflexionais a F') (cuspides de F™*)
(bitangentes a F) (pontos duplos de F*)

3.1.1 Foérmula de Pliicker Generalizada

._;(." .\’ . J“ - U (" 11Imna curva 1];10 :-;iu‘fular (.1(‘ grau d e d(f _Xr‘ - d* CIJI-E;I.O:
[=] =] -
d{d — 1) =d'.deg ¢

A prova dessa formula exige um estudo mais profundo de geometria
algébrica. Daremos a seguir argumentos que justifiquem o resultado apre-
sentado.

et i 2

Seja L uma reta genérica em (Py)
distintos.

* entao L intersecta X* em d* pontos

Como deg ¢ é o namero de vezes que X recobre X* entao

deg (f~1(X*.L)) = degyp.d*.

Por outro lado, a reta genérica L corresponde um ponto P & X e X
sendo nao singular, o mimero de retas tangentes a X passando por P é
d= d(d — 1). Essas retas tangentes correspondem aos pontos de X* N L.

Assim, d(d — 1) = degp.d*.
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3.1.2 Variedade Conormal

Seja X uma curva plana irredutivel e nao degenerada. Define-se a conor-
mal de X como sendo

C(X) = {(P,TpX) tal que P € reg(X)}.

Denote por w: C(X) — X en’: C(X) — X* as projegoes sobre X e X*
respectivamente. Tem-se que @ ¢ birracional e entao a aplicagao dual pode
ser escrita como:

pr=mtom Ly X —X*
P—TpX
Afirmagao 1: C(X) é irredutivel e dim C(X) = 1.
De fato, sendo 7 birracional temos que dim C'(X) = 1. Como cada fibra
7 '(P) tem a mesma dimensao entao Teorema 1.2.2 temos que C(X) é irre-
dutivel.

Afirmagao 2: O dual X* é uma curva.

Supondo que dim X* = 0 entao dim((7') ')(TpX) = 1, VP € reg(X) e dai
TpX D w((#')"Y(TpX)) = X. Portanto X = TpX, o que é contraria a
hipotese.

Afirmagao 3: Se X ¢ uma curva nao singular entao a Féormula de Plicker
pode ser reescrita como:

deg X*.degn’ = 2¢g — 2 + 2deg X,

onde g ¢ o genero da curva.

De fato, temos que 2g — 2 = d(d — 3) onde d = deg X.

Pela Formula de Pliicker temos que deg X*. deg ¢ = d(d—1). Como por =
e m é birracional entao deg ¢ = deg @'. Dal segue o requerido.

3.2 Reflexibilidade e Classicalidade

Definigao 3.2.1 Sejam ¢ : X — X* e ¢’ : X* — X** aplicagoes duais.
Dizemos que X ¢ reflexiva se:

(a) X** =X
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(b) ¢’ 0 =idy
Neste caso, temos que X € birracionalmente equivalente a X*.

Escolha um sistema de coordenadas Xy, X7, X2 em ]P:f‘- e Yo,Y1,Ys em (P%)*

Proposicao 3.2.1 Se K(X) = K(x,y) entao K(X*) = K(y',y — zy'), para
algum y' € K(X).

Demonstracao:

Seja P = (1 : = : y) € reg(X) e suponha Fy(P) # 0. Suponha que as
coordenadas afins de X sejam dadas por x = % Yy = —f; numa vizinhanga
de Pex* ;’ﬁ. y‘ % numa \1{11111(111ga de ¢(P)
temos que: Fo(l:z:y) +xFi(1 y) +yFo(l :z:y) = 0 e entao,

Fall : @24 ey . Bl oyl
. I.' v I -U ]
T .,.:y)

P). Pela Formula de Euler

0,

e Fi(l:z:y)+ F(1:z:y) 0. Assim,

Fo(1

onde

): Fi(l1:2:y)

Sejam [ : X — X' tal que f = (fo : f1 : f2) um morfismo domi-
nante, entao f induz um K-homomorfismo f* : K(X’') — K(X) injetor
e entao pelo Teorema de Normalizagao de Noether K (X)|K(X') é uma ex-
tensao finita e portanto algébrica.

O K-homomorfismo f* induz um homomorfismo entre os anéis locais:
Ox' g — Ox p para todo P € reg(X) e f(P) = Q.

O indice de ramificacao de f em P é dado por:
G

e(P) = —min{ordp(fo),ordp(f1), ordp(f2)}.
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Sendo ¢ um morfismo dominante dado por (1 : z= : y)
(zy' —y: —y 1) segue que e(P) = min{ordp(y), ordp(zy’ — y)}.

Os graus de separabilidade e inseparabilidade de ¢ serao respectivamente
denotados por:

s(X) = [K(X) : K(X*)s e iX) = [K(X): K(X")).

Proposicao 3.2.2 Sejam X uma curva plana irredutivel de grau maior que
1 sobre K e ¢ : X — X* a aplica¢ao dual.

(a) Sep =0 entao e; =2 e s(X) = 1.

(b) Se p > 2 entao ¢ € insepardvel se, e somenle se, € > 2. Neste caso,

f,(.\') €9,
(c) Se p =2 entao ¢ € insepardvel e i(X) = €
Demonstracao:

Sejam P = (ag : by : 1) € reg(X) e t um parametro local sobre X em P.
Uma parametrizacao de X centrada em P é dada por:

rT=ag+t e y = bg + byt + bat® + ... onde b; = DWy(P).

Suponha que P = (0: 0: 1) e que a reta tangente a X em P seja dada por
z =0, isto é, y'(P) = 0.

Podemos entao escrever y = cx? + dz?*! 4 ..., ¢ # 0 e assim,
y' el 4 (g + 1)cz%2 + ... (3.3)
y—zxy (1 — €2)cx®? — exc/x2! + . .. (3.4)
Se p = 0 entao by # 0 em K e dai, I(P,X NTpX) = 2. Portanto ¢; = 2.
Sendo K (X*) = K(y',y—zy’) entao de (3.3) e (3.4) concluimos que s(X) = 1.
Suponha que p > 2

Se ¢ > 2 entao pela Proposi¢ao 2.1.1, ¢, é uma potencia de p. Sendo
ordpy’ > ordp(y — xy') = ¢ temos que 1(X) = €.
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Se €2 =2 e p>2entao ordpy’ = 1 Dai i(X) = 1, isto é, ¢ é separavel.

Se € =2 e p—=2entao ordpy’ > ordp(y — xy’) = 2. Assim i(X) = 2 = ¢..

O

Teorema 3.2.1 Seja X uma curva irredutivel em P3., com carK > 2. Sio
equivalentes as afirmagoes:

(a) ¢ € separdvel.
(b) €2 = 2.
(¢) X € reflexiva.

Demonstragao:
(a) < (b) Segue da Proposicao 3.2.2.

Mostremos que (a) < (c¢)

(¢) = (a)

Se X é reflexiva entao X** = X e ¢’ o = idy. Logo ¢ é birracional e assim
i(X) = 1es(X) = 1. Portanto ¢ é separavel.

(a) = (c)

Sendo p(x 1y : 1) = (—y' : 1: 2y — y) e p é separavel temos que ¢ = 2 ¢
portanto por (3.3) seque que y”(P) # 0, VP € U, U aberto em reg(X).

Se p(P) = Q com P € W, temos que:

1gX" =€ 2(P D2 (P>

onde .2(P), = (—=y(P) = 1 =(PW(P) = y(P))y ¢ Diz(P)
(=5 (P) : 0: 2(P)y"(P)) = (=1:0: 2(P))

Mostremos que (ToX*) = ¢ ' (p(P)).

Sejam (Z(P)) : —y'(P)Xo + X1 + (z(P)Y'(P) — y(P))Xs = 0 e

(D:Z(P)) : =Xo + x(P)X2 = 0 as retas correspondentes aos pontos z(P) e

(D:Z(P))" respectivamente.

Mostremos que P € (Z(P)) e P € (D,.Z(P))". De fato,

—y' (P)x(P) + y(P) + (x(P)y'(P) — y(P)).1 -
—z(P)+2(P).1=0




Seja P' € ¢ '(p(P)) entao ¢(P) = ¢(P'). Logo TpX = Tp X e portanto
(Z(P)Y = (Z(P)Y e (DeZ(P)) = (D Z(P")).

Assim P' € (Z(P)) e P' € (D.Z(P)), donde concluimos que
£ (p(P)) C (ToX").

Como dim(TpX*)' = 0 e (TX*)' é irredutivel entao ¢ '(p(P)) = {P} e
portanto ¢ ¢ bijetora.

Por outro lado, por argumento analogo temos que (TpX) = {Q},VQ € TpX.
Sendo {P} = (ToX*) e {Q} = (I'pX) para todo Q € X* tal que p(P) = Q
temos que (¢’ o p)(P) = ¢'(TpX) = P e dai X** = X,

O

Proposigao 3.2.3 Seja car K = p, p # 2 e seja ¢ : X — X* a aplicagao
dual. Entao:

(a) ¢ € insepardvel entao X tem infinitos pontos de inflexao. Neste caso,
para todo ponto P € reg(X) tem-se que (P, TpX NX) > p.

b) ¢ é separdvel se, e somenle se, X tem um numero finito de bitangentes,
2 .
isto €, ha finitas tangentes a X em dois pontos.

Demonstracao:

(a) De (3.3) e (3.4), temos que P é um ponto de ramificacao de X se, e
somente se, by = 0, isto é, (P, TpX N X) > 2.

Logo, P é ponto de ramificacao se, e somente se, P é um ponto de inflexao.
Como toda aplicagao separavel tem um mimero finito de pontos de rami-
ficagao entao pela afirmagao acima concluimos que ¢ é separavel se, e so-
mente se, X' tem um mimero finito de pontos de inflexao.

Agora, pela Proposi¢ao 3.2.2 temos que se ¢ é inseparavel entao p divide

o indice de ramificacao de ¢ e portanto b, = ... = b,_; = 0, para todo
P € reg(X)
Logo, I(P,TpX NX) > p.

(b) Se ¢ é separavel temos pela Formula de Pliicker que as bitangentes cor-
respondem aos pontos duplos que sao em niimero finito. Assim as bitangentes
correspondem as singularidades de X* e portanto sao em niimero finito.
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Proposigao 3.2.4 Seja X : F — 0 uma curva em P% tal que OF
Suponha car K = p # 2 para todo P € reg(X), defina o hessiano:

Hp Z F;;(P)F,F;
e a conica QQp dada por:
2
(2;) i Z f-}j(]))‘\—f‘\'j 0.
i,j=0

Entao P € um ponto de inflexao se, e somente se, TpX € uma componente
de Qp. Mais ainda,

(a) Se p =0 ou p nao dividir (n — 1) entdo:
P é um ponto de inflexao se, e somente se, Hp — 0 sobre TpX.

(b) Se p divide (n — 1) entao P é um ponto singular em Qp.

Demonstracao:
Seja b = (b : by : by) € P%. Como car K # 2 pela Férmula de Taylor temos
que:

2 2

2
F(P+tb) = F(P)+tY_ F(P)bi + % > E;(P)bibj + t°g(b,t, P)
i—=0

i.j=0

Se b e TpX entao
2 :
F(P + tb) 3 > Fii(P)bib; + t°g(b,t, P).
ij—0
Assim, P é um ponto de inflexao se, e somente se, 37, o Fi;(P)bib; = 0,
Vb € TpX se, e somente se,

TpX é uma componente de Qp. (3.5)

Sendo.
IO (P 2
((-;)ic) =Y Fu(P)zr=(n—-1)F(P) i=0,1,2

k=0
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temos entao pela Formula de Euler para Qp que:

2
IQp(x) ZJQP T mj]

i=0 dX;

(n — ' i(x)z; (3.7)

(a) Como p # 2 é tal que p = 0 ou p nao divide (n—1) concluimos de (3.6) que
se P E reg(X), entao P ¢é um ponto regular de Qp e
To(X) = To(Qp).

!f‘l]l()b de (3.5) que,

Hp = 0 sobre TpX & Hp(x) =0, Ve € TpX & Qp(z) =0, Ve € TpX &
< P é um ponto de inflexao.

(b) Por (3.6) %@f(;’) (n—1)F(P),i=0,1,2.
Como p|(n — 1) entao %%{_—’U’) —0,47—=0,1,2. Logo P ¢ um ponto singular
de (Qp.

O

Teorema 3.2.2 Seja X : F = 0 wna curva ndo singular em P,
carK = p > 2, com infinitos ponlos de inflexao entao

F; =0 i§=0,1,2

Demonstracao:

Inicialmente mostraremos que Fj; = 0, ¢ = 0,1,2. Suponha que Fy; # 0.
Como o morfismo dual ¢ pode ser escrito como a composigao de um morfismo
puramente inseparavel de grau p® e de um morfismo separavel, entao I(P, FN
F)>p*, VPe FNF,i=0,1,2. Assim F.F; =) rpP com rp > p“.

Seja D; =Y. mpP tal que D; = p~*(F.F;). Podemos escolher as coordenadas
homogeéneas em P2, de modo que os pontos (1:0:0), (0:1:0) e (0:0:1)
nao estejam em X. Seja P € X tal que P = (1 :a:b).

Como X ¢é nao singular podemos supor F>(P) # 0 e tomar as coordenadas
afins x ff]- Y “;'j e t = r — a como um parametro local de X em P.

No anel local Oy p temos que Fi(l : x : y) = at™? com a € Ox p. Isto
significa que existe um aberto V' contendo P e existe b € K[V] tal que:

F, =at™ +bF em K[V] (3.8)
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Derivando (3.8) com respeito a variavel ¢ temos que:

)
Fii = (i)—a I bn) t"F  em Ox. p (3.9)

dt

Como Fj; # 0 em X, podemos definir o divisor Dy, = F.F;; = Y npP e
entao por (3.9) temos que mp < np, VP € V tal que Fi(P) = 0.

Logo Dy > D, e isto nao é possivel pois degDy; = n(n — 2) enquanto
que degDy, = n(n — 1). Logo Fi; 0. Analogamente demonstra-se que
Foo = Fye = 0.

Mostremos agora que Fj; = 0, para i # j.

Pela Proposigao 3.2.4 temos que um ponto P € X é de inflexao se, e somente
se, TpX é uma componente da conica Qp : ‘?_J- o Fi;(P)XiX; = 0. Assim,
existem by(P), b, (P),b:(P) € K tais que:

i.j=0

2 2 2
Y F(P)XiX; = (Zb;(!’)-‘{;) (Z f;-(f)).\'j) = 0.
i=0 j=0

Da igualdade (3.10) segue que 0 = F};(P) = b;F;(P), 7 = 0,1,2.

Como X é nao singular temos que Fij(P) = 0 para um niimero finito de P's
e entao b; = 0 sobre X para:=0,1,2.

Temos ainda de (3.10) que 2F;; = b;F; +b;F;, 4,7 = 0,1,2. Sendo b; = b; = 0
sobre X e p > 2 concluimos que F}; = 0 sobre X e portanto F;; = 0.

O

Corolario 3.2.1 Seja car K = p, p > 3. Se X ¢ uma curva nao singular

com infinitos pontos de inflexao entao p divide (n — 1).

Demonstracao:
Pela Formula de Euler temos que:

2
Y Fij(P)zj = (n—1)F, §=10,1,9,
j=0
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Do Teorema 3.2.2 segue que Fj; 0, i,7 = 0,1.2 e como X ¢é nao
singular entao p divide (n — 1).

O

Corolario 3.2.2 Sob as mesmas hipoteses do Teorema 3.2.2 tem-se que se
X : F = 0 admite infinitos pontos de inflexao entao:

T s s aer(P P 2 PY 1w b(aP P o PY o e (P P P
F(zo, ), x2) = zoa(xg, 1, T5) + T1b(xg, 27, 25) + x20(To, X1, T3)
onde a, b e ¢ sdo polinomios homogéneos em K|xo, xy, xs).

Demonstragao:
Segue imediatamente do Teorema 3.2.2

O

Corolario 3.2.3 O espago das curvas de grau rp + 1 com infinitos pontos
3(r+2)(r+1) 1
- 5 =il

de inflexdo € parametrizado por PV, onde N

Demonstragao:
Considere V' = {a € K[Xy, X}, Xs] polinomios homogeneos de grau r} entao

dimV

(r)(r+2)
.

Pelo Corolario 3.2.2 temos que

F(zo, 71, 72) = zoa(xh, x7, 28) + 2 b(zh, =7, 25) + xac(xp, 7, 25).

Como dF = rp + 1 temos que a,b,c € V, e portanto essas curvas correspon-

3(r+2)(r+1) 1
5 .

dem aos pontos de PV, onde N

3.3 Curvas de grau dp + 1 com infinitos
pontos de inflexao

[nicialmente investigaremos as curvas de grau p + 1.




Proposicao 3.3.1 Seja X uma curva plana nao singular de grau p -+ 1
definida sobre um corpo K, car K = p > 3.

(a) Se X tem infinitos pontos de inflexao entao X* é uma curva nao singular
de grau p + 1.

(b) Se X tem finitos pontos de inflexao entao X* tem grau p(p + 1).

Demonstragao:
Como X ¢ nao singular e degX = p + 1 entao pela Formula de Plicker
generalizada temos que:

p(p +1) = deg X" .degep. (3.11)

(a) Se X tem infinitos pontos de inflexao entao pela Proposigao 3.2.3 temos
que ¢ é inseparavel e I(P,TpX N X) > p. Sendo degX = p+ 1 segue que X
nao tem tangente multipla donde se conclui que TpX intersecta X em um
ponto P’ # P com I(P',TpX NX) = 1.

Podemos entao decompor ¢ em dois morfismos ¢, : X — X* e
P2 1 X — X" tais que @y é puramente inseparavel e ¢, é birracional.
Assim degy = degp,.degys = p e dal por (3.11) temos que degX* = p + 1.

Pelo Lema 1.1.3, g(X*) = g(X) = Mzﬂ e entao X* é nao singular.

(b) Se X tem finitos pontos de inflexao pela Proposigao 3.2.3 ¢ é separavel e
localmente injetiva. Logo, ¢ birracional e assim por (3.11) deg X* = p(p+1).

O
Observagao: Seja X uma curva nao singular de grau p + 1 com infini-
tos pontos de inflexao. Temos que TpX N X = {P} se P é um ponto de

Weierstrass e TpX N X = {P, P'} caso contrario.
Seja h : X — X o morfismo definido por:

h(P) = P se P é um ponto de Weierstrass
h(P) = P’ caso contrario

Proposigao 3.3.2 Seja X wma curva nao singular de grau p + 1 com in-
finitos pontos de inflexao definida sobre um corpo K, car K = p > 3. Seja
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X — X" ey : X* — X** 0s morfismos duais. Entao X* tem infinitos
pontos de inflexao e X — X**, além disso ¢' o @ = h onde h é o morfismo
definido acima.

Demonstracgao:
Seja X : f = 0 a equagao afim de X e seja (x,y) as coordenadas afins de X.
Temos que TpX : fi(P)(x —a) + fo(P)(x —b) = 0 onde P = (a,b) € X.

Supondo fo(P) # 0 temos que:

y—>b —'/‘I(P) (x — a).

f2(P)
Considerando h = (hy, hy) temos que:
y—b=nhn(P)(r—a) se (r—a,y—>b)eTpX.
Pelo Corolario 3.2.3 f é da forma:
f = za(z?,y?,1) + yb(z®?,y*,1) + c(z?, y", 1)

e entao (D? ' o f);f)(!’) 0 para ¢

Pela Formula de Taylor temos que:

f(x,y) = [(P)+Li(P)(@—a)+ f2( P)(y—b)+ D% f(P)(z—a)P+ Dy f(P)(y—b)"+
FDZH f(P)(z—a)Pt+ DI f(P)(y—b)yt + D2f(P).Dy f(P)(z—a)P(y—b)+
+D, f(P).Dy(y — b)’(z — a) (3.12)

Derivando f(x,y) = 0 implicitamente com respeito a x temos que:
D.f(P)=2zD,f(P), {)ﬁf(!)) = hl(}’)f);f;*fl(]’) e PP f( Py = —3'21)5* Lf(P)+
+D? f(P). Podendo ainda supor que DV f(P) = 1

Substituindo essas expressoes em (3.12) obtemos:

[(@.y) = = Df(P)(x—a)|e—hy(P)|+[=202 DL (P).D, f (P)+ Db (P)|(z—a)*".

Como ¢ ¢é inseparavel e epy = p para quase todo P € X entao da igualdade
acima temos que eph = 1. Disto segue que h é separavel.
Pela Formula de Hurwitz,

29 —2 = degh(2g — 2) + degR
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onde R é o divisor de ramificacao do morfismo .

Dai conclui-se que degh — 1 e R = 0. Portanto h é injetora. Sendo X irre-
dutivel, podemos concluir que h é um isomorfismo.

Sendo h um isomorfismo, entao por dualidade, se L é a reta em (P%)* cor-
respondente a P temos que, TpX corresponde a um 1nico Q@ € L tal que
(ToX*) = P se P é um ponto de Weierstrass e, se P nao ¢ um ponto
de Weierstrass, X N TpX {P,P'} com TpX # TpX, e essas tangentes
correspondem a Q, Q)" € L tais que (ToX*) = P e (TgX*) = P'. Logo,
X =X

Pela Proposigao 3.3.1 temos que X* tem infinitos pontos de inflexao e por-
tanto ¢’ ¢ inseparavel. Provemos agora que ¢’ o ¢ = h.

Se I € X* entao da igualdade, X = X** temos que ¢'(L) = P para algum
P e X tal que TpX = Lou p(L) = P'se L0NTpX = {P'}.

Como dois morfismos que coincidem num aberto denso sao iguais, temos que
Plop =1idx ou ¢ op = h. Sendo ¢’ e ¢ inseparaveis entao ¢’ o ¢ # idy e
portanto @' o = h

O

Proposicao 3.3.3 Seja X uma curva plana nao singular de grau p + 1
com infinitos pontos de inflexao definida sobre um corpo K, car K = p,
p # 2. Entio existem exatamente p* + 1 pontos distintos de X tais que
I(PLXNTpX)=p+1

Demonstracao:
Iiscolha as coordenadas de X tal que em um aberto denso U de X contendo
P, temos a parametrizagao de X dada por:

=1
y=ag+agrt+...
z = agtP*! + ap P2 4 ... ag,az # 0

Pela Proposicao 3.2.3 temos que a seqiiéncia de ordem de X em P ¢é jo(P) = 0,
J1(P) =1, jo(P) =poup+1.

Pela Proposicao 3.2.3, j2(F) = p + 1 para um numero finito de pontos que
sao os pontos de Weierstrass.
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Temos que o niimero de pontos de Weierstrass contados com suas multipli-
cidades ¢ dado por:
o (Pr—1Y) _. | . 3
(1+p)|2 NI -2+ (p+1)2+1)=p°+ 1.
A proposigao estara demonstrada se provarmos que todo ponto de Weierstrass

tem multiplicidade 1. A multiplicidade de P um ponto de Weierstrass é dada
pelo menor nao identicamente nulo da seguinte matriz 3 X (p + 1):

ag ag; 0
0 1 0

0 0 as

Como o menor nao identicamente nulo

ag ag, 0
0 | 0
0 0 as

é de ordem 3, temos que a multiplicidade de cada ponto de Weierstrass ¢é 1.

O

Lema 3.3.1 Seja X wma curva nao singular de grau p + 1 com infinitos
pontos de inflexao definida sobre um corpo K, car K = p > 3. Entao o
subgrupo G C PGL(2,k) induz um subgrupo de automorfismo de X com
ordem menor ou iqual a (p* + 1)%.

Demonstragao:

Sendo X irredutivel e deg X = p + 1 entao #X N L < p + 1 para toda reta
L. Como p # 2 temos que p> + 1 > 3(p + 1) e entao existem pelo menos 4
pontos de Weierstrass de X tais que 3 deles nao estao sobre a mesma reta.
Como toda projetividade em ¢ induz uma permutagao entre os pontos de
Weierstrass entao pela Proposicao 3.3.3 o mimero dessas permutacoes ¢

(1“3 I ] )-1.
ad




Proposigao 3.3.4 Seja X : F' = 0 wma curva plana nao singular de grau
p+ 1 com infinitos pontos de inflexao. Entao X € projetivamente equivalente
a uma curva plana de equagao:

XPL XX X0 =0

Demonstracao:

Pelo Corolario 3.2.3, se X tem infinitos pontos de inflexao, entao o espaco
que parametriza essas curvas é P}, podemos assim considerar X € P5,.

Seja A € PGL(2,k) entao A pode ser representado por A = (Ag
seja X = (Yo. Ys)" defina:

hy : PGL(2,k) — P5
hy(A) — AX.

SejaY € P} talque Y = AX entio, hy'(Y) = {B € PGL(2,k); hx(B) = Y}
eBeg »"J'\'-IY S hx(By=Y & BX=Y=AX &84 'BX =X,
Logo h3'(Y) = {B € PGL(2,K); A"'BX = X}.

Assim a fibra by (Y') induz um automorfismo o : X — X.

Pelo Lema 3.3.1 o grupo {o¢ : X — X tal que 0 é automorfismo } tem
ordem finita e portanto a fibra {h'(Y),Y € P} } é finita. Logo a dimensao
da fibra h'(Y) é zero para Y € P}, geral.

Pelo Teorema da Dimensao da Fibra (Teorema 1.2.1) temos que:

dimh ' (Y) = dimPGL(2, K) — dimIm(hy) = dimIm(hy) = 8.

Logo Im(hy) inclui um aberto denso em Pj.. Como dois abertos nao vazios

sao nao disjuntos em P}, entao existe um automorfismo o : P}, — P}, que
transf(n‘ma t()(lc’! curva nao 1‘(‘ﬂ(‘xi\'a €I 11Ima da fO]']Ila:

Xo X2 £ X X0 4 X X =0

:‘5 udaaremos agora as curvas de grau adp + 1, d e p Ad.
Estud g le graudp + 1,d > 1 !
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Proposicao 3.3.5 Seja X uma curva nao singular de grau dp + 1 com in-
finitos pontos de inflexao. Fntao:

(a) Cada reta tangente num ponto geral é tangente a somente wm nimero
finito de pontos da curva.

(b) X tem finitas retas tangentes tais que a multiplicidade de intersec¢ao no
ponto de tangéncia é maior do que p.

Demonstragao:
(a) Como X tem infinitos pontos de inflexao temos que X é da forma:

F(zo, z1,72) = zoa(zh, %, 8) + 3,b(, 2%, 28) + zac(ah, ¥, 5),

com a, b e ¢ polinomios homogeneos de grau d.

Assim ¢ : (xg, 71, 22) — (a(xo, x1,x2), b(x0, T1,22), (X0, T1,T2)). Dai segue
que dim X* = 1.

Sejam C(X) a conormal de X, m : C(X) — X en : C(X) —» X* as
projecoes. Da Afirmacao 1 da Secao 3.1.2 temos que dim C'(X) = 1.

Como 7 Y(TpX) = {P' € X tal que TpX = Tp X} entao pelo Teorema da
Dimensao da Fibra (Teorema 1.2.1) temos que:

dim(7') " (TpX) = dim C(X) — dim X*.

Logo, dim(7’) '(TpX) = 0. Portanto o niimero de multitangentes é finito.

(b) Como X tem infinitos pontos de inflexao temos que p = deg, ¢ =
I(P,X NTpX), para todo P num aberto de X.

Assim, {TpX tal que P € reg(X) e I(P,X NTpX = p} é um aberto. Logo

X tem finitas retas tangentes tais que I(P, X NTpX) > p.

O

Corolario 3.3.1 Seja X wma curva plana genérica nao singular de grau
dp + 1 com infinitos pontos de inflexdo. Entdo deg X* = d(dp + 1).

Demonstracao:
Pela Proposi¢ao 3.3.5 X tem no maximo um numero finito de tangentes
miuiltiplas e entao a aplicagao ¢ : X — X* é injetiva num aberto de X e
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ainda pela mesma Proposicao deg; ¢ = p.

Portanto ¢ pode ser escrito como a composi¢ao de um morfismo puramente
inseparavel de grau p e um morfismo birracional.

Dai, pela Formula de Phicker segue que:

dp(dp + 1) — deg X*. deg .
Logo deg X* = d(dp + 1).

a

Lema 3.3.2 Seja x € P% tal que existem P , P, € X pontos distintos,
comz € N Tp X onde n = deg X*, entdo r & X™.

Demonstracao:

Por hipotese z € NI, Tp X. Como Tp X corresponde ao ponto x; € X*,
i = 1,...,n e pela dualidade, o ponto x corresponde a uma reta L em (P%)*
tal que x; € L, i

Assim as retas tangentes T, X'* que correspondem aos pontos de X**, passam
por x. Logo = & X**.

O

Lema 3.3.3 Seja X uma curva genérica satisfazendo as sequintes condi¢oes:
X € nao singular, deg X —dp+1,d > 1, X tem infinitos pontos de inflexao
e(0:0:1) e X.
Entdao X # X**.

Demonstracao:
Pelo Corolario 3.3.1 temos que a curva X é definida pela equacao:

xoa(zh, i, 25) + 21 b(xh, 27, 8) + zoc(ah, 2}, 25) = 0,

onde a, b e ¢ sao polinomios homogeneos de grau d. Como k é algebricamente
fechado, a equagao acima pode ser reescrita como:

zod®(x) + 2, 6% () + 227 (x) = 0,

onde a, 3 e 7 sao polinomios cujos coeficientes sao as p-ésimas raizes dos
coeficientes de a, b e ¢ respectivamente.
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Para uma curva X satisfazendo as hipéteses do Lema, podemos supor validas

as seguintes condigoes:

(a) v define uma curva nao singular;
( , 3, 7 nao se amilam ao mesmo tempo;

B , T .
C) = sYeoy =2 (.I'I I -"3:0 11a0 se '1lllllaIIl 51H“.llt-'ul(."“nellt(’.
( ) (i.'i"g / ! 0 | 1/ ¢ & &

Se Pe X talque (0:0:1) € TpX entao P € (7N ~+'). Pelo Teorema de
Bézout, o niimero de pontos PP € (yN~') contados com multiplicidades é
d(dp +1).

Pelo Corolario 3.3.1 temos que deg X* = d(dp+1) e pelo Lema 3.3.2, para que
tenhamos X # X**, basta provarmos que I(P,yN%’) = 1, VP € (yN~%'), pois
disso concluimos que existem deg X* pontos de X tais que (0:0: 1) € TpX.
Da condigao (b) temos que todos P € (7 N~') sao pontos regulares de 7' e
da condigao (c), Tpy # Tpy', VP € (yNA').

Logo, I(P,yN~4') =1,VP € (yN~').

O

Proposigao 3.3.6 Se X ¢ uma curva plana genérica nao singular de grau
dp + 1, d > 1, com infinitos pontos de inflexao entao X # X**.

Demonstragao:
O espaco das curvas de grau dp + 1 com infinitos pontos de inflexao é

3+ 2)(d + 1)

parametrizado por PV onde N — 1. O subespaco W das
curvas do tipo acima que passam por (0 : 0 : 1) tem dimensao N — 1, e é
irredutivel. Pelo Lema 3.3.3 existe um aberto U de W tal que X # X*,
VX eU.

Seja o morfismo dominante

v:Wx PGR2,K) — U
(X.9) = gX

Entao U’ = W(U) é um aberto de PV tal que X # X**, VX € U.

O

Proposigao 3.3.7 Se X nao € reflexiva e X** = X entao X* nao € reflexiva.
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Demonstracao:
Suponhamos que X* ¢é reflexiva. Compondo os morfismos

X' X"*=X e p: X"=X-X"=X",

obtemos ¢’ o = idy.
Portanto ¢ é separavel e entao X é reflexiva, o que contradiz a hipétese.
¥ |
O

Se a curva X nao ¢ reflexiva e X** # X entao X* pode ser reflexiva ou

nao, como veremos abaixo.

Proposigao 3.3.8 Seja X uma curva definida sobre um corpo K de carac-
teristica p > 0 dada pela equagao:

XoXP + X1 XP 4+ XoXP =0,d>1,dZ0 (mod p).

Tem-se que:
(a) Sed #1 (mod p) entdo X* ¢ refleviva e X** # X. Mais ainda, X e

X** téem o mesmo género;

(b) Sed=1 (mod p) entao X* nao é reflexiva e X** # X.

Demonstragao:
Claramente X é nao singular e nao reflexiva, pois I(P, X NTpX) = p para
quase todo P € X.
Sejam
WX — X(X=X) h:X — X*
P ol oy € S 5 d oo s gl
(To:@1:x2) — (g 2y :a3)  (Wo:wn:ye) — (¥ 95 :u5)
Consideremos o seguinte diagrama comutativo:
Y o X* v’ ; Y **

NV Th /p
X

Desde que p nao divide d, h é separavel e assim ¢’ é separavel se, e somente
se, p é separavel.




Seja 1 Yo Y1 o ) € X entao T,X corresponde ao ponto
. Ho 1 Y2 y
dp dp dp

z (" : ¥y : Y ) A reta TH(;;)‘

; —1
X* corresponde ao ponto (dh )'(z),

onde

« @ dp
0 ys yg ! 0 i

(dh ')'(z) 0 0 yilyl! v
yiye L0 0

Sendo o diagrama comutativo, temos que:

ply) = (" g e Y.
Se p [ (d — 1) entao p é separavel e assim ¢’ é separavel. E entao X* é
reflexiva e pelo Lema 1.1.3 segue que g(X) = g(X**).
Se p|(d — 1) entao p é inseparavel e portanto X* nao é reflexiva.
Pondo (wp : wy : wy) = (yaPt4 1yd=1 : yfPta-lyd-1 . 4 fPtd-1yd-1) temos que
K(X**) = K(wp : w, : wy).
Como Diww(w;) > D, Vi onde D d-11 : 0 : 0)
Fd—1)0:1:0)+(d—1)0 : 0 : 1), entao D é a parte fixa do sis-
tema linear de X** e portanto o grau do sistema linear correspondendo ao
morfismo p é dado por: (dp + 1)(dp + 2d — 2) — 3(d — 1), donde obtemos a
igualdade (dp + 1)(dp + 2d — 2) — 3(d — 1) = deg p. deg X**.
Assim, deg X fdeg X** e portanto X** # X.




Capitulo 4

Curvas Estranhas e Curvas
Extremais

4.1 Curvas Estranhas e Extremais
Suponha que X seja dada em coordenadas afins pela equacao:
X Fley)y=10

onde x é uma variavel separante.
Temos que ¢ ¢ dado pelas coordenadas afins por (=3 : —a : 1) onde
P _fa-(:‘"ey) e 3
zY .fy (z,y) ¢
Assim, K(C(X)) = K(X) = k(z,y) = k(a, 8,z) e K(a,8) = k(X*).

=y — Q.

Definicao 4.1.1 Uma curva estranha é uma curva projetiva irredutivel nao
linear com a propriedade de que todas as relas tangentes passam por um
ponlo fizo, chamado de centro.

Lema 4.1.1 (a) Se X ¢ estranha com centro S entao X** = {S} # X e
degn’ < deg X.

(b) X € uma curva estranha se, e somente se, a e 3 sao linearmente depen-
dentes sobre k.

(¢) Se o ou 3 sao constantes, entao X €é uma curva estranha.




(d) a e 3 sao constantes se, e somente se, X € uma reta.

Demonstracao:
(a) Claramente X** = {S} e X é nao reflexiva. Conseqiientemente as curvas
estranhas s6 podem existir em caracteristica positiva.
Sendo deg ' = «wl.w, e I(P,X NTpX) = 7} para quase todo P € X segue do
Teorema de Bézout que:

deg ' < deg X (4.1)

b) Sendo ¢(x, 1 —3.—a, 1) temos que TpX : —azx +y — 32z = 0.
PAL, ; , ! I !
X é estranha se, e somente se, existe (a : b : ¢) tal que (a : b:¢c) € TpX,
VP € reg(X), isto equivale a dizer que —aa + b — fe = 0, com a,b, ¢ nao
124 | | / s U,
todos nulos.
Assim X ¢ estranha se, e somente se, 1,a e 3 sao linearmente dependentes
sobre K. Donde também podemos concluir que se X ¢é estranha entao X* é

1ma reta.

(¢) Se a(P) = a, para todo P € X entao 1 e « sao linearmente dependentes
sobre K e portanto X ¢ estranha. O mesmo ocorre se 3 é constante.
(d) a e 3 sao constantes se, e somente se, X :y = ar + .

O

Definicao 4.1.2 Uma curva projetiva irredutivel é dila extremal se
degn’ — deg X.

Lema 4.1.2 As curvas estranhas nao singulares sao as conicas em carac-
teristica 2.

Demonstracao:
Como X ¢ nao singular temos pela Formula de Plhicker que:

deg X*.degn’ =29 — 2 + 2deg X. (4.2)

Sendo X estranha entao do Lema 4.1.1 segue que deg X* = 1. Assim de (4.2)
temos que

deg X > 29— 2+ 2deg X
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Portanto,
deg X <2 —2g.

Dai, g = 0 e deg X 2. Assim de (4.2) segue que deg 7’ 2 e entao
g 5 g | g
car K — 2.

Teorema 4.1.1 Seja X wma curva estranha com centro S. Entao:
deg X = degn’ + ms(X),

onde ms(X) representa a multiplicidade de X em S.

Demonstracao:
Seja H' um ponto geral de X*, o correspondente hiperplano H ¢ um hiper-
plano geral passando por S. Como S € TpX, VP € reg(X) entao:

r((x)Y(H')) = HN X - {S}. (4.3)

De (4.3) e do fato de que cada ponto de H N X — {S} é um ponto simples
de X segue que > I(P,X N H) = wixw. + mg(X). Assim, pelo Teorema de
Bézout deg X = degn’ + mg(X).

a

4.2 A Equacao de uma Curva Estranha

Seja X' uma curva plana estranha com centro em S = (ag : a; : as)
definida sobre K pela equacao F(Xp : X; : X3) = 0. A condicaode S € Tp X,
para P € reg(X) ¢é equivalente a:

agFxo(Xo : X1 : Xo) + a1 Fyx, (Xo : X7 : Xo) + aaFx,(Xo : X; : X3) = 0.
Teorema 4.2.1 Seja X wuma curva como a descrita acima.  FEntao

m. > p° para algum inteiro posilivo € se, e somente se, as seguintes iden-
tidades polinomiais sao verificadas:

Y alalaRDR DR DRF(Xo: X;:X2) =0 n=1

ngtnytno=n
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Demonstracao:
Pelo Lema 4.1.1 a condigao 7] > p® é equivalente a:

I(P,XNTpX)>p*, Pe€X geral.

A reta tangente TpX é parametrizada por:

zi(t)=z;+ta;, j=0,1,2 onde P=(z:2z;:x2).

A Expansao de Taylor de F(zo(t) : 1(t) : 22(t)) = 0 para t = 0 é dada por:

> Y DRDMDRF(x0:x: : 22)ala™ al2t".

n>1nptnytne=n

Assim de (4.4) segue que:

Z ag°ay e DR DR DA F (29 v2, 0 23) =0, n=1,...,p°—1.

ngtnytn2=n
Desde que P € X é geral e X irredutivel segue a igualdade requerida.
a
Coroldrio 4.2.1 Seja X uma curva plana estranha e q¢ uma poténcia de p.

Entao 7 > q se, e somente se, X € projetivamente equivalente a uma curva
com equagao da forma:

O L X X I e i (X XK ST e 8 o[ K X)) =1,

onde a; € homogeneo de grau j e m e s sao inteiros positivos.

Demonstracao:
Por mudangas de coordenadas projetivas, podemos supor S = (0: 0 : 1) seja
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o centrode X. Se X : F' = 0, entao pelo Teorema 4.2.1 a condigao de w} > ¢
¢ equivalente a:

D%, F(Xo: X1 : X2) =0.

Se DY F #0e DY F = 0 paran = 1, (s—1)g temos que deg F' = m+ sq

para algum m > 0, e a afirmagao do Corolario segue claramente.

O

A equagao da curva f(z,y) = 0 e a relacao y = ax + 3 determina o
polinomio:

U(T) = f(T,aT + B) € K(a, B)

Como ¥(z) = 0, entao ¥(7") é um miiltiplo do polinéomio minimal de
x sobre k(X*). Sendo f.(z,y) + ¥ f,(x,y) = 0 temos que = é uma raiz do

polinomio ¢(1") = fo(T,aT + 3) + af,(T,aT + B) e ¢(T') = V(7).

Lema 4.2.1 Seja g(x,y) = x"h,(y) +a™  h,_1(y) +. ..+ ho(y) um polinomio
em klz,y|. Se a e 3 sdo indeterminadas entio a seguinte identidade se
verifica:

g(x,ax + B) = Z ( 1'); -"'hj(,-'?)c.x" j) z'. (4.5)
70

i=0

Demonstracao:
Pela Expansao de Taylor temos que hj(az + 3) = 32,50 D™h;(3)(ax)™. E
entao,

glz, o+ .0) = Z ( I)L'jhj(_s?)n-f 'j) il
=0

i>0

O

Proposicao 4.2.1 V(T) ¢ identicamente nulo se, e somente se, X é uma
rela.

Demonstracao:

Seja X : f(x,y) = 0 tal que f(z,y) = 2"h,(y) + 2" 'hp 1 (y) + ... + ho(y).
Desde que X é irredutivel devemos ter hg(y) # 0.
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Afirmacao: B €k e a € k.

Como W(T') = 0 segue que ho(3) = 0, com ho(y) # 0. Como k ¢ algebrica-
mente fechado temos que 3 € k.

Suponha que a & k e sejam g;(x) = Dyho(B)x" + ...+ Dyhi 1(B)x + hi(B),
i

Como 3 € K entao g;(z) € K|x] e gi(a) = 0. Se g; # 0 para algum ¢ entao
a ¢é algébrico sobre K e portanto a € k, o que contraria a hipotese.

Logo, gi = 0, Vi e em particular h;(3) =0, i =1

Dai, y — 3 divide h;(y) = 0,7 = 1,....n e isto implica em X ser redutivel.
Donde concluimos que a € K e a afirmacao fica provada.

Segue da afirmagao e do Lema 4.1.1 que X é uma reta.

Reciprocamente, se X é uma reta segue do Lema 4.2.1 que 3 e a sao
constantes e f(z,y) xhi(y) + ho(y) com dh; = 0 e dhy = 1. Entao

hi(z 2 )
. _% f)l,}sgjq) e ho(ax + 3) = ho(B) + Dyho(B)ax.

Sendo 0 (z,ax + 3) = —axDyho(y) + ho(az + 3), podemos concluir que
h[](_-}) U.
Logo, W(T) = f(T,aT + ) = ho(B3) + (Dyho(B)a + hy(3))T) = 0.

Lema 4.2.2 Seja g(x.y) Z:mboj,,,(z“ y), onde gm(z,y), m =
um polinomio de grau m em k[z,y|. Se B3 € K ea € K sao ."mnwendcmm
sobre K, entao:

r m
_t'}'(.'f',ﬂ’.'f-' e }) Z (Zl m }f}; 1(1 n)/))m a) ™
m=0

Demonstracao:

Bejd gmle, ) = 5 e x™ "y

% ¢+ 1 giy [t 12 2 i m 1—i i i 3i
a;f3; i’( ; )(“Hlnp) *( : )ﬂi-+-2("2."7’ |'---i"(i)ﬂ-ma'” ‘B Dyym(l-_(l‘);)’

Substituindo esses coeficientes em g, obtemos o resultado.

m—i

O coeficiente de = em gn(xz,ax + B) é
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Escrevendo f(xz,y) = fi(z?,y?) + g.(x.y) + gr1(x,9) + ... + go(z,¥).
onde g;(z,y), 1 r sao polinomios de grau i, temos pelo Lema 4.2.2
que:

‘l’(f) f(’[.p,ﬂ'p'[‘p )m | Z (Z ‘()m ;qr ; I ﬂ) [m- r) pr-m.

m=0

e entao:

r—1 m
Z ( r— m)ZD”' tgr_i(1,a)B™ ') ] i’ (4.6)

m=0

Lema 4.2.3 Seja f(x.y) fi(z?,y?) + g(z,y) € k|z,y] com g(x,y) # 0
tal que nenhum monomio de g(x,y) esta em k[z?,y"] \ {0}. Sejam T uma

aa + b) :
] d)_.coarn.a.b.c.de K e

c#0. Se ¢(T) = fo(T,aT + B) + afy(T,aT + ,r’)’) 0 em K(a)[T| entao p
divide Jg e x divide g.

indeterminada, a transcendente sobre K e (3 =

Demonstracao:

Escreva g(z,y) = g-(z,y) + gr1(x,y) + ... + g1(x,y) onde cada g; é um
polinomio homogeéneo de grau i e g.(x,y) # 0.

A nulidade de ¢(7T') em K(a)|T| implica por (4.6) que:

J
(r—5) 3 Di7'g,_i(1,e)F*=0. j=0,...,r (4.7)

i=0

Se j = 0 temos que rg,(1,a) = 0. Desde que g,(z,y) # 0 e a é transcendente
sobre K segue que g,(1,a) # 0 e portanto p|r.

Se p | j para algum j, entio o coeficiente de y" 7 em g, j(z,y) é zero, pois
nenhum dos seus monomios pertence ao anel k[z?,y?] \ {0}. Entao por (4.7)
p

Para concluirmos a prova, temos que mostrar que o coeficiente de y" 7 em
gr—j(x,y) é zero para j = . Isto sera feito por indugao sobre j,
quando p fj.

Suponha que o coeficiente de y" ' em g,_;(x,y) é zero para i = 0,

De (4.7) seque que:

ZD“’ ‘gr_i(1,@)B7" = 0.
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Da hipétese de indugao temos que D! 'g. i(1,a), i yeeusd —1 € um
polinomio em « de gran no maximo

s i =], (4.9)

aa + b)
(ca +d)’
obtemos um polinomio em « cujo coeficiente dominante é ¢ vezes o coefi-
ciente de y" 7 em g, j(z,y). Dali, o coeficiente de y" 7 em g,_;(z,y) é zero

Substituindo 3 ¢ # 0 em (4.8) e eliminando os denominadores

por (4.9). Logop |rezx|g.
=

Teorema 4.2.2 Seja X : [(x.,y) 0 wma curva plana wrredutivel. Se
d(T) =0 em K(a,B3)|[T| entao X é uma curva estranha.

Demonstracao:

Se a ou 3 sao constantes em K entao pelo Lema 4.1.1 X é uma curva es-
tranha. Suponhamos entao que a e 3 sao transcendentes sobre K.

Ponha f(z,y) = fi(z", ") + g-(x,y) + ... + g:1(z,y) onde g; é zero ou ho-
mogeneo de gran i, tal que nenhum de seus monomios pertence ao anel
klz?,y?) \ {0} e g, (x,y) # 0.

Se ¢(T') = 0 entao do Lema 4.2.3 temos que p|r, e ainda por (4.7) temos para
j =1 que Dyg.(1,a)B + g--1(1,a) = 0.

Afirmacao: D,g,(1,a) # 0.

De fato, suponha D,g,(1,a) = 0 e escreva g.(z,y) = a;2" 'y F a1 Ty L
Temos que 0 = D,g,(1,0) = a; + 2a2a+ ...+ (r + 1)a,_1a" 2.

Dai, a; = 0 quando p fi ou a é algébrico sobre k. As duas alternativas nao
ocorrem, pois nenhum dos monomios de g, pertence ao anel k[z?, ]\ {0} e
a ¢é transcendente sobre K.

Da afirmagao podemos escrever (3 = ‘%’—%((JT—-Q)- e portanto 3 € K(a).

Para provarmos que K (a) = K(3) escrevamos:

f(x,y) = fi(a®,y?) + 2°he(y) + 2°H hoya (y) 4

onde s > 0, hy(y) # 0 e cada h;(y) é tal que nenhum dos monémios de z'h;(y)
pertence ao anel k|2, y?| \ {0}.
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Afirmacao: pls e o € K(3).
Se s = 0 entao o coeficiente constante de ¢(1°) é Dyho(B)a + hi(3). A nu-
lidade deste coeficiente implica que a € K(3) ou Dyho(8) = 0. A segunda
igualdade nao deve ocorrer pois 3 é transcendente sobre K.
Se s > 1 entao o coeficiente de 7! em ¢(T) é shy(3). Como hs(y) # 0 e 3
é transcendente sobre K, temos que pls.
[£ ainda, o coeficiente de T° em ¢(T') é Dyhs(B)a + hgy1(3). Pelo mesmo
argumento acima concluimos que a € K(j3).
Logo a afirmagao fica provada, e dai, K(a) = K(3). Portanto existem
a,b,c,d € K tais que 3 %{ com ad — be # 0.
Se ¢ # 0 entao do Lema 4.2.3 temos que z|g.
Sendo g = g-(z,y) + ... + g1(x,y) = °hs(y) + 23 hey1(y) com s > 1 e p|s
podemos escrever:

f(a,y) = fila?, ) + a*h(z.y)
onde, * f h(z,y) e nenhum dos monomios de h(z,y) pertencem ao anel
klz?,y?| \ {0}.
Como ¢(T') = T*(he(T,aT + B) + ah,(T,aT + 3)) = 0 entao pelo Lema 4.2.3
temos que x|h(x,y) o que é uma contradigao.
Logo, ¢ = 0 e a e 3 sao linearmente dependentes sobre k. Portanto X é
estranha.

Corolario 4.2.2 Se X ¢ uma curva extremal entao X ¢ estranha.

Demonstracao:

Como X ¢ extremal entao degn’ = deg X onde @’ : C(X) — X. Sendo
K(C(X)) = k(a,B,z) ¢ K(X*) = k(a,3) temos que o grau do polinomio
minimal P(7") de z sobre K(X*) é igual a deg X. Como ¢(7T") é um multiplo
de P(T) e 9¢ < deg X — 1 segue que ¢(T) = 0. Assim pelo Teorema 4.2.2,
X é estranha.

O

Corolario 4.2.3 Seja X uma curva plana tal que ) = deg X = d entao X
€ projetivamente equivalente a uma curva da forma:

_\'S -\rif 1‘\'0 f bz.\'f”").\'g Fo..+ by |-\’l-\’g. %
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comb; € K, j

Demonstracao:
Se w! = deg X = d entao X ¢ uma curva extremal e portanto estranha. Pelo
Corolario 4.2.3 temos que X ¢é projetivamente equivalente a curva:

cX$ + aq(Xo, X1) =0

com ¢ € K* e aq(Xo, X) polinomio homogeéneo de grau d.
Por mudang¢a de coordenadas, podemos reescrever a equacao da forma re-
querida.

a

Corolario 4.2.4 Seja X uma curva nao singular definida sobre um corpo
de caracteristica p > 0 tal que X* € nao singular. Se X ¢ refleziva entao X
€ uma conica.

Demonstracao:

Se X é reflexiva entao o é birracional e assim deg X' = deg X*. Pela Férmula
de Pliicker temos que deg X*.deg ¢ = deg X(deg X — 1). Como degyp — 1 e
deg X' = deg X* segue que deg X = 2. Portanto X é uma conica.

Corolario 4.2.5 Seja X uma curva plana nao singular nao relferiva:
(a) Suponha deg X > 4. Entdo, X* ¢ ndo singular se, e somente se, X ¢é

oy : . AL wedd) ¢ pdihl
projetivamente equivalente a curva Xg'' + X7 + X3 onde q = 7!,

(b) Suponha deg X < 3. Entao carK =2 e X* ¢ ndo singular.

Demonstracao:

(a) Suponha que deg X' > 4. Se X é nao reflexiva entao a aplicacao dual ¢ é
puramente inseparavel, e portanto pelo Lema 1.1.3 temos que g(X) = g(X™*).
Assim se X'* é nao singular, concluimos que deg X' = deg X*.

Pela Formula de Plicker 7} = deg¢ = deg X —1 e dai, deg X = 7!+ 1. Logo,
pelo Teorema 2.2.5 (Pardini) X tem a equagao na forma requerida.
Reciprocamente se X' é uma curva projetivamente equivalente a:

XeU+ X+ X3, g=m.
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Fntao a aplicacio ¢ : X —  X* é definida por,
(Xo : X1 : X2) — (X§ : X{ : XJ). Denotando por (Yo : Y; : Y2) as co-
ordenadas de (P%)*, a equacao de X* é dada por Y LR =D
E portanto X* é nao singular.

(b) Se deg X < 3 entao I(P,XNTpX) =2 para P € X geral.
Logo degyp = deg; ¢ =2 e car K = 2.

Se deg X' = 3 entao pela Féormula de Pliicker deg X'* = 3.
Assim g(X) = g(X*) = 1 e portanto X* é nao singular.

Se deg X = 2 entao X* é uma reta.
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Apeéndice

No que segue, K denota um corpo algebricamente fechado.

n+1
Arp. - KON {O}

Sejam P.Q € K"\ {0}. P ~ @ se, e somente se, existe A € K* tal
que P = AQ).

Se P= (2 x,) € K™\ {0} denotaremos a classe de equivaléncia
de P como sendo (xqg :...: x,).

Seja I um ideal em K[Xy,...,X,], respectivamente I um ideal ho-
mogéneo em K[ X, ..., Xl
V=V()=4{Pe K"/ f(P)=05f eI}
¢ chamado conjunto algébrico afim.
V=V(I)={PePy/F(P)=0,VFel}

é chamado conjunto algébrico projelivo.

Seja T : Py — P} uma mudanga de coordenadas. Define-se
A K K
VT — {P € P} tal que (FoT)(P)=0,YF € I}.
Neste caso diremos que V1 é projetivamente equivalente a V.
A.2 Uma variedade V' é um conjunto algébrico (afim ou projetivo) irredutivel,

1sto é, nao existem subconjuntos algébricos V) e V; nao vazios de V' tais que
V=VuV,.
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Na Topologia de Zariski, um aberto é definido como sendo o comple-
mentar de um conjunto algébrico projetivo em Pj.. Tem-se nesta topologia
que todo aberto nao vazio é denso.

A.3 Seja V' C K™ uma variedade afim. O anel de coordenadas de V' é definido
por:

onde TAV) = {f € K[ Xy; v Xa]/ APy =0NPEV}]
Se V C P} é uma variedade projetiva define-se K (V')

{% tal que G, H sao polinomios homogeneos de mesmo grau}

K(V)

s

onde % ~ T’TL se, e somente se, existe U aberto de V tal que HG, = GH,,
1

em U.

Dizemos que duas variedades projetivas V' e V' sao birracionalmente
isomorfas se existem, abertos afins U e U’ de V' e V' respectivamente tais
que K(U) ~ K(U').

Um morfismo entre variedades f : V' — V' é uma aplicagao regular em
um aberto de V.

Sejam V' e W variedades afins em K". Entao

(a) Uma aplicagao polinomial f : V — W induz um K-homomorfismo
[t K|W] — K[V] definido por g € K[W], f*(g9) =go f.

(b) ¢ : KIW| — K|V]| é um K-homomorfismo entao existe uma tinica
f:V — W aplicagao polinomial tal que ¢ = f*.

Sejam V e W variedades afins. Uma aplicagao racional f : V. — W é
dominante se f(Dom f) = W.

A.4 Seja L|K uma extensao finita de corpos. Os graus de separabilidade e
inseparabilidade de L|K sao denotados por [L : K|s e [L : K|;.
Diremos que L é uma extensao puramente inseparavel se [L : K|, = 1.
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Tem-se que [L : K|,.[L : K|; = [L : K| e [L : K]; é uma poténcia da
carK.
A.5 Seja V' uma variedade projetiva. A dimensao de V' é definida como sendo
o grau de transcendencia de K(V) sobre K e denotada por

dim V' = deg Trans (K(V)|x).

Teorema de Normalizagao de Noether:
Sejam K um corpo infinito e A = T ,Ym € A,
com m < n tais que

(a) y1,...,ym sao transcendentes sobre K.

b) A extensao K(xy.....2.) ktu .. ¢ algébrica.
(¥14eslim) i=

, T, ) sobre

K.

A.6 Uma curva projetiva X ¢é uma variedade projetiva tal que
deg Trans (K (X)|x) = 1.

Seja P € X, o anel:
Op(X) = {f € K(X) tal que f é regular em P}

é um anel local com ideal maximal Mp e (O,(X), Mp) ¢ um dominio de
valorizagao discreta. Se Mp = t.0p(X), entao t é chamado parametro local
de X' em P.

Define-se ordp : K(X) — Z U {oc} como sendo a ordem de anulamento
de f € K[X]|em P. A ord,f é também denotada por vp f

A.7 Seja X uma curva projetiva plana e irredutivel.

Div (X) = {>_ n,P tal que n, # 0 para um nimero finito de P € X}
PeX

é um grupo abeliano cujos elementos sao chamados divisores de X.
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Sejam D =Y pcx npP € D' =Y pcx mpP € Div (X).
Define-se

(1(‘}_‘; !) Z ”;‘., e {) 2 !)! se ”;u 2 ”"p v"')-

Dizemos que D ¢é equivalente a D' se existe f € K(X)* tal que
D = D'+ div (f). Escrevemos neste caso D = D'.
L(D) = {f € K(X)* tal que ord,f > n,,VP € X} U {0} é um K-espago

vetorial cuja dimensao é denotada por I(D).

Teorema de Riemann:
Seja X uma curva plana, deg X = d. Existe g € N tal que

g>deg D +1—1(D), VD € Div (X)

O menor dos inteiros g que satisfaz o Teorema acima é chamado de género
de X e denotado por g(X). Se X ¢é nao singular o género de X ¢ dado por:

Y (d - 1)(d — 2)
9(X) —p
A.8 Seja P € X, entao existe aberto afim U contendo P tal que a equagao
de X em coordenadas afins é dada por f = 0. Assim f = fo + ...+ f4, onde
df = d e f; é um polinomio homogeéneo de grau i.

A multiplicidade de X em P é o menor inteiro m tal que f,,(P) # 0.
Denotada por m,,f = m.

Dizemos que P ¢ um ponto regular de X se m,,f = 1, caso contrario P
¢ um ponto singular,

Reg (X) = {P € X tal que P é regular em X}.

Sejam X : F' = 0 uma curva planae P = (a : b: ¢) € reg(X). Define-se
e denota-se o plano tangente a X' em P por
OF (P)
X

OF(P)
X,

OF (P)

z—c) =0
o (2=0 =0}

TeX ={(z:y:2) eP%/ (r—a)H (y—b)

Sejam X : F'=0eY : (G = 0 curvas projetivas planas. A multiplicidade
de intersec¢ao de X e Y em P sera denotada por I1(P, X NY).
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Teorema de Bézout:
Sejam X : FF = 0e Y : G = 0 curvas projetivas planas. Se X e Y nao tem
componentes em comum entao,

S I(P,XNY) = F.IC.

Define-se sistema linear de curvas de grau d por
Va = {F : homogeneo em K[X,Y,Z]| com OF = d} U {0}.

Tem-se que
(d+1)(d+2) _

dim P(V}) - -

Formula de Hurwitz:
Seja p : X — Y um morfismo separavel entre curvas de grau n entao:

29(X) — 2 =n(29(Y) — 2) + deg (R)

onde R é o divisor de ramificacao.
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