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Introdução

Seja X uma curva projetiva em Pr. definida em um corpo algebricamente
fechado K, de característica p, p > O.

À toda curva não degenerada está associada uma sequência de ordens
0O=eGQ<a<...< é, que descreve as possíveis multiplicidades de inter­
secção da curva com hiperplanos em P"” em um ponto geral de X.

Se To,...,Tn são funções racionais que geram o corpo de funções K(X)
et é uma variável separante sobre K a sequência de ordens de X é carac­
terizada como sendo a sequência minimal de inteiros tal que o Wronskiano
det (DC x;)1 <; j<n É não nulo sobre X, onde DÚ) denota a derivada de Hasse­
Schmidt. Uma curva X é dita clássica se & =1, 1 = 0,...,n e não clássica
caso contrário. Em característica zero, X é sempre clássica.

Por outro lado, define­se a aplicação racional À : X — — —( P2.)* que
associa a cada ponto regular de X o seu plano tangente e a curva dual X*
como sendo o fecho em (P$.)* de 6(X). Um resultado clássico afirma que em
característica zero a aplicação X — — — X* é separável. Isto não é verdade
em geral para as curvas definidas em característica positiva, e neste caso
dizemos que X não é reflexiva.

No Capítulo 1 introduzimos conceitos de separabilidade e inseparabi­
lidade de morfismos entre variedades de mesma dimensão. À idéia de se­

parabilidade geometricamente representa o número de vezes que uma va­
riedade recobre a outra. Em particular, concluímos que, se o morfismo dual
é separável, o número de multitangentes é finito. O conceito de insepara­
bilidade do morfismo dual nos fornece o índice de ramificação em um ponto
geral de X.

Nesse mesmo Capítulo, a Teoria sobre Wronskianos é explorada para
encontrar uma cota superior de Pontos de Weierstrass.

O Capítulo 2, dedicado essencialmente ao estudo de curvas clássicas e
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não clássicas que podem ser caracterizadas por meio do Hessiano associado a
uma curva. Apresentamos a equação de uma curva não singular não clássica,
conforme Pardini em [Hel] e, também uma cota superior para o número
de pontos de inflexão para uma curva clássica. E ainda, estabelecemos a
classicalidade de uma curva do tipo Artin­Schreier.

No Capítulo 3, caracterizamos as curvas não reflexivas através da in­
separabilidade do morfismo dual & e estabelecemos relações entre as curvas
planas não reflexivas e as não clássicas apresentando também a demonstração
original do Teorema devido a Pardini [P].

Ainda neste Capítulo, estudamos detalhadamente as curvas planas não
singulares X de grau p + 1, mostrando que neste caso X = X**, e que esta
igualdade não se verifica em geral para as curvas de grau dp + 1, d > le
p 1d. Analisamos também a reflexividade de X*, bem como a condição de
coincidência de X** com a curva X.

No Capítulo 4, estudamos uma classe especial de curvas não reflexivas
que são as estranhas, que somente aparecem em característica positiva e que
todas as curvas estranhas não singulares são cônicas em caracteristica 2.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste Capítulo apresentaremos resultados essenciais para a compreensão
do trabalho.

1.1. Sobre a Separabilidade e Inseparabilidade
de Morfismos entre Variedades

Definição 1.1.1 Seja A um subanel de B. Um elemento b E B é inteiro
sobre A se satisfaz uma equação da forma B" + ab"! +... +am = O,
a; E A.

Diremos que B é inteiro sobre À se todo elemento de B é inteiro sobre
A. Além disso, o conjunto dos elementos de B que são inteiros sobre A é
chamado de fecho inteiro de A em B. Diremos que A é integralmente fechado
se À é igual ao seu fecho inteiro no seu corpo de frações.

Definição 1.1.2 Uma variedade afim irredutível V é chamada normal se o
anel K|V] é integralmente fechado.

Definição 1.1.3 Uma aplicação Ep : V — W é dita finita se K|V] é inte­
gralmente fechado sobre K[W]*.

À proposição seguinte pode ser encontrada em [L](p.p.237).
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Proposição 1.1.1 Sejam AC BC C anéis. Então:
(1) Se B é uma A­áúlgebra finita e C uma B­álgebra finita então C é uma
A­álgebra finita.

(2) Se AC B é uma A­álgebra finita ex € B então x é inteiro sobre A.

(3) Se r é inteiro sobre A então B = A[x] é uma A­álgebra finita.

Note que B é uma A­álgebra finita significa que B é finita como A­módulo.

Definição 1.1.4 Sejam V elW variedades irredutíveis de mesma dimensão.
Seja f :. V — W uma aplicação regular dominante, então a extensão
E(V)/f*k(W) é finita e o grau da aplicação f é definido por:

degf= [(V) : S*k(IW)L.
Teorema 1.1.1 Se f : V — W é uma aplicação finita entre variedades
irredutíveis tal que W é normal, então ttf *(w) < degf para todo w E W.

Demonstração:
Os conceitos envolvidos no Teorema são locais, então podemos supor que V e
W sejam afins. Denotemos por A = k[V], B = k[W]), k(V) = K, k(W) = L
e[K:L]=degf=n.
Sendo W normal temos que B é integralmente fechado e pela Proposição
1.1.1 À é uma B­álgebra finita. Assim os coeficientes do polinômio minimal
de um elemento a E À pertencem a DB.
Seja w E W e suponha que f '(w) = (v1,­..,vm). Escolha a E A tal que
aív;), 1 =1,...,m são todos distintos. Seja F E BIT] o polinômio minimal
de a, então degF < [K : L] = n. Avaliando os coeficientes de F em w
obtemos o polinômio F[T] que tem m raízes distintas a(v;), i =1,...,me

m < deg F = deg F < n. (1.1)

Portanto, 2 f!(w) < deg f, para todo w E W.
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Definição 1.1.5 Uma aplicação regular e dominante f : V — W é dita não

ramificada no ponto w E W se ttf !(w) = deg f. Caso ttf !(w) < degf
diremos que f é ramificada em w.

Teorema 1.1.2 Seja f : V — W uma aplicação entre variedades irre­
dutíveis tal que W é normal. Então U = fw E Wtal que f é não ramificada em
é aberto em W. Além disso, se f é separável então U é não vazio.

Demonstração:
Podemos supor que V e |V são variedades afins e podemos usar as mesmas
notações do Teorema 1.1.1.
Seja D(F) o discriminante do polinômio F (a resultante de F(T) e F'T))
onde F' é o polinômio minimal de a E A, com IF <Of=n,
Afirmação: Se F é não ramificada em w então D(F)(w) £ O.
Se f é não ramificada em w E VW então ttf !(w) = degf= n. Por (1.1) do
Teorema 1.1.1 temos que nº = deg F' e assim F' tem n raízes distintas. Logo,

D(F) = D(F)(w) 2 0. (1.2)

Se f é inseparável então D(F) = 0 e portanto por (1.2) f é ramificada.
Se f é separável então existe a E À elemento primitivo da extensão k(V)/f*k(W).
Assim, o polinômio minimal F(T) de a tem n raízes distintas onde n = deg F
e portanto existem pontos w E W para os quais D(F)(w) £ O, que são os
pontos não ramificados de /f.

O

Seja X C P%, uma curva irredutível definida sobre um corpo K algebri­
camente fechado com car K =p > O.

Seja K(X) o corpo das funções racionais sobre XY e defina:

K (X)?, o corpo das raízes p­ésimas dos elementos de K(X) em K(X)
Tem­se que:

(1) K(X) € K(X)r e [K(X)r : K(X)] =p.

(2) K(X)r determina uma curva X, tal que K(X,) = K(X)?.
Isto segue do fato que o grau de transcendência de K(X)r sobre K é 1.

3
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(3) À inclusão K(X) — K(X)? induz um morfismo
F':X, — X

(XP:YP:ZP) > (X:Y:Z)

denominado Morfismo de Frobenius sobre X.

Como K é algebricamente fechado, a aplicação t — t? é um K­isomorfismo
,

birr

e daí temos que X, = X.

(4) F': X” — X é puramente inseparável e o índice de ramificação é igual
ap.

De fato, F" é induzido pela inclusão à : K(X) — K(X,).
Seja Q E reg(X) et € K(X) um parâmetro local de X em Q.
Como i*(t) = tº, D(tP) = 0, i = 0,...,p— 1 e DO(tP) = 1. Segue então
que F' é puramente inseparável e índice de ramificação ep = p para todo P
tal que F'(P) = Q.

Teorema 1.1.3 Seja f : X — Y um morfismo dominante entre curvas
irredutíveis de gênero geométrico g(X) eg(Y). Se f é puramente inseparável
então f é uma composição de Morfismos de Frobenius e 9g(X) = 9(Y).

Demonstração:
Suponha [K(X) : K(Y)) =p", r > 1. Considere a composição dos seguintes
Morfismos de Frobenius:

F' F' F' F'Sir ES Do Er Dry
onde K(Y,;) = (K(Y.:­1))*.
Temos pelas observações (3) e (4) que:

IK(Y­) : KO] = 7 e K(Y) = K(Y,).

Como f é dominante podemos supor

K(X) € K(Yy). (1.4)

Sendo [K(X) : K(Y)] = p” por (1.3) e (1.4) concluímos que K(X) = K(Y,­),

4
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portanto K(X) =>K(Y) e f'=/
Logo, g(X) = g(Y) (o gênero geométrico de uma curva depende somente do
seu corpo de funções).

1.2 Dimensão da Fibra

Seja f : V — W uma aplicação regular entre variedades projetivas e
w E W, a subvariedade Ff!(w) de V é chamado de fibra sobre o ponto w.

Teorema 1.2.1 (Teorema da Dimensão da Fibra) Seja f : V — W uma

aplicação regular entre variedades irredutíveis tais que S(V) = W,dimV = n,
dim W = m então:

(a) m<n edim fº(w) > n— m para cada w E W.

(b) Existe um conjunto aberto não vazio U de W tal que dim Fº (w) =n—m
para cada w E U.

Demonstração:
(a) Claramente, esta é uma propriedade relativa a w, então podemos as­
sumir que W seja um conjunto aberto em A” contendo w e que V seja uma
variedade afim. Sendo dim VW = m, existe uma sequência de subvariedades:

W =W935WD>5...5W0,

onde WO = Wi­DnN(F, = 0), F; = O um hiperplano genérico tais que
dim WO = dim WÊD — 1,
Como WCT") é um conjunto finito então WI") = W n Z, onde Z é definido
por m equações e w € Z. Podemos considerar U um aberto de W tal que
UNZNW = fw) e assumir que ZNW = fwl.
Se o subespaço Z é definido por m equações gi = 0,...,9m = O então o
sistema de equações gi = 0,...,g9, = O define o ponto w, onde 9; = qi,
1 =1,...,m, em W.
Sobre V, o sistema de equações f*(91) = O0,..., f*(gi,) = O define a subva­
riedade f*!(w), onde f* : K(W) — K(V) é o morfismo associado à ff.
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Então dim Ff! (w) > n— m, isto segue do fato que dim V =n e f(w)éo
conjunto de zeros de m funções racionais em K(V).

(b) Sendo a dimensão uma propriedade local, podemos trocar W por um
conjunto aberto W' e V por um subconjunto aberto V' EC f!(W"). Sendo V,
W variedades irredutíveis temos que V' é denso em f*(W'") e f(V') é denso
em W' e portanto f determina uma aplicação injetiva f* : K[IW"'"] — K[V'].
Podemos assumir que K[W'"'] € K[V'] e então K(W"') € K(V').
Ponha K[W"'"] = K[w,..., win] e KIV'] = K[ u,..., vn). Sendo dim W'" = m
e dimV' = n o grau da extensão K(V)JK(W"') é n— m. Suponha que
11... Un­m Sejam algebricamente independentes sobre K(W'"') e que vi, i =
n—m+l,..., V estejam relacionados pela relação

Fi(vistio Unom, UI... ,UWM) =O, i=n­m+l...,N.

Denotemos por 7; a restrição de v; em f!(w) 1 V', com w E W"'". Então
KIf (wnV'] = kl81,...,ôn]. Consideremos F; um polinômio em vi, t1,...,
Un=m tomando uw1,...,wwmM entre os coeficientes e denotemos por VW; a subva­
riedade de W' definida pelo menor coeficiente não nulo deste polinômio.
Sejam os conjuntos Wo = NW; e U = W'N W, temos claramente que U é
aberto e não vazio.

Se w E U os polinômios F;(T;;Ti,..., nm, tilw),...wmM(W)) = O e
Fi(VisTa, 11, Prom, WI(W),.. .wmM(w)) = 0, para é = no m+Ll,...,N se
anulam.

Logo tt, 1 = n—m+l,...,N são algebricamente dependentes sobre
K(h,...n­m) e daí, dimFº (w) < nom Portanto segue de (a) que
dim Ff (w)=n—m.

"”

Teorema 1.2.2 Seja f : V — VW uma aplicação dominante entre variedades
projetivas tal que W é irredutível. Se f !(w) é irredutível e dim f!(w) é a
mesma para todo w em um aberto de W, então V é irredutível.

Demonstração:
Seja n = dim f“*(w), para todo w E A, À um aberto de W. Suponhamos
que V seja redutível e que V = UV, onde Vi é irredutível. Como f é regular
temos que f(V;) é fechado. Daí VW = Uf(V1) e W sendo irredutível segue que

6
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(Vi) = W para algum V..
Denotamos por W' = W NY UszwS(Vi) e por V! = f!(W"') temos que
W'= UV; onde cada V; é um dos abertos V; tal que f(V;) = W.
Seja f;: V: — W' a restrição da f, então f; é uma aplicação dominante entre
variedades irredutiveis. Seja m; = minfídim Fr '(w);w E W). Pelo Teorema
1.2.1 esse mínimo é assumido num aberto U € W', isto é, dim f '(w) = m;
para todo w E U.
Sendo Ujf;'(w) = f!(w), Vw € U e f'(w) irredutível temos que
Si (w) = Ff! (w) para algum jo e então dim Si (w) = n, para todo w E U.
Logo V., = V' e consequentemente V,, = V

O

1.3 Wronskianos ­ Pontos de Weilerstrass

Definição 1.3.1 Seja K um corpo. Uma derivação iterativa
(DÓ,i = 0,1...) sobre K é uma seqiência de operadores aditivos sobre
K tal que DO é o operador idêntico e

(1) DO (zw) =X: DO (2) Din (w) Vze,w E K

(2) DO DO) = (o)Di) onde (+) é o coeficiente binomial
Denotaremos DU!) = D e temos a seguinte relação 1!DO — DI,

Lema 1.3.1 Seja p um primo. Sejama = X;oap eb=Xpobit as
erpressões p­ádicas dos inteiros positivos a e b, onde O < ai, bi <p—­1,
Vi >0. Então (s) não é divisível porp se, e somente se, a; > b Vi > O.
Demonstração:
Sejam a = X%;>9 a;p' e b =X ;>obip' com a; > O ebi>p—1. Daí

6) 66) 6)
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Ássim G) Z O (modp) se, e somente se, () £ 0 Vi, o que equivale a
a; > bi, Vi > O.

”

Seja K um corpo tal que car K = p. Denotaremos

Kn =(x E K; DO(t)=0,1 <i <p") e K. =(rEeK;DO(1)=0,i>1).
ráProposição 1.3.1 Para todo m > 1, Km, é um corpo. Mais ainda, DP") é

uma derivação sobre Kr, e Km = (x E Km tal que DP(x) = 0).

Demonstração:
A demonstração será feita por indução sobre m.
m = 1. Para i <p temos que DÓ = 3 Di, Logo,

Di
Ki =(xeK;DO(1)=0,1<i<p)=(z EK; (1) =0,1 <i <p).

Como, D(r) = 0 então Dº (x) = 0 = DP )(r1) = O e daí temos que
K,=(reK;D(xr)=0).
Afirmação: K7 é um corpo.
Seja x € Ka, r 2£0ey=2EK. Temos que D(r)y + D(y)r = O e então
D(y) = O (pois D(r) = 0 er £ O). Portanto y E K, e dessa forma concluímos
que K7 é um corpo.
Supondo que K,, seja um corpo, mostremos que K,41 é um corpo.
Sendo Km um corpo temos que DP?) é uma derivação sobre K, e isso segue
do fato:

DEN (ay) = DE (a)y + DE (y)z
visto que Dó(x) = O0,Vi =1,...,p”—­leVr,yE Km.
Seja L = (x € Km; DP")(x) = 0) e mostremos que L = Km.
É suficiente mostrarmos que DÓ (x) = 0, vr E L, Pr <i < prt,
Seja é = rp" +s com L<r <p­ le 0<s<p"­1l. Temos que

DODF)" = DODir?) = (7 T iperr+s) "( ) Do.S Ss

Pelo Lema 1.3.1 temos que CG) = (rio) = 1 (modp) e então
DO (0x) = 1() "DO(DE)" (a) = O.
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Logo, L = Km, e dessa forma para todo x E Kym411 er /0O existe y = ­ de
modo que DP" (xy) = O.
Como DP”) é uma derivação sobre K, temos que DP"I(x)y+ DP (y)r = O
e então DP")(y) = 0. Logo y € Kma1. Portanto Km41 é um corpo.

[­”

Observação: Sejam K um corpo de característica p > 0 e t uma variável
separante. Defina DÓ) sobre K|[[t]] por DO (ti) = ()no,

Para todo corpo K tal que k(t) C K €& Kkl[[t]] temos pelo Teorema de
Normalização de Noether que K é uma extensão finita e algébrica sobre
k(t). E ainda que (DO,i =0,1,...) é uma derivação iterativa sobre K com
Kn =kK"" e K,=k.

Teorema 1.3.1 Sejam K um corpo com car K =p>0 ex....,tn E K.
Então xo,...,tTr são linearmente independentes sobre Km, se, e somente
se, eristem 0 = e <q <<... < é€ < p” com det (DE (x;)) £ O,
Vi, =0,...,n.

Demonstração:
(<=) Suponhamos que To, ...,Yn são linearmente dependentes sobre Km, isto
é, existem 29,..., 217 E Km (não todos nulos) tais que 29ro +... + 2ntn=0O0.
Pela Definição 1.3.1 e pela definição de Kr, temos que >> , z;DO(x;) = O,
para 0 <1: <p". Donde se conclui que det (DO (x3)) = O o que contradiz a
hipótese.
Portanto, r9,...,rTr, são linearmente independentes sobre Km.

(=) Provaremos a recíproca, por indução sobre n.
n = O, trivial.
Sejam To, ..., Tn linearmente independentes sobre Km. Suponhamos que os
n +1 vetores

(x, DO (a;),...,DE N(1;)),0<j<n (1.5)

sejam linearmente dependentes sobre K. Então existem 209,...,2n E K tais
que
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n

So z;iDO (1) =0,0<i<p"—1 (1.6)
j=0

Como 9, . . ., Tn—1 são linearmente independentes sobre K, então por hipóte­
se de indução temos que os n vetores em (1.5) para 0 < j <n—1 são
linearmente independentes sobre K. Daí z, £ O e sem perda de generalidade,
podemos considerar 2, = 1. Provaremos inicialmente o seguinte fato:

Afirmação: 2; € Km, 3 =0,1,...,n—1
Pela Proposição 1.3.1 é suficiente mostrar que DO (z;) = 0, 1<r<pr,
Isto será feito por indução sobre r.
Para r = 1, aplicando D em (1.6) temos que:

nlD >s;P) = (+13) DUD(1,) + 3 D(2)DO(a;) =0 (17)j=0 j=0

Segue de (1.6) que >, DUtV(x;) = O para i <p" —1eisto também é
válido para à = p"" — 1 pois neste caso 1 +1=0 (mod p).
Daí de (1.7) 27d D(z;)DO (x;) = O para 1 <i <p" —1. Como estes
n vetores (para O < j < n— 1) são linearmente independentes sobre K
concluímos que D(2;) =0, 0 <j<n—I1.
Suponha que DOI(2;) = 0, para LI < s <r<pP"­le0l<j<n­l
Mostremos que DU(2;) = 0, 1 <r <p!
Aplicando D") em (1.6) temos que:

Oo

n . n n—lD" (* sD%) 7 Ú 7) 2725DO (z3) + 3º D(2,)DO(1;) =O
W j=0 j=­0

Como no caso r = 1 para provar que DO(2;) = 0, 1 <r <p"! é suficiente
mostrar que (4) ToziDi(x,)=0,0<i<p"—1.
Para 1 +r <p" isto segue de (1.6). Agora para 1 +r > p"" temos que:

PO <itr<p"+pOlep>DiDopoor>poopri>(p=1D)07
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Daí os coeficientes de p"* na expansão p­adica de i é p— 1 e de i +r é nulo.

Pelo Lema 1.3.1, () =0 (modp)e

(LD)DU(7;)=0 0<i<p”
Daí DO(2z;)DO (x;) = O e portanto DO (2;) = 0, 0<j<n—1.
Voltando a demonstração da recíproca, temos da afirmação acima que
z; E Km, j = 0,l1,...,nm — 1 e então da equação (1.6) temos que
DT 2;DO(x;) =0, 0 <i <p,
Em particular para 1 = O temos 2070 +... + 241tn1 = O. Como cada
2; E Km segue por hipóstese de indução que 2; = 0, 0 <j<n—1l. Daí
Tn =D0eisto contradiz a hipótese.

O

Seja X uma curva projetiva irredutível não singular de gênero g definida
sobre um corpo K algebricamente fechado de característica p. Seja K(X) o
corpo de funções racionais de X.

Denotaremos vp(f) a ordem da função racional f no ponto P em X.

Seja f : X — PZ, um morfismo, / = (fo,...,fn) onde f; E K(X).
Para cada P € À temos que

S(P) = ((t*” /o)(P),...,CP Sn(P))
onde e, := minfvup(fo),..., vP(fn)) et é um parâmetro local de X em P.

Definição 1.3.2 Seja H um hiperplano de Pr, definido pela equação
rom;=0. O divisor de intersecção de H e X é dado por:

H.NX = div > af) + E,
i=0

onde E := > pex EPP.
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Um inteiro j E Né uma ordem em P se existir um hiperplano H tal que
ordp(H.X) = 5.

Dado P E X, define­se os espaços lineares:

D; := (H hiperplano em PZ, tal que ordp(H.X) > i)

Temos que (P%.)*=D, 5 D; 5... e portantoj é uma ordem de P se, e
somente se, D; D Di., j I++

Como a codimensão de Dj;,, em Dj; é no máximo 1 temos exatamente
n + 1 ordens 0 = Jo <N=1<b<...<jn

Se d é o grau de E temos claramente que j, < d. D;j, consiste de um
único hiperplano chamado hiperplano osculador de X em P.

Teorema 1.3.2 Sejam PE X et um parâmetro local em P. Suponha que
ep = O e que sejam conhecidas as ordens jo,...,Ji, de P. Então j3; éo
menor inteiro tal que os pontos

(DE (fo) :...: DENL)), r=0,...,i
são linearmente independentes sobre K ((1)).

Demonstração:
Por mudança de coordenadas podemos supor que o hiperplano osculador é
dado por rr, = O e que, para todo 1 = O0,...,n— 1 os hiperplanos em D;,,,
sejam combinações de r, = O0,...,ti41=0. Nestas condições temos

jia1 = minfordp(aiifiz1 +... +anfnd;Aa1,­­.,0n E E).
Em particular j, = ordp(fn) e jo = ordp(fo). À matriz:

( DO(fo) 0 ) e 0

DE (fo) DES)

DE (fo) DEN) DNS) ... DEF)
12
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é triangular com elementos da diagonal não nulos. Donde concluímos que
(DÊ (fo) Dae! DEN (fa), r=0,...,i são linearmente independentes sobre
K ((t)).

O

Corolário 1.3.1 Semg <m <... < m, são inteiros não negativos tais
que os pontos:

(DO) :...: DIIL)), i=0O0,...,r

são linearmente independentes sobre K ((t)) então j] < my, i=0,...,r.

Demonstração:
Supondo conhecidas as ordens jo, ...,ji­1 temos que os vetores

(DE (fo)... : DPS), — s=0njia
determinam um espaço de dimensão t. Por hipótese os 7 + 1 vetores listados
são linearmente independentes sobre K ((t)) e então pelo Teorema 1.3.2 segue
o requerido.

O

Corolário 1.3.2 O plano osculador em P é determinado pela equação:

Ào x e... Xn

DE (fo) “DENf) ... DEF)

DE" (fo) DES) ... DENSO

Demonstração:
Segue do fato de que n + 1 vetores em P'g((n, são linearmente dependentes
sobre K ((t)).

O
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Definição 1.3.3 Pe X é chamado ponto osculador se j, > n.

Suponha agora que £ seja uma variável separante de K(X) e defina os
Wronskianos generalizados por:

det (DE fi), ij=0O0,...,n

onde eq < e <<... < 67 É à sequência minimal de inteiros tais que os vetores:

(DE fo), ..., Dfa)) i=0,...,n

sejam linearmente independentes sobre K(X).

Proposição 1.3.2 (a) Se gi =X aifj, a:i; E GL 1(K) então:

det (DI (g;)) = det(a;;)det(DIºf)
(b) Se he K(X) então:

det (DI (hf;)) = NV det(DFf,)
(c) Se rx é uma outra variável separante então:

d, €1 +... Hen<) det(DI f;).det(DIN(f;)) = (
Demonstração:
(a) Escrevendo a equação 9; = >> a;;f;, a;; E GL y1(K) matricialmente por
(9:) = (a;;3)(f;) e tomando as derivadas obtemos:

(DI (g)) = (au) (DÊ f).

Logo,

det (DF (gi) = det(au)det(DÊ"f).
(b) Usando a Regra de Leibniz para as derivadas de Hasse segue que:

(DI(hf;)) => DO (hDIE NS) —
14
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= hDI9(f,) + termos em DNF), ..., DIEF).
Logo,

det (DI (hf;))) = det(hDÍf;+...)
o determinante à direita difere do det( DI (hf;)) por determinantes forma­
dos por linhas (DI (fo),..., DI (fa)), r=0,...,621 que são linearmente
dependentes sobre K(X). Pela minimalidade dos eis, concluímos que:

det(DÍ(hf;)) = det (RDI (f;)) = RP det(DEfi)
(c) Usando a regra da cadeia temos que:

&
d NVº

& e;DEI)= (E): (DP SA + termos em DEUS)... DEP)
Dai,

xr
det (DE(f;)) = det ((E) det(DIf)+.. )

Por um argumento análogo ao utilizado em b) concluímos que:

det( Di (f;)) = det ((&) (DE)
Tr

de
dz

e1 +... ten

) det (DÊ fi).det(DSS5)) = (
Dn

Como a sequência «q < ... < é€n independe da variável separante e
da mudança de coordenadas podemos definir eq < ... < €, como sendo a
sequência de ordens do morfismo f.

Mais ainda, devido a minimalidade dos eis, temos que €; < j;, para cada

Definimos o divisor de ramificação de f por:

R = div(det(DI (f))+ (6 +... + en)div(dt) + (n + D)E
onde E = Y epP e ep = —minfvp(fo)(P),...,vrP(f­)(P)).
Note que deg(R) = (1 +... +en)(2g9 — 2) + (n + 1)d, onde d = deg(E).

15
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Teorema 1.3.3 Seja PE XY eseja jo <hh <... < jr a sequência de ordens
de X em P. Então:

v(R)> 3 (ji­a)
r=0

com igualdade ocorrendo se, e somente se o det ((É)) Z£0 (modp).
Demonstração:
Por mudança de coordenadas podemos supor ep = 0. Seja t um parâmetro
local de X em P então vp(dt) = 0 e,

vp(R) = vp(det(DÊ f))

Por mudança de coordenadas, podemos supor f; =t +.... Assim,

det(DI (f;)) = det (E) +. ) "
r

det ((é) e +.. ) p o­smnm — det (()) 10 +. Fin€0... Em +.Er €

vp(det (Di (f)) > SD (ji­e)

sendo a igualdade válida se, e somente se, det ((*)) Z£0 (modp).
O

Além disso, podemos concluir que vp(R) = O se, e somente se, j; = &,
1=1,...,7n.

Definição 1.3.4 Um ponto P € X com a seqúência de ordens eo,...,€m É
dito ponto ordinário, caso contrário P é dito um ponto de Weierstrass e neste
caso o peso deste ponto é dado por vp(R).

Assim, o número de pontos de Weierstrass contados com seus pesos é

(e1 +... +e)(2g 2) +(n+1)d.
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Proposição 1.3.3 Seja P E X com ordens pg < h < Jb <... < jn
Se Mo, M1,... Mn são inteiros tais que 0 << Mo <M <<... < Mp, Ce
det ((É)) £0 (modp) então e; <m; para cada à.
Demonstração:
Como na prova do Teorema 1.3.3 temos que:

det (DI (f)) = det (2 )) GTM, 20,
A proposição segue do fato que eoq < ... < e, é a sequência minimal de
inteiros tal que det (DI (f;)) £ O.

”

Corolário 1.3.3 Seja P € X com ordens jo < Ji < ja <... <jn, sep não
divide (1 indo) então e; =1, 1 = O, ...,n evp(R) => (3; —i).

Demonstração:
Sejam fo,..., fn escolhidas de modo que f; = t* +... em torno de P. Temos
que:

e =i,i=0,...,n se det(DÓ(f,)) = det (2)12 q,?

Logo, para que se tenha det (DIfj)) £ O, deve ocorrer que

det (É) 20 (modp).
Sendo

?

Ji Ji Vandermonde (3 = ja)det = det — e. = | | SA
i=O,...,n

i>s (

concluímos de (1.8) que p não divide (Miva Gão), Pela Proposição 1.3.3
segue que €; =1, 1 = 0,...,n e pelo Teorema 1.3.3 que vp(R) =X" (j;— 1).

”
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Corolário 1.3.4 Seja € uma ordem de X e up um inteiro tal que

( Y ) £0 (modp). Então u também é uma ordem de X.
Demonstração:
Se (s) ZOO (modp)então O0<u<e Supondo 1 > O, seja r o maior inteiro
tal que e, < 1. Como a matriz

[()
€o

€r

ID)
€o

nu) /

tem determinante (: 2 O (mod p) então os vetores colunas desta matriz
são linearmente independentes sobre F,. Pela Proposição 1.3.3, ex) <un e
pela maximalidade de r tal que e, é uma ordem de X com €r < 1, concluímos
que €6,41 = 11 e dessa forma 11 é uma ordem de X.

O
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Capítulo 2

Curvas Clássicas e
Não Clássicas

2.1. Sequência de Ordens
Seja À C Pr); uma curva algébrica irredutível difinida sobre um corpo

K algebricamente fechado com car K = p > 0 ek = K(X) o corpo de
funções. Seja (DÚ),i > 0) uma derivação iterativa sobre k definida por
DON(ta) = (Í) x,

Se To,..., Tn E k são linearmente independentes sobre K, a sequência
minimal de inteiros O = e <a <...,< é, tal que det(D(x;)) £ 0 é
chamada de sequência de ordens de X.

À curva X é dita clássica se €; = 1 para 1 = 0,...,n e não clássica caso
contrário.

Os invariantes 0 = eq <€, <... <€,, representam as possíveis multipli­
cidades de intersecção da curva com os hiperplanos de P7., num ponto geral
de X.

Sendo assim, se X é uma curva plana, €2 é a multiplicidade de intersecção
de X com TpX, P E X geral. Se p = O então X é clássica, isto segue do
Corolário 1.3.3.

Proposição 2.1.1 Sejóá 0 = eq <a <...< e, ordens de X. Suponha que
e =1 paral<nequep>n Seen>mn, então e, é uma potência de p.
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Demonstração:
Como en > n e 6; = 1 para 1 = 0,...,n— 1 então n não é uma ordem de
NX. Logo e, > p. Se e, não é uma potência de p, então podemos encontrar

r < é, tal que (E) Z0 (modp). Assim pelo Corolário 1.3.4, r também éuma ordem de À o que é um absurdo visto que p <r < é€,n.

O

Corolário 2.1.1 Seja X : f(r,y) = O uma curva plana irredutível em PZ.
X é não­clássica se, e somente se, o polinômio f(x,y) é um múltiplo do

. " . mm m m

polinômio 25 +21 x+25 y, com 29,21,22 E Kit,yl.

Demonstração:
Seja,

d:A — P?
(t,y) — (1:1:4)

Como À, é uma imersão temos que €& =1, 1 = 0,1. Ássim as hipóteses da
Proposição 2.1.1 são satisfeitas para todo p > 0. Do Teorema 1.3.1 temos
que €2 > p"* se, e somente se, existem 29,21,22 E k, não todos nulos, com
Pp r+28 y=0O0 sobre k.

Podemos assumir que 29, 21,22 são polinômios sobre k|x, y).
Logo «2 > p"" se, e somente se, existem h,209,21,22 E K|tr,y), h £ O com
hf=27 + 1T+2X= “o El &o YU

O

2.2 Critério Hessiano

Nesse parágrafo, caracterizaremos as curvas planas clássicas mediante
o Hessiano associado a uma curva.

Sejam XY : F = O uma curva irredutível e P E reg(X). Como TpX é
dada por F.(P) = O onde F= F, + Fo +...+ Fr, Fis homogêneos de grau
1, I(P, FN TpPX) é o menor índice t tal que F;(P) £ O.

Proposição 2.2.1 Seja X : F = O uma curva irredutível, OF = n > 1.
Para qualquer i, | <i < n existem polinômios homogêneos H;1,..., Hin, tal
que P E NJ, Hij se, e somente se, F; divide F; como polinômio em Y.

20
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Demonstração:
Seja fvo,...,un­1) uma base para o espaço vetorial

VW1=(GeK[Yo,N,Y2): homogêneo, IG =1— 1).

Temos que dimxk Vi1 = 2) = ( " : = N.
Seja uy uma indeterminada e ponha X = (X6.,X1, X2) e Y = (Yo, Y1,Y2).
F|F; em K[X][Y] se, e somente se, existe G E Vi 1 tal que uyvF; = FG,
i=1,...,n comG=3XYtuv,u;E K. Istoé equivalentea que o sistema, , o I79) OIj=

un FA(X,Y) = F(X,Y)G(Y) =0O

uv FA(X, Y) = R(X,Y)G(Y) =0
com N + 1 incógnitas e (2?) equações, tenha solução não trivial.
A existência de solução não trivial do sistema é equivalente ao fato de que a
matriz

F, — Fu, e... —Fivn­1

Fr — Fu ... —Fivn1

tenha posto menor do que NV + 1 e isto equivale ao anulamento dos menores
de ordem menor ou igual a N, o que ocorre se, e somente se, os determinantes
dos menores H;1,..., Hin, E KIX][Y], i =1,..., N, se anulam em P.

Portanto P E Na H,j se, e somente se, F;|F; como polinômio em Y.
O

Seja r o menor Índice 4, 2 <i < n tal que F não divide H;;, j=1,...,7

Existência de r: Suponhamos que F|H;;, Vi,j. Pela proposição anterior
FF; em K[X]|[Y], então F||F o que é absurdo visto que F é irredutível.

Afirmação: I(P, FN TpPX) =r para um número infinito de P € reg(X).

21
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Basta mostrarmos que I(P,F NTpPX) > r para um número finito de
P e reg(X).
Seja TpX : Fr = O. Pela definição de r, FI|F,i=1,...,7, isto é, existem
G2,..., G, tais que Fo = F/G2,...,Fr,= FG, e

Como F'|F;, i = 1,...,r então pela Proposição 2.2.1 P € NA V(H)NX.
Sendo NA V(H;i;)NX EX e dimX = 1 temos que NA V(H:ii) NX é finita.
Assim existe um número finito de P E reg(X) tal que I(/P, FAN TPX) > r.

Definição 2.2.1 Seja P € reg(X) tal que I(P, XNTpX) > r, P é chamado
ponto de inflexão do tipo r de X. Diremos simplesmente que P é um ponto
de inflexão de XY se P é do tipo 2.

Definição 2.2.2 Seja X : F = O uma curva irredutível, 9F = n. Definimos
curva hessiana de F' como:

H(F) =
rz z

Afirmação: ZºH(F) = —(n — 1)º(Az, — FG), onde Az, = (F)º2Fy, +
xy

+(F)ºDOF — F.F,DÓDF se carK = 2.
De fato,
Como nF = XF, +YEF,+ ZF,, derivando com relação a X,Y, Z obtemos:

nF, = XF. + FL+YFy+ZF > ZE = (n=N)F,=XFuy=YFy (21)
nF, = XF,y+Y Fy, + F,+ZF, = ZFy,=(n=1)F,=XFy,­YE, (22)
nF, = XF., +YFa, + ZEFA +F, 3 ZFy = (n=1)F,=XFy­YFy (23)

Dai,
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II(F) = v Fu Fy Fy Fu=> (2.4)
Fuz ZFu ZE, ZE

Substituindo em (2.4), (2.1), (2.2) e (2.3) segue que: H(F) =

1 Fz7z Fry Fxz

= Fzy Fyy Fry(n=VF,=XFa4­YFy (n—= DF, XFy­ = XF

1 Fre Fry Frz

7 Fry Fyy Fyz
(n—1)F, (n—­1)F, (n—­1)F,

Fr. Fw, ZE,

DOAR Fr Fw ZFy
F. F, £ZF,

Substituindo novamente em (2.5), (2.1), (2.2) e (2.3) obtemos:

Fry (n— UF, — XFxu —
x Fyy (n— 1)F,— XFxy =>

F. EF, nF—

YFry
YFy |=

XF,­YF,

Frx
I(F) = (n—1) F

Z

Fx FW (n—­1)F,
Fry Fw (n—1)F,
FF. FF, nF

Resolvendo o determinante acima temos que:

—(n— 1)º(Arzxy

s (n—1)
7º

n

(n—1)

Ag = (F)ºF + (E)FW — 2E,F.F,Q, obtemos as relações
YºH(F) = —(n — 1)º(Azx: = FG) e X?H(F) = —(n — 1)º(Ay: — FG)
respectivamente, para determinados polinômios homogêneos G, e G2.

Z*U(F) = — FG), com G = (FraFyy= FZ)TY

Analogamente definindo A; =

AAA

7 unesp “ .. 13 14 15 162 3 4 5 6
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Lema 2.2.1 Sejam X : F=0 uma curva irredutível e

Axy = (F.)ºFyy + (Fº Fra = 2F2FyExy,
Ar = (F,)ºFrz + (F.Yº Fr — 2F,EL Er,
Ayz = (Fº Fe + (Fz)ºFyy = 2F,Fz Fyz

então XºAx, = ZA (modF), YºA, = XºAz: (modPF) e
YºAz,= ZºAx: (mod FP).

Demonstração:
Da afirmação acima temos que:

ZFH(F) = =(n — 1)º(Az, — FG),
Y2H(F) = =(n = 1) (Az; = FO) e
X2H(F) = —(n = 1)º(A/, — FC).

Assim, O = (n = 1)2[X2A,, = X?FG + Z2A,, + Z2FGa), e daí X?A,z, =
= ºA,: + G3F, Gg =—­Xº2G + ZºGa. Logo, XºArn, = ZºAy: (mod PF).
Analogamente — concluímos que Y*A, = XºAz: (modF) e
YºAx, = ZºA:;: (mod FP).

”

Lema 2.2.2 F(X,Y) divide F2(X,Y) como polinômio em Y se, e somente
se, Ary = 0, Ar; =0 e Ay; =O0.

Demonstração:
F1|F2 & 3 uo,u1,u2,ua E K não todos nulos tais que

u3a Fa(X,Y) = (Y6F, + Y1 EF, + YoF­)(uoYo +uWY + uso) =

upEF, — usFr, = O
u1 FE, — uz Fyy == O
u2aF, —uzaF.; = O os menores de ordem menor ou

u? Fx + ugFy — uz2Fz,=O0 igual a 3 são todos nulos.
uaFF, + ugF, — uz2Fr., = O
u2Fy, — uy Ez — us2Fy, = O
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—Fyy = (F)º Fra + (F.)ºFyy = 2FzFyFxy =0O,
—2 Fry=

o
m

—Frx
— Foz = (F)º Fria + (FF ­2F,F,.FR=0e

—2Fr:

—Fyy
—Fz = (F)º Fu + (F.)º Fyy = 2F,F,Fy, = 0.

—2Fyz

=
o
m

D
o

O

Teorema 2.2.1 Seja X : F= 0 uma curva irredutível tal que OF = n. Se
p>0ep não divide (n— 1) então X é não clássica se, e somente se, F
divide H(F).

Demonstração:
Segue do Lema 2.2.1

O

Observação 1: Uma curva X : F = O é clássica se F e Axy(Ax: ou Ayz)
não têm componentes em comum.

Observação 2: Seja X : F = O uma curva clássica, P € X é um ponto de
inflexão se, e somente se, Az,(P) = 0, Azx:(P) = 0, A£2(P) = O.

Como X é clássica se, e somente se, I(P, XNTpX) = 2 para P E X geral
e isto equivale a dizer que F)(X,Y) não divide F2(X,Y) como polinômio em
Y. Assim as observações seguem do Lema 2.2.2.

Teorema 2.2.2 Toda curva clássica não singular de grau maior ou igual a
três tem pelo menos um ponto de inflexão.

Demonstração:
Suponhamos que X : F = O não tenha nenhum ponto de inflexão. Pela

25

PV
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



0

Pelo Lema 2.2.1 temos que X?Ar, = ZºAy: (mod PF),
Observação 2, Az, (P) £ 0 ou A7,(P) £ O ou A,.(P) £ O, para todo P € X.

VÁ

YºA,: = XºAx; (mod PF) e YºAn,=ZºA;: (mod FPF). Dx,

IP,X2Ag NF) =I(PZ2AZRDE)
I(P,Y?2ANF) = IP X?AgNF)e
I(P,Yº2A O E) = I(P, 22A; OP).

Assim,

I(P, XºAgNEF) =21I(P, XO FP) HI(P, ANE) = 21I(P, ZOP)HI(P.AZDE)
I(P,YºAZNE) = 21(P,YOF)HI(P, ANP) =21I(P, ZOF)+I(P, ANP).
Logo,

IPA NE) <2I(PZNF)+I(PA,NF)e
II0P,AxÇ NE) <2I(PZNF)+I(PAZOEF)

Como A;5(P) £ O ou A,.(P) É O, para todo P E V(Az,) temos que
IIPAgNF) <2I(P,ZNF).
Sendo F' não singular então F é irredutível. Daí F e Z não têm componente
em comur, e então pelo Teorema de Bézout > I(P,ZNF)=n. Segue daí
que,

VIIPAgZÇONF) <2n (2.6)

Como F' é clássica então F e Az, não têm componente em comum, então
pelo Teorema de Bézout

SOI(P,AZO E) = ndAxy (2.7)

De (2.6) e (2.7) temos que: nOA,x, < 2n. Como 9IA,, = 3n — 4 segue que
3n — 4 < 2 e portanto n < 2. (Absurdo!)

O

Teorema 2.2.3 Toda curva clássica de grau nº tem no márimo 3n(n — 2)
pontos de inflexão.

PV
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Demonstração:
Como o número de pontos de inflexão é finito podemos supor por mudança
de coordenadas que os pontos de inflexão são da forma P = (rt : y : 0), com
r,y,2 LO.
Denotando por > p' a soma sobre todos os pontos P = (17 : y : 0), com z £ O,
e por PI o conjunto dos pontos de inflexão temos que :

HPI<NVWP,EFNAgR)=X>"WP FO Ag) XVVI(P,.FNAZ) (28)
P P z=0

Supondo 2 = 0, temos que x £ 0 ou y £ 0. Por simetria podemos supor que
r £ O e da identidade X?Az, = ZºA:, (mod F) segue que:

2I(P,FNX)+I(P,.FNAg) =21I(P,.FNZ)+I(PRFNA:)

Daí, I(P, FN Azy) > 21(P, FN Z) e por (2.8) concluímos que

HPI<NVI(PENAÇR)= VI(P,.FNZ) <n(3n 4) —2n = 3n(n — 2).
P 2z=0

oO

Proposição 2.2.2 Seja X : F = O uma curva plana irredutível com 9F > 2.
As seguintes condições são equivalentes:

(a) X não é clássica.

(b) Ary = Àxz = Ay: = O sobre X.

(0) Ary = O ou Az, = O ou A,, = 0 sobre X.

Demonstração:
(a) > (b) Se F é não clássica então FIAx,, FIArxz, FIA,z: Logo existem
G1, G2, G3 tais que Az,(P) = F(P)G(P) = 0, A7.(P) = F(P)GAXP)=0e
Ay2(P) = F(P)JG3(P) =0, VP € X.
Portanto Azy = Az; = Ay; = O para todo P € V(F).

(b) => (a) Se Ary = Ax; = Ay: = O para todo P € V(F) pela Observação 1
temos que F|Axy, FIArz, FIA: e portanto F é não clássica.
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(b) => (c) Trivial

(c) => (b) Suponha que Ax, = Oem X. Pelo Lema 2.2.1, temos que
XºAxn, = ZºA:, (mod PF), ou seja, FIIX?Arz, — ZºAzy). Logo existe G
tal que XºAz, — ZºA,, = FG.
Como F|Ax, 9F > 2e PF é irredutível, concluímos que FIA,z,. Portanto
Az, =0 em X. Usando as demais relações do Lema 2.2.1, obtemos Az; = O
em À.

O

Teorema 2.2.4 Seja X : F = O uma curva plana não singular OF =n e
p>2. X:F=0 é não clássica se, e somente se, F.,y =0, Fix =0, Fx =O0,
DO(F) =0, DO(F) =0 e DO(F) =O.
Demonstração:
(=>) Como X é não clássica segue da Proposição 2.2.2 que ÀA;, é múltiplo de
F, isto é, existe G E K[X,Y,Z] tal que Ar, = GF. Daí

(F)º Fra + FI(F1iFyy — 2Fn,F,) + GF =O0 (2.9)

Seja P E V(F) e podemos supor F,(P) £ O, pois F é não singular.
Afirmação: Se Fr, £ O então F, £ O.
Suponhamos F,z, = O, então por (2.9) temos que FI(Fy)ºFr7. Como Fr7 £ O
segue que F|Fy, o que é um absurdo.
Pela afirmação se Fr, É O então OF, = n— 2, OF, =n — 1. Daí, por (2.9)
temos que: 2I1(P,F, NF)+HI(P,FZ NF) > I(P.F,NF).
Como Fy(P) é O então I(P, Fi NF) > I(P,F,NF) e pelo Teorema de
Bézout segue que (n — 2)n > (n — 1)n. (Absurdo!)
Assim,

Fr =0em X. (2.10)

Sendo Fr, = 2Dº(F) temos que DOF) =O.
Por um argumento análogo concluímos que

DO(F)=0e DO(F) =O.
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De (2.9) e (2.10) segue que 2F,FyFrx, = GF. Daí F|Fx, e então Fr.,=0 em
X. Analogamente por (2.11) F., = F,,=0em X.

(<=) É imediato pela hipótese e pelas definições de Axy, Az: € Àyze­
”

Observação: Segue do Teorema 2.2.4 que: Toda curva não singular em ca­
racterística zero é clássica.

De fato, seja X : F = O uma curva não singular e não clássica, então 9F > 1.
Pelo Teorema 2.2.4 Fry, = 0, Fr; = 0, Fy, = 0 em X. Logo, FIFrww, F|Frz,
F|Fy; e daí Fr, =0, F.; =0, F,; = 0. Portanto 9F = 1. (Contra hipótese).

Teorema 2.2.5 (Pardini) Suponha que car K =p. Se X: F=0 é uma

curva não singular não clássica de grau n, então p divide n—­ 1 e F =

XP (XP?,Y?,Z?) + YPA(XP?,Y?,Z?) + ZPs(XP?,Y?,ZP), para determinados
P., Pa, P3 polinômios homogêneos em K[X,Y,Z].
Ainda mais, se p £ 2 vale a recíproca

Demonstração:
(=) Pela relação de Euler e pelo Teorema 2.2.4 temos que:

0 = XF,1+YFy+ZF1=(n=VF, (2.12)

0=XF,+YF,+ZF,=(n—V)F, (2.13)
0=XF,+YF,+ZF,=(n=1)F, (2.14)

Como F' é não singular podemos supor que F, £ O em X. Logo (n— 1) = O
(mod p) e portanto p|(n — 1).
Sendo F' não clássica e não singular temos que por argumento análogo ao do
Teorema 2.2.4 que:

DO(F)=O, DO(F)=0e DO(F)=0 em X.
Daí, Fr.y=O0, Fr =O0, Fx =O0, em X.

De (2.15) e (2.12) temos que F,7, = 0 em X, e portanto F,, = O.
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Analogamente usando (2.15), (2.13) e (2.14) concluímos que F,, = O e
F.; = 0. Como car K = p existem Py, Po, P3 polinômios homogêneos tais que
F, = P(X?,Y?,Z?), E, = Pa(X?,Y?,Z?), F, = P3(X?,Y?,Z?).
Portanto F = XP(XP?,Y?,Z?P) + YPA(X?,Y?,ZP) + ZP3(X?,Y?P,ZP).

(=) Se F = XP(XP?,Y?,Z?) + YPA(XP?,Y?,Z?) + ZP3(X?,Y?, Z?) temos
claramente que todas derivadas de segunda ordem são nulas em X, pois
carK £ 2.

O

Corolário 2.2.1 Suponha que car K = 2. Uma curva X : F = O não
singular é não clássica se, e somente se, Fº é da forma:

F=XP(X1,Y4,Z) + YPA(X4,Y9,Zº) + ZP(X9,Y9, 2),

com Pis polinômios homogêneos em K[X,Y,Z]|.

Demonstração:
(=) Como F é não singular e não clássica pelo Corolário 2.2.5 temos que:

F=XQ(Xº,Y2,Z) + YQ(X2,Y2, 72) + ZO(X2,Y2,Z2). — (216)
onde Q,7, Q2, Q3 são polinômios homogêneos.
Do Teorema 2.2.4 obtém­se:

0 = DO(F) = XQu(Xº,Yº, 2º) = X(Qu(X,Y,Z))*.

Logo Q1(X,Y,Z) = P(X?,Y?, 2º) e daí Q(Xº,Yº, 2º) = P(X4,Y1,Z).
Analogamente usando DO(F) = DO(F) = O concluise que
Q2(X?, Y?, Zº) = PA(Xº, Yi, Z*) e Q3(X?, Y?, Zº) = P3(X?, Yi, Z).
Substituindo Q,7, Q2, Q3 em (2.16) obtemos

F=XP(X,Y4, 2) + YP(X4,Y9, 29) + ZP(X14,Y$, Z).

(=) Se F= XP(X4,Y4,Z9) + YPA(X4,Y4,Z) + ZPA(X9,Y1, Z*) temos
claramente que as derivadas de segunda ordem de F' são todas nulas. Por­
tanto F' é não clássica.
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Exemplo 2.2.1 À curva y” = f(x).

Seja F, um corpo finito de q elementos com característica p > 2.
Seja X : f(x) = 4", tal que p não divide n,

fia) =? (a ­ a)" E Ra),
1

onde f tem pelo menos uma raiz simples em F7 e aà1,...,a,r são raízes dis­
tintas de f(r) em algum corpo algebricamente fechado K, contendo F7.

Teorema 2.2.6 Seja X : f(x) =", f(x) E Falr] como acima e seja K um
corpo algebricamente fechado, contendo F, de característica p > 2. Então X
não é clássica se, e somente sé n= 1 (modp) e existem polinômios g(x)
e h(xr) em K|[x], com O9g(x) > Ih(x) tais que f(x) = g(x)” + rh(x)”.

Demonstração:
Como p / n temos que x é uma variável separante.
A não classicalidade de X é equivalente a DOy = 0. Isto se deve ao fato

1YT y
que, det | 0 1 Dry | = DSy. Diferenciando duas vezes com respeito a

0 O Dºy
variável r a equação f(x) = y” e usando DIM).DMM) = 2DO temos que:

(n—1)(f'())
nf(x)

Daí, DP)y = 0 se, e somente se, n= 1 (modp)e/f"(r)=0. Escrevendo
f(x) =X a;r' então a condição f” (x) = O é equivalente a condição a; = O se
i£O0O (modp)eaÉl (modp). Assim f(x) é da forma g(r)” + xh(x)?,
com Ig(xr) > Oh(x) pois p não divide n. Portanto temos demonstrado o
requerido.

+2n/ DEy=fS(0)

”

Exemplo 2.2.2 Cúbica Cuspidal.
Estudaremos a classicalidade da cúbica cuspidal a menos da equivalência

projetiva.
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Proposição 2.2.3 Seja X uma cúbica cuspidal definida sobre um corpo de
característica p.
(1)Sep£3 então X é não clássica se, e somente se, p= 2

(2)Sep=3eX é projetivamente equivalente à X?t — XQX$ =0 então X é
não clássica.

Sep=3eX é projetivamente equivalente à X? — XX2 + XtX2a=0 então
X é clássica.

Demonstração:
Um modelo não singular de uma cúbica cuspidal é P!, então X admite uma
normalização n : P! — X. Podemos assumir que 7(0) é a cúspide e então

n(t) = (1+at:t: 1). (2.17)

Se p É 3 então,

­ o 1 2 a ao a. NovoNX —«. oMX3 + aXíT NX = (x + 2) = — AX) + —Xo + Xo X3.3 3 27

Concluímos que XY é projetivamente equivalente à Y? — YyY?2 = 0. Assim a
equação de X é dada por:

1º —yº=O.
Sendo DI2)y = O se, e somente se, p = 2. Segue que, X é não clássica se, e
somente se, p = 2.
Se p= 3 então,

1XX XNT+ANIN2 = X2­ (=X) (aX2)º + Xº(aX2)
por mudança de coordenadas concluímos que X é projetivamente equivalente

Yi = +Y2% =
Por (2.17) temos que n(t) = (1 +at:t?º:tº) e então:

Dº(A1+a) DP DOS 1+0t E É
D(1+at) DOR DOB a 2H O0O|=aP

DO (1+at) DOVR DOR 0 150
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onde, DO ,79=0,1,2é a derivada de Hasse com respeito ao parâmetro t.
Então, a = O se, e somente se, X é não clássica. Portanto se a £ O então X
é clássica e X é projetivamente equivalente à uma curva

XT NXX3+ANÍXZ=0.

O

Exemplo 2.2.3 Seja X uma curva dada por f(x,y) = 25 + Ar +2D2xXº +
EE + 2923 — 212324

42925 — 24
Então X é não clássica pois temos que H(f) = 2(42225 — 22)f.

+28y+ 24xy+ 2Eyº com 209,21,...,25 E Klr,y) eg=
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Capítulo 3

Curvas Reflexivas e
Não Reflexivas

3.1. Dualidade

Seja À : F = O uma curva irredutível. Considere a seguinte aplicação:

E:X => (PR

P = (E(P): E(P):E(P)

A curva X* = &(X), o fecho de Zariski de p(X) em (P%$,)*, é chamado
de dual da curva X.

Seja T : PF — P% uma mudança de coordenadas dada por
XxX

T(X,Y,Z) = A |

Z

XDefina T* : (PZ)* — (P$)*, tal que T(X,Y,4) = A* | Y
A* =(A).

Têm­se que:

(1) Se L é uma subvariedade linear de P(V) onde V é um K­espaço vetorial
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define­se:

L'=(gEP(V)' tal que gl, = O)

(2) Se g E 1! então T*(g) = h se, e somente se, h| 0.
TM)

Lema 3.1.1 O diagrama abaixo é comutativo

reg(F") — reg(F)
le | le

(PL)' > (P%)

Demonstração:
XSuponha que T(X,Y,Z) = A | Y onde À = (a;;) 1,j = 0,1,2.Z

[5 (is)Pela regra da cadeia tem­se que: | (FT), |=(A)| (E) |.
(F”): (F.)"

F, (F)s
Logo tem­se a relação | F, | = (A)| (FD), |= A*

F, (F"):
qual segue o lema.

Lema 3.1.2 Sejam T : P(V) — P(V) uma mudança de coordenadas e L
uma subvariedade linear de P(V), tem­se que T*(L') = (T(L))'.

Demonstração:
heT"(L') > 3gEeL tal que h = T*(g), com gl, = 0 &S e h = T*(g) com
goTn,=0 ha,=90Tlh,=0he(T(L)).T(L) T(L)

O

Teorema 3.1.1 Seja X : F = O uma cônica não singular. Se car K £ 2
então E(V(F)) é o traço de uma cônica não singular X* : F* = O. Se
car K = 2 então toda reta tangente a X : F = O passa por um ponto fixo Q
eo(V(F))=Q".
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Demonstração:
Seja T : Pã — P%$ uma mudança de coordenadas tal que FF! = X? — Y Z.
Neste caso

E:V(FI) — (P%)*

(X:Y:Z) — (QX:­Z:­Y)
Mostremos inicialmente que E(V(FT)) = V((FT)*).
Se (Yo : Yi : Ya) representa as coordenadas homogêneas de (PZ,)* então as co­
ordenadas — dos pontos de (V(F”")) satisfazem a equação
(FT — Y? — 4Y, a —
Logo, (V(FT)) E V((FT)*).
Reciprocamente, dado (Fo : R7 : R29) € V((FT)*).

(3Ro : —Ra: Ri) se car K £ 2
Seja P € V(FT) tal que P =

(VER: Ra: Ro) se carK = 2
Então, €(P) = R e assim V((FT)") € P(V(FT)).
Portanto a afirmação se verifica.
Segue então que

o(V(F)) = T'(Á(V(FT)) = T'(V(FT)") = V(QFT)TO (3.1)

Se car K = 2, mostremos que£Á(V(F)) = (T(R))'.
Dado g E Q(V(F)) de (3.1) temos que g E V((FT)Y!
(FT) (g)=0.
Pondo T*­*(g) = (yo: 11 : 42) temos que (FT)*(yo : 1 : 2) = O se, e somente
se, yo = O.
Logo, T*!(g9) = (0 : 1 : ya) se, e somente se,

.—l ,e dal

g=T(0:V1:Y9) = T'(R). (3.2)

Pelo Lema 3.1.2 temos que T*(R') = (T(R))' e portanto de (3.2) concluímos
que g = (T(R))Y'. Assim (V(F)) = (T(R))'.
Se car K 2 2. Pondo F* — ((FT)*)T tem­se que X* : F* —= 0 é uma
cônica não singular e p(V(F)) = V(F*).
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Seja X : F = O uma curva plana irredutível de grau d > 2. Suponha
que as únicas singularidades de X sejam nós e cúspides, então

d(d—­1)=d+2n+3kx
3d(d — 1) =1 + 67 + 8x

n: número de nós
K: número de cúspides
d número de retas tangentes a X passando por P é X
i: número de retas que passam por pontos de inflexão

Seja p : X — X* o morfismo dual tal que X* : F* = O.
Se q é separável temos as seguintes correspondências:

(tangentes à F) — (ponto de F*)
(tangentes inflexionais à F) e— (cúspides de F*)

(bitangentes à F') €— (pontos duplos de F*)

3.1.1. Fórmula de Plicker Generalizada

Se X : F= 0 é uma curva não singular de grau d e deg XÀ* = d* então:

d(d — 1) = d*.deg é

À prova dessa fórmula exige um estudo mais profundo de geometria
algébrica. Daremos a seguir argumentos que justifiquem o resultado apre­
sentado.

Seja L uma reta genérica em (P%$,)* então L intersecta X* em d* pontos
distintos.

Como deg À? é o número de vezes que X recobre X* então
deg (fF(X*.L)) = degy.d*.

Por outro lado, à reta genérica L corresponde um ponto PZ XeX
sendo não singular, o número de retas tangentes a X passando por P é
d = d(d — 1). Essas retas tangentes correspondem aos pontos de X* NL.

Assim, d(d — 1) = degç.d*.
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3.1.2 Variedade Conormal

Seja À uma curva plana irredutível e não degenerada. Define­se a conor­
mal de XY como sendo

C(X) = ((P, TX) tal que P E reg(X)).

Denote por 17 : C(X) — X en! : C(X) — X* as projeções sobre X e X*
respectivamente. Tem­se que 7 é birracional e então a aplicação dual pode
ser escrita como:

p=Tonm': XX

Afirmação 1: C(X) é irredutível e dim C(X) = 1.
De fato, sendo 7 birracional temos que dim C(X) = 1. Como cada fibra
T!(P) tem a mesma dimensão então Teorema 1.2.2 temos que C(X) é irre­
dutível.

Afirmação 2: O dual X* é uma curva.
Supondo que dim X* = O então dim((1') !)(TpX) = 1, VP E reg(X) e daí
TpX 5 n((1*) (TpX)) = X. Portanto X = TpX, o que é contrária a
hipótese.

Afirmação 3: Se X é uma curva não singular então a Fórmula de Plúcker
pode ser reescrita como:

deg X*. degn' = 29 — 2 + 2 deg X,

onde gq é o gênero da curva.
De fato, temos que 2g — 2 = d(d — 3) onde d = deg X.
Pela Fórmula de Plicker temos que deg X*. deg o = d(d­1). Como pot = 7
e 7 é birracional então degy = degn'. Dai segue o requerido.

3.2 Reflexibilidade e Classicalidade

Definição 3.2.1 Sejam o : X — X* ev: X* — X** aplicações duais.
Dizemos que X é refleriva se:

(a) X**= XN
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(b) pop=idx
Neste caso, temos que X é birracionalmente equivalente a X*.

Escolha um sistema de coordenadas Ao, X1, Ão em P% eYXn,1,Y2 em (P%)*.

Proposição 3.2.1 Se K(X) = K(r,y) então K(X*) = K(y,y— xy), para
algum y' E K(X).

Demonstração:
Seja P = (1: 7 : y) E reg(X) e suponha F(P) £ 0. Suponha que as
coordenadas afins de X sejam dadas por 7 = = y = Te numa vizinhança

= E, y* = à numa vizinhança de €6(P). Pela Fórmula de Euler
temos que: Fo(1: r : gy)HYTF(1:r:y)+yYyPo(l1:r7:y)=Oeentão,

F(1:r7:y) F1:r:y) Fiz)
fi” +? ,Fo(l1:xr:y) F1:x:y) SP :T:Y)

eF(l1:ir:y+P(1:r:y)y/=0 Assim,

Fo(1:r:y) ! F(1:2:y)
F(1:x:y) =1y­y onde y NTITETTTNA

Logo,

e(l1:r:y)=(Rh(1:r:y):MO 1criy): BAiriy))=(tTy­Y:­yY:1).
O

Sejam f : X — X' tal que f = (fo : fi : fo) um morfismo domi­
nante, então f induz um K­homomorfismo f* : K(X'!) — K(X) injetor
e então pelo Teorema de Normalização de Noether K(X)|K(X') é uma ex­
tensão finita e portanto algébrica.

O K­homomorfismo f* induz um homomorfismo entre os anéis locais:
Ox1,g — Ox,p para todo P E reg(X) e f/(P) = Q.

O índice de ramificação de f em P é dado por:

e(P) = —mintordp(fo), ordp(f1), ordp(fa)).
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Sendo À um morfismo dominante dado por £&(1 : x : y) =
= (ry'—y:—y':1) segue que e(P) = minfordp(y), ordp(xyY' — y)).

Os graus de separabilidade e inseparabilidade de 4 serão respectivamente
denotados por:

s(X) = [K(X) : KIM], e 1X) =[K(X): K(X)).

Proposição 3.2.2 Sejam X uma curva plana irredutível de grau maior que
1 sobre K ep: À — NX* a aplicação dual.

(a) Sep=0 então e =2 es(X) = 1.

(b) Se p > 2 então é é inseparável se, e somente se, e > 2. Neste caso,

(c) Se p=2 então 1 é inseparável ei(X) = e

Demonstração:
Sejam P = (a? : bg : 1) E reg(X) e t um parâmetro local sobre X em P.
Uma parametrização de X centrada em P é dada por:

rI=ag+t e y = bo + bit + batº +... onde by; = DÓy(P).

Suponha que P = (0: 0: 1) e que a reta tangente à X em P seja dada por
x =, isto é, y'(P) = O.

Podemos então escrever y = erº +ex21 +. ...,c/Z0e assim,

yY' = ecrr !+(e+lDdrº+... (3.3)

y­sy = (1— e)Crº — edsPP +... (3.4)

Se p = O então bz £ 0 em K e daí, ICP XNTpPX) =2. Portanto €2 = 2.
Sendo K(X*) = K(yY',y—ry') então de (3.3) e (3.4) concluímos que s(X) = 1.

Suponha que p > 2
Se 62 > 2 então pela Proposição 2.1.1, «2 é uma potência de p. Sendo
ordpy' > ordp(y — Ty") = €2 temos que i(X) = e.
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Se 6; =2ep>2 então ordpy' =1 Daí i(X) = 1, isto é, à é separável.

Se 6; =2ep=2 então ordpy > ordp(y — ny) = 2. Assim 1(X) =2= e.
­”

Teorema 3.2.1 Seja X uma curva irredutível em P%Z,, com carK > 2. São
equivalentes as afirmações:

(a) p é separável.

(b) e2 =2.

(c) X é reflexiva.

Demonstração:
(a) & (b) Segue da Proposição 3.2.2.

Mostremos que (a) & (c)
(c) > (a)
Se X é reflexiva então X** = X ep'op=idx. Logo o é birracional e assim
i(X) = 1 e s(X) = 1. Portanto y é separável.
(a) = (c)
Sendo (tr : y : ) = (—y' : 1: ry —y) e € é separável temos que 64 = 2 e
portanto por (3.3) seque que y” (P) £ 0, VP E U, U aberto em reg(X).
Se €p(P) = Q com P E W, temos que:

ToX* =< 2(P), D.2(P) >

onde 2(P) = (—Y'(P) : 1 : X(P)W(P) — uy(P)) e D,=(P) =
= (—y"(P): 0: 7(P)y'(P)) = (—1:0: 1(P)).
Mostremos que (TÇX*Y =p (6(P)).
Sejam (Z(P)) : —Y(P)Xo + NM + (Z(P)Y'(P) — Y(P))Xa = O e
(D,Z(P)): —Xo + T(P)X2 = O as retas correspondentes aos pontos z(P) e
(D.Z(P))' respectivamente.
Mostremos que P € (Z(P))' e P € (D,Z(P))'. De fato,

—y'(P)e(P) + y(P) + (z(P)y'(P) > y(P)).1 =0O
—r(P) +X(P).1=O0
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Seja P' E o!(€(P)) então £(P) = £(P'). Logo TpX = TpX e portanto
(Z(P))' = (Z(P')) e (D.Z(P))' = (D2Z(P'))".
Assim P' e (Z(P)' e P' é (D,Z(P)), donde concluímos que
E (e(P)) c (TQX*)'.
Como dim(TEX*) = 0 e (TQX*)' é irredutível então p'(£Â(P)) = (PY e
portanto 4 é bijetora.
Por outro lado, por argumento análogo temos que (TpX)' = (Q), vVQ E TpX.
Sendo (PY = (TQX*)' e (Q) = (TpX)' para todo Q E X* tal que €6(P) = Q
temos que (4 o é)(P) = Q'(TPX)' = Pedal X** =X.

”

Proposição 3.2.3 Seja car K =p, p £ 2 e seja: X — X* a aplicação
dual. Então:

(a) p é inseparável então À tem infinitos pontos de inflexão. Neste caso,
para todo ponto P E reg(A) tem­se que ICP,TPXNX) >.

(b) p é separável se, e somente se, X tem um número finito de bitangentes,
isto é, há finitas tangentes a À em dois pontos.

Demonstração:
(a) De (3.3) e (3.4), temos que P é um ponto de ramificação de X se, e
somente se, bz = O, isto é, I(P,TPX NX) > 2.
Logo, P é ponto de ramificação se, e somente se, P é um ponto de inflexão.
Como toda aplicação separável tem um número finito de pontos de rami­
ficação então pela afirmação acima concluímos que + é separável se, e so­
mente se, X tem um número finito de pontos de inflexão.
Agora, pela Proposição 3.2.2 temos que se 4 é inseparável então p divide
o Índice de ramificação de 4 e portanto ba =... = by, = O, para todo
P E reg(X)
Logo, I(P,.TPX NX) > rp.

(b) Se 4 é separável temos pela Fórmula de Plúcker que as bitangentes cor­
respondem aos pontos duplos que são em número finito. Assim as bitangentes
correspondem às singularidades de X* e portanto são em número finito.
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Proposição 3.2.4 Seja X : F = O uma curva em Pº, tal que OF = n.
Suponha car K = p £ 2 para todo P E reg(X), defina o hessiano:

Hp =X" Fi(P)FF;

e a cônica Qp dada por:
2

1,3j=0

Então P é um ponto de inflexão se, e somente se, TpXA é uma componente
de Qp. Mais ainda,

(a) Se p=0 ou p não dividir (n — 1) então:
P é um ponto de inflerão se, e somente se, Hp = O sobre Tp X.

(b) Se p divide (n— 1) então P é um ponto singular em Qrp.

Demonstração:
Seja b = (by : by : ba) E P$r. Como car K é 2 pela Fórmula de Taylor temos
que:

2 P 2
F(P +tb) = F(P) Ht DV E(P)bj + )> Fy(P)bibj +t9(b,t, P)

i=0 2 i,j=0

Se b Ee TpX então

nº 2
F(P +tb) = = X> Fi(P)bib; + tº9(b,t,P).

1,j=0

Assim, P é um ponto de inflexão se, e somente se, Cijeo Fi(P)bbj = O,
Vbe TpX se, e somente se,

TpÃÀ é uma componente de Qp. (3.5)

Sendo,
2DE"= 2 Fa(P)re = (n = DR(P) 1=0,1,2 (3.6)
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temos então pela Fórmula de Euler para Qp que:
2OQr(x) ==>) Pino)> F(1)e: (3.7)

i=0=0 OX p

(a) Como p £ 2 é tal que p = O ou p não divide (n—1) concluímos de (3.6) que
se P E reg(X), então P é um ponto regular de Qp e
TP(X) = Tr(Qrp).
Temos de (3.5) que,
Hp = 0 sobre TpX & Hp(r) = 0, Vr E TX ­ Qp(r) = 0, vr E TX
<< Péum ponto de inflexão.

(b) Por (3.6) REP) = (n—= DF(P), i=0,1,2.
Como plj(n — 1) então ORP(P) = 0,1 =0,1,2. Logo P é um ponto singular
de Qr.

O

Teorema 3.2.2 Seja X : F = O uma curva não singular em Pi,
carK =p > 2, com infinitos pontos de inflexão então

F;=0  i,j=01,2.

Demonstração:
Inicialmente mostraremos que F;; = 0, é = 0,1,2. Suponha que F7,7 É O.
Como o morfismo dual 4 pode ser escrito como a composição de um morfismo
puramente inseparável de grau p* e de um morfismo separável, então I(P, FN
F)> Pr, vV PeFnNnF,i=0,1,2. Assim F.F; =>"rpP com rp > pº.
Seja D; = >> mpP tal que D; = p“(F.F;). Podemos escolher as coordenadas
homogêneas em P%, de modo que os pontos (1: 0: 0), (0:1:0) e (0:0:1)
não estejam em X. Seja PE X tal que P=(1:0a:0).

Como X é não singular podemos supor F2(P) £ O e tomar as coordenadasafins 17 = — y=22et=0­—acomo um parâmetro local de X em P.
No anel local Ox,p temos que F(1: x : y) = atl"P coma € Ox,.p. Isto
significa que existe um aberto V contendo P e existe b € K[V] tal que:

F=at"P+bF em KV] (3.8)
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Derivando (3.8) com respeito à variável t temos que:

daFu = ( + pe) UP em Ox,Pp (3.9)

Como F £ 0 em X, podemos definir o divisor Di, = FF, = > npP e
então por (3.9) temos que mp < np, VP E V tal que F(P) = O.
Logo Dn > Di, e isto não é possível pois degDu = n(n — 2) enquanto
que degD, = nín — 1). Logo Fr = O. Analogamente demonstra­se que

Mostremos agora que F;; = O, para 1 É j.
Pela Proposição 3.2.4 temos que um ponto P € X é de inflexão se, e somente
se, TpX é uma componente da cônica Qp : >j=o Fii(P)X;X; = O. Assim,
existem bo(P),ba (P), b.(P) E K tais que:

2S FG(P)X;X;= (350)x) (sm) oi,j=0

Da igualdade (3.10) segue que 0 = F;;(P) = b;F;(P), i =0,1,2.
Como X é não singular temos que F,(P) = O para um número finito de P's
e então b; = O sobre X para 1 = 0, 1,2.
Temos ainda de (3.10) que 2F;; = bF;+bjF;,1,j = 0,1,2. Sendo by; =b; = O
sobre X e p > 2 concluímos que F;; = O sobre X e portanto F;; = O.

O

Corolário 3.2.1 Seja car K =p, p > 3. Se X é uma curva não singular
com infinitos pontos de inflerão então p divide (n — 1).

Demonstração:
Pela Fórmula de Euler temos que:

2

SFij = (n— UF,
3­0

AAA

2 3 4 5 6 7 unesp “ .. 13 14 15 16 17



Do Teorema 3.2.2 segue que F;i; = 0, 1,]j = 0,1,2 e como X é não
singular então p divide (n — 1).

O

Corolário 3.2.2 Sob as mesmas hipóteses do Teorema 3.2.2 tem­se que se
XX: F=0 admite infinitos pontos de inflerão então:

— PVP Pp A PPPF(ro,T1,T2) = roa(xto, xi, X2) + xt1b(ro,T7,X2) + r20(T0, XT, T2)
onde a, b ec são polinômios homogêneos em K|rxo,T1, Tal.

Demonstração:
Segue imediatamente do Teorema 3.2.2

O

Corolário 3.2.3 O espaço das curvas de graurp+1 com infinitos pontos
3(r+2)(r+1) 1

2 .de inflerão é parametrizado por PY, onde N =

Demonstração:
Considere V = fa € K|Xo, X1, X2] polinômios homogêneos de grau r) então
dimv= EXDET2
Pelo Corolário 3.2.2 temos que

F(to,T1,T2) = roa(xro, 1,2) + F1b(xo, 17, 2) + T2c(To, TX, T2).
Como 9F' = rp+ 1 temos que a,b,c E V, e portanto essas curvas correspon­

dem aos pontos de PY, onde N = 3(r + 2) (7 +. 1.

3.3 Curvas de grau dp + 1 com infinitos
pontos de inflexão

Inicialmente investigaremos as curvas de grau p + 1.
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Proposição 3.3.1 Seja X uma curva plana não singular de grau p+ 1
definida sobre um corpo K, car K =p > 3.

(a) Se X tem infinitos pontos de inflexão então X* é uma curva não singular
de grau p+ 1.

(b) Se X tem finitos pontos de inflerão então X* tem grau píp + 1).

Demonstração:
Como X é não singular e degXÃ = p+ ll então pela Fórmula de Plúcker
generalizada temos que:

P(p+1) = degX*.degço. (3.11)

(a) Se X tem infinitos pontos de inflexão então pela Proposição 3.2.3 temos
que 4 é inseparável e I(P,TPpX NX) >np. Sendo degX = p+ 1 segue que X
não tem tangente múltipla donde se conclui que TpX intersecta X em um
ponto P' £ P com I(P/, TIEX NX) =1.
Podemos então decompor q em dois morfismos 7 : X — X* e
(2 : X — X* tais que o é puramente inseparável e 4, é birracional.
Assim degy = degy, .deg2a = p e daí por (3.11) temos que degX* = p + 1.
Pelo Lema 1.1.3, g(X*) = 9(X) = píp+l) e então X* é não singular.
(b) Se X tem finitos pontos de inflexão pela Proposição 3.2.3 é é separável e
localmente injetiva. Logo, & birracional e assim por (3.11) degX* = p(p+1).

O

Observação: Seja X uma curva não singular de grau p + 1 com infini­
tos pontos de inflexão. Temos que TX NX = (PY se P é um ponto de
Weierstrass e ThX NX = (P, P') caso contrário.
Seja h: X — X o morfismo definido por:

h(P)=P sePéum ponto de Weierstrass
h(P)= P' caso contrário

Proposição 3.3.2 Seja X uma curva não singular de grau p + 1 com in­
finitos pontos de inflexão definida sobre um corpo K, car K =p >3. Seja
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E: X— X* ey: X*— X** os morfismos duais. Então X* tem infinitos
pontos de inflexão e X = X**, além disso y' on =h onde h é o morfismo
definido acima.

Demonstração:
Seja X : / = O a equação afim de X e seja (r,y) as coordenadas afins de X.
Temos que TpX : f1(P)(x—a)+ fa(P)(x—b)=0 onde P = (a,b) E X.
Supondo f2(P) £ O temos que:

Considerando h = (h1, ho) temos que:

y­b=Mh(P)(r­a) se (r­ay—bEeTpX.

Pelo Corolário 3.2.3 f é da forma:

f = xa(xP,4/,1) + yb(2, 4,1) +e(2P,y”,1)

e então (Dr' o Dif)(P) = O para é =1,...,p— 1.
Pela Fórmula de Taylor temos que:

f(x,y) = S(PH+f(P)(6­a)+L(P)(y—b)+ DE S(P)(x3—a) + Ds f(P)(y—b)"+
+DIPS(P)(z—a)"P4+DEP S(P)(y—b)"P + DES(P).D,S(P)(1—a)"(y—b)+

+DzS(P).DP(y — b)º(z — a) (3.12)

Derivando f(x,y) = O implicitamente com respeito a r temos que:
D.S(P) = xD, S(P), DES(P) = MI (P)DES(P) e DEVS(P) = =2ºD8" f(P)+
+DPS(P). Podendo ainda supor que D+! f(P) =1

Substituindo essas expressões em (3.12) obtemos:

f(x,y) = —DIS(P)(x­—a)" [8h (P)|+|­28º DEF(P).D,S(P) + DE S(P)l(x—a)P**.
Como q é inseparável e ep = p para quase todo P E X então da igualdade
acima temos que eph = 1. Disto segue que h é separável.
Pela Fórmula de Hurwitz,

29 — 2 = degh(2g — 2) + degR
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onde R é o divisor de ramificação do morfismo h.
Daí conclui­se que degh = 1 e R= 0. Portanto h é injetora. Sendo X irre­
dutível, podemos concluir que h é um isomorfismo.
Sendo h um isomorfismo, então por dualidade, se L é a reta em (P%$;)* cor­
respondente a P temos que, TpX corresponde a um único Q € L tal que
(TQX*)' = Pse Pé um ponto de Weierstrass e, se P não é um ponto
de Weierstrass, X N TPpX = (P, P') com TPX £ TpX, e essas tangentes
correspondem a Q,Q' € L tais que (TQX*) = Pe (TQX*) = P'. Logo,
X =X".

Pela Proposição 3.3.1 temos que X* tem infinitos pontos de inflexão e por­
tanto q é inseparável. Provemos agora que 4 op = h.
Se L E X* então da igualdade, X = X** temos que v'(L) = P para algum
PeEeX tal que TX = L ou 6(L) = P' se LNTpX = (P'L.
Como dois morfismos que coincidem num aberto denso são iguais, temos que
p'op=idx ouçiop=h. Sendo y/ e é inseparáveis então ok /idx e
portanto pop =h

O

Proposição 3.3.3 Seja X uma curva plana não singular de grau p + 1
com infinitos pontos de inflexão definida sobre um corpo K, car K = »p,
p/t2 Então existem exatamente pº + 1 pontos distintos de X tais que
IP XNTrX)=p+1

Demonstração:
Escolha as coordenadas de X tal que em um aberto denso U de X contendo
P, temos a parametrização de X dada por:

r=t

y=a+tagtt+t+...
2 = at? qa WA... ao,02 É O

Pela Proposição 3.2.3 temos que a sequência de ordem de X em Pé i9(P) = O,
n(P)=1, 2(P)=poup+1l.
Pela Proposição 3.2.3, j2(P) = p+ 1 para um número finito de pontos que
são os pontos de Weierstrass.
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Temos que o número de pontos de Weierstrass contados com suas multipli­
cidades é dado por:

(1+p) (2(D)­2) ++ DR+N=A+0
À proposição estará demonstrada se provarmos que todo ponto de Weierstrass
tem multiplicidade 1. À multiplicidade de P um ponto de Weierstrass é dada
pelo menor não identicamente nulo da seguinte matriz 3 x (p +1):

ao Ao 0
0 1

0 0 as

Como o menor não identicamente nulo

ao do 0
0 1 O

o 0 do

é de ordem 3, temos que a multiplicidade de cada ponto de Weierstrass é 1.

[”

Lema 3.3.1 Seja X uma curva não singular de grau p+ 1 com infinitos
pontos de inflexão definida sobre um corpo K, car K = p > 3. Então o
subgrupo G C PGL(2,k) induz um subgrupo de automorfismo de X com
ordem menor ou igual a (p?º + 1)º.

Demonstração:
Sendo X irredutível e degX = p + 1 então XX NL <p+l para toda reta
L. Como p £ 2 temos que pº +1 > 3(p+1) e então existem pelo menos 4
pontos de Weierstrass de X tais que 3 deles não estão sobre a mesma reta.
Como toda projetividade em G induz uma permutação entre os pontos de
Weierstrass então pela Proposição 3.3.3 o número dessas permutações é
(PP +1)).



Proposição 3.3.4 Seja X : F= 0 uma curva plana não singular de grau
p+1 com infinitos pontos de inflexão. Então X é projetivamente equivalente
a uma curva plana de equação:

XNXP+NXMINXPA XAND=O0

Demonstração:
Pelo Corolário 3.2.3, se X tem infinitos pontos de inflexão, então o espaço
que parametriza essas curvas é PS, podemos assim considerar XY E Pº..
Seja À E PGL(2,k) então A pode ser representado por À = (Ao,..., Ag) e
seja X = (Yo,...,XY;g)' defina:

hx: PGL(Q,k) — EP

Seja Y E P$; tal queY = AX então, hy(Y) = (B € PGL(Q,k); hx(B) =Y)
eBehgY eh(B=YeBX=Y=AXeA !BX=X.
Logo h7'(Y) = (B e PGL(9, K), ABX =X).
Assim a fibra hy'(Y) induz um automorfismo o : X — X.

Pelo Lema 3.3.1 o grupo (o : X — X tal que o é automorfismo) tem
ordem finita e portanto a fibra (hy'(Y),Y e Pi.) é finita. Logo a dimensão
da fibra h7'(Y) é zero para Y E Pj., geral.
Pelo Teorema da Dimensão da Fibra (Teorema 1.2.1) temos que:

dimh2(Y) = dim PGL(2, K) — dimIm(hx) = dimIm(hx) = 8.

Logo Imí(hx) inclui um aberto denso em P$.. Como dois abertos não vazios
são não disjuntos em Pj;, então existe um automorfismo a : PÍ, — P$, que
transforma toda curva não reflexiva em uma da forma:

XNXPAMAXDA+NXAXD=O0

Estudaremos agora as curvas de graudp + 1, d>l ep fd.
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Proposição 3.3.5 Seja X uma curva não singular de grau dp + 1 com in­
finitos pontos de inflexão. Então:

(a) Cada reta tangente num ponto geral é tangente à somente um número
finito de pontos da curva.

(b) X tem finitas retas tangentes tais que a multiplicidade de intersecção no
ponto de tangência é maior do que p.

Demonstração:
(a) Como X tem infinitos pontos de inflexão temos que X é da forma:

F(to,T1,T2) = roa(tTo, 5,2) + x1b(ro, 1, 2) + Trac(ro, 7, XB),
com a, b e c polinômios homogêneos de grau d.
Assim & : (ro, t1,%2) = (a(xo, T1, T2), b(To, 11, £2), C(To, 11, T2)). Daí segue
que dim X* = 1.
Sejam C(X) a conormal de X, nm : C(X) — X e7': C(X) — X* as
projeções. Da Afirmação 1 da Seção 3.1.2 temos que dim C(X) = 1.
Como 1*(TpX) = (P' E X tal que TpX = TpX) então pelo Teorema da
Dimensão da Fibra (Teorema 1.2.1) temos que:

dim(n')(TpX) = dim C(X) — dim X*.

Logo, dim(7')"(TpX) = O. Portanto o número de multitangentes é finito.

(b) Como X tem infinitos pontos de inflexão temos que p = deg;p =
= I(P,X NTpPA), para todo P num aberto de X.
Assim, (TpX tal que P E reg(X) e IP, X NTpX =p) é um aberto. Logo
X tem finitas retas tangentes tais que I(P, XNTPX) > p.

”

Corolário 3.3.1 Seja X uma curva plana genérica não singular de grau
dp+1 com infinitos pontos de inflexão. Então deg X* = d(dp + 1).

Demonstração:
Pela Proposição 3.3.5 X tem no máximo um número finito de tangentes
múltiplas e então a aplicação é : X — X* é injetiva num aberto de X e
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ainda pela mesma Proposição deg; =p.
Portanto & pode ser escrito como a composição de um morfismo puramente
inseparável de grau p e um morfismo birracional.
Daí, pela Fórmula de Plúcker segue que:

dp(dp + 1) = deg X*.deg.

Logo deg X* == d(dp + 1).

oO

Lema 3.3.2 Seja x E P%, tal que eristem P1,...,P, E X pontos distintos,
com xr E NF ,ThrX onde n =degX*, então x 2 X**.

Demonstração:
Por hipótese x E NE. ,ThrX. Como TpX corresponde ao ponto r; E X*,
i=1,...,n e pela dualidade, o ponto x corresponde a uma reta L em (P%,)*
tal quer; EL, i=1,...,n.
Assim as retas tangentes T,,À * que correspondem aos pontos de X**, passam
por Tr. Logo x é X**.

oO

Lema 3.3.3 Seja X uma curva genérica satisfazendo as seguintes condições:
X é não singular, deg X = dp+1, d>1, X tem infinitos pontos de inflexão
e(0:0:1) EX.
Então X £ X**.

Demonstração:
Pelo Corolário 3.3.1 temos que a curva X é definida pela equação:

Toa(To, 11, 72) + x1b(xo, 41, 12) + tac(to, 17,2) = O,
onde a, be c são polinômios homogêneos de grau d. Como k é algebricamente
fechado, a equação acima pode ser reescrita como:

rooP(r) + x, (x) + r9a/'(r)=O,

onde a, À e 7 são polinômios cujos coeficientes são as p­ésimas raízes dos
coeficientes de a, b e c respectivamente.
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Para uma curva X satisfazendo as hipóteses do Lema, podemos supor válidas
as seguintes condições:
(a) 7 define uma curva não singular;
(b) a, D, 7 não se anulam ao mesmo tempo;

(c) o 7 e) =x? + 1,0? não se anulam simultaneamente.
Se PE X tal que (0: 0:1) E TpX então P € (yN74'). Pelo Teorema de
Bézout, o número de pontos P € (7 N7) contados com multiplicidades é
dídp+1).
Pelo Corolário 3.3.1 temos que deg X* = d(dp+1) e pelo Lema 3.3.2, para que
tenhamos X £ ÀX**, basta provarmos que I(P,yNY) = 1, VP E (7N7), pois
disso concluímos que existem deg X* pontos de X tais que (0:0:1) E Tp X.
Da condição (b) temos que todos P E (7 NN7') são pontos regulares de y' e
da condição (c), Toy £ Tpy, VPPE (NY).
Logo, I(Py NY) =1, VvPe(7NY).

on

Proposição 3.3.6 Se XY é uma curva plana genérica não singular de grau
dp+1,d>1, com infinitos pontos de inflexão então X É X**.

Demonstração:
O espaço das curvas de grau dp + 1 com infinitos pontos de inflexão é
parametrizado por PY onde N = Sdr2(d+TD l. O subespaço W das
curvas do tipo acima que passam por (0 : O : 1) tem dimensão N — 1, e é
irredutível. Pelo Lema 3.3.3 existe um aberto U de W tal que X £ X**,
VY EU.

Seja o morfismo dominante

V:WxPCQK) o U
(X,9g) pm gX

Então U' = W(U) é um aberto de P* tal que X £ X*, VX E U.

”

Proposição 3.3.7 Se X não é refleriva eX** = X então X* não é reflexiva.
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Demonstração:
Suponhamos que X* é reflexiva. Compondo os morfismos

' : xX* — NX" — PV e o : NX** — NX — NX — Nº,

obtemos ' op = idx.
Portanto + é separável e então X é reflexiva, o que contradiz a hipótese.

O

Se a curva X não é reflexiva e X** £ XY então X* pode ser reflexiva ou
não, como veremos abaixo.

Proposição 3.3.8 Seja X uma curva definida sobre um corpo K de carac­
terística p > O dada pela equação:

XMIXEP+MAXAPA+XAXP =0,d>1,4%20 (modp).

Tem­se que:
(a) SedÉ 1 (modp) então X* é reflexiva e X* £ X. Mais ainda, X e
N** têm o mesmo gênero;

(b) Sed=1 (modp) então X* não é reflexiva e X* £ X.

Demonstração:
Claramente X é não singular e não reflexiva, pois I(P, X 1 TpX) = p para
quase todo P € X.
Sejam

TX — X(X=X) e h:X — X*
(to :x11:t)) À (foinhixD) (Qolníy) DP YE)

Consideremos o seguinte diagrama comutativo:

NV Th 7p
x

Desde que p não divide d, h é separável e assim 4 é separável se, e somente
se, p é separável.
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Seja y = (do : 11n : À) E X então TX corresponde ao ponto
2 = (YP:yYP:yM) A reta TrX* corresponde ao ponto (dh) (2),
onde

(dh *)'(2) =

Sendo o diagrama comutativo, temos que:

p(y) = (49 vo cyo can CO).

Se p / (d— 1) então p é separável e assim y' é separável. E então X* é
reflexiva e pelo Lema 1.1.3 segue que g(X) = g(X**).
Se p|(d — 1) então p é inseparável e portanto X* não é reflexiva.
Pondo (to : wi : w2) = (YE Iydo! : gtdoidol O QdpTdol do!) temos que
K(X**) = K(w"o : wi : wo).
Como Div(w;)) > D, Vi onde D = (d—­ 1N(1 : O : 0) +
+(d — 1)(0: 1: 0) + (d—1)(0:0: 1), então Dé a parte fixa do sis­
tema linear de X** e portanto o grau do sistema linear correspondendo ao
morfismo p é dado por: (dp + 1)(dp + 2d — 2) — 3(d — 1), donde obtemos a
igualdade (dp + 1)(dp + 2d — 2) — 3(d— 1) = degy.deg X**.
Assim, deg X fdeg X** e portanto X** £ X.
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Capítulo 4

Curvas Estranhas e Curvas
Extremais

4.1. Curvas Estranhas e Extremais

Suponha que X seja dada em coordenadas afins pela equação:

X: Sf(xr,y)=O0

onde r é uma variável separante.
Temos que & é dado pelas coordenadas afins por (—­B : —a : 1) onde

Assim, K(C(X)) = K(X) = k(x1,y) = k(a, 8,1) e K(a,8)= k(X*).
a=D,y=­

Definição 4.1.1 Uma curva estranha é uma curva projetiva irredutível não
linear com a propriedade de que todas as retas tangentes passam por um
ponto fixo, chamado de centro.

Lema 4.1.1 (a) Se X é estranha com centro S então X** = (5) £ X e
deg 7' < deg X.

(b) X é uma curva estranha se, e somente se, a e À são linearmente depen­
dentes sobre k.

(c) Se a ou À são constantes, então X é uma curva estranha.
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(d) a e À são constantes se, e somente se, X é uma reta.

Demonstração:
(a) Claramente X** = (5) e X é não reflexiva. Consequentemente as curvas
estranhas só podem existir em característica positiva.
Sendo deg 7º = ni.ns e I(P, XNTpPÃ) = Ti para quase todo P E X segue do
Teorema de Bézout que:

deg 7º < degX (4.1)

(b) Sendo v(r,y) = (—P, ­a, 1) temos que TX : ­sar +y — Bz = O.
X é estranha se, e somente se, existe (a : b : c) tal que (a : b : c) E TpX,
VP E reg(X), isto equivale a dizer que ­—aa + b — Be = O, com a,b,c não
todos nulos.

Assim X é estranha se, e somente se, l,a e À são linearmente dependentes
sobre K. Donde também podemos concluir que se X é estranha então X* é
uma reta.

(c) Se a(P) = a, para todo P E X então |] e a são linearmente dependentes
sobre K e portanto X é estranha. O mesmo ocorre se (À é constante.

(d) a e À são constantes se, e somente se, X :y = ar + É.
O

Definição 4.1.2 Uma curva projetiva irredutível é dita extremal se
degn' = degX.

Lema 4.1.2 As curvas estranhas não singulares são as cônicas em carac­
terística 2.

Demonstração:
Como X é não singular temos pela Fórmula de Plitcker que:

deg X*. deg 7º = 29 — 2+ 2deg X. (4.2)

Sendo X estranha então do Lema 4.1.1 segue que deg X* = 1. Assim de (4.2)
temos que

degX > 2g — 2+2degX
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Portanto,
deg À < 2­—2g.

Daí, g = 0 e degXY = 2. Assim de (4.2) segue que degn' = 2 e então
car K = 2.

O

Teorema 4.1.1 Seja X uma curva estranha com centro S. Então:

deg X = degtr' + ms(X),

onde ms(X) representa a multiplicidade de X em S.

Demonstração:
Seja H' um ponto geral de X*, o correspondente hiperplano H é um hiper­
plano geral passando por S. Como S E TpX, VP E reg(X) então:

n(()O (H)) = HNX­(S). (4.3)

De (4.3) e do fato de que cada ponto de HN X — (5) é um ponto simples
de X segue que > I(PXNH)=nin! +ms(X). Assim, pelo Teorema de
Bézout degX = degn' + ms(X).

O

4.2 A Equação de uma Curva Estranha

Seja X uma curva plana estranha com centro em S = (ao : a17 : ds)
definida sobre K pela equação F(Xo : X7 : X2) = 0. À condição de S E TpX,
para P E reg(X) é equivalente à:

ao Fx, (Xo : XX : X2) + a, Fx, (Xo : X : X2) + a2Fx,(Xo : X) : X2) = 0.

Teorema 4.2.1 Seja X uma curva como a descrita acima. .—. Então
Ti > pº para algum inteiro positivo e se, e somente se, as seguintes iden­
tidades polinomiais são verificadas:

>> aparvarDeD2DRF(X:X :X)=0 n=1,...,pP"­12

notn,+na=n

59

PV
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Demonstração:
Pelo Lema 4.1.1 a condição 7; > pº é equivalente à:

IPXNTPX)>rp, PeX geral.

A reta tangente TpX é parametrizada por:

Tji(t) =x; +ta, j=0,1,2 ondeP=(ro:71:T2).

A Expansão de Taylor de F(xo(t) : 11(t) : r2(t)) = O para é = O é dada por:

no Pra n2
. . no n1 ,N24NSo > DSDRDRF(ro:n:xa)9NGIATDAÇI.

n>l1 notnit+tna=n

Assim de (4.4) segue que:

no 71,12 No Pra nPn2 . . — —

eY açgºarias? D'S D'yV DEF(r6:x1:7)=0, n=1,...,pPº 1
notni+na=n

Desde que P E X é geral e X irredutível segue a igualdade requerida.

O

Corolário 4.2.1 Seja X uma curva plana estranha e q uma potência de p.
Então ni > q se, e somente se, X é projetivamente equivalente à uma curva
com equação da forma:

am (Xo, X1)X2º + am+a(Xo,XIX +... +amtsa(Xo, X1) =O,

onde aj; é homogêneo de grau j em es são inteiros positivos.

Demonstração:
Por mudanças de coordenadas projetivas, podemos supor S = (0: 0: 1) seja
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o centro de X. Se X : F = O, então pelo Teorema 4.2.1 a condição de 1; > q
é equivalente à:

DZF(Xo:M7: X9a) =0. n=1,...,9­1

Se DEF £ 0 e D'ZF = 0 paran=1,...,(s— 1)q temos que degF = m+sq
para algum mn > O, e a afirmação do Corolário segue claramente.

O

A equação da curva f(r,y) = O e a relação y = ar + À determina o
polinômio:

V(T) = f(T,aT+ 6) € K(a,6)
Como V(r) = O, então V(T) é um múltiplo do polinômio minimal de

x sobre k(X*). Sendo fr(£,y) + y'fy(tT,y) = O temos que r é uma raiz do
polinômio é(T) = f.(T,aT + 6) +af(T,aT + 6) e QT) = U'(D).

Lema 4.2.1 Seja g(x,y) = X"ha(y)+X"ha 1(Y)+...+ho(y) um polinômio
em k|r,yl. Sea e Pº são indeterminadas então a seguinte identidade se
verifica:

g(r,ax + 8) = ”» >Difn(aDa x. (4.5)
i>o NVj=0

Demonstração:
Pela Expansão de Taylor temos que h;(ar + 6) => no D"hj;(B)(ar)". E
então,

9(x,07 + 8) => >Dina) di>0o Vj=0

O

Proposição 4.2.1 VW(T) é identicamente nulo se, e somente se, X é uma
rela.

Dermonstração:
Seja X : f(x,y) = O tal que f(x,y) = X"hn(y) + 2"han1(Y) +... + ho(y).
Desde que X é irredutível devemos ter ho(y) £ O.
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Afirmação: PBEkeaek.
Como V(T) = O segue que ho(6) = O, com ho(y) £ O. Como k é algebrica­
mente fechado temos que DB E k.

Suponha que a é k e sejam gi(r)= Di ho(B)X' +... + Dyhi1(O)x + hi(O),1=l,.Como Gg €” então g;(x) E K|x1] e g:(a) = 0. Se g; £ O para algum à então
a é algébrico sobre K e portanto a E k, o que contraria a hipótese.
Logo, g: = 0, Vi e em particular h;'(60) = 0, i =1,...,n
Daí, y — À divide hi(y) = 0, i = 1,...,n eisto implica em X ser redutível.
Donde concluímos que a E K e a afirmação fica provada.
Segue da afirmação e do Lema 4.1.1 que X é uma reta.
Reciprocamente, se X é uma reta segue do Lema 4.2.1 que BP e a são

constantes e ÁVAS2= xhi(y) + ho(y) com 9h, = 0 e Ih = 1. Entãoa == ==158, enlaz +)=h(8) + Dyho(P)az.Sendo 0 = f(x, ar M"» ­ —ax D,ho(y) + ho(axr + BP), podemos concluir que
ho(6) = 0.
Logo, VU(T) = f(T,aT + BB) = ho(6) + (Dyho(6)a + h(B))T) =O0.

oO

Lema 4.2.2 Seja g(t,y) = XZm>o9Im(T,yY), onde gní(t,y), m = 1,...,7 é
um polinômio de graum em k|x,y). SepeK ea E K são transcendentes
sobre K, então:

rg(rt,ax +65) = » > DT"gri(1,0)877ea,
m=0

Demonstração:
Seja gm(r,y) = X>Yo air" iyl. O coeficiente de 1" em gn(r,ax + À) é:

a;b; +&* Jasmag'a(*) Jassaa?6's. . +(T)ana"6 = Dyigm(1,0)0'
Substituindo esses coeficientes em g, obtemos o resultado.
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Escrevendo f(x, y) = LE, Yº) + 9grlz, y) + gra1(r, y) +... + gor, y),
onde g;(r,y), 1 = O0,...,r são polinômios de grau 1, temos pelo Lema 4.2.2
que:

V(T) = S(TP, PT? + DO?) + > >Dia NA") Tre,
m=0 Ni=0

e então:

r—1 mAT) = (1)= (6­mSS Dig,(1,0) 87) rn, (4.6)
m=0 i—=0

Lema 4.2.3 Seja f(x,y) = fi(27,7º) + 9(x,y) E klx,y] com g(x,y) É O
tal que nenhum monômio de g(xr,y) está em k[x”,yº] NV (0). Sejam T uma

aa+ b)ca Tay mab,edeK e
cÊÉ O. Se HT) = f(T,aT + PB) +af(T,aT +68) =0 em K(a)IT] então p
divide Og e xr divide g.

indeterminada, a transcendente sobre K e B =

Demonstração:
Escreva g(r,y) = gr(t,y) + grailt,y) +... + n1(rt,y) onde cada g; é um
polinômio homogêneo de grau à e gr(x,y) £ O.
A nulidade de &(T) em K(a)[T] implica por (4.6) que:

j

—))Di ga(1,0)0 TM =0. j=0,..,r­1 (4.7)

Se j = O temos que rgr(1,a) = 0. Desde que gr(r,y) £ O e a é transcendente
sobre K segue que g.(1,a) /£ O e portanto plr.
Se p | j para algum j, então o coeficiente de y"") em grj(r,y) é zero, pois
nenhum dos seus monômios pertence ao anel klx?,yP] NV (0). Então por (4.7)
plr.
Para concluirmos a prova, temos que mostrar que o coeficiente de y"! em
9Jr­j(T,y) é zero para j = 1,...,r— 1. Isto será feito por indução sobre j,
quando p /j.
Suponha que o coeficiente de y”* em gr­i(r,y) é zero para é = 0,...,j— 1.
De (4.7) seque que:

DI 'gri(1,0)O0* =O0
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Da hipótese de indução temos que Di'gri(l,a), i
polinômio em a de grau no máximo

r—j—­l (4.9)

ao + b)
ca +d)'

obtemos um polinômio em a cujo coeficiente dominante é c* vezes o coefi­
ciente de y") em gr­j(x,y). Daí, o coeficiente de y"* em grji(r,y) é zero
por (4.9). Losop | rexr|g.

Substituindo À = c*% O em (4.8) e eliminando os denominadores

O

Teorema 4.2.2 Seja X : f(r,y) = O uma curva plana irredutível. Se
PT) =0 em K(a, B)[T] então X é uma curva estranha.

Demonstração:
Se a ou (À são constantes em K então pelo Lema 4.1.1 X é uma curva es­
tranha. Suponhamos então que a e À são transcendentes sobre K.
Ponha f(x,y) = fi(8P,Yº) + gr(t,y) +... + g1(t,y) onde g; é zero ou ho­
mogêneo de grau 4, tal que nenhum de seus monômios pertence ao anel
kz? y7] NO) e grí(x,y) £ O.
Se Q(T) = O então do Lema 4.2.3 temos que p|r, e ainda por (4.7) temos para
j=1 que Dyg,(1,0)8+gri(L,0) =0.
Afirmação: D,9,(1,0a) £ O.
De fato, suponha D,gr(1,a) = 0 e escreva gr(x,y) = ax" yY+...+araTYTL.
Temos que 0 = D,gr(1,a) = a; + 2aa +... +(r + Daria”?
Daí, a; = O quando p fi ou a é algébrico sobre k. As duas alternativas não
ocorrem, pois nenhum dos monômios de g, pertence ao anel klx?, y?] VÍO) e
a é transcendente sobre K.

Da afirmação podemos escrever (À = LOõ e portanto À E K(a).
yr

Para provarmos que K(a) = K(0) escrevamos:

S(x,y) = (8,9) + xºha(y) HIhai(Y) +...

onde s > O, h;(y) £ O e cada h;(y) é tal que nenhum dos monômios de x*h;(y)
pertence ao anel k[x?,yP] N (O).
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Afirmação: p|s e a € K(B6).
Se s = O então o coeficiente constante de é(T) é Dyho(6)a + hi(6B). À nu­
lidade deste coeficiente implica que a E K(6) ou D,ho(B) = 0. À segunda
igualdade não deve ocorrer pois À é transcendente sobre K.
Se s > 1 então o coeficiente de Tº**! em &(T) é sh3(6). Como h.(y) £0 e B
é transcendente sobre K, temos que pjs.
E ainda, o coeficiente de Tº em &(T) é Dyhs(B)a + hs41(0). Pelo mesmo
argumento acima concluímos que a € K(Ô).
Logo a afirmação fica provada, e daí, K(a) = K(6). Portanto existem
a,bjc,dEe K tais que B = ato, com ad— be £ O.
Se c £ O então do Lema 4.2.3 temos que r|jg.
Sendo g = gr(t,y) +... + g1(t,y) = xºhsa(y) + 1ºPha1(Y) com s > lL e pls
podemos escrever:

f(x, y) = (TP, Yº) + xºh(x,y)
onde, x À h(r,y) e nenhum dos monômios de h(r,y) pertencem ao anel
klxP,yP"] A OL.
Como g(T) = Tº(h2(T,aT+65)+ah(T,aT+6)) =0 então pelo Lema 4.2.3
temos que rlh(r,y) o que é uma contradição.
Logo, c = 0 e a e À são linearmente dependentes sobre k. Portanto X é
estranha.

oO

Corolário 4.2.2 Se X é uma curva extremal então X é estranha.

Demonstração:
Como X é extremal então degra' = degX onde 7º : C(X) — X. Sendo
K(C(X)) = k(a,P,x) e K(X*) = k(a,À) temos que o grau do polinômio
minimal P(T) de x sobre K(X*) é igual a deg X. Como Q(T) é um múltiplo
de P(T) e 06 < degX — 1 segue que é6(T) = O. Assim pelo Teorema 4.2.2,
À é estranha.

O

Corolário 4.2.3 Seja X uma curva plana tal que ni; = degX = d então X
é projetivamente equivalente à uma curva da forma:

Ng = XP XoADBXÉEXIA. +ba a XXÇO,
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com b; E K, ]=2,...,d—2.

Demonstração:
Se ni; = degX = d então X é uma curva extremal e portanto estranha. Pelo
Corolário 4.2.3 temos que X é projetivamente equivalente à curva:

cXx$ + aa o, X1) = 0
com c E K* e ag(Xo, X1) polinômio homogêneo de grau d.
Por mudança de coordenadas, podemos reescrever a equação da forma re­
querida.

O

Corolário 4.2.4 Seja X uma curva não singular definida sobre um corpo
de característica p > O tal que X* é não singular. Se X é reflexiva então X
é uma cônica.

Demonstração:
Se X é reflexiva então y é birracional e assim deg X = deg X*. Pela Fórmula
de Plúcker temos que deg X*. deg p = deg X(deg X — 1). Como degí =le
deg X = deg X* segue que degX = 2. Portanto X é uma cônica.

oO

Corolário 4.2.5 Seja X uma curva plana não singular não relfexiva:
(a) Suponha degX > 4. Então, X* é não singular se, e somente se, X é

Os : À rA+lo o, vaio, va+lprojetivamente equivalente à curva XQ*"* + X91!' + X9), onde q=71.

(b) Suponha deg X <3. Então carK =2 e X* é não singular.

Demonstração:
(a) Suponha que deg X > 4. Se X é não reflexiva então a aplicação dual é é
puramente inseparável, e portanto pelo Lema 1.1.3 temos que g(X) = g(X*).
Assim se X* é não singular, concluímos que deg X = deg X*.
Pela Fórmula de Plúicker n; = degy = deg X— 1 e daí, dezX = ni +1. Logo,
pelo Teorema 2.2.5 (Pardini) X tem a equação na forma requerida.
Reciprocamente se X é uma curva projetivamente equivalente à:

ra+l ra+l r­qa+1 1NX +XPIU AXIS, qem.
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Então a aplicação À : AX —­ 4X2X*' é definida por,
(Xo : M1 : X2) = (Xf : X7 : X3). Denotando por (Yo : Yy : Y2) as co­
ordenadas de (P2.)*, a equação de X* é dada por Y"' + YIN 4+YIP =O0,
E portanto X* é não singular.

(b) Se degX < 3 então I(P, XN TpX) = 2 para P € X geral.
Logo degy = deg;p = 2 e car K=2,.
Se degX = 3 então pela Fórmula de Plúcker deg X* = 3.
Assim g(X) = g(X*) = 1 e portanto X* é não singular.
Se deg X = 2 então X* é uma reta.
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A pêndice

No que segue, K' denota um corpo algebricamente fechado.

n+la1pmm = ETA

Sejam P,Q € K"V! N (0). P — Q se, e somente se, existe À € K* tal
que P = AQ.

Se P = (t9,...,tn) E K"*! N (0) denotaremos a classe de equivalência
de P como sendo (19 : ...: Tn).

Seja 1 um ideal em K[X1,...,Xn], respectivamente ] um ideal ho­
mogêneo em K[Xo,...,Xnl.

V=V(N)=(PeK"/f(P)=0,vf el)

é chamado conjunto algébrico afim.

V=V(I)=(PePrx/F(P)=0,vFE 1)
é chamado conjunto algébrico projetivo.

Seja T : PRE — PZ uma mudança de coordenadas. Define­se

VT =(PePL tal que (FoT)(P)=O0,WF e).
Neste caso diremos que VT é projetivamente equivalente a V.

A.2 Uma variedade V é um conjunto algébrico (afim ou projetivo) irredutível,
isto é, não existem subconjuntos algébricos Vi e Va não vazios de V tais que
V=WUUWb.
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Na Topologia de Zariski, um aberto é definido como sendo o comple­
mentar de um conjunto algébrico projetivo em P$.. Têm­se nesta topologia
que todo aberto não vazio é denso.

A.3 Seja V C K”" uma variedade afim. O anel de coordenadas de V é definido
por:

K[X1,...,AX]
IV)

onde Z(V) = (ff E KIX1,..., Xnl/S(P) =0,vP E V).

K[V] =

Se V C Pr); é uma variedade projetiva define­se K(V)

€ tal que G, H são polinômios homogêneos de mesmo grau
H , =)K(V) =

[a

onde Ss a Fe se, e somente se, existe U aberto de V tal que HG, = GH,
em VU.

Dizemos que duas variedades projetivas V e V' são birracionalmente
isomorfas se existem, abertos afins U e U' de V e V' respectivamente tais
que K(U) = K(U').

Um morfismo entre variedades f : V — V' é uma aplicação regular em
um aberto de V.

Sejam V e W variedades afins em K”". Então

(a) Uma aplicação polinomial f : V — W induz um K­homomorfismo
S* : KIW] — K[V] definido por g € KW], f*(g) =9go/f.

(b) q: KW] — K|V| é um K­homomorfismo então existe uma única
f : V — W aplicação polinomial tal que q = f*.

Sejam V e W variedades afins. Uma aplicação racional f : V — W é

dominante se f/(Dom f) = W.

A.4 Seja L|K uma extensão finita de corpos. Os graus de separabilidade e
inseparabilidade de L|K são denotados por [L: Klse [L: Kl;.

Diremos que L é uma extensão puramente inseparável se [L : K]; =1.
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Tem­se que [L : Kl.|L: Kl;=[L: K]Je[L: K]; é uma potência da
carK.

A.5 Seja V uma variedade projetiva. À dimensão de V é definida como sendo
o grau de transcendência de K(V) sobre K e denotada por
dim V = deg Trans (K(V)|x).

Teorema de Normalização de Noether:
Sejam K um corpo infinito e A = K[X1,...,Xn]. Existem yn,...,Im E A,
com m < n tais que

(a) y1,­­­, Um São transcendentes sobre K.

(b) À extensão K(x1,­..,Tn)lK(Y1.ym) É algébrica.

(UI... Um) é uma base de transcendência de K(tr1,...,Tn)lKk.

O inteiro m é chamado de grau de transcendência de K(t1,...,Tn) sobre
K.

A.6 Uma curva projetiva X é uma variedade projetiva tal que
deg Trans (K(X)|k) = 1.

Seja P E X, o anel:

Op(X) = (f E K(X) tal que f/ é regular em P)

é um anel local com ideal maximal Mp e (O,(X),Mp) é um domínio de
valorização discreta, Se Mp = t.Op(X), então t é chamado parâmetro local
de X em P.

Define­se ordp : K(X) — Z U (oo) como sendo a ordem de anulamento
de f E KINX] em P. A ordÕf é também denotada por vpf

A.7 Seja X uma curva projetiva plana e irredutível.

Div (X) = ( >” n,P tal que n, £ O para um número finito de P € X)
PEX

é um grupo abeliano cujos elementos são chamados divisores de X.
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Sejam D = XY pex np P e D' =X pex Mp P E Div (XY).
Define­se

degD=NV"n, e D>D'sen>m, VP.

Dizemos que D é equivalente a D' se existe f E K(X)* tal que
D = D'+div(f). Escrevemos neste caso D = D'.
L(D) = (f € K(X)* tal que ordyf > n1., VP Ee X) U(0) é um K­espaço
vetorial cuja dimensão é denotada por 1(D).

Teorema de Riemann:

Seja X uma curva plana, deg X = d. Existe g E N tal que

9 > deg D+1—1(D), VDe€ Div (X)

O menor dos inteiros gq que satisfaz o Teorema acima é chamado de gênero
de X e denotado por 9(X). Se X é não singular o gênero de XY é dado por:

(d— 1)(d— 2)9(X) =
7

A.8 Seja P E XY, então existe aberto afim U contendo P tal que a equação
de X em coordenadas afins é dada por / = 0. Assim f = fo +...+ fa, onde
Of=def;é um polinômio homogêneo de grau t.

A multiplicidade de X em P é o menor inteiro m tal que fr (P) £ O.
Denotada por mpf = m.

Dizemos que P é um ponto regular de X se my,f = 1, caso contrário P
é um ponto singular.

Reg (X) = (Pe X tal que P é regular em X].

Sejam X : F = O uma curva plana e P = (a : b : c) E reg(X). Define­se
e denota­se o plano tangente a À em P por

9F(P) 9F(P)F
TpX = DU: CDMA SNL 2 DERA ARA PTEPX = ((r:y:2)E PL / DX (r—a)+ DX, (y—b)+ 9F(P)

ax (2­0 =0)
Sejam X : F=0eY : 7 = O curvas projetivas planas. À multiplicidade

de intersecção de X e Y em P será denotada por I(P, X NY).

71

EV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17



Teorema de Bézout:

Sejam X : F=0eY : G=0 curvas projetivas planas. Se X e Y não têm
componentes em comum então,

SONP,XNY) =0F86.

Define­se sistema linear de curvas de grau d por

Va = (F: homogêneo em K[X,Y,Z] com 9F = d) U (0).

Tem­se que
(d+ 1)(d+2) .dim P(V4) ==

5
l.

Fórmula de Hurwitz:

Seja p : À — Y um morfismo separável entre curvas de grau n então:

29(X) — 2 = n(29(Y) — 2) + deg (R)

onde R é o divisor de ramificação.
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