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RESUMO

Neste trabalho vamos estudar a existéncia e unicidade de solucao para equagoes da
forma

()

U+ Au = f(t,u)
U(to) =ug € X,

onde X é um espago de Banach, A : D(A) C X — X é um operador linear, f é uma
fungao nao linear conhecida, uy € X é um dado inicial conhecido e v : I C R — X é uma
funcao desconhecida e ty € I. Faremos este estudo usando a Teoria dos Semigrupos de
Operadores Lineares.

Para melhor entendimento do estudo das equagoes (Il), faremos duas aplicagoes. A
primeira tratando de um modelo (linear) de divisdo celular e a segunda, do modelo (néo
linear) de condugao do calor.

Palavras-chave: Semigrupos de Operadores Lineares. Problema de Cauchy Ab-
strato. Divisao Celular. Equagao do Calor.



ABSTRACT

In this work we will study the existence and uniqueness of the solutions for the
following equation

u(t) + Au = f(t,u)

{ (@

U(to) =up € X,

where X is a Banach space, A : D(A) C X — X is a linear operator, f is a nonlinear
function, ug € X is initial data and v : I C R — X is unknown function. In this study
we will use the theory of semigroup of linear operators.

For a best understanding of the study of equations (), we will do two applications.
The first one, is a (linear) model of cellular division and the second one, is about the
(nonlinear) model of conduction of the heat.

Keywords: Semigroups of Linear Operators. The Abstract Cauchy Problem. Cellu-
lar Division. Heat Equation.
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INTRODUCAO

Sabemos que a matemética vem sendo utilizada como ferramenta muito eficiente no
estudo de fendmenos naturais que aparecem em diversos ramos da Ciéncia. Nos dois
altimos séculos, principalmente no dltimo deles, assistimos um progresso espetacular de
uma das principais dreas da matematica, que prevé o comportamento de fendmenos reais:
a Teoria dos Sistemas Dinamicos. Em meados do século XVIII foi um grande estimulo aos
fisicos e matemaéticos da época, procurar modelos para problemas da mecénica e de outras
ciéncias experimentais, que expressam os fendmenos em termos de equagoes diferenciais

do tipo

#(t) = F(z(t)), x(t) €R", t€R. (0.1)

Inicialmente, devemos verificar se o sistema ([0.I]) ¢ bem posto, isto é, devemos verificar
a existéncia e a unicidade de solugao e a dependéncia continua com relagao aos dados
iniciais, pois, se alguma dessas condi¢oes nao for satisfeita, podemos questionar se faz ou

nao sentido trabalhar com tal modelo.
Nosso objetivo é estudar as equagoes diferenciais abstratas da forma

u(t) = Au(t) + f(t, u(?))
u(to) = Ug € X,

(0.2)

onde X é um espago de Banach, A : D(A) C X — X é um operador linear, f é uma fungao
nao linear conhecida, u : I C R — X, é uma func¢ao desconhecida e ty € I. A ferramenta
principal que usaremos para tal estudo, ¢ a Teoria de Semigrupos de operadores

lineares. Basicamente, neste trabalho aplicaremos a teoria de semigrupos de operadores



12

aos seguintes problemas de equagoes diferenciais parciais, um sendo sobre o modelo de
divisdo celular (mitose) e o outro, sobre o processo de conducdo do calor, (detalhes em
Capitulo @], Sessoes 1] e [4.2]) modelados pelos seguintes sistemas de equagoes diferenciais
parciais

(

me +(y1m), = =B(x)m —v(x)m + p(x)n, 0 <x < 1,t >0
46(2x)m(t,2x), 0<z < %,t > 0,
ne +(y2n). = —v(z)n —p(x)n +

0, L<a<1,t>0, (0.3)
m(t,0) =0,n(¢,0) =0, t>0,

m(0, ) = mo(x),n(0,z) =ng(x), 0<z <1,

\

Uy + Uy = —Uze + f(E,z,u), 0<x <7, t>0
' (t,,u) (0.4)

u(0,t) =0, u(m,t) =0.

A teoria dos semigrupos de operadores lineares em espagos de Banach, teve inicio na
primeira metade do século XX, tendo seu centro em 1948 com a generalizagao do Teorema

de Hille - Yosida, obtendo seu primeiro apice com a edigao de Semigroups and Functional

Analysis por E. Hille e R. S. Phillips, em 1957.

Hoje, a situacao ¢ caracterizada por muitas aplicacoes desta teoria, nao somente
em areas tradicionais, como equagoes diferenciais parciais ou processos estocasticos, mas
também é uma importante ferramenta para equagoes integro-diferenciais e equacoes difer-
enciais funcionais, na mecanica quantica ou na teoria do controle de dimensao infinita. O
método dos semigrupos ainda é aplicado com bastante sucesso em equagoes concretas de

crescimento, como a dindmica populacional e teoria do transporte, entre outros.

Organizamos este trabalho, de forma a apresentar no Capitulo [Il informagoes pre-
liminares, abordando contetidos que serao usados durante todo o trabalho no decorrer
dos capitulos. Nele contém uma secao voltada para operadores lineares, introduzindo
o conceito de resolvente e espectro de um operador, trabalhando com algumas de suas
propriedades, como a Equagao do Resolvente (Teorema [[LT.3). Também contém uma
se¢ao voltada ao estudo dos Espagos de Sobolev contendo defini¢des basicas para o

desenvolvimento do trabalho. As referéncias usadas foram [I], [2], [3] e [4].

No Capitulo 2 introduzimos os conceitos de semigrupos de operadores lineares e
analiticos, e seus geradores infinitesimais. Comegamos com uma se¢ao voltada para

célculo em espagos de Banach (Secao 2.I]), abordando conceitos como derivabilidade
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de uma aplicacao, continuidade forte e fraca de uma fungao e de um operador linear.
Seguimos com uma segao voltada para o estudo de semigrupos de operadores lineares
(Segao 2.2)), tema principal do nosso capitulo, com uma subse¢ao voltada exclusivamente
para o Teorema de Hille - Yosida 2225l E por fim, terminamos o capitulo com uma secao

voltada para o estudo de operadores setoriais. Usamos como base, as referéncias [5], [6],

71, 18], 191, [10] e [2].

O Capitulo [3] é voltado para o estudo do problema de valor inicial do tipo (0.2) num
espago de Banach X realizado em duas segdes. Na primeira segao (Segao B.]), estudamos
o problema (0.2) na sua forma homogénea, ou seja, quando f = 0, estabelecendo os
conceitos de solugao classica e os relacionando com as propriedades de um gerador de um
Co-semigrupo, ou de um semigrupo analitico. A segunda sec¢ao (Secao B.2)) é voltada para
o estudo do problema (0.2) na sua forma semilinear, tendo como principal resultado a
Formula da Variagao das Constantes. As defini¢des, exemplos e resultados exibidos neste

capitulo, seguem [2], [IT] e [1].

Para finalizar, no Capitulo @l trabalhamos com duas aplicagoes da Teoria dos Semigru-
pos em problemas de valor inicial envolvendo equacgoes diferenciais parciais. A primeira
aplicagao, estudada na Secao .1 é feita sobre um modelo que descreve um processo de
divisao celular, e tem como principal referéncia o artigo [12]. A segunda aplica¢do desta
teoria, trabalhada na Secao se realiza sobre um modelo semilinear que descreve o

processo de condugao do calor, tendo como referéncia principal [2].
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos defini¢oes e resultados necessérios para o desenvolvi-
mento de todo nosso trabalho. Na Secao [Tl faremos um estudo dos operadores lineares,
introduziremos o conceito de espectro e resolvente de um operador, seguindo as bibli-
ografias [I] e [2]. Na Segao [[.2] daremos uma introdugao aos espagos de Sobolev, com

base nas referéncias [3] e [4].

1.1 Operadores lineares

Nessa sessao vamos recordar alguns fatos importantes sobre operadores lineares, seu

conjunto resolvente e seu espectro.

Sejam X e Y espagos de Banach de dimensao infinita sobre o corpo K (IK = R ou C).
Denotamos por
L(X,)Y)={T:X — Y :Télinear e continua}

o espago dos operadores lineares continuos de X em Y com a norma usual

Tx
T = sup{% re€Xex# 0} =sup{||[Tz| : xz € X e ||z] = 1}.

Quando X =Y, o espago L(X, X) é denotado simplesmente por £(X) e L(X,K) = X*,

representando o espago dual de X.

Definigao 1.1.1. Um operador linear A : D(A) € X — Y € chamado operador
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limitado se
AC > 0; ||Au|ly < Cl|u|lx, Yu € D(A). (1.1)

Lema 1.1.1. Se A: D(A) C X — Y € um operador linear, entdo as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:

(i) A € globalmente Lipschitz continuo em D(A), isto é,

AL > 0; ||Au — Avl|ly < L|jlu —v||x, Yu,v € D(A).

(i) A € uniformemente continuo em D(A),
(#ii) A € continuo em D(A),
(iv) A € continuo em ug € D(A),

(v) A é um operador limitado.

Demonstragao. Ver [I] pag. 10. O

Teorema 1.1.1. Seja X um espago de Banach e L € L(X) com ||L|| < 1. Entdo (I—L)™*
eziste, (I — L)™' € L(X), [ —=L)' =Y L" e |(I - L)™' < =
n=0

1= L]}
Demonstragao. Ver [9], pag. 35. O

Definigao 1.1.2. Seja A : D(A) C X — X wum operador linear. O conjunto
resolvente de A, p(A), € o conjunto de todos os A € K tais que (A — A) € inversivel, ou

seja, (A — A)~™! € um operador linear limitado em X .

Além disso, o operador
R()‘>A) = ()\] - A)_la AE p(A)7

¢ chamado de resolvente de A. Se A € fechado e A € p(A), entdo R(AN — A) = X.
O congunto o(A) = C\ p(A) € o espectro do operador A.

O espectro de A € constituido do espectro pontual, c,(A), do espectro residual, o,(A)

e do espectro continuo, o.(A), que sao definidos por

o,(A)={A€C: (M - A" ndo existe},

o, (A)={ e C: (M — A" eziste, Im(\ — A) # X},
oc(A)={NeC: (M — A" existe, Im(M — A) = X e (A — A)~! ndo ¢ limitada}.
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Teorema 1.1.2. Um espago vetorial é completo se, e somente se, toda série absolutamente

convergente € convergente.

Demonstragao. Ver [13], pag. 232.

1.1.1 Operadores fechados

Definigao 1.1.3. Um operador linear A : D(A) C X — Y € dito operador fechado se

satisfaz umas das sequintes propriedades equivalentes.
(i) O grdfico G(A) = {(u, Au) € X x Y :u € D(A)} é um subespago fechado de X x Y.

(ii) Se, para a seqiéncia {u,}>2; em D(A) os limites lim u, =u € X e lim Au, =y €Y
n—o0 n—oo

existem, entdo u € D(A) e Au =1y.

Lema 1.1.2. Se A: D(A) C X — X é um operador fechado e A € p(A), entao R(\, A) €
LX), K = C.

Demonstragao. Ver [I] pag. 13.

Lema 1.1.3. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado tal que (0,00) C o(A)
e |A"R(N, A)M|exy £ M para cadan € N e X > 0. Entao, existe uma norma |- | em X
tal que para cada u e X e A >0

lull < ful < Mllull e AR, A)ul < Ju|

Demonstragao. Ver [§| pag. 57. O

Teorema 1.1.3 (Equagao do Resolvente). Se A: D(A) C X — X € um operador fechado,
entao para A\, 1 € p(A); N # p

RA,A) = R(p, A) = (1 = RN, A)R(p, A). (1.2)

Demonstracao. Para \ € p(A), tem-se

AR\ A) = AN — A)™
—(A+ A=A\ — A
=AA— A — (A= A\ — A)
A A=A T
— AR\, A) — I. (1.3)
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De ([L3)), segue que para u, A € p(A) as seguintes identidades valem.

ANR(N, A) — AR(N, A)|R (i, A) = R(p, A) (1.4)

RO\ A)uR(u, A) — AR(s, A)] = R\, A). (15)
Como R(A — A) = X, temos que para y € X existe z € X tal que
y= (A —A)zx. (1.6)

Ainda, como A € p(A), temos
x =R\ A)y. (1.7)

Substituindo (L6) e (LT), na seguinte igualdade,
(n—A)x— A=Az = (n— Az,
temos

(n—ARN Ay —y = (n— AR\ Ay
R(A, A)y — R(n, A)y = (1 — M) R(p, A)R(A, A)y. (1.8)

Agora, trocando A por i e p por A, na equagao acima, obtemos

R(p, A)y — R\, A)y = (p— MR, A)R(p, A). (1.9)

Das igualdades (L8) e (L9), segue que
R(A, A)R(p, A) = R(p, A)R(A, A),
e com isto, provamos (L.2]). O

Proposicao 1.1.1. Para o operador fechado A : D(A) C X — X, valem as sequintes

propriedades.

(i) O conjunto resolvente, p(A), € aberto em C, e para p € p(A) a identidade

[e.e]

RO\ A) = 7 (= A" R, A

n=0

: 1
vale para todo A € C satisfazendo |p— \| < TRGCATT -
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(i) A aplicacao
R(-,A): p(A)c C — L(X)
A — RN\ A)

€ localmente analitica, e sua derivada € dada por

dn

KR()\ A) = (=1)"n!R(\, A" Vn € N. (1.10)
(#ii) Seja N\, € p(A) com lim A, = A\g. Entdo \g € 0(A) se, e somente se,
Tim [[R(An, Al = oo
Demonstragao.

(i) Seja u € p(A) e tomemos ¢ = m, pois R(u, A) # 0. Tomemos i € B(u,e).
Assim,

fi—A=p—A+p—p=[I—(u—pRu A)l(p—A). (1.11)

Como | —pl <e = temos

1
1B(s A2

(1 = @) R(p, A < [ = pl[[ R, A

1

Seja G := (u — ) R(p, A). Temos |G| < 1, entao pelo Teorema [LT1] (I — G)™! =
[T — (1 — @) R(p, A)] ™" existe e

I —(n— )R Z G" = Z p— )" R, A)".
Observemos que de ([LIT]), segue que
(p=A) "= (=AM~ (=) R(u, A = R(p, AL = G)7

isto é, (i — A)™! existe e é continua, entdo ji € p(A).

Logo, B(u,e) C p(A) e assim p(A) ¢é aberto.
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Ainda,

= R(u, A) <Z(u — )" R(p, A)")

n=0

Z - /J, nR Iu’ )n—l—l.
n=0

(ii) A aplicacao
A€ p(A)— RN A) € L(X)
e continua;

1
De fato, fixemos Ay € p(A4) tal que |\ — | < R A)' entao

I1B(A; A) = B(Xo, A)llcx) = [(Ao = AR, A)R (Ao, A)|
< Ao = All[R(Ao, A)[[R(A, A

< Ao = All[R(o, A IIE:IA o[ [ R(Xo, A)[|"*

< [do = Al R, A)I* ZM Aol[[ (Ao, A))"

Ao = AR, )II2 .
L= [A = o[ R(Ao, A

Assim, )\hn}} |R(A\, A) — R(Xo, A)|| = 0, e portanto, a aplica¢ao
p(A) 3 A R(A, A) € L£(X)

é continua.

e diferenciavel;

De fato,
lim = lim
h—0 h h—0 h
_ i BOo+ b AR, A) (=)
h—0 h
—R(Mo, A)%.

Logo, a aplicacao R(\, A) é diferenciavel.

Passemos agora a demonstragao de (LI0]). Para isso, usaremos o principio de indugao
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finita.
Para n = 1 acabamos que ver que a igualdade é verdadeira.

Vamos supor que ([LI0) vale para n = k, ou seja, que a seguinte igualdade vale Vk € IN

dk &
| k+1
TEROA) = (1) RRO, A

Agora, para n = k + 1, temos
dk—l—l d dk
- _ 4 <

(k+2)

)

—1)*(— 1)1{:'()\ A) FA— A2k +1)
)~
)

Logo, (LI0) vale Vn € IN.

e Localmente analitica. Segue imediatamente do item (i).

(ili) =) Para pu, A\g € p(A), temos

1
{% € Crli= ol < Rmn )!I} pA)

Dai
1 C
pACC{A eC:lp—A <7} .
(A7 Ao € Ol =Xl < e
Logo,
1
a(A)C{)\ 6@:|u—)\|>7}.
° IR, A)|
Assim,
inf {)\ eC: A=\ > ! } {A € C: dist(M,0(A)) > ! }
i : _ — S al ,O'
reoiay |7 R A ’ ’ [[R(p, A)l

Portanto,
1

[R(p, A)|| = dist(X, 0 (A))

— 0.

<) Suponhamos que A\g € p(A). Assim, o conjunto A = {\, : n > 0} C p(A) é
compacto, ((A\,) € p(A) e A, — o), e como a aplicagao, A — (A — A\t = R\, A) é
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continua, segue que ela é limitada, pois A — R(\, A) é linear. Logo,
Tim ROV A = RO A < M,

que é uma contradigao, pois por hipotese, temos lim [|[R(\,, A)|| = oc. O
n—oo

1.2 Espacos de Sobolev

Nessa segao vamos introduzir os espagos de Sobolev considerando algumas das suas
mais importantes propriedades. Esses espacos sao definidos sobre um dominio 2 C R”

arbitrario e sdo subespagos vetoriais de LP(£2).

Definigao 1.2.1. O espago de Sobolev W™P(Q) é definido como sendo
WmP(Q) ={ue LP(Q): D € LP(Q) para 0 < |af < m}, (1.12)

onde D*u € a derivada de u no sentido de distribuigoes.

Definicao 1.2.2. O funcional || - ||y : W™P(Q) — Ry, definido por

1/p
dooIpulp| . 1<p<oo
||u||m,p = 0<|a|<m (113)
max || D%l e, p =00

0<|ar|<m
¢ uma norma em LP(QY), para cada v € W™P(Q) e W™P é um espago de Banach.

Definicao 1.2.3. Para algum inteiro positivo m e 1 < p < 0o consideremos trés espacos

vetoriais no qual || - ||mp € uma norma:

(a) H™P(Q) = o completamento de {u € C™(Q) : ||u|lm,p < 00} com respeito a norma
-l

(b) WmP(Q) ={ue LP(Q) : D*u € LP(N2) para 0 < |a| < m}, e

(c) Wy (Q) = fecho de C§° no espago W™P(1Q).

O espago W™P(Q) é chamado espago de Sobolev de ordem m e expoente p. Além
disso, WOP(Q) = LP(Q), e se 1 < p < oo, WyP(Q) = LP(Q) pois C3(Q) € denso em

LP(Q). Também denotamos o espago W3™" por Hy"P(2). As sequintes inclusoes valem
WP (Q) — W™P(Q) — LP(Q)

e sao continuas.
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Teorema 1.2.1 (Meyers, Serrin). Se 1 < p < oo, entdo

H™(Q) = W™P(Q).

Demonstragao. Ver [3|, pag. 67. O

Em todo nosso trabalho vamos considerar {2 como sendo um intervalo aberto de R e

Wm2(Q) = H™2(Q) e Wg(Q) = HJ"*(Q) por H™(Q) e H*(2), respectivamente.
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CAPITULO 2

SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Este capitulo contém um estudo sobre semigrupos de operadores lineares e analiticos,
e seus geradores infinitesimais. Esses conceitos sao usados na teoria moderna de equagoes
diferenciais para investigar suas propriedades, como existéncia e unicidade de solugoes e
dependéncia continua com relagdo aos dados iniciais. A Secao 2.1l apresenta defini¢oes e
resultados trabalhados em espagos de Banach, seguindo as referéncias [5] e [6]. A Segao
é voltada para o estudo das propriedades basicas dos Cy-semigrupos e constitui uma
introdugao para a se¢ao 2.3 que ¢ constituida do estudo dos semigrupos analiticos. Essas

segoes, seguem as bibliografias [7], [8], [9], [10] e [2].

2.1 Calculo em espaco de Banach

Nessa secao apresentaremos definigoes e alguns resultados em espagos de Banach que
serao utilizados nos capitulos seguintes. No que segue, X e Y, representam espagos de

Banach.

Definicao 2.1.1. Sejau : I C R — X uma fung¢ao. Dizemos que u € fracamente continua
emty €I se

lim [ip(u(t)) — p(ulto))] = 0,¥p € X*. (2.1)

t—to

Dizemos que u € fortemente continua em tg € I se

lim [Ju(t) — u(to) |l x = 0. (2.2)

t—to

Definigao 2.1.2. Seja T : I C R — L(Y, X). Dizemos que T € fracamente continua em
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to € I se
lim |o[T(t)u] — @[T (to)u]| =0, YueY e Voe X" (2.3)

t—to

T ¢ fortemente continua em ty € I se
lim | T(t)u — T(to)ul|lx =0, VYu€eyY. (2.4)
t—to

Exemplo 2.1.1. Seja X = C(R) ={¢: R — R ; ¢ € continua }. Definamos

T: R — L(X,R)
t - THt): X — R
u = (T(t)u)(x) =u(z+1t).

Assim definido, T (t)u leva u numa “transla¢ao”.
Para ¢ € (L(X,R))* temos
(T @)u)) = (e(T(to)u))ll ooy < [olIT(#) = T(to)lleex), onde
1T(t) = T(o)llccxy = sup (| T(H)u —T(to)ullx} e
ueX,||ul|<1

IT@)u = T(to)ullx = sup{[|(T(t)u)(z) = (T(to)u) ()1}
Como @ € continua, temos que quando t — tg

(T ()u)(z) = (T(to)u(@)|| = |lu(z + 1) —ulz+ 1)l <e.
Logo, T € fortemente continua em ty € R.

Definicao 2.1.3. Seja U C X aberto. A aplicacao f : U — Y € derivdvel num ponto
xo € U se existe A € L(X,Y) tal que
@)~ F )~ Al — )]

=0, com xz €U,
=0 |z — 2ol

ou, equivalentemente,

o 10+ 1) = ) — AW
h—0 1Al

=0, com xq+heU.

Caso exista esta aplicacdo, temos que ela € unica e € chamada a derivada de f em x,

sendo representada por D f(xy). Portanto,

Df(l’o) S ;C(X, Y)
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Exemplo 2.1.2. Se X =R, U = (a,b) e F': U =Y € derivdvel em t € U, a derivada

dF(t): U — L(R,Y)
r o dE()(r) = rdF)[1],

pode ser identificada com dF(t)[1] € Y através do isomorfismo candnico i(A) = A(1).
Por exemplo, se Y =R", F(t) = (fi(t))iz12...n

dF(t): U — R”
t = %(fl(t)>f2(t)>'--afn(t))

Il
S
Sl
>
—

~
S—
SN—"
Ny
i
L
3

.....

ou seja, € o vetor com componentes %.

2.2 Cy-semigrupos de operadores lineares

Consideremos uma familia a um parametro {7'(¢) : t > 0} C L(X).

Definigao 2.2.1. A familia {T'(t) : t > 0} é um semigrupo de operadores lineares em X

se

(i) T(0) = I, (I € o operador identidade em X).

(i) T(t+s) =T (t)T(s) para todo t,s > 0.

Definigao 2.2.2. Um semigrupo {T'(t) : t > 0} de operadores lineares é chamado

fortemente continuo ou Cy-semigrupo se

lim | T(t)xr —z||lx =0 para cadax € X, (2.5)

t—0t

em outras palavras, a aplica¢ao

T :[0,00) = L(X)
t— T(t)

€ fortemente continua em to = 0.

Exemplo 2.2.1. Consideremos o espaco

X =C([0,00]) ={f : [0,00) = C; f € continua em [0,00) e lim f(z) < oo},

T—00

munido da norma ||f|l.c = sup |f(x)], f € X.

x€[0,00)

O espago vetorial X munido da norma || - || € de Banach.
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Para cada t € [0,00), definamos o operador T'(t) por

Tt): X — X
f = T@)f: [0,00) — C
(T®)f) (@) = [flz+1).
e O operador T'(t) estd bem definido.
Se f € X, dado € > 0 existe § > 0 tal que se |v — xo| < entao |f(x) — f(xo)| < e.

Observe que para todo t € [0,00), = + t,x9 +t € [0,00) € dado € > 0 existe § > 0
tal que se |v +t — (xog + t)| < 0 entao |f(z +t) — f(xo + )| < . Isto mostra que
[(T(&)f)(x) = (T() f)(zo)| <e.

Por outro lado, como x 4+t — 00, quando x — oo, Vt > 0, seque que

lim (7(t)f)(x) = lim f(z+1t) < oo.

T—00 T—00

Portanto, T(t)f € X.

e O operador T'(t) é linear.
Dados f,g € X, a, B € K, temos
(T(O)[eef + Bgl)(x) = (af + Bg)(x + 1) = af(x + 1) + Bg(x + 1)

= (T () f)(x) + B(T(t)g)(x)
= [a(T(t)f) + B(T[)g)(x), Vz €[0,00).
Disto seque que

T(t)[af + Bgl = oT(t)f + BT(t)g.

e O operador T'(t) é limitado.

Para f € X temos

IT(t) flloo = sup [(T(£)f)(x)] = sup [f(z+1)

x€[0,00) z€[0,00)
< sup (f(z+0)] = 1]l
(z+t)€[0,00)
logo,
IT(#) flloe < [ f]loc, VE = 0. (2.6)

Portanto, T(t) € linear e limitada para todo t > 0, i.e., T(t) € L(X), Vt > 0.
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e A familia {T'(t),t > 0} é um Cy-semigrupo.
De fato, dados f € X ex > 0 temos:

(7) [T(0)f](z) = f(x 4+ 0) = f(x),Vx > 0. Disto seque que T'(0)f = f, Vf € X. Logo

7(0) = I. (2.7)

(i) Dados t1,ty € [0,00), temos

[T(t1 +t2) fl(x) = f(o+ (t1 +12)) = f((x +11) +t2)
= [T'(t2) fl(x + 1) = T(t:)(T(t2) f) ().

Como x € qualquer, seque que
Tt +ts) = T(t)T(t2), Vit > 0. (2.8)
Logo, {T'(t) : t > 0} C L(X) € um semigrupo.

Agora s6 nos resta mostrar que ||T(t)f — flloo = 0, quando t — 0%. De fato,

1T f = fllo = sup [(T(2)f = f)(=)

2€[0,00)

= sup [f(z+1t) = f(2)]

z€[0,00)

Para f € X, existe a« € C tal que f(z) = «, quando © — co. Assim, para todo € > 0,
existe A = A(e) tal que Vo > A, tem-se

@) —al <.

Em particular, sex > A et >0, entdo v+t > A e consequentemente,

[f(x+1) = f@) <|flz+1) —al+|a = f(z)]

< : + - €
2 2 7
logo,
sup |f(x+1t)— f(x)| <e, Vt=0. (2.9)
T€[A,00)
A fungao f‘[ = [0, A+ 1] — C € continua e, portanto, uniformemente continua,

0,A+1
assim para todo € existe 6 = 6(A(e)), com 0 < 6 < 1, tal que

Ifle+t)— f(@)| <eVze[0,4] e Vtelo,o),
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logo,

sup |f(z+1t)— f(2)] <e,VO<LE<O, (2.10)
z€[0,4]

Entao, de (2.9) e (21I0), temos
sup [f(z+1t) — f(z)] < sup [f(z+1)— f(2)]

z€[0,00) z€[0,A]

+ sup |f(z+1t) = f(z)]

T€[A,00)

<2, Vte|0,9)
e assim, quando t — 0%, temos

IT(t)f = flloo = 0.

Portanto, {T'(t) :t > 0} C L(X) é um Cy-semigrupo de operadores lineares.

Definigao 2.2.3. Um semigrupo {T'(t) : t > 0} de operadores lineares é chamado

uniformemente continuo se

lim ([ 7(2) — 1|y = 0. (2.11)

t—0t

Exemplo 2.2.2. Se A € L(X), a familia {e" : t > 0}, define um semigrupo uniforme-

tnAn
mente continuo, onde e = E .

n!
n=0
Temos que
> t" A"
e A série Z é convergente.
n!
n=0
tA|" AN
De fato, como A € L(X) seque que [£Al < (1 'H) para todon = 0,1,2,--- e
n! n!

HtAH"

— (elAp™

como a série g ——— converge, segue que a série g converge, isto €, a série
n:

n=0 n=0

tA)"

g ( ') converge absolutamente e como L(X) é de Banach, pelo Teoremall.1.2 a série
n!

n=0

trA" _
g € convergente. Denotemos a soma desta série por
n!
n=0

n=0

Logo, e esta bem definido para todo t > 0.
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Por outro lado,

k k [
[EA]" (e l-AlD™ (e LAlD™

t|||A
< eIl

Fazendo k — oo na dltima desigualdade temos

* A" > 1" A"
le ) =D —|| < | , I omiar 450 (2.12)
~ nl —~ nl
e !4 & linear.
De fato, dados x,y € X e a, 8 € K, temos
0 A"
e (ax + By) = (Z oy ) (o + By)
n=0
© A" e 7 AP
ca () e (35
n=0 n=0

= aez + Bety.

De [212) segue que e € limitado. Logo, et € L(X), Vt > 0.

A familia {e?* : t > 0} € um semigrupo de operadores lineares. De fato,

+...=1.

(i) €4 = T+ 04 + &

(i) Para s,t > 0, temos
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(|t A
De fato, por hipdtese temos A € L(X), t > 0, e a série Z ( ||| )" 5 uma série

AD™ S o, 1A (|t\||AH)

convergente de numeros reais com <
n! n! n!

para todo n € N
e para todo t = 0.

> |anVW| o A"
¢ |

Nessas condigoes pelo Teste de Weierstrass, E sao uniforme-

n=0 ) n=0
mente convergentes.
AT
Logo, a série E é absoluta e uniformemente convergente.
n!
n=0

e A familia {e”’ : t > 0} é uniformemente continua.

De fato, seja

k
oA Ht ‘lAA“ i |t|||A||

=2 | Z < HAHZ

=1 7’L '
k
ItIIIAII (1t |A])"
< [ 4] Z < 4] ZT — || A[leAl

=0 : n=0 :

disso seque que,

= (|t A tl|| AN
_pp <y A IHI )" Z(\(ITLIIi)!

n=0

n=1
t A
\thnZ Ll ” — lelll Al

Logo, lim ||e"* — I|| — 0.
t—0

Portanto, a familia {T'(t) = €4t > 0} € um semigrupo de operadores lineares

uniformemente continuos.

Observacao 2.2.1. Se {T'(t) : t > 0} € um semigrupo de operadores lineares uniforme-
mente continuo, entao {T'(t) : t = 0} é um Cy-semigrupo. Por outro lado, nem sempre um

Co-semigrupo € um semigrupo uniformemente continuo, como mostra o sequinte exemplo.

Exemplo 2.2.3. Retornemos ao Exemplo[2.2.1, ou seja, consideremos

X =C([0,00]) ={f : [0,00) = C; f € continua em [0,00) e lim f(z) < oo},

T—00

munido da norma || flle = sup |f(z)|, f € X. Assim definido, (X, || - ||~) € de Banach.

z€[0,00)
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Vimos que o operador

THt): X — X
f = T@)f: [0,00) — C
(T f)(x) = flz+1)

¢ linear e limitado, e que a familia {T'(t),t = 0} define um Cy-semigrupo.

Nesse exemplo, vamos mostrar que esta familia nao é um semigrupo uniformemente

continuo. De fato, seja

Seja f :[0,00) — C definida por

o feX.

De fato, o tunico ponto de possivel descontinuidade para f € quando x = t, mas

analisando seus limites laterais, vemos que esses coincidem, e portanto, f € C0,00).

2
lim fi(zx) =lim1— i -1, e
Tt~ Tt t
lim fi(z) =lim—1=—1.
r—tt x—t

Da defini¢ao de f vemos que lim fi(z) < oo. Isto prova a afirmagao.
T—00

o A familia {T'(t) : t = 0} ndo € semigrupo uniformemente continuo. De fato, da defini¢do

do operador T'(t), temos

IT(#)f = fllo = sup [(T@)f = @)l = sup |f(z+1) = f(2)],

z€[0,00) z€(0,00)

para todo x € [0,00). Tomando, em particular, x = 0 temos

IT(E)f = flloo = [f(2) = F(O)] = 2.

Entao, para todo t > 0 existe f; € X tal que

IT(0)fr = fillo = 2[[filloo (aqui || filloo = 1)

Portanto, ¥Vt > 0 |T(t) — I|| = 2= ||T(t) = I|| /# 0 quando t — 0%,

Logo, o Cy-semigrupo por translagoes em (X, || - ||oo) nGo € semigrupo uniformemente

continuo.
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Figura 1: Exemplo 2.2.3]

O seguinte resultado fornece uma estimativa para a norma do operador T'(t).

Teorema 2.2.1. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo em X. Entao existem constantes
B=20eM =1 tais que
|T()|| < MePt, vt > 0. (2.13)

Demonstracao. Vamos mostrar que a familia {T'(¢t) : ¢ > 0} ndo seja limitada, ou
seja, existe uma seqiiéncia {¢,} tal que lim ¢, = oo e ||T'(t,)|| = n. Desse modo, temos
n—oo

{IIT(tn)||, 7 = 0} ilimitada.

Por outro lado, {T'(t) : t > 0} ¢ um Cy-semigrupo, logo para cada u € X, {||T'(t,)ul|}

¢ limitada.

Desse modo, o Teorema da limitagdo uniforme, nos garante que {||7(¢,)||,n € N} ¢

limitada. Contradigao!

Logo,
IT#)|| <M para t>=0

e M > 1, pois [|[T(0)]] = 1.

Mostremos agora a estimativa para o operador 7'(t) dada em (ZI3]). Para isso,

consideremos > 0, 6 > 0, e os intervalos [0, 0] e [d, 00).

Como a exponencial ¢ uma funcdo crescente, segue que no intervalo [0, d]
IT@)] < Me™, %5 > 0.

Agora, para t > & considere 3 = d tlog M, § > 0. Note que 3 > 0, pois M > 1. Pelo
algoritmo de Euclides, existe n € N e 0 <7 < J tal que t = nd +n. Assim,

T(t) = T(nd +n) = T(nd)T(n) = T(6)"T(n),
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logo,
[T@N = [TG)" T )l < T[T ()]

T (@) < M"M. (2.14)
Como 8 = d~tlog M entao 36 = log M, logo nfd = nlog M = log M™ e assim,

pt = B5(nd +n) = npé =log M",

o que implica
et > M.

Logo, fixando ¢ = 1, a desigualdade (2.14]) fica da seguinte forma

T ()] < Me™, vt > 0.

Corolario 2.2.1. Para cada u € X, a aplicacao

f:[0,00) —» X
t — ft)=T@{u

¢ continua, onde T'(t) é um Cy-semigrupo. Mais precisamente, para cada u € X

T()u € C([0,00); X).

Demonstracao. Sejam ¢t >0 e h > 0 com t > h. Temos

1FE+h) = F@OI =T+ h)u = T@)ul = |TE)T(h)u = T(t)ul
= 17T (R =) < (ITONT(R)u = ull.

Sendo T'(t) limitado e usando o Teorema [2Z.2.1] obtemos
1F(t+R) = FOI < MeP T (hyu — ul.
Logo, da definicao de semigrupo, segue que
LF(t+n) = (I =0, h—0"
e, portanto,

lim f(s) = f(t). (2.15)

s—tt
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Por outro lado,

1F (&) = fE=h) = IT(#)w =T = hul = Tt +h—h)u—=T(t - h)u|
= T(h)T(t — h)u =T — hjul| = [Tt = L) (h)u — ul
< MEPH T (h)u — ul|.
Dai,
1F(8) = £t = R)|| < MPM | T(h)u — u]
< M| T (hyu — ul,
donde segue que
If(#) = f(t+ R — 0,h — 0"

e, conseqiientemente,

lir& f(s) = f(t). (2.16)
Logo, de (215)) e (2.16]), f ¢ continua. O

Definicao 2.2.4. Um Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0} ¢ dito uniformemente limitado, se
T < M, M > 1. Além disso, se M =1, dizemos que {T'(t) :t > 0} € um semigrupo

de contragao, para todo t = 0.

Definigao 2.2.5. Seja {T'(t) : t = 0} um Cy-semigrupo em X. O gerador infinitesimal
do semigrupo € o operador linear A : D(A) C X — X, definido por

T(Hu —
D(A) = {u € X : lim W e:m'ste}

t—0t

Au = lim M
t—0t

, u€ D(A).

Exemplo 2.2.4. Seja X = {f : [0,4+00) — C : f € continua e lim f(x) < oo}. Con-
T—00

siderando em X a norma do supremo, vimos que a famiia {T'(t) : t > 0} dada no Exemplo

2271 é um Cy-semigrupo em X. Agora, vamos encontrar seu gerador infinitesimal.

Para todo s > 0, temos

i L@OF(8) = f(s) _ .o

t—0+ t t—0+

f(t_‘_sz_f(s) :D+f(8)

onde DT é a derivada a direita de f, quando tal limite existe.

Assim, para que [ € D(A), devemos ter DT f € X, o que implica em DT f ser limitada

e uniformemente continua.
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Observamos ainda que
t
flx+1t)— f(x) = DY f(x)t +r(t), com Q —0, t—0"

e, pela continuidade de DT f, temos

lim
t—0+

f(s>_tf(s_t> :D+f(8)

o que implica que a derivada & esquerda D~ f(s) existe em todo o ponto e
D¥f=Df.
donde seque que f € derivdavel em todo ponto. Assim,
D(A) ={f € X; [ existe em todo o ponto e f' € X} e

Af =f', feD(A).

Proposicao 2.2.1. Seja A o gerador infinitesimal do Co-semigrupo {T(t)

Entao,

(a) Parau € X,
t+h

1
lim — T(s)uds =T (t)u.

h—0 h +

(b) Para u € X,/tT(s)uds € D(A) e

A ( /0 t T(s)uds) = T(t)u—u.

(¢c) Seu e D(A), entio T(t)u € D(A) e

d
%T(t)u = AT (t)u = T(t)Au.

(d) Parau € D(A),
Ttu—T(s)u= / T(7)Audr = / AT (T)udr.

Demonstracao.

(a) Do Teorema do Valor Médio para integrais, segue que

t+h

1 1
lim — T(s)uds = lim =T(7)uh = im T(7)u, T € [t,t+ hl.
h—0 h

h—0 h t h—0

WV

0}.

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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Assim, 7 — t quando h — 0. Da continuidade da aplica¢ao t — T'(t)u, temos fllir% T(T)u=
—
T(t)u.

(b) Sejau € X e h > 0. Da defini¢ao de gerador infinitesimal, temos A = lim M

ﬂ@fl<AH@m@):%A%NMT@U—NQM@
-2 /t T (s)uds — . /0 " 1(s)uds.

Do item (a), o lado direito da expressao acima tende a 7'(t)u — u quando h — 0, e o lado

Entao,

esquerdo tende ao operador A quando h — 0. Portanto,

A ( /0 t T(s)uds) = T(t)u —u.

(c) Seja u € D(A) e h > 0. Entao,

T(h) - I
I

T(tyu = LT . T(O)T(t)u

T +h)u—T(t+0)u
B h

=T(t) <w) u— T(t)Au, quando h— 0.

Logo, T(t)u € D(A) e DT (t) = AT (t)u = T(t)Au.

Agora nos resta provar que, para t > 0, a derivada a esquerda de T'(t)u existe e é

igual a T'(t)Au. De fato, 0 < h < z,

, T(t)u—T(t— h)u L T(h)u —u
iy [FORTb ] gy [T
+ lim (T(t — h)Au — T(t) Au)

h—0t

=0,

pois ambos os termos do lado direito da igualdade valem zero. De fato, o primeiro termo
vale zero pois u € D(A) e ||T(t — h)||px) ¢ limitado para 0 < h < ¢ e o segundo pela
continuidade de T'(t).

(d) Integrando a expressao (2.19]) de s a ¢, segue do Teorema Fundamental do Céalculo
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¢ ¢ ¢
/ ET(T)udT = / AT (T)udr = / T(1)Audr
¢ ¢
T(t)u—T(s)u :/ AT (T)udr :/ T(7)Audr
U

O seguinte resultado caracteriza completamente os semigrupos uniformemente con-

tinuos de operadores lineares através de seus geradores.

Lema 2.2.1. Seja ¢ : [a,b] — X continua e diferencidvel a direita no intervalo [a,b),

entao ¢ € continuamente diferencidvel em [a,b) .

Teorema 2.2.2. Dado um Cy-semigrupo {T'(t) :t > 0} C L(X), as sequintes afirmagoes

sao equivalentes
(i) O semigrupo é uniformemente continuo;
(it) Seu gerador infinitesimal estd definido em todo X ;

(iii) Para algum A € L(X), T(t) = 4.

Demonstragao.
(7ii) = (i) pelo Exemplo 2.2.2]
(1) = (i7) pela defini¢ao de gerador.

De fato, por hipotese, o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {7'(t)
‘T(t)u—u

estd definido para todo u € X, logo para cada u € X, {

t

Portanto, do Teorema da limita¢ao uniforme segue que {H—T(?‘I H ( )}
L(X

e assim,
t|r(t) —1
oy -1 = Oy on

ou seja, T'(t) — I, t — 0%. Tomando € = % na defini¢ao do limite, temos

F0>0:0<t<d=||T() - 1] <

N —

Portanto,

1Tt + 1) =Tl ey = (T(h) = DT @)l 2ex) = 0,
IT() = T(t = W)l ey = [(T(h) = DT (¢ = h)[| =0,

0}

¢é limitado.

é limitado,
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pois || T'(t)| z(x) ¢ limitada em [0, 0]. Portanto, a aplicacao

[0,00) — L(X)
t = Tt

t
é continua, e assim, a integral / T'(s)ds esta bem definida com
0

3o <}

é é é
15 [ @ =nasi =15 [ Tesis =5 [ 1as)

I 1
== T(s)ds —I|| < =
I5 [ Teas— 1< 3

-1
e, portanto, (fg T(S)ds) € L(X), pelo Teorema [LTI]

Além disso,

Definamos: A := ( fo ) 1.

Para cada h > 0, temos

Logo, quando h — 0 temos as seguintes convergéncias

W=(T(R) — 1) /0 " T(s)ds 5 T() T e

-1

RN T(h) —I) = (T(6) —I) ( /0 6T(s)ds)

WU(T(+ h) — T() = T(1) (%) _ (%) ().

Ainda,

Entao,
T(t)A = AT(t), h—0".
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Portanto, ¢t — T'(t) tem derivada & direita
DYT(t)=T(t)A = AT(t)

que é continua para todo t > 0. Dai, pelo Lema 2.2.T] a aplicagao ¢t — T'(t) é continua-

mente diferencidvel e da unicidade de solugao do PVI

segue que T'(t) = et t > 0. O
Proposigao 2.2.2. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t) : t > 0}
em X, entao A € fechado e densamente definido.

t

Demonstracao. Para cada u € X, considere u; = %/ T(s)uds. Do item (b) da

0
Proposigao 2.2.1] temos u; € D(A) parat > 0 e pelo item (a) da mesma proposigao

0+
lim u; = lim — T(s)uds =T(0)u = u.

t—0 t—0 t 0

Portanto, u; — u, quando ¢t — 0. Logo, D(A) = X.
Mostremos agora que A é fechado.

De fato, tomemos u,, € D(A) tal que u,, — u e Au, — y, quando n — oo. Da parte
(d) da Proposigao 2.2.1], temos

T — T(0)u, ( /0 tT(T)AundT) >0 (2.21)

Observemos que T'(7)Au,, — T(1)Ay, n — 0.

Dessa forma, fazendo n — oo em ([2.21]) temos

Ttu—u= /Ot T(7)ydr

e, pelo item (a) da Proposigao 2.2.1]

T(t)u — 1
lim TMu—u = lim — [ T(1)ydr =T(0)y =v.

t—0+ t t—0t t 0

Logo, u € D(A) e A(u) = y. Portanto, A ¢ fechado.

Teorema 2.2.3. Sejam {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo num espago de Banach X,
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BeReM =1, tais que ||[T(t)|| < MeP para t > 0. Para o gerador (A, D(A)) de
{T'(t):t >0}, as sequintes propriedades valem.

(i) Se A € C tal que R(\)u := / e MT(s)uds existe Yu € X, entdo A € p(A) e
0
RN\ A) = R(N).

(i) Se ReX > (3, entao X € p(A), e o resolvente é dado pela expressao integral dada em

(4)-

(3ii) ||R(N, A)|| para todo \ € p(A) com Re\ > 5.

o M

= Rel—f
A formula para R(A\, A) em (i) ¢ chamada de representagao integral do resolvente.

Podemos interpretar essa integral como uma integral imprépria de Riemann, da seguinte

forma ,

R\ A) =lim [ e ™T(s)uds, paratodo ue€ X.

t—o0 0
Demonstracao.

(i) Consideremos o caso em que A = 0. Entéo, para v € X arbitrario e h > 0, temos

T(h)—1 _Th)y—1 [>
TR(O)U = 7/0 T(s)uds

1 [ 1 [
= E/o T(s+ h)uds — E/o T(s)uds
—1/OOT()d 1/OOT()d
=) s)uds — - i s)uds
1 h

= —%/0 T(s)uds.

. T(h)y—1I . ,

— —— = — -
Assim, hlg& . R(0)u hlg(l;l+ h/o T(s)uds I, ou seja, R(0) € D(A) e

AR(0) = —I. Por outro lado, para u € D(A), temos

t

lim | T(s)uds = R(0)u,

t—o00 0

e usando o item (c) da Proposigao 2.2.1]

t t
lim A / T(s)uds = lim | T(s)Auds = R(0) Au.
t—o00 0 t—o0 0

Pela Proposigao 2221 A é fechado, entdao R(0)Au = AR(0)u = —u e portanto,

R(0) = (—A)™!, como querfamos. Para A\ # 0, a prova ¢ similar a que apresentaremos no
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seguinte item.
(ii) Consideremos A € C tal que Re\ > . Definamos: R(X) : X — X por

R(MNu = /000 e MT(t)udt.

00 h
_1 / (M — D) D (#)udt — - / AP udt
h Jo h Jo
00 (pAh _q 1 h
:/ (e )e_MT(t)udt—e)‘h—/ e MT(t)udt.
0 h h Jo

Entao,

_ ) M h
lim LWEAu = R)u_ / lim (e 1) e M (tyudt — lim, e)‘h% / e T (t)udt
0 0

h—0+ h h—0+ h

= )\/ e MT(t)udt — u
0

=AR(N)u—u
= (AR(\) — I)u.

Pois,




2.2 Cy-semigrupos de operadores lineares 42

I I
lim e)‘hﬁ/ e MT(tudt = lim M lim —/ e MT (t)udt
0 0

h—0t h—0t h—0t
1 0+h
= lim — [/ e‘AtT(t)udt]
h—0t h 0
= Uu.

Portanto, R(\) € D(A) e AR(MN)u= (AR(A\) — u = —AR(MN)u = u — AR(\)u. Logo
(A—=A)RNu = u. (2.22)

Isto significa que (A — A) é sobrejetora. Também temos que para u € D(A)

T(h)R(A)Z — R(\u _ /000 T(h)e—zT(t)udt - /Ooo %dt
_ /0 * (e NT(t + h)Z = e N T(b)
= /0 S (t)Wdt.
Logo,
AR(\u = lim, T(h>R<A)Z ~ R(\u
= [ e i S
= /0 N e M (t) Audt
— R(\)Au.
Entdio,

ROV — A)u = RO\ — RO Au = RO — AR u = (A — AARMNu = u.  (2.23)

Portanto, de ([222)) e (223), temos que (A — A) ¢é inversivel e sua inversa ¢ dada por
R(\) € L(X), ou seja,

A=A u=RN\u = /0 N e MT(t)udt.
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Passamos agora a estimativa dada em (iii).

/ 3T (s)uds| < / le™ NIT(s) uds
0 0

</H_WMW@<M/ S(B—Re)s 7

IR, A)| = \

< M/ e(B—Red)s (2.24)
Como

oo b
/ eP=ReNsge — lim e(B=ReX)s g
0

b—oo Jg
1 e(ﬁ_Re)‘) 1
~ 5% B —Reh 5 — Re\
1
—_— m. (2.25)
De (224) e (2.27), temos
IR A < —2L Rex> 8,2 € p(A)
T , X € p(A).
U

O seguinte teorema nos da uma condigao suficiente para que a soma de um gerador
infinitesimal de um Cj-semigrupo de contracao com um operador linear densamente

definido gere um Cy-semigrupo de contragao.

Teorema 2.2.4. Sejam A : D(A) C X — X, B: D(B) C X — X dois operadores
lineares com D(A) C D(B), e

Az — (A +tB)z| = \||z| (2.26)
para todo A >0, t € [0,1] e z € D(A),
|Bx|| < afl Azl + ll«| (2.27)

para cada x € D(A), onde a € [0,1) e B > 0. Se existe s € [0,1] tal que A+ sB € fechado,
e (0,400) C p(A + sB), entao temos (0,400) C p(A+tB) para t € [0,1]. Nesse caso,

para cada t € [0,1], A+tB € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdo.

Demonstracao. Ver [§|, pag.113. O

Na seguinte se¢ao estudaremos um teorema que caracteriza os operadores que geram

Cp-semigrupos.
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2.2.1 O Teorema de Hille - Yosida

Nessa secao enunciaremos e provaremos o teorema de Hille - Yosida para o caso geral.

Para isto, precisaremos de algumas defini¢oes e resultados preliminares, como segue.

Definigao 2.2.6. Seja A: D(A) C X — X um operador linear satisfazendo as sequintes

condigoes:
(i) A € fechado e densamente definido;

(7) (0,+00) C p(A) e para cada X\ > 0

IR Allex) <

> =

O operador Ay : X — X, definido por Ay = NMAR(X, A) é chamado de aproximagao de
Yosida de A.

Lema 2.2.2. Seja A: D(A) C X — X um operador linear satisfazendo as condigdes (i)
e (i1) da Defini¢ao[2.2.4. Entdo, para cada u € X

lim AR\, A)u = u (2.28)
A—00
e
Ayu = N R\, A)u — M. (2.29)
Além disso, para cada v € D(A),
lim Ayu = Au. (2.30)
A—00

Demonstragao. Seja u € X e A > 0. Da equacao resolvente, segue que
1
IMR(A, A)u = ul| = [AR(A, AJul| = [R(A, A)Au]| < S| Aull,

e conseqlientemente,
lim AR(\, A)u = u,
A—00

o que prova (2.28)).
Agora, observe que
MNR(AA) — M = R\ A) — MM — A)R(), A)
= AR(N A)
= A,,
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assim, para todo u € X,
Ayu = MR\, A)u — \u.

Entao, para u € D(A), de (2.28)), segue que
lim Ayu = lim AR(\, A)Au = Au,
A—00 A—00

satisfazendo assim, a igualdade (2.30)). O

Lema 2.2.3. Seja A: D(A) C X — X um operador linear que satisfaz as condigoes (i) e
(i) da Definicao[Z.2.0. Entao para cada X > 0, Ay € o gerador infinitesimal do semigrupo

uniformemente continuo {e* : t > 0}, satisfazendo
le“M ) <1 (2.31)
para cada t > 0. E mais, para cada uw € X e X\, u > 0, temos

e u — el < t|Ayu — Auul|. (2.32)

Demonstracao. Como A, € L(X), do Teorema 222 segue que, A, é o gerador

1Ay

infinitesimal do semigrupo uniformemente continuo {e*** : ¢ > 0}. Agora, para checar

([231) nos lembremos que de ([2.29) e de (i), temos
2 -
HetAA ||E(X) _ ||et)\ R(A\,A)—tAI ||£(X)

2 _
< Het)\ R(M\A) ||£(X) ||6 tA T ||LZ(X)

tAZ||R(\,A) HLZ(X)e_t)\

N

(&

1.

N

Como Ay, A,, e e e comutam entre si, segue que

bd
/ d—(€StA>‘€(1_S)tAMU>dS
0 S

1
< / HtAAestAAe(l—s)tAuu . tAu€StA>‘€(1_S)tAMUdS||
0

e — | =

1
< / t||eStA*e(1_s)tA“(A,\x — Ayu)|lds < t||Au — Ayul,
0

o que completa a demonstragao. U

Lema 2.2.4. Se o operador linear A : D(A) C X — X satisfaz as condigoes (i) e (i1) da
Defini¢ao [2.2.4, entao A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes.
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Demonstracao. Do limite (230) e da desigualdade (232)), segue que, para cada t > 0,
existe um operador linear 7'(¢) : D(A) € X — X tal que, para cada u € D(A), o limite

lim ey = T(t)u
A—00

converge uniformemente em subconjuntos compactos de R,. De (2.31)) temos que, para
cadat >0 e u € D(A),

1T @)ull < [Jull
Como D(A) ¢é denso em X, segue que T'(t) pode ser estendido continuamente por todo

espago X.

A familia de operadores lineares obtida ¢ um semigrupo, {7'(¢) : t > 0} que satisfaz

1T()llcx) < 1.
E para cada t > 0, u,v € X,

IT () — ull < T =Tl + 1T — ol + |ev — v + [lv — u]

<NT(t — el + e o — o] + 2]jv — ull.

Seja T'> 0 e e > 0. Fixemos v = u. € D(A), com ||u — u.|| < g, e X suficientemente
grande tal que
|T(t)u — ul| < 3¢ + |leue — u. (2.33)

tAy

Como {e :t > 0} é um semigrupo uniformemente continuo, segue que, para algum

e>0,30(¢) > 0 tal que [[e" — I||zx) <&, t € (0,0(¢)). Logo, para cada t € (0,6(c))
||etAkuE — el < ||‘3tAA — [ ccollue < elluel.

Como {u. : £ > 0} ¢ limitado, essa inequacao junto com (233 mostra que {7(¢) : t > 0}

¢ um Cy-semigrupo.

Para concluir a prova, temos que mostrar que o gerador infinitesimal B : D(B) C X —
X desse semigrupo coincide com A : D(A) C X — X. Para isso, tomemos u € D(A) e
h > 0. Temos que o limite
lim e Ayu = T(t)Au

A—00

converge uniformemente em subconjuntos compactos de R,. Entao,

e Ayu — T(t) Aul| < || Ayu — e Aul| + || Au — T'(t) Aul|
<Nl ool Avu — Aull + [l Au — T(t) Aull.
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Essa desigualdade, junto com o limite (2.30) e com as conclusoes parciais acima, prova
que

h h
T(h)u —u = lim (e u — u) = lim e Ayudt = / T(t)Audt
0

A—00 A—00 0

Dividindo ambos os lados dessa equagao por h e fazendo h — 07, temos que u € D(B)

e Bu = Au. Finalmente, mostraremos que D(A) = D(B).

Como B é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo por contragoes, do Teorema [2.2.3 e
da necessidade, segue que 1 € p(B), conseqiientemente I — B ¢ inversivel e (I — B)™'X =
D(B). Como (I — B)D(A) = (I — A)D(A) e, por (ii), (I — A)D(A) = X. Disto segue
que (I — B)D(A) = X, ou equivalentemente (I — B)™'X = D(A). Entao D(A) = D(B).

O

Teorema 2.2.5 (Hille - Yosida). Um operador linear A é gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo {T(t) : t = 0} satisfazendo || T(t)| < MePt, se, e somente se
(i) A € fechado e D(A) é denso em X.
(i) O conjunto resolvente p(A) de A contém (S, 00) e
M
IR\, A)™| < g para ReA > B, n=1,2,... (2.34)

Demonstracao. (=) O item (i) segue imediatamente da Proposigao 2.2.21 Passamos

agora & demonstragao do item (ii). Definamos
R(MNu = / e MT(t)udt, Rel > f3.
0

Esta integral estd bem definida, pois por hipotese ||T(t)|| < Me” e a fungao dada por
f(t) = e T (t)u é continua para todo t > 0.

Pelo Teorema 2.2.3 item (i), R(\) = R(\, A).

Passamos a prova de (2.34). Temos

dR(A, A) d = _x /°° -
AR\ i e (t)udt i te (t)udt (2.35)
Por indugao, temos
dr o
WR(A,A)u:(—n" / t"eMT () udt. (2.36)
0

De fato, para
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en =1,
iR()\, A)u = —/ te NT(t)udt,
dA 0

a igualdade é valida por (Z35]).

Agora, temos como hipotese de indugao, a seguinte igualdade

en==%k
d—kR()\ A = (—1)" /00 the T (H)udt.
AN ;
en=FkF+1
drtt d (d*R()\, A)u
2 pn A = & (A A
i A Aju =23 < AN )
d o
L R k=X
™ (( ) /0 t"e (t)udt)

= (=1)k /OOO(—l)tHle_)‘tT(t)udt

= (—1)k+ / R e M (tudt.
0

Portanto, a identidade (2.36]) é valida para todo n € IN.

Por outro lado, da Proposicao [Tl segue que para todo A € p(A), A — R(\ A) é

analitica e

d

ﬁR(A’ A) = —R(\, A)% (2.37)
Ainda, para todo n € IN,
" A
% = (=1)"n!R(\, A" (2.38)
Comparando as equagoes (2.36) e (238), temos
d"R(A\, A)u 1
n+l. )
RO A u = —
_ 1 - n_—At
= t"e T (t)udt.
Logo,
1 o
Ay = n—1 —)\tT 2.
R\, A)"u O 1)!/0 " e (t)udt, (2.39)
onde, ( )
> - 1)!
grleB-ReNtgy — 02 2.40
/0 (Re A — )" (240)
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De fato, mostremos por indugao, que vale (2.40]).
on =1

Do Teorema 2.2.3 segue que

& 1
(ﬁ—Re)\)tdt _ )
A ‘ Re A— 03
oen—==%
oo k—1)!
tk—l (B—Re )\)tdt _ ( )
/0 ‘ (Re A — B)F
oen==Fk+1.

/oo tke(ﬁ_Re )\)tdt _ tke(ﬁ—Ro Mt oo B /oo ktk—le(ﬁ—Re M)t "
0 (6—ReA)lo 0 B —Re A
— k k-1 (B—Re Nt
“Rer_ /0 t" e dt
B k (k—1)!
" ReA—B(ReA—p)*
k!
~ (Re A — B)k+1
. the(BRe Mt o0
pois 7(B—Re)\) . =0

Logo, a identidade (2.40]) ¢ valida para todo n € IN.
Finalmente, estimemos a equacao (2.39).

1

(n_1>!/0 " e N (H)u
1

< m / ||t"_1e_’\tT(t)u||dt
+JO
1 oo
gT_TW/ e R A VTP |y || dt
n—1!J,

M o
< 7/ tn—le(ﬁ—Re )\)tHqut
(n—=1)!Jo

IR0, 4l < |

< M
< ol

(<) Vamos supor que as condigoes (i) e (ii) valem. Pelo Lema [[.T.3] sabemos que existe

uma norma equivalente | - | em X satisfazendo ||u| < |u| < M||u| e |AR(X, A)u| < |u|
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para cada u € X e A > 0. Entdo, no espago (X,|-|), o operador linear A satisfaz as
hipoteses do Lema 2.2.4], e portanto gera um Cy-semigrupo por contragoes {7'(t) : t > 0}.
Finalmente,

[T @)ull < |T()ul < |ul < Mllull

para cada t > 0 e u € X, o que finaliza a demonstragao para o caso g = 0.

Para o caso geral, observemos simplesmente, que se {T'(¢) : ¢t > 0} é um Cy-semigrupo
tal que ||T'(t)|]] < MeP' e A é seu gerador infinitesimal, entdao {e #T(¢) : t > 0} é um
Co-semigrupo tal que ||T(t)|| < M e A — B1 & seu gerador infinitesimal. O

2.3 Semigrupos analiticos

Até aqui trabalhamos com semigrupos de operadores lineares, cujo dominio é o eixo
real e nao negativo. Consideremos agora a possibilidade de estender o dominio do
parametro para regides no plano complexo que inclui o eixo real nio negativo. E claro que
deve ser preservada a estrutura de semigrupos, o dominio em que o parametro complexo

varia deve ser um semigrupo aditivo de niimeros complexos.

Assim, temos que a classe dos semigrupos analiticos é uma sub-classe propria dos
semigrupos fortemente continuos. Eles ajudam a resolver problemas de Cauchy abstratos

com dados iniciais no espaco todo.

Seja X um espago de Banach com a norma || - ||.

Definigao 2.3.1. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo em X. Se existe um setor no
plano complexo

A¢:{zEC:|argz|<¢},O<¢<g

e uma familia de operadores T'(z) : X — X, z € Ay que coincide com T'(t) para t > 0,
tal que

(7) a aplicagio z — T(z) € analitica em Ay — {0},

(i) Yu € X, z—>101,£IéA¢ T(z)u = u,

(139) T'(z1 + 22) = T'(21)T(22) para zy, z9 € Ay.

Entao {T'(t) : t € [0,00)} € chamado de semigrupo analitico.
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Figura 2: O Setor S, 4.
2.3.1 Operadores setoriais. Poténcias fracionarias

Definigao 2.3.2. Seja 0 < ¢ < 5, M > 1 e a € R. Dizemos que um operador A :
D(A) C X — X ¢ setorial se

(i) A é um operador fechado, densamente definido;

(ii) o conjunto resolvente p(A) contém o setor
Sus={Ne€C:¢ < |arg(A\—a)| <7\ #a},

e a estimativa

IR A <

vale para todo N € S, 4.

Teorema 2.3.1. Se A € um operador setorial, entdo —A é um gerador infinitesimal de

um semigrupo analitico {e=** : ¢t > 0} onde

2
e = [ (A +A)teMd),

©2mi Jr
onde I € um contorno em p(—A) com arg\ — £60 quando |\| — oo para algum 0 € (5, ).

Ainda, {e7** : t > 0} pode ser continuado analiticamente no setor {t # 0 :
|argt| < e} contendo o eizo positivo, e se Re 0(A) > a isto é, se Re A > a sempre que

A € o(A), entao parat >0

ta

_ _ _ C
el < Ce™, AT < e

para alguma constante C'.
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Finalmente, Le™'4 = —Ae™ para t > 0.

Demonstragao. Ver [2] pag.20. O

Definicao 2.3.3. Suponha que A: D(A) C X — X € um operador setorial e Re o(A) >

0, entao para o > 0

1 o
A= —— / o tem A dt.
I'(a) Jo
Exemplo 2.3.1. Se A é um numero real positivo, e X = R, entao A~ € definido

usualmente como a poténcia (—a).

Teorema 2.3.2. Se A é um operador setorial em X com Re o(A) > 0, entdo para algum
a > 0, A € um operador linear limitado em X, que € injetor e satisfaz A~*A™F =

A= @+B) sempre que o > 0,8 > 0. Também, para 0 < a < 1,

sen mo

A=

/ A\ + A) L.
0

™

Demonstracao. Ver [2], pag.25. O

Definigao 2.3.4. Seja A como no Teoremal2.3.2. Definamos: A% como sendo o inverso
de A=, (a > 0), D(A%*) = R(A™®); A’ =1, onde I € o operador identidade em X.

Teorema 2.3.3. Suponhamos que A é setorial, e Re 0(A) > 6 > 0. Para a > 0, existe
Cy < 00 tal que
A% < Cut™@e™ >0,

ese, 0<a<l,zeD(AY), temos
—At 1 «a «a
I(e™ = Dall < ~Crat®|A%].
Também, C,, € limitado para o em algum intervalo compacto de (0, 00).

Demonstracao. Ver [2], pag. 26. O

Teorema 2.3.4. Se 0 < a < 1, x € D(A), entao |A%z| < C||Az|||z||*~%, isto €,
|A%z|| < e||Az| + C'e” @ ||z||, para todo & > 0. (Aqui C,C" sio constantes indepen-
dentes de ).

Demonstracao. Ver [2], pag. 26.

Corolario 2.3.1. Sejam A € um operador setorial com Re oc(A) > 0 e B um operador
linear tal que BA~* € limitado em X para algum o € [0,1). Dessa forma, A+ B €

setorial.
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Definigao 2.3.5. Se A é um operador setorial num espaco de Banach X, definamos, para

cada o = 0

X = D(A?),

com a norma do grifico

[zlle = |AT2]], © € X,

onde X% € o espaco das poténcias fraciondrias, associado a Ay, com Ay = A+ al e

Re o(A4;) >0, a > 0.
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CAPITULO 3

O PROBLEMA ABSTRATO DE CAUCHY

Neste capitulo vamos estudar o problema semilinear de valor inicial

U+ Au= f(t,u), t>0, (3.1)

u(to) = Ug

onde A : D(A) C X — X ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {T'(¢) :
t > 0} de operadores lineares, num espago de Banach X, f : U C Rx X — X ¢
continua, U é um subconjunto aberto e [to, ug) € U, sao dados conhecidos. Na Segao B
trabalharemos o conceito de solugao classica e unicidade de solugdo para o problema (B3.1])
na sua forma homogénea e faremos uma introducao para a se¢ao B.2] na qual é estudado o
conceito de unicidade de solugao classica para o problema (B.1]), na sua forma semilinear.

Essas se¢Oes seguem as bibliografias [2], [11] e [1].

3.1 Equacao homogénea

Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear. Dado
ug € X, o problema de Cauchy abstrato para A com valor inicial uy consiste em encontrar
u(t) para o problema de valor inicial

u+Au=0, t=>0
(PCA)

U(to) = Up

tal que u(t) seja solugao classica de (PCAl), para todo ¢ > 0.
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Definicao 3.1.1. Dizemos que uma funcgao u : [0,00) — X € solugao classica de (PCA))

quando

u € C([0,00); X) N C([0,00); D(A)) eu verifica (PCA]).

Teorema 3.1.1. Se A € o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {T'(t) : t > 0}, entdo
para todo ug € D(A),

¢ a unica solugao cldssica de (PCA).

Demonstragao. Segue da Proposigao 2.2.1] item (c) e do Coroléario 2211 que u(t) =
T (t)ug & solugao cléssica do problema de valor inicial (PCA]).

Dessa forma, s6 nos resta mostrar a unicidade de tal solugao. Para isto, vamos supor

que exista uma outra solugao do problema de valor inicial (PCA]), que denotaremos por
v(t).
Definamos:
w(s) =Tt —s)v(s), 0<s<t.
A aplicacao assim definida é diferenciavel. De fato,

w(s+h) —w(s)

w(s) = lim

h—0 h
i L& = s = Ruls + h) = T(t = s)o(s)
h—0 h
i T = 5= W)o(s +h) —T(t = s)u(s +h) | T(t = s)(s +h) = T(t = 5)u(s)
h—0 h 3
o [TE=s=h) = T(t = 5)]o(s + h) + T(t = 5)[o(s + ) = v(s)]
h—0 h ,
onde,
i e Z(t sLULASS —AT(t — s)v(s),
finy (0 = s)o(s + )~ ot = 70 = o iy (1055 =10

=T(t — s)0(s)
=T(t —s)Av(s)
= AT (t — s)v(s).
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Logo,

w(s) =Tt —s)v(s)+T(t— s)v(s)
= —AT(t — s)v(s) + T(t — s)Av(s) (3.3)
=0.

Portanto, w é constante. Entao

O

Assim, a Proposi¢ao 2Z.2.T] item (c¢) e o Corolario 2211 nos garante a existéncia, e o

Teorema B.1.1] nos da a unicidade de solucao classica para o problema de valor inicial

(ECA).

Consideremos agora, a equagao nao homogénea

u+Au=f(t), 0<t<r
U(to):UO,

onde f :[0,7) — X & uma fungao linear, A : D(A) C X — X ¢ o gerador infinitesimal
de um semigrupo analitico {T'(t) : t € [0,00)} em X e 7 € (0, 00) ¢é fixo.

Definicao 3.1.2. Seja I C R um intervalo. Uma funcio f é Holder continua com

expoente 6, 0 < 0 <1 em I, se existe uma constante L tal que
1f(t) = fF() < LIt —s|°, parat,sel.

Ainda, € localmente Hélder continua, se para todo t € I existir uma vizinhanga de t, tal

que f restrita a essa vizinhanca seja Holder continua.

o
Lema 3.1.1. Seja f : (0,T) — X localmente Hélder continua com / | f(s)]lds < o0
para algum p > 0. Para 0 <t < T, defina ’

Entao, U(-) € continua em [0,T), continuamente diferencidvel em (0,T), com U(t) €
D(A) para 0 <t <T, e dU(t) +AU(t) = f(t) em 0 <t < T, U(t) - 0 em X, quando

dt
t— 0T,
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Demonstracgao. Definamos:

t—p
U0 = [ eI psyas, pei<T
0

para p > 0 tal que 0 < t < p, suficientemente pequeno, com U,(t) = 0. Assim,

1U(#) = U, < /t_ le= A1 £(s)ds.

Entao |U(t) — U,(t)|| = 0, p — 0, uniformemente no intervalo 0 < t < ¢, para algum

to < T'. Além disso, U, ¢ continua, pois para p <t <t+h < T,

t—p t+h—p
lim U,(t + h) — U,(t) = lim [(e‘Ah — I)/ e A=) f(s)ds +/ e~ AUTh=9) f(5)ds
h—0 h—0 0 ¢

—p

= 0.

Portanto, U : [0,7') — X ¢ continua e ||U(¢) / e~ A=) £(s)||ds — 0, t— 0.

Também, para0 < s < t, e At=%)f(s) € ), entao Z e~ =% f(s;)As; € D(A),
t—s;zp

A, €Re
t—p

lim A e A=) £(5)As :/ Ae=A1=9) f(s)ds.
0

As—0
s<t—p

Assim, como A ¢ fechado, U,(t) € D(A) ¢

AU () = / 7 A A9 f(5)ds
B / AT (f(s) = F()ds + (€74 = =) (1)

Agora, do Teorema 2.3.1] ||Ae= 49| = O((t — 5)7Y), ||f(s) — f(t)]| = O(|t — 5|°) para

algum 0 < # < 1 quando s — ¢, entao quando p — 0T,

0o / A A9 (f(s) — f(B)ds + (T — e ) (1),
Entao, U(t) € D(A) para 0 <t < T.

Considerando um aberto no interior do intervalo [tg, 1], 0 <ty < t; < T', entao AU,(t)

converge uniformemente em ty < t < ty, pois ||f(t) — f(s)|| < L|t — s|? para t, s € [to, 1]
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e algum 6 > 0, entao
|AUL(t) = AU = (=1 +e ) f(t) — /t_ Ae I (f(s) — f(1))ds]|
< e =D f )| + C'/t (t—s)""ds — 0, p— 0T,

uniformemente em tg < ¢t < t;.

Finalmente, U,(t) é diferenciavel quando ¢ > p com

%;(t) = —AU,(t) + e *f(t—p), p<t<T.

O lado direito converge uniformemente para —AU(t) + f(t) em tog <t < 1, (0 < ¢y <

t1 < T) quando p — 0%, entao U é continuamente diferenciavel no intervalo aberto (0,7),
com &+ AU = f(t). O

Teorema 3.1.2. Suponha que A seja um operador setorial em X, ug € X, f: (to, T) = X
p
localmente Holder continua e |f(t)|dt < oo para algum p > 0. Entdo existe uma tinica
0
solugao forte u(-) de

2(t) + Az = f(t), to<t<T,

dada por
t
z(t) = e~ Atz +/ e~ A=) f(5)ds.
0

3.2 Equacgao semilinear

Nessa secao vamos considerar o problema abstrato de Cauchy para uma equacao

semilinear de valor inicial (g, up) € R x X da forma

U+ Au = f(t,u), t>0 (3.4)

U(to) = U

onde X é um espaco de Banach com norma |- ||, A: D(A) C X — X é um operador
setorial, tal que as poténcias fracionarias de A; = A + al sao bem definidas, onde a é
tomado de forma que 0 ¢ o(A) e os espagos das poténcias fracionarias X = D(A}),
com a norma do grafico ||z|l, = [|Az], z € D(A®) estao definidos para 0 < a < 1.
Consideraremos f : [0,00) x X% — X, 0 < a < 1, localmente Hélder continua em t e

localmente Lipschitz em « no aberto U C [0, 00) x X.
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Definigao 3.2.1. Uma solugao classica do problema ([B.4) no intervalo [ty,T), é uma

fungao u : [tg, T) — X tal que
u€ C([to,T), X*) N C'((to, T), X) N C((to, T), D(A))
e satisfaz (3.4) em X.

Teorema 3.2.1 (Foérmula da variacdo das constantes). Seja u € C([tg,T), X®), onde
to < T < oo. Entdo u € uma solugao cldssica em [ty,T) do problema [B4) com f sendo
Hélder continua em t e localmente Lipschitziana em u se, e somente se, u satisfaz em X

a equacao integral

u(t) = e A=ty 4 /t e_A(t_S)f(s,u(s))ds, t € [ty,T). (3.5)

to

Demonstragao. (=) Mostremos primeiramente que se u ¢ tal solugdo, entao u satisfaz
B.3).

De fato, fixemos t € [ty, T) e notemos que s — e All=s)

u(s) é uma fungao continua

em [tg, T] e diferenciavel em (to, 7). Assim, para s € (ty,1'), temos

d d
E(e_A(t_S)u(s)) = e_A(t_S)d—Z(s) + e A9 Au(s) = e A9 f (s, u(s)).

Como a fungao s — f(s,u(s)) é continua em [to, 1], segue que

t—e d
E(T(t — s)u(s))ds

/ T(t—3s)f(s,u(s))ds = lim

to e—0t to—e

= 1_i>1%1+ [T(e)u(t —e) = T(t —to+ e)ulto — €)]

= u(t) — T(t — to)Uo,

o que estabelece (3.5).

(<) Suponhamos que u ¢ solucao da equagao integral (B.5) e u € C([to, T); X). Provare-

mos primeiramente que u ¢ localmente Holder continua de (t9,7") em X°.

De fato, se to <t <t+ h < T, temos

u(t + h) — u(t) = (e — I)e=Al-to)y, + / (e — De A=) £ (s, u(s))ds

to

t+h
+ / e~ A=) £ (5 u(s))ds.
t
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Agora, se 0 < § < 1 — a, segue do Teorema 2.3.3] que para algum z € X,
||(6_Ah . I)e—A(t—s)ZHa < C(t . S)—(a-i—é)héea(t—s) HZH
Assim, para t € [t),T'] C (ty,T),

lut +h) = u(t)lla < MR

Disto segue que t — f(t,u(t)) é localmente Holder continua em (ty, T'), e pelo Teorema
3.1.2] u é solugao da equagao linear

b Au= (), em to<t<T, u(0)=u

e u também ¢é uma solucao de (B.4) em (to, 7). O

Teorema 3.2.2. Se A € um operador setorial, 0 < a < 1, U C R x X% € um conjunto
aberto e f : U — X € localmente Hélder continua em t, localmente Lipschitziana em u;
entdo para algum (tg,ug) € U existe T = T (to,up) > 0 tal que o problema ([B.4) tem uma

unica solugao u em [ty,to + T com valor inicial u(ty) = up.

Demonstracgao. Pelo Teorema anterior, ¢ suficiente provar o resultado correspondente
para a equagao integral (3.5). Para isso, para 0 > 0 e T > 0 tal que to <t < to+ T,

definamos
S={yeC(to,to +T],X) : [ly(t) — wolla <6, t € [to,to + 171},
munido da norma

lyll = sup{lly(@)lla, t € [to, t0 + TT}.

Nao ¢ dificil provar que S assim definido ¢ um espac¢o métrico completo.

Agora definamos a aplicagao

G: S — S
¢ = Glp): [toto+T) — R
t = G(o)(t) =
— e~ Alt—to) g + ftl; e_A(t_s)f(Sa p(s))ds.

O nosso objetivo é usar o teorema do ponto fixo da contragao para mostrar que
a aplicacao (G, definida acima, possui um tnico ponto fixo. Para isso, mostremos que

G : S — S é continua, ¢ contragdo e G(S) C S.
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De fato, escolha 0, 7 > 0 tal que o conjunto compacto V', definido por
V={(tu) :to <t <to+7, [Ju—ulla <}

esteja contido em U, e ||f(t,z1) — f(t,22)]| < L||x1 — 22lla, V (t,21), (t,22) € V. Dessa
forma, existe B > 0 tal que || f(t,uo)|| < B, para todo t € [ty,to +7],0 < T < 7. Do
Teorema 2.3.3, temos

)
[(e= " = DNugllo < 3 OSh<T,
T )
MB/ s %e*ds < 2’ e (3.6)
0

| A% ™| < Mt ¥t > 0.

e G(S)CS.

De fato, pelo Teorema [2.3.3] e pelas hipdteses sobre a f, temos

IG() (1) — uolla < [I(e™ —I)uo||a+/t le™ 4ol £ (s, y(s))l1ds

) T
<5 [ e s
2 Jo ., (3.7)
)
< 5 + B/ M(t — s) e =9 (s
0
b 0
<=—+=-=0.
2 * 2
e ( ¢ uma contragao.
De fato, se y,z € S,e 0 <t < T, temos
t
1G(y)(t) = G(2)() | </ e all £ (s, 5(s)) = f(s,2(s))llds
to
t
< [ e ALy - 2fds
to (38)

t
< ML/ (t — )" ||y — z||ds
to
< Klly—z|, Yy,z€S.
A ultima desigualdade segue de (B.7))

e (G ¢ continua.

De fato, dados (y, z) € S, tal que ||y — z|| < 0 temos, de (B8) que, para todo £ > 0,
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em particular, para ¢ = K9,
|1G(y) — G(2)|| < K|y — 2|]| < Ké =e.

Logo, G ¢é continua.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, G possui um tnico ponto fixo v em S, que
¢ uma solugao continua da equagao integral (3.3) e f(¢,u(t)) é limitada quando ¢t — 0F.
Pela Formula da Variagao das Constantes, segue que esta é a tnica solugao de (3.4) em

(0,7T) com valor inicial u(ty) = wo. O
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CAPITULO 4

APLICACOES

Neste capitulo, faremos duas aplica¢oes da teoria dos semigrupos em equagoes dife-
renciais parciais. Na Secao [4.1] trabalharemos com um modelo que descreve o processo de
divisao celular, com base na referéncia [12], e na Segaod.2] trabalharemos com o problema

de valor inicial que descreve o processo de condugao do calor, seguindo a referéncia [2].

4.1 Modelo de divisao celular

O seguinte modelo matemético descreve a proliferacao das células que se dividem em
duas fases distintas: a fase mitética e a nao mitotica. Vamos nos referir a essas duas fases
como m-fase e n-fase, respectivamente. Denotaremos por m(t,z) e n(t,x) as densidades
da célula na m-fase e n-fase respectivamente, de tamanho x no tempo ¢. Vamos assumir
que duas células filhas tenham tamanhos iguais, (i.e. mitoses iguais). Assumiremos ainda,
que as duas fases tenham taxas de crescimento diferentes, que denotaremos por v;(z) e

v2(z), respectivamente.

Entao, as equacoes diferenciais parciais que modelam a divisao celular, sao dadas por

(

my +(y1m), = =B(x)m —v(x)m + p(x)n, 0 <x < 1,t >0

46(2x)m(t,2x), 0<z < %,t > 0,
ne +(y2n). = —v(z)n —p(x)n +
0, l<z<1,t>0, (4.1)

2
\’\“F
)
=
I
=
S
—
\’\“F
)
=
I

0, t>0,

m(0, ) = mo(x),n(0,z) =ng(x), 0<z <1,

\
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onde pu(x) representa o indice de transferéncia de células da n-fase para a m-fase, v(z)
representa o indice de mortalidade das células, e 5(z) o indice de mitose das células na

m-fase.

Nesse modelo ¢ assumido que cada célula pode se dividir em pelo menos [ vezes em
sua vida, de modo que todas as células sao divididas em [I-geracoes. Todas as células
desenvolvem-se com a mesma constante de crescimento e cada uma delas na i-ésima
geracao, (1 < ¢ < I — 1) se divide em duas células de tamanhos iguais num indice
Bi(z), quando as mitoses ocorrem. Uma dessas duas células, chamada célula filha retoma
um ciclo na geragao 1, enquanto a outra célula, chamada de célula mae, entra na geracao

v+ 1.

Sao impostas sobre os indices envolvidos no modelo, as seguintes condi¢oes:
(1) p,v:[0,1] = [0,400). Além disso, p(z) > 0 para quase todo = € (0,1);
(1) 5 :0,1] = [0,00) e B(z) > 0 para x € (0,1) e B(x) = 0 caso contréario;

(ii1) v1,v2 € CH0,1]; 71 (2), v2(x) > 0 para quase todo x € [0,1]. Além disso,y;(z) # Ya(7)
para = € [0, 1] e 7o(2x) # 27 (x), para x € [0, 1].
Nosso objetivo é escrever o problema (4.1]) como uma equagao de evolugao abstrata

num espaco de Banach X e usar a teoria dos semigrupos para resolvé-lo.

Para isto, consideremos X = L'[0,1] x L'[0,1] e definamos os seguintes operadores
A: D(A) c LY0,1] x LY0,1] — L0,1] x L'[0,1]
(u,v) — A(u,v): [0,1] - R
= (Alw,)(z) =

= (=M @)u(z)), (ra(z)v(2))),

B: D(B)c LY 0,1] x L'0,1] — L'0,1] x L0, 1]
(u,v) —> Blu,v): [0,1] — R
= (Bu,v))(z) =
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C: D(C)c LY0,1] x L'[0,1] — L'0,1] x L'[0,1]

(u,v) — C(u,v): [0,1] — R

r = (Cu,v))(z) =

I
|
=
8
=3
&
——
W~
=
[\
2
=
[\
&
N (@]
N
8

A\
8
NN

— N

onde

D(A) = {(
{(u

u,v) € L*[0,1] x L'[0,1] : A(u,v) € L*[0,1] x L'[0,1]}

)
)

v) € L'0,1] x L0, 1] : (=(ma(z)u(2))', (r2(x)o(x))) € L'0,1] x L0, 1],
u(0) = 0,v(0) = 0}

Wy'(0,1) x Wy (0,1),

D(B) = {(u,v) € L'0,1] x L'[0,1] : B(u,v) € L'[0,1] x L'[0,1]}

= {(u,v) € L[0,1] x L'[0,1] : (=B(z)u(x) — v(z)u(z), —p(z)v(z) — v(z)v(x)) €
L'0,1] x L'[0, 1]},

= L'[0,1] x L0, 1] e

D(C) = {(u,v) € L'[0,1] x L*[0,1] : C(u,v) € L'[0,1] x L'[0,1]}

46(2z)p(2z), 0<z <3
{<u,v>eL1[o,1]><L1[o,11:<u<x>v<x>,{ A ¢ ) e
0, §<,’L’<1

L'0,1] x L'[0, 1]},
= L'[0,1] x L'[0,1].

Das defini¢oes dos operadores A, B e C, segue que A € L(E,X), B € L(X) e

C € L(X). Vamos considerar em X a norma ||(u,v)|x = ||ull1 + ||v||; e definamos

E=W,'0,1) x Wy''(0,1) com anorma ||(u,v)||p = [Jullwur + |v]lwor.
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Consideremos agora, o operador L = A+ B + C. Temos

D(L) = D(A) N D(B) N D(C)
= Wy (0,1) x Wyt 0 LY0,1] x L]0, 1]
= Wy (0,1) x Wy (0,1),

ou seja, D(L) = D(A) = E, e além disso, L € L(FE, X).

Com essas definigoes, temos que o problema (41]) pode ser reescrito como o seguinte
problema de valor inicial abstrato de equacao diferencial ordinaria no espaco de Banach

X
Ut)=LU{t) t>0

U(0) = Uy,
onde U(t) = (m(t),n(t)) e Uy = (mo(x), no(z)).

(4.2)

Agora, pelo Teorema [B.1.1] para provarmos que o problema (4.2)) possui uma tnica

solugao classica em X, precisamos provar que L gera um Cy-semigrupo em X.

Lema 4.1.1. O operador linear A + B gera um Cy-semigrupo {T1(t) : t > 0}, onde
{Ty(t) = APt > 0} em X.

Demonstracao. Secja F' € X e U(t) = Ti(t)F. Escrevemos F = (f,g), U(t) =
(u(t,-),v(t,-)). Assim posto, (u,v) é solu¢ao do seguinte problema

/

u+ (i (2)u), = —ar(x)u(t,z), 0<z <1, t>0
v+ (2(2)v)y = —as(z)v(t,x), 0<x<1l, t>0 (43)
u(t,0) = 0,v(t,0) =0, t>0
\u(O,z) = f(z), v(0,z)=g(zr) 0<z<]1,
onde a;(z) = B(z) + v(z) e az(x) = pu(x) + v(zx).
Sejam S (t, x) e So(t, z) solugdes das seguintes equagoes
(51t 2))e = n(Si(t z)), 51(0,2) =2 (4.4)
(S2(t, 7)) = 72(52(t, @), S2(0,7) =
Entao
(Sl(tvx))t -1 (52(t7x))t -1 (45)

WSi6e) O wSe)
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Sejam G; : [0,1] - R e G5 : [0,1] — R dadas por

[
Gl(x)‘/o e W /ow@)‘

Ga<x>=%1x) 40 e Gé(m)zﬁ#o,

o que prova que G e G aplicam [0, 1] num intervalo (a,b) onde G ' e G5! estdo definidas.

Temos:

De (4.4)), temos
(S1(t,))e) o /
! 1(Si(t,z)) G1(51(2)) 51 (1)
(Sa(t,2))r) v ,
L= Sty — C2(5()S:0),
ou seja,

Como

Gl(Sl(O,Zlf)) = Gl(ZL’) (§ GQ(SQ(O,[L’)) = Gg(l’), temos

Gl(Sl(t, ZL’)) =1+ Gl(ZL’)
GQ(SQ(t, LL’)) =1 —+ Gg(l’)

Logo, a solugao de ([4.4]) é dada por

Si(t, ) = Gi (D[t + Gi(w)]

(4.6)
So(t, &) = Gy (1)t + Ga()]

Usando um método das caracteristicas obtemos:

Ey(z) 71 (S:(=t, z)) . .
wlt.z) = 3 n(@) B (=) SHD) 0= () W

0, caso contrario
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Y2(x) Ea(S2(—t, ) (4.8)

0, caso contrario

{E2(SC) V2(52 (=1, ) g(Sa(—t,x)), 0 < Sy(—t,x)
v(t,z) = )

onde

El (1’) —e 5 :123‘18, E2(gj) —e o :ggzgds

Afirmacao: {Ti(t) :t > 0} é um Cp-semigrupo em X.
De fato,

(i) T:(0) = I;

(i) Th(t +t2) = T'(t1)T(t2);

() lim [[(T3(1)F — F)(x)] - 0.

Provemos (i). Temos

Entao,

Logo, U(0)x = (T1(0)F)(z) = T1(0)(f(x), g(x)) = (f(2), g(x)).
Portanto, 71(0) = 1.

(ii) Usando as identidades (4.6]), (A7) e (£8)), e com muitos calculos, prova-se este item.
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(iii) Temos:

Jim (T () F — F)(2)]| = lim

t—0t

f(Sl(_t7 .CL’)),

(El ()71 (S1(—t, 2))
Y1 (@) By (—t, @)
Ea(x)y2(S2(—t, 7))
Yo(2) B2 (S2(—t, 7))

g<sz<—t,x>>) —(f9)@)

~ lim Ey(2)71(S:1(—t, 7)) ) — f(x
N 1—>0 7 (z)E(t, x) fSi(=2) = /()
.|| E2(x)y2(Sa(—t, x), x)
T | @ Bty I ) — ()
=0.
Logo, {T1(t) : t > 0} é um Cp-semigrupo em X. O

Até aqui, temos que A+ B é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {e“+5)" : ¢ > 0}
entao, pelo Teorema de Hille - Yosida, o operador (A+ B) é fechado, densamente definido

em X, e p(A+ B) D (f,00), para algum 5 > 0.

Lema 4.1.2. O operador L gera um Cy-semigrupo em X.

Demonstragao. Como D(A + B) C D(C), onde

(A+B):D(A+B)Cc X — X
C:DC)CcX—X,
sao operadores lineares, tais que, para cada x € D(A+ B), « € [0,1), > 0,t € [0,1] e
V A > 0, valem as desigualdades
(i) [[Az = ((A+ B) +tC) ()| = All=|;

(i) [Cz < al[(A+ B)z[| + Bll=|.
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De fato,

A = ((A+ B) +10)(@) | = ||(van, Aa) = [ = (n(@)u(@)) = Bla)uz) - viw)u(z)

— tp(x)o(z), (=2(x)v(2))" — p(x)v(z)

= [|Az1 + (m(@)u(x)) + B()u(z) + v(z)u(r) + tu(z)v(z)|
+ [ A2 + (r2(@)v(2))" + plx)v(z) + v(z)o(z)

. AB(2x)pu(2z), 0<x<1/2 H

0, 1/2<z<1

2 || Ay || + Azl = (Al ]| + [[z2]]) = All2]],

provando assim, o item (i). De modo analogo, prova-se o item (ii).

Além disso, para s = 0, o operador ((A+ B)+sC') é fechado e (0, +00) C p((A+ B)+
sB). Logo, pelo Teorema 224 temos que (04 00) C p((A+ B) +tC') para cada t € [0, 1]
e ((A+ B) +tC) é o gerador de um Cy-semigrupo em X. Tomando em particular, t = 1,
temos que A + B + C' = L gera um Cy-semigrupo {7'(¢) : ¢t > 0} em X. O

4.2 Equacao do Calor semilinear

Considere uma barra condutora, de comprimento 7, de dimensao linear preponderante
e dimensoOes seccionais insignificantes, como, por exemplo, um arame bem fino e de
comprimento 7, isolado termicamente do meio ambiente a nao ser por suas extremidades.
Se colocarmos a barra, no sentido deste seu comprimento sobre o eixo dos x, e aquecermos
uma das extremidades, o fluxo de calor darse-a longitudinalmente, da extremidade mais
quente para a mais fria, conforme rege a lei do resfriamento. Deste modo, estamos

tratando de um problema de condugao térmica unidimensional.

Denotando por u(z,t) a temperatura da barra na posi¢ao x e instante ¢, o modelo
matematico que descreve o fluxo do calor nessa barra é dado pelo seguinte problema de
valor inicial semilinear

Uy + Uy = —Uge + f(t,zu), 0<z <7, t>0

4.9
u(0,t) =0, u(m,t) =0 -
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onde

(i) f:]0,00) x[0,7] x R — R ¢ uma fungao mensuravel em z, localmente Holder continua

em t, localmente Lipschitz em u e uniformemente em z,
(i) Lf (&, u)| < h(x)g(t, |ul),

(iii) h € L*(0,7),

(iv) g é continua e crescente na segunda variavel.

Nosso objetivo é escrever o problema (4.9) como uma equagao de evolugao abstrata

num espaco de Banach X e usar a teoria dos semigrupos para resolvé-lo.

Para isso, tomemos o espaco de Banach X = L?(0,7) munido da norma

Y
lulls = (/ " ) ,
0

e sobre este espago escrevemos o problema (4.9)) como uma EDF no espago de Banach X
da seguinte forma

U+ AU = F(t,U)

(4.10)
U(0) = Uy
onde
U: [0,00) — L*(0,7)
t — Ul): (0,m) - R
r = Ult)r =u(z,t),
A: D(A)c L*0,7) — L*0,7)
® > Ap: (0,7) - R
= Ap(r) = —¢"(x),

D(A) = {u € L*0,7) : Au € L*(0,7)}
={ue L*0,7) : ¢" € L*(0,7), p(n) = ¢(0) = 0}
= H*(0,7) N Hy (0, ),
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e

F: [0,+00) x X2 — L%*0,n)
(t, ) — F(t,o): (0,7) - R
r = (F(te)(x) = —p@)¢(z) + [tz p(2)).

Lema 4.2.1. O operador A € fechado e densamente definido em X.

Demonstragao. Primeiramente mostremos que para cada A > 0, a aplicagao (A + A)~*
¢ fechada. Para isso, provemos que a aplicacao (Al + A) : D(A) — X & bijetora. De

fato,

-Sobrejetora: Dado f € X, queremos mostrar que existe u € D(A) tal que (A + A)u = f.

Isto é equivalente a resolver o problema de valor de contorno

Se f € X segue que u € H(0,7). Da regularidade para problemas elipticos, temos
u € H*(0,7) e portanto, u € D(A).

-Injetora: (A + A)u = 0 = A — ugy = 0, entdo, u(z) = cre™ V> + ¢V, Aplicando as

condigoes de contorno, temos c; = —cy = 0. Portanto, u = 0 e a aplicacao é injetora.

Concluimos que a aplicagao (A+A) : D(A) C X — X ¢é bijetora e, portanto (A+A)™*

existe e ¢ limitada, logo, continua. Em particular, a aplicacao (A + A)~! ¢é fechada.

Da seguinte igualdade segue que o operador A ¢ fechado.

AN+ A=A+ A=+ A
= AN+ AT+ AN+ AT AN+ A)7!
—AMA+ AT+ A+ AN+ A)T!
=1-2\\+A4A)"

Como o dominio de A é dado por

D(A) = H2(0,7) N HL(0,7),

temos que D(A) ¢ denso em L?(0,7) = X.
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Além disso, D(AY?) = X2 = H}(0,7) também é denso em L?(0, ).

Lema 4.2.2. (i) O operador A € definido positivo, e € auto adjunto.

(i) A € um operador linear setorial, p(A) D (—o00,0) e para cada A > 0,

> =

I+ A) " z200m) <

Demonstragao.

(i) Sejam @, 1) € D(A). As seguintes igualdades provam (i).
(ot == [ papwiais = = [ e = (. A0
(o) == [ apla)is = [P0
(ii) Primeiramente, vamos encontrar o espectro de A. No item (i), vimos que o operador

A é auto adjunto logo, seu espectro é formado somente por autovalores. Encontremos

entao, os autovalores do operador A.

Ap = Ap, (4.11)
assim, pela defini¢cao do operador A

— " = Ao (4.12)

Como ¢ ¢ solugao de (AII]), temos que ela é ndo nula, entdo, podemos multiplicar

a equagao ({LI2) por ¢ e integra-la no intervalo [0,7]. Feito isso, chegamos em A\ =
I
— Jo Il
EK
Logo A > 0.

- Se A =0, temos —¢" = 0, entdo p(z) = cx+d. Aplicando as condi¢des de contorno,

temos que p(z) = 0, Vz € [0, 7], o que ndo pode ocorrer.

Portanto, A > 0. Dessa forma, a solu¢ao da equagao (AII)), ¢ dada por
o(z) = acos(VAz) + bsen(VAz).
Impondo as condi¢oes de contorno, temos

©(0) = a = 0; p(7) = bsen(VAr) = 0.
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Figura 3: O espectro e o resolvente do operador A.
Como ¢ # 0, temos que ter b # 0, entdo sen(v/Ar) = 0, logo, VA = nn, para algum
n € N, e portanto A\, = n?,n € .

Logo, 0(A) = {n?: n € N} e conseqiientemente, p(A) = C\c(A) D (—o0,0), como

mostra na Figura [Bl
Passemos agora a estimativa do operador resolvente.

Dada f € L?(0, ), queremos estimar (A + A)~!f na norma de X. Para isso conside-

remos u na equagao

A+A)f=u (4.13)

onde f é dada. Assim, (A + A)u = f, e integrando ambos os membros de 0 a 7, temos

/)\udx+/ Audz:/ fdx

0 0 0

)\/ uudx—i—/ —umud:c:/ fudzx.
0 0 0

Da desigualdade de Cauchy- Schwartz, segue que

)\HUH%Q[O,W] < >\||U||%2[o,ﬂ + ||u/||%2[0,7r} = (f, w207 < Il z2p0,m el 22107
Ml Zagom < 120, 0l 2210,

Ml 207 < [ fllz20.m

1
|| 200, < X||f||L2[O,7r}-
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Substituindo v dado em (4.13) na dltima desigualdade, temos

I+ A fllex,peay = sup{[[(A+ A I ] < 13

<sup{5 115171 < 1)

1
<.
A
O
e Se F(t,U) =0, o problema de valor inicial (£.10), fica da seguinte forma
Ut)+AU(t) =0, t=>0
(4.14)

onde A é setorial. Logo, pelo Teorema 2.3.11 —A é gerador infinitesimal do semigrupo

analitico {e=** : t > 0} e pelo Teorema B.1.1]
Ut) = e U, t > 0 (4.15)

¢ a tnica solugao cléassica de ([AI4]), para todo Uy € D(A). Com a ajuda das séries de

Fourier, vemos que a solugao de (4.9), no caso linear, é dada por
o
_ _n2
u(z,t) = e o = E bpe ™t sennz, wx€l[0,7], t>0,
n=1

onde
b, = 2/ uo(x) sen(nx)dx.
0

™

e Se I’ # 0, mostremos que F satisfaz as hipoteses do Teorema [3.2.2]

Lema 4.2.3. Para ¢ € Hy(0,7), ¢(z) = [ ¢'(£)dE, vale a estimativa

sup [o(z)] < Vol (4.16)

oLz

Demonstracao.

|o(x)] =

| w’(é)dﬁ‘ < [ 1w

< 1€ e20,0 11 22 (0,m)
V€' L20,m)
VT llellye.

<
<
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U
Lema 4.2.4. Para ¢ € H}(0,7), vale a sequinte estimativa
|E'(t, 0) |l z20m) < V27T||<P||§/2 + V2t VTl el /2) |l L2 0m)- (4.17)

Além disso, F leva conjuntos limitados de [0,00) x X2 em limitados de L*(0,7), é

localmente Hdélder continua em t e localmente Lipschitziana em .

Demonstragao. Para ¢ € HJ(0,7), temos

9(t, lel) < g(t, up lo(@)]) < g(t, Vrllelly)
xe(0,m

P rom = [ 1Pt @)
= [ 1= d @@ + st.apta)fda
< ["Usw e@llg@) + It o) Pds

x€(0,m)

< / "(Vallglhele @] + hx)g(t, [o(@)])dz
<20l s / "1 @) Pda 42 / "R (o) ) de
< 2l + 20 Vel [ W)

< 27llellije + 207t VTl 12220 ,m).

o que prova ([LI7).
Passamos agora a segunda parte da demonstracao.
Tomemos z = (o, ug) € [0,00) x X2, tal que 12[ 0,00y x x1/2 < M, M > 0.

Assim,

120,00y x272 = (I (05 0)[lj0,00) x x2/2 = [to] + [luoll1/2 < M.

Entdo de (£I7), temos

IF () |20 = [1F (to, o) | < V2rluoll} ;5 + V29 (to, V7 lluoll1/2) 1]l £2(0.m)
< V2r(M)? + V2g(-, vr(M)|[ B 20.m) (4.18)

S

)
D

M.
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Logo, ||F(to, uo)|| < M.

Mostraremos agora que a funcao F' é Holder continua em t e localmente Lipschitziana

em ¢, em outros termos, vamos mostrar a seguinte desigualdade,

[F(t1, 1) = F(ta, 02) || < L[ty = t2|” + Mllpr = @all1/2). (4.19)
Para isto, consideremos

| F(t1, 1) = F(ta, 02)ll 20,0 = | = 0101 + f(t1, - 01(:) + wagpn — f(t2,2,02) ()|

(4.20)
< ‘f(tlv '7()01(')) - f(t27 7902())’ + H(pl@/l - (:02()0/2“L2(0,7r)'

Do item (i), temos que para (¢, o) € [0,00) x X2 e ¢y continua, existe uma vizinhanca
V' do conjunto compacto { (ty ,z , @o(z)) :0 <z < 7} em [0,00) x [0,7] xR e
constantes positivas L > 0 e 0 € (0, 1) tais que, para (t1,z,uy), (to, x,uz) € V,

[t 2, u) = f(tz, @, u2)| < L(Jt = to]” + [ur — wal). (4.21)

Assim, existe uma vizinhanca U de (g, o) em [0, 00) x X/2 tal que, se (¢, ) € U, entdo

(t,x,p(z)) € V em q.t.p. de [0, 7].
Para, (t1,¢1), (t2, p2) € U, temos
1t 01(:)) = [t - 02D l20m) < VALt — bl + VAllor — walliye). (4.22)

De fato,

™

1t 01()) — Fltas oo DI = / (2, 01(2)) — (a2, po(a) P
- / (Lt tal’ + Jor() — o))
<or? / Tl — a4 [o1(2) — a(e) P

< L27T|t1 — t2‘29 + 2L272H901 - 902H%/2
< L[ty — tof® + 7|1 — <P2H%/2)v

provando assim, ([Z22]).

Para ¢y, @, em X2, temos

/ / o / / / /
107 — w205l 20,7 = |11 — 195 + Y105 — V205l L2(0,m) (4.23)

< (01 = 99) 20,0 + 11 — w2) @bl L20,m)
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com

le1(e1 — @o)llzo.m < Tlletllyzller — @211/ (4.24)

101 = )b lB0my < 7l allor — 222 (4.25)
De fato,
lertes = DlEsam = [ i@~ )l
</ "l @ I, — o) (o) P
< [ s e@Pie) - o)) s
0 z€[0,7]
<l | 16l — (o) Pda
< mlell? pller — @2l o,

provando assim (£24]). Analogamente, provamos (£20]). Logo, de (£23]), chegamos em

o101 — w25l 20 < Tllerlliy2ller — @2lliye + wller — @2lliy2lle2lli/2
< 7lllealliye + lle2lli2)l 1 = @2l (4.26)

Kllpr =212
Portanto, das estimativas (4.22)), (£.26]) e usando (4.20)), temos

|F(t1, 1) — F(t2, 02)|l 1200 < VTL(|ts — t2|” + V7 llo1 — p2ll1/2)
+ Kllp1 — @212
< VTL([ty — ta]” + M1 — @all1)2),

ondeM:\/7_r—l—%. O

Portanto, dos Lemas 2.1l 22 e L24] e pelo Lema (£23]), segue que as hipoteses
do Teorema [B.2.2] sdo satisfeitas. Logo, existe T' = T'(to, Up) para algum (¢, Uy) € U tal
que o problema (£I0) possui uma tnica solu¢ao em (0,7") com valor inicial U(0) = U.

E a solugao ¢ dada por

t
U(t) = e~ A=)y +/ e A B (s, U(s))ds.

to
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