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RESUMO

Neste trabalho, serdo estudados os Corpos Abelianos, com énfase nos Corpos Ciclotdmicos, vi-
sando a aplicacdo desses corpos no estudo de empacotamentos reticulados. Para tanto, serédo
apresentados conceitos fundamentais da Teoria Algébrica dos NUmeros, tais como o anel dos in-
teiros algébricos, o trago e a norma relativos, além de explorar a Teoria de Galois e exibir o discri-
minante dos corpos ciclotdmicos. Nesse contexto, esse estudo sera utilizado para construgdo de
reticulados algébricos do espago euclidiano R", onde n = p — 1 com p primo e na obtengao de
resultados sobre a densidade de centro destes. A conexdo entre as propriedades algébricas dos
corpos ciclotbmicos e a geometria dos empacotamentos esféricos sera explorada, evidenciando a

relevancia desses corpos tanto no contexto tedrico quanto em aplicacdes praticas.

Palavras-chave: corpos abelianos; anel dos inteiros algébricos; reticulados algébricos; empacota-
mento esférico; densidade de centro.



ABSTRACT

In this work, Abelian fields will be studied, with a particular focus on Cyclotomic Fields, aiming to
apply these fields to the study of lattice packings. To this end, fundamental concepts from Algebraic
Number Theory will be introduced, such as the ring of algebraic integers, the relative trace and norm,
as well as an exploration of Galois Theory and the computation of the discriminant of cyclotomic
fields. The study will then be applied to the construction of algebraic lattices in Euclidean space R",
where n = p — 1 and p is a prime number, and to obtaining results on the center density of these
lattices. The connection between the algebraic properties of cyclotomic fields and the geometry of
sphere packings will be explored, highlighting the relevance of these fields in both theoretical contexts

and practical applications.

Keywords: abelian fields; ring of algebraic integers; algebraic lattices; sphere packing; center density.
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1 INTRODUCAO

Os corpos sao estruturas algébricas fundamentais na matemadtica e, entre eles, os
corpos de numeros se destacam como extensoes finitas dos nimeros racionais. Esses
corpos desempenham um papel essencial na Teoria dos Niimeros, sendo um dos principais
objetos de estudo nessa area. Um exemplo notavel sao os corpos ciclotomicos, que possuem
a forma Q((,), onde ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Além de serem corpos
abelianos, os corpos ciclotémicos tém um papel central na Teoria dos Ntimeros, uma vez
que todos os corpos abelianos podem ser considerados subcorpos de um corpo ciclotomico.
Por essa razao, este trabalho dedica um capitulo especifico aos corpos abelianos, com uma
Secao dedicada aos corpos ciclotomicos.

O problema do empacotamento esférico visa cobrir o maior percentual do R”, com
esferas n—dimensionais de mesmo raio, sem intersecdo a menos de um ponto, nesse con-
texto, uma forma interessante de construir um empacotamento esférico é por meio de
reticulados, nesse caso, através da seguinte expressao podemos calcular a densidade de

centro de um reticulado A:

onde p é o raio de empacotamento e v(A) o volume do reticulado. Essa expressao é
de extrema importancia, visto que a partir dela, apenas multiplicando pelo volume da
esfera n—dimensional de raio 1, conseguimos obter a densidade de empacotamento deste
reticulado que indica a porcao que o empacotamento cobre do R™. Vejamos que, para
efetuar o calculo precisamos identificar o raio p da esfera, que nem sempre é uma tarefa
facil e esta ligada diretamente ao vetor de menor tamanho pertencente ao reticulado.
No prefacio da referéncia [I], mostram-se os recordes de densidade de centro para de-
terminadas dimensoes, sendo este por empacotamentos reticulados ou nao, nosso objetivo
¢ aplicar a Teoria dos Numeros ao estudo dos reticulados, com o intuito de investigar
alguns empacotamentos reticulados fazendo um comparativo com o recorde de densidade
para determinadas dimensodes que sera exibido de acordo com a referéncia citada, no
ultimo capitulo. Para organizar a abordagem, o trabalho ¢ dividido em cinco capitulos.
No Capitulo 2, apresentamos uma série de conceitos e resultados fundamentais da
Teoria dos Numeros, como extensoes de corpos, corpos de nimeros e o anel dos inteiros

algébricos. O objetivo deste capitulo é relembrar ou introduzir ao leitor esses tépicos,
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INTRODUCAO 15

sem entrar em demonstragoes, as quais estao disponiveis nas referéncias bibliograficas
indicadas em cada resultado.

O Capitulo 3 aborda os corpos abelianos, comecando pelos corpos quadraticos, que
sao corpos abelianos de grau 2. Em seguida, exploramos conceitos fundamentais sobre os
corpos ciclotomicos, destacando sua relevancia para o estudo dos corpos abelianos, além
de discutirmos os corpos abelianos com condutor primo.

No Capitulo 4, apresentaremos o problema do empacotamento esférico, e falaremos dos
reticulados, explorando como os conceitos discutidos nos capitulos anteriores podem ser
aplicados a este estudo. Mostraremos, por exemplo, como gerar um reticulado a partir do
anel dos inteiros algébricos de um corpo de nimeros, utilizando o homomorfismo canénico.
Além disso, discutiremos os conceitos essenciais que permitem calcular as densidades de
centro e de empacotamento de um empacotamento reticulado, dando enfoque a alguns
reticulados que surgiram a partir do ideal principal do anel dos inteiros algébricos de
um p—ésimo corpo ciclotdémico gerado por (1 — (,)™, com m inteiro positivo, os quais
sao conhecidos por "Familia de Craig', sendo estes de devida importancia ja que sao os
recordes nas dimensoes, 150, 180 e 192, por exemplo.

Finalmente, no Capitulo 5, faremos as consideragoes finais sobre o trabalho, onde
comentaremos sobre os principais temas abordados e suas aplica¢oes no estudo dos reti-
culados algébricos, como por exemplo no calculo da densidade de centro. Por fim, daremos

algumas informacoes sobre a Familia de Craig.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo trataremos dos conceitos preliminares para o estudo da Teoria Algébrica
dos Ntimeros, as principais referéncias utilizadas foram [2], [3], [4] e [5] tendo em vista que
esta Secao tem por objetivo apresentar ou relembrar conceitos, que serao utilizados poste-
riormente, optaremos por apenas exibir os resultados, sem fazer as demonstragoes contudo,
em cada enunciado deixaremos explicito onde estas podem ser encontradas. A Secao [2.1
trata de extensoes algébricas, polinomio minimal e os conjugados de um elemento algé-
brico sobre um corpo, e extensdes multiplas. Em seguida, na Segdo [2.2] apresentaremos
o conceito de corpo de niimeros, neste veremos os K—conjugados e o polinémio caracte-
ristico de um elemento. Dando continuidade, na Sec¢ao [2.3, veremos conceitos basicos da
Teoria de Galois, como o grupo de Galois de uma extensao, extensoes galoisianas, corpo
fixo por um subgrupo e o Teorema Fundamental da Teoria de Galois, além disso, defini-
mos o trago e a norma relativos de um elemento, exibiremos algumas propriedades destes,
definiremos o discriminante e apresentaremos um resultado que envolve esse conceito. Se-
guindo para a Sec¢ao exploraremos os A—moddulos, desde a definicdo e exemplos até
os homomorfismos de moédulos. Em seguida, na Secao introduziremos o conceito de
elemento inteiro sobre um anel, inteiro algébrico, anel dos inteiros algébricos de um corpo
de ntmeros, relagoes destes com modulos, anel integralmente fechado e alguns resultados
basicos sobre estes topicos. Prosseguindo, na Sec¢ao [2.6| trabalharemos com a fatoracao de
ideais, definiremos dominio Noetheriano, dominio de Dedekind, ideal fracionario, ntimero
de decomposicao, indices de ramificacdo e alguns resultados importantes. Por fim, na
Sec¢ao trataremos sobre valorizagao p—adica, com definicao e exemplos. Veremos esse
conceito no contexto de ideais primos, que utilizaremos posteriormente para demonstrar

um teorema que envolve o anel dos inteiros algébricos.

2.1 EXTENSOES ALGEBRICAS

Neste capitulo, a nao ser que seja mencionado o contrario, consideraremos L um
subcorpo de C. Seja K um subcorpo de L, neste caso, diremos que L é uma extensao
de K e denotaremos por /K, sob estas condigoes L. é um espago vetorial sobre K e a

dimensao deste é chamado grau da extensao, e denotaremos por [L : K|, em particular,
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EXTENSOES ALGEBRICAS 17

neste capitulo falaremos sobre extensoes algébricas. Uma extensdo L/K ¢é dita finita
se, I é um espaco vetorial de dimensao finita sobre K, caso contrario a extensao é dita
infinita.

Um elemento de L é dito algébrico sobre K se for raiz de um poliné6mio nao nulo com
coeficientes em K, caso contrario, diremos que este é transcendente sobre K. Em par-
ticular, quando K = Q, diremos simplesmente que o elemento é algébrico/transcendente.
Uma extensao de corpos L/K é dita algébrica se todo elemento de IL for algébrico sobre
K.

Um exemplo de extensao algébrica é a extensao R/C que tem grau 2, um resultado
mais geral é que toda extensao finita é algébrica, mas nao vale a reciproca. Dado um
elemento « algébrico, a seguir definiremos o polindmio minimal e os conjugados de .
Para isso, consideremos nesta secao K C IL subcorpos de C.

Dado um elemento o de LL algébrico sobre K, o polindmio monico m,(z) de grau
minimo tal que m,(a) = 0 é chamado polinémio minimal de « sobre K. Além disso,
diremos que o grau de « sobre K ¢ o grau do polinémio minimal de « sobre K. Deno-

tamos por grig(a).

Exemplo 2.1. Considere K = Q, /3 é algébrico sobre Q, e seu polindmio minimal é
x? — 3, portanto, o grau de v/3 sobre Q é 2. Por outro lado, se K = R, entéo o polindmio
minimal de V3 é z — /3, logo, o grau de V3 sobre R é 1.

Proposigao 2.2. ([2], p. 89) Considere a extensio L/K e o um elemento de L. Se o é

algébrico sobre K, entdo my(x) € irredutivel em K[x].

Um corpo F é dito algebricamente fechado, quando todo polinémio de uma variavel
de grau maior ou igual a 1, com coeficientes em F, tem pelo menos uma raiz em F. Por
exemplo, C é um corpo algebricamente fechado, enquanto que R nao o é, uma vez que o
polindémio #? + 1 nao tem raizes reais.

Seja K um corpo. Diremos L é o fecho algébrico de K se I ¢ um corpo algebricamente
fechado e IL/K é algébrica. Sendo assim, temos que, C é o fecho algébrico de R. Diremos

que L é uma extensao simples de K, quando existe um elemento « de L tal que I =
K(a).

Exemplo 2.3. A extensdao Q C Q(v/2,1/3) é simples pois Q(v/2, v/3) pode ser escrita da
forma Q(\/§ + \/3) Por outro lado, se considerando F o fecho algébrico de Q, a extensao
F/Q néo ¢ simples (justificativa apés a Proposi¢ao [2.4)).

Proposicao 2.4. ([6], p. 47) Seja o um nimero complexo, se a é algébrico sobre K entao

grr(a) = [K(a) : K]|. Se a ndo é algébrico sobre K, a extensao K(a)/K € infinita.

Agora, justificaremos o fato de que a extensao F/Q, mencionada no Exemplo , nao

é simples. Suponhamos por absurdo que F = Q(«). Como F/Q é algébrica, em particular,
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segue que a é algébrico sobre Q. Pela Proposicao[2.4] [F : Q] = grp(a) < o0, 0 que é um
absurdo, uma vez que F/Q ¢é infinita.

Seja « em LL algébrico sobre K. Os conjugados de « sobre K sdo as raizes de mq(z)
em L. Podemos exemplificar que, os conjugados de v/3 sobre Q sao v/3 e —/3.

Proposicao 2.5. ([2/, p. 100) Seja a um nimero complezo, se o é algébrico sobre K e

gr(ma(z)) = n, entio K(a) = {ag + a1 + -+ + ap_10" Y5 a9, a1, ..., a1 € K},

Sejam a1, s, ...,qr nimeros complexos e algébricos sobre o corpo K. O corpo
K(aq,ag,...,ax) é chamado extensdao miltipla de K e é obtido através de uma su-

cessao de k juncgoes simples:

K(ai, az) = K(ag)(az)

K(Oq, a9, Oég) = K(Oq, 012)(043)

K(Ozl, g, ... ,O,/k) = K(Oq, Qo, ... ,ak_l)(ak)

Proposigao 2.6. ([Z], p. 102) Seja L/K uma extensdio de corpos e a, 3 em 1L algébricos
sobre K, entao existe um elemento v de L algébrico sobre K tal que K(a, 8) = K(v).

Considerando ainda a extensdao L/K, sejam aq,as, ..., a, elementos de L algébricos
sobre K, utilizando a Proposicao de forma sucessiva, concluimos que existe a em IL

algébrico sobre K tal que K(ay, as, ..., a,) = K(a).

Proposicao 2.7. ([Z], p. 106) Seja o um nimero complexo e algébrico sobre o corpo K,
entdo todo elemento [ de K(«) € algébrico sobre K e o grau de 8 sobre K é menor ou

tgual ao grau de a sobre K.

2.2 CORPOS DE NUMEROS

Nesta Secao, trabalharemos com casos especificos de extensoes algébricas, as extensoes
finitas dos racionais, denominaremos por corpos de nimeros. Neste contexto, vamos
explorar sobre elemento primitivo de um corpo de ntimeros, as imersées nos complexos,
os conjugados e alguns resultados relacionados aos conceitos mencionados.

Um subcorpo de C que é uma extensao finita dos racionais é chamado de corpo de
ndmeros, isto é, um corpo K é um corpo de nimeros se K/Q ¢ finita, além disso quando

o grau da extensao K/Q for n, diremos que K é um corpo de niimeros de grau n.

Proposicao 2.8. ([2/, p. 109) Se K é um corpo de nimeros, entao existe um nimero
algébrico 0 tal que K = Q(0).
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Nas condigoes da Proposicao [2.8 chamaremos 6 de elemento primitivo do corpo K.

Vale ressaltar que o mesmo corpo de niimeros tem infinitos elementos primitivos.

Teorema 2.9. ([2], p. 112) Se K é um corpo de nimeros de grau n, entao existem

exatamente n monomorfismos o : K — C,k=1,... n.

Diremos que o3 é um monomorfismo real, quando o;(K) C R, caso contrario, cha-
maremos o de monomorfismo imaginario. Neste contexto um corpo de ntimeros K é
dito totalmente real quando todos os monomorfismos de K em C sao reais. Analoga-
mente, K é dito totalmente imaginario quando todos os monomorfismos de K em C
sao imaginarios.

Note que, ndo necessariamente um corpo de nimeros é totalmente real ou totalmente
imaginario, como ¢é o caso de K = Q(\3/§), que tem 2 monomorfismos imaginarios e um
real. Mais geralmente, dado um corpo de nimeros de grau n, a quantidade de mono-
morfismos imaginérios é sempre par, uma vez que dado o, um monomorfismo imaginério,
a0 compormos a conjugacao complexa com oy, obtemos outro monomorfismo imaginario.
Sendo assim, n = r 4 2s, onde r é o nimero de monomorfismos reais e 2s o nimero de
monomorfismos imaginarios.

Sejam K um corpo de niimeros de grau n sobre Q e oy,...,0, 0s n monomorfismos
de K em C. Dado a em K, os elementos oy(a) = a, 09(c0),...,0,(c) sdo chamados de
K—conjugados de a ou conjugados de « relativos a Q. Nestas condigoes, o polindmio

caracteristico de a sobre K é definido como o polinémio:
n
palz) =[] (z — ay).
k=1

Proposicao 2.10. ([2], p. 118) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se o é um
elemento de K, entdo p,(z) € Qx].

Na Proposicao[2.10, vimos que o polindémio caracteristico de um elemento de um corpo
de nimeros K estd em Q[z], entdo o préximo resultado nos permite expressar o polinémio

caracteristico deste elemento como o produto do seu polinémio minimal.

Proposicao 2.11. ([2], p. 120) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se o é um

elemento de K, entao po(x) = (ma(x))*, onde s = ¢ um numero inteiro positivo.

gr(ma(z))

2.3 TEORIA DE GALOIS

Nesta Segao, consideraremos sempre K e L corpos de niimeros. Seja /K uma extensao
de corpos, o conjunto de todos os automorfismos de L, denotado por Aut(LL) é um grupo
com a operagao de composi¢do. Vamos iniciar, esta Se¢ao enunciando conceitos basicos

da teoria de Galois, como o grupo de Galois de uma extensao, extensoes galoisianas e o
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corpo fixo associado a um subconjunto de Aut(IL), com objetivo finalizd-lo enunciando o
teorema fundamental da teoria de Galois.

Diremos que ¢ : L. — L, é um K-automorfismo de L se ¢ é um homomorfismo
bijetor e p(a) = o, V o € K. Isto é, g = Id.

Sendo assim, podemos afirmar que o conjunto G(L: K) = {0 : L — L; ¢ é um K-
automorfismo de L} C Aut(L). A proposicao a seguir nos garante algo a mais do que

1sso.
Proposicao 2.12. (4], p. 103) G(L : K) é um subgrupo de Aut(L).

Seja L/K uma extensao de corpos. Quando L/K é uma extensao finita de corpos
e [L:K] = o(G(L: K)), diremos que esta extensao é de Galois ou galoisiana. Além
disso, chamaremos G(L : K) de grupo de Galois da extensao LL sobre K e, quando L/K

¢ galoisiana, denotamos por Gal(L : K).

Exemplo 2.13. A extensao Q(i)/Q é galoisiana, visto que é uma extensao de grau 2 e
G(Q(i) : Q) = {01,002} onde oy é a identidade e o9 a conjugacao complexa. Por outro
lado, a extensdo Q(+/3)/Q nio é galoisiana, ji que é de grau 3 e o(G(Q(3/3) : 1)) = 1.

Diremos que uma extensao de corpos ¢ abeliana quando a extensao é galoisiana e o
grupo de Galois é abeliano. Um exemplo de extensao abeliana é C/R. Em contrapartida,
para uma extensao nao ser abeliana, é suficiente que esta nao seja galoisiana, mas esta
nio é uma condicio necesséria, visto que a extensao Q(v/2, (3)/Q é galoisiana, mas nio é

abeliana.

Teorema 2.14. ([0, p. 145.) Se K é um corpo de nimeros de grau 2, entdo a extensdo

K/Q € galoisiana.

Uma consequéncia do Teorema é que todo corpo de nimeros de grau 2 é uma
extensao abeliana. Uma vez que o Teorema garante que a extensao ¢ galoisiana e, neste

caso, o grupo de Galois da extensao tem ordem 2, e portanto, é abeliano.

Proposicao 2.15. (6], p. 105) Se H C Aut(L) é um subconjunto nao vazio, entdo
L7 ={a e L;o(a) =« para todo 0 € H} C 1L é um subcorpo.

O subcorpo L referido na Proposicao ¢ nomeado corpo fixo associado a H.

Proposigao 2.16. ([6], p. 106) Se G é um grupo finito de automorfismos de L, entdo
o(G) = [L: LY, e assim, G = G(L : LY).

Teorema 2.17 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). ([6/, p. 160) Sejam L/K
uma extensdo finita de Galois e G = Gal(L : K). Entao existe uma correspondéncia
biunivoca entre os corpos intermedidarios entre K e 1L e os subgrupos de G, dados por
M — G(L:M) e H — LY, onde M é um corpo intermedidrio entre K e L, e H ¢é
subgrupo de G. Mais ainda, se Ml <— H, entio [L:M] = o(H) e [M: K] = [G : H].
Além disso, H é subgrupo normal de G se, e somente se, a extensio L/K é de Galois.
Quando isso acontece, temos Gal(L : K) = G/H.
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2.3.1 Norma, traco e discriminante

Dada uma extensao de corpos IL/K de niimeros de grau n, existem n K-monomorfismos
de . em C, dados por oy,...,0,. A seguir definiremos, conceitos que dependem destes
monomorfismos, e posteriormente, a partir destes obteremos resultados. Dado a em L,

definimos a norma e o trago de IL sobre K respectivamente, por:

n

Nyjk(o) = H oi(a)

=1

n

Trik(a) =Y oi(a)

i=1

Por simplicidade, quando ficar claro a extensao referida, denotaremos apenas por N ()
e T'r(w).

Na referéncia ([4], p. 36) podemos encontrar as seguintes propriedades do trago e da
norma relativos. Sejam Q C K C IL corpos, em que [L: K] =n. Se o, € L e k € K,

entao valem as seguintes propriedades:

L Tryg(a+ B) = Trox(a) + Trox(5)
2. Tryk(ka) = KTrLx(a);

3. Trox(k) = nk;

4. Nyk(k) = k™

5. Npk(ka) = k" Ny k(o)

6. Npjx(aB) = Nujx(a)Nyx(8);

Agora, sejam K C I C M, corpos de nimeros, dado o € M, temos:

1. T?”M/]K(Oé> = TT’]L/]K(TTM/]L(O())

2. NM/K<05) = NL/K(NM/L<Q))

Introduziremos agora, o conceito de discriminante, que serd muito relevante para os
proximos capitulos, porque temos aplicagdes deste conceito para efetuar alguns calculos
essenciais neste tema. Sejam K um corpo de nimeros e oy, ...,0, 0os monomorfismos de
K em C. Considere B = {ag, a1, ..., a,_1} um conjunto de K/Q. O discriminante desse

conjunto ¢ dado por:

Dx(ag, ay, ..., a,_1) = [det[oi(a;)]].
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Proposigao 2.18. ([3], p. 53.) Sejam K = Q(«) um corpo de nimeros e p(x) o polinémio
minimal de o sobre K, onde p(z) tem grau n. Uma Q-base de K {1,a,...a" "'} tem

discriminante

Digjo(1, ") = (=12 D Nigg (0 (),
onde p'(x) € a derivada de p(x).

Teorema 2.19. ([7], p. 41.) Sejam L/K uma extensao finita, com K um corpo finito ou
de caracteristica zero, [L : K] =n e a um elemento de L. Se a1, s, -+, «, sdo as raizes

do polinomio minimal de o sobre K, cada uma repetida [L : K(a)] vezes, entdo:

n

1. TT]L/K<04) = Zai.

i=1

n

2. NL/K(OZ) = HO[Z
3. palx) = H(m — ).

2.4 MODULOS

Nesta secao, o objetivo ¢ apresentar o conceito de modulo sobre um anel com unidade,
tendo em vista que no decorrer do trabalho falaremos sobre esta estrutura algébrica. Para
isso, utilizaremos a Referéncia [§]. Seja A um anel com unidade. Um conjunto nao vazio
M é dito um mddulo sobre A (ou um A-médulo) se M é um grupo abeliano em
relacdo a uma operacao, que indicaremos por +, e esta definida uma lei de composicao
externa que cada par (a,m) € A X M associa um elemento am € M e, tal que, para

todos aq,an € A e todos mqy, my € M, verifica:
i) 041(042m1) = (a1a2)m1;
i) aq(my 4+ me) = aumy + aymo;
iii) (g + ag)my = aymy + agmy;
iv) 1amy = m;y.
Exemplo 2.20. Abaixo, citamos alguns exemplos de A-mddulos:
o Todo espaco vetorial sobre um corpo K é um K-moédulo;

e Todo grupo abeliano G pode ser considerado como um moédulo sobre o anel Z,

definindo o produto de um ntimero inteiro por um elemento de G convenientemente;

(Vide [8], p. 19.)
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e Todo anel A é um A—moddulo.

Seja M um A—modulo. Um subconjunto N C M diz-se um A—submddulo, ou

simplesmente, um submaddulo se:

i) N é um subgrupo aditivo de M.

ii) N é fechado em relagao a multiplicagdo por escalares, isto é, para todo a € A e todo

n € N, tem-se que an € N.

Sejam M e N' A—médulos. Uma funcao f : M — N é dita um homomorfismo de

A—mddulos (ou A-homomorfismo) se para todos mq,ms € M e todo a € A se verifica:

i) flmi+me) = f(m) + f(me);
ii) f(amy) =af(my).

Dado um A—homomorfismo f : M — N chamamos imagem de f e nicleo (ou

kernel) de f, os respectivos conjuntos:

Im(f)={n € N;f(m)=n, para algum m € M},
Ker(f)={m e M; f(m) =0}.

E possivel verificar que Im(f) e Ker(f) sdo submédulos de N e M respectivamente.

Um A—homomorfismo é dito um A—monomorfismo ou um A—epimorfismo se for
injetor ou sobrejetor, respectivamente. Dado f : M — N um homomorfismo de médulos.
Como consequéncia das defini¢goes acima, temos que f é um A-epimorfismo de modulos
se, e somente se, Im(f) = N. Assim como, f é um A—monomorfismo de médulos se, e
somente se, Ker(f) = (0).

Dado um anel A, denotaremos por A™) o conjunto de todas as familias quase-nulas
(Aj)jes onde \; € A, para todo j € J. Assim, dada uma familia {z;},;c; de elementos
de um A—médulo M, dizemos que um elemento x € M é uma combinacao linear dos

elementos da familia, se existe (););e; € AY) tal que

T =) Az
jeJ
Note que, a soma acima esta bem definida, uma vez que s6 um nimero finito de parcelas
somadas é diferente de zero. Dizemos que um A—moddulo M ¢é finitamente gerado,
quando existe uma familia {z,...,x,} de elementos de M, tal que todo x € M é da
forma

x:Z)\jxj, com\ €A 1<j5<n.
j=1
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Dizemos que uma familia {z;};c; de elementos de um A—mdédulo M é linearmente

independente, se para toda (\;) € A tem-se que

Z)\jxj = 0= \; =0 para todo j € J.

jeJ
Uma familia {x;},c; de elementos de um A—mddulo M ¢é dita uma base de M se é uma
familia linearmente independente e gera M. Dizemos que um A—moddulo é livre se ele

contém uma base.

Proposicao 2.21. ([8], p.71) Sejam A um anel de integridade e M um A—mdodulo. Se
{z:}1<i<n € um conjunto linearmente independente de elementos de M e {y;}1<j<m € um

conjunto gerador, entao n < m.

Nesse contexto, segue da Proposicao que se A é um anel de integridade e M
é um A—mdbdulo livre, finitamente gerado, entdo toda base de M é finita. Além disso,
nessas condigoes todas as bases de M tém o mesmo nimero de elementos. Sendo assim,
dado A um anel de integridade e M um A—modulo livre finitamente gerado, o niimero

de elementos de qualquer base de M é chamado posto de M.

2.5 ANEL DOS INTEIROS ALGEBRICOS

Consideremos A C B C (' anéis. Nesta Se¢ao vamos introduzir alguns conceitos da
teoria algébrica dos nimeros, visando definir anel dos inteiros algébricos de um corpo
de ntimeros e explorar alguns resultados envolvendo ambos. Um elemento de B é dito
inteiro sobre A se é raiz de um polinémio monico com coeficientes em A. Quando todo
elemento de B for inteiro sobre A o anel B é dito inteiro sobre A. Um niimero complexo
« € dito um inteiro algébrico, se « ¢é raiz de um polindémio moénico com coeficientes em
Z.

Um resultado imediato dessas definigoes é que se B ¢ inteiro sobre A e ¢ em C' é inteiro
sobre B, entdo ¢ é inteiro sobre A, visto que Alzx] C B[z|. Por consequéncia, se C' é inteiro

sobre A, entao C' é inteiro sobre B.

Teorema 2.22. ([2/, p. 77) Sejam A, B dominios de integridade tal que A C B. O
elemento b de B € inteiro sobre A se, e somente se, A[b] é um A-mddulo finitamente

gerado.

Teorema 2.23. ([2/, p. 78) Seja b € B. Se existe D um subanel de B, tal que A[b] C
D C B e D é um A-mdédulo finitamente gerado, entao b € inteiro sobre A e A[b] é um

A-mddulo finitamente gerado.

Este Teorema, nos faz concluir que quando B é um A-modulo finitamente gerado,

entao B é inteiro sobre A.
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Proposigao 2.24. ([2], p. 79) Se B é um A-mddulo finitamente gerado e C' é um B-

modulo finitamente gerado, entdo C' € um A-mddulo finitamente gerado.

Proposicao 2.25. ([2/, p. 80) Se by,by € B sdo elementos inteiros sobre A, entdo

b1 + by, by — by e biby sao elementos inteiros sobre A.

Corolario 2.26. ([2/, p. 80) O conjunto dos elementos de B que sdo inteiros sobre A é

um subanel de B contendo A.

Sendo assim, o tultimo resultado nos garante que o conjunto dos elementos de B que
sdo inteiros sobre A é um anel, e este é chamado de anel de inteiros de A em B denotado

por Op. Isto é,
Op = {a € B;« é inteiro sobre A}.

Com essa notacao, segue que B é inteiro sobre A se, e somente se Og = B. Além

disso, em particular quando A = Z, chamamos Op de anel dos inteiros algébricos.

Proposicao 2.27. ([2/, p. 80) Se by,...,b, € B sao elementos inteiros sobre A, entdo

Alby, ..., by] € um A-mddulo finitamente gerado.

Proposicao 2.28. ([Z/, p. 80) Se by,...,b, € B sao elementos inteiros sobre A entdo

Alby, ..., by € inteiro sobre A.

Um dominio de integridade A é dito dominio de fatoragdo tnica (DFU) quando

todo elemento a em A, com a # 0 nao inversivel pode ser escrito como:

G = P1P2 * * * Pn,

onde cada p; é irredutivel em A para todo 7 =1,...,n e esta fatoracdo é uinica no sentido

de que se:
G =Dpi1P2 - "Pn = 4192 " " Gk,
tal que p;, g; sao todos irredutiveis, entdao n = k e cada fator ¢; pode ser reindexado da
forma:
4; = &;Dj,
onde «; é um elemento inversivel de A, para todo 7 = 1,...,n. Nessas condi¢oes, dizemos

que g; e p; sao associados.

Exemplo 2.29. O anel dos ntimeros inteiros ¢ um dominio de fatoracao tnica. Em
contrapartida, o anel Z[v/—5] nao é um DFU. Pois, 6 é um elemento de Z[v/—5], que tem

as seguintes fatoragoes:

6=2-3¢ 6= (1++v=5)(1++V-5),
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onde, 2,3,1 4+ /=5 sao irredutiveis e nao sdo associados, uma vez que os elementos
inversiveis de Z[y/—5] sdo +1.

Proposicao 2.30. ([Z/, p. 83) Sejam A um dominio de fatoragio inica e K o seu corpo

de fragoes. Assim, c € K € inteiro sobre A se, e somente se, ¢ € A.

Uma vez que Q é o corpo de fragoes de Z, por consequéncia da Proposicao [2.30] o anel

dos inteiros algébricos de QQ, denotado por Og ¢é Z.
Proposigao 2.31. ([Z], p. 110) Se K é um corpo de nimeros, entao O é um anel.

O anel A é dito integralmente fechado em B quando O = A. Em particular, se
A é um dominio e K o seu corpo de fracoes, o anel A é chamado integralmente fechado se

Ok = A. Sob essas condigoes, segue da Proposicao que A é integralmente fechado.

Proposicao 2.32. ([2], p. 111) Se K é um corpo de nimeros, entdo o corpo de fragoes
de OK ¢ K.

Proposigao 2.33. ([2/, p. 111) Se K é um corpo de nimeros, entio Ok € integralmente
fechado.

Proposicao 2.34. ([Z], p. 111) Se K é um corpo de nimeros, entdo todo ideal ndo nulo

de Ok contém um nimero b € 7Z nao nulo.

Proposigao 2.35. ([Z], p. 112) Seja K um corpo de nimeros. Se I é um ideal ndo nulo
de Ok, entao eziste v € I tal que K = Q(7).

Deste fato, podemos concluir que se um nimero complexo « ¢ algébrico, entao a = ¢,

com @ um inteiro algébrico e b € Z nao nulo.

Proposicao 2.36. ([2/, p. 121) Sejam K um corpo de nimeros. Se o € Ok, entdo os

K-conjugados de o sdo inteiros algébricos.

Proposigao 2.37. ([2], p. 129) Seja K um corpo de nimeros de graun. Se I é um ideal

nao nulo de Ok, entdo existem 1y, ...,n, em I tais que:

DK(nh s 77771) ?é 0.

Teorema 2.38. ([Z], p. 129) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se I é um ideal
nao nulo de Ok, entdo existem ny,...,n, em I tal que para todo o em I, existem unicos

numeros inteiros ay, . .., a,, tal que o« = any + - -+ + My

Em outras palavras, nas hipoteses do Teorema [2.38] podemos concluir que o ideal [
de Ok é um Z—mdbdulo livre de posto n, visto que {n,...,n,} forma uma base para [
sobre Z. Em particular, podemos tomar I = Ok e assim, obteremos a mesma conclusao
para Ok. Sendo assim, diremos que um conjunto {vy,...,v,} é uma base integral para

o corpo K quando este conjunto for uma base para Ok sobre Z.
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Teorema 2.39. ([2], p. 131) Seja K um corpo de nimeros de grau n e I é um ideal
nao nulo de Ok. Se {vy, - ,v,} e {ur,---un} sao bases de I. Entao Dgg(vy, -+ ,v,) =

DK/Q(ula e 7un)-

Portanto, tomando I = Ok no Teorema [2.39] concluimos que o discriminante de duas
bases integrais para K sao iguais. Assim, definimos o discriminante do corpo K como

o discriminante de uma base integral de K e denotaremos por D(K).

Proposigao 2.40. ([7], p. 43) Sejam A um dominio e K o seu corpo de fragoes, onde K
tem caracteristica zero. Se 1L é uma extensdo finita de K e a € um elemento de I que ¢
inteiro sobre A, entao os coeficientes do polinémio caracteristico de o sdo inteiros sobre

A. Em particular, Try k(o) e Nujk(a) sdo inteiros sobre A.

Supondo que A é integralmente fechado, uma consequéncia da Proposicao [2.40] é que

Tryx(a) e Nyjk (o) sao elementos de A.

2.6 FATORACAO DE IDEAIS

Um dominio é dito dominio Noetheriano quando todos os seus ideais sao finitamente

gerados. A seguir, apresentamos duas condigoes equivalentes a essa definigao.

1. A condicao de cadeia ascendente: Dada uma cadeia ascendente de ideais

Iy CLiC--CL, &

entao existe algum m tal que Z, = Z,,, para todo k > m, isto é toda cadeia

ascendente é estacionaria.

2. A condigao maximal: Todo conjunto nao vazio de ideais de um anel tem um
elemento maximal, em outras palavras, todo conjunto nao vazio de ideais tem um

elemento que nao estd propriamente contido em qualquer outro elemento.

Para as duas préximas defini¢oes, consideremos A um anel comutativo com unidade.
Dizemos que um ideal P C A é um ideal primo de A quando para todo a,b € A tal que
abel,ae PoubeP.

Exemplo 2.41. Considere A = 7Z. O ideal nZ é um ideal primo de A se, e somente se,

n é um numero inteiro primo.

Dizemos que um ideal M C A ¢ um ideal maximal de A, quando para todo ideal
tal que M C I C A, temos que I = M ou I = A. Todo ideal maximal é primo, porém a

reciproca nao é verdadeira. Considere o contraexemplo em que A = Z e I é o ideal nulo.
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I é um ideal primo, uma vez que Z nao tem divisores de zero, porém nao é maximal, ja
que I C 27, por exemplo.

Um anel A é chamado um anel (ou dominio) de Dedekind se A é um dominio
Noetheriano, integralmente fechado e se todo ideal primo nao nulo de A é um ideal

maximal.

Teorema 2.42. ([3], p. 115) Seja K um corpo de nimeros. O anel Ox tem as sequintes

propriedades:
e Ok ¢ um dominio;
e Ok ¢ Noetheriano;
o Se a €K € raiz de um polinémio maonico com coeficientes em Ok, entdo a € Og;
o Todo ideal primo nao nulo de Og € mazimal.

Com a justificativa de que estamos interessados nos Og-submodulos de K, que tem
estrutura de grupo sob a multiplicagdo, a proxima defini¢ao caracteriza estes pela seguinte
propriedade.

Seja a um Og-submoédulo de K. Nessas condigoes, a é dito um ideal fracionario de
Ok se existe algum ¢ em Ok nao nulo tal que ca é um ideal de Og. Em outras palavras,
o conjunto b = ca é um ideal de Ox e a = ¢ 'b. Portanto, cada ideal fracionario de Ok
¢ um subconjunto de K da forma c¢'b, onde b é um ideal de Ok e ¢ é um elemento nao

nulo de Ok.

Teorema 2.43. ([3], p. 117) Os ideais fraciondrios nao nulos de Ok formam um grupo

abeliano multiplicativo.

Teorema 2.44. ([3], p. 117) Todo ideal nio nulo de Ok pode ser escrito como produto

de ideais primos unicamente determinados, a menos da ordem dos fatores.

Devido a esse ultimo Teorema, considerando A um Anel de Dedekind e a um ideal nao

nulo de A, entao existem pq, ..., p, ideais primos e ey, ..., e, inteiros positivos tal que:

n
a=]]»"
i=1

Mais do que isso, de acordo com ([4], p. 50), tal expressdo é tinica a menos da ordem

dos fatores.

Proposicao 2.45. ([{l], p. 71) Sejam K C L corpos de nimeros, com [L : K] =n, p um

ideal primo ndo nulo de Ok e

g
pOL = [ »f", (2.1)

i=1
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a decomposicio de pOy, em ideais primos de O. Os ideais p;rs SG0 precisamente os ideais

primos q de Oy, tais que ¢ N Og = p.

Nas condigoes da Proposigao [2.45] diremos que os ideais p;/s estao acima do ideal p.
Ainda, g é denominado niimero de decomposigao de p na extensao L/K e os expoentes
eirs sao chamados de indices de ramificagao que denotaremos por e(q|p). Diremos que
um ideal primo p de Ok é ramificado em Op, (ou em L) se e(qlp) > 1 para algum ideal

primo de q de Or, acima de p.

Teorema 2.46. ([3], p. 63) Sejam p um ideal primo de Ok, q um ideal primo de O,

entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. q [ pOv;

2. q D p0Or;
3.q9D0p;

4.9 N Ok =p;

5.9 N K=p.

Quando ocorre uma das condigdes acima, diremos que q estd acima de p, ou p esta
abaixo de q. Mostra-se, em ([5], p. 63) que todo ideal primo q de Oy, esta acima de um
unico ideal primo p de Ok e todo ideal primo p de Ok esta abaixo de no minimo um ideal
primo q de O..

Ha outro niimero importante associado ao par de ideais primos p e q, com q acima de p.
Sabemos que os anéis quocientes Ok /p e OL/q s@o corpos ja que p e q sdo ideais maximais
e ainda existe uma maneira em que Ok /p pode ser visto como um subcorpo de O /q.
Como Ok C O, segue que Ok em O, induz um homomorfismo de anéis Ox — O /q, e 0
nucleo ¢ Og Nq. Pelo item 4. do Teorema [2.46} se ¢ N Ok = p, entdao obtemos a imersao
Ox/p — OL/q. Esses sao chamados de corpos residuais associados a p e ¢, os quais sdo
finitos, e portanto, O /q é uma extensao de grau finito sobre Ok /p, com f sendo esse
grau e nessas condigoes, f é chamado grau residual ou grau de inércia de q sobre p,
e denotaremos por f(q|p).

Sejam K C L. C M corpos, por ([5], p. 64.), temos que se p C q C m sdo ideais primos

nos respectivos anéis dos inteiros algébricos Ox C Op C Oy, entao:

e(m[p) = e(m|q)e(qlp),
f(mlp) = f(ulq)f(alp).
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Teorema 2.47. (Igualdade Fundamental)([3], p. 65) Sejam n o grau de L sobre K e
qi,--.,0qq 08 ideais primos de Oy, acima do ideal primo p de Og. Seei,...,eq € f1,... [,

s@o os correspondentes indices de ramificacio e graus residuais, entdo:

g Oy (’)K]
= ifi= |~ —| =[OL:pOL].
n ;ef LJOJL D (O : pOr]

O préximo Teorema apresenta uma condi¢ao necesséria e suficiente para que um ideal

primo se ramifique em Ok.

Teorema 2.48. ([Jl], p. 74) Seja K um corpo de nimeros. Uma condigio necessaria e

suficiente para que um ideal primo pZ de 7 se ramifique em Ok € que p divida D(K).

Uma consequéncia do Teorema [2.48] é que existe apenas um ntmero finito de ideais

primos de Z que se ramificam em Ok.

Lema 2.49. ([Jl/, p. 71) Seja K um corpo de nimeros, Ox o seu anel dos inteiros
algébricos e 0 € Ok tal que K = Q(0). Se p é um primo tal que p ndo divide [Ok :
Z[0]] e f(z) o polinomio irredutivel de 0 sobre Q, entao existem pi(z),...,py(x) € Z[z],

polinomios irredutiveis, ey, ... e, € N*, tal que,

f(x) = pi(@) - - pg(2)* (mod pZiz]) e,

1. p; = (p,pi(0)) = pOx + pi(0)Ok sdo os ideais primos de Ox acima de pZ,
1=1,...,0;

g
2. pOg = HP?;

i=1

3.

% : ;ZZ] = Opi(z) = fi.

2.6.1 Decomposicao de ideais em extensoes galoisianas

Sejam IL uma extensdo Galoisiana de K e q e ¢ ideais primos de O, acima do ideal
primo p de Ok, onde Ok e O, sao os anéis dos inteiros algébricos de K e LL respectivamente.
Veremos como se comporta o grau de inércia e o indice de ramificagdo dos ideais q e ¢’

sobre o ideal p.

Teorema 2.50. (Teorema da Evidéncia)([3], p. 70) Dado L/K galoisiana com grupo de
Galois G e, q e q' tais que N Og = q' N Ox. Entdo existe o € G, tal que o(q) = q'.

Corolario 2.51. ([3], p. 71) Sejam L uma extensao galoisiana sobre K. Se q e q' sdo
dois ideais primos acima de p, entao e(qlp) = e(q'|p) e f(qlp) = f(d|p).
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Pelo Corolario podemos concluir que para a extensdo L/K, o ideal primo p
fatora-se como (qi,...,q,)¢ em Op, onde os qys sdo os ideais primos distintos acima
de p, todos com o mesmo grau residual f sobre p. Dessa forma, pelo Teorema [2.47]
n=[L:K]=g-e-f.

Conhecendo o indice de ramificagdo e o grau de inércia, podemos classificar os ideais
primos, pys com i = 1,...,¢9, de Op em: (a) Totalmente ramificado se g = f; = 1 e
e =n;

(b) Totalmente inerte se f; =neg=e; = 1;

(c) Totalmente decomposto se g =n e e; = f; = 1.

Sejam K um corpo de ntiimeros de grau n, Ok o seu anel dos inteiros algébricos e a
um ideal de Ok. Definimos a norma do ideal a como o ntmero de classes laterais de a

em Ok, e denotaremos por N(a), isto é,

N(a) = #(Ok/a)
Sendo assim, concluimos que, N(a) é um inteiro positivo.

Teorema 2.52. ([3/, p. 126) Sejam K um corpo de nimero de grau n e Ok o seu anel

dos inteiros algébricos. Se a € um ideal nao nulo de O, entao:
1. O ideal a tem uma Z—base {aq, ..., an};

2. A norma de a satisfaz:

onde D(K) é o discriminante de K.

Corolario 2.53. ([3/, p. 126) Se a =< a > ¢ um ideal principal de Ok, entdo:

N(a) = [N(a)|

Teorema 2.54. ([3], p. 127) Seja K um corpo de nimeros. Se a e b sdo ideais nio nulos

de Ok, entao:

N(ab) = N(a)N(b).

Sejam a um ideal de Ok e b um elemento de O, tal que a | < b >. Neste caso,
denotaremos apenas a | b. Uma consequéncia imediata é que a | b se e somente se, b é um

elemento de a.

Teorema 2.55. ([3], p. 129) Sejam K um corpo de nimeros e a um ideal ndo nulo de
Ok.
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e Se N(a) é um primo, entdo a é um ideal primo;
e N(a) € um elemento de a, ou equivalentemente, a | N(a);

e Sea é um ideal primo que divide um primo p, entdo,

N(a) =p™,
onde m <n, o grau de K.

O 1ltimo item deste Teorema, garante concluir que para todo ideal primo nao nulo p
de Ok, temos que, N(p) = p/, onde f é o grau residual de p e p é o tnico niimero primo
Ok Z

de p. De fato, como {p : pZ:| = f, segue que Ok /p tem p/ elementos.

2.7 VALORIZACAO p-ADICA

Para esta Secao, vamos considerar Z*, o conjunto dos nimeros inteiros sem o zero.
Sejam p um numero primo e a € Z*. Definimos a valorizacao p-adica de a, o maior
expoente de p tal que essa poténcia divide a, e denotaremos por v,(a).

Sendo assim, dado a € Z*, ao exibirmos a sua fatoracao em poténcias de ntimeros
primos, saberemos a sua valorizacao p-adica para cada p primo.

Por exemplo, o niimero 45 pode ser reescrito como 32 - 5, e portanto,
o v3(45) = 2;

o v5(45) = 1;

« 1,(45) = 0 para todo p primo diferente de 3 e 5.

Podemos listar algumas propriedades da valorizacao p-adica. Para isso, se a,b € Z* e

p um numero primo, entao:
L. vy(ab) = vy(a) + vy(b);

2. vy(a +b) > min{vy(a),v,(b)}, desde que a + b # 0, neste caso, se v,(a) # v,(b),

entao vale a igualdade.

A reciproca nao é verdadeira, pois se v,(a) = v,(b), consideremos a = p"a’ e b = p"¥’
segue que a + b = p™(a’ + V') e, eventualmente ¢ possivel que v,(a’ + ') = k, com k > 0.
Assim vy(a +b) = n + k # min{v,(a), v,(b)}

Estudaremos a valorizacao p—éadica no contexto de ideais de anéis Noetherianos, para
isso, considere R um anel Noetheriano e p um ideal primo de R. A valorizacao p—adica

de z em R é definida por v,(z) = k quando:



VALORIZACAO p-ADICA 33

z € p” e axgp" comk>0.

Para exemplificar, consideremos o anel Z e o ideal primo p = 27Z. Assim,

1. v,(7) = 0;
2. 1,(6) = 1;
3. v,(12) = 2;
4. v,(8) = 3.

Neste contexto, também valem as propriedades citadas para os niimeros inteiros, isto

é, dado R um anel Noetheriano e p um ideal primo de R, para quaisquer a,b em R, valem:

1. uy(ab) = vp(a) + v, (b);
2. vy(a+0b) > min{vy(a),vy(b)}.

Para o segundo item, analogamente ao caso dos nimeros inteiros, podemos afirmar
que quando vy(a) # v,(b), vale a igualdade, caso contrario, mantém-se o maior ou igual.
Vale a pena mencionar que o conceito de valorizagdo p—adica tem diversas aplicagoes em
casos mais gerais. Nas segOes posteriores utilizaremos no contexto de ideais do anel dos

inteiros algébricos de um corpo ciclotémico.



3 CORPOS ABELIANOS

Dentre os corpos, iremos nos restringir a um caso especifico de corpo de niimeros, que
sao chamados de corpos abelianos. Na Secao vimos que uma extensao de QQ é dita
abeliana quando ¢é galoisiana e o seu grupo de Galois é abeliano, nesse contexto quando
K é um corpo de nimeros e a extensao K/Q for abeliana, diremos que K é um corpo
abeliano. Veremos que estes corpos tem uma vasta area de estudo e sao de grande impor-
tancia para a Teoria dos Numeros Algébricos, tendo em vista que os corpos ciclotomicos
sao corpos abelianos e dedicamos uma se¢ao para eles, devido sua relevancia para o as-
sunto. Na Secao [3.1] trataremos de corpos quadraticos, que durante a se¢ao provaremos
que se encaixam na definicdo de corpos abelianos, além disso exibiremos o anel dos intei-
ros algébricos, a forma quadratica e o discriminante destes corpos. Em seguida, na Segao
trataremos dos corpos ciclotomicos, que por sua vez tem um elemento primitivo bem
interessante, exploraremos os conceitos de, raiz n—ésima da unidade, n—ésimo polinémio
ciclotémico, discriminante, anel de inteiros e demonstraremos alguns resultados de ideais
que serao importantes no decorrer do trabalho. Consequentemente na Secao [3.3], estu-
daremos o grupo de Galois destas extensoes, inclusive uma condi¢ao para que este seja
ciclico e terminamos a se¢ao enunciando o importante Teorema de Kronecker-Weber, que
nao sera demonstrado, ja que além de ser uma demonstracao extensa, nao faz parte do
objetivo deste trabalho, mas uma demonstracao é encontrada em ([9], p. 273). Na Segao
falaremos sobre os subcorpos reais maximais de um corpo ciclotémico e veremos que
dado um corpo ciclotomico, podemos exibir um elemento primitivo para o subcorpo real
maximal deste, e por fim a Sec¢ao 77, trata sobre corpos abelianos com condutor primo, a
qual o principal resultado é, dado um corpo abeliano K de condutor primo, sob algumas
condicoes sobre o grau deste corpo, podemos exibir um elemento primitivo e uma base

integral.

3.1 CORPOS QUADRATICOS

Os corpos quadraticos, que definiremos em seguida, valem a pena ser explorados por-
que exibiremos resultados que explicitam de maneira simples informagoes como o anel

dos inteiros e o discriminante, e além disso, posteriormente veremos que em uma de suas

34
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aplicagoes, os exemplos podem ser visualizados graficamente no plano real, o que é uma
vantagem com relacdo a extensdes de corpos com graus maiores. Consideremos « um
ntimero complexo, que é raiz de um polindmio irredutivel z* + ax + b de Q[z]. Neste caso,
o corpo Q(«) é chamado de corpo quadratico de Q. Em outras palavras, K é um corpo
quadrético quando o grau da extensido K/Q é 2. Para exemplificar, consideremos Q(v/2)
e Q(i). Estes sdo corpos quadraticos, j& que v/2 e i, respectivamente, sio raizes dos po-
lindmios 22 —2 e 22 + 1. Por outro lado, o corpo Q(¥/2) ndo é um corpo quadratico, visto
que o polinémio moénico de menor grau com coeficientes racionais que anula /2 é z° — 2.
Ja vimos, pela Proposicao [2.8] que todo o corpo de ntimeros pode ser expresso da forma
Q(0), onde # é um elemento algébrico. Porém no caso dos corpos quadraticos temos mais
informagoes sobre quem ¢é um elemento primitivo como foi mencionado no inicio desta
secao. Contudo dado um corpo quadratico podemos explicitar um elemento primitivo
com certa caracteristica, e esta é a motivacao para o primeiro resultado da Secao.
Diremos que um nimero inteiro d é livre de quadrados se ele nao ¢é divisivel pelo
quadrado de nenhum nimero inteiro maior que 1, uma consequéncia disso é que d #
0 (mod n?) para qualquer n inteiro. Portanto quando d for livre de quadrados, ao dizer
que d # 1 (mod 4), fica implicito que estamos tratando apenas do casos d = 2 (mod 4)

ou d =3 (mod 4).

Teorema 3.1. ([Z], p. 95) Se K é um corpo quadratico, entio existe um tnico nimero
inteiro d, livre de quadrados, tal que K = Q(v/d).

Demonstracdo. Seja o um ntimero complexo que é uma raiz do polindmio x? 4 ax + b,

. . , . ~ _ a2 —
com a, b racionais. Pela féormula resolutiva da equagao de segundo grau, a = %41’

—a—Va?—4b
2

como a e b sdo nimeros racionais, a® — 4b também é racional, que pode ser reescrito como

ou o = , e em ambos casos concluimos que K = Q(v/a? — 4b). Por outro lado,

fracao irredutivel de niimeros inteiros. Consideremos que seja 1, que por sua vez € igual
ik
k2
que a fragao £ é irredutivel.

e assim, concluimos que K = Q(v/jk), onde jk é um inteiro livre de quadrados, visto

Provaremos agora, que nestas condi¢oes o nimero inteiro d no enunciado do teorema é
tinico. Seja u livre de quadrados tal que Q(v/d) = Q(y/u). Sendo assim, podemos escrever
Vd=a+ by/u onde a e b sao racionais. Da igualdade anterior, segue que a = Vid— b\/u,

e assim,
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a’ = d — 2bVdu + b*u
20Vdu = —a® + d + b*u

—  —a®+d+ 1
du:a—‘r_2b—’—u

= —a® +d+ bu 2
v 2%

Pela construcao, sabemos que —a? + d + b?u e 2b sdo racionais, e portanto, podemos

—a?+d+b%u
2b

T

escrever como fragao irredutivel, seja esta v Dando continuidade, obtemos

2
que du = @) . Contudo, como du é inteiro, podemos concluir que y = 1, e portanto,

du = x°.

Note que, na decomposicao em primos de 22, cada ntimero primo tem expoente pelo
menos 2. Por outro lado, como d e u sao livres de quadrado, segue que cada primo em suas
respectivas fatoracoes em primos, aparece no maximo uma vez. Como du = 2, podemos
concluir do que foi exposto que a fatoracao em primos de d e u sdo iguais, isto é, d = u,

concluindo a demonstracao. u

Exemplo 3.2. Por exemplo, v/8 é raiz de 22 — 8, e assim, Q(+/8) é um corpo quadra-
tico, apesar de 8 ndo ser livre de quadrados, uma vez que v/8 = 2v/2, concluimos que

Q(v8) = Q(v/2), e portanto, Q(1/8) pode ser escrito conforme o Teorema Devido a
este resultado, prosseguiremos nesta se¢ao considerando sempre K = Q(\/E), onde d esta

nas condig¢oes do Teorema [3.1

Teorema 3.3. ([2], p. 95) Seja K = Q(v/d) com d livre de quadrados. O anel Ok dos

inteiros algébricos de K é:

i) Z[\Vd] quando d # 1 (mod 4);

i) Z[HQ*/&] quando d =1 (mod 4).

Demonstragao. Consideremos

M:{ ZIVd), sed#1 (mod 4)

Z[1+2‘/3], se d =1 (mod 4).

Seja o um elemento de M. Como M C K, segue que:

i) Se d # 1 (mod 4), entdo o = a + bv/d, com a, b inteiros, e portanto:
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o? = a® + 2abVd + bd
= a? + V’d + 2abVd + 24% — 24d°
= —a? 4+ b*d + 2a(bVd + a)
= —a* + b*d + 2ac.

Da igualdade acima, concluimos que o? — 2aa + (a* — b?d) = 0, ou seja, « é raiz do
polindmio ménico z? —2ax + (a® —b%d) que pela construcio tem coeficientes inteiros,

e assim, « é um elemento de Ok.

ii) Se d =1 (mod 4), entdo o = a + b(1+2‘/g), com a,b inteiros. De modo andlogo ao

caso anterior, obtemos que « é raiz do polinémio monico 2% — (2a+b)z — (a2 +ab—

b? (‘T)), que por sua vez tem coeficientes inteiros, ja que d = 1 (mod 4) implica
que 4 divide d — 1, e portanto, d4;1 ¢ um numero inteiro.

Deli)| e [ii)| concluimos que M C Og. Agora, verificaremos a outra inclusao. Para isso,
seja o um elemento de Og. Como Ok C K, segue que a = a + bv/d, com a, b niimeros
racionais. De modo analogo a observamos que « é raiz do polindémio 2?2 —2ax+(a?—b*d),
que neste caso tem coeficientes racionais. Assim, A = 4a® — 4(a® — db*) = 4db?, e como
d é livre de quadrados, segue que este polindmio é redutivel em Q[x] quando b = 0 e

irredutivel caso contrario. Logo, o polinémio minimal de o em Q[z] é:

(@) r —a, seb=10
mo(a) =
v r? — 2ax + (a* — bd), se b # 0.

Por outro lado, como « é um elemento de Ok, segue que o polindémio minimal de o é um

elemento de Z[z], e assim, concluimos que todos os coeficientes sdo inteiros, isto é:

a € 7, seb=0
2a € Ze (a®* —b*d) € Z, seb#0.

Para b = 0, temos que a ¢é inteiro, e assim, a = a, e portanto, pertence a M. Vejamos

agora quando b # 0. Neste caso temos que 2a é um ntimero inteiro.

e Se 2a é par, entdo a é inteiro, o que implica que a? também ¢ inteiro. Além disso,
por hipétese a? —b?d também é inteiro. Assim, b?d € Z. Como b é racional, tomemos

b= %, com j, k inteiros, k # 0 e mdc(j, k) = 1, segue que,

> _ (1)
d =d(y) €Z.
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Sendo assim, k? divide d. Como d é livre de quadrados, concluimos que k = +1,
e por sua vez b = +j € Z, e portanto o = a + bv/d, com a,b € Z, isto é, o é um

elemento de M.

Se 2a é impar, entao 2a = 2k + 1, para algum k inteiro. Logo, a = k + % Assim,

1
a2:k2+k+1¢2

Porém, como (a? — b?d) ¢ inteiro, segue que 4(a® — b?d) também é inteiro. Logo,

1\? 1
4((k:+2) —b2d> :4<k2+k+4—b2d> — 42 Akt (1— 40%d) € Z.

Com isso, podemos concluir que 4b*d é inteiro. Reescrevendo 2b = =, de modo que

m,n € Z, n # 0 e mdc(m,n) = 1, obtemos

2
Ab*d = d(2b)? = d<m> e Z.

n

Portanto, concluimos que n? divide d que ¢ livre de quadrados, e portanto, n = +1,

e assim, 2b = £+m ¢é inteiro. Se 2b for par, teremos que b é inteiro, e portanto, b?

também, e consequentemente, o mesmo para db?. Porém, neste caso, a®> = (a? —

db*) +db* € Z, o que é um absurdo, portanto 2b é impar. Sendo assim, 2b = 2q + 1,

2tl , p — 201

5 5— com k,q inteiros.

para algum ¢ inteiro. Por fim, temos que a =

Assim,
2% +1\° 2 +1\°
2 _bd = —d
= (557) ()
1
= Z((% +1)? = d(2g+1)?)
1 —
:k2+k—dq2+dq—l—4d€Z.
Logo,
d—1
T:k2+k—dq2+dqez.

Com isso, concluimos que d = 1 (mod 4). Assim,
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2k+1 2 1
a=a+b/d= 2+ + q;— Vd

2k+1 2 1 2 1 2 1
—atbvd= o e S S

:(2q+1)<1+2\/a>+k—q

= (k—aq)(2q+ 1)(1 +2\/3>.

Pela construcgao, temos que (k — q)(2¢ + 1) é inteiro, e portanto « é um elemento de

Z[lJrQ\/E

Ok C M. Sendo assim, Og = M, como queriamos. |

Corolério 3.4. Seja K = Q(\/d) com d livre de quadrados. O conjunto {1,v/d} é uma

1+2\/&} é uma base integral para K

|, isto é, @« € M. Com isso concluimos que a é um elemento de M, provando que

base integral para K se d Z 1 (mod 4), assim como {1,
se d=1 (mod 4).

Demonstragio. Consequéncia imediata do Teorema [3.3] u

Pelo Teorema ja sabemos que a extensao K/Q é abeliana. O seguinte resultado,
explicitara o grupo de Galois desta extensao, com a motivacao de calcular o discriminante
de K, visto que no caso em que a extensao é galoisiana, os n monomorfismos coincidem
com o grupo de Galois. A seguir, demonstraremos um resultado elementar da Teoria de

Grupos.

Proposicao 3.5. Seja K = Q(\/E) um corpo quadrdtico, com d livre de quadrados. O
grupo de Galois da extensio K/Q, é:

GK:Q) = {01,092},

onde 01,0 : K — K tais que oy(a + bV/d) = a4+ bVd e o2(a + bV/d) = a — bV/d, para
a+bv/2 em K.

Demonstragio. Uma condigao necessaria para que o € G(K: Q) é que:

o(a+bVd) = o(a) + o(b)o(Vd) = a + bo(Vd).

Por outro lado, note que d = o(d) = ¢((v/d)?) = o(v/d)o(v/d). Dai temos:

d= (0(\/6_1))2, ou seja, o(Vd) = +Vd.

Assim os dois casos possiveis sdo, o1(a+bvd) = a+bVd e oy(a+bvd) = a —bv/d. Além
disso, o1 e 09 sao Q-—automorfismos de K, e portanto, concluimos que

G(KQ) :{01,0'2}. |
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Para exemplificar, uma consequéncia da Proposicao é que quando K for um corpo
quadratico totalmente imaginario, seu grupo de Galois é o conjunto cujos elementos sao

a identidade e a conjugacao complexa.

Teorema 3.6. Seja K = Q(\/E), com d inteiro livre de quadrados, entao o discriminante

do corpo K € dado por:

4d, sed# 1 (mod 4)

DK) = { d, sed=1 (mod 4).

Demonstragio. Seja d #Z 1 (mod 4). Pelo Corolério temos que {1,v/d} é uma base

integral para K, e portanto,

D(K) = D(1,Vd) = 1 _\/ja ‘ = (=2V/d)? = 4d.

Para o outro caso, seja d = 1 (mod 4). Pelo mesmo corolario obtemos:

2

1 1+vd
1—2 - <_\/;Z>2 = da
1 2

D(K) = D<1, @EZ) _

o que prova o Teorema. u

N

Exemplo 3.7. Consideremos K = Q(v/15). Como 15 = 3 (mod 4), pelo Teorema
D(K) = 4-15 = 60,

Corolario 3.8. Se K é um corpo quadrdtico, entio K = Q(y/D(K)).

Demonstragdo. Segue diretamente do Teorema [3.6) |

3.2 CORPOS CICLOTOMICOS

Os corpos ciclotémicos, sao de extrema importancia quando falamos em extensoes
abelianas. Nesta secao, veremos resultados que relacionam tais conceitos, sendo o prin-
cipal resultado o teorema de Kronecker-Weber, que garante que toda extensao abeliana
finita esta contida em um corpo ciclotomico. Além disso, temos outros resultados inte-
ressantes relacionados ao anel dos inteiros algébricos de um corpo ciclotémico, os quais
nos permitem determinar este anel, onde tais resultados serdo desenvolvidos no decorrer
deste capitulo.

Consideremos K = C. Um elemento a € K ¢é dito uma raiz n-ésima da unidade se
o =1, paran > 1, inteiro. Sendo assim, temos que as raizes n-ésimas da unidade sao as
raizes do polindémio p(x) = 2™ — 1. Consideremos entdo U, = {a € K;a" = 1}, o conjunto
de todas as raizes de p(z) em K. O conjunto U,, é um grupo ciclico com a multiplicagao,

e podemos representa-lo por ¢, (?,...,(" =1, onde ¢ é um gerador do grupo U,,.
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Diremos que ¢ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, se ¢ é um gerador do grupo
U,, isto é, sdo todos os elementos da forma ¢*, com mde(k,n) = 1, para k = 1,...,n.
Assim, podemos descobrir a quantidade de raizes n-ésimas primitivas da unidade para
cada n natural, para isso, basta analisar quantos sao os nimeros primos com 7, menores
que n, o qual é dado por ¢(n), onde ¢ é a fungdo de Euler.

Dado n um inteiro positivo, definimos (, = e, 0 corpo Q(¢,) é chamado o
n-ésimo corpo ciclotomico. O polinémio cujas raizes sao as raizes n-ésimas primi-

tivas da unidade é chamado n-ésimo polindmio ciclotémico, dado por:

n

Co(x)= ][ (@-G). (3.1)

j=1,mde(j,n)=1

Uma identidade polinomial que serda muito 1til no decorrer do trabalho é a seguinte

|

z—1

=" 42" L+, (3.2)
que segue diretamente da divisao de polinomios, utilizando o método da chave por exem-
plo.

Lema 3.9. ([10], p. 100) Se n é um inteiro positivo, entio ™ — 1 = [ Pa(x).
dln

Observemos que se p é primo, entdo uma consequéncia deste Lema é que

P — 1 =[] Pu(z) = 1(2)Dy(z) = (x — 1)Pp(z).
dlp

Da igualdade acima, concluimos que se p é primo, entao utilizando a Equacao 3.2 o
p-ésimo polinémio ciclotomico é
P —1

Q,(z) = T =P P2 o+ 1L

Mais geralmente, para qualquer n > 1 inteiro, do Lema podemos concluir que

" —1
b, ()= ———.
) H P4()
dln, d<n

Também podemos verificar que para n > 1 inteiro, gr(®,) = ¢(n).
Quando n = p", onde p é um ntimero primo e r inteiro positivo, utilizando o Lema |3.9

e a Equacao [3.2] concluimos que o p"-ésimo polindmio ciclotdémico é:

r—1

By () = 2P g7 e

Uma consequéncia disso é que:
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-1, ser=1

Tricso(Gr) = { (3.3)

0, caso contrario.

Teorema 3.10. Se (,, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entio [Q(¢,) : Q] = p(n).

Demonstragao. Pela Equagao na definicao do n-ésimo polinémio ciclotomico, temos

que ®,(¢,) = 0, sendo este um polinémio monico e irredutivel nos racionais. Portanto

P, (x) = ming, (x) sobre Q, sendo assim, [Q((,) : Q] = gr(P,) = ¢(n). ]

Dado um corpo ciclotomico, o proximo objetivo desta Secao é identificar o anel dos
inteiros algébricos deste, bem como uma base integral. Para isso, vamos considerar inici-
almente, K = Q((,), onde p é um nimero primo. No decorrer do capitulo, veremos o caso

geral. Para fazermos a demonstracao, iremos utilizar o fato de que sob estas condigoes,
Tregl—¢) =p, Vk=1,...,p—1. (3.4)

Agora, enunciaremos e demonstraremos um lema ja conhecido, pois é um resultado

que utilizamos posteriormente para provar a igualdade da Equacao
Lema 3.11. Seja G = {g1,92,.-.,9n} um grupo. Se g é um elemento de G, entdo
{991,992, ..., 99.} = G.

Demonstragdao. De fato, sejam g;, g; elementos de G, entao:

99; = 99; = 9i = gj

Uma vez que G é um grupo, multiplicamos a esquerda pelo elemento inverso de
g. Assim, concluimos que gg; # gg; quando ¢ # j. Por outro lado, como g;,g €
G, temos que gg; € G para todo i = 1,...,n. Sendo assim {gg1,992,...,99.} C G,

visto que tal conjunto tem a mesma quantidade n de elementos que G, concluimos que

G ={991,992,-- -+ 99n}- n

Prosseguiremos para a demonstragdo da Equagao [3.4] Para isso,

:20(1):

ja que 0;(1) =1, para todo i = 1,...,p — 1, onde p é um nimero primo. Por outro lado,
p—1

Ter oi(C ——I,szl,...,p—l,jéque:
=1

Tr(¢H) =+ ()2 + + (P2 () =+ o+ D ) =

P

Uma vez que
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é um grupo com a multiplicacdo. Como 1 < k < p — 1, segue que k é um elemento
deste grupo, e além disso, sabemos que k- j = kj. Assim pelo Lema segue que,
{1,2,...,p—1} = {k,2k,...,k(p—1)}. Por outro lado, de acordo com a Equacio ,
quando r = 1, temos que (, + C]f + -+ Cg_l = —1. Assim, a menos da ordem dos

expoentes, segue que
Tre(Q) =G+ G+ + G+ V= +C+ - +¢'=-1.  (35)
Dai, Tr((’zlf) = —1. Agora, utilizando as propriedades do trago, segue que
Tr(1—¢) =Tr(1) =Tr(¢) =p—1—(=1) =p,

como queriamos.

Teorema 3.12. ([, p. 43) Seja p nimero primo. O anel dos inteiros algébricos de
K =Q(¢) € Ox = Z[¢] e {1,Gp, ..., 272} € uma base de Ox como wm Z-mddulo.

Demonstragio. Mostremos que Og C Z[(,]. Para isso, considere a € Og. Como {1, (,, - - - ,Cg_Q}

¢ uma de K sobre Q, segue que
a:a0+a1§“p+...+ap_2§5_2; a; e QVi=1,...,p—2.
Multiplicando ambos lados da igualdade por (1 — (), temos:
a(l=G) = ao(l =) +ar(G — G) + -+ apa(* = 7).
Aplicando o trago, segue que
Tr(a(l—¢y)) =aolr(l — () +arTr( — C;) +oe ap_gTT(Cg_Q — C]’;_l).
Visto que, quando i = 1,...,p — 2, pela igualdade [3.5] temos que
Tr(¢) =Tr(G") = -1=Tr(G - ) =0,
donde concluimos que
Tr(a(l —¢y)) =aolr(l —(,) = app.

Por outro lado, sabemos que Tr(a(l — (,)) € pZ. Logo, a,p = pb, com b € Z. Assim,
ag € 7.
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Agora, como Cp_l = Cg_l, segue que Cp_l € Ok. Logo,

(v — ao)Cp_1 =a;+a(p+ -+ ap_gCIf_g € Ok.

Sendo assim, podemos repetir o processo anterior, para concluir que a; € Z. Fazendo-o
sucessivamente, teremos que a; ¢ um numero inteiro para todoi =1,...,p—2. E portanto,
a é um elemento de Z[(,]. Assim, Ox C Z[(,], e concluimos que Ox = Z[(,]. Além disso,
como {1,¢,... ,Cg_Q} é linearmente independente sobre Q, também é sobre Z, portanto

este conjunto é uma base para Z[().

Lema 3.13. ([J], p. 30) Sejam p um nimero primo e r um nimero natural. Entao, Z[1—

1)pr—1-1 —1)pr~1-1
Gl = ZGr] € Daieyryo(1s 1=Gory o, 1= 7 = Dy ya(1, Gy oo, GETPTY,
para todo p" > 3.

Demonstragdo. A primeira igualdade segue do fato que (r = 1 —(1—(,). Para a segunda
igualdade, sabemos que os conjugados de (,r sao os elementos Ck comk=1,...p" — 1,
e mde(k,p”) = 1. Dai segue que os elementos 1 — (%, com k nas condigdes mencionadas,
sdo os conjugados de 1 — (,r. Além disso, como a matrlz (Uj((’pr))ij ¢ uma matriz de

Vandermonde, segue que o determinante é dado por:

—1 'rflil
Doyl Grseeos G 7 = TIG = G)?

t<k
= ]I —(1=¢))
t<k
—1 rfl_l
_DQ( ( Cp P I()IZ ) ),
o que prova o resultado. [ |

Lema 3.14. ([3], p. 31) Seja p um nidmero primo e r um nimero natural, entio:

[Ta=¢) =p,

k

com 1 <k<p", tal quep | k.

r—1

Demonstracdo. Pela Equagéo segue que D, (x) = x:fif_ll =142 . g p-Dp
Portanto, todos os Cz]f“ com 1 <k <p" tal que p [k sdo raizes de ®,-(z), visto que sdo

raizes de 27" — 1 mas ndo sdo raizes de 27’ ~! — 1. Desse modo, ®,-(z) = [[(z — C;fr), e
k
existem exatamente @(p") = (p—1)p"~! valores de k, uma vez que este ¢ o grau de ®, ().

Assim, tomando z = 1, concluimos que:

pr
r—1 r—1

O, (1) = H (1—@’}):14_1197 o 1T =y
k=1; pl/k

o que prova o resultado. [ |
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Lema 3.15. ([3], p. 29) Sejam K uma extensao finita de grau n sobre Q e {ay, ..., au}
uma base de K sobre Q, onde a; € Og. Se D(ay,...,a,) = d, entdo todo elemento de

Ok pode ser escrito na forma:

mioe + +mnan
d Y

¢ divisivel por d, para todo j =1,...,n.

2

onde m; € Z émJ

Demonstragio. Seja o € Ok entdo a € K. Sendo assim, como {aj,...,a,} é uma base

de K sobre Q, segue que existem aq,...,a, € Q, tal que:

o= a10q + -+ ap,.

Considerando oy,...,0, os Q-monomorfismos de K em C, obtemos um sistema de n

equacoes:

oi(a) = aroi(ay) + - -+ + apoi(ay),com i = 1,... n.

Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer, obtemos que as n solucoes sao dadas por
a; = 7;0, onde § = det(o;(a;)) e v; é o determinante obtido da mesma forma que ¢,
porém trocando a j-ésima coluna por o;(c). Note que v; € Ok, para todo j =1,...,n,
visto que cada um destes é obtido a partir de operagoes elementares a partir dos «;’s, que
estao em Oy por hipotese. Uma vez que o discriminante da base referida no enunciado é
det(o;(cy;))?, concluimos que d = ¢*. Logo, da; = d% = §*% = dv; € Og. Mais do que
isso, usando que Z é integralmente fechado, concluimos que d2aj € Z,para j =1,...,n.

. ;. . my .
Considere m; = da;, como mj; ¢ inteiro, vamos mostrar que —* € Z. Assim, teremos que

2

m;

2
é divisivel 2por d. No entanto, como % € Q e Q é o corpo de fragoes de Z, basta
mostrar que % é um inteiro algébrico (de Q). Temos que, m; = da; = 0;, e portanto,
2 2
m? = (daj)* = (6v,)* = 52%2 = dﬁ. Desta igualda(ie, % = 732, e portanto % é um
inteiro algébrico, uma vez que v; o é. Sendo assim, % € Z. Logo, m? é divisivel por d.

Concluimos que,
Mo A A MOl

2 .
o= ,com m; € Z,e d|mj,para j =1,...,n,

d

0 que prova o resultado. [ |

Lema 3.16. ([J], p. 31) Seja K = Q((,r), onde p € um nimero primo e r é um nimero

(p—1)p~—1-1

natural nao nulo. Se Dy g(1, .-, Cpr

) =d, entao d = p°, para algum s € N.
Demonstracdo. O p"-ésimo ciclotomico é dado por:

P —1

épr(x) = W
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Sendo assim,

r—1

2P — 1=, (v)g(x),onde g(z) =2 -1

Derivando ambos os lados da equagao, temos:

praP = P (2)g(z) + pr ()9 ().

Tomando z = (,r, obtemos:

prcg:_l = (I);f (CPT)Q(CPT> + CDPT (Cpr)g/(CpT> - q);f (Cpr)g(CpT%

visto que, ®,-(¢,r) = 0. Usando que Cg: = C;al, da igualdade acima, segue que

P = gpr(b;f (Cpr)g(CpT)'

Aplicando a norma obtemos:

pr(zv—l)pT’1 - N((I);r (Cor )N (Corg(Cpr))-

Pela Proposicao [2.18] segue que

r(p— r—1 -1 r—171
P (p=1p = iDK/Q(L Cpm ceey ;()E N >N<<Prg(<.pr)>
Portanto, d|p"® V""" ou seja, d = p*;s € N. u
A seguir, provaremos dois resultados ja conhecidos no estudo dos corpos ciclotémicos.

Lema 3.17. Seja K = Q((yr), onde p € um nimero primo e r wm inteiro positivo. Entao,

pOx = (1 = (r)"Ok, onde n = (p— 1)p"~t. Logo, p se ramifica completamente em K.

Demonstragcao. Vamos provar que existe um elemento € de Ok, invertivel, tal que p =
(1 — () e. Consideremos I = {0 < i < p"; mdc(i,p") = 1}. Pelo Lema segue que

p=110-¢).

i€l

Para todo i € I,

1=C)=0=G)A+Gr+ G+ + . (3.6)
Portanto,

p=0=G)" [0+ +C +--+ ).

el

Para cada i, denotemos ¢; = (1 + (r + CIfT + o+ C;rl). Agora, basta mostrar que ¢;

¢ invertivel para todo ¢ € I. Pela Equacao , segue que €; = 172”:. Pela definicao do
P
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conjunto de indices, segue que existe j € I, tal que ij = 1 (mod p"). Assim,

(1=G) == =0— () = (1 =)+ + G+ + g0,

Portanto,
Nl A+ +& 4+ eo
L= pr T Spr P K-
p?"
Tomando ¢ = [] &, segue que p = (1 — (,r)"¢, onde ¢ é um elemento invertivel de Ok,
i€l
como queriamos. L

Corolario 3.18. Seja K = Q((yr), onde p € um nimero primo e r um inteiro positivo.
Entao,
(1—-(r)"OxNZ = pZ, (3.7)

onden = (p—1)p L

Demonstragio. Utilizando o Lema [3.17, provaremos que
pOK NZ = pZ.

Temos que:
pZ C Z e pZ C pOx = pZ C pOx N Z.

Por outro lado, seja o um elemento da intersecao entre pOyg e Z. Assim, o = pa’, para

algum o em Og. Deste modo,

/

(0%
CK:*GOK.
p

Uma vez que p e « sdo inteiros, concluimos que o’ é racional. Como Q N Ok = Z,

concluimos que o pertence a Z. Visto que o = pa’, segue que o é um elemento de pZ.1A
)

Uma observagao importante é que para o caso em que r = 1, isto é, K = Q((,),

podemos afirmar que

(1-¢,)0xNZ = pZ. (3.8)

De fato, uma vez que (1 —(,)"Ok, onde n = (p—1)p" !, estd contido em (1 —¢,)Ok, pelo

Corolario [3.18] segue a incluséo
pZ C (1 — Cp)OK NZ

Para a outra inclusao, vamos usar o fato de que pZ é um ideal maximal de Z. Note que

o elemento 1 pertence a Z, por outro lado, 1 nao pertence a (1 — (,)Ok, ja que (1 — (,)
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nao é um elemento invertivel de Okg. Dal, 1 nao pertence a (1 — (,)Ox NZ # Z, e pela

maximalidade do ideal pZ, concluimos que (1 — (,)Ox N Z = pZ.

Teorema 3.19. ([5], p. 30) Seja K = Q((,r), com p primo e r inteiro positivo. Entao,

Ok = Z[¢r] e {1, Gy - - -, z(,ffl)pr_lfl} ¢ uma base de Og como um Z-mddulo.

Demonstragio. Mostremos que Ox = Z[1 — (,r]. Assim, temos a validade do resultado
pelo Lema Suponhamos que Ok # Z[1 — (,r]. Visto que, Z[1 — (,r] C Ok, vamos
supor por absurdo que Ox ¢ Z[1 — (,]. Assim, seja a € Ok tal que o & Z[1 — (.
Considerando a base {1,1 — (pr,...,(1 — ()" '}, onde n = p(p") = (p—1)p"'edo

discriminante, pelo Lema podemos escrever a da seguinte maneira:

mo + ma(l— ) + -+ (1= Gr)" !

g .
Com m; € Z, para todo j = 0,...,n. Além disso, pelo Lema d = p®, para algum
s € Z. Portanto,

ap® =mo+my(1 — () + - +my_1 (1 — Cpr)”_l.

Para cada i = 1,...,n — 1, podemos reecrever m; = pi.m/ tal que m;, € Z e p /] m).
Por outro lado, pelo Lema segue que existe € € Ok de modo que p = (1 — ()", e
portanto, o((1 — (r)"e)® € igual a:

(1= Gr)"e)omg + (1= Gr)"e) mi (1= Gor) + - + (1= Gr)"e) Mty (1= Gr)" 7,
que por sua vez é 0 mesmo que
(1 . Cp")n)\omg + (1 . <p7‘>n)\1+1mT N (1 o Cpr>n>\n,1+n71m2717 (39)

onde m; = mje* € Og. Afirmamos que os expoentes de (1 — (,r) do lado direito da

igualdade sao todos distintos, isto ¢, nA; +i = nA; + j se, e somente se, i = j. De fato,
nhi+i=n\+jen\—X\)=7—1

Logo, 7 — i é um multiplo de n. Porém, |j —i| < n — 1, visto que 4,5 € {0,1,...,n — 1}.
Sendo assim, o tnico miltiplo nessas condigdes é j — i = 0, ou seja, ¢ = j, verificando a
afirmacgdo. Neste contexto, denotaremos o ideal primo (1—(,)Ox por p. Desta afirmacao,
concluimos entdo que vp((1—Cpr )™ 0m+ (1= Cpr )" M imi+- - 4 (1= )1 Ik ) =
min{n\; +i;i = 0,...,n — 1}. Além disso, se nA\y + k = min{n\; + ;i = 0,...,n — 1},

entao A\ < \; para todo i =0,...,n — 1, uma vez que
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.
n)\k+k<n)\i+i<:>n()\k—>\i)<k—z’<:>()\k—)\i)<TZ<1<:>)\k§>\i,

para todo i =0,...,n—1. Agora, vamos analisar a valorizacao p-adica de ambos os lados

da igualdade obtida na Equacao [3.9 Por um lado,

vp(a((1 = Gpr)"e)%) = vp(ae®) + vp((1 = Gr)"™) = vy(ac®) + ns.
Pelo outro, do que foi mencionado anteriormente,

Up((l - CpT)nAOmS + (1 - Cpﬁm\l“my{ +oeee (1 - CpT)n/\n71+n_1m* ) > n)\k + k.

n—1

Sendo assim,
N\, + k = vp(ae’®) + ns & n(Agy — s) + k = vy(ac”) > 0.

Note que, k < n, uma vez que se A\ — s < 0 teriamos que |n.(Ay — s)| < k, o que é um

absurdo. Assim,

vp(ae®) +ns & n(A, —s) +k=v,(ae’) > 0= A, —s > 0.

Logo, A\x > s. Portanto, s < A\, < \; para todo i = 0,...,n — 1. Assim, p*[p*. Logo,

p*lm; para todo i = 0,...,n — 1, como querfamos. [ |

Teorema 3.20. ([I1], p. 9) O discriminante de Q((,) é dado por

r—1)

_p(prfrfl)'P(r_l)’ se pT =4 ou p= 3 mod(4)
caso contrario.

p(pr—r—l)p(

Lema 3.21. Sejam IL e K corpos de nimeros, tais que seus discriminantes sao relativa-
mente primos e que 0s corpos sao linearmente disjuntos, isto é, se {wy,...,w,} € uma
base de K sobre Q e {v1,...,v,} € uma base de L sobre Q, entdo {w;v;} € uma base de
KIL sobre Q. Entao,

O]K]L = OKOL (& D]K]L = D%D]ﬁ

Teorema 3.22. ([11], p. 11) Se K = Q((,), entao o anel dos inteiros algébricos de K é
Z[Gn].

Demonstragio. Seja Q((,), onde n = ajas - - - ag, sendo a; = p;*, com p; primo e r; natural
nao nulo. Vamos provar por inducdo em s. Se s = 1, temos que n = a; = p}*, dai pelo

Teorema [3.19, segue o resultado. Suponhamos por hipétese de inducao que vale para s,
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isto é, se n = ayasy - - - a, entdo Ogc,) = Z[(,]. Provemos para s+1. Sejam = a1 - - - G5a541.
Note que Q(¢n) = Q(¢,)Q(Ca,,, ). Pelo Lema [3.21] obtemos que

Oacn) = O0c) O, 1)

e portanto,
O@(Cm) = Z[CN]Z[<%+1] = Z[Cm]v

concluindo a demonstracao. |
Teorema 3.23. ([11)], p. 12) O discriminante de Q((,) sobre Q € dado por:

emy  nP)
Do/ = (=1)72 [

pln

Demonstragao. Pelo Lema [3.21], dados dois corpos de niimeros linearmente disjuntos, K e

L, tais que seus discriminantes sao relativamente primos, segue que

D(KL) = D(K)=@ p(L) &2,

Colocando o modulo e aplicando a funcao logaritmo em ambos os lados da igualdade,

obtemos:

log| D(KL)| = log| D(K)|"?.| D(L)[*% = [L : Qllog| D(K)| + [K : QJlog| D(L)|.

Dividindo ambos os lados por [KL : Q|, obtemos:

log| DIKLL)| _ log| D(K)|  log|D(L)|
[KL : Q] [K: Q] L : Q]

Agora, basta decompor n em fatores primos. Considerando n = pi"p5? - - - p&*, observemos

i

que Q((,ei) e Q(Cpej ), satisfazem as condic¢oes do Lema [3.21] para i,j € {1,..., s} sempre
J

que ¢ # j. Uma vez que [Q((,) : Q] = ¢(n), substituindo na igualdade anterior, obtemos:
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log| DQ(G))| _ 1egIDQG))l - logl D(Q(Gz-))

pn) () ()
& log pf?i_l(piai_ai_l) RS p?i_l(pi% —a; — 1)(log p;)
5 -1 2 pe (i — 1)
_ Z (pici — i — 1)(log pi) _ Z (@i(pi = 1) = 1)(log pi)
(pi = 1) = (pi — 1)

s

1 log p;
- o — T~ lO pz OéZlO pi —
> p~—1>(g = Saidog pi= 3 0

=1

s s 1
= log p;" Zloy it longz —log [ pi""
=1 =1

1
=log n — log pri_l =log————

=1 [[=pi?i?

Da igualdade acima, concluimos que:

w(n)
log| D(Q(¢n))| = ¢(n) (ZOQnI) = (lognl) :
II;= pim—? IIi= pim—?

Pela injetividade da fun¢ao logaritmo, segue que:

o(n) ¢(n)
ID(Q(G))| = (") D(Q(G) = (-1)" (”) -

Hf:l piPit Hf:l piPit

Por fim, segue que

D(Q(Cn)) = (—1)%1—[])@(”)/(1)_1)7

pln

0 que prova o resultado.

3.3 O GRUPO DE GALOIS

Denotaremos o grupo de Galois de Q((,) sobre Q por G,. Note que tomando o

qualquer em G, temos:

o(Tac) = olag) = Co(@e() = ¥ aoG)'
Portanto, para determinarmos o automorfismo o, basta verificar o((,).

Teorema 3.24. ([9], p. 39) Se n € N, entao o grupo de Galois G,, de Q((,) sobre Q €
G, = (L)
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A demonstracdo do Teorema [3.24] pode ser feita considerando f : (%y — G, dada

por f(j) = o;, onde esta aplicacdo estd bem definida e é um isomorfismo.

Teorema 3.25. ([9], p. 44) O grupo multiplicativo (%Z)* ¢ ciclico se, e somente se,

n=24,p" ou?2p”, onde p é€ um primo impar e r > 1.

Teorema 3.26. ([12], p. 28) Se G é um grupo ciclico de ordem n, entao existe um unico

subgrupo de ordem d para cada divisor d de n.

Demonstragio. Seja G =< a > tal que ™ = 1. Como d|n, segue que 2 € Z. Assim,

a3

considerando H =< ad >, segue que H é um subgrupo de G, de ordem d, pois (a%)d =
a" = 1. Suponhamos que exista K =< b > subgrupo de G tal que |K| = d. Uma vez que
K é subgrupo de G, segue que b € G. Logo, b = o', para algum m € Z. Como a ordem
de K é d, segue que 1 = b? = (a™)? = ™. Por outro lado, a® = 1, e portanto, segue que
existe k € Z tal que md = nk. Portanto, b = a™ = (a%)k, ou seja, b € G. Como ambos

subgrupos tém a mesma ordem, e b € GG, podemos concluir que H = K. (]

A seguir, mostraremos um resultado conhecido da Teoria de Grupos.

Proposicao 3.27. Seja G um grupo ciclico gerado por a de ordem n. Se d é um divisor

de n, entdo o subgrupo H de G de ordem ¢ =% é o conjunto de todos os elementos b de

d
G tal que b° =1, isto é, H = {a?).

. . n : o . s
Demonstragio. Seja ¢ = %, assim d = Z. Pelo Teorema existe um unico subgrupo

H de G com ordem c. Seja b € G tal que b = 1. Como G ¢é ciclico gerado por a, existe
m € Z tal que b = a™. Logo,

bC — (am)c — amc — 1

Como o(a) = n, temos que a™® = 1 se, e somente se, n | mc. Ou seja, existe k € Z tal

que mc = kn, o que implica
Portanto,

Isso mostra que todo elemento b € G tal que b = 1 pertence a H. Reciprocamente,

qualquer elemento de H = {(a?) é da forma a*? para algum k € Z, e entdo:
(ahd)e = ghde = ghn = 1,
Logo, b¢ = 1 para todo b € H. Segue que
{beG|b°=1} = (a*) = H.

O que prova o resultado. u
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Seja K = Q((,). Pelo Teorema concluimos que K é um corpo abeliano, visto
que 0(G,) = ¢(n) = [K: Q], e G, é abeliano. Além disso, pelo Teorema [2.17] (Teorema
fundamental da Teoria de Galois), concluimos que todo corpo intermedidrio de um corpo
ciclotébmico também é um corpo abeliano. Enfim, chegamos ao esperado teorema que fala

sobre a reciproca dessa afirmacao.

Teorema 3.28 (Kronecker-Weber). ([9/, p. 273.) Se K um corpo de nimeros abeliano,

entao K esta contido em um corpo ciclotomico.

Este resultado é primordial para dar continuidade no estudo dos corpos abelianos, e
devido a este teorema é que podemos tratar um corpo abeliano do ponto de vista onde
este é um corpo intermediario de uma extensao ciclotomica, esse resultado permite utilizar

de outras ferramentas ja conhecidas sobre corpos intermediarios.

3.4 SUBCORPOS DOS CORPOS CICLOTOMICOS

Nesta se¢ao, abordaremos alguns subcorpos dos corpos ciclotomicos, dando enfoque
ao subcorpo real maximal e aos corpos abelianos com condutor primo. Considerando o
n—ésimo corpo ciclotémico Q(¢,), o maior subcorpo de Q(¢,,) contido nos reais é denotado
por Q(¢,)7T, isto é, Q(¢,)T = Q(¢,) NR. Sabemos que ("' = (!, visto que ("' ¢, =

(" = 1. Além disso, podemos verificar que ¢, ! é o conjugado de ¢,,. Uma vez que ¢, =
2 2 2
n n n

on—1 a conjugacao complexa, onde estas duas imersdes sempre fixam qualquer subcorpo

(cosT + isen®T)~! = cos®™ — isen®™ = (,. Sendo assim, consideremos oy a identidade e

real. Pela Teoria de Galois obtemos a seguinte associagao:

Q) ————— {01}

Q)" —— H ={0o1,001}

Q G

Por outro lado, sabemos que [Q((,) : Q] = ¢(n) e como o(H) = 2, pelo Teorema
Fundamental da Teoria de Galois, concluimos que [Q((,) : Q(¢,)T] = 2. Sabendo disso,

vamos determinar um elemento primitivo para Q(¢,)". Do que foi exposto anteriormente,

temos que ¢, + ;' € Re ¢, + ;' € Q). Note que ¢, é raiz do polindmio monico
irredutivel p(z) = 2% — (¢, + ¢, ') + 1, sendo este um polindmio com coeficientes em
Q(¢, +¢; 1. Afirmamos que p(z) é o polindmio minimal de ¢, sobre Q({, +¢;1). De fato,
se o polinémio p(x) nao fosse o minimal, como p(z) é mdnico e irredutivel, segue que o
minimal tem grau 1, o que é um absurdo ja que ¢, ¢ R e Q((,+¢, ') é totalmente real (pois

Gu ¢! € R). Sendo assim, conclufmos que [Q(C,) : Q)] = 2 = [Q(Ca) - QG +¢)):
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Além disso, Q(¢, + ¢;') € Q(¢.)™, j& que por definicio Q((,)" é o maior subcorpo de
Q(¢c,) que contém os reais. Dos dois fatos mencionados anteriormente, podemos concluir
que Q(G)" = QG + G-
Proposigao 3.29. ([11], p. 16) Se K = Q((, + ¢, 1Y), entdo Ox = Z[(, + ¢

Seja K um corpo de ntimeros abeliano. Na Segdo [3.3] vimos que de acordo com o
Teorema de Kronecker-Weber, existe um corpo ciclotomico que contém K. O menor
nimero inteiro n tal que K C Q(¢,) é chamado o condutor de K. Estudaremos, nesta
secao, corpos de numeros tal que o condutor é um nimero primo. Seja p o condutor de K.
Vimos também que o(Gal(Q((,) : Q)) = p — 1 e que este grupo ¢ ciclico. Considerando
o, um gerador de Gal(Q((,) : Q), isto é, g é um gerador para o grupo (@_ZI)ZY. Assim,

obtemos o subgrupo H = {g®~1/d g2w=0/d  gde=1/d — [},
L= Q(gp)
(prN
K \Zw
Q @3
Z,

A seguir, provaremos um resultado da Teoria Algébrica dos Niimeros.

Teorema 3.30. Seja um corpo de nimeros K C Q((p), tal que p é um primo impar e
[Q(¢) : K] =d, t = Tro,)x((p). Se gy gera G = Gal(Q((p) : Q), entdo, K = Q(t) e o

conjunto {t,o,(t),o(t),..., 05 (t)} € uma base integral para K.

Demonstrag¢io. Primeiramente, mostremos que K = Q(¢). Seja s = (p — 1)/d. Uma vez
que t = Troe,)x((p) segue que t € Okg. Portanto Q(f) C K. Sendo assim, obtemos
a cadeia Q C Q(t) € K C Q((,). Vamos analisar o traco de (, sobre Q, usando suas

propriedades. Assim, como t = Trg(,)/x((p), segue que

Troe,)/e(G) = Trawm(Trr/am (TTag) & (6)) = Traw(TTr/aw (1))

Como t € Q(t), concluimos que T'rg/qq)(t) = K : Q(t)] - t. Pela Equagao segue que
T'ro,)/0(¢) = —1. Substituindo na igualdade acima, chegamos que

[K: Q)] - Trowlt) = -1

Por fim, como s,Trguq(t) € Z, concluimos que [K : Q(¢)] = £1. Como o grau da

extensao é sempre positivo, concluimos que [K : Q(¢)] = 1. Como Q(t) C K, concluimos
que K = Q(¢).
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Mostremos agora, que Og = {a10(t) + - - + ap-1),40%/(t); a; € Z}. Como t € Ok,
segue que 0'(t) € Z[¢,] N K, para todo i = 1,...,(p — 1)/d. Portanto, {a10(¢) + --- +
a(p,l)/dQ(p’l)/d(t);ai € Z} C Ok. Agora, seja x € Og. Como Ok C Z[(,), segue que

existem ay,...,a,—1 € Z tal que:
p—1
T = ; aiC;.
Por outro lado, podemos reordenar os Cgs da seguinte maneira:
04(Cp)5 Uﬁ(Cp)a cee U;(Cp)a
e S R
O.éd—l)s-&-l(gp), Uéd—l)sﬁ(cp)’ o O.gs(cp)

Note que a soma dos elementos na coluna s é exatamente ¢. Assim, a soma da i—ésima

coluna é exatamente 0; (t). Podemos reescrever

r= biog(G) + -+ ba—nss10 T G)+

+ bQUS(Cp) +--+ b(d—l)s+205§d_1)s+2<gp)+

+ bso-;(Cp> + 4+ deO';lS(Cp),
onde para todo indice j, b; = a; para algum i € {1,...,p—1}. Vamos mostrar que b, = b;

para todo k = j (mod s). Para isso, tomemos k uma classe de congruéncia médulo s.

Visto que o fixa os elementos de K, segue que
U;(bkalgg(@) +oeeet b(d—l)s+k‘75(;d71)s+k(§p)) = ka’;(Cp) et b(d—l)s+k0h¢(;dil)s+k<Cp)-
Por outro lado,

U;(ka’;(Cp) et b(d—l)s+kaéd71)s+k(<p)) = ka;HC(Cp) +ot b(d—l)s+k‘7§(<p))'

Repetindo o mesmo processo d vezes, obtemos que:

b = boyr = -+ = ba—1)s4k-
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Portanto,
d—1 d—1
T =0b Z U§s+1(gp> + -+ bs Z Uss(gp)
k=0 k=0
= blUg(t) + -+ bs,lagfl(t) + bst
Como by, € Z, para todo k=1, ..., s, concluimos que x é escrito como combinagao linear
de {t,0,(t),02(t),...,05 " (t)} com coeficientes inteiros, como querfamos. [ ]



4 RETICULADOS ALGEBRICOS

Na matematica, existem varios problemas classicos, que sao estudados ha muito tempo,
onde um deles é chamado "o problema do empacotamento esférico". Acredita-se que a
primeira aparicao deste foi no inicio do século XVII, no manuscrito "The Six-Cornered
Snowflake", de Johannes Kepler, inspirado por Thomas Harriot, com a motivagdo de
qual seria a melhor forma de empilhar esferas. O problema consiste basicamente em
buscar qual é a melhor maneira, em termos de densidade, de dispor esferas de mesmo
raio que se intersectam em no maximo um ponto, para preencher um espaco. Para R, o
conjunto de todos os intervalos fechados de raio 1/2 com centro nos nimeros inteiros é
um exemplo de empacotamento esférico neste espaco. Abaixo, exemplificamos um recorte

de um empacotamento esférico para o R2.

Figura 4.1: Exemplo de empacotamento esférico
Fonte: Autoria Propria

Contudo, podemos generalizar o problema para dimensoes maiores, fazendo o mesmo
questionamento para esferas n—dimensionais idénticas distribuidas no R", de modo que
a intersecao entre quaisquer duas tenha no maximo um ponto. Temos diversas pergun-
tas que podem ser feitas acerca deste problema. Algumas delas sdo, se o problema ja
foi resolvido para dimensdes maiores e se é possivel obter uma estimativa de quanto a
melhor disposicao cobre o espago todo. Atualmente, tirando a dimensao 1 na qual é uma
trivialidade, o problema esta resolvido apenas para algumas dimensoes. Além disso, em
empacotamentos esféricos que seguem um determinado padrao é possivel verificar a por-
centagem do espaco todo que é coberto por este. A seguir, estudaremos alguns conceitos
que irdao ajudar a obter empacotamentos esféricos em varias dimensoes, e no decorrer do

capitulo explicaremos como é feito o calculo de quanto cada um deles cobre do respectivo

o7
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espaco.

4.1 RETICULADOS

Existem diferentes maneiras de obtermos um empacotamento esférico. Uma é utili-
zando os reticulados, o qual se mostrou muito eficaz, tendo em vista que para a maioria
das dimensoes, o empacotamento esférico mais denso é obtido dessa forma. Nesta secao
iremos formalizar alguns conceitos, e exibiremos alguns métodos que serdao tteis neste
contexto. Sejam n um inteiro positivo e {vy, ..., v,,} um conjunto de vetores linearmente
independentes em R™ sobre R. Definimos o reticulado A de posto m e base {vy, ..., v}
como sendo o conjunto

m
A= {Zaﬂ)i; a; € Z}
i=1
Estaremos interessados no caso em que n = m. Um reticulado que satisfaz essa con-
di¢do é chamado reticulado completo. Daqui para frente trabalharemos apenas sob
esta condicao, e assim, por simplicidade chamaremos um reticulado completo apenas de

reticulado.

Exemplo 4.1. Um dos exemplos mais triviais de reticulado é Z2. Isto é, considerando
B = {(1,0),(0,1)}, as combinagoes lineares com coeficientes inteiros destes vetores é

exatamente o conjunto {(a,b);a,b € Z}, segue ilustrado um recorte:

o o) o 20 o ° °
o o ° 1€ ° ° °
< b 1 0 k1 b4 G-
° o ® ° ° °
o o) o 9 o ° o)

Figura 4.2: Ilustragao de um reticulado no plano real.
Fonte: Autoria prépria

Seja H C R™ um subgrupo aditivo. Diremos que H é um subgrupo discreto se para

qualquer conjunto compacto K C R", H N K é um conjunto finito.

Teorema 4.2. ([{l/, p. 53) O conjunto A C R™ é um reticulado se, e somente se, A é um

subgrupo aditivo discreto.

Com essas informagdes, ja podemos ter uma nogao de como obter um empacotamento

esférico por meio de reticulados. Conforme o Teorema [4.2] um reticulado A é um subgrupo
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aditivo discreto do R". O fato de ser discreto permite tomar uma vizinhanca aberta V'
de um ponto deste reticulado, de modo que V nao contém outro ponto de A. Por outro
lado, como A é um subgrupo, ao tomarmos a norma do elemento de menor comprimento,
saberemos que esta é a menor distancia possivel entre quaisquer dois pontos de A, o
que torna possivel tomar metade desta distancia e torna-la o raio de esferas centradas
em cada ponto deste reticulado. Assim, cada esfera nao tera intersecao a menos de um
ponto. Neste contexto, diremos que um empacotamento esférico ¢ um empacotamento
reticulado quando o conjunto dos centros das esferas forma um reticulado em R™. No
decorrer do capitulo, apresentaremos uma maneira interessante de construir empacota-
mentos reticulados.

Dado um reticulado A em R", ao maior raio, para o qual seja possivel definir um

empacotamento de A, definimos o raio de empacotamento de A, denotado por p, e

dado por:
min{|v|;v € A,v # 0}
— 5 .
Agora, considerando B = {vy,...,v,} uma base de A, o conjunto

i=1

R(B) = {weR”;x=ZAiw;ogAi < 1,Vi:1,...,n},

é chamado regiao fundamental de A com relagao a base B.
Para exemplificar esse conceito, consideremos o reticulado de R? que é gerado pela
Z-base B = {(1,1),(v/2,—+/2)}. Na figura abaixo, destacado em azul temos uma regidao

fundamental com relagdo a esta base.

N P

Figura 4.3: Regiao fundamental de um reticulado.
Fonte: Autoria prépria

Seja A C R"™ com base B = {vy,...,v,}. Seja vj = (v1, V2, ..., V) & €Xpressio em
coordenadas reais de cada vetor dessa base. A matriz M = [v;j]1<; j<, ¢ chamada matriz

geradora de A.
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Consideremos i a medida de Lebesgue em R™. Seja A C R™ um reticulado com regiao

fundamental P. O volume do reticulado A é definido como sendo:

o(A) = o(P) = u(P) = [ dn.

A seguir, nos proximos dois resultados mostraremos que v(P) independe da base escolhida,
e assim, nao teremos problemas com essa definicao, podendo assim denotar o volume do

reticulado tanto por v(P) quanto por v(A).

Proposicao 4.3. ([15], p. 186) Se M ¢é uma matriz geradora de um reticulado A, entdo
v(A) = |det (M)|.

Corolario 4.4. ([J/, p. 55) O volume da regiao fundamental v(P) independe da base

escolhida.

Proposigao 4.5. ([13], p. 184) Seja A um reticulado de R™. Se P é uma regidao funda-
mental de A, entao todo elemento de R™ pertence a uma unica regiao P+1, em quel € A,
isto €, R" = UleAP + 1.

Demonstragio. Seja B = {vy,...,v,} uma base geradora para A. Como B é um conjunto

linearmente independente do R™, com n elementos, segue que é uma base para o espago
n

vetorial R™. Portanto, todo z € R", pode ser escrito da forma z = Z a;v;, com a; € R,

i=1
para todo ¢ = 1,...,n. Podemos reescrever a; = b; + «;, onde b; é o maior inteiro menor

que a; e 0 < o; < 1. Assim,

n

:Zaivi:z:b + a;)v; vaz—l—Zavz
i=1

=1

n n

Como Zbivi €ElNe Zaivi € P, segue que x € P + [, para algum [ € A. Agora, basta
=1 =1

mostrar que esta regido é a tnica. Para isso, suponhamos que exista y € R™ tal que

yeP+lieyec P+l onde |y = Zavz ely = val sdao distintos, com a;, b; € 7Z.
=1 =1
Como y pertence as duas classes, segue que

n n

Yy = Z(ai +ag)viey = Z(bz + Bi)vi,

i=1 i=1
onde 0 < o, 8 < 1. Assim,

n n

> (@i —bi)vi =Y (B — ).

i=1 i=1

Como B é uma base, concluimos da igualdade anterior que a; — b; = 3; — o; para cada 1.

Uma vez que a; — b; € Z, temos que 3; — «; € Z. Por outro lado, pela construcao de «;, 3;
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sabemos que —1 < 3; — a; < 1. Logo, a tunica possibilidade é que «; = (;, para todo 1.
Portanto, [y = [y o que contraria a suposicao de que sao distintos. |

Em outras palavras, o R" é coberto por completo pela unido disjunta explicitada na
Proposicao. Neste caso diremos que esta uniao ¢ uma pavimentagao ou um ladrilha-
mento de R”. Abaixo segue um recorte do ladrilhamento de R? com relacio ao reticulado

exibido anteriormente.

Figura 4.4: Um ladrilhamento para o plano real.
Fonte: Autoria prépria

Visto que os centros de um reticulado formam um subgrupo aditivo do R", podemos
efetuar o calculo de quanto o empacotamento esférico cobre o espago todo, simplesmente
verificando qual é a porcentagem da regiao fundamental que foi coberta, visto que o
padrao se repete para todas as regioes fundamentais transladadas.

Por conseguinte, definimos a densidade de empacotamento, dada por

volume de uma esfera de raio p

A(A) =

volume da regiao fundamental -

Considerando B(p) a esfera de centro na origem e raio p, podemos reescrever da seguinte

maneira;:

Uma vez que em cada dimensdao o volume da esfera unitdria ¢ um valor constante,
ao fixarmos a dimensao, podemos evitar que a notacao fique carregada deixando de fora
essa constante. Sendo assim, dado o reticulado A definimos a densidade de centro, que

denotaremos §(A), por:

4.1.1 O homomorfismo candnico

Mostraremos, nesta secao, uma forma de construir reticulados a partir do anel dos

inteiros algébricos de um corpo de nimeros, com o objetivo de obter empacotamentos
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reticulados e, em seguida, veremos como calcular o volume dos reticulados obtidos a
partir desta construcao.

Conforme os comentarios apds o Teorema [2.9] seja K um corpo de nimeros de grau n
e oy,...,0, 0s n monomorfismos nos nimeros complexos. Neste caso, n = r + 2s, onde r
¢ o numero de monomorfismos reais e 2s o nimero de monomorfismos imaginarios. Mais
do que isso, podemos considerar oy, ...,0, 0os r monomorfismos reais, € 0,11,..., 0125
os monomorfismos imagindrios, de modo que 0,444, seja o conjugado de o,4;, para

g=1,...,s.

Exemplo 4.6. Quando K = Q(a), onde o = +/7, uma das maneiras de enumerar os

monomorfismos da forma mencionada é:
i) o1(a+ba)=a+b-«
i) os(a+ba)=a+b-(—1)x
iii) o3(a +ba) =a+b-ia
iv) ou(a+ba) =a+b-(Z+
v) os(a+ba) =a+b- (= 2+ i)
vi) og(a+ba) =a+b-(—i)x
vii) o7(a+ba) =a+b- (Q — gi)a
vitl) og(a+ba) =a+b- (-4 - Zi)a.

Existem intimeras formas de enumerarmos, mas para definirmos o homomorfismo cano-
nico o que nos interessa, principalmente, é que os monomorfismos o sejam reais para
k < m e que nao sejam conjugados entre si quando 7 < k < s 4+ 1. Em seguida, ficard
claro o porqué desse fato.

O homomorfismo injetivo de Z—modulos ok : K — R", definido por,

ox(x) = (o1(x),...,0.(x), Re(or1(x)), Im(oy41(x)), ..., Re(os(x)), Im(os(z))) (4.1)
¢ chamado de homomorfismo canénico, onde Re(z) e Im(z) representam, respectiva-
mente, a parte real e imaginaria de um nimero complexo z.

Teorema 4.7. ([, p. 56) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se M C K é um
¢ um

Z-mdédulo livre de posto n e se {x1,...,x,} é uma Z-base de M, entio ox(M) é u

reticulado em R™, cujo volume é:

v(or(M)) = 27%|det(o(x;)],

onde s € metade do nimero de imersoes imagindrias.
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Conforme o comentério apés o Teorema [2.38 vimos que se K é um corpo de nimeros
de grau n, entao o anel dos inteiros algébricos deste corpo ¢ um Z—médulo livre de posto
n. Portanto, o Teorema [1.7] garante que a imagem do anel dos inteiros algébricos de um

corpo de niimeros é um reticulado.

Exemplo 4.8. Consideremos o corpo quadritico Q(v/2) e o seu anel de inteiros Z[v/2].
Na figura a seguir, ilustramos o conjunto imagem de Z[v/2] pelo Homomorfismo Canénico,

que por sua vez, do que foi exposto, é um reticulado.

Figura 4.5: Conjunto imagem de Z[v/2] pelo homomorfismo canénico.
Fonte: Autoria propria

Neste caso, podemos verificar que o raio de empacotamento é v/2/2, ja que pela imagem
podemos visualizar que os vetores de menor comprimento sao (1,1) e (=1, —1), os quais o

médulo é /2. A seguir, ilustramos a figura do empacotamento esférico deste reticulado.

Figura 4.6: Empacotamento reticulado a partir de Z[v/2].
Fonte: Autoria prépria

Pelo Teorema o volume deste reticulado é 2v/2. Portanto a densidade de centro

4—\1/5 e consequentemente densidade de empacotamento 4% ~ 0,5553 deste reticulado, o
que nos permite afirmar que tal empacotamento esférico cobre aproximadamente 55, 53%
do R2%. Visualmente ndo é dificil perceber pela Figura que existem empacotamentos
esféricos que cobrem uma parcela maior do plano real, na Se¢ao seguinte comentaremos

sobre o melhor empacotamento esférico em termos de densidade, para o R2.



DENSIDADES DE CENTRO 64

Proposigao 4.9. ([{l/, p. 57) Se D ¢é o discriminante de K e Z é um ideal nio nulo de

Ok, entao ox(Z) é um reticulado no R™, cujo volume é:

v(ow(I)) = 27°|D|'N(T),
onde s € metade do niumero de imersoes imagindrias.

De acordo com o Teorema (1.9, dado um corpo de ntimeros K, podemos obter um
reticulado a partir de um ideal ndo nulo Z de Ok. O reticulado og(Z) é denominado

Realizagao Geométrica de 7.

4.2 DENSIDADES DE CENTRO

Como mencionado no inicio deste capitulo, atualmente é conhecida a solucao do pro-
blema do empacotamento esférico para algumas dimensoes. Nas paginas xix e xx do
prefacio de [I], estao listados alguns dos recordes da densidade de centro para vérias di-
mensoes. Evidentemente, podemos obter empacotamentos esféricos de varias maneiras e
nao necessariamente por reticulados. Na referéncia citada, quando o recorde nao é dado
por um reticulado, é explicitado também qual a maior densidade utilizando reticulados.
A seguir, veremos uma tabela com alguns destes dados. Nessa se¢do, o objetivo serd

conhecer alguns recordes e reticulados importantes.

Dimensao Densidade de centro
1 1/2=0,5
1/(2v/3) ~ 0, 28868
1/(4v2) = 0,17678
1/8 =0,125
1/(8v/2) ~ 0,08839
1/(4v/2) =~ 0,07217
1/16 = 0, 62650
1/16 = 0, 62650

0 3 O U = W N

24 1
Tabela 4.1: Densidades de centro

Um fato interessante ¢ que, a partir da dimensao 6 o volume da bola unitaria comega
a diminuir com relagdo as anteriores. Sendo assim, em dimensdes maiores é comum
encontrarmos densidades de centro maiores que 1, visto que este niimero sera multiplicado
pelo volume que é cada vez menor. A seguir, exibimos a férmula para o volume da bola

em cada dimensao:

am/2

v(B(1)) = { gmﬁwfﬁ%/f(?jz—l)/z)!)

m!

, se m é par

, caso contrario.
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Quando se trata do empacotamento esférico, para a dimensao 1, o problema é trivial,
uma vez que podemos cobrir a reta real com intervalos fechados de raio 1/2 centrados nos
numeros inteiros. Para a dimensao 2, a maior densidade de centro possivel de acordo com
a Tabela é 1/(2v/3), mas, podemos obter esta densidade por meio do corpo quadrético
Q(+v/=3) e aplicando o homomorfismo candnico no anel de inteiros. A seguir, ilustra-se

este empacotamento reticulado.

1+\/—73}

Figura 4.7: Empacotamento reticulado a partir de Z[~Y

Fonte: Autoria prépria

Utilizando o Teorema podemos verificar que a densidade de centro deste reticu-
lado é1/(24/3), e portanto, concluimos que a densidade de empacotamento é 7/(2v/3) &
0,9067. Assim podemos afirmar que este empacotamento esférico cobre aproximadamente
90,67% do R™.

Para o caso da dimensao 3, é possivel cobrir aproximadamente 74,05% do espago.

Na dimensao 8, o volume da bola unitaria é 4—? ~ 4,0587, enquanto que na dimensao 24
12

¢ T5r ~ 0,00192. Dai os empacotamentos mais densos para as dimensoes 8 e 24 nesta

ordem, cobrem aproximadamente 25,36% e 0,19% de seus respectivos espacos.

4.3 MINIMIZANDO A FORMA QUADRATICA

Com os resultados obtidos nas Secoes [4.1] e dado um reticulado para efetuar o cal-
culo da densidade de centro, uma das informagoes necessarias é o raio de empacotamento,
ou equivalentemente, encontrar qual é o vetor de menor norma neste reticulado, que por
sua vez, geralmente nao é uma tarefa trivial. Para isso, veremos nesta secao algumas
formas que vao ajudar a obter esse dado. Dada uma extensao K/Q galoisiana, segue K é
totalmente real ou totalmente imagindaria, visto que, neste caso todos os monomorfismos
sob estas condi¢oes sao automorfismos, sendo assim, dado o; um monomorfismo de K, te-
mos que 0;(K) = K. Portanto, se K C R, a extensao sera totalmente real, caso contrario,
serd totalmente imaginaria. Assim, para o estudo dos corpos abelianos, podemos utilizar

o proximo resultado.

Proposigao 4.10. Se K é um corpo abeliano, x € K e ox é o homomorfismo candnico,

entao,
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se K for totalmente real;

1

2 — )
ox(z)|*=c-Tr xT), onde ¢ =

lox (@)l /o (aT) {;, se K for totalmente imagindrio.

Demonstracao.

i) Suponha que K seja totalmente real. Assim,

o (@)[* = [(01(), ..., ou(@))[*
= (01(2))* + -+ + (ou(@))?
= (@) (x) £+ 0,(2)0(2)
= 01 (2®) + - + o (2?)
=01(2Z) + - - + 01(27)
= Tr(z7),

o que prova o resultado.

ii) Suponha que K seja totalmente imaginario. Temos que n = 2s, e portanto:

o (@)[* = |(Re(o1(2)), Im(o1(x)),. .., Re(os(x)), Im(oy(x))|?

(Re(o1(2)))* + (Im(01(2)))* + -+ + (Re(04(2)))* + (Im(04(2)))
)+
)+

= o1 ()0 () + - - + o () o ()
= 01(2)01(T) + -+ + 05(2)05(T)
= 01(2T) + - - - + 05(27)
;(O’l(l’l’) + -+ 05(2T) + 0541 (2T) + - - - + 0, (2T))
1 _
= iTr(mx). -

Uma vez que Q(¢,), é um corpo totalmente imaginario, para n < 1, o préoximo re-
sultado, ja conhecido, é exposto com o objetivo de minimizar a forma quadratica de um
corpo de um p—ésimo corpo ciclotémico, onde p é um numero primo. Nesse contexto,

consideraremos L = Q((,).

Teorema 4.11. Se L = Q((,) e = € um elemento de Oy, escrito da forma x = ag+a1(, +

e ap_gg,’*z, entao:

2
TT’]L/Q xT) pZa — (Zal) .
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Demonstragao. Considerando x conforme o enunciado, segue que
— ~1 -2 —(p—2
T = ag+ Cblcp + ang + -+ (Ip,QCp ® )

Portanto,

TT (ag + a% + -+ Cl123—2) + (apar + arag + - - - + a/p73ap72)<gp_1 + Cp)"’

+ (Goag +ajaz+ -+ ap4+ ap,Q)(Cp’Q + C;) + -+ (aUap72)(<£72 + C;(p*Z))

p—2 p—2
= a;+ Z(agaoﬂ- ot ap2iap-2) (G, + ()
=0 =1

Aplicando o trago na igualdade acima, obtemos:

p—2 p—2
Trig(2T) = Tryg (Z a? + Z(GOCLO—H‘ o apaiay2) (¢, + Cpl))

1=0 i=1

p—2 p—2
=Tryg (Z a?) + Ty (Z(a0a0+i ot apamiap-2) (G + Cp_ﬁ))

1=0 i=1

p—2 p—2
=(p—1)> a +> (a0t + -+ ap-2_iap2)Tri (¢, + ")
1=0 =1

Por outro lado, note que Tryq(¢) + (%)) = 2TrL (¢)). Mais ainda, visto que i =
p—2

1,...,p — 2, segue que ZTTL/@(C;) = —1. Portanto, voltando na igualdade acima,
i=1

concluimos que:

p—2 p—2

Try(2z) = (p—1) Z ai —2 Z apQo4i + -+ Qp_2-iQp—2
i=0 i=1
p—2

:(p—1)§a?— Z a;a;

0<i<j<p—2
p—2 p—2
2 2
(@) [Xa+2 ¥ g
i=0 i=0 0<i<j<p—2

p—2 p—2 2
=D 0/12 - Z a; )
1=0 i=0

0 que prova o resultado. u

Vejamos agora, uma forma de minimizar o traco de xZ. Pela definicao de traco,

sabemos que:

Trijg(aT) = ) 0;(2T), (4.2)

=1
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onde oy, - -+, 0,1 s20 os monomorfismos de I em C. Dividindo ambos os lados da Equacao

M.2] por p — 1, obtemos que

Tr(zz) _ ;Mm). (4.3)
p—1 p—1

Note que a expressao ao lado direito da igualdade acima representa a média aritmética
dos elementos do conjunto {oy(2Z),---,0,-1(2%)}. Utilizando o fato de que a média

aritmética é maior ou igual que a média geométrica, concluimos que:

p—1

> oi(aT) b1 1/(p—1)

i=1 _

_— 2 0i(27T) ,
= ()

ou seja, . . -
oi(zT) > (p—1) - ( 1:[ cri(mc)> : (4.4)

=1

Desenvolvendo o lado direito desta inequagao, segue que:
p—1 1/(p—1) p—1 1/(p—1)
(p—1)- (H Uz‘(m)) =@p-1-(11 Ui(l’)gi(fﬁ))
i=1 i=1

b1\ Ve
=-1) 1:[1 Uz-(x)ov(fﬁ))

- L/(p-1)
=@p-1-|1I Iai(x)IQ) :

i=1

Logo, pelas Equagoes (4.2)) e (4.4), concluimos que

bt 1/(p-1)
Tr(zz) = (p—1)- (H Iaz(rc)|2) :

i=1

p—1
Note que, H oi(z) = N(z), uma vez que Z é integralmente fechado, pelo comentario apds
i=1

p—1
a Proposicao [2.40, sabemos que N(z) é um ntimero inteiro, e portanto, [ o3 (2)]? é um
i=1
inteiro positivo. Uma vez que o menor inteiro positivo é 1, concluimos que:

Tr(zz) > (p—1).

Note que para x = 1, isto é, ag = 1 e a; = 0, para todo i = 1,...,p — 1, temos pela

expressao dada no Teorema [4.11] que Tr(zZ) = p.1—(1)? = p—1, e portanto, verificamos



RETICULADOS VIA IDEAIS 69

que o menor traco possivel é exatamente p — 1, exibindo um elemento dessa forma. W

Agora, o objetivo serd minimizar a forma quadratica de um corpo de nimeros com
condutor primo. Portanto, consideraremos K um corpo abeliano, de condutor primo impar
p, nesse contexto chamaremos L = Q((,). J4 sabemos que a extensao K/Q ¢é galoisiana,
logo é totalmente real ou totalmente imaginaria, sendo assim, de acordo com a Proposicao
m em ambos casos, dado y em Ok, basta minimizarmos Trk,q(yy). Para isso, vejamos
alguns resultados ja conhecidos que vao ajudar. De acordo com o Teorema [3.30] dado o
corpo abeliano K de condutor primo p, podemos exibir uma base integral para K a partir
do gerador do grupo de Galois da extensao L/Q. Tendo isso em vista, dado y um elemento
de K escrito com relacao a esta base, o préximo teorema ¢ um resultado conhecido, que

trata do trago de yy.

Teorema 4.12. ([Tj|], p. 50) Seja K um corpo abeliano de condutor p. Sey € Ok é
escrito da forma y = byt + baf(t) + - - - + b0V (t), onde s = (p — 1)/d, entdo:

Tris(yy) =Y b +d > (b —b;)*
=1

1<i<j<s

4.4 RETICULADOS VIA IDEAIS

Nesta se¢do, consideramos Q((,) de L, onde p é niimero primo fmpar, a nio ser que
seja mencionado o contrario. O objetivo é verificar a densidade de centro de alguns ideais
de Op. O passo inicial serd verificar a densidade de centro de o.,(OL) = A.

Pelo Teorema segue que

-1

Dyjg = (—1)@P=0/2. e = |Dyjgl = p"2.
Dai,

~2--D/2.|D|Y/2 T p-2)/2

5<A) B ppfl Q(pfl)/prfl

Por outro lado, no comentario apds o Teorema [4.11} vimos que:

. p—1
mm{|a]L(a:)|2;:B €eOL} = 5

e portanto, min{|op(z)|;x € O} = /25, Assim,

_Lljp—-1 1 (p-1 1/2_ 1 ( 1)1/2
P=5\ "2 T3 2 ~ o3 WP '
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Substituindo, na equacao acima, obtemos:

2(p—1)/2(23% (p— 1)1/2)1"*1 9(p—1)/2 (p— 1)(p71)/2 (p— 1)(p71)/2
oA) = PIE T B2 pe-v2  ipe-d/2

O préximo resultado indicara a densidade de centro de um reticulado gerado pelo ideal

principal aOp, onde a é um elemento de Z.

Proposicao 4.13. Seja L = Q((,), com p primo. Se T = aOy, € um ideal principal de

OL onde a é um nimero inteiro, entao, §(o1.(Z)) = d(o(OL)).

Demonstragio. Se x é um elemento de Z, entdao x = a(a1p + - - + ap,lg,’_l), com a; € 7,

para todoi=1,...,p — 1. Logo,

7T = a’ (Z ag + Z((l1a1+i 4+ apfl,iap,l)(q; + Cpi)) _

Aplicando o trago em ambos lados, como a é inteiro, segue que

i=1 i=1

p—1 p—1
Tryjg(am) = a® - Tryg (Z a; + Y (ara14 + -+ ap-1-ip-1)(C, + Cpl))
1<i<j<p-1

= a? ((p—l)za?—Z > aiaj).

a?(p—1)
2

Portanto, min{Tryg(+7);x € I} = , € assim,

) L e

Por outro lado, note que N(Z) = N(a) = a?~!. Uma vez que p — 1 é par, segue que

a?~! = |a[P~!. Do que foi exposto, obtemos:

alP—1 1\ 5 B p—1
S (1 IQLp_l . ((p21)) 2 B 2(p 1)/2(23% (p— 1)1/2> _sin
(on(Z)) = 2-(=1/2 .| D[/2 . |a|p-! B p(P—2)/2 = 6(A),

como queriamos. [ |

Sendo assim, tomando um ideal da forma da Proposicao [4.13| ndo obtivemos melhores
resultados com relagao a densidade de centro. Verificaremos, agora, o que acontece ao

tomar (1 — (,) como o gerador do ideal. Chamaremos p = (1 — (,)OL.



RETICULADOS VIA IDEAIS 71

Consideremos o conjunto {1,(,,...,¢¥~"}, que por sua vez ndao é uma base de Q(,)
sobre QQ, visto que ndo é um conjunto linearmente independente. Porém, é um conjunto

gerador, isto é, todo elemento de x € Q((,) pode ser escrito da forma:

T = Qg + alcp + -+ ap,lg,’*l,

onde ay,...,a,-1 € Q.
Naturalmente, essa forma nao é tnica. Com essa motivacao, veremos, como pode ser

util esta escrita. Para isso, provemos dois resultados conhecidos.

Lema 4.14. Seja L = Q((,). Se x é um elemento de Oy, entao, x pode ser escrito da

forma
xr = bo + ble + -+ bpfngil,
p—1
onde by, ...,by_1 € Z. De modo que 0 < Z b; < p. Neste caso, essa forma € unica.
i=0
Demonstragdo. Seja x = ag + a1y + -+ - + a,,_lgg—l, com ag, . .., a,—1 inteiros. Uma vez
p—1
que Z a; é um numero inteiro, pelo Algoritmo da Divisao de Euclides, segue que existem
i=0
unicos ¢, r inteiros tal que
p—1
> ai=qp+r,

=0
com 0 < r < p. Por outro lado, sabemos da Expressao que:
GHE++ P =1 1+G+C+ -+ =0.

Assim, basta tomarmos b; = (a; — q), ja que:
st (¢ A+G+G+ - +GT))=a+0=1z
Fazendo isso, concluimos que & = by + b1(, + -+ - + bp_lcg’l de modo que

pz_:bi:pi(ai—q)z (ia,) _pq:(pQ‘FT)—pq:T

1=0 1=0 =0

onde pela construcao 0 < r < p. Para a unicidade, suponha que

p—1
r=cot+ i+ + 1l com 0< ) ¢ <p,
i=0
onde ¢, ..., cp—1 Sao inteiros. Assim,

1=0
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Uma Vez que, b; e ¢; sao positivos e menores do que p para todo i =0,...,p—1, segue
p—1 p—1 p—1 p—1

que 0 < Zb —ZCZ <pel< ch Zbi<p. Portanto, Zbi:ZCi.
i=0 i=0 i=0

Corolario 4.15. Seja L = Q((,). Se x = ag + a1, + - + a,-1¢P~", nas condigdes do
p—1

Lema|4.14), entao x é um elemento de p se, e somente se, Z a; =0 e € unica.

i=0

p—1
Demonstracdo. Afirmamos que x € p se, e somente se, Zai € pZ. Provando isso, o

=0
resultado segue imediatamente do Lema [£.4] De fato, podemos reescrever = da seguinte

maneira

a::ao—a0+a1(’p—a1+a2C5—a2~|—---+ap_1C”_1—ap_l+(a0+a1~|—a2+---+ap_1)

=a1(Gp— 1) +az(C) — 1) + -+ ap 1 (7 — +Za1

Suponhamos que x € p. Assim,

p—1
r—(a1(G — 1) + G2(C§ 1)+ + ap—Q(Cf;_l —1)) = Zai €p.
i=0

p—1
Por outro lado, como ay,...,a,—; sao inteiros, segue que Zai € 7Z. Sendo assim,
i=0
p—1
concluimos que Z a; € p NZ = pZ. Analogamente, prova-se a reciproca.
i=0
p—1
Agora, dada a condicao Z a; = 0, provaremos a unicidade dos coeficientes. Para isso,
i=0
p—1 p—1 p—1 p—1
suponhamos que z = Z a;C, = Z bi, tal que Z a; = Z b; = 0. Logo,
i=0 i=0 i=0 i=0
p—1 p—1
i i
O=z—o= Z(ai—bi){’p: Zci b, onde ¢; = a; — b;.
=0 =0

Por outro lado, novamente pela Expressao sabemos que (1 +(, + -+ + C]’;_l) =0e

desse modo,

p—1 A
0=co(l+ Gt +G7) =2 e
i=0
Assim,
p—1 p—1 p—1 p—1

0= Z CZC Z COCZ Z( — cO)C; = Z(cl — CO)C;.

=0 =0 =0 =1
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Porém, como o conjunto {G,,--- ,(Z~'} é base de O, concluimos que co = ¢; = -+ = ¢p_1,

e por conseguinte ag — by =a; —b; = -+ = a,_; — b,_1. Por fim, observemos que:

p—1 p—1 p—1
=0 =0 =0

Portanto, temos uma soma de termos iguais resultando em zero. Sendo assim, a tnica
possibilidade é que todos os termos sejam zero, ou seja, a; — b; = 0. Logo, a; = b;, para

i=0,1,...,p— 1. Assim, sob estas condic¢bes, = é escrito de forma tnica. ]

Uma propriedade importante do traco é que, independente do conjunto gerador para
o anel dos inteiros algébricos de um ntmero que seja escolhido, o trago de um elemento

sempre é o mesmo, e isso decorre do seguinte fato.

Lema 4.16. Seja K um corpo de numeros. Se a € um elemento de K e
me(x) = 2" + a2t + - + ayx + ag, o polinomio minimal de «, entdo
Tr(a) = —a,—1 e N(a) = (—1)"ap.

Demonstragio. Sejam aq, aua, . . ., o, as raizes de my (). Assim,

me(z) = (x — )z —ag) ... (z — ay).
Expandindo o produto, obtemos que:

Me(2) = 2" — (g + g+ -+ ap)2" 4+ -+ (1) "y . .. ayp.
Comparando com a forma geral do polinémio minimal:
Me(2) = 2" 4+ ap_12" 1 + -+ + a,
concluimos que a,_1 = —(a; + as + - - - + a,,). Portanto,
oaptog+ -+ on = —ap_1.

Por outro lado, como a; + g + - - + o, € 0 traco de a, segue que

Tr(a) = —ap-1.

Do mesmo modo,

(=D)"ag = aqag . .. ay,.

Uma vez que aq - -+ a,, € a norma de «, obtemos:

N(a) = (=1)"ao,
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0 que prova o resultado. u

Portanto, uma vez que o polindmio minimal de um elemento independe do conjunto
gerador escolhido, concluimos que essa escolha nao interfere no trago. Além disso, ja

vimos que:

p—2 p—2 2
TT]L/Q(mT) =p Z a? — (Z ai) .
i=0 i=0

Agora, o objetivo é minimizar o trago de T, com x em p, sob certas condigoes.

p—1
Pelo Corolario 4.15 dado x = ap + ai(p + -+ - + ap_lfg_l em p, segue que Z a; =0, e
=0
portanto,
p—1
— 2
Trijg(aT) =p)_a;.
i=0
p—1
Como cada a? é um nimero inteiro positivo segue que, a soma Z a? também é um
i=0

inteiro positivo. Portanto, vejamos qual o menor inteiro positivo que podemos obter a

partir de certas condigoes iniciais. Para que tal soma resulte em 1, a tinica possibilidade é
p—1

que a; = 1l ea; = 0, paratodo s # j. Porém, neste caso Z a; = 1, e consequentemente,
i=0

o elemento inicial nao estaria em p. Por outro lado, o elemento y = 1 — ¢, ¢ um elemento

de p e T'ry (yy) = 2p. Assim,
min{Tryq(xT);x € p} = 2p. (4.5)

Finalmente, a densidade de centro é dada por

p(pfl)/2 p71/2 1

d(on(p)) = 26-D/2p-2/2 . T 912 2-1/2 /'

Afim de comparar as densidades de centro dos reticulados obtidos por esse processo com

as densidades maximas conhecidas, observemos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.17. Consideremos p = 3, isto é, Q(¢3) =L e p = (1 — (3)Oy. Utilizando o

resultado que acabamos de obter, temos:

371/2 1
0(oL(P)) = 55 = Nl 0, 28868.

Observe que, Q({3) é um corpo de nimeros de grau dois, e por sua vez o resultado obtido

é o recorde de densidade de centro para esta dimensao.

Sendo assim, podemos observar que esses reticulados mostram-se promissores. Veja-

mos, agora, o que acontece com as densidades de centro utilizando esse mesmo processo
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para corpos ciclotémicos com graus maiores. Para isso, considerando p = 19, segue que

1971/2 I
O(ou) = 5agn7 = 59 g9 ~ 00004 (4.6)

Uma vez que para dimensao 18 o recorde via reticulados é aproximadamente 0, 07217, o

resultado obtido esta muito distante do recorde, porém, vejamos se é possivel aumentar a

densidade de centro utilizando outro ideal principal. Para isso, o objetivo sera generalizar

a férmula obtida para ideais da forma (1 — (,)", com n < ”T_l inteiro positivo. Antes

disso, veremos alguns resultados importantes, que ja sao conhecidos.

Teorema 4.18. Seja L = Q((,). Considere p"™' = (1—¢,)""Op, onde1 <n+1<p-1
ea=ap+aCp+-- ~+ap_1§5_1, com ag, . ..,a,1 € Z. Se f(x) = ap+arx+-- '+ap_1xp_1,

n+1

entao o € um elemento de p se, e somente se,

fO=f1)=- = f"1) =0 (mod p),

onde f™(1) é a n—ésima derivada de f aplicada em 1.

Demonstragdo. Primeiramente, note que a = f((,). Uma vez que f(x) € Z[z] e tem grau
no maximo p — 1, utilizando o algoritmo da divisao sucessivamente, podemos fatora-lo da

seguinte maneira:

flx)=0 -2 e, 1 +(1—2)2cp o+ + (1 —2)ey + co,

onde ¢y, c1, ..., cp—1 sa0 nimeros inteiros. Observemos que:
f(l) - 0' Co
(1) =-1¢
f21) =2 ¢

f™(1) = (=1)" n! ¢,, para todo n < p — 2.

Além disso, uma vez que ¢, € Z para todo k = 0,...,p— 1, segue da Equagao (3.18) e do

Lema [3.17) que

ChEP Sy €PL e € pPL
Por outro lado,
a=f(¢)=(1- Cp)p_lcp—l +(1— Cp)p_ZCp—Q o+ (1= G)er + co.

Desse modo, note que (1 — ()P e, 1 + (1 — )P 2cp 2+ -+ (1 —(y)er € p. Assim,

segue que a € p se, e somente se, ¢g € p NZ = pZ. Dal, concluimos que a € p se, e
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somente se, ¢g = f(1) = 0 (mod p). Uma vez que p> C p, consideremos o € p e vejamos
sob quais condicoes o € p2. Desse modo, como o € p segue que do caso anterior que
co = f(1) = 0 (mod p), e portanto, ¢y € pP~ . Dai, segue que

(1 _'<f>pilcp4l + (1 _'Cb)p72cp*2'+""*'<]—_'Cb)zc2'+'00 € p’.

Assim, a € p?, se e somente se, (1 — (,)c1 € p?, que é equivalente a ¢; € p. Uma vez que
(1) = —2c;, segue que a € p? se, e somente se, f(1) = f/(1) = 0 (mod p). Sabendo
que p"tt C p" C -+ C p? C p, fazendo sucessivamente o mesmo processo, prova-se o

resultado paran+1 <p—1. [ |

Vejamos se a partir destes ideais principais conseguimos aumentar a densidade de
centro com relagao a Ok. Pela Equacao [£.5] quando m = 1 segue que o menor trago é 2p.

Para provarmos o caso em que m = 2, utilizaremos o seguinte resultado, ja conhecido.
Lema 4.19. Seja L = Q((p). Se x em O, entao Try g(xT) € par.

Demonstragio. Pelo Teorema [£.11], basta provarmos que

p—2 p—2 2
pYy_ al— (Zai) =0 (mod 2).
i=0 i=0

Visto que p é um primo impar, tomando a congruéncia médulo 2, segue que

p—2 p—2 2 p—2 p—2 2
pY ai— > a| =) ai - a; | (mod 2)
1=0 =0 i i

=0 =0
p—2 p—2
=) af—> a; (mod 2)
i=0 i=0
p—2 p—2

|

~—~ O
E 5
o

o,

p—2 p—2 2
Logo, pz a? — Z a; | é par. n
i=0 i=0
Agora, seja & = ap + a1, + - - + ap,_1¢2~ " um elemento de p*. Afirmamos que:
min{7Tr(2Z); x € p°} = 4p.

De fato, seja t = min{Tr(zZ);x € p?}. Pelo Lema [{4.19] concluimos que o Tr(xT) é
par e uma vez que p? C p, segue que t é par e miltiplo de p. Assim, justifiquemos que

t # 2p. Para t = 2, pela forma quadratica, segue que obrigatoriamente z = ajgg + akfg,
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onde a; = £1 e a; = £1. Por outro lado, como = € p, segue que a; + ar = 0. Logo,

suponhamos sem perda de generalidade que a; = 1 e ap = —1. Assim, z = Cg — ]’j, porém,
G —Crép

Agora, supondo sem perda de generalidade que j < k e supondo por absurdo que x € p?

segue que

G—G=0-G)g
G—¢=0-¢)% com ec Ok

Dai, (1 — ¢¥9)¢J = (1 — (,)%, e aplicando a norma em ambos os lados segue que

(- ) =N (- gre).
ou seja, e

O que é uma contradicao, e assim t # 2p. De tudo que foi exposto, concluimos que t > 4p.
Note que, pelo Teorema podemos verificar que o elemento y = ¢, — Cg — C;’ + C;,l
pertence a p?. Além disso, Tr(yy) = 4p. Portanto, t = 4p. Para o caso geral, nao faremos
a demonstracao, uma vez que esta se¢ao tem por objetivo falar sobre as aplica¢oes, contudo
o resultado é:

min{7r(zZ); x € p™} > 2pm.

Portanto, com essa informagao, fixando p podemos verificar qual é a formula da densidade

de centro para o reticulado o, (p™). Para isso, utilizando a Proposicao 4.9, segue que

p—1
) o(p—1)/2 . (\/fj) o(p—1)/2 (pm)(p—l)/2
§(on(p™)) > P I e
mP=1/2 . pe=1)/2 mP=D/2. pl2
I T T R
mP-1)/2

-~ 9(-1)/2 . p2m=1)/2°

Portanto, fixando p, vamos exibir uma férmula da densidade de centro para o reticulado

oL(p™), com m inteiro positivo. Tal formula é valida para m < %:

m m(p_l)/2
d(on(p™)) = 2(p=1)/2 . p(2m=1)/2

(4.7)
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que podemos reescrever da seguinte forma:

(oL (p™)) = ¢ ———,

1/2

onde, ¢ = que nao depende de m. Sendo assim, para descobrirmos qual m

P
2(p—1)
fornece o ponto maximo, basta derivar a expressao com relacao a m. Assim,

_m(p—D/2 =l min )
0(c " ) _ m(p3)/2< b .
om P

Visto que ¢-m®=3)/2 > 0, concluimos que essa expressio ¢ zero quando m = L. Agora,
np

voltando no Exemplo [.0] segue que

Y13 0566
m = ~ .
2ln 19 ’
Sendo assim,
39
oL(p?) = ———— =~ 0,02444,

29 .4/19°
onde, apesar de ainda nao atingir o recorde para esta dimensao, tem uma densidade de

centro maior que a do reticulado obtido a partir do ideal p.



5 CONCLUSAO

Diante do que foi exposto, percebemos que a Teoria Algébrica dos Niumeros pode ser-
vir como uma ferramenta muito eficaz para o estudo dos reticulados, visto que a imagem
de um ideal do anel dos inteiros algébricos de um corpo de niimeros pelo homomorfismo
canonico é um reticulado. Verificamos também a importancia dos conceitos de discri-
minante, forma quadratica e do trago relativo, que se mostraram informagoes essenciais
para efetuar o calculo da densidade de centro de reticulados algébricos. No Capitulo 4,
vimos uma forma de obter reticulados a partir da imagem do ideal p™, com m um ntmero
inteiro positivo, pelo homomorfismo canoénico e calcular sua densidade de centro. Estes
reticulados sao chamados de familia de Craig, que quando surgiram em 1978 bateram
o recorde de densidade de centro para as dimensoes 148 < p — 1 < 3000, onde p é um
nimero primo.

Nesse contexto, as aplicacdes dadas no Capitulo 4 deste trabalho abordaram alguns
reticulados de posto maximo no espago euclidiano p — 1 dimensional, onde p é um ntimero
primo. Uma vez que as densidades de centro da Familia de Craig foram as maiores
densidades conhecidas na época, e que atualmente nem todas essas densidades de centro
continuam sendo o recorde, ainda tem muito do que se explorar nessas dimensoes. A
técnica abordada foi por meio dos ideais principais gerados por uma poténcia de (1 — ().
Entao, pode-se dar continuidade nesse estudo, verificando para outros ideais do anel dos
inteiros algébricos de Q((,). Também, por consequéncia do Teorema de Kroneker-Weber
e do que foi exposto no Capitulo 3, é possivel explorar outras dimensoes, a partir de um

corpo de nimeros com condutor p.
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