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RESUMO

Neste trabalho, estuda­se condições necessárias e suficientes de otima­

lidade de Fritz­John e Karush­Kuhn­Tucker para problemas de programação não

linear com tempo contínuo. Estuda­se também, a relação entre o critério de oti­

malidade de ponto estacionário e ponto de sela de Fritz­John e usando conceitos

de perturbação e estabilidade, desenvolve­se condições de otimalidade de ponto

estacionário, de ponto de sela de Karush­Kuhn­Tucker e dualidade Lagrangiana

para uma classe de problemas de programação convexa com tempo contínuo.

Um resultado auxiliar sobre alternativas, o Teorema de Gordan generalizado, é

demonstrado no Apêndice A.
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Differentiable Problems of Continuous­Time Nonlinear Programming.

Renata Aparecida Galleti

Abstract

This work, concerns of necessary and sufficient optimality conditions of

both Fritz­John and Karush­Kuhn­Tucker type for continuous­time non­

linear programming problems. This work also studies the relationship between

Fritz­John saddlepoint and stationary­point optimality criteria and using con­

cepts of perturbation and stability, develops Karush­Kuhn­Tucker saddlepoint,

stationary­point optimality conditions and Lagrangian duality for a class of

continuous­time convex programming problems. An auxiliary result about al­

ternatives, the generalized Gordan theorem, is showed in Appendix A.
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Notaçõoes

A(T) conjunto dos pontos ativos
C cone convexo

(D) problema dual

Of(x) subdiferencial de fem x

derivada parcial de f com relação a variável r

Df(r) derivada de Fréchet de fem x

Dºf(r) segunda derivada de Fréchet de f em x
D(gd;,T7) conjunto de todas as direções de descida de é em TX

ess sup supremo essencial

IEle medida exterior de E

IE| medida de Lebesgue

f” sessãorx de f

F­derivada derivada de Fréchet

F(S,T) conjunto das direções factíveis de S em T

F' conjunto de todas as soluções factíveis

VÍ gradiente de f

V5x.f gradiente de f com relação a variável x

T(f,E) gráfico de f ao longo do conjunto E
I intervalo fechado

Thxlz produto cartesiano de /7 e

inf infimo

intX interior de X
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f.Jír)dr integral de Lebesgue de f no conjunto E
lim limite

EL(E) conjunto das funções Lebesgue integráveis em E

L(.,A) função Lagrangiana
ATÍO,T] espaço das funções vetoriais essencialmente limitadas com norma |/­|l,

L(X,Y) classe de todas as aplicações lineares contínuas
Lr,[0,T] espaço das funções vetoriais essencialmente limitadas com norma ||­||co
max maximizar

min minimizar

IIl­||/ norma Euclidiana

ll:lh norma um
ll­lco — norma infinito
(P) problema primal

pP(:) função perturbação

q. Ss. quase sempre

TR conjunto dos números reais

TR" espaço euclidiano n­dimensional

R(f,E) região inferior a função f ao longo do conjunto E
R região convexa de um espaço Euclidiano

sup supremo

U(r) vizinhança de x

O conjunto vazio

x transposto de r
Ty produto interno de r e y

Y conjunto factível do problema perturbado

Z* dual topológico de Z

rm relação de equivalência
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Introdução

Programação com tempo contínuo originou­se nos estudos de Bellman [3, 4]. Con­
siderando como uma generalização para um problema de programação linear, formulou um
correspondente problema dual, obtendo o teorema de dualidade fraca e sugeriu alguns pro­
cedimentos computacionais.

A formulação de Bellman e a teoria da dualidade foi extendida para problemas gerais
de programação linear com tempo contínuo e também para problemas de programação não
linear com tempo contínuo.

Condições de otimalidade de Karush­Kuhn­Tucker em programação com tempo contínuo

foi primeiro estudado por Hanson e Mond [12], considerando um problema não linear com res­
trições lineares. Seu método para obter condições de otimalidade foi indireto visto que a

função objetivo é aproximada por funções lineares, possibilitando aplicar os resultados de

dualidade linear de Levinson [14] para obter um teorema de dualidade para problemas não
lineares e então deduzir as condições de Karush­Kuhn­Tucker como consequência deste teo­
rema de dualidade não linear.

Farr e Hanson [6], introduziram restrições não lineares. Supondo algumas condições de

positividade semelhantes as de Levinson [14], aplicando o método de linearização e usando os
resultados de dualidade linear de Grinold [11], obteram dualidade para problemas lineares e

com condições adicionais para a função f, obteram um teorema de dualidade para problemas

não lineares. Os resultados de Farr e Hanson [6], foram aperfeiçoados e generalizados por

Reiland e Hanson [19].
Recentemente, condições de otimalidade para problemas não lineares com tempo contí­

nuo foram obtidos por métodos diretos. Em [1], certas suposições de regularidade foram

11
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usadas para obter condições de Karush­Kuhn­Tucker para problemas de programação con­

Vexa.

Geoffrion, seguido de Gale [7], usando uma excelente mistura de intuição geométrica

e raciocínio analítico, desenvolveram uma compreensiva e elegante teoria de dualidade para

programação não linear de dimensão finita.

Reiland [20], aplicou a versão com tempo contínuo das restrições de qualificação de
Zangwill [27], introduzidas em [19] e o teorema de Farkas para dimensão infinita, obtendo

condições de otimalidade e dualidade para problemas diferenciáveis com tempo contínuo.

Problemas não convexos sem diferenciabilidade foram considerados em [17, 22], onde

foi discutido condições de otimalidade de primeira e segunda ordem e dualidade.

Neste trabalho, estuda­se condições de otimalidade e dualidade em programação não

linear com tempo contínuo, no caso diferenciável.

A motivação para este trabalho é organizar os melhores resultados existentes na lite­

ratura sobre condições de otimalidade e dualidade para programação não linear com tem­

po contínuo diferenciável. Assim a construção de algorítmos computacionais, a análise e a
interpretação de modelos dinâmicos de política econômica ficam bastante facilitados, pois o
material necessário poderá ser encontrado num único local.

No capítulo 1, recorda­se algumas definições e resultados básicos que serão necessários
para o desenvolvimento deste trabalho.

No capítulo 2, recorda­se as definições de diferenciabilidade de Fréchet, adota­se um

ponto de vista geométrico e desenvolve­se condições necessárias de otimalidade em progra­
mação não linear com tempo contínuo de Fritz­John e Karush­Kuhn­Tucker [25].

No capítulo 3, desenvolve­se condições suficientes de otimalidade em programação

não linear com tempo contínuo de Fritz­John e Karush­Kuhn­Tucker para problemas com

restrições de desigualdades e igualdades não lineares com suposição de convexidade
generalizada [26]. Os teoremas são generalizações de resultados de suficiência de primeira
ordem na área de programação não linear determinística de dimensão finita e produzem
condições suficientes de otimalidade para problemas de controle ótimo.

No capítulo 4, estuda­se a relação entre condições de otimalidade de ponto estacionário

12
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e ponto de sela, e considera­se uma extensão de dualidade Lagrangiana clássica para uma

certa classe de problemas de programação convexa com tempo contínuo e não diferenciável

[23, 25).

Por fim, apresenta­se as conclusões do trabalho e as referências bibliográficas.

No Apêndice A, usando teoria da dualidade apresentada no capítulo 4, demonstra­se o

Teorema de Gordan generalizado [24].
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo recorda­se algumas definições e resultados básicos da teoria da medida

e integração de Lebesgue [28] que posteriormente serão necessários para o desenvolvimento

de condições de otimalidade e teoria de dualidade para programas não lineares com tempo

contínuo.

1.1 Mensurabilidade e Medida de Lebesgue

Seja E um subconjunto do espaço euclidiano n­dimensional, denotado IR”.

Definição 1.1.1 Seja IT um intervalo fechado n­dimensional definido por

I=(ír:aj<x1;<b, j=1,...,n)

e seu volume v(I) =II(bj— aj). Seja C uma coleção enumerável de intervalos Lx, tal que
[eo]

Ec Je seja
k=1

0(C) = NS v(lx).
IL€C

Neste caso diz­se que C é uma cobertura de E. A medida exterior de E, denotada por | Ele é

definida por

[Ele = info(C),
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onde o ínfimo é tomado sobre todas as coberturas C de E. Assim, O < |E|e < + co.

Um subconjunto E é Lebesque mensurável, ou simplesmente mensurável, se dado e > O,

existe um conjunto aberto G tal que

ECG e |G— El<e

Se E é mensurável, sua medida exterior é chamada de medida de Lebesque, ou simples­

mente medida, e denotada por |E|, ou seja,

|E| = |E|le, quando E é mensurável.

Definição 1.1.2 Seja f uma função a valor real definida em um conjunto E C IR”, isto é,

— oo < f(r) < + oo, TE E. Então a função f é chamada Lebesque mensurável em E, ou
simplesmente mensurável, se para qualquer a E IR, o conjunto

(xr EE: fír)>a)

é um subconjunto mensurável de IR”.

Definição 1.1.3 Seja f uma função não negativa, O < f < + oco, definida em um subcon­

junto mensurável E E IR”. Sejam

r(f,E)=((2,fe)) ERP ICIEE, f(6) <+ co),

R(f,E)= ((t,y) ERP :ITEE, 0<y< f(x) se f(t)<+ oo
e O0<y<+co se f(r)=+ co).

T(f, E) é chamado de gráfico de f ao longo do conjunto E e R(f, E) a região inferior a
função f ao longo do conjunto E. Se R(f, E) é mensurável (como um subconjunto de IR**!),
sua medida |R(f, E)|n+1 é chamada de integral de Lebesqgue de f no conjunto E, definida por

Usualmente, uma das abreviações

faz ou [
15
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é usada, e as vezes a notação por extenso

ff favocsta)da o. de,
é conveniente.

Agora, se f é uma função mensurável arbitrária definida em um conjunto E, então

f=f/"—­f", onde f* = max(f,0) ef =­— minf( f,0) são funções mensuráveis. Além dis­

so, as integrais ff ft(r)dr e ff. f (x)dr existem e são não negativas, possivelmente tomando
o valor + oo. Quando pelo menos uma das integrais é finita, define­se

/, falir = [ ff) — [ fo (n)da,
e diz­se que ff. S(xr)dr existe.

Se 1 existe, é claro que, — co < " f<+ oco. Se " f existe e é finita, diz­se que fE E

é Lebesque integrável, ou simplesmente integrável, em E e denota­se por f E IL(E). Assim,

LE) =(s:/s é finita ).
Se " f existe, entãoE

Lis + f = f+OD,
por ([26], Teorema 5.14). Desde que f* + f = |f|, tem­se

. fáa < /. |fláz. (11)

Definição 1.1.4 Sejam f e (fx) funções mensuráveis as quais são definidas quase sempre

em um conjunto E, então (fx) converge quase sempre para a função f se para quase todo
x E E tem­se

fe(x) — f(x),

e denota­se por

fr—À&—Sf q sem E.

Teorema 1.1.1 (Teorema da convergência dominada de Lebesque)

Seja (fx) uma sequência de funções mensuráveis em E tal que fi > f q s. em E. Se

existe 9 E IL(E) tal que |fr| <Q q s. em E para todo k, então ff — 1
16
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Definição 1.1.5 O supremo essencial de x(t) em [0,T] é definido por:

ess sup (t) =infífa Ee R: (te [(0,T] : 1(t) > a)| = 0).
Diz­se que x(t) é essencialmente limitado em [0,T] se

ess sup |r(t)| é finito.
tel[o,T]

À classe de todas as funções que são essencialmente limitadas em [0,T] é denotada por
Leoel0, TI.

Seja x = (x1,T2,... tn) sendo um ponto do n­dimensional intervalo /, definido por

n=(r=(r1,T2...,Tn) 0; <xr7<b,i=lL...,n),
,

. . .onde o vetor r denota o transposto do vetor r e seja y sendo um ponto do m­dimensional

intervalo 17 definido por

assim h7 E IRº e 17 E IR”.

O produto cartesiano I = 17 x [7 é um (n + m)­dimensional intervalo consistindo de

pontos da forma (r1,­...,Tn,YL1­­­ Um) definidos em 7 e podendo ser escritos como f(x,y)
e sua integral " f pode ser escrita comoI

f Fx, v)dzdy.
O produto interno de dois vetores x e y é definido por

Ty = Ty) + ToY2 +... + Cnh,

e a notação Vf(ro) é usada para representar o vetor

Em fiz) OE)Ox, * Om  '* Ox

Definição 1.1.6 Seja f uma função definida em IR” x IR”, então dado x E IR”, a sessão

,

) calculada em r = xo.
x de f é a função em IR”: fº(y) = f(x,y) e a sessão y de f é a função em IR” :

f(x) = f(x,y).

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Teorema 1.1.2 (Teorema de Fubini)

Seja f(x,y) E L(f) x 12). Então fº E IL(I2) para quase todo x E IR”, e fº e L(L)) para
quase todo y E IR”. Além disso, define­se as funções

(2) =, dy

vy)= do,mm :

para cada x E IR ey E IR”. Então q ev são mensuráveis e

ddr = " fdrdy = " vdy
Rº RºxR" RR”

com $(x) E L(N) e v(y) e L(L).
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Capítulo 2

Condições Necessárias para

Otimalidade

Neste capítulo, começa­se com condições geométricas e depois desenvolve­se condições

necessárias de otimalidade de Fritz­John e Karush­Kuhn­Tucker em programação não linear

com tempo contínuo, no caso diferenciável.

2.1 Introdução

Considere o problema Primal de programação não linear com tempo contínuo:

T

min ó(z)=/ fe(0),1dt,
(P) s. a. g(r(t),t) <O q. s. em [0,7],

xTEX,

onde X é um subconjunto convexo aberto não vazio de um espaço de Banach £Z,[0,T] de
todas as funções vetoriais n­dimensional as quais são Lebesgue Mensuráveis essencialmente

limitadas definidas sobre o intervalo compacto [0, T] C JR, com norma || ­ ||. definida por:

x = maxess sup |t;(£)|.Irellco = praças sup la;(0)|
19
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Seja ATO, T] o espaço de todas as funções vetoriais m­dimensionais, Lebesgue men­

suráveis e essencialmente limitadas definidas sobre [0,T] com norma || ­ ||; definida por:

Iylh = max /O us(D/dt.14j<m

Aqui, para t E [0,T], r; é o jésimo componente de r(t) E JR”. Seja é uma função a
valor real definida em X e g(r(t),t) := I'(r)(t), onde 1º é uma aplicação com domínio em X

tomando valores no espaço normado Ai|O0, 7].

Definição 2.1.1 Seja IF o conjunto de todas as soluções factíveis do problema (P) (supo­

nha não vazio) dado por:

F=(reX:g(r(t),)t) <O q. s. em [0,T]).

Seja V um conjunto aberto em IR" contendo o conjunto

trt) EeRR :xEeF, te [0,T]).

Assim f e g são funções a valores reais definidas em V x [0,T]. Suponha que a função
t — f(r(t),t) seja Lebesgue Mensurável e integrável em x E X.

Definição 2.1.2 Seja A(X) o conjunto que corresponde aos pontos t E [0,T] que em g é
ativo e é dado por:

A(x) = ft e [0,T] : g(T(t),t) = 0), VT E F.

Definição 2.1.3 Seja S um subconjunto de um Espaço de Banach Real E e X pertencente

ao fecho de 5. Então um ponto y E E é chamado de direção factível de 5 em X se existe um

número real 6 > O tal que

T+AyES para todo0 <2A<ó.

O conjunto de todas as direções factíveis de S em Z será denotado por:

F(5,%).

20
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Definição 2.1.4 Seja a função v: E —R e TxTEE. Então um ponto y E E é chamado

de direção de descida de 1 em X se existe um número real 6 > O tal que

V(T+ Ay) < V(T) para todo 0 <2A<O.

O conjunto de todas as direções de descida de 4 em Z será denotado por D(v,XZ).

D(4,Z) = (y(t) : VIE+ Ay)(t) < v(D)(t), t E A(D)Y.

Obs: Todos os vetores são vetores colunas exceto se transpostos e todas as integrais são no

sentido de Lebesgue. O transposto de u é denotado por u .

Teorema 2.1.1 /24/, (Teorema de Gordan Generalizado)
Sejóa X um subconjunto convero não vazio de L2(0,T]. Seja a aplicação

p: VxX[0,T] — IR”, definida por p(x(t),t) = m(x)(t), onde n é uma aplicação de X
em AT[O0,T] e suponha que p é convexo com relação a sua primeira variável sobre V por todo

[0,T]. Então

(a) existe x E X tal que

p(r(t),t) <O q. s. em [0,T]

ou

(b) existe uma função m — vetorial não nula u E LEO, T], u(t) > O q. s. em [0,T] tal que
T ," u (t)p(r(t),t)dt > O para todo x € X.

Mas nunca ambos.

A demonstração deste teorema exige teoria da dualidade que será apresentado no

capítulo 4. Assim opta­se por colocá­la no Apêndice A.
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2.2 Condições de Otimalidade

Nesta seção , estuda­se a versão com tempo contínuo do critério de otimalidade necessário

de Fritz­John, primeiramente caracterizando a noção de otimalidade local em termos da

ausência de direções factíveis que melhorem a função objetivo.

Começa­se recordando a definição da derivada de Fréchet que será necessária para o

desenvolvimento de condições de otimalidade.

Definição 2.2.1 Sejam f : U(x) € X — Y' sendo uma aplicação dada, X eY: espaços de

Banach e U(x) uma vizinhança de x. A aplicação f é diferenciável no sentido de Fréchet

(F­diferenciável) em x se e somente se existe uma aplicação T € L(X,Y) tal que

f(x +y)— f(x) =Th+o(h),

o(h)
=0O.6 [Alonde lim

Aqui L(X,Y) denota a classe de todas as aplicações lineares contínuas T: X — Y.

Se esta aplicação T existe, então T é chamada de F­derivada de f em xr. Denota­se a derivada

de Fréchet de f em x por:

Df(x):=T.

Seja É : LE,[0,T] — JR uma função F­diferenciável, então o cone de direções de

descida em Z é o conjunto

(h E LE [0,T]:DEÁ(E)h < OL.
Se um ponto h no cone das direções factíveis do conjunto factível JF' do problema (P)

satisfaz a desigualdade

h=/ VS (r(t), t)h(t)dt< O
então pode­se achar z E LN, [0,T] em uma vizinhança dez tal que f(2) < f(Z). Isto significa
que se Z é um ponto de mínimo local do problema (P) e h satisfaz a desigualdade acima

então h não pode ser uma direção factível pois contraria a definição de condição necessária

de otimalidade local do problema (P). Formalmente tem­se o seguinte resultado:
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Teorema 2.2.1 Suponha que à é Fréchet diferenciável em X E IF. SeTX é uma solução

ótima local do problema (P),então

F(F,3) N D(0,2) =. (2.1)

Demonstração :

Se y € F(IF, x) N D(d,Z) então existe 61,62 > O tal que

T+ AyElF paratodo 0<2X<ó

P(T+ Ay) < p(T) para todo O < À < 6».

Assim para ô = minfó,, 62) existirá uma solucão factível T+ Ay, O < À < ó com melhor

valor da função objetivo. O que é uma contradição pela hipótese de que Z é mínimo local.

Assim, (2.1) vale. "=

Teorema 2.2.2 Seja XT E IF, e suponha que q e 1, são Fréchet diferenciáveis em X, e que
T é contínua em T. Se T é uma solução ótima local do problema (P),então

D(d,3) ND(T,3) =. (2.2)

Demonstração :

Primeiro deve­se mostrar que o cone

é um subconjunto de F(IF,Z), e usar o Teorema (2.2.1). Seja

y E D(T,Z).

Já que T E X e X é aberto, então existe um ó6 > O tal que

T+AyEX, para todoO < À < é.

y E D(I,Z),
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então existe um 67 > O tal que

T(T + Ay)(t) < T(E)(t), para todo 0 <A <é,.

Por definição tem­se que

T(E)(t) = 9(F(t),t).

Como TZ € IF" tem­se

9(T(t),t) <O q. s. em [0,T].

T(T+Ay)(t)<O q s. em [0,T], para todo 0 <A <&.

Finalmente, como T é contínua em T, pode­se achar 61 > O tal que

T(T+XAy)(t) <O q. s. em [0,T], para todo 0 <A < &.

Agora, tomando

6 =minfó0,6 )

tem­se que os pontos da forma

T+Ay, 0<2A<ó

são factíveis para o problema (P). Assim

y E F(F,T)

e portanto

D(T,3) E F(F,Z).

Já que Z é uma solução ótima local do problema (P), pelo Teorema (2.2.1), tem­se que

F(F,3) 0 D(d,3) =

e assim (2.2) vale. =

Agora, pelo Teorema (2.2.2) e o Teorema de Gordan (2.1.1) pode­se determinar con­
dições necessárias de otimalidade de Fritz­John.
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2.2.1 Condições necessárias de otimalidade de Fritz­John

Teorema 2.2.3 Seja T E IF. Suponha que f e gq são continuamente diferenciáveis com

relação a sua primeira variável em X por todo [0,T] e que a função t — Vf(X(t),t) e
t — Va(t(t),t)h(t) = DI(3)(h)(t) são Lebesque integráveis em [0,T] para todo
h E LEI0,T]. Sex é uma solução ótima local do problema (P), então existe up E IR,
u E Loo([0,T] tal que

Í mov sr EO, + u(t) V9(E(t), t))h(t)dt =0 para todo h E LE,[O0,T]; (2.3)

u(t)a(T(t),t) =O q. s. em (0,T]; (2.4)

uo > O0,U(t) > O q. s. em [0,T]; (2.5)

(Go, U(t)) £O q. s. em [0,T]. (2.6)

Demonstração :

Já que z é solução ótima do problema (P), o sistema de desigualdade linear

/VS(EO, Dh(Odt<o,
Va(T(t), t)h(t) <O parate A(Z),

não tem solução h E LZ,[0,T] pois

De(Z)h =/VS(8), t)h(t)dt < O => h € D(d,7)

DT (1)h(t) = Vg(T(t), t)h(t) <O => h E D(T,X).

Pelo Teorema (2.2.2) tem­se

D(d,3) ND(T,3) =.

Assim o sistema de desigualdade linear (2.7) não tem solução h é L2,[0,T]. Logo, pelo

Teorema (2.1.1), existe uo E IR, U E Loo(0,T] tal que (2.5) e (2.6) são satisfeitos e

/O uo VS (E), Oh() + Le?(1)V9((O), t)h(tdt> O para todo h E LE|0,T.
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Agora, define­se

a” = | ul) sete A(O)O  setáé A(XT),.

Assim, a desigualdade acima pode ser escrita da seguinte forma:
T

1Í [uoVF (E(),t) + Tt) V9(E(t), t))h(t)dt > O para todo h E L7,[O,T].
Já que a desigualdade acima é satisfeita para todo h E L3,[0, T], então deverá ser satisfeita
para a igualdade. Assim,

Í tovs (T(t), t) + u(t) V9(T(t), t))h(t)dt = O para todo h E LZ,[0,T].
Sabe­se também que:

T(t)a(T(t),t) =0 q. s. em [0,T], Vt.

De fato:

(a) Set E A(x) então g(T(t),t) = O

Assim, u(t)g(T(t),t) = O q. s. em [0,T].

(b) Se t é A(X) então por definição tem­se que u(t) = O
Assim, u(t)g(T(t),t) = O q. s. em [0,T]. "

Uma melhor ilustração das condições de otimalidade vistas acima pode ser obtida

considerando uma forma esplícita da função g. Seja

= [ fez(O), Hatmin (x) = f(r(t), t)dt,

T

(P) s. a. P(x(t),t) <r(t) +/ Qí(r(s),t,s)ds q. s. em [0,T],
EX.

X e f são definidos como no problema (P). P, r e Q são funções definidas em

V x [0,T], [0,T] e V x [0,T] x [0,T] a valores real. Assim sob suposições apropriadas
para o problema P, (2.3) torna­se:

/oV Ff (E(8), t)h(t) + U()V P'(E(1), )h(8) — /ant)VQ (E(s),t, s)h(s)ds|dt = O
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para todo h E L7,[0,T]. Aplicando o Teorema de Fubini (1.1.2) tem­se:
T, T" h'(t) [ão V F(E(8), t) + 78) V P(E(1), t) — f n(s)VQ(E(), s, Ddsldt =

para todo h E L3,/0,T]. Assim a expressão dentro do colchetesé igual a zero e (2.3)­(26)
do problema P tornam­se:

9SEM),1) + (O) VP(E), 0) — U(s)VQ(E(),5,0)ds=0 q. s. em [0,7]
u(t)[P(T(t) n­faQ(T(s),t, s)ds)= O q. s. em [0,T];

do > 0, U(t) >O q. s. em [0,T];

(40, U(t)) £X O q. s. em [0,T].

2.2.2 Condições necessárias de otimalidade de Karush­Kuhn­ Tucker

Na demonstração do Teorema de Fritz John não há uma condição que garanta que o

multiplicador de Lagrange (o) associado com a derivada da função objetivo seja diferente de

zero. Se for zero, então as informações contidas na derivada da função objetivo são perdidas

e consequentemente as condições de Fritz John serão de pequeno valor na busca da solução

ótima. Para evitar este problema, define­se algumas condições de regularidade do problema.

Essas condições são chamadas de qualificação . Usa­se condições de qualificação de Slater

no caso da versão com tempo contínuo das condições de Karush­Kuhn­Tucker.

Sejam X um conjunto convexo de LZ,[0,T], e g uma função convexa com relação a

sua primeira variável sobre V por todo [0,7]. Então g satisfaz a condição de qualificação de
Slater (em X) se existe X£ E X tal que

g9(E(t),t) <O q. s. em [0,T]. (2.9)

Pelo Teorema(2.1.1) a condição de qualificação de Slater é equivalente a afirmação de

que não existe u E Loo[0,T], u(t) > O, u(t) £O0 q. s. em [0,T] tal que
TÍ u(t)g(r(t),t)dt > O para todox € X,

esta condição é conhecida como condição de qualificação de Karlin.

O teorema a seguir é conhecido como Teorema de Karush­Kuhn­Tucker.
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Teorema 2.2.4 Seja XT E IF e suponha em adição com as hipóteses do Teorema (2.2.3), a

função g é convexa com relação a sua primeira variável sobre V por todo [0,T] e satisfaz a
restrição de qualificação de Slater (2.9) em X. Sex é a solução ótima local do problema (P)

então existe 4 E Loo[0,T] tal que

| vf ao, t) + úu(t)Vg (F(t), t))h(t) =O para todo h E LEO, TI;
u(t)a(T(t),t) =O0 q s. em [0,T];

Uu(t) > O q. s. em [0,T].

Demonstração :

Pelo Teorema (2.2.3), existe no E IR, tv E Loo([0, T], tal que (2.3) ­ (2.6) vale. Se tig=O0,
então (2.3) é reduzido a

T

" Tt) V9(T(t), t)h(t)dt = O para todo h E LE,[0,T]. (2.10)

Por hipótese tem­se que g satisfaz a condição de qualificação de Slater (2.9) em X por

todo [0, T], então existe um 2 E X tal que

g(&(t),t) <O q. s. em [0,7].

Pela convexidade de g(.,t) em V por todo [0,T], tem­se

g(E(t),t) — g(E(t),t) > Va(T(t), t)[2(t) — T(t)] q. s. em [0,T].
Multiplicando por u(t) > O q. s. em [0, T] em ambos os lados e integrando, obtem­se

T T Tff, TOA,0a / aEH,Dat > / TVE,DE) — (0 a.
Portanto

T T
,ff nO,0d > ul)VI EM), DE (0a.

Considerando (2.10) com h = X£ — £, esta desigualdade mostra que

Tf, EO,Hat 0o
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e pelo Teorema (2.1.1) implica que

g9(E(t),t) <O q. s. em [0,T]

é impossível, contradizendo a restrição de qualificação de Slater (2.9).
Assim

no É O.

Agora, dividindo (2.3) por Tm, e tomando

obtem­se

/VS(E(8),t) + 100 Va(T(), t)h(t)dt = 0 para todo h E LL[0,T];
ú(t) > O q. s. em [0,T].

Agora, resta mostrar que

úu(t)a(x(t),t) =0 q. s. em [0,T].

De fato:

Sabe­se que

(a) Se t E A(X) então g(T(t),t) = O. Assim, t(t)9(T(t),t)

(b) Se t é A(X) então por definição u(t) = O. Assim, u(t) ­
o

Desta forma, tem­se que ú(t)ga(T(t),t) =0 q. s. em [0,T].
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Capítulo 3

Condições Suficientes para

Otimalidade

Neste capítulo, desenvolve­se condições suficientes de otimalidade de Fritz­John e

Karush­Kuhn­Tucker em programação não linear com tempo contínuo para problemas com

restrições de desigualdades e igualdades não lineares com suposição de alguma convexidade

generalizada.

3.1  Convexidade Generalizada

Vê­se algumas definições e resultados básicos de convexidade generalizada definidas

por Ponstein [18], que posteriormente serão necessários para o desenvolvimento de condições
suficientes de otimalidade. Seja f(x) uma função real, contínua e diferenciável que tem
derivadas parciais contínuas com relação ao vetor r = (x1,X2,*+­ tn), pertencente à uma
região convexa R do espaço Euclidiano JR”. Suponha que À e 4 são escalares satisfazendo

A,u>0eA+u=l

Definição 3.1.1 A função f(x) é convexa se

(1a) S(Ax1 + puxa) < Af(x1) + uf(x2)

ou, equivalentemente, se

(15) Sf(x2) > f(11) + VÍ(n1)(t12 = n1).
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Vai­se provar a equivalência (­­), ou seja, (1a) ­ (1D).
De fato:

(1a) => (16)

Suponha que f é convexa, então para todo A,u > O e A+u=1 tem­se

f(Ax1 + ux2) < Af(x1) + uf(r2).

Como À + 1u = 1, então A=1—14n O0O<u<l. Assim

F((1— n)x, + pra) < (1— pu) f(x1) + uf(x2).

Para 0 < u < 1 tem­se

f(x1 + p(r2 —x1)) — f(q1)
m

< f(x2) — (11).

Aplicando o limite com 11 — O pela direita, segue da definição de derivada direcional que

VS(r1)(x2 = 11) < f(x2) — f(x1).

Portanto

f(12) > f(11) + Vf(a1)(x2 = 71).

(16) => (1a)

Seja z = ur +(1—­ u)n1,zES,0<un<1l. Por hipótese tem­se

f(x2) > f(2) + VÍ(2)(12 = 2) = f(2) + (1— np) VÍ(2)(12 = 1),
f(n1) 2 f(2) + VÍ(2)(11 — 2) = f(2) — uV f(2)(12 = 71).

Multiplicando (3.1) por 4 > O, (3.2) por (1— 1) > O e somando, obtem­se

uf(x2) + (1— p)f(x1) > uf(2) +(1— u)f(2) = f(2) = f(uxz2 +(1— p)M1).

S(uxa + (1— p)x1) < uf(x2) + (1— pu) f(x).
Como À = 1 — 1, tem­se

f(Ar, + puxa) < AM(x1) + uf(z2).
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Definição 3.1.2 A função f(x) é estritamente converxa se

(2a) S(At) + puxa) < Af(x1) + uf(xo)
onde x, É x2, ou equivalentemente, se

(2) f(x2) > f(11) + VÍ(ti)(t2 = n1)
com x) É X2.

Vai­se provar que (2a) ­— (26).
De fato:

(2a) => (2b)

Da definição (3.1.1), existe Vf(x11) tal que

f(x2) > f(11) + VÍ(z1)(12 = 71),

para todo 11,12 E S.

Suponha que existe 32 £ x, tal que

S(£2) = f(11) + VÍ(21)(42 = 71).

Pela convexidade estrita de f em 0 < À < 1, tem­se

f(Ax1 + (1— 2)É) M(1) + (1— A)(2)

Me) + (1 9) f(1) + (1 — A) Vfio)(82 = 1)
f(x1) + (1— A)V f(a1)(%2 = n1). (3.4)

Seja 12 = Ar1 +(1— A)%2. Por (3.3) tem­se

fax + (1— M)Ê2) > f(x1) + (1— A) V Í(21)(£2 = 1),

contradizendo (3.4). Então

f(x2) > f(x1) + VÍ(x1)(x2 = 1).
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(26) => (2a)

Seja z = ura +(1— u)ri, z E S. Por hipótese tem­se

f(12) > f(2) + VÍ(2)(x2 = 2) = f(2) H(1— p)VÍ(2)(12 = 01), (3.5)

f(x1) > f(2) + VÍ(2)(11 — 2) = f(2) — nV f(2)(12 = ni).

Multiplicando (3.5) por 1 > O, (3.6) por (1— 1) > O e somando, obtem­se

ufíxa) + (1— u)f(x1) > uf(2) + (1— u)f(2) = f(2) = f(uza+(1— p)M).

S(uxa + (1— p)n1) < uf(x2) + (1— p)f(a1).

Como À = 1 — 11, tem­se

F(Ax1 + puxa) < Af(x1) + uf(x2). =

Seja S um conjunto convexo em IR" e f:5S+— JR uma função convexa. Então o

conjunto de nível

S.=(rES:f(r)<c),

é um conjunto convexo para todo c E IR.

De fato:

Sejam nx1,r2 E S., então 11,12 ES, f(tri)<c e fíra)<c.

Sejam À E (0,1) e r=Ar, +(1— A)r2a. Pela convexidade de S, re S. Além disso,

pela convexidade de f, tem­se

f(x) < Mf(n1) + (1— M)f(12) < Ac +(1— Me=c.

Assim, r E S.. Portanto, S, é convexo. =

Entretanto o fato do conjunto de nível ser convexo não implica que a função seja

CcOonvexa.

Por exemplo, a função f(x) = xº não é convexa em JR, embora que o conjunto
Sc=(rEeR:xº <cl, seja convexo.

Para funções quase­convexas tem­se quatro definições equivalentes dadas a seguir.
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Definição 3.1.3 A função f(x) é quase­convexa se

(3a) Sc =1x/f(x) <c)
é um conjunto convexo para todo c E IR, ou se

(3b) Sc =1(x/flx) <c)
é um conjunto convexo para todo c E IR, ou se

(3c) f(x2) < f(11) então f(Ax1 + puxa) < f(x),
ou se

(3d) f(r2) < f(11) então (xa Xx))VIf(xt)<O,

Vai­se provar que (3a) ­— (3b)
De fato:

(3a) = (3)

A condição (3b) segue imediatamente de (3a).

(3b) => (3a)

Para qualquer c E JR, seja f(ri) <c e f(r2) <c. Por (3b), tem­se

f(Ax, + ur) <c+e, Ve>O0.

f(Ar, + ur2) <eCc.

Portanto, S,. é um conjunto convexo.

Vai­se provar que (3a) ­— (3c)
De fato:

(3a) => (3c)

Por (3a), tem­se f(nr1) <c.

Seja f(r2) < f(x1), então

S(Ax1 + puxa) < f(m1) <c.

(3c) > (3a)

Sejam x1,x2 E Se. Por hipótese f(r2) < f(x1), então

f(Atr, + ux2) < fíri)<ec.
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Assim, Ax1 + ur2 € S.. Portanto, S,. é um conjunto convexo.
Vai­se provar que (3c) ­v (3d)

De fato:

(3c) => (3d)
Seja À = 1— 1, então Ar; + jura = x, + u(r2— x). Suponha que f(x2) < f(x1). Então

por (3c), tem­se f(Axr17 + ur2) < f(x1), ou seja

f(x1 + p(x2 = x))) < f(x1).

S(x1 + u(x2 = x1)) = f(11)
À

O ítem (3d) segue da definição de derivada direcional a aplicar o limite com À tendendo a

<oO.

zero na desigualdade acima.

(3d) => (3c)
De fato:

Seja f(r2) < f(r11) e suponha que

S(x3) > f(41).

para alguma combinação convexa x3 de 77 e r2. Por (3d), tem­se

(x1 — x3)VÍ(x3) SO

(xa — xa) VÍf(r3) <O.

De (3.8) e (3.9), segue que

(1 — xa) VÍ(13) SO

o que significa que

(x2 — 1)VÍ(r13) =O.
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Pode­se escrever r3 como qualquer combinação x de x, e x2 tal que

f(n1) < f(0).

Agora, seja T definido por

T=í(x: f(x) < f(11), 7= Ar, + ux3).

Então existe ro E T mais próximo de r3 tal que

f(x3) — f(xo) = (x3 — xo)V f(x),

para alguma combinação convexa rx de rx. e r3.

Já que f(11) < f(r) e r é uma combinação convexa de 1 e x2 tem­se

(xa — 11) VÍf(x) =O.

(13 — xo)V f(x) =O,

o que implica

f(x1) > f(xo) = f(x3),

contradizendo (3.7). Então

f(x2) < f(11) então f(Ari + puxo) < f(x1).

Definição 3.1.4 A função f(x) é estritamente quase­convexa se

(4) f(x2) < f(n11) então f(Ax1 + ut) < f(x),

com À, u>O.

Definição 3.1.5 A função f(r) é pseudo­convexa se

(5a) S(x2) < f(m) então (x2—x))VÍf(n1)<O.

Isto é equivalente a dizer que

(56) (ro —x1)VÍ(11)>O0 então f(x2)> f(x).
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Definição 3.1.6 A função f(x) é estritamente pseudo­converxa se

(6) f(x2) < f(11) então (t12—x)Vf(tn))<O
com x17 É To.

A tabela a seguir mostra a relação entre os diferentes tipos de convexidade. Por con­

veniência, usa­se as seguintes notações :
SC estritamente convexa,

C convexa,

SPC estritamente pseudo­convexa,

PC pseudo­convexa,

SQC estritamente quase­convexa,

QC quase­convexa,

+ a função satisfaz a condição correspondente na tabela,

— a função não satisfaz a condição correspondente na tabela.

função região R |SC C SPC PC SQC QC

0 0<xrs<1l
fa) = +

—(r—1)º) | 1<r7<2
O<xr,y<l

3.2 Condições suficientes de otimalidade de Fritz­John

Apenas nesta seção, acrescenta­se ao Problema (P), a restrição de igualdade
h(x(t),t) = O q. s. em [0,T]. Os conjuntos V e F devem ser adaptados adequadamente
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para incluir também a restrição de igualdade. Isto é :

F=(reX:g(r(t),t) <O, h(z(t),t) =0 q. s. em [0,T]),

V=(r()ER":xEF).

obviamente, quando a restrição de igualdade h está ausente, volta­se ao problema

original (P), com JF e V definidos como antes.

Teorema 3.2.1 Sejam X convexo, E E IF, e suponha que f,geh são continuamente

diferenciáveis com relação a sua primeira variável em X(t) por todo [0,T]. Além disso,

suponha que à é pseudo­convexa em T (com relação a IF), e que g e h são estritamente

pseudo­convexas em relação a suas primeiras variáveis em T(t) (com relação a V) por todo

[0,T]. Se existe up E R, u E Loo[0,T] en E Loo[0,T] tal que

Í, vs(E(t), t) + u(t) V9(E(t), t) + u(t) Vh(T(t), t)jy(t)dt = O para todo y E L2,[0,T];
(3.10)

u(t) =0 q. s. em [0,T], t E [0,T]N A(Z); (3.11)

uo > O, u(f) > O, u(t) >O q. s. em [0,T]; (3.12)

(uo,u(8)M(8) 20 q. s. em 0,7); (3.13)

então E é uma solução ótima global do problema (P).

Demonstração :

Pelo Teorema (2.1.1), o sistema de desigualdade linear

/ vf EO ud <o;
Vg(F(t),t)u(t) <O q. s. em A(ZD);
Vh(T(t), t)u(t) <O q. s. em [0,T];

não tem solução y E LZ,[0, T]. Consequentemente, o sistema
T Tff fa, f fEM, Ne <o;

g(x(t),t)— 9(E(t),t) <O q. s. em A(Z);
h(x(t),t) — h(E(t),t) =0 q. s. em [0,T];
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não tem solução x E X, pois se existe uma solução 2% € X, X £ Z, então pela pseudoconve­

xidade de f(.,t) tem­se:

S(E(t),t) < SEEC),t)=> VS(E(8), t)(2(t) — E() <O,

"' VÍ(Et), (3 ­ D)dt < O. (3.16)

Analogamente, da estrita pseudoconvexidade de g(.,t) em T(t) para t € A(X) e h(.,t)
em T(t) por todo [0, T] e das relações

g9(E(t),t) < g9(X(t),t) q. s. em A(Z)

h(T(t),t) q. s. em [0,T],

tem­se que

VagíT(t), t)(2(t) — T(t)) <O q. s em A(YX) (3.17)

Vh(Z(t), t)(2(t) — T(t)) <O q. s. em [0,T]. (3.18)

Claramente, (3.16) ­ (3.18) contradiz (3.14) com y = X— TZ. Portanto, o sistema

(3.15) não pode ter solução r € X, para t E A(xT). Como u(t) = O q.s. em [0,7],
para t E [0,T] |V A(XT) pode­se concluir que o sistema (3.15) não tem solução x € X, para

Vte[0,T]. Assim, Z é solução ótima global do problema (P). "=

Corolário 3.2.1 Sejam X convexo, XT E IF e suponha que f, g e h são continuamente

diferenciáveis com relação a sua primeira variável em T(t) por todo [0,T]. Além disso,

suponha que & é convera em T(t) (com relação a IF) eg e h são estritamente convexas com
relação a sua primeira variável em T(t) (com relação a V) por todo [0,T]. Se eriste up E IR,

u € Loo[0,T], E E Loo[0,T] tal que as condições (3.10) ­ (38.13) são satisfeitas, então X é
uma solução ótima global do problema (P).
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3.3 Condições suficientes de otimalidade de Karush­

Kuhn­ Tucker

Neste teorema, as condições suficientes de otimalidade de Karush­Kuhn­Tucker diferem

das condições suficientes de otimalidade de Fritz­John apenas pela ausência do multiplicador

escalar uo que agora é tomado como sendo um. Também toma­se o problema (P) original,
ou seja, sem a restrição de igualdade h.

Teorema 3.3.1 Seja T E IF e suponha que f e gq são continuamente diferenciáveis com

relação a sua primeira variável em T(t) por todo [0,T]. Além disso, suponha que à é pseudo­
convexa em X (com relação a IF') e que g é quase­convexa com relação a sua primeira variável

em T(t) por todo [0,T] (com relação a V). Se existe um u E Loo(/0,T] tal que (E, u) satisfaz
as condições :

/VSEO,O +uv(EM), Oly(Odt=0 para todo y E L%(O,TI; (3.19)

u(t) =0 q s. em [0,T], te [0,T] NV A(Z); (3.20)

ult) > O q. s. em [0,T]; (3.21)

então T é uma solução ótima global do problema (P).

Demonstração :

Já que para qualquer x E IF

g(x(t),t) < O = 9(F(t),t) q. s. em A(Z).

Pela quase­convexidade dada por hipótese, tem­se:

g(z(t),t) < 9(E(t),t) q. s. em A(X) —> Vg (Z(t), t)(2(t) — T(t)) < O q. s.em A(Z).

Como u(t) =0 q. s. em [0,T], para t E [0,T] V A(X), pode­se concluir que

f uva(E(t), t)(r(t) — T(t))dt <O para todo x E IF.
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Pela desigualdade acima e (3.19) com y = x — X implica que

fVS (Et), t)(x(t) — T(t))dt >O para todo x EF.
Já que À é pseudo­convexa em Z (com relação a JF), a desigualdade anterior implica

T TÍ f(z(), dt > Í f((L), t)dt para todo x E FF.
Assim, T é uma solução ótima global do problema (P). =

Teorema 3.3.2 Seja T E IF e suponha que f e q são continuamente diferenciáveis com

relação a sua primeira variável em T(t) por todo [0,T]. Além disso, suponha que Q é

pseudo­convexa em T (com relação a IF), se existe u E Loo[0,T] tal que (X,u) satisfaz

(3.19) ­ (5.21) e se a função V(.,u) : LE,[0,T] — JR definida por v(x,u) = fu(t)g(xr(t),t)dt
é quase­convexa em X (com respeito a IF), então x é solução ótima global do problema (P).

Demonstração :

Para qualquer r E IF, pelas condições (3.20) e (3.21) tem­se

Pela quaseconvexidade de 44 em x tem­se

Dy(xs,u)(x —­T) <O para todo x E FF.

Assim, tem­se

T

" u(t)V9(T(t), t)(r(t) — T(t))dt <O para todo xr E TF.
o

Pela desigualdade acima e (3.19) com y = x — z, tem­se

T
1" VS (E), t)(Z(t) = T(t))dt >O para todo x E F.

o

T

Pela pseudoconvexidade de d(x) = " S(r(t), t)dt, tem­se
T T —" f(z(t), t)dt > " FE), t) de.
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d(r) > d(T) para todo re F.

Portanto, Z é solução ótima global do problema (P). =

Teorema 3.3.3 Seja T E IF. Suponha que f e q são continuamente diferenciáveis com

relação a sua primeira variável em T(t) por todo [0,T]. Se existe u E Loo[0,T] tal que (Z, u)
satisfaz (3.19) ­ (3.21) e se a função de Lagrange L(.,u) : LE,[0,T] — IR definida por

L(z,4) = f(f(0,0 + ul09(a(8), ta:
é pseudo­convexa em X (com relação a IF), então X é uma solução ótima global do problema
(P).

Demonstração :

A condição (3.19) com y = x — TZ é equivalente a

DL(T,u)(r —T) =O para todoxeE TF.

Pela pseudoconvexidade de L(TZ,u) tem­se

L(X,u) < L(r,u) para todo x E IF.

/ vem, t) + u(t)9a(E(t), t)dt < f ve, t) + u(lt)g(x(t),t)|dt para todo x E TF.
Como

g9(T(t),t) = 0

ult) > O e g(x(t),t) <0 => u(t)g(t(t),t) <O,

" FED, Dat < " f(z(D),t)dt para todo x E IF.
Portanto

d(T) < d(x) para todo x E TF.

Assim, Z é solução ótima do problema (P). "=

Até agora, viu­se condições suficientes de primeira ordem. Agora, no teorema a seguir

vê­se uma condição suficiente de segunda ordem.
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Teorema 3.3.4 Sejam X convexo eX E IF. Suponha que f e g são duas vezes conti­

nuamente diferenciáveis com relação a sua primeira variável em X(t) por todo [0,T]. Além

disso, suponha que existe um u E Loo[O0,T] tal que (X, u) satisfaz (3.19) ­ (3.21) e que existe
uma constante c > O tal que

DºL(%,u)(y,y) > clyllºs para todo y E LL[0,T]. (3.22)

Se L(.,u) é quase­convexra em XT (com relação a IF), então T é a solução ótima global do

problema (P).

Demonstração :

Desde que L(., u) é duas vezes continuamente diferenciável em Z e pelo desenvolvimento

de Taylor, pode­se escrever

L(x,u)­ L(Z,u) = DL(Z, u)(z­)+2D'LG, u)(=%,1­)+|z = T|2 pls; 1­3) (3.23)
ondex E IF e p(Tsx—­T)—O quando x — T.

Agora, usando (3.19) com y = x — z e (3.22), (3.23) pode ser escrita como:

L(x,u) = L(8,u) = DL(,u)(z =D) + DL, u)(xz =Z,1 =D) +|2=T|% ps;1 =D.
Assim

L(r,u) — L(z,u) > || —| G +p(E&X­X))>O0,Vr próximo de Z£, com x É T.
Portanto

L(x,u) > L(z,u), Vr próximo de Z, x £T.

Assim, X é um mínimo local estrito de L(., u) sobre IF. Já que L(., u) é quase­convexa
em T (com respeito a 1F), pelo Teorema (3.3.3), X é o mínimo global de L(.,u) sobre TF.
Assim

L(X,u) < L(xt,u) para todo x E IF.

Como viu­se nos Teoremas (3.3.2) e (3.3.3), a factibilidade de x implica que

d(X) < d(r) para todo x E TF.

Assim, T é a solução ótima global do problema (P).
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Teorema 3.3.5 Seja X convero e suponha que f e gq são continuamente diferenciáveis

com relação a sua primeira variável em V por todo [0,T]. Além disso, suponha que g é
quase­convexa com relação a sua primeira variável em V por todo [0,T], e que é é quase­
convexa em X. Suponha ainda que XT E IF e que existe u E Loo[0,T] tal que (X,u) satisfaz
(3.19) ­ (3.21). Se uma das alternativas abaixo for verdadeira:

(a) eriste X E X tal que

[vfE,0GO ­6) > 0

(b) f é duas vezes continuamente diferenciável com relação a sua primeira variável em V

e VÍ(T(t),t) £O q. s. em (0,T];

então T é uma solução ótima global do problema (P).

Demonstração :

Primeiro note que pela demonstração do Teorema (3.3.1), pode­se afirmar que para

qualquer x E IF a seguinte desigualdade vale:

T
1" VS (E), t)(Z(t) — F(8))dt > O. (3.25)

(a) Sabe­se que V é um subconjunto convexo aberto em JR” contendo o conjunto:

(r(t) : 7 E X, t E [0,T]). Seja r(t) E V e 2(t) E V então a combinação convexa
(1 — r)r(t) + rt(t) também pertence a V para todo O <r < 1. Assim

|VIE, DIA = (0 +rê(t) =T(O)dt = /VS), D(2(t) — re(t) + rê(O —
= /vs,DL ­EO) + re(g) — s(0)at

=/“VIE, le(0) — FO r/VSEO,Da — a(0)dt
Por (3.24), (3.25) e 0 <r < 1 tem­se

fVS(E(t), t)[(1 — r)zX(t) + rê(t) — T(t)|dt > O para todo O <r< 1.
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Pela quase­convexidade de q em X, a desigualdade acima implica que

T T" SE), Dadt < " FI — r)e(t) + rê(t),t)dt para todo O<r<1. (3.26)

Já que f(.,t) é contínua em V por todo [0, T], aplicando o limite com r — O tem­se:

r—0lima / f(E(8), )dt < lim/O (O = )E(8) + rá(1),O dt. (3.27)

Como (3.26) vale para todo r E (0,1), toma­se em particular uma sequência r, — O.

Seja:

hn(xr,t) = f((1— rn)zZ(t) + rn£(t),t) O h(x,t) = f(r(t),t), quando r, WO.

Assim

hn(x,t) — h(x,t), quando r, 0.

Aplicando o Teorema da convergência dominada de Lebesgue (1.1.1) tem­se
T T

hndt = " hat.
o

lim
r0 Jo

lim L fF((1 — r)&x(t) + r2(t), t)dt = f f(x(t), t)dt.r—0

Assim (3.27) torna­se
T T

" FEM, Dat < f fíx(t), t)dt, para todo x E TF.
Portanto, T é uma solução ótima global do problema (P).

(b) Para eliminar o caso (a), suponha que
T

U" VS (E), t)(z(t) — T(t))dt <O para todo x E X.
Esta desigualdade e (3.25) implicam que

/VS (EM, (8) = T(O)dt =0 para todo x E F.
Já que por hipótese

VS (Et), t)(2(t) —T(t)) £0 q. s. em [0,T], para todo z E X,
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z(t) £ T(t) q. s. em [0,T],

/VS (E), (2) ­T(0)dt <O para todo z E XV (E). (3.29)

Seja r E IF, rx £ T, e para qualquer z E X, definese p=r—­T e qg=2z­T Assim,
(3.28) e (3.29) podem ser escritos como

(3.30)

(3.31)

Quer­se provar que

T T" FE), dt < " f(x(t),t)dt para todo x E IF.
Suponha o contrário, que

T T" FE), t)dt > " f(x(t),dt para algum x E F.
Já que À é quase­convexa em X, a última desigualdade implica que

fF((1 — r)E(t) + rr(t), t)dt < fS(E(t), t)dt para todo O<r<|.
Pela continuidade de f(.,t) em V por todo [0,7], pode­se achar o maior valor de

0 <r*<1tal que
T T

/, fam +rp,0d= / fEO, Dat (3.32)

De (3.31) e da definição de r*, pode­se achar de forma apropriada duas sequências de

números reais (rr), (sn) tal que ri > rT*, sn > O, rh 3 T7*, s — O quando n > co e
T T

ff, FEM +raol),0at=/ fEM + saa(t), 0a (3.33)

Tem­se dois casos:

(1) Quando r* = O.

Já que & é quase­convexa em X, (3.33) implica que
T

1VS E) + sna(0), 1)(EM) + rap() = E) — sna(0)) < O.
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Fazendo algumas operações algébricas chega­se a

fvf(F(t) + sna(t), t)a(t)dt Pa = Pvi(E(t) + sna(t), t)p(t)dt
Usando (3.30), tem­se

Í vF EO + nal), taJatnat > E /[VS(E(t) + sna(t),t)— VF (Z(t), t)Jp(t)dt
> | VSE() + saa(t), t) Vi,O PA(OIT (334)

onde || ­ || denota a norma Euclidiana. Desde que f(.,t) é duas vezes continuamente diferen­

ciável em V por todo [0, T], pode­se achar uma constante c > O tal que

VS (E(t) + sna(t), 8) — VS(E(t), t)|| < lim |Vf(E(t) + sag(t),t) — VS (E(t),t)||
= snDºf(%) |[a(t)|| = sn e lla(t)]|

onde r(t) = T(t) + sra(t). Assim (3.34) torna­se

[VE + snal), dateat > E s, e Ia(9)I lp(O|| T==r" 0 T Ia(9) lip(9).
Aplicando o limite com n — oo tem­se

lim, /VE + snal), Dale)dt > Jim, = ra e T la(9)1| lp(9 =n—o0oo o

Pelo Teorema da convergêcia dominada de Lebesgue (1.1.1) e (3.31) tem­se
T

,
T

lim, / VE) + sna(t), t)a(0)dt = Í VS (E), talt)dt < O.nNAA+0O0

Assim tem­se uma contradição no limite. Logo

fS(E(t), t)dt< | se t)dt para todo x E IF.
Portanto, Z é uma solução ótima global do problema (P).

(II) Quando 0 <r* < 1.

Seja (an) = (1— =). Desde que

E(1) + rºD(6) + ansna(t)= T(8(6) + rap(9)) + (1 )(E(8) + sna(d)),
n
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por (3.33) tem­se

T T" f(E(t) + rnp(t), t)dt = " FE) + sng(t), t)dt.
Lembrando que pela quase­convexidade de q em X tem­se

|,fans f[farndt= ffuzt+unddts [fiat
Tomando

T2 = T(t) + rap(t), x

obtem­se

,FE) + rºp(0 + ansna(9),1) dt= [FC + rao(0)) + (1 É)(E6) + sna(0), Dat
< "7S(E(t) + sng(t), t)dt

Portanto
T TÍ, FE +rºD(0) + ansnal6),dt< f/ FE) + sna(t), dat

1

Usando a desigualdade acima, (3.32) e multiplicando por a Em ambos os lados
chega­se a

ÍaU + 1º D(O + ansnal),) — SEEM+ rp), 0)at < 2 f/ Tirem+
sato — fmDlM — (335)

Aplicando o limite com nº — co e usando o Teorema da convergência dominada de Lebesgue

(1.1.1) obtem­se

jim /' —À FE) + rºD() + ansna(t),t) = fEE(O + rºp(t), O) dt = |vi(EMD+
r"*p(t), t)a(t)dt

T1 1 T= [fE(0) + sna(8),1)— SEM), 0d = = [ Vs(E(0), Dalo)at.
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Assim (3.35) torna­se

"' VS(Tt) + r*p(t), t)a(t)dt < LVW"Çf(E(t), t)a(t)dtfi) PNEDTII — ar do TDT

Aplicando novamente o limite com nº — co tem­se

T 1 fo,lim / VS (E) +r"D(t), Da(D)dt < lim— " VS (E(d), Da(H)dt.nNn=— oo o nNn0o dn

Portanto
T

/ 1 T !/, VEM + plo, Data < lim / VFS EO, Dal) a,
O que é uma contradição, pois por (3.31) tem­se que o lado direito da desigualdade

acima leva a —oo e o lado esquerdo a integral tem valor finito. Assim, em ambos os casos

quando r* = 0 e r* > O a suposição 2(r) < Q(T) leva a uma contradição. Assim, 7 é uma

solução ótima global do problema (P). "=

Teorema 3.3.6 As afirmações dos Teoremas (3.3.1) a (3.9.5) continuaram válidas se em
(3.3.1), y for substituido por z — x, onde z E IF, e a igualdade por maior ou igual.
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Capítulo 4

Dualidade em programação não linear

com tempo contínuo

Neste capítulo, estuda­se a relação entre condições de otimalidade de ponto estacionário

e ponto de sela de Fritz­John. Usando conceitos de perturbação e estabilidade, desenvolve­

se condições de otimalidade de Karush­Kuhn­Tucker e dualidade Lagrangiana para pro­

blemas de programação convexa com tempo contínuo.

4.1 Relação entre o critério de otimalidade de ponto

estacionário e ponto de sela.

O problema (P) e o conjunto IF são definidos como no Capítulo 2. O teorema abaixo es­

tabelecerá a equivalência entre condições de otimalidade de Fritz­John de ponto estacionário

e ponto de sela.

Teorema 4.1.1 /25) Seja T E IF e suponha que f e gq são continuamente diferenciáveis com
relação a sua primeira variável em T(t) por todo [0,T] e que as funções t — Vf(T(t),t)

et — Vg (T(t), ()h(t), são Lebesque integráveis em [0,T] para todo h E LE, [0,T]. Além
disso, supondo que q é convera em T (com relação a IF'), q é convexa com relação a sua

primeira variável em T(t) (com relação a fx(t) E IRº : x E IF)) por todo [0,T], e existe



uu E R, TE Loo/0,T] tal que

INCA ZION) + U(t)Vg(Tt),0 h(t)dt =0 para todo h E Lºe 10, T);
u(t)a(T(t),t)=O0 q s. em [O,T);

To > 0, u(t) > O q s. em [O0,T];

(Ho, T(t)) £O q s. em [0,T].

(x, Udo, 7)

satisfaz a seguinte desigualdade de ponto de sela

L(E,To,u)< L(Z,79,7)< L(z,70,7) (4.5)

para todo x E X, uo E IR, u E Loo([0, T] com uo > 0, u(t) > O q. s. em [0,T], onde a função
Lagrangiana

L: CLIO, T]X RX Lo0,T] — R

é definida por:
TL(x,uo,u) = f [uof(x(8),1) + ult)a(a(t),1) dt.

Reciprocamente, suponha que

(, To, T) E LL [0,T] x R x Loo([0,T]

com XT E X, to > O, u(t) > O, (mo, U(t)) £ O q. s. em [0,T], satisfazendo a desigualdade de
ponto de sela (4.5). Então XT é uma solução factível do problema (P), e (E, uo,U) satisfaz as

condições (4.1) e (4.2).

Observe que usando a definição Lagrangiana, pode­se escrever a desigualdade de ponto

de sela da seguinte maneira:

Í,mos, 9) + u0)9(E(),0)< [escot) + E(0)9(E(0),0)dt <f/masa), 1) + (09(2(), 0)at.
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Demonstração :

Suponha que (Z, to, T) satisfaz as condições de Fritz John (4.1) ­ (4.4). Pela convexidade

de f(.,t) e g(.,t) tem­se

|, mf, 0d > f, mofo, Da + Í, mov f (EM), Ole() — E(Oa: (4.6)

glx(t),t) > 9(E(t),t) + Va(a(t), t)[x(t) — (1) (4.7)

para todo x E X, t E [0,T].

Multiplicando (4.7) por u(t) e integrando obtem­se

T T Tf ae, Hat> / EM,Na + f/ E0OVAEM,Ne ­ At.
Adicionando o resultado acima a inequação (4.6) obtem­se

T TÍ, of Ca(8), 9) + EA(a(8),01dt > f/ (mf(EM,1) + aMAtE(),Dat
+ [TO Va, 0) + movS (E), 9)(e(8) — (at,

Por (4.1) e (4.2), o desigualdade acima se reduz a

[mo f(EC), 1) + E9(EM,1DIdt < f/fmosCe(8),t) + a0a(0(0), 0a
que é a segunda parte da desigualdade (4.5).

A primeira parte da desigualdade (4.5) segue de (4.2) e pelo fato de
ult)9(E(t),t) <O q s. em [0,7], para todo u(t) > O q. s. em [0,T].

Assim (X, To,TU) satisfaz (4.5).
Para provar a reciproca, suponha que (Z,To,T) satisfaz (4.5), com 7 € X, to” 2 O,

u(t) > O, (109,T(t)) £ 0 q. s. em [0,7]. Pela primeira desigualdade tem­se

[tuto — E(EM,Dat < 0. (48)

Vai­se definir os conjuntos A e B da seguinte maneira:

A= te [0,7]: g(Z(t),t) < 0)
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B=1te[0,T]: 9(E(t),t) > O).

Sabe­se que AN B =60 e AU B =[0,T]. Tomando

ult) = u(t) para todo te A,
uU(t)+1 paratodote B.

Por (4.8) tem­se

"u(t) — u(t))9(T(t),t)dt < O.
Para t E B tem­se

f1EO +1 — T(09EM6), Hat < O,

/,9EO, NA < o.
Como g(Z(t),t) > O para todo t E B tem­se

IBl=0

onde |­ | é a medida de Lebesgue definida no campo sigma de todos os subconjuntos de [0, T].

Assim conclui­se que

g9(T(t),t) <O q s. em [0,7].

E portanto, 7 é uma solução factível do problema (P). Já que

Ut) > O q.s. em [0,T]

u(t)a(T(t),t) <O q s em|[O0,T].

Se a desigualdade estrita vale em um subconjunto de [0,7] com medida de Lebesgue

positiva, então pela desigualdade de ponto de sela (4.5) com u(t) = O q. s. em [0,T] tem­se
T T

'

f, mos,Dat < / vofEM, Da,
o que é um absurdo. Assim:

u(t)g(T(t),t) =O q s. em |[O,7).
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VYU(T) = V.­L(T,T,7T).

Como 7 é uma solução factível do problema (P) então :

Vy(T)h <O para todo h Ee LZ [0,TI;

VzL(T,uo,u)h <O para todo h E LZ,[0,T].

Portanto

T" [moV f(8),t) + Ut) V9(T(t), t))h(t)dt <O para todo h E L%[0,T].
Já que a desigualdade acima é satisfeita para todo h E £LZ,[0,T], então também será

satisfeita para a igualdade. Assim:

/moVS(E(),1) + U(9) Va(E(t), Olh(t)dt = O para todo h E L7,[0,TI.

4.2 Condições de Otimalidade e Dualidade Lagrangiana

em Programação não linear com tempo contínuo.

4.2.1 Os problemas primal e dual

Considere o problema (P) como foi definido no Capítulo 2 e g uma função convexa

com relação a sua primeira variável por todo [0,7]. A restrição de igualdade da forma:

h(r(t),t) =O q. s. em [0,T]

onde h(x(t),t) = n(x)(t), com n : X — A1i[0,T], é linear com relação a sua primeira
variável por todo [0,T], podendo também ser usada no problema (P), pois a equação li­
near pode sempre ser substituida por um equivalente par de desigualdade linear sem alterar

a convexidade.
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Define­se o seguinte dual do problema (P):

(D) max (u),

s. a. u(t)> O q. s. em [0,T],

= inf f/ [AE60,) + u(09(a(0),1) dt (19)

e u E Loo[0, T].

Agora, deve­se apresentar algumas definições e introduzir algumas notações adicionais

e terminologia que serão necessárias para o desenvolvimento da teoria da dualidade.

Definição 4.2.1 Um par (xt,u) E LE[0,T] x Loo(0,T] é dito satisfazer as condições de

otimalidade do Prolema (P) se

(a) 7 minimiza

ÍUE, +ua,01d em X;
(b) ult)ga(t(t),t)=0O q. s. em [0,T];

(c) u(t) >O q. s. em [0,T];

(d) g(r(t),t) <O q. s. em [0,T].

A condição (b) é conhecida como a condição de folgas complementares.

Definição 4.2.2 Um elemento u E Loo/0,T] é um multiplicador ótimo do problema (P) se
(x,u) satisfaz as condições de otimalidade para algum x E L3,[0,T].

Definição 4.2.3 A função perturbação p : M[0,T] — JR associada com o problema (P) é
definida por:

p(y) = inf 1)At: g(e(6),1) <v(M) q 6 em lo,TI).
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A função p não é Fréchet diferenciável, mas como será provado depois, p é uma função
convexa e assim possui muitas propriedades importantes. Além disso, p é uma função não
crescente.

Definição 4.2.4 Sejurm Z um espaço normado real com dual topológico Z*, e

h: Z — [­00,00] uma função convexa tal que h(2) é finita para algum Z E Z. Então
z*EZ éo subgradiente de h emZ se

h(z) — h(2) > z"(z= —Z) para todo z E Z.

O conjunto de todos os subgradientes de h em Z é conhecido como o subdiferencial de

h em 2 e é denotado por Oh(z).
Por subdiferenciabilidade e propriedades relativas a funções convexas os livros de

Holmes [13] e Rockafellar [21] podem ser consultados.
Seja L1[0,7T] o espaço de todas as funções Lebesgue integráveis definidas em [0,T],

com norma || ­ ||; definida. Sabe­se por [5] que existe um isomorfismo isométrico entre o dual

topológico (L1[0, T])* de L1[0,T] e Loo([O0, T], onde os elementos correspondentes y* e u são
relacionados pela identidade

T

yY(y) = Í u(t)y(t)dt para todo y E L1[0,T]. (4.10)

Já que Ai[O, T] é um subespaço denso de L1[0, T], segue que para cada elemento y* em
AO, T1)* existe u E Log([0, T] tal que (4.10) é válida. Assim deve­se escolher uma definição1

equivalente a de subgradiente para a função perturbação p.

Definição 4.2.5 Se p é finito em y E M[O0,T], diz­se que a função u E Loo[0,T] é um
subgradiente de p em q se e somente se

Pp(u) ­p(9) > fulHlu(t) FODA para todo y E AilO,T).
Definição 4.2.6 O problema (P) é dito ser estável se p(0) é finito e existe uma constante

m > O tal que

p(0) < p(y) + mllyllh para todo y E MÍO,T.

56

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Definição 4.2.7 O conjunto factível do problema perturbado é dado por:

Y = (y E Alo,T] : g9(tx(8),t) < y(t) q. s. em [0,T] para algum x E X).

É óbvio que P(y) = oo se e somente se y é Y.

4.2.2 Resultados Auxiliares

Agora vê­se alguns resultados auxiliares que são necessários para determinar o critério
de otimalidade e teoremas de dualidade.

Lema 4.2.1 Y é um conjunto convexo ep é uma função convexa em Y.

Demonstração : Seja

Y = (y E Allo,T] : g(x(t),t) < y(t) q. s. em [0,T] para algum xr € X).

Vai­se mostrar que Y é um conjunto convexo.

De fato:

Sabe­se que g(­,t) é uma função convexa e X é um conjunto convexo. Seja y1,42 € Y
então

AM +(1­3)y2 > Ag(ts(t),t) + (1— A)a(z(t),t)

Ag(x(t),t) + g(x(t),t) — Agíx(t),t)

g(x(t),t).

MN + (1 A) yo 2 g(a(t),t)

Logo

Ann +(1­ A)IBG E Y.

Portanto, Y é um conjunto convexo.

Agora, vai­se provar que p é uma função convexa em Y.

De fato, sejam

y, Y eY, y= A+(1­3)y, 0<A<1 e e>O.

57

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Pela definição de Y existe x!, 1º E X tal que

g9(r(t),t) < Y'(t) q. s. em [0,T]

d(1º) <p(Yi) +e

para 1 = 1, 2.

Como X e Y são conjuntos convexos e é é uma função convexa em X, tem­se

P(yY) < dA +(1­29)8?) < ad(d)+(1— 2)ó(a?)
< A(p(y)+e)+(1—2)(p(yº)+e).

Já que e é arbitrário, tem­se que p é uma função convexa em Y. =

Lema 4.2.2 /23, 9] Seja h uma função convexa em um conjunto convexo Y de um espaço
normado real Z com norma || + || definida e supondo que h é finita em gy Ee Y. Então h tem

subgradiente em 7 (Oh(y) *£ O) se e somente se existe uma constante m > O tal que

h(y) < h(y) +mlly — || para todo y E Y. (4.11)

Demonstração :

(=)

Suponha que h tem um subgradiente y" em y E Y, isto é,

h(y) — h(9) > y"(y —7) para todo ye Y.

h(y) > h(Y) HY"(y ­7)>—­ 00 em yEY.
Multiplicando por —1 e dividindo por ||y — y|| em ambos os lados em (4.12), obtem­se

h(7) —h(yY) — (47)
Ny o dy para todo yE€EY, tal que y ZÉ 7.

Sabe­se que

— (4­7) 24LT 1.
dy o av o ly
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h(y) — h(y)
—— < ly".lu=7 El

ou seja

h(y) — h(y) < Iy"|| ly — 7. (4.13)

Portanto, m = ||y*||. Se ||y*|| = O então (4.13) é satisfeita para V m > O. Por exemplo,
tomando m = 10, se ||y*|| = O tem­se

h(7) — h(y)
E < O

Ny Tl

e com m = 10, tem­se

é satisfeito.

(=)

Agora, suponha que existe um escalar m > O tal que a desigualdade em (4.11) é

satisfeita. Deve­se mostrar que existe um subgradiente de h em 7. Desde que h(y) > — co

em Y, pode­se definir os conjuntos convexos

bd :=((y2)ER:yEY e h(YQ)­h(yY)>2)

V:=((9,2) ERIMly 7 <z>A(9)­hQ) <mly 7 <z=>h(9)­h(y) <z2).

Como & e VU são conjuntos convexos, é facil ver que PN UV = À e que U é um conjunto

aberto. Por resultados elementares de separação de conjuntos convexos com intersecção

vazia, obtem­se que D e UV podem ser separados por um hiperplano que não intercepta VU,

isto é, existe y* e escalares p e a tal que

Yy+pz>a para(y,2)EOSO (4.14)

yY'y+pz<a para(y,2)EYVW. (4.15)
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Agora, como (7,0) € &, pois,

0 =h(y)—h(Y)=O

e substituindo (7,0) em (4.14) obtem­se

yYTi>a.

Seja (7, e) um par ordenado, com e > O, então (7,e) E VW, pois,

O=m|y­vl<e

e substituindo (7,e) em (4.15) tem­se

YYI+pe<aA.

Aplicando o limite com e — O obtem­se

De (4.16) e (4.17) tem­se
a = Y"T.

Assim as desigualdades (4.14) e (4.15) tornam­se

yY(y­7)+pz>O0 para (y,2)ED

Y'(y­7)+pz<O para (y,2)EY.

Se (7,1) E U tem­se
YTI+p<a=y/y7=>p<O.

*

— yY
yY=­—=>)y

Pp

e substituindo em (4.18) tem­se

Y(y­7)+pz>0=>­—yop(y­YU)+pz>O0.
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PY (y—7)+z2)>O.

Como p < O tem­se.

—YSY­N+2<O

Assim

­SY­N<­z>YyY­7D)>2

Y(Y­7)>2z sempre que (y,2) E O,

ou seja, sempre que y € Y e h(y) — h(y) > z.

Tomando z = h(y) — h(y) tem­se

Y"(y—­7)>h(7)—h(y) sempre queyeY.

h(y) — h(9) > — y"(y —7) semprequeyEY.

Por definição tem­se que — y* é o subgradiente de h em 7. =

Lema 4.2.3 Suponha que o problema (P) tem uma solução ótima. Então

Tu E Loo([0,T] é uma função multiplicador ótimo do problema (P) se e somente se — u E Op(O).

Demonstração :

Seja u sendo uma função multiplicador ótimo do problema (P), então existe 7 E X tal

que (T,u) satisfaz as condições de otimalidade (a) ­ (d) da definição (4.2.1). As condições

(a) e (b) levam a

/ f(x(D),dt > Í VE, ­ TA, 0a para todo x E X.
Da condição (c), segue que

/ f(x(8), t)dt> Í LEO, 9) — mula para todo x E X
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tal que g(r(t),t) < y(t) q. s. em [0,T]. Consequentemente

rEX

T T 'inf 7 S(x(t), t)dt : g(x(t),t) < y(t) q.s. em 9,71) > [F(X(t),t) — u(t)y(t))dt, vy E Y.
Assim

T

P(y) = p(0) + /, [­u(8)] y(d)dt para ye Y.
Portanto, — & € Op(0).

Para provar a recíproca, suponha que — u € Op(O) e X sendo uma solução ótima do
problema (P). Deve­se provar que o par (7,) satisfaz as condições de otimalidade (a) ­ (d).

A condição (d) é satisfeita pois 3 é ótimo e assim factível. Suponha que a condição (c) não é
satisfeita, ou seja, que u(t) é estritamente negativo em um subconjunto de [0, 7] com medida
de Lebesgue positiva. Então tem­se

T

" u(b)dt < O.
Já que por hipótese

T

p(y) > p(0) + / [­u()] y(t)de para todo ye Y
e se escolher y(t) = 1 e lembrando que a função p é não crescente, obtem­se

T

" T(t)dt > p(0) — p(1) > O
o que é uma contradição. Assim, u(t) > O q. s. em [0,7] e a condição (c) é satisfeita.

Para provar (b), de (c) e (d) tem­se

T(t)g9(T(t),t) <O q. s. em [0,T].

Entretanto, se a desigualdade estrita é satisfeita em um subconjunto de [0,7] com

medida de Lebesgue positiva, então

/O (9(E(8), dt < O. (4.20)

p(0) = inf |ÍO f(X(),dt : g(z(t),t) <O q. s. em 9,71)
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p(rGe)) = ing ( (” SG(0,0de: 9(=(0,1) < P(8) = a(=(0,1) 0 q. 5. em 10,7).
Assim

Assim (4.20) contradiz

fT(t)g(T(t), t)dt > p(0) — p(l(X)) = O.
Desta forma deve­se ter

Tv(t)ga(T(t),t) =O q. s. em [0,T]

e portanto (b) é satisfeita.

Finalmente, para provar que a condição (a) é satisfeita, seja

y(t) = g(x(t),t) = T(x)(t).

Então tem­se

Pp(r(0)) > p(o) — /EMMa(a(0, dt =/ If), — E(Ha(a(O), dt para todo x E X.
Assim, como p(T'(x)) = p(0) = Í'S(T(t), t)dt, com T sendo a solução ótima, tem­se

LL S(x(t),t)dt > p(l(x)) para todo x E X,
e por (b), tem­se

Í UE, 9) + EE, DIA < Í MEO, + aA(, Dat para todo x E X.
Portanto (a) é satisfeita. "=

Como consequência do Lema (4.2.3), observa­se que existe um único multiplicador
ótimo se e somente se a função p é Fréchet diferenciável em zero. À função multiplicador

ótimo pode ser útil em análise sensitiva porque pode dar certas estimativas para a escolha

de valores da função objetivo resultante da perturbação de restrições. Deve­se justificar esta
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afirmação usando o Lema (4.2.3).

Seja 7 uma solução ótima do problema:

min Qg(r=/ f(rz
(P) s. a glr(t),t)<y(t) q s em[0,T), i=1,2,

IEX.

Se u', 1 = 1, 2 são as correspondentes funções multiplicadores ótimos, então tem­se

[OVO VOS f fe,0d [fe 0a
</ POVO 60. (4.21)

Para verificar se a afirmação acima é verdadeira, suponha que q seje a função pertur­

bação do problema convexo

min g&(r=/ f(r(t),t)dt,
s. a. glz(t),t)­yY (t) <O q s em[0,T],

1 EX.

Se p é a função perturbação do problema (P) então p(y) = qa(y — yº).
De fato:

Com relação ao problema (P), pela definição de função perturbação tem­se

Pp)= inf ( [| ft,0d: 9l(0,1) <u(0) a s. em (0,71)
Com relação ao problema convexo, pode­se definir a função perturbação da seguinte

maneira:

av) = inf ( (É S((0),0dt:9(2(0),0) ­ 200 <y(8) a. s. em o.71).
Assim pode­se verificar que

xEXaly—yº) = inf |f S(x(t), t)dt : g(x(t),t) — yº(t) < y(t) — y"(t) q. s. em 71)
sEeXinf 1S(x(t),t)dt : g(a(t),t) < y(t) q. s. em 9,71) = p(y).
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q(y 7º) =p(y)

Pela igualdade acima, quando y — yº = O tem­se que y = y?. Assim g9(0) = p(y?) e portanto

Bp(y?) = Aa(0).

2Já que uº é uma função mltiplicador ótimo do problema (Pº), então pelo Lema (4.2.3)
tem­se

— u? € 04(0) = ôp(y?).

Agora, como 7 é a solução ótima do problema (P“) tem­se

faOt=p), 1=12

[fe,Dat [SD = = py) =p?)
Pela definição de subgradiente tem­se

TP(Y') — p(Yº) > " [= uº(9)(y4º — yYº)dt.

— fot) PAIS f nO at.
Portanto

Ífa,Da =ff, Das [OQ a
que é o lado direito da equação (4.21).

De modo análogo tem­se

[ fa, HatFAO,Hat=P) ­D() > [Tu / dt

4.2.3 Condições de otimalidade

Nesta seção obtem­se um critério de otimalidade análogo ao critério de otimalidade

de ponto estacionário e ponto de sela de Karush­Kuhn­Tucker com tempo contínuo para

o problema (P). Primeiro, deve­se examinar a relação entre a noção de estabilidade e a
existência da função multiplicador ótimo.
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Teorema 4.2.1 Suponha que o problema (P) tem solução ótima. Então uma função multi­

plicador ótimo existe se e somente se o problema (P) é estável, e u E Loo[0,T] é uma função
multiplicador ótimo se e somente se — u E Ôp(0).

Demonstração :

Pelo Lema (4.2.1), p é uma função convexa em Y e por hipótese, o problema (P) tem
uma solução ótima e portanto p(0) é finito. Assim, pelo Lema (4.2.2), a função p tem um

subgradiente u E Loo[0, T] em y = O se e somente se o problema (P) é estável.
Como o problema (P) tem uma solução ótima, pelo Lema (4.2.3), vy € Loo[0, T] é uma

função multiplicador ótimo do problema (P) se e somente se — u E Ôp(0). =

No próximo teorema, deve­se estabelecer a equivalência entre as condições de otima­

lidade da definição (4.2.1) e a desigualdade de ponto de sela da função Lagrangiana L.

Teorema 4.2.2 Um par (T,T) satisfaz as condições de otimalidade (a) ­ (d) da definiçãou

(4.2.1) se e somente se u(t) > O q. s. em [0,T),T EX, e

L(X,u) < L(x,1) < L(x,7)

para todo u E Loo[0,T], u(t) > O q. s. em (0,T] e VrE X.

Demonstração :

(=>)

Suponha que (7,u) satisfaz as condições de otimalidade do problema (P), então pela

condição (a) da definição (4.2.1) tem­se que T minimiza

[1(r(8),t) + u(t)a(d(t),t)jde, em X.

L(x,u) < L(r,7T).

Pela condição (d) da definição (4.2.1) tem­se

g9(T(t),t) <O q. s. em [0,T].

Í u0EO, Da <O, para Vu(t) >O q. s. em [0,7].
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Pela condição (b) da definição (4.2.1) tem­se

u(t)ga(T(t),t) =0 q. s. em [0,T].

Trn" T(t)A(T(t),t)dt= O q. s. em |[0,T].
De (4.22) e (4.23) tem­se

L(X,u) < L(x,7).

(A)

Por hipótese, a condição (c) é satisfeita.
Suponha que a condição de ponto de sela é satisfeita, então

L(x,1) < L(r1,4) paraVxr E X.

Assim X minimiza
Tf, GM,t) +TOA),0 dt, em X.

Assim a condição (a) é satisfeita. De maneira análoga a demonstração do Teorema

(4.1.1), conclui­se que as condições (b) e (d) são satisfeitas. =

O teorema a seguir é conhecido como o Teorema de ponto de sela de Karush­Kuhn­
Tucker.

Teorema 4.2.3 Suponha que o problema (P)é estável. Então T € X é uma solução ótima

do problema (P) se e somente se existe uy € Loo/0,T], u(t) >O q. s. em [0,T], tal que

L(E,u) < L(x,u) < L(x,7)

para todo u E Loo[0,T], u(t) > O q. s. em (0,T]Je VrEe X.

Demonstração :

(==>)

Suponha que 3 € X é uma solução ótima do problema (P). Desde que o problema (P)

é estável, pelo Teorema (4.2.1), tem­se que existe T E Loo[0, T], que é a função multiplicador
ótimo. Pela definição (4.2.2), tem­se que (Z,u) satisfaz as condições (a) ­ (d) da definição
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(4.2.1), o qual pelo Teorema (4.2.2) completa a demonstração.

(=)
Suponha que as condições de ponto de sela são satisfeitas, então como na de­

monstração do Teorema (4.2.2), T é uma solução factível do problema (P) e (%,T) sa­
tisfaz a condição de folgas complementares. Já que U(t)GA(T(t),t) = O, Ut) >O0 e

g(x(t),t) <O q.s. em [0,T] para cada solução factível do problema (P), pela segunda
parte da desigualdade de ponto de sela tem­se

L(x,7) < L(x,7),

ou seja,

Í LAGO, + 0 EO, Dat < /[fa(9),) +60, Dt.

[fam,na < f falo, na,
isto é,

d(T) < d(x)

para toda solução factível do problema (P).

Portanto, Z é solução ótima do problema (P). =

Agora vai­se mostrar que o resultado visto acima leva a uma forma diferencial das

condições de Karush­Kuhn­Tucker na presença da diferenciabilidade. O teorema a seguir é

conhecido como o Teorema de ponto estacionário de Karush­Kuhn­Tucker.

Teorema 4.2.4 Suponha que o interior de X (intX) é diferente de vazio, e que f e g são

continuamente diferenciáveis e converas com relação a sua primeira variável em um conjunto

aberto V C IR” contendo o conjunto (x(t) : z €E X, t E [0,T]) por todo [0,T], e que as
funções t — VS(E(t),t) e t — Vg (T(t), t)h(t) = DI (2)(h)(t) ( a derivada de Fréchet
de T em T calculada em h(t)), são Lebesque integráveis em [0,T] para todo h E LZ,/0,T].
Se o problema (P) é estável, então (X£,u) € LEIO,T] x Lowo[0,T] com TEint X e
U(t) >O q. s. em [0,T], satisfaz a condição de ponto de sela

L(X,u) < L(x,u) < L(x,7)
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para todo u E Loo[0,T], u(t) > O q. s.em [(0,T] e Vr E X, se e somente se X é uma

solução factível do problema (P) e (X,m) satisfaz as condições de Karush­Kuhn­ Tucker

Í"Tvf (E(t),t) + u(t)Vg (E(t), t)]h(t) =O para todo h Ee LL (O,TI; (4.24)

u(t)a(T(t),t) =0 q. s. em [0,T].

Demonstração :

(=>)

Suponha que (7,7) com T E int X e u(t) >O q. s. em [0,7] satisfaz as condições
de ponto de sela, então como foi demonstrado no Teorema (4.2.2), T é uma solução factível

do problema (P), e a condição de folgas complementares é satisfeita.
Já que L(X,T) < L(r,T) paratodo re X e Té uma solução ótima do problema:

Tmin L(,8)=/ [f(e(),t)+ T(9g(2(0),tds,
s.a rEX,

o qual implica que a derivada de Fréchet da função L(­,u) se anula em 7, isto é
T

, 1," [VS (E),t) + (8)Vg (E(t), t)]h(t)dt =O para todo h E LL[0,T). (4.25)

(=)

Suponha que as condições de Karush­Kuhn­Tucker são satisfeitas, então pela hipótese

de convexidade e diferenciabilidade de f(­.,t) e g(.,t) tem­se

Í femnt > [EO +ViEONEO­ TAI (426)

g(x(t),t) > 9(E(t),t) + Vg (E(t), t)[2(t) — T(t)), (4.27)

q. s. em [0,7], paratodoreX.
Multiplicando a última desigualdade por u(t) > O q. s. em [0,T], somando e integrando
obtem­se

[aate(nat > f/folnatEM,H)+ av EM, 0 ­ TOA q. s. em (0,7).
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Adicionando o último resultado a (4.26), tem­se

f, EO, +00,9) > [6,0 +TEM,9) Ad:
+ Ívf(E(t),t) + Tt) Vg (Et), t)[2(t) — T(O)))dt q. s. em [0,T].

Tomando h(t) = r(t) — T(t), (4.24) implica que

/, 0,9 +aala(O, 01 > (FE, + TIE), 0) dt
Portanto

L(x,u) < L(r,U) para todo x E X.

Já que g(T(t),t) <O e u(t)ga(T(t),t) =0 q. s. em [0,T], tem­se

L(Zz,u) < L(T,u) para todo u(t) > O q. s. em [0,T].

Portanto, (7, u) satisfaz as condições de ponto de sela. "=

Observa­se que no teorema acima a propriedade de estabilidade para o problema (P)

exige a validade das condições de Karush­Kuhn­Tucker, substituindo as condições de regu­

laridade usualmente referidas como restrição de qualificação na literatura de programação
matemática.

Uma melhor ilustração das condições de Karush­Kuhn­Tucker pode ser obtida con­

siderando uma forma esplícita da função g. Assim considere o seguinte problema :

Tmin é(x)=/ f(z(9),Ddt,
(P) s. a P(z(),t)<r(d)+ fas) t, s)ds q. s. em [0,T],

TEX,

onde f e X são definidos como no problema (P). P, r, e Q são funções a valores reais definidas

em V x [0,T], [0,T] e V x [0, T] x [0, T], respectivamente. Então sob hipóteses apropriadas,
(4.25) para o problema (P), torna­se

/TVS (EM), Oh(O+U()VP (8), DIh(t)=/SEVQ (E(s),t, s)h(s)ds|dt = 0, Vh E L[0,T].
7O
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Agora, aplicando o Teorema de Fubini para integral dupla nesta equação, obtem­se

fh (8)[Vf(E(t), t) + T(t) VP(T(t),t) — /A(s)VQO(E(,t, s)ds|dt = 0, Vh e LL, [0,T],
o qual implica que a expressão dentro do colchetes é igual a zero q. s. em [0, T]. Por essa
razão, a condição de otimalidade de ponto estacionário para o problema (P) torna­se

V Sf(T(t),t) + u(t) VP(E(t),t) — f a9voGOo,:, s)ds =0 q. s. em [0,7],
7(t)[P(Z(t),t) — r(t) — " Q(E(s),t,5)ds] =0 q s. em [0,T],

u(t) > O q. s. em [0,7].

4.2.4 Dualidade Lagrangiana
Nesta seção desenvolve­se uma dualidade conjunta entre o problema (P) e seu dual

(D). O primeiro resultado, chamado de Teorema de dualidade fraca, é uma simples conse­
quência da definição do problema dual. Contudo, verá­se que este teorema tem importantes
implicações.

Teorema 4.2.5 (Teorema de dualidade fraca)

Sejam T € LE,[0,T] eu E Loo(0,T] sendo soluções factíveis do problema (P) e (D),
respectivamente, então $(T) > V(u).

Demonstração :

Pela definição de 4/4 em (4.9), tem­se

vm) = inf / [fe(0,1) +09), 0d:
< fFEM),9) dt + [|m0a(E(),0)dt< 60)

desde que u(t)> O e g(T(t),)t) <O q. s. em [0,T].

Corolário 4.2.1 Se 0(T) < v(u) para qualquer solução factível XT do primal e qualquer
solução 1 do dual, então X eu são soluções ótimas dos problemas (P) e (D), respectivamente.

Tl
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Corolário 4.2.2 Se infíd(t) : x E X, g(r(f),t) < O q. s. em [0,T]) = — oo então

V(u) =—co para todo u(t) > O q. s. em [0,T].

Corolário 4.2.3 Se supíV(u) : u E Loo[0,T], u(t) > O q. s. em [0,T]) = oco, então o
problema primal não tem solução factível.

O Teorema de dualidade fraca será utilizado para demonstrar o lema a seguir, o qual

é necessário para estabilizar o Teorema de dualidade forte, que verá­se posteriormente.

Lema 4.2.4 Suponha que o problema (P) tem uma solução ótima x. Então u € Loo/0,T] é
uma solução ótima do problema (D) e d(X) = %/(T) se e somente se —u € Op(0).

Demonstração :

(=)

Seja —u E Op(O), assim

Tp(vy) > (0) — / u() y(t)dt para todo y E Y.
Esta desigualdade, como viu­se na demonstração do Lema (4.2.3), implica que

u(t) > O q. s. em [0,T], assim Tu é uma solução factível do problema (P). Ainda pela
demonstração do Lema (4.2.3), tem­se

T Tff, fat, dat > pera) > p(o) — f/ Ta(e(0),t)dt para todo x E X,
onde I(x)(t) = g(r(t),t). Assim

/O f(a(D,t)dt + / u(t)a(z(t),t)dt > p(0) para todo x E X.
Portanto

T

v(0) = inf / [fe(0),1) + E0g((8),H0)dt > p(O).EX

Já que p(0) = 2(Z), tem­se que Vv(u) > Q(T) e pelo Teorema (4.2.5) tem­se que
d(X) > v(u). Assim vy(T) = é(T). Pelo corolário (4.2.1), uy é uma solução ótima do problema
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(A)

Suponha que u E Los(0, T] é uma solução ótima do problema (D). Já que por hipótese

inf /U2(0),8) + u(9a(a(9),0) dt= p(O).
Já que

T T/, TOO,NA < / a
para todo z E X e y E Aj[0,T] tal que g(z(t),t) <y(t) q. s. em [0,T], tem­se

Ía,+49dt > p(o)
para todo 7 E X e y E Ai[0,T] tal que g(t(t),t) < y(t) q. s. em [0,T]. Disso pode­se
concluir que

inf |Í f(9,9dt: 9((0,0<y( a s. em O, 71) > p(o) + [= nauoa:zEeX

para todo y E Y. Assim
T

p(Y) > p(o)+ / — ult)u(dat
para todo y E Y. Portanto, — u € Op(0).

Lema 4.2.5 Suponha que p(0) é finito e u E Op(O), então x E LR [0,T] é uma solução ótima
do problema (P) se e somente se (T, — 'u) satisfaz as condições de otimalidade (a), (b) e (d)

da definição (4.2.1).

Demonstração :

(=)

Se Z é uma solução ótima do problema (P) e u E Op(0), então pelo Lema (4.2.3),
— u é uma função multiplicador ótimo do problema (P), e pela definição (4.2.2), tem­se que

(X, — u) satisfaz as condições de otimalidade do problema (P).
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(A)

Suponha que (x, — Tt) satisfaz as condições (a), (b) e (d) da definição (4.2.1). Vai­se

mostrar que (Z, — mz) também satisfaz a condição (c) da definição (4.2.1).
Suponha que a condição (c) é violada, ou seja, que — U(t) é estritamente negativo em

um subconjunto de [0,7], com medida de Lebesgue positiva, assim
T

Í — T(t)dt < O.
Por hipótese tem­se

Tp(y) > p(0) + " u(t)y(t)dt para todo y E Y.
Se escolher y(t) = 1 e lembrando que a função p é não crescente, obtem­se

T

/, ua < p(1) — p(O).
Multiplicando em ambos os lados por (­ 1), obtem­se

T

ff, = ad > p(o) ­ p(1) O,
o que é uma contradição. Assim, (Z, — T) satisfaz a condição (c) da definição (4.2.1). Como

(Z, — T) satisfaz as condições (a) ­ (d) da definição (4.2.1), tem­se que Z é uma solução ótima
do problema (P). "=

Teorema 4.2.6 (Teorema de dualidade forte)

Suponha que o problema (P) é estável. Então

(1) O problema (D) tem uma solução ótima;

(2) Os valores ótimos dos problemas (P) e (D) são iguais;

(3) TE Loo[0,T] é uma solução ótima do problema (D) se e somente se — uz € Ôp(0);

(4) Toda solução ótima É do problema (D) caracteriza o conjunto de todas as soluções
ótimas do problema (P)como os minimizadores de

Lu(x(t),t) +T(t)ga(x(t),t)|dt em X,
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e também satisfiz as restrições g(xr(t),t)

u(t)g(r(t),t) =0 q. s. em [0,T].

Demonstração :

Como (P) é estável, então p(0) é finito. Sabe­se que p(0) é finito desde que o problema

(P) tem uma solução ótima T. Pelos lemas (4.2.1) e (4.2.2) garante­se a existência de um
subgradiente de p em y = 0. Os ítens (1), (2) e (3) seguem imediatamente do Lema (4.2.4)
e o ítem (4) segue do ítem (3) e do Lema (4.2.5). =
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Conclusao

Estudou­se condições necessárias e suficientes de otimalidade de Fritz­John e Karush­

Kuhn­Tucker para uma classe de problemas de programação não linear com tempo contínuo,

no caso diferenciável.

Estas condições são análogas as conhecidas condições na área de programação não li­

near de dimensão finita e juntas assemelham­se ao critério Euler­Lagrange para o cálculo das

variações.

Sabe­se bem que condições de otimalidade de Fritz­John e Karush­Kuhn­Tucker são

de fundamental importância em muitos aspectos em programação não linear de dimensão

finita.

Estudou­se a relação entre o critério de otimalidade de ponto estacionário e ponto de

sela de Fritz­John e usando os conceito de perturbação e estabilidade, apresentou­se o critério

de ponto estacionário e ponto de sela de Karush­Kuhn­Tucker e dualidade Lagrangiana para

uma classe de problemas de programação convexa com tempo contínuo.

Estes resultados, encontrados em [23], são uma extensão dos resultados para problemas
não lineares de dimensão finita dados em [7, 8].

Os estudos realizados neste trabalho podem ser utilizados como um estágio inicial

para o estudo de problemas de programação fracional, função multiplicador de Lagrange

generalizada, problemas de critério multiplo, análise sensitiva, na construção de algorítmos

computacionais e possibilita conhecer e pesquisar muitos outros aspectos de programação

com tempo contínuo, inclusive, problemas mais complexos, tais como, problemas de controle

ótimo e de cálculo das variações .
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Apêndice AÀ

O objetivo é demonstrar o Teorema de Gordan generalizado. Antes porém, vê­se al­

guns resultados que são necessários para a demonstração do Teorema de Gordan generalizado.

Considere os seguintes problemas prima! e dual de programação não linear de tempo contínuo:

min ó(2)=/fía(0),0d,
s. a. g(r(t),t)) <O q s. em|[O0,T],

h(r(t),t) =0 q s em |[O0,7],

rEX,

onde X é um subconjunto convexo não vazio de um espaço de Banach £7,[0, T], com |lt$lloo
definida como no Capítulo 2 e é é uma função convexa a valor real definida em X. Sejam

g(r(t),t) = T(x)(t)

onde Iº é uma aplicação com domínio em X, tomando valores no espaço normado ATO, 7],
com |ly||, definida como no capítulo 2 e

h(x(t),t) = n(x)(t)

onde 7 é uma aplicação com domínio em X, tomando valores no espaço normado A(O, T].
Supondo que a função g é convexa com relação a sua primeira variável por todo [0, T]

e a função h é linear com relação a sua primeira variável por todo [0, T].

(D) max (uu),

s.a ult)>O0 qs em |[O0,T]),
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T
1 1,V(u,v) = inf£ [A(x(t),t) + u (8)g(x(t),t) + v (t)h(z(t), t)|dt, (4.28)

u E LEI0,T] e veCE [0,7].

Definição 4.2.8 A função perturbação p : ATO,T]|xAY[O,T]— IR associado ao problema
(P) é definida por:

(0) = inf (( f6(0,9dt: 9le(0,0) < YO), het, =7200 a 5. em (0,7),
onde y = (y',74º).

Teorema 4.2.7 /24j Sejam X um subconjunto convero não vazio de LEIO,T] e
g : Rº x [0,T] — IR definida por g(x(t),t) = C(x)(t), onde ] é uma aplicação de X em
Ai[O0,T], sendo convera com relação a sua primeira variável por todo [0,T] e
h: Rºx[0,T] — JR definida por h(r(t),t) = níx)(t), onde n é uma aplicação de X

em Ai[0,T], sendo linear com relação a sua primeira variável por todo [0,T]. Se o sistema

| g(xr(t),t) <O q. s. em [O0,T],h(x(t),t) =0 q. s. em [0,T],

não tem solução x E X, então existe u € LRLI0O,T] e ve LEIO,T] tal que

f[u (t)g(x(t),t) + v()h(z(t), t)|dt > O para todo x E X,
u(t) > O q. s. em [0,T],

(ut), vu(t))£O q. s. em [0,T].

Demonstração :

Se o sistema não tem solução r E X, então para qualquer solução factível, o problema

COnvexo

À,

g(r(t),t) ­ A<O q. s. em [0,T],

h(x(t),t) ­A=0 q. s. em [0,7],

AE R xEeX,
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tem solução À > O.

Este problema é estável.

De fato:

(a) Verificar que p(0) é finito. Seja

P(y)= inf fa: gla(t),t) = A <y(8), hlx(8),t) A =7º(8), q s. em [0,T]),
rER

onde y = (y!,yº).

A função p é uma aplicação p : AP[O, T] x AKÍO, T]— JR. Assim

p(0)= inf fà: g(r(t),t) ­ A <O, h(r(t),t) ­ A =O0, q. s. em [0,7]).
xEX,é R

Como A é solução do problema convexo, tem­se que À > O e portanto finito.

(b) Verificar que existe m > O tal que

p(0) < p(y) + mllylla,

para todo y = (y!,yº) E ATIO,T] x At[o,T].
Já que p(y) é uma função convexa, então por definição tem­se que o subgradiente de

p(O0) é diferente de vazio. Assim, se Op(0) £ O, pelo Lema (4.2.2), existe m > O tal que

p(0) < p(y) + mllylha,

para todo y = (y!,4º) E AT[O,T] x ATÍO,T].
De (a) e (b) tem­se que o problema convexo é estável, e assim, pelo Teorema (4.2.6), o

problema dual

max inf D+ "Ou (O [9(x(8),1) = Ndt+ETICO) xa)
tem solução ótima (u,v), com (u,v) E LE[0,T] x LL 0,T] e u(t) > Oq. s. em [0,7], cujo
valor ótimo é não negativo. Assim, fazendo algumas operações algébricas simples, pode­se

concluir que

inf E +fu(t)[9(r(t),t) — AJdt + fv(t)[h(x(t),t) — Na)zEX,

sER
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EX= inf / lu[u (t) (0,0) + (0R((0), 0)dt + inf. 2 f1 ­ [0 +/ 0a) >O0
Devido a natureza de A, deve­se ter

1­ [wo + vu(t)]dt = O.

|“u(D+vV(Hldt=1

Í KO, +v(t)h(1(t),t)|dt > O
para todo x E X.

Teorema 4.2.8 /24] (Teorema de Gordan generalizado)
Seja X um subconjunto convero não vazio de LR [0,T]. Seja a aplicação

p : V x [0,T] — JR”, definida por p(x(t),t) = m(x)(t), onde nm é uma aplicação de X
em ATO, T] e supondo que p é convexo com relação a sua primeira variável sobre V por todo

[0, T], então

(a) existe x E X tal que:

p(r(t),t) <O q. s. em [0,T]

ou

(b) existe uma função m — vetorial não nula u E LLIO,T), u(t) > Oq s em [(O0,T] tal
que:

T 1Í u (t)p(r(t),t)dt > O para todo x E X.
Mas nunca ambos.

Demonstração :

Suponha que (a) tem solução T E X. Então para qualquer

u E LZ[0,T], u(t) > O, u(t) £0 q. s. em [0,T]
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T" u(1)g(E(8),t)dt < O.
Assim (b) não pode ter solução .

Agora, suponha que (a) não tem solução x E X. Então pelo Teorema (4.2.7), excluindo

h(x(t),t) =0 q. s. em [0,T]

têm­se que existe u € LX[0,T] tal que

T ," u (t)g(r(t),t)dt> O para todo r € X;
u(t) > O q. s. em [0,T];

u(t) £ 0 q. s. em [0,T].

Assim (b) tem solução .
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