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de ter F'é na vida ...

Milton Nascimento.

AVA
AVAVAL

1012 13 14 15 16

17

18



RESUMO

Neste trabalho, estuda-se condigdes necessarias e suficientes de otima-

lidade de Fritz-John e Karush-Kuhn-Tucker para problemas de programacao nao
linear com tempo continuo. Estuda-se também, a relacdo entre o critério de oti-
malidade de ponto estacionario e ponto de sela de Fritz-John e usando conceitos
de perturbagao e estabilidade, desenvolve-se condigGes de otimalidade de ponto
estacionario, de ponto de sela de Karush-Kuhn-Tucker e dualidade Lagrangiana
para uma classe de problemas de programagao convexa com tempo continuo.
Um resultado auxiliar sobre alternativas, o Teorema de Gordan generalizado, é

demonstrado no Apéndice A.
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Differentiable Problems of Continuous-Time Nonlinear Programming.
Renata Aparecida Galleti
Abstract

This work, concerns of necessary and sufficient optimality conditions of
both Fritz-John and Karush-Kuhn-Tucker type for continuous-time non-
linear programming problems. This work also studies the relationship between
Fritz-John saddlepoint and stationary-point optimality criteria and using con-

cepts of perturbation and stability, develops Karush-Kuhn-Tucker saddlepoint,

stationary-point optimality conditions and Lagrangian duality for a class of

continuous-time convex programming problems. An auxiliary result about al-

ternatives, the generalized Gordan theorem, is showed in Appendix A.
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Notacoes

A(Z) conjunto dos pontos ativos

C cone convexo
(D) problema dual
Of(z) subdiferencial de f em z

g—i- derivada parcial de f com relagao a variavel x

Df(x) derivada de Fréchet de f em z

D?f(x) segunda derivada de Fréchet de f em z
D(¢:,T) conjunto de todas as diregoes de descida de ¢ em T
ess sup supremo essencial

|Ele medida exterior de E

|E| medida de Lebesgue

f* sessao x de f

F-derivada derivada de Fréchet

F(S,T) conjunto das diregoes factiveis de S em T
IF conjunto de todas as solugdes factiveis

Vf gradiente de f

V.f gradiente de f com relagao a variavel x
['(f,E) gréfico de f ao longo do conjunto F

I intervalo fechado

I, x I produto cartesiano de I; e I

inf infimo

intX interior de X
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fE f(z)dz integral de Lebesgue de f no conjunto E

lim limite

IL(E) conjunto das fungGes Lebesgue integriveis em E
L(-,)\) funcao Lagrangiana

AT0,T] espacgo das fungdes vetoriais essencialmente limitadas com norma ||-||;
L(X,Y) classe de todas as aplicagdes lineares continuas
L2[0,T] espago das fungdes vetoriais essencialmente limitadas com norma |||
max maximizar

min minimizar

I norma Euclidiana

[I-li norma um

'l norma infinito

(P) problema primal

p(-) funcdo perturbagéao

g. S. quase sempre

IR conjunto dos niimeros reais

IR™ espago euclidiano n-dimensional

R(f,E) regido inferior a fungdo f ao longo do conjunto E
R regiao convexa de um espago Euclidiano

sup supremo

U(z) vizinhanca de x

@ conjunto vazio

z transposto de

z'y produto interno de z e y

Y conjunto factivel do problema perturbado

Z* dual topoldgico de Z

~ relagao de equivaléncia




Introducao

Programagéo com tempo continuo originou-se nos estudos de Bellman [3, 4]. Con-
siderando como uma generalizagdo para um problema de programacao linear, formulou um
correspondente problema dual, obtendo o teorema de dualidade fraca e sugeriu alguns pro-
cedimentos computacionais.

A formulacdo de Bellman e a teoria da dualidade foi extendida para problemas gerais
de programagao linear com tempo continuo e também para problemas de programacao nao
linear com tempo continuo.

Condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker em programacao com tempo continuo
foi primeiro estudado por Hanson e Mond [12], considerando um problema n#o linear com res-
trigoes lineares. Seu método para obter condigtes de otimalidade foi indireto visto que a
fungao objetivo é aproximada por fungdes lineares, possibilitando aplicar os resultados de
dualidade linear de Levinson [14] para obter um teorema de dualidade para problemas nao
lineares e entao deduzir as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker como consequéncia deste teo-
rema de dualidade néo linear.

Farr e Hanson [6], introduziram restri¢des nao lineares. Supondo algumas condicées de
positividade semelhantes as de Levinson [14], aplicando o método de linearizacao e usando os
resultados de dualidade linear de Grinold [11], obteram dualidade para problemas lineares e
com condigoes adicionais para a fungao f, obteram um teorema de dualidade para problemas
nao lineares. Os resultados de Farr e Hanson [6], foram aperfeicoados e generalizados por
Reiland e Hanson [19].

Recentemente, condigoes de otimalidade para problemas néo lineares com tempo conti-

nuo foram obtidos por métodos diretos. Em [1], certas suposi¢des de regularidade foram
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usadas para obter condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker para problemas de programacao con-
vexa.
Geoffrion, seguido de Gale (7], usando uma excelente mistura de intuigdo geométrica

e raciocinio analitico, desenvolveram uma compreensiva e elegante teoria de dualidade para

programacao nao linear de dimensao finita.

Reiland [20], aplicou a versdo com tempo continuo das restri¢des de qualificacio de

Zangwill [27], introduzidas em [19] e o teorema de Farkas para dimensao infinita, obtendo
condicoes de otimalidade e dualidade para problemas diferencidveis com tempo continuo.

Problemas nao convexos sem diferenciabilidade foram considerados em [17, 22|, onde
foi discutido condi¢oes de otimalidade de primeira e segunda ordem e dualidade.

Neste trabalho, estuda-se condigées de otimalidade e dualidade em programacao nao
linear com tempo continuo, no caso diferencidvel.

A motivagao para este trabalho é organizar os melhores resultados existentes na lite-
ratura sobre condicdes de otimalidade e dualidade para programacao nao linear com tem-
po continuo diferencidvel. Assim a construgao de algoritmos computacionais, a anélise e a
interpretagao de modelos dindmicos de politica econémica ficam bastante facilitados, pois o
material necessario podera ser encontrado num tnico local.

No capitulo 1, recorda-se algumas defini¢oes e resultados bésicos que serao necessarios
para o desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 2, recorda-se as defini¢des de diferenciabilidade de Fréchet, adota-se um
ponto de vista geométrico e desenvolve-se condigdes necessérias de otimalidade em progra-
macio néo linear com tempo continuo de Fritz-John e Karush-Kuhn-Tucker [25].

No capitulo 3, desenvolve-se condigbes suficientes de otimalidade em programagao
nao linear com tempo continuo de Fritz-John e Karush-Kuhn-Tucker para problemas com
restricoes de desigualdades e igualdades ndo lineares com suposi¢do de convexidade
generalizada [26]. Os teoremas sdo generalizacées de resultados de suficiéncia de primeira
ordem na &rea de programacdo ndo linear deterministica de dimensdo finita e produzem
condicdes suficientes de otimalidade para problemas de controle 6timo.

No capitulo 4, estuda-se a relagdo entre condigdes de otimalidade de ponto estacionario

12




e ponto de sela, e considera-se uma extensdo de dualidade Lagrangiana cldssica para uma
certa classe de problemas de programacao convexa com tempo continuo e nao diferencidvel
(23, 25).

Por fim, apresenta-se as conclusdes do trabalho e as referéncias bibliogréficas.

No Apéndice A, usando teoria da dualidade apresentada no capitulo 4, demonstra-se o

Teorema de Gordan generalizado [24].
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo recorda-se algumas defini¢oes e resultados basicos da teoria da medida
e integracao de Lebesgue [28] que posteriormente serdo necessérios para o desenvolvimento
de condigoes de otimalidade e teoria de dualidade para programas nao lineares com tempo

continuo.

1.1 Mensurabilidade e Medida de Lebesgue

Seja E um subconjunto do espago euclidiano n-dimensional, denotado IR".

Definicao 1.1.1 Seja I um intervalo fechado n-dimensional definido por
I={$:aj S:L'j Sbj, j= 1,...,71.}

e seu volume v(I) = [17-,(b; — a;j). Seja C uma colegcdo enumerdvel de intervalos Iy, tal que

oo
EC Uj’,c e seja
k=1

o(C) = Y v(Ik).

I.eC
Neste caso diz-se que C € uma cobertura de E. A medida exterior de E, denotada por |E|. €
definida por
|E|e = inf o(C),
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onde o infimo é tomado sobre todas as coberturas C de E. Assim, 0 < |E|. < + oo.

Um subconjunto E é Lebesgue mensurdvel, ou simplesmente mensurdvel, se dado € > 0,

eziste um conjunto aberto G tal que
EcCcG e |G—E|lc<e

Se E é mensurdvel, sua medida exterior é chamada de medida de Lebesque, ou simples-

mente medida, e denotada por |E|, ou seja,

|E| = |Ele, gquando E é mensurdvel.

Definicao 1.1.2 Seja f uma fungdo a valor real definida em um conjunto E C IR", isto é,
— 00 < f(z) £ + o0, z € E. Entao a funcgdo f é chamada Lebesque mensurdvel em E, ou

simplesmente mensurdvel, se para qualquer a € IR, o conjunto
{z € E: f(z) > a}
€ um subconjunto mensurdvel de IR™.

Definicao 1.1.3 Seja f uma fung¢do nao negativa, 0 < f < + oo, definida em um subcon-

junto mensurdvel E € IR". Sejam

I'(f,E) = {(z, f(z)) € R* :z € E, f(z) <+ o0},

R(f,E)={(z,y) e R*':z€ E, 0<y < f(z) se f(z) <+ oo
e 0<y<+ oo se f(z)=+ oo}
['(f, E) é chamado de grdfico de f ao longo do conjunto E e R(f, E) a regido inferior a

fungdo f ao longo do conjunto E. Se R(f, E) é mensurdvel (como um subconjunto de IR™**),

sua medida |R(f, E)|n+1 € chamada de integral de Lebesgue de f no conjunto E, definida por

IR(faE)er-l =j;f($)d$

Usualmente, uma das abreviagées

L_fdmoufgf
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€ usada, e as vezes a notagdo por extenso

/‘;.../f(:cl,...,:z:n)da;l...dxn

€ conveniente.

Agora, se f é uma fungdao mensurdvel arbitrdria definida em um conjunto E, entdo
f=ft—f", onde f* = max{f,0} e f~ = — min{f,0} sdo fungdes mensurdveis. Além dis-
so, as integrais /E ft(z)dz e -/:Ef_(x)dx eristem e sao nao negativas, possivelmente tomando

0 valor + 00. Quando pelo menos uma das integrais é finita, define-se
= + _ -
[ f@da= [ f*@)e— [ f(@)de,

e diz-se que / f(z)dz existe.
E

Se /Ef existe, € claro que, — co < / f <+ o0. Se] f existe e € finita, diz-se que f
E E

€ Lebesgue integrdvel, ou simplesmente integrdvel, em E e denota-se por f € IL(E). Assim,

L(E):{f:j;f éﬁm’ta}.

Se / f existe, entdo
E

Lol < Lo+ L= [ur+),

por ([28), Teorema 5.14). Desde que f* + f~ = |f|, tem-se

‘[Efd:r gj;lfld:z:. (1.1)

Definigao 1.1.4 Sejam f e {fi} fungdes mensurdveis as quais sGo definidas quase sempre
em um conjunto E, entdo {fi} converge quase sempre para a funcdo f se para quase todo

z € E tem-se
fi(z) — f(2),
e denota-se por

fx—f ¢q s. em E.

Teorema 1.1.1 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue)
Seja {fx} uma sequéncia de fung¢ées mensurdveis em E tal que fr — f ¢ s. em E. Se
existe ¢ € IL(E) tal que |fx| < ¢ gq. s. em E para todo k, entdo [Efk — ‘/Ef.
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Definigao 1.1.5 O supremo essencial de z(t) em [0,T] € definido por:

esssup z(t) = inf{a € R: |{t € [0,T] : z(t) > a}| = 0}.
te(0,T)

Diz-se que z(t) € essencialmente limitado em [0, T)] se

ess sup |z(t)| € finito.
te(0,T)
A classe de todas as fungdes que sao essencialmente limitadas em [0, T € denotada por

Loo[0,T).

'

Seja z = (z1,z2,...,Z,) sendo um ponto do n-dimensional intervalo I; definido por
Il :{x:(-’-cls:-c2:-":-'1:'«'?,)‘I ra; < T Sbi) 1= 1)'”:”}1

onde o vetor ' denota o transposto do vetor z e seja y sendo um ponto do m-dimensional
intervalo I, definido por

’

I2={y=(y1!y2!"')ym) cjsyjsdjs j=11"':m})

assim I, € IR" e I, € IR™.
O produto cartesiano I = I; x I é um (n + m)-dimensional intervalo consistindo de
pontos da forma (z,...,Zn, ¥1,--- ,ym)’ definidos em I e podendo ser escritos como f(z,y)

e sua integral / f pode ser escrita como
I

J @ y)dady.

O produto interno de dois vetores x e y é definido por
Ty =31y + Tat + . . + Tnln,

e a notagao V f(zo) é usada para representar o vetor

(31‘ (z) 0f(z)  0f(z)

rER T 6—%) calculada em z = zg.

Definicao 1.1.6 Seja f uma fungdo definida em IR™ x IR™, entdo dado x € IR", a sessao
x de f € a fungdo em R™ : f*(y) = f(z,y) e a sessdo y de f € a fungcdo em IR" :
f(z) = f(z,y).




Teorema 1.1.2 (Teorema de Fubini)

Seja f(z,y) € L(I; x I;). Entdo f* € IL(I;) para quase todo x € IR", e fY € IL(I,) para

quase todo y € IR™. Além disso, define-se as fungdes

o) = [ fray

) = [ fda,

para cada x € IR® e y € IR™. Entao ¢ e 3 sdo mensurdveis e

R™ ¢dﬁ3 o /}R"‘XJR‘"' fda‘:dy = »[R"‘ '@bdy

com ¢(z) € IL(I,) e Y(y) € L(I,).
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Capitulo 2

Condicoes Necessarias para

Otimalidade

Neste capitulo, comega-se com condigoes geométricas e depois desenvolve-se condigoes
necessarias de otimalidade de Fritz-John e Karush-Kuhn-Tucker em programagcao nao linear

com tempo continuo, no caso diferencidvel.

2.1 Introducao

Considere o problema Primal de programacgao néo linear com tempo continuo:

T
min ¢(z) = [ f(2(t), ),
(P) s. a. g(z(¢),t) <0 q.s. em [0,7],
z € X,

onde X é um subconjunto convexo aberto ndo vazio de um espago de Banach £2 [0, 7] de

todas as fungoes vetoriais n-dimensional as quais sao Lebesgue Mensurdveis essencialmente

limitadas definidas sobre o intervalo compacto [0,7] C IR, com norma || - || definida por:

X = maxess sup |z;(t)].
Il = maxess sup [z;(®)

19
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Seja AT*[0,T] o espago de todas as fungbes vetoriais m-dimensionais, Lebesgue men-

surdveis e essencialmente limitadas definidas sobre [0,T] com norma || - ||; definida por:

T
Iyll: = max | y;(t)ldt.

1<5<m

Aqui, para t € [0,T], z; é o j-ésimo componente de z(t) € IR". Seja ¢ uma fungdo a

valor real definida em X e g(z(t),t) := I'(z)(t), onde I" é uma aplicagdo com dominio em X

tomando valores no espago normado Aj[0, 7).

Definigao 2.1.1 Seja IF o conjunto de todas as solugées factiveis do problema (P) (supo-

nha ndo vazio) dado por:
F={rxeX:g(z(t),t) <0q. s. em[0,T]}.
Seja V um conjunto aberto em IR™ contendo o conjunto
{z(t) e R*:z € FF, t € [0,T]}.

Assim f e g sdo fungdes a valores reais definidas em V' x [0, 7). Suponha que a funcdo

t — f(z(t),t) seja Lebesgue Mensuravel e integravel em z € X.

Definicao 2.1.2 Seja A(Z) o conjunto que corresponde aos pontos t € [0,T] que em g €

ativo e € dado por:
A(T) ={te[0,T): g(z(t),t) =0}, VT € F.

Definicao 2.1.3 Seja S um subconjunto de um Espaco de Banach Real E e T pertencente
ao fecho de S. Entdo um ponto y € E é chamado de direcio factivel de S em T se existe um

numero real § > 0 tal que
T+ Ay € S para todo 0 < A < 6.
O conjunto de todas as diregdes factiveis de S em T serd denotado por:

F(S,Z).

20




Definigao 2.1.4 Seja a fung¢ioy: E — IR e T € E. Entdo um ponto y € E é chamado

de dire¢ao de descida de 1) em T se exriste um nimero real § > 0 tal que
Y(ZT + \y) < Y(T) para todo 0 < \ < 4.

O conjunto de todas as diregoes de descida de 1 em T serd denotado por D(v, T).

D,T) = {y(t) : (T + W) (t) < ¥(T)(¢), t € A(T)}.

Obs: Todos os vetores sdo vetores colunas exceto se transpostos e todas as integrais sao no

sentido de Lebesgue. O transposto de u é denotado por u .

Teorema 2.1.1 [24], (Teorema de Gordan Generalizado)

Seja X um subconjunto convezo nao wazio de L%[0,T). Seja a aplicagao
p: V x|[0,T] — IR™, definida por p(z(t),t) = w(z)(t), onde ™ é uma aplicagdo de X
em AT*[0, T e suponha que p é convezo com relagdo a sua primeira varidvel sobre V' por todo

[0,T]. Entdo

(a) eziste x € X tal que
p(z(t),t) <0 ¢q. s. em [0,7)

ou

(b) existe uma fung¢do m —vetorial néo nulaw € LZ[0,T], u(t) >0 q. s. em [0,T] tal que

T [
/0 u (t)p(z(t),t)dt > 0 para todo x € X.

Mas nunca ambos.

A demonstracao deste teorema exige teoria da dualidade que serd apresentado no

capitulo 4. Assim opta-se por coloca-la no Apéndice A.




2.2 Condigoes de Otimalidade

Nesta segao , estuda-se a versao com tempo continuo do critério de otimalidade necessério
de Fritz-John, primeiramente caracterizando a nogao de otimalidade local em termos da
auséncia de diregoes factiveis que melhorem a funcao objetivo.

Comeca-se recordando a defini¢ao da derivada de Fréchet que sera necessaria para o

desenvolvimento de condigGes de otimalidade.

Definigao 2.2.1 Sejam f : U(z) € X — Y sendo uma aplicagdo dada, X e Y : espagos de
Banach e U(zx) uma vizinhanga de x. A aplicagdo f é diferencidvel no sentido de Fréchet

(F-diferencidvel) em x se e somente se existe uma aplicagio T € L(X,Y) tal que

f(x+y) — f(z) =Th+o(h),

o(h
onde hm ||(h||) 0.

Aqui £(X,Y) denota a classe de todas as aplicagoes lineares continuas 7 : X — Y.
Se esta aplicacao T existe, entdao T é chamada de F-derivada de f em z. Denota-se a derivada
de Fréchet de f em z por:

Df(z) = 1T.

Seja ¢ : L2[0,T] — IR uma fungdo F-diferenciavel, entdo o cone de direcoes de

descida em T é o conjunto

{h € L[0,T) : D$(Z)h < 0}.

Se um ponto h no cone das diregdes factiveis do conjunto factivel JF' do problema (P)

satisfaz a desigualdade

/ V£ (@(t), t)h(t)dt < 0

entdo pode-se achar z € L2 [0,T] em uma vizinhanca de T tal que f(z) < f(Z). Isto significa
que se T é um ponto de minimo local do problema (P) e h satisfaz a desigualdade acima
entao h nao pode ser uma direcao factivel pois contraria a definigao de condigao necessaria

de otimalidade local do problema (P). Formalmente tem-se o seguinte resultado:
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Teorema 2.2.1 Suponha que ¢ é Fréchet diferencidvel em T € IF. Se T é uma solugdo

6tima local do problema (P),entdo

F(F,z) ND(¢,7) = 0. (2.1)

Demonstragao :

Se y € F(IF,Z) N D(¢,T) entdo existe 61,82 > 0 tal que

T+ Ay € IF paratodo 0 < )\ < 6

(T + \y) < ¢(T) para todo 0 < A < 6.

Assim para § = min{é;, 62} existird uma solucao factivel T+ Ay, 0 < A < § com melhor
valor da fungao objetivo. O que é uma contradigao pela hipétese de que Z é minimo local.

Assim, (2.1) vale. [

Teorema 2.2.2 Seja T € IF, e suponha que ¢ e I', sdo Fréchet diferencidveis em T, e que

' é continua em T. Se T € uma solugdo dtima local do problema (P),entdo
D(¢,7) ND(I,Z) = 0. (2.2)

Demonstracgao :

Primeiro deve-se mostrar que o cone

¢ um subconjunto de F(JF,Z), e usar o Teorema (2.2.1). Seja
y € D(I, 7).
Ji que T € X e X é aberto, entdo existe um §o > 0 tal que

T+ Ay € X, para todo 0 < A < &p.

y € D(I',7),
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entao existe um §; > 0 tal que
[(Z + A\y)(t) < T'(Z)(t), para todo 0 < A < 6.

Por defini¢ao tem-se que
['(z)(t) = g(z(2),?).

Como T € IF' tem-se

9(Z(t),t) <0 q. s. em [0,7].

['(Z+ M\y)(t) <0 q. s. em [0,7], para todo 0 < X < 6.

Finalmente, como I' é continua em Z, pode-se achar &, > 0 tal que

I(Z+ My)(t) <0 q. s. em [0,T], paratodo 0 < A < 6; .

Agora, tomando
& = min{bo, 6 }

tem-se que os pontos da forma

T+Ay, 0<A<$é

sao factiveis para o problema (P). Assim
y € F(F,7)

e portanto

D(I',Z) C F(F,%).
Ja que T é uma solucao étima local do problema (P), pelo Teorema (2.2.1), tem-se que

F(F,T)ND(¢,T) =0

e assim (2.2) vale. |
Agora, pelo Teorema (2.2.2) e o Teorema de Gordan (2.1.1) pode-se determinar con-

digoes necessarias de otimalidade de Fritz-John.
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2.2.1 Condigoes necessarias de otimalidade de Fritz-John

Teorema 2.2.3 Seja T € IF. Suponha que f e g sdo continuamente diferencidveis com
relagdo a sua primeira varidvel em T por todo [0,T] e que a fungdo t — V f(Z(t),t) e
t — Vg(Z(t),t)h(t) = DI'(Z)(h)(t) sdo Lebesgue integrdveis em [0,T] para todo
h € LL[0,T). Se T é uma solugdo dtima local do problema (P), entao existe 4y € IR,

T € L[0,T) tal que
(2.3)
u(t)g(z(t),t) =0 ¢. s. em [0, T]; (2.4)
Up > 0,7(t) >0 ¢. s. em [0,T); (2.5)

(to,u(t)) #0 ¢q. s. em [0,T). (2.6)

Demonstragao :

Ja que T é solugdo 6tima do problema (P), o sistema de desigualdade linear

[0 "VF @), Hh(t)dt < 0,
Vg(Z(t),t)h(t) < 0 parat € A(T),

nao tem solucdo h € L2 [0,T] pois

Dé(@)h = /0 " VF (@), Oh(t)dt < 0 = h € D(6,7)

DI (Z)h(t) = Vg(Z(t),t)h(t) < 0 = h € D(T', 7).
Pelo Teorema (2.2.2) tem-se
D(¢,7) ND(T,Z) = 0.

Assim o sistema de desigualdade linear (2.7) ndo tem solugdo h € LZ[0,7T]. Logo, pelo

Teorema (2.1.1), existe @p € IR, T € L[0,T] tal que (2.5) e (2.6) sdo satisfeitos e

/D "WV f @), k() + ]A o FOV9(E(), Oh(2)dt 2 0 para todo h € L3,[0,T],
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Agora, define-se

2 u(t) sete A(T),
o sete A@).

Assim, a desigualdade acima pode ser escrita da seguinte forma:
T !
]0 oV f (Z(), t) + T(t)Vg(z(2), t)](t)dt > 0 para todo h € LT[0, T.

Ja que a desigualdade acima ¢é satisfeita para todo h € L% [0, 7], entao devera ser satisfeita

para a igualdade. Assim,
/OT[uOVf’ (Z(t),t) + u(t)Vg(Z(t), t)|h(t)dt =0 para todo h € L [0,T].
Sabe-se também que:
u(t)g(Z(t),t) =0 q. s. em [0,T), Vt.
De fato:

(a) Set € A(T) entao g(Z(t),t) =0
Assim, u(t)g(Z(t),t) =0 q. s. em [0, 7).

(b) Set ¢ A(T) entao por definigdo tem-se que u(t) =0
Assim, u(t)g(Z(t),t) =0 q. s. em [0, 7. [

Uma melhor ilustracdo das condigbes de otimalidade vistas acima pode ser obtida

considerando uma forma esplicita da funcéo g. Seja

i = ! t),t)dt
min ¢(a) = [ f(e(t), ),
T
(P) s. a. P(z(t),t) < r(t) +f0 Q(z(s),t,s)ds q. s. em (0,7,
z € X.
X e f sao definidos como no problema (P). P, r e @ sdo fungdes definidas em

V x [0,T)], [0,7] e V x [0,T] x [0,T] a valores real. Assim sob suposi¢des apropriadas

para o problema P, (2.3) torna-se:

[ 89 £ (2(0), h(0) + WOV (@(2), 0h(e) — [ WE)VQ (@), t,5)h(s)dsldt = O
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para todo h € L2 [0,T]. Aplicando o Teorema de Fubini (1.1.2) tem-se:

Torn T
]0 K ()[a@o V£ (Z(t), t) +a(t)VP(E(t), t) — f: w(s)VQ(Z(t), s, t)ds]dt = 0

para todo h € L7 [0, T]. Assim a expressao dentro do colchetes é igual a zero e (2.3) - (2.6)

do problema P tornam-se:

WV f(E(t),t) +T(t)VP(Z(t),t) — / " Hs)VQE(R),5,8)ds =0 q. 5. em [0,T];

t

T@)[P(E(2), ) — r(t) - /0 "Q(z(s),t,5)ds] = 0 q. 5. em [0, T;

@p > 0,u(t) >0 q. s. em [0,T];

(@, T(t)) # 0 q. s. em [0,7T].

2.2.2 Condigoes necessarias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker

Na demonstracao do Teorema de Fritz John nao ha uma condi¢ao que garanta que o
multiplicador de Lagrange (i) associado com a derivada da fun¢éo objetivo seja diferente de
zero. Se for zero, entao as informacoes contidas na derivada da fungéo objetivo sdo perdidas
e consequentemente as condigbes de Fritz John serdo de pequeno valor na busca da solugao
6tima. Para evitar este problema, define-se algumas condigoes de regularidade do problema.
Essas condigoes sao chamadas de qualificagao . Usa-se condigdes de qualificagao de Slater
no caso da versao com tempo continuo das condigoes de Karush-Kuhn-Tucker.

Sejam X um conjunto convexo de L2 [0,7], e g uma fungédo convexa com relagdo a
sua primeira variavel sobre V' por todo [0,7]. Entéo g satisfaz a condi¢do de qualificagao de

Slater (em X) se existe £ € X tal que
9(2(t),t) <0 q. s. em [0,7]. (2.9)

Pelo Teorema(2.1.1) a condi¢do de qualificagdo de Slater é equivalente a afirmagéao de

que ndo existe u € Loo[0,T, u(t) 2 0, u(t) #0 q. s. em [0, 7] tal que

T
]0 u(t)g(z(t),t)dt > 0 para todo z € X,

esta condigdo é conhecida como condigao de qualificagdo de Karlin.

O teorema a seguir é conhecido como Teorema de Karush-Kuhn-Tucker.
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Teorema 2.2.4 Seja T € IF e suponha em adigdo com as hipdteses do Teorema (2.2.3), a
fungao g é convexza com relagdo a sua primeira varidvel sobre V' por todo [0,T] e satisfaz a
restri¢ao de qualificag¢io de Slater (2.9) em X. Se T € a solugdo dtima local do problema (P)

entdo existe i € Loo[0,T] tal que

f "[VF @), £) + @(t)Vg & (2), )]h(t) = 0 para todo h € L2[0, T

a(t)g(@(t),t) =0 g s em [0,T];
w(t) >0 gq. s. em [0,T].
Demonstragao :

Pelo Teorema (2.2.3), existe @g € IR, T € L[0, T}, tal que (2.3) - (2.6) vale. Se 4y = 0,

entao (2.3) é reduzido a
T
/0 A(t)Vg(Z(t), t)h(t)dt = 0 para todo h € LT[0, T]. (2.10)

Por hipétese tem-se que g satisfaz a condi¢do de qualificagdo de Slater (2.9) em X por

todo [0,77, entdo existe um Z € X tal que
9(2(t),t) <0 q. s. em [0, 7).
Pela convexidade de g(.,t) em V por todo [0,T], tem-se
9(@(), ) — 9(@(®), 1) > Vg(a(t), O)3(t) — 7(t)] q. 5. em [0,T].

Multiplicando por %(t) > 0 q. s. em [0,7] em ambos os lados e integrando, obtem-se
T

/(,Tﬁ(t)g(:e(t),t)dt - [ abgae),at > | " G)VE(t), 8)[E(t) — 7(t)]db.

0
Portanto
T ) T | A i
| a9, Hdt> [ u@)Vg @), ) - 20l
Considerando (2.10) com h = & — 7, esta desigualdade mostra que

L a()g(@(t), t)dt > 0
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e pelo Teorema (2.1.1) implica que
g9(£(t),t) <0 q. s. em [0, 7]

é impossivel, contradizendo a restricao de qualificacao de Slater (2.9).

Assim
W # 0.
Agora, dividindo (2.3) por %, e tomando

U}

(t)
U

obtem-se

/ "IV @(t), 1) + () Vg(E(t), O)]A()dt = O para todo h € L2[0,T);

@(t) >0 q.s. em [0, 7).

Agora, resta mostrar que
i(t)g(z(t),t) =0 q. s. em [0,T].

De fato:

Sabe-se que

Uo
e considerando () como foi definido no Teorema (2.2.3), tem-se:
(a) Se t € A(T) entdo g(Z(t),t) = 0. Assim, u(t)g(Z(t),t) =0 q. s. em [0, 7.

)= _2_,

(b) Se t ¢ A(Z) entdo por definigdo u(t) = 0. Assim, (¢ - =
0 0

Desta forma, tem-se que u(t)g(Z(t),t) =0 q. s. em [0, 7.
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Capitulo 3

Condicoes Suficientes para

Otimalidade

Neste capitulo, desenvolve-se condigbes suficientes de otimalidade de Fritz-John e
Karush-Kuhn-Tucker em programagao nao linear com tempo continuo para problemas com
restricoes de desigualdades e igualdades nao lineares com suposigao de alguma convexidade

generalizada.

3.1 Convexidade Generalizada

Vé-se algumas definigdes e resultados basicos de convexidade generalizada definidas
por Ponstein [18], que posteriormente serdo necessérios para o desenvolvimento de condigoes
suficientes de otimalidade. Seja f(z) uma fungao real, continua e diferencidvel que tem
derivadas parciais continuas com relacdo ao vetor z = (z1,22," -, a:n)’, pertencente a uma
regiao convexa R do espago Euclidiano JR". Suponha que A e p sé@o escalares satisfazendo

A 1>06 N +u=1.

Definigao 3.1.1 A fungdo f(z) € conveza se

(la) f(Az1 + pz2) < Af(21) + pf (22)
ou, equivalentemente, se

(1b) f(x2) > f(z1) + Vf(21) (22 — 21).
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Vai-se provar a equivaléncia (~), ou seja, (1a) ~ (1b).
De fato:
(la) = (1b)

Suponha que f é convexa, entdo para todo A\, x> 0e A+ u =1 tem-se
fAzy + pz2) < Af(21) + pf (x2).
ComoA+pu=1,entaio A=1—pu, 0 < pu <1 Assim
f((Q = p)zy + pxs) < (1= p)f(z1) + pf(z2).

Para 0 < <1 tem-se

f(z1 + p(z2 — 1)) — f(x1)
m

< f(z2) = f(21).

Aplicando o limite com p — 0 pela direita, segue da definicao de derivada direcional que

Vf(z1)(z2 — 1) < f(x2) — f(21).

Portanto
f(z2) 2 f(z1) + Vf(z1)(z2 — 71).
(16) = (1a)
Seja z = pxs + (1 — p)xy, 2 € S, 0 < p < 1. Por hipétese tem-se

f(@2) 2 f(2) + Vf(2)(z2 — 2) = £(2) + (1 = p)Vf(2)(z2 — 1),
f(@1) 2 f(2) + V(2) (21 = 2) = f(2) — uV f(2)(z2 — 21).

Multiplicando (3.1) por u > 0, (3.2) por (1 — u) > 0 e somando, obtem-se

pf(z2) + (1= p)f(z1) 2 pf(2) + (1 — ) f(2) = f(2) = flpze + (1 = p)z1).

fpze + (1 = p)z1) < pf(z2) + (1 — p) f(z1).

Como A =1 — pu, tem-se
fQzy + paz) < Mf(21) + pf (z2).
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Definicao 3.1.2 A fungdo f(x) € estritamente conveza se

(2a) fQAzy + pme) < Af(1) + pf (22)

onde T, # T2, ou equivalentemente, se

(2b) f(x2) > f(z1) + Vf(21) (22 — 1)

com x, ¥ Ts.

Vai-se provar que (2a) ~ (2b).
De fato:
(2a) = (2b)
Da definigao (3.1.1), existe V f(z;) tal que

f(x2) 2 f(z1) + V f(z1)(z2 — 71),

para todo z;,22 € S.

Suponha que existe © # z; tal que
f(@2) = f(z1) + Vf(z1)(F2 — 21).
Pela convexidade estrita de f em 0 < A < 1, tem-se

fOzi+ (1 =N23) < Af(z1) + (1= A)f(22)
= M(@1)+ (1= A)f(x1) + (1= NV f(z1)(@2 — 71)
= f(z1) + (1 = ANV f(z1)(Z2 — 1). (3.4)

Seja o = Az; + (1 — A\)Z,. Por (3.3) tem-se

FOz1+ (1= Ng2) > f(@1) + V(1) A2y + (1= NFz — 1)

f(/\LE] + (1 = /\).’fg) > f(I]) + (1 - )\)Vf(ﬂ?])(fg — 371),

contradizendo (3.4). Entao

f(@2) > f(z1) + Vf(z1)(z2 — 71).
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(2b) = (2a)

Seja z = pxo + (1 — p)z;, z € S. Por hipdtese tem-se

f(22) > f(2) + V[(2)(z2 - 2) = f(2) + (1 = p)Vf(2)(z2 — 21), (3.5)

f(@1) > f(2) + V(2)(z1 - 2) = f(2) = uV f(2)(z2 — 21). (3.6)

Multiplicando (3.5) por x> 0, (3.6) por (1 — ) > 0 e somando, obtem-se

pf(ze) + (1= p)f(z1) > pf(2) + (1 — p)f(2) = £(2) = flpze + (1 — w)z1).

f(pzz + (1 — p)x1) < pf(x2) + (1 — p) f(21).

Como A =1 — u, tem-se

FQzy + pxo) < Af(z1) + pf(z2). &

Seja S um conjunto convexo em R" e f :S — IR" uma funcdo convexa. Entdo o

conjunto de nivel

Se={z€S: f(z) <},

é um conjunto convexo para todo ¢ € IR.
De fato:
Sejam z,,z; € S, entdo z;,z2 € S, f(z1) <c e f(z2) <c.
Sejam A € (0,1) e = = Az; + (1 — A)z,. Pela convexidade de S, z € S. Além disso,

pela convexidade de f, tem-se
f(@) < Af(z1)) + (A=A f(z2) S Ae+(1-A)c=c

Assim, z € S.. Portanto, S, é convexo. al
Entretanto o fato do conjunto de nivel ser convexo nao implica que a fungao seja
convexa.

3 ndo é convexa em IR, embora que o conjunto

Por exemplo, a fungdo f(z) =z
S.={z € R: z3 < c}, seja convexo.

Para funcbes quase-convexas tem-se quatro defini¢oes equivalentes dadas a seguir.
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Definigao 3.1.3 A funcdo f(z) é quase-conveza se

(3a) Se ={z/f(z) < c}

€ um conjunto convezo para todo c € IR, ou se

(3b) Se = {z/f(z) < ¢}

€ um conjunto convezo para todo c € IR, ou se

(3c) f(®2) < f(z1) entdo f(Azy+ pzs) < f(z),
ou se

(3d) f(z2) < f(z1) entdo (z2 —x,)Vf(z) <0,

Vai-se provar que (3a) ~ (3b)
De fato:
(3a) = (3b)
A condigao (3b) segue imediatamente de (3a).

(3b) = (3a)

Para qualquer c € R, seja f(z1) <c e f(z2) <c. Por (3b), tem-se

f(Azy + pzo) <c+e€ Ve> 0.

f(Azy + pxe) < c.

Portanto, S. é um conjunto convexo.
Vai-se provar que (3a) ~ (3c)

De fato:

(3a) = (3¢)
Por (3a), tem-se f(z;) < c.
Seja f(z2) < f(z1), entdo

fQzy + px2) < f(z1) < c.

(3c) = (3a)

Sejam z,,z, € S.. Por hipétese f(z2) < f(z,), entdo

f(/\!l:l -+ ,U..‘Bg) S f(a:l) S C.
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Assim, Az; + pxs € S.. Portanto, S, é um conjunto convexo.
Vai-se provar que (3c) ~ (3d)
De fato:
(3c) = (3d)
Seja A = 1 — u, entdo Azx; + pxe = 1 + pu(xr2 — ). Suponha que f(z3) < f(x;). Entao

por (3c), tem-se f(Az; + pxs) < f(z;), ou seja

f(@1+ pu(zy — 21)) < f(1).

f(@1 + plze — 21)) — f(z1)
A

<0.

O item (3d) segue da definigdo de derivada direcional a aplicar o limite com \ tendendo a
zero na desigualdade acima.
(3d) = (3¢)
De fato:
Seja f(xz2) < f(x;) e suponha que

f(z3) > f(x1)-
para alguma combinacdo convexa z3 de z; e z2. Por (3d), tem-se

(21 — 23)Vf(z3) <0

(.’L‘g — Ig)Vf(l’g) < 0.

De (3.8) e (3.9), segue que
(21— 22)V f(z3) <0

(x2 — 21)V f(z3) <0,

o que significa que
(z2 — 1)V f(z3) = 0.
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Pode-se escrever z3 como qualquer combinagao z de z; e x5 tal que

f(z1) < f(z).

Agora, seja T' definido por

T={z: f(z) < f(z1), 2= Az; + pzs3}.

Entéo existe o € T mais préximo de z3 tal que

f(z3) — f(zo) = (z3 — 20)V f(2),

para alguma combinagao convexa z de zj e z3.

Ja que f(z;) < f(x) e = é uma combinagdo convexa de z; e z, tem-se

(zg — )V f(z) = 0.

(z3 — z9)V f(z) =0,
o que implica
f(z1) 2 f(zo) = f(zs),

contradizendo (3.7). Entao

f(z2) < f(z1) entdo f(Az) + pz2) < f(z1).

Definigao 3.1.4 A fungdo f(x) € estritamente quase-conveza se

(4) f(z2) < f(z1) entdo f(Azy+ puxs) < f(z1),
com A, p> 0.

Definigao 3.1.5 A funcdo f(x) € pseudo-conveza se
(5a) f(z2) < f(z1) entdo (xz2 — )V f(z1) <DO.
Isto € equivalente a dizer que

(5b) (zo — 1)V f(z1) >0 entao f(zs2) > f(z1).
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Definigao 3.1.6 A func¢ao f(x) € estritamente pseudo-conveza se

(6) f(z2) < f(z1) entdo (zo— 1)V f(z1) <0

com x, # x».

A tabela a seguir mostra a relagdo entre os diferentes tipos de convexidade. Por con-
veniéncia, usa-se as seguintes notagoes :
SC estritamente convexa,
C convexa,
SPC estritamente pseudo-convexa,
PC pseudo-convexa,
SQC estritamente quase-convexa,
QC quase-convexa,
+ a funcdo satisfaz a condigao correspondente na tabela,

— a funcdo néo satisfaz a condigdo correspondente na tabela.

funcao regigoR |SC C SPC PC SQC QC
0 0<z<1

—(z —1)2 l<x<2

+

f(I! y) = —z°

f@y)=-2"-=
Tlx) =0 0<z<l1
flzx)=—x <z <]
f(z) ==* 0<z<1

=—-2—-z 0<z<1

0<r<.l

3.2 Condigoes suficientes de otimalidade de Fritz-John

Apenas nesta segdo, acrescenta-se ao Problema (P), a restricio de igualdade

h(z(t),t) =0 q. s. em [0,7]. Os conjuntos V e F' devem ser adaptados adequadamente




para incluir também a restricao de igualdade. Isto é :
F ={z e X:g(z(t),t) <0, h(z(t),t) =0 q. s. em [0,7]},

V ={z(t) € R": z € F}.

obviamente, quando a restricdo de igualdade h estd ausente, volta-se ao problema

original (P), com JF' e V definidos como antes.

Teorema 3.2.1 Sejam X convero, T € IF, e suponha que f,g e h sdo continuamente
diferencidveis com relagdo a sua primeira varidvel em Z(t) por todo [0,T]. Além disso,
suponha que ¢ € pseudo-convexa em T (com relagdo a IF), e que g e h sdo estritamente
pseudo-convezas em relagdo a suas primeiras varidveis em T(t) (com relagdo a V) por todo

[0, 7). Se existe ug € R, u € Lo[0,T] e i € L[0,T) tal que

/{}T[ugif(T(t), t) +u(t)Vg(z(t), t) + m(t)Vh(Z(t),t)]y(t)dt = 0 para todo y € L[0,T];
(3.10)
u(t)=0 g¢. s. em [0,T], t € [0,T]\ A(Z); (3.11)

up >0, u(t) >0, a(t) >0 q s. em [0,7T); (3.12)
(uo, u(t),(t)) #0 g. s. em [0,T]; (3.13)

entdo T € uma solugcdo dtima global do problema (P).

Demonstragao :

Pelo Teorema (2.1.1), o sistema de desigualdade linear

/ v (Z(t), t)y(t)dt < 0
Vg (m(f),t) (t ) <0 q.s. em A(T);
VA (Z(t),t)y(t) <0 q.s. em [0,T7;

nao tem solugdo y € L2 [0,7]. Consequentemente, o sistema

[ 1,00~ [ @), Hde <o
g9(z(t),t) — 9(Z(t),t) <0 q. s. em A(T);
h(z(t),t) — h(Z(t),t) =0 q. s. em [0,T;
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nao tem solugao z € X, pois se existe uma solugdo £ € X, & # Z, entdo pela pseudoconve-

xidade de f(.,t) tem-se:

f(&(),t) < f(Z(t),t) = V£ (Z(2),t)(2(t) — Z(¢)) < 0,

f: V£ (Z(t),t) (& — Z)dt < 0. (3.16)

Analogamente, da estrita pseudoconvexidade de g(.,t) em Z(t) para t € A(Z) e h(.,t)
em Z(t) por todo [0,7] e das relagées

9(2(t),t) < 9(®(t),2) a. 5. em A(2)

h(z(t),t) = h(Z(t),t) q. s. em [0,T],
tem-se que

Vg(Z(t), t)(&(t) —ZF(t)) < 0 q. s. em A(T) (3.17)

Vh(z(t),t)(&(t) —Z(t)) <0 q. s. em [0, 7). (3.18)

Claramente, (3.16) - (3.18) contradiz (3.14) com y = Z — Z. Portanto, o sistema
(3.15) nao pode ter solucio r € X, parat € A(Z). Como u(t) = 0 q.s. em [0,7],
para t € [0,7] \ A(Z) pode-se concluir que o sistema (3.15) ndo tem solugdo z € X, para

Vt € [0,T]. Assim, T é solugao 6tima global do problema (P). [ ]

Corolério 3.2.1 Sejam X convero, T € IF e suponha que f, g e h sao continuamente
diferencidveis com relagdo a sua primeira varidvel em T(t) por todo [0,T). Além disso,
suponha que ¢ € conveza em T(t) (com relagio a IF') e g e h sdo estritamente convezas com
relagdo a sua primeira varidvel em T(t) (com relagdo a V) por todo [0,T]. Se existe up € IR,
U € Lo[0,T], B € Loo[0,T) tal que as condigées (3.10) - (3.18) sao satisfeitas, entio T €

uma solugdo 6tima global do problema (P).




3.3 Condigoes suficientes de otimalidade de Karush-

Kuhn-Tucker

Neste teorema, as condigoes suficientes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker diferem

das condigoes suficientes de otimalidade de Fritz-John apenas pela auséncia do multiplicador

escalar up que agora é tomado como sendo um. Também toma-se o problema (P) original,

ou seja, sem a restrigao de igualdade h.

Teorema 3.3.1 Seja T € IF e suponha que f e g sao continuamente diferencidveis com
relagdo a sua primeira varidvel em Z(t) por todo [0,T). Além disso, suponha que ¢ é pseudo-
conveza em T (com relagdo a IF) e que g é quase-conveza com relagdo a sua primeira varidvel
em Z(t) por todo [0,T) (com relagdo a V). Se existe um u € L[0,T) tal que (T,u) satisfaz

as condigoes :

OT[Vf’(T(t), t) +u(t)Vg (Z(t), t)]y(t)dt = 0 para todo y € L[0,T); (3.19)
u(t)=0 g¢. s. em [0,T), t € [0,T)\ A(T); (3.20)
u(t) >0 ¢. s. em [0,T]; (3.21)

entdo T € uma solugdo dtima global do problema (P).

Demonstragao :

Ja que para qualquer z € IF
g(z(t),t) <0=g(Z(t),t) q. s. em A(T).
Pela quase-convexidade dada por hipétese, tem-se:
9(z(t),t) < g(T(t),t) q. s. em A(Z) = Vg (Z(t),t)(x(t) —T(t)) <0 q.s. em A(T).

Como u(t) =0 q. s. em [0,7], parat € [0,T]\ A(Z), pode-se concluir que

| T w()Vg @ (t), ) (z(t) - T(t))dt < 0 para todo z € F.




Pela desigualdade acima e (3.19) com y = z — T implica que
T '
/0 Vi (Z(t),t)(z(t) — Z(t))dt > 0 para todo z € IF.

J4 que ¢ é pseudo-convexa em T (com relagao a IF'), a desigualdade anterior implica

T T
/0 f(:c(t),t)th/O f(Z(¢),t)dt paratodo z € FF.

Assim, T é uma solugao 6tima global do problema (P). l

Teorema 3.3.2 Seja T € IF e suponha que f e g sao continuamente diferencidveis com
relagdo a sua primeira varidvel em Z(t) por todo [0,T]. Além disso, suponha que ¢ €
pseudo-convera em T (com relagdo a IF), se existe u € L[0,T] tal que (T,u) satisfaz
(3.19) - (3.21) e se a fungdo Y(.,u) : LX[0,T] — IR definida por ¥ (z,u) = /OT u(t)g(z(t), t)dt

€ quase-convexa em T (com respeito a IF'), entdo T € solugdo dtima global do problema (P).

Demonstracgao :

Para qualquer z € JF, pelas condigdes (3.20) e (3.21) tem-se
Y(z,u) <0 =19(Z,u).
Pela quaseconvexidade de ¥ em T tem-se
Dy(Z,u)(x — %) < 0 para todo z € FF.

Assim, tem-se
T
/ u(t)Vg(z(t), t)(z(t) — T(t))dt < 0 para todo z € IF.
0
Pela desigualdade acima e (3.19) com y = z — Z, tem-se
T I’
/D V£ ((2),t)(2(t) — Z(t))dt > 0 para todo z € FF.
i
Pela pseudoconvexidade de ¢(z) = / f(z(t),t)dt, tem-se
0

it T
/; f(.’s(t),t)dtz‘/o f(Z(t),t)dt.
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#(z) > ¢(T) para todo z € FF.

Portanto, T é solugao 6tima global do problema (P). [ ]

Teorema 3.3.3 Seja T € IF. Suponha que f e g sdo continuamente diferencidveis com
relagdo a sua primeira varidvel em T(t) por todo [0,T]. Se eziste u € L,[0,T) tal que (T, u)

satisfaz (3.19) - (8.21) e se a fungdo de Lagrange L(.,u) : L2 [0,T] — IR definida por

La,w) = [ 17(a(0), 1) + u)ala(t), O)dt
€ pseudo-conveza em T (com relagdo a IF), entdo T é uma solugdo étima global do problema
(P).
Demonstragao :

A condigao (3.19) com y = x — T é equivalente a
DL(Z,u)(x —T) =0 para todo z € FF.
Pela pseudoconvexidade de L(Z,u) tem-se

L(Z,u) < L(z,u) para todo z € FF.

9(z(t),t) =0

u(t) 20 e g(z(t),t) < 0= u(t)g(x(t),?) <0,

T ¥ T
jo F(Z(), t)dt < /0 f(2(¢),t)dt para todo z € IF.

Portanto
#(Z) < ¢(z) para todo z € IF.
Assim, T é solugao 6tima do problema (P). ]
Até agora, viu-se condigoes suficientes de primeira ordem. Agora, no teorema a seguir

vé-se uma condigao suficiente de segunda ordem.
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Teorema 3.3.4 Sejam X convezxo e T € IF. Suponha que f e g sao duas vezes conti-
nuamente diferencidveis com relagdo a sua primeira varidvel em T(t) por todo [0,T). Além
disso, suponha que ezxiste um u € L[0,T) tal que (T, u) satisfaz (3.19) - (3.21) e que existe

uma constante ¢ > 0 tal que
D*L(%,u)(y,y) > clly|l’, para todo y € LZ[0,T). (3.22)

Se L(.,u) é quase-conveza em T (com relagdo a IF'), entdéo T € a solugdo étima global do

problema (P).

Demonstragao :
Desde que L(., u) é duas vezes continuamente diferencidvel em 7 e pelo desenvolvimento

de Taylor, pode-se escrever

L(z,u)— L(z,u) = DL(z, u)(:r—T)+—;-DzL(T, 0)(z—%,2—7)+||z — T2 p(:z—F) (3.23)

ondez € IF e p(T;x —T) — 0 quando z — T.

Agora, usando (3.19) com y =z — T e (3.22), (3.23) pode ser escrita como:
L(z,u) — L(Z,u) = DL(Z,u)(z — T) + %D2L(T, w)(z — %,z —T) + ||z — Z||% p(Z; 7 — T).
Assim
L(z,u) — L(Z,u) > ||z — T||% (% +p(T;z —T)) >0, V2 préximo de T, com z # 7.

Portanto

L(z,u) > L(Z,u), V = préximo de Z, z # T.

Assim, Z é um minimo local estrito de L(.,u) sobre JF. Ja que L(.,u) é quase-convexa
em T (com respeito a IF), pelo Teorema (3.3.3), T é o minimo global de L(.,u) sobre F'.
Assim

L(Z,u) < L(z,u) para todo = € IF.

Como viu-se nos Teoremas (3.3.2) e (3.3.3), a factibilidade de z implica que
#(T) < ¢(z) para todo z € IF.
Assim, T é a solugdo 6tima global do problema (P).
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Teorema 3.3.5 Seja X convero e suponha que f e g sdo continuamente diferencidveis
com relagdo a sua primeira varidvel em V por todo [0,T). Além disso, suponha que g é
quase-conveza com relagdo a sua primeira varidvel em V por todo [0,T], e que ¢ € quase-
conveza em X. Suponha ainda que T € IF e que existe u € L[0,T) tal que (Z,u) satisfaz

(8.19) - (3.21). Se uma das alternativas abaizo for verdadeira:

(a) existe £ € X tal que

/: Vf (&), £)(2(t) — (t))dt > 0;

ou

(b) f € duas vezes continuamente diferencidvel com relagio a sua primeira varidvel em V

e Vf(Z(t),t)#0 ¢. s. em [0,T);
entdo T € uma solugdo dtima global do problema (P).

Demonstragao :
Primeiro note que pela demonstragdo do Teorema (3.3.1), pode-se afirmar que para

qualquer z € JF' a seguinte desigualdade vale:
] VF (Z(t), 8)((t) — T(t))dt > 0. (3.25)

(a) Sabe-se que V é um subconjunto convexo aberto em IR™ contendo o conjunto:
{z(t) : z € X, t € [0,T]}. Seja z(t) € V e #(t) € V entdo a combinagdo convexa

(1 —r)z(t) + rZ(t) também pertence a V para todo 0 < 7 < 1. Assim

[ Vi@, 010 - )0 +rae) - 3@ = [ VI@E), D0 - ra(t) + ra) - )

= /0 VF(Z(t),t)([2(t) — Z(t)] + r[E(t) — z(t)])dt

= /{)TVf(f(t),t) [z(t) — Z(t))dt + T/OTVf(f(t),t)[i(t) — a(t)]dt.

Por (3.24), (3.25) e 0 < r < 1 tem-se

fo VF(Z(t), )1 = r)z(t) + ré(t) — T(t)]dt > 0 para todo 0 < 7 < 1.
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Pela quase-convexidade de ¢ em X, a desigualdade acima implica que
T T
/0 FE(@), t)dt < fﬂ F((1 = P)z(t) + ri(t), t)dt para todo 0 < r < 1. (3.26)
Ja que f(.,t) é continua em V por todo [0, T, aplicando o limite com 7 — 0 tem-se:

lim [ " f(a(t), )dt < lim OT £ = Palt) +ré(t), t)dt. (3.27)

r—0 0

Como (3.26) vale para todo r € (0,1), toma-se em particular uma sequéncia r,, — 0.

ha(z,t) = f((1 = rp)z(t) + rai(t), t) — h(z,t) = f(z(t),t), quando 7, — 0.

Assim

hn(z,t) — h(z,t), quando r, — 0.

Aplicando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (1.1.1) tem-se

lim h,dt_] hdt.

r—0

T T
lim [ f((1 = r)z(t) + ri(t), t)dt = /0 F(z(2), t)dt.

r—0 0

Assim (3.27) torna-se
T
/ f(Z(t) dt</ z(t),t)dt, para todo z € IFF.
0

Portanto, T é uma solugao 6tima global do problema (P).

(b) Para eliminar o caso (a), suponha que
T !
/D Vf (Z(t),t)(xz(t) —Z(t))dt <0 paratodo = € X.

Esta desigualdade e (3.25) implicam que

/OT V1 (Z(t),t)(z(t) — Z(t))dt =0 para todo z € JF.

Ja que por hipétese
V£ (Z(t),t)(z(t) — Z(t)) #0 q. s. em [0,T], para todo z € X,
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2(t) #Z(t) q. s. em [0,T],

/OT V£ (Z(t),t)(2(t) — Z(t))dt < 0 paratodo z € X\ {z}. (3.29)

Seja z € IF, x # T, e para qualquer z € X, definese p=z—7Z e q =z —Z. Assim,

(3.28) e (3.29) podem ser escritos como
T !
| V£ @@, 0p)d =o; (3.30)

/ "VF @), )e(t)dt < 0. (3.31)

0

Quer-se provar que
T T
_/0 f(@(t),t)dt < /0 f(z(t),t)dt paratodo z € FF.
Suponha o contrario, que
T T
/0 f(Z(t),t)dt > /0 f(z(t),t)dt para algum z € F.

Ja que ¢ é quase-convexa em X, a ultima desigualdade implica que

T T
/0 F((1 = P)Z() + ra(t ),t)dtg/ F(&(t),t)dt para todo 0 <r < 1.

0

Pela continuidade de f(.,t) em V por todo [0,7], pode-se achar o maior valor de

0<7r*<1tal que
T

T
| f@) +rp@), Hat = [ f@(e), tydt. (3.32)
De (3.31) e da defini¢ao de r*, pode-se achar de forma apropriada duas sequéncias de

ndimeros reais {r,}, {sn} tal que r, > r*, s, >0, r, = r*, s, = 0 quandon — oo e
T
/0 F@(E) + rap(t), t)dt = / F(Z(t) + sagq(t), t)dt. (3.33)

Tem-se dois casos:

(I) Quando r* = 0.

Ja que ¢ é quase-convexa em X, (3.33) implica que
T ')
[ 95 @) + 5aa(t), @) + rp(t) — (0) — sna(®) < 0.
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Fazendo algumas operagoes algébricas chega-se a

T ’ Tn T '
/0 V1 (Z(t) + saq(t), t)g(t)dt > o /D V£ (Z(t) + snq(t), t)p(t)dt

Usando (3.30), tem-se

/OT Vf’(f( t) + snq(t), t)q(t)dt > —f [Vf t) + snq(t),t) — Vf’(f(t), B)lp(t)dt
2 —gllvf(z( )+ 5aq(8), 1) = V@), ) lpWI T (3.34)

onde || - || denota a norma Euclidiana. Desde que f(.,t) é duas vezes continuamente diferen-

cidvel em V por todo [0,T], pode-se achar uma constante ¢ > 0 tal que

IVF(Z(2) + 32q(2), t) = VF(E(2), )| < Lim||Vf(Z(2) + snq(t), 1) — V(Z(2), )]l
= snD*f(Z) llg(t)]l = sn c lla(t)]

onde z(t) = Z(t) + snq(t). Assim (3.34) torna-se

/OT V£ (Z(t) + saq(t), t)g(t)dt > —:—“ sn cllg@ lp@I T = =7 c T [lg(&)] [I2()]]-

n

Aplicando o limite com n — oo tem-se

lim [V @) + snalt), a(t)dt > lim —r, cT [lg(®)] (8l = O

n—0oo 0

Pelo Teorema da convergécia dominada de Lebesgue (1.1.1) e (3.31) tem-se

lim TVf’(f()Jrs,,q() t)dt = / V' (Z(t), t)q(t)dt < 0.

n—oo 0

Assim tem-se uma contradi¢ao no limite. Logo

/ f(@(t),t)dt < / f(z(t),t)dt paratodo z € FF.

Portanto, T é uma solugéo 6tima global do problema (P).
(IT) Quando 0 < r* < 1.
Seja {an} = {1 — &=}. Desde que

2(t) + 1B(t) + ansad(t) = - (2(0) + rap(®)) + (1 = Z)(@(0) + sma(t),

n
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por (3.33) tem-se

T T
| £@@®) +rap(@), it = [ £@(0) + suq(t), t)d.

Lembrando que pela quase-convexidade de ¢ em X tem-se

/OT f(za,t)dt = /OTf(:rl,t)dt — /OT f(uzy + pzp)dt < /DT f(z)dt

Tomando

T2 =T(t) + rap(t), 71 =Z(t) + snq(t), u

obtem-se

[} @O +5(0) + ansua®), )t = [ S (@0 + rap(®) + (1= ZIE) + sna(e), O

n

T
< [ 7@(@) + sna(t), t)de.

0

Portanto

/: F(E(t) + r*p(t) + ansng(t), t)dt < / ) + saq(t), t)dt.

Usando a desigualdade acima, (3.32) e multiplicando por ls em ambos os lados
chega-se a

[ 210 + D) + ansna(e), ) ~ F@0) + o), )t < — [ 17(z(0) +

AnSp Qn JO Sp

snq(t),t) — f(=(t),t)ldt.  (3.35)

Aplicando o limite com n — oo e usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

(1.1.1) obtem-se

Tl

im [ (£(@0) + rP(O) + onsa(®),6) — F@O) + 70,0t = [ V5 (@(0) +
*p(t), a(t)dt

6,0)dt = —— [ V@0, 0a(0)dt
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Assim (3.35) torna-se

/ TVf’(f(t) + r*p(t), t)q(t)dt < L [ TVf(':E(t) t)q(t)dt
A p),t)q = Jo y)q .

Aplicando novamente o limite com n — oo tem-se

T ) 1 T r
lim [* ' (2(t) +r*p(t), a@)dt < Jim — / V£ (Z(t), )g(t)dt.

Portanto
T » Ll =
| VF @) +rpe), Oa(t)dt < lim — [ VF (@ (t), a(t)dt.

O que é uma contradicao, pois por (3.31) tem-se que o lado direito da desigualdade
acima leva a —o0o e o lado esquerdo a integral tem valor finito. Assim, em ambos os casos
quando * = 0 e r* > 0 a suposi¢ao ¢(z) < ¢(T) leva a uma contradi¢ao. Assim, T é uma

solug@o 6tima global do problema (P). i

Teorema 3.3.6 As afirmagdes dos Teoremas (3.3.1) a (3.3.5) continuaram vdlidas se em

(8.8.1), y for substituido por z — z, onde z € IF, e a igualdade por maior ou igual.
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Capitulo 4

Dualidade em programacao nao linear

com tempo continuo

Neste capitulo, estuda-se a relagao entre condi¢oes de otimalidade de ponto estacionério
e ponto de sela de Fritz-John. Usando conceitos de perturbagao e estabilidade, desenvolve-
se condicoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker e dualidade Lagrangiana para pro-

blemas de programacao convexa com tempo continuo.

4.1 Relagao entre o critério de otimalidade de ponto
estacionario e ponto de sela.

O problema (P) e o conjunto JF' sdo definidos como no Capitulo 2. O teorema abaixo es-
tabelecera a equivaléncia entre condig¢oes de otimalidade de Fritz-John de ponto estacionario

e ponto de sela.

Teorema 4.1.1 [25] Seja T € IF e suponha que f e g sGo continuamente diferencidveis com
relagdo a sua primeira varidvel em T(t) por todo [0,T] e que as fungées t — V f(Z(t),t)
et — Vg (Z(t),t)h(t), sio Lebesque integrdveis em [0,T] para todo h € L2[0,T). Além
disso, supondo que ¢ € convexa em T (com relagdo a IF), g € convezxa com relagio a sua

primeira varidvel em Z(t) (com relagdo a {z(t) € IR™ : x € IF'}) por todo [0,T], e existe




Uy € R, U € L[0,T) tal que
fDT[EOVf(T(t),t) +7(t)Vg (Z(t), t))h(t)dt = 0 para todo h € L]0, T);

u(t)g(z(t),t) =0 gq. s. em [0,T;
Up >0, at)>0 ¢ s em|[0,T];

(ﬁo,-ﬁ(t)) '_/'- 0 q. s. em [0171]

(f, Eo,ﬁ)
satisfaz a sequinte desigualdade de ponto de sela
L(Z, W, u) < L(Z, T, u) < L(z,Tp, ) (4.5)

para todo x € X, ug € IR, u € L[0,T] comup >0, u(t) >0 gq. s. em [0,T], onde a fungdo
Lagrangiana
L:L2[0,T] x RX Ly[0,T) — IR
€ definida por:
T
L(z,uo,w) = [ [uof (@(t),t) + u(t)g(z(t), )ldt.

Reciprocamente, suponha que
(Z,10,7) € L0, T) x IR x L[0, T

comT € X, Wy >0, u(t) >0, (T,u(t)) #0 q. s. em [0,T], satisfazendo a desigualdade de
ponto de sela (4.5). Entdo T é uma solugdo factivel do problema (P), e (Z,To, ) satisfaz as
condigoes (4.1) e (4.2).

Observe que usando a defini¢ao Lagrangiana, pode-se escrever a desigualdade de ponto

de sela da seguinte maneira:

S T
fo [0 f(Z(t),t) + u(t)g(Z(t), t)]dt < [0 [Gof (Z(t), t) + T(t)g((t), t)|dt <
foT[ﬁ"f (z(2), t) +T(t)g(z(t), t)]dt.

o1




Demonstragao :

Suponha que (T, T, T) satisfaz as condigoes de Fritz John (4.1) - (4.4). Pela convexidade
de f(-,t) e g(,t) tem-se

i T 5 ;
]0 Tof (z(t), t)dt > fo T f (T(t), t)dt + /0 WV S (T(),O)a(t) —T(E)dt  (4.6)

g(z(t),t) 2 g(z(t),t) + Vg(Z(t), t)[z(t) — Z(2)] (4.7)
para todo z € X, t € [0, 7.
Multiplicando (4.7) por %(t) e integrando obtem-se

[ a0t > [ a)o@@),0de+ [ w090, 000 - 3Ot

Adicionando o resultado acima a inequacao (4.6) obtem-se

/()T[ﬁ"f (2(t),t) +u(t)g(=(t), t))dt = [0 "o f (@ (t), ) + B(t)g(@ (1), D)t
+[ ),t) + TV f (Z(t), 1)) [x(t) — Z(t)]|dt.

Por (4.1) e (4.2), o desigualdade acima se reduz a

[ s @(2), ) + Be)a(z(®), )t < [ [of(2(0)) + WO (a(t) e

que é a segunda parte da desigualdade (4.5).

A primeira parte da desigualdade (4.5) segue de (4.2) e pelo fato de
u(t)g(Z(t),t) <0 q. s. em [0,T), para todo u(t) >0 q. s. em [0, 7.

Assim (Z, Uy, T) satisfaz (4.5).

Para provar a reciproca, suponha que (Z,U,u) satisfaz (4.5), com Z € X, U 2> 0,

a(t) > 0, (To,T(t)) #0 q. s. em [0,T]. Pela primeira desigualdade tem-se

| "tu(t) — a(t)]g(2(t), t)dt < . (4.8)

Vai-se definir os conjuntos A e B da seguinte maneira:

A={te0,T]:g(z(t),t) < 0}

52

AVA
1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



B={te€|[0,T]:g(x(t),t) > 0}.
Sabe-se que ANB=0e AUB = [0,T]. Tomando
oy { a(t) para todo ¢ € A,
T(t)+1 paratodot € B.
Por (4.8) tem-se
[ )~ meo(ate), e < 0.
Para t € B tem-se
[ @@ + 1 - a(®)lg(a(e), dt <o,

/ 9(Z(t), t)dt < 0.
B
Como g(Z(t),t) > 0 para todo t € B tem-se

|B| =0

onde |-| é a medida de Lebesgue definida no campo sigma de todos os subconjuntos de [0, 7.

Assim conclui-se que

9(Z(t),t) <0 q.s. em [0,T].

E portanto, T é uma solugao factivel do problema (P). J& que

u(t) >0 q.s.em[0,7)

u(t)g(Z(t),t) <0 q.s. em [0,7).

Se a desigualdade estrita vale em um subconjunto de [0,7] com medida de Lebesgue

positiva, entdo pela desigualdade de ponto de sela (4.5) com u(t) =0 q. s. em [0,7] tem-se

[ wos@®), 0 < [ w0,

o que é um absurdo. Assim:
u(t)g(Z(t),t) =0 q.s. em [0,T].
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Vy§(Z) = V.L(Z, %, ).
Como T é uma solugao factivel do problema (P) entdo :
V¢ (Z)h <0 para todo h € L2 [0,T);
V.L(Z, %o, u)h < 0 para todo he LL[0,T].
Portanto
fOT[ﬁgi(T(t),t) +u(t)Vg(Z(t),t)|h(t)dt <0 para todo h e L [0,T].

J& que a desigualdade acima ¢é satisfeita para todo h € L [0,7], entdo também serd

satisfeita para a igualdade. Assim:

fo "oV @ (), ) + () Vo(@(2), E)]h(t)dt = 0 para todo h € L7[0,T].

4.2 Condicoes de Otimalidade e Dualidade Lagrangiana

em Programacao nao linear com tempo continuo.

4.2.1 Os problemas primal e dual

Considere o problema (P) como foi definido no Capitulo 2 e g uma funcdo convexa

com relac@o a sua primeira variavel por todo [0,T]. A restrigdo de igualdade da forma:
h(z(t),t) =0 q. s. em [0,7]

onde h(z(t),t) = n(z)(t), com n : X — A}[0,T], é linear com relagdo a sua primeira
variavel por todo [0,7], podendo também ser usada no problema (P), pois a equagao li-
near pode sempre ser substituida por um equivalente par de desigualdade linear sem alterar

a convexidade.




Define-se o seguinte dual do problema (P):

(D) max  (u),

s.a. u(t)>0 q.s.em [0,7),

= inf [ [f(a(t),) +u(ola(t), D]t (49)

zeX
e u € L[0,T).

Agora, deve-se apresentar algumas defini¢des e introduzir algumas notagdes adicionais

e terminologia que serao necessarias para o desenvolvimento da teoria da dualidade.

Definigao 4.2.1 Um par (z,u) € L2[0,T] X L[0,T] € dito satisfazer as condigées de
otimalidade do Prolema (P) se:

(a) = minimiza

[ 170, 0) + u@g(a(e), 0)dt em X
(b) u(t)g(z(t),t) =0 gq. s. em [0,T];
() u(t) >0 gq. s em[0,T];
(d) g(z(£),) <0 g s. em[0,T].
A condigao (b) é conhecida como a condigao de folgas complementares.

Definigao 4.2.2 Um elemento u € L[0,T] é um multiplicador étimo do problema (P) se

(z,u) satisfaz as condi¢des de otimalidade para algum z € L2 [0, T).

Definicao 4.2.3 A fungdo perturbagdo p : Aj[0,T] — IR associada com o problema (P) €
definida por:

zeX

o) = it { [ 10,0t o(a0,6) < u(®) g 5. em [o,'r]} .
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A fungéo p néo é Fréchet diferencidvel, mas como serd provado depois, p é uma funcéo

convexa e assim possui muitas propriedades importantes. Além disso, p é uma funcéo nao

crescente.

Definigao 4.2.4 Sejam Z um espagco normado real com dual topoldgico Z*, e

h:Z — [—00,00] uma fungdo conveza tal que h(Z) € finita para algum Z € Z. Entdo

z* € Z* € o subgradiente de h em Z se
h(z) — h(Z) = 2*(z — Z) para todo z € Z.

O conjunto de todos os subgradientes de h em Z é conhecido como o subdiferencial de
h em Z e é denotado por 0h(Z).

Por subdiferenciabilidade e propriedades relativas a fungdes convexas os livros de
Holmes [13] e Rockafellar [21] podem ser consultados.

Seja L£4[0,T] o espago de todas as fungoes Lebesgue integréveis definidas em [0, 7],
com norma || - ||; definida. Sabe-se por [5] que existe um isomorfismo isométrico entre o dual
topoldgico (£1[0,7))* de £,[{0,T] e L[0,T], onde os elementos correspondentes y* e u sao

relacionados pela identidade
T
v (y) = /0 u(t)y(t)dt para todo y € £4(0,T). (4.10)

J& que Aj[0, 7] é um subespago denso de £, [0, T, segue que para cada elemento y* em
(A1[0,T))* existe u € L[0,T] tal que (4.10) é vélida. Assim deve-se escolher uma definigao

equivalente a de subgradiente para a fungdo perturbacao p.

Definigao 4.2.5 Se p € finito em § € Aj[0,T), diz-se que a fungdo u € L[0,T] € um

subgradiente de p em J se e somente se

p(4) ~p(@) 2 [ wo)lu(®) ~ T(O)dt para todo y € AY0, T,

Definigao 4.2.6 O problema (P) € dito ser estdvel se p(0) € finito e existe uma constante
m > 0 tal que

p(0) < p(y) + m||y|ly para todo y € A}[0, T].

56




Definicao 4.2.7 O conjunto factivel do problema perturbado é dado por:

Y = {y € A}[0,T): g(z(t),t) < y(t) ¢ s. em [0,T] para algum z € X}.

E ébvio que p(y) = 0o se e somente se y ¢ Y.

4.2.2 Resultados Auxiliares

Agora vé-se alguns resultados auxiliares que sdo necessarios para determinar o critério

de otimalidade e teoremas de dualidade.
Lema 4.2.1 Y é um conjunto convezo e p € uma fungdo convera em Y.
Demonstragao : Seja

Y = {y € Al[0,T): g(z(t),t) < y(t) q.s. em [0,T] para algum z € X}.

Vai-se mostrar que Y é um conjunto convexo.
De fato:
Sabe-se que g(-,t) é uma fungao convexa e X € um conjunto convexo. Seja yi,y2 € Y

entao

A+ (1=Nyz 2 Ag(z(2),t) + (1 — A)g(z(2), 1)
Ag(z(t),t) + g(z(t),t) — Ag(z(t), )
9(z(), ).

M+ (1= Ny 2 g(z(t),t)

Logo
A+ (1=Ayz €Y.

Portanto, ¥ é um conjunto convexo.
Agora, vai-se provar que p é uma fungdo convexa em Y.

De fato, sejam

v, e, y=2'+(1-2)y}, 0<A<l e e>0.
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Pela definigao de Y existe z!, z? € X tal que

9(z(t),t) < ¥'(t) q.s. em [0,T]

¢(z) <p(y') +e
parai =1, 2.

Como X e Y sao conjuntos convexos e ¢ é uma funcdo convexa em X, tem-se

p(y) < ¢(Az’ +(1-N)z°) < Ag(z') + (1 - N)g(z?)

< A@') +e) + (1= N)(p@y*) +e).
Ja que € é arbitrario, tem-se que p é uma funcao convexa em Y. [ ]

Lema 4.2.2 [23, 9] Seja h uma fungdo convera em um conjunto convezo Y de um espago
normado real Z com norma | - | definida e supondo que h € finita em § € Y. Entdo h tem

subgradiente em 7 (Oh(g) # 0) se e somente se existe uma constante m > 0 tal que
h(@) < h(y) + mlly — 7| para todo y € Y. (4.11)

Demonstragao :
(=)

Suponha que h tem um subgradiente y* em 7 € Y, isto é,

h(y) — (@) > y*(y — ) para todo y €Y.

h(y) 2 h(@) +y'(y—9) > - em yeY.
Multiplicando por —1 e dividindo por ||y — 7|| em ambos os lados em (4.12), obtem-se

-y*(y — 7)
ly=9 — lly-7ll

paratodo y €Y, talque y#7.

Sabe-se que

v @w-9 vy -l _ vl lly -7l _ 1]l
ly=3 — lly=91l — llyv—=7l

o8




h(g) — h(y)

I

ou seja

h(@) — k@) < ly*ll ly — 7l (4.13)

Portanto, m = ||y*||. Se ||y*|| = 0 entéo (4.13) é satisfeita para V m > 0. Por exemplo,
tomando m = 10, se ||y*|| = 0 tem-se
h@ — hw) _
ly =7l

e com m = 10, tem-se
h(g) — h
(7) _(y) <10
ly — 7l
¢é satisfeito.

(=)
Agora, suponha que existe um escalar m > 0 tal que a desigualdade em (4.11) é
satisfeita. Deve-se mostrar que existe um subgradiente de h em 7. Desde que h(y) > — oo

em Y, pode-se definir os conjuntos convexos

$:={(y,2) e R*:y€Y e h(7)—h(y) > 2}

U :={(y,2) € R’ : m|y — 7| < z = h(y) — h(y) < mlly — 7|l < z= h(7) — h(y) < 2}.

Como ® e ¥ sdo conjuntos convexos, é facil ver que ®N¥ = () e que ¥ é um conjunto
aberto. Por resultados elementares de separacao de conjuntos convexos com intersecgao
vazia, obtem-se que ® e ¥ podem ser separados por um hiperplano que nao intercepta ¥,

isto é, existe y* e escalares p e a tal que

y'y+pz>a para(y,z) €P (4.14)

y'y+pz <a para(y,z) € V. (4.15)
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Agora, como (7,0) € ®, pois,
0=h(@)—h(@ =0
e substituindo (7,0) em (4.14) obtem-se

Y7 > a.

Seja (7, €) um par ordenado, com € > 0, entdo (7,¢€) € ¥, pois,

O0=m|y-7| <e
e substituindo (7, €) em (4.15) tem-se
YT+ pe < a.

Aplicando o limite com € — 0 obtem-se

De (4.16) e (4.17) tem-se

Assim as desigualdades (4.14) e (4.15) tornam-se

y*(y —9) + pz >0 para (y,2) €

y*(y — ) +pz <0 para (y,2) € V.

Se (7,1) € ¥ tem-se
VT+p<a=y'7=p<0.

Tomando

e substituindo em (4.18) tem-se

vV'(y—-7)+pz20=>—yp(y—7) +pz2>0.
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p(— v (y—79)+2) >0
Como p < 0 tem-se

- yy-7)+2<0

Assim

y*(y —7) > z sempre que (y,2) € ¥,

ou seja, sempre que y € Y e h(7) — h(y) > =.
Tomando z = h(y) — h(y) tem-se

y*(y —7) > h(y) — h(y) sempre que y € Y.

h(y) — h(g) > — y*(y—7) semprequey €Y.

Por definigdo tem-se que — y* é o subgradiente de h em 7. ol

Lema 4.2.3 Suponha que o problema (P) tem wuma solugdo dJtima. Entao

T € Lo[0,T) € uma fungao multiplicador dtimo do problema (P) se e somente se — @ € Op(0).

Demonstragao :
Seja T sendo uma fungao multiplicador 6timo do problema (P), entdo existe T € X tal
que (T,7) satisfaz as condigoes de otimalidade (a) - (d) da defini¢do (4.2.1). As condigGes

(a) e (b) levam a

/OT f(@(t), t)dt > /OT[f(E(t),t)—E(t)g(a:(t),t)]dt TarnliodoNs P

Da condigao (c), segue que

fOT f(z(t),t)dt > /OT[f(T(t),t) —u(t)y(t)]dt paratodo z € X




tal que g(z(t),t) < y(t) q. s. em [0,7]. Consequentemente

zeX

T T
inf {/0 f(z(t),t)dt : g(x(t),t) < y(t) q.5. em [O,T]}Zfo [f(@(),t) —a(t)y(t)]dt, Vy € Y.

Assim
p(y) 2 9(0) + [ [-T(O] y(®)dt para ye Y.
Portanto, — @ € 9p(0).

Para provar a reciproca, suponha que — @ € 9p(0) e T sendo uma solugio 6tima do
problema (P). Deve-se provar que o par (Z, %) satisfaz as condigoes de otimalidade (a) - (d).
A condigéo (d) é satisfeita pois Z é 6timo e assim factivel. Suponha que a condigdo (c) nao é
satisfeita, ou seja, que u(t) ¢ estritamente negativo em um subconjunto de [0, 7] com medida

de Lebesgue positiva. Entao tem-se
T
| m@at <o.
0
Ja que por hipétese
T
p(y) > p(0) + /ﬂ (—a(t)] y(t)dt para todo y €Y
e se escolher y(t) = 1 e lembrando que a fungdo p é nédo crescente, obtem-se
T
[ a®dt = p(0) - p(1) = 0
0

o que é uma contradi¢do. Assim, %(t) >0 q. s. em [0,T] e a condigao (c) é satisfeita.

Para provar (b), de (c) e (d) tem-se
u(t)g(Z(t),t) <0 q. s. em [0,7).

Entretanto, se a desigualdade estrita é satisfeita em um subconjunto de [0,7] com

medida de Lebesgue positiva, entao

/0 L a(t)g(@(t), t)dt < 0. (4.20)

p(0) = inf {f: f(z(t),t)dt : g(z(t),t) £04q. s. em [O,T]}

zeX
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p(D(@)) = inf { [ 1), )dt : o(a(0),1) < T@) = 9(a(6),t) <0 q. 5. em [o,Tl} -

Assim

Assim (4.20) contradiz

[ m@s(z(e), it > p(0) - p(D(@) = 0.

Desta forma deve-se ter
u(t)g(Z(t),t) =0 q. s. em [0, 7]
e portanto (b) é satisfeita.

Finalmente, para provar que a condigdo (a) é satisfeita, seja

y(t) = 9(=(t), ) = T(z)(2).

Entao tem-se

e por (b), tem-se
/0 " @), ) + a(t)g(@(t), H)dt < /0 [F(2(2), ) + T(e)g(z(2), £)]d¢ para todo z € X.

Portanto (a) ¢ satisfeita. "

Como consequéncia do Lema (4.2.3), observa-se que existe um tnico multiplicador
6timo se e somente se a fungao p é Fréchet diferencidvel em zero. A funcao multiplicador
6timo pode ser util em analise sensitiva porque pode dar certas estimativas para a escolha

de valores da fungao objetivo resultante da perturbagao de restrigoes. Deve-se justificar esta

63




afirmacgao usando o Lema (4.2.3).

Seja z* uma solugao 6tima do problema:

min ¢(z / f(z(t),t)d
(P) 8. & g(z(2),t)<y'(t) q. 8 em[0,T], i=1,2,

z € X.

Se u*, i = 1, 2 sdo as correspondentes fungdes multiplicadores 6timos, entdo tem-se

v owo-voue s [ 1@o.0d- [ e
< [0 W)y () — yP(1))dt. (4.21)

Para verificar se a afirmagao acima é verdadeira, suponha que g seje a fungao pertur-

bagao do problema convexo
min ¢(z / f(z(t),t)dt,
s. a. g(z(t),t) —y*(t) <0 q.s. em[0,T],
z € X.

Se p é a fungao perturbagao do problema (P) entdo p(y) = q(y — y?).

De fato:
Com relagao ao problema (P), pela defini¢ao de fungdo perturbagdo tem-se

— inf {/ f(z(2),t)dt : g(z(2),t) < y(t) q. s. em [O,T]}.

zeX

Com relagao ao problema convexo, pode-se definir a fungao perturbagao da seguinte

maneira;

=(inf {/ f(z(t), t)dt : g(z(t),t) — y*(t) < y(t) q.s. em [O,T]}.

zeX

Assim pode-se verificar que

aly—v?) inf {/OT f(z(t),t)dt : g(z(t),t) — ¥*(t) < y(t) —¥*(t) q. s. em [O,T]}

in { [ (), 0t 9(a@),) < u(t) a 5. em [o,T]} _

zeX
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a(y - v*) = p(y)
Pela igualdade acima, quando y — y* = 0 tem-se que y = y*. Assim ¢(0) = p(y?) e portanto

dp(y*) = 8q(0).

2

Ja que u* é uma fungao mltiplicador étimo do problema (P?), entdo pelo Lema (4.2.3)

tem-se
— u? € 8¢(0) = Ap(v?).

Agora, como z* é a solugdo 6tima do problema (P*) tem-se

[ 1@, 0 =pa), i=1,2.

[ 50,0~ [ 110,00t = ~ Ip(s") ~ )

Pela defini¢ao de subgradiente tem-se

p(6") ~p?) > [ [- @1~ ).

- ) ~ PG < [ w06 - ).

Portanto

/f t)dt — /f dt</ B)(y! — y?)dt

que € o lado direito da equagao (4.21).

De modo anélogo tem-se

[ 1@ 0,0 [ 10,0t = D) -ple) 2 [ -0

4.2.3 Condigoes de otimalidade

Nesta secdo obtem-se um critério de otimalidade andlogo ao critério de otimalidade
de ponto estaciondrio e ponto de sela de Karush-Kuhn-Tucker com tempo continuo para
o problema (P). Primeiro, deve-se examinar a relagdo entre a nogao de estabilidade e a

existéncia da fungao multiplicador étimo.
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Teorema 4.2.1 Suponha que o problema (P) tem solugdo étima. Entdo uma fungdo multi-

plicador dtimo eziste se e somente se o problema (P) € estdvel, e u € Loo[0,T] € uma fungio

multiplicador 6timo se e somente se — u € 9p(0).

Demonstracgao :

Pelo Lema (4.2.1), p é uma fungéo convexa em Y e por hipétese, o problema (P) tem
uma solugdo 6tima e portanto p(0) é finito. Assim, pelo Lema (4.2.2), a fungdo p tem um
subgradiente u € L,[0,7] em y = 0 se e somente se o problema (P) é estavel.

Como o problema (P) tem uma solugdo 6tima, pelo Lema (4.2.3), T € L[0,7] é uma
fun¢ao multiplicador 6timo do problema (P) se e somente se — u € 9p(0). n

No préximo teorema, deve-se estabelecer a equivaléncia entre as condigoes de otima-

lidade da definigao (4.2.1) e a desigualdade de ponto de sela da funcdo Lagrangiana L.

Teorema 4.2.2 Um par (Z,u) satisfaz as condigdes de otimalidade (a) - (d) da defini¢io

(4.2.1) se e somente seT(t) >0 ¢q. s. em [0,T],Z€ X, e
L(Z,u) < L(z,u) < L(z,7)
para todo u € L[0,T], u(t) >0 q. s. em [0,T] e Vz € X.

Demonstragao :
(=)
Suponha que (T, ) satisfaz as condigdes de otimalidade do problema (P), entéo pela

condigao (a) da definigdo (4.2.1) tem-se que T minimiza

/OT[f(x(t)’t)+E(t)9($(t),t)]dt, em X.

) < L(z, 7).

Pela condigdo (d) da defini¢do (4.2.1) tem-se

9(z(t),t) <0 q. s. em [0,T].

fo " u(t)g(Z(t), )t < 0, para Vu(t)>0 q. s em [0,T]
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Pela condigao (b) da definigdo (4.2.1) tem-se

u(t)g(Z(t),t) =0 q. s. em [0,7).

/ " a()g(z(¢),t)dt = 0 q. s. em [0,T).

De (4.22) e (4.23) tem-se
L(Z,u) < L(Z, ).
(=)
Por hipétese, a condigdo (c) é satisfeita.

Suponha que a condic¢ao de ponto de sela é satisfeita, entao
L(z,u) < L(z,w) paraVz € X.

Assim T minimiza
T
| @), +aOg (), O)dt, em X.
Assim a condigao (a) é satisfeita. De maneira andloga a demonstragdo do Teorema
(4.1.1), conclui-se que as condigoes (b) e (d) sao satisfeitas. (]
O teorema a seguir é conhecido como o Teorema de ponto de sela de Karush-Kuhn-

Tucker.

Teorema 4.2.3 Suponha que o problema (P)é estdvel. Entdo T € X é uma solugdo dtima

do problema (P) se e somente se existe T € L[0,T], T(t) >0 q. s. em [0,7T], tal que
L(Z,u) < L(Z,7) < L(z,7)
para todo u € L[0,T), u(t) >0 ¢. s. em [0,T] e Vz € X.

Demonstragao :
(=)

Suponha que T € X é uma solugéo 6tima do problema (P). Desde que o problema (P)
é estével, pelo Teorema (4.2.1), tem-se que existe T € L[0, T, que é a fungdo multiplicador

6timo. Pela definigao (4.2.2), tem-se que (T, %) satisfaz as condigdes (a) - (d) da defini¢ao
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(4.2.1), o qual pelo Teorema (4.2.2) completa a demonstragéo.
(=)

Suponha que as condigoes de ponto de sela sao satisfeitas, entdo como na de-
monstracdo do Teorema (4.2.2), T é uma solugao factivel do problema (P) e (Z,%) sa-
tisfaz a condicdo de folgas complementares. Jd que 7u(t)g(Z(t),t) = 0, T(t) > 0 e
g(z(t),t) < 0 q.s. em [0,T] para cada solucio factivel do problema (P), pela segunda

parte da desigualdade de ponto de sela tem-se
L(Z,u) < L(z,w),

ou seja,

[ 10,0 +w0e(E), e < [ 1f((0),0) +3)g(2(0), Ok

[ s < [ f),
isto é,
$(T) < ¢(z)
para toda solugao factivel do problema (P).
Portanto, Z é solugao 6tima do problema (P). |
Agora vai-se mostrar que o resultado visto acima leva a uma forma diferencial das

condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker na presenga da diferenciabilidade. O teorema a seguir é

conhecido como o Teorema de ponto estacionario de Karush-Kuhn-Tucker.

Teorema 4.2.4 Suponha que o interior de X (intX) € diferente de vazio, e que f e g sao
continuamente diferencidveis e convezas com relag¢do a sua primeira varidvel em um conjunto
aberto V. C IR"™ contendo o conjunto {z(t) : z € X, t € [0,T]} por todo [0,T], e que as
fungées t — Vf(Z(t),t) e t — Vg (Z(t),t)h(t) = DI'(T)(h)(t) ( a derivada de Fréchet
de T' em T calculada em h(t)), sdo Lebesgue integrdveis em [0,T) para todo h € L7 [0,T].
Se o problema (P) € estdvel, entio (Z,T) € L%[0,T] X Lo[0,T] com T € int X e

u(t) >0 q. s. em [0,T], satisfaz a condigcdo de ponto de sela
L(Z,u) < L(Z,7) < L(z,7)
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para todo u € L[0,T], u(t) >0 ¢ s. em [0,T] e V z € X, se e somente se T € uma

solugdo factivel do problema (P) e (T,%) satisfaz as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker

/OT[Vf’(T(t),t) +7(t)Vg (Z(t), t)h(t) = 0 para todo h € L]0,T); (4.24)

u(t)g(z(t),t) =0 ¢. s. em [0,T).

Demonstracao :
(=)

Suponha que (Z,%) com Z € int X e %(t) > 0 q.s. em [0,T] satisfaz as condigdes
de ponto de sela, entdo como foi demonstrado no Teorema (4.2.2), T é uma solugao factivel
do problema (P), e a condigao de folgas complementares é satisfeita.

Ja que L(Z,u) < L(z,w) paratodo = € X e T é uma solugao 6tima do problema:

T
min L(z,) = [ [f(2(t),t) + B)g(a(t), )t

s.a. z€X,
o qual implica que a derivada de Fréchet da funcdo L(-,%) se anula em Z, isto é
T
f (V£ (Z(t), t) +T(t)Vg (T(t), t)]h(t)dt = 0 para todo h € L]0, T). (4.25)
0

(=)
Suponha que as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker sao satisfeitas, entao pela hipétese

de convexidade e diferenciabilidade de f(-,t) e g(-,t) tem-se
[ 1), 0> [ {7(@0),0 + V£ @0, 00 - 2@, (426)

g(z(t),t) 2 g(z(t),t) + Vg (2(t),t)[z(t) — Z(t)), (4.27)

q. s. em [0,7], paratodoz € X.
Multiplicando a tltima desigualdade por u(t) > 0 q. s. em [0,T], somando e integrando

obtem-se

[ gtz 0at > [ (m0)9E0),0 +50V6 @0, D) - FOde . 5. em [0,T)
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Adicionando o ultimo resultado a (4.26), tem-se
[ @,0 +a0e, 03 > [ 11@0,0 + u@e0), 0)d
T ! !
+ [AVF @), 1) + TV @), )[=() — ZO]}dt q. 5. em [0, 7],

Tomando h(t) = z(t) — Z(t), (4.24) implica que

[ 70,0+ T0a(a), 1)t > [ (£(ae),1) + T)a(z(e) D).

Portanto

L(z,u) < L(z,u) paratodo z € X.

Ja que g(Z(t),t) <0 e u(t)g(Z(t),t) =0 q. s. em [0,T], tem-se
L(Z,u) < L(Z,u) paratodo u(t) >0 q.s. em [0,7).

Portanto, (Z, %) satisfaz as condigdes de ponto de sela. u

Observa-se que no teorema acima a propriedade de estabilidade para o problema (P)
exige a validade das condigoes de Karush-Kuhn-Tucker, substituindo as condigdes de regu-
laridade usualmente referidas como restricido de qualificagdo na literatura de programacao

matematica.
Uma melhor ilustragao das condigoes de Karush-Kuhn-Tucker pode ser obtida con-

siderando uma forma esplicita da fungao g. Assim considere o seguinte problema :

T
min ¢(a) = [ f(e(t)t)dt,
(P) 8. a. P(z(t)t) < r(t)-i—fotQ(x(s),t, s)ds q. s. em [0,T),

T € X,

onde f e X s@o definidos como no problema (P). P, r, e Q sdo funges a valores reais definidas
em V x[0,T],[0,T] e V x [0,T] x [0, T], respectivamente. Entdo sob hipdteses apropriadas,
(4.25) para o problema (P), torna-se

/0 "IVF @), Oh(e)+TE) VP @ (1), t)]h(t)— /0 "B)VQ (Z(s), t, s)h(s)ds]dt = 0,Vh € L%[0, T).
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Agora, aplicando o Teorema de Fubini para integral dupla nesta equagdo, obtem-se

fDTh'(t)[Vf(f(t), t) +u(t)VP(z(t),t) — /tT'ﬁ(s)VQ(E(t), t,s)dsldt =0, Vh € L2[0,T),

o qual implica que a expressdo dentro do colchetes ¢ igual a zero q. s. em [0, T]. Por essa

razao, a condi¢ao de otimalidade de ponto estacionario para o problema (P) torna-se

VF(Z(t), t) +(t)VPE(t), t) — _/fﬁ(s)VQ(E(t),t,s)ds:O qQ s. em [0,7T],

ﬁ’(t)[P('x'(t),t) —r(t) — _/:Q(f(s),t, s)ds] =0 q. s. em [0, 7],
u(t) >0 q.s. em [0,T).

4.2.4 Dualidade Lagrangiana

Nesta secdo desenvolve-se uma dualidade conjunta entre o problema (P) e seu dual
(D). O primeiro resultado, chamado de Teorema de dualidade fraca, é uma simples conse-
quéncia da defini¢cao do problema dual. Contudo, veré-se que este teorema tem importantes

implicacoes.

Teorema 4.2.5 (Teorema de dualidade fraca)
Sejam T € LL[0,T] e T € L[0,T] sendo solugbes factiveis do problema (P) e (D),

respectivamente, entao ¢(T) > ¥(T).

Demonstragao :

Pela definigdo de 3 em (4.9), tem-se

v@ = inf [ 7)) +u0e(a(), Hat

< [ r@o,0d+ [ w(0)g(@(e), 1)t < 9(2),

desde que %(t) > 0 e g(Z(t),t) <0 q.s. em [0,7].
Coroldrio 4.2.1 Se ¢(T) < 9(u) para qualquer solugdo factivel T do primal e qualquer

solugdo @ do dual, entdo T e T sdo solugdes dtimas dos problemas (P) e (D), respectivamente.
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Coroldrio 4.2.2 Se inf{¢(z) : z € X, g(z(t),t) < 0 ¢ s. em[0,T]} = — oo entdo
Y(u) = —oo0 para todo u(t) >0 g. s. em [0,T).

Coroldrio 4.2.3 Se sup{(u) : u € L[0,T], u(t) > 0 q. s. em [0,T]} = oo, entdo o

problema primal nao tem solugdo factivel.

O Teorema de dualidade fraca serd utilizado para demonstrar o lema a seguir, o qual

é necessario para estabilizar o Teorema de dualidade forte, que vera-se posteriormente.

Lema 4.2.4 Suponha que o problema (P) tem uma solugdo 6tima T. Entao U € L[0,T) €

uma solugdo 6tima do problema (D) e ¢(T) = (u) se e somente se —T € Ip(0).

Demonstracao :
=)

Seja —u € 0p(0), assim

p(y) > p(0) — /OT u(t) y(t)dt paratodo y €Y.

Esta desigualdade, como viu-se na demonstracdo do Lema (4.2.3), implica que
a(t) > 0 q.s. em [0,7), assim T é uma solugéo factivel do problema (P). Ainda pela

demonstragao do Lema (4.2.3), tem-se

/OT f(z(t),t)dt > p(I'(z)) > p(0) — /OTﬁ(t)g(a:(t),t)dt para todo z € X,

J u(t)g(z(t),t)dt > p(0) para todo z € X.

Portanto

v@ = inf [ [7(@(t),) +T(Og(z(t),]de > p(0).

Ja que p(0) = ¢(ZT), tem-se que ¥(T) > #(T) e pelo Teorema (4.2.5) tem-se que
)

#(T) > ¥ (w). Assim ¥(z) = ¢(ZT). Pelo corolério (4.2.1), 7 é uma solugéo 6tima do problema

(D).




(=)

Suponha que % € L[0, T] é uma solugao étima do problema (D). J4 que por hipétese

Y(u) =

T
inf [ [£(a(t),t) +W(t)g(a(t), ))de = p(0).
Ja que
T_ T_
| wea(®), et < [ a@y(e)at
para todo z € X e y € A}[0,T] tal que g(z(t),t) < y(t) q.s. em [0, 7], tem-se

Aﬂﬂﬂ&ﬂ+ammmﬁ2pm)

para todo z € X e y € A}[0,T] tal que g(z(t),t) < y(t) q.s. em [0,T). Disso pode-se

concluir que

inf { [ ), 0t o(a(0),) < y(t) a. 5. em [0, TJ} 2 p(0)+ [ - w(O)y(t)d

para todo y € Y. Assim
T
pw) 2p(0) + [ - T(tyy(t)at

para todo y € Y. Portanto, — @ € dp(0).

Lema 4.2.5 Suponha que p(0) € finito e u € Ap(0), entao T € L2 [0,T] é uma solugdo dtima
do problema (P) se e somente se (T, — u) satisfaz as condigdes de otimalidade (a), (b) e (d)

da definigao (4.2.1).

Demonstragao :
(=)

Se Z é uma solugao 6tima do problema (P) e u € 9p(0), entdo pelo Lema (4.2.3),
— u é uma fungao multiplicador 6timo do problema (P), e pela defini¢do (4.2.2), tem-se que

(Z, — u) satisfaz as condigdes de otimalidade do problema (P).




(=)
Suponha que (Z, — ) satisfaz as condigdes (a), (b) e (d) da definiciao (4.2.1). Vai-se
mostrar que (Z, — %) também satisfaz a condigao (c) da defini¢ao (4.2.1).
Suponha que a condigao (c) é violada, ou seja, que — %(t) é estritamente negativo em

um subconjunto de [0, 7], com medida de Lebesgue positiva, assim

T
/ — @(t)dt < 0.
0

Por hipé6tese tem-se

1
p(y) > p(0) +j‘; u(t)y(t)dt paratodo y €Y.

Se escolher y(t) = 1 e lembrando que a func@o p é ndo crescente, obtem-se

/ " a(t)dt < p(1) - p(0).

Multiplicando em ambos os lados por (- 1), obtem-se

[~ a2 p(0) - 1) 20,

o que é uma contradicdo. Assim, (Z, — %) satisfaz a condigdo (c) da definigdo (4.2.1). Como
(Z, — u) satisfaz as condigoes (a) - (d) da defini¢ao (4.2.1), tem-se que Z é uma solucao 6tima

do problema (P). =

Teorema 4.2.6 (Teorema de dualidade forte)

Suponha que o problema (P) € estdvel. Entdo
(1) O problema (D) tem uma solugdao dtima;
(2) Os valores 6timos dos problemas (P) e (D) sdo iguais;
(3) T € L[0,T) é uma solugdo dtima do problema (D) se e somente se — @ € Ip(0),

(4) Toda solugio étima U do problema (D) caracteriza o conjunto de todas as solugées

dtimas do problema (P)como os minimizadores de

/:[f (z(t),t) +a(t)g(z(t),t))dt em X,
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e também satisfaz as restrigdes

u(t)g(z(t),t) =0 ¢q. s. em [0,T).

Demonstragao :

Como (P) é estével, entdo p(0) é finito. Sabe-se que p(0) é finito desde que o problema

(P) tem uma solucdo 6tima Z. Pelos lemas (4.2.1) e (4.2.2) garante-se a existéncia de um

subgradiente de p em y = 0. Os itens (1), (2) e (3) seguem imediatamente do Lema (4.2.4)

e o item (4) segue do item (3) e do Lema (4.2.5). =
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Conclusao

Estudou-se condigoes necessérias e suficientes de otimalidade de Fritz-John e Karush-
Kuhn-Tucker para uma classe de problemas de programacao néo linear com tempo continuo,
no caso diferenciavel.

Estas condigdes sao analogas as conhecidas condi¢des na area de programagao nao li-
near de dimensao finita e juntas assemelham-se ao critério Euler-Lagrange para o célculo das
variagoes.

Sabe-se bem que condigGes de otimalidade de Fritz-John e Karush-Kuhn-Tucker sdo
de fundamental importancia em muitos aspectos em programacao nao linear de dimensao
finita.

Estudou-se a relagao entre o critério de otimalidade de ponto estaciondrio e ponto de
sela de Fritz-John e usando os conceito de perturbagao e estabilidade, apresentou-se o critério
de ponto estacionario e ponto de sela de Karush-Kuhn-Tucker e dualidade Lagrangiana para
uma classe de problemas de programagao convexa com tempo continuo.

Estes resultados, encontrados em [23], sdo uma extensao dos resultados para problemas
nao lineares de dimenséo finita dados em (7, 8].

Os estudos realizados neste trabalho podem ser utilizados como um estdgio inicial
para o estudo de problemas de programacgdo fracional, fun¢do multiplicador de Lagrange
generalizada, problemas de critério multiplo, andlise sensitiva, na construcao de algoritmos
computacionais e possibilita conhecer e pesquisar muitos outros aspectos de programacao
com tempo continuo, inclusive, problemas mais complexos, tais como, problemas de controle

6timo e de calculo das variagoes .
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Apéndice A

O objetivo é demonstrar o Teorema de Gordan generalizado. Antes porém, vé-se al-
guns resultados que sdo necessérios para a demonstragao do Teorema de Gordan generalizado.

Considere os seguintes problemas primal e dual de programagao nao linear de tempo continuo:

min §(z) = [ £(a(0), ),
s. a. g(z(¢),t) <0 q.s. em[0,7],
h(z(t),t) =0 q. s. em [0,T],

z € X,

onde X é um subconjunto convexo nao vazio de um espago de Banach L2 [0, T], com ||z||c

definida como no Capitulo 2 e ¢ é uma fungao convexa a valor real definida em X. Sejam

9(z(t),t) = T'(x)(t)
onde I' é uma aplicacdo com dominio em X, tomando valores no espago normado A7*[0, T,

com ||y||; definida como no capitulo 2 e

onde 7 é uma aplicagao com dominio em X, tomando valores no espago normado A¥[0, 7.
Supondo que a fungdo g é convexa com relagdo a sua primeira varidvel por todo [0, 7]

e a fungao h € linear com relagdo a sua primeira varidvel por todo [0, 7).

(D) max Y(u,v),
s.a u(t)>0 q.s em [0,T],
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= inf f [F((t), 8) +u (B)g(x(t), t) + v (h(z(t), t))dt, (4.28)
u€eLn0,T] e ve E';o[O,T].

Definigao 4.2.8 A fungdo perturbagio p : AT'[0,T]x A¥[0,T] — IR associado ao problema
(P) € definida por:

= i { [ a0, 9(a(0,0) <40 He0,0) =10) 0. 5. em 0.7},
onde y = (y',y?).
Teorema 4.2.7 [2/] Sejam X wum subconjunto convezo ndo wvazio de LL[0,T] e
g: R" x [0,T] — IR definida por g(z(t),t) = [(z)(t), onde I é uma aplicagdo de X em

Ai[0,T], sendo conveza com relagio a sua primeira varidvel por todo [0,T] e

h : R"* x [0,T] — IR definida por h(z(t),t) = n(z)(t), onde n é uma aplicagio de X

em A1[0, T, sendo linear com relagdo a sua primeira varidvel por todo [0,T]. Se o sistema

9(z(t),t) <0 ¢. s. em [0,7],
h(x(

(

ndo tem solugdo x € X, entdo eriste u € LT[0, T] e v € Lk [0,T] tal que

t),t)=0 q. s. em [0,T],

/OT[u'(t)g(a:(t),t) + ' (t)h(z(t),t)]dt > 0 para todo z € X,
u(t) >0 g. s. em [0,7T],
(u(t),v(t)) #0 g¢. s. em [0,T].

Demonstragao :
Se o sistema nao tem solugdo z € X, entdo para qualquer solugao factivel, o problema
convexo
A,
g9(z(t),t) = A <0 q. s. em [0,7],
h(z(t),t)—A=0 q.s. em [0,7),
AER, z € X,
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tem solugao A > 0.
Este problema é estavel.
De fato:

(a) Verificar que p(0) é finito. Seja

inf {X: g(z(t),) — A < 9'(t), h(z(t),t) = A=9*(t), q.s. em [0,T]},

onde y = (y',y?).
A fungéo p é uma aplicagdo p : AT*[0,T] x A¥[0,T] — IR. Assim

inf {A: g(z(¢),t) — A <0, h(z(t),t)—A=0, q.s.em [0,7T]}.

Como A é solugao do problema convexo, tem-se que A > 0 e portanto finito.

(b) Verificar que existe m > 0 tal que

p(0) < p(y) + m||y|l1,

para todo y = (y},y%) € A0, T x A¥[0, 7.
Ja que p(y) é uma fungao convexa, entdo por definicao tem-se que o subgradiente de

p(0) é diferente de vazio. Assim, se 9p(0) # 0, pelo Lema (4.2.2), existe m > 0 tal que

p(0) < p(y) + m|lyll,

para todo y = (y!,y?%) € AT[0,T] x A¥[0,T].
De (a) e (b) tem-se que o problema convexo é estével, e assim, pelo Teorema (4.2.6), o

problema dual

max inf {A+] (t)[g(z(2),t) — A]dt+/ v (t)[h z(t),t) — A|d }r

€ X,
AER

tem solugdo 6tima (u,v), com (u,v) € L2[0,T] x LE,[0,T] e u(t) > 0q. s. em [0,T], cujo

valor étimo € nao negativo. Assim, fazendo algumas operagoes algébricas simples, pode-se

inf {A+/ ,\]dt+/ 2(t),t) — A]dt}

AER

concluir que
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= inf T[u'(t)g(x(t),t) +9 (t)h(z(t), t)|dt + }2};2 A {1 - /:[u’(t) + v'(t)]dt} > 0.

zeX Jo

Devido a natureza de A, deve-se ter

1- [ W () + v (O)dt = o.

/ Ry i)d=1

T I [
||t (09(z@), 1) + ' h(a(e), )dt > 0
para todo = € X.
Teorema 4.2.8 [24] (Teorema de Gordan generalizado)
Seja X wum subconjunto convexo ndo wazio de L2[0,T)]. Seja a aplicagao
p:V x[0,T] — IR™, definida por p(z(t),t) = m(z)(t), onde m é uma aplicagio de X
em AT*[0,T] e supondo que p é convexo com relagdo a sua primeira varidvel sobre V por todo

(0,77, entdo

(a) eziste z € X tal que:
p(z(t),t) <0 q. s. em [0,T]

ou

(b) eziste uma fung¢do m — vetorial ndo nula u € LZ[0,T), u(t) >0 q. s. em [0,T] tal
que:

T !
/o u (t)p(z(t),t)dt > 0 para todo z € X.
Mas nunca ambos.

Demonstragao :

Suponha que (a) tem solugdo T € X. Entéo para qualquer

u€ LZ[0,T], u(t) 20, u(t) #0 q. s. em [0,T]
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T ’
/0 ' (£)g(z(t), )dt < 0.

Assim (b) ndo pode ter solucao .

Agora, suponha que (a) néo tem solugao z € X. Entao pelo Teorema (4.2.7), excluindo
h(z(t),t) =0 q. s. em [0,7]

tém-se que existe u € L0, T tal que

T !
/0 u (t)g(x(t), t)dt > 0 para todo z € X;

u(t) >04q. s. em [0,T7;
u(t) #0q. s. em [0,T7.

Assim (b) tem solugao .
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