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Resumo

No presente trabalho estudamos um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de
um modelo biolégico de cancer que apresenta caos. Para o estudo faz-se necessario o
conhecimento a respeito de bifurcagoes, em especial a bifurcacao de Hopf e a de periodo
duplo (“flip”), também de uma nogao bésica de dindmica simboélica. O modelo é analisado
de duas formas. No decorrer da primeira analise sao fixados os parametros envolvidos,
deixando variar somente um deles, a taxa de crescimento das células saudaveis. Para de-
terminado valor critico deste parametro, em torno do ponto de equilibrio de coexisténcia
entre as trés populagdes celulares em estudo (células saudaveis, células do sistema imune
e células tumorais), ocorre o surgimento de um ciclo limite, originado de uma bifurcagao
de Hopf. Em seguida, ha uma bifurcacao de duplicagao de periodo de tal ciclo limite,
conduzindo as solugoes ao comportamento cadtico. Numa segunda abordagem, sao vari-
ados dois parametros, a taxa de inativagao das células efetoras pelas células tumorais e
a taxa de inativacao das células tumorais pelas células efetoras. Encontra-se um regime
paramétrico no qual as solugoes que possuem comportamento cadtico tém suas trajetorias
tendendo a um comportamento ordenado, o que é verificado através do calculo da entropia
topologica, expoentes de Lyapunov e previsibilidade.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos, modelagem matematica do cancer, bifurcacao,

Caos.



Abstract

Chaotic Behavior in Mathematical Models of Cancer

In this work we study a system of ordinary differential equations which represent a
mathematical model of cancer which has chaotic dynamics. In the study we use the bifur-
cation theory, especially the Hopf bifurcation and the period doubling bifurcation (flip),
we also use the basic notion of symbolic dynamics. The model is analyzed from two points
of view. In the first one we consider all the parameters as being fixed and vary only one
of them, which is related to the growth rate of the healthy cells. For a determined critical
value of this parameter, a Hopf bifurcation occurs in the equilibrium point representing
the coexistence of the three types of cells (healthy cells, immune system cells and tumor
cells), giving rise to the existence of a limit cycle. Studying the continuation of this limit
cycle, we detect the occurrence of a cascade of period doubling bifurcations which, in the
limit, leads to the chaotic behaviour of the solutions. In a second analysis, we vary two of
the parameters of the model, representing the inactivation of the immune system cells by
the tumor cells and the inactivation of the tumor cells by the immune system cells. In this
analysis we determined certain parameter values for which the solutions having chaotic
behavior tend to a regular regime, which is obtained by the calculation of the topological

entropy, the Lyapunov exponents and predictability.
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CAPITULO

I

Modelo de Competicao entre

Predador e Presa

O objetivo do estudo qualitativo das equagoes diferenciais é obter informagoes quali-
tativas nas situacoes onde nao é possivel resolver uma equacao ou um sistema de equacoes
analiticamente. Esta técnica serd aplicada no decorrer deste capitulo, conforme Bazykin
[1] no estudo de um sistema de interagao predador-presa do tipo Lotka-Volterra. Dentre
os tipos de interagoes entre espécies que ocorrem na ecologia, o sistema predador-presa é

o que desempenha o papel mais importante no funcionamento dos ecossistemas.

1.1 Introducao

A histéria do uso da matematica como ferramenta para a ecologia teve seu inicio com
Thomas Malthus (1798). A dinamica de uma populagao, sem limites de recursos, pode
ser obtida com o estudo da equacao diferencial ordinaria dada por & = ax, que tem como
solugao x(t) = zpe™ para uma populagao inicial de tamanho zy. Esta equagao é conhecida
como a equagao de crescimento exponencial.

Antes de Malthus, muitos outros estudiosos se aventuraram nesta area de pesquisa.
Vershiilst (1838) descreveu a dinamica de uma populagao que é restrita pela necessidade
de recursos limitados. O modelo matemaético para este tipo de populacao é dado pela
equagao © = ax(K — z)/K, conhecida como equagao logistica, onde K é o tamanho
estacionario da populagao.

Mais adiante na década de 1920, com Lotka e Volterra, apareceram os primeiros es-

tudos de interacao entre espécies, descritos matematicamente por sistemas de equagoes

12
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diferenciais ordinarias, com o modelo classico dado por

T = ax — bxy,

y = —cy + dzy,

onde a, b, ¢ e d sao parametros.

Na década de 1960, a ecologia matematica teve um proficuo desenvolvimento, ajudada
pelos recursos computacionais que tiveram progresso nessa época. Mas a construgao e o
calculo numérico de um modelo exato s6 podem ser bem sucedidos se forem feitos com base
em um estudo analitico, como o possibilitado pelos elementos da teoria qualitativa. Dai a
importancia do estudo qualitativo dos sistemas, onde sao analisados modelos idealizados
e simplificados mediante a situagao que descreve.

No caso de modelos matematicos de equagoes diferenciais ordinérias aplicados na bi-
ologia do cancer, utilizados atualmente por muitos pesquisadores, podemos observar que
os sistemas do tipo presa-predador tém um papel fundamental. De fato, muitos trabalhos

foram escritos com base nestes modelos, como os exemplos que descrevemos a seguir.

e The dynamics of an optimally controlled tumor model: A case study, de De Pillis
e Radunskaya [17], apresenta um modelo de competicao entre trés tipos celulares,
células hospedeiras, células do sistema imune e células tumorais, que € descrito pelo

sequinte sistema:

N:TQN(l —bQN) —C4TN,

T = 7“1T(1 - blT) - CQ[T - ng—yj\/v7
. IT
I:s+é%?—wJT—¢L

e Analysis of the Hopf bifurcation for the family of angiogenesis models, de Piotrowska
e Forys [16], apresenta um modelo com dois delays de tempo discreto, descrevendo

0 processo de angiogénese tumoral:

pi0) =~y (=1,

q(t — )
i(t) = ato) (1 (%) -0 )

e On the holistic approach in cancer biology: Tumor necrosis factor, colon cancer cells,
chaos theory and complexity, de Muc-Wierzgon et al. [15], apresenta um modelo de

variagao dos genes de expressao dos fatores de necrose tumoral RI e RII e do fator
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de necrose tumoral o, analisados em trés situagoes diferentes: tecido tumoral, tecido

inalterado ao redor do tumor e regiao de metdstase:

At) = ko(v(t —7) — 2(1)),
o(t) = Bu(t) — (w(t)f(2)"

f@) = kapf(t) = [v(t) f(o)]" = [(2).

The chaos and optimal control of cancer model with complete unknown parameters,
de El-Gohary e Alwasel [6], apresenta um modelo de competi¢ao entre células tumo-
rais que estao em repouso e células tumorais ativas, estudando o caos e o controle

ideal:

M =q+rM(1—k'M)—aMN,
N =BNZ — d;N,
Z=3sZ(1—-K,'Z) - BNZ — dyZ.

Conceptual frameworks for mathematical modeling of tumor growth dynamics, de
Bajzer, Marusic e Vuk-Pavlovic [2], apresenta uma discugao de alguns modelos ma-

temdticos empiricos e funcionais de crescimento de tumor multicelular:

Yy = apR —wy,
I =oy—94l,
R = —kRI + ky(cy — R).

Neste trabalho estamos interessados no estudo destes tipos de modelos matematicos,

relacionados a biologia do cancer, conforme sera descrito no decorrer do texto. Na proxima

secao, faremos o estudo de um modelo do tipo predador-presa, que apresenta os elementos

que servirao de base para o estudo dos modelos mateméaticos de cancer.

1.2 Competicao entre Predadores por Recursos e Satu-

racao do Predador

O sistema que permite, ao mesmo tempo, o fator estabilizador da competicao do pre-

dador por outros recursos e o fator desestabilizador da saturagao do predador é encontrado

em Bazykin [1]| e é dado pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais

. bxy
T =ar — ————
1+ Az’
(1.1)
) dx
j=—cyt+ ——— — ey?

1+ Az 5
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onde x representa a populagao de presas, y a populacao de predadores e a, b, ¢, d, e e

A sao parametros reais. O termo quadratico na segunda equagao indica a competicao de

predadores por outros recursos alimentares presentes no ambiente, que nao as presas.
Fazendo a mudanga de variaveis © = pu, y = v e reescalonando o tempo através

da transformagao t = 7/a, temos

: by prouw U b MUV
U= au— — - = u—- -
H1 M1 1+ A a a 1+ Amu
=
: dpy prouv 9.9 v c d uv e
foU =  —ClpV + ————— — epdv v Gyt _mww o e
1+ Apu L @ a a 1+ Amu '

Chamando p; = a/d, ps = a/b, v = ¢/a = 1, a = Aa/d e 6 = ¢/b, temos o sistema
em fungao de novos parametros (note que o sistema nao depende de v, por isso podemos

fixa-lo igual a 1)

. Uv
U=1u-— ,
1+ au
(1.2)
V= —v+ YW 52
1+ au

As equacoes para as nullclines, que sao as curvas onde se anulam as derivadas no

sistema (2), sdo dadas por

v = 0=u-—

=0=u=0 ou v=1+au

14+ au
1— -1
i) - Oi—/l}—{— uv —5U2:O:>U:O ou U:&
1+ au 5(1 — au)

Na segunda expressao do sistema (2), temos que se o > 1, entdo v < 0. Agora, para
a < 1, temos duas situagoes possiveis: pode nao existir equilibrio nao trivial no primeiro
quadrante ou aparecer um par A e C' de equilibrios (Figura 1(a)). Esses pontos sao
obtidos na intersecgao das nullclines v = 1 4+ au com a v = [(1 — a)u — 1]/[d(1 — au)]. Na
Figura 1(b), vemos no diagrama de bifurcagao, a curva S, que denota onde as nullclines

mencionadas acima se intersectam. Vamos encontrar sua expressao, e assim, os A e C.

(1-—a)u—1

1 =R
T S T au)

= (l+au)?l=u—au—1=

(1+2au+a*u?)d —u+au+1=0= 0+ 2aud + v*a’s —u+au+1=0.

Organizando de forma a obter um polinémio em wu, temos a equacao

w?a?d +u(2a8 —14+a) +5+1=0,
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donde tem-se as raizes em u,

—2a0 +1—a+ /(206 — 1+ a)? — 4a25(6 + 1)
2020

Ui =

Para que haja somente um ponto de equilibrio, o de tangéncia, o valor de dentro da

raiz deve ser igual a 0. Logo,

(200 — 1+ a)* —4a*5(6 +1) =0= —dad —2a+1+a’*=0=

(0 -1
4o

Portanto, a curva S ¢ dada por § = (a — 1)?/4a. Ela fornece uma condigao para

0=

existéncia de um equilibrio degenerado, o equilibrio sela-né. Os pontos de equilibrio A e

C sao dados por

. 206 +1—a—y/—4ad+ (a—1)2 1 —a—/—4ad + (a — 1)2
B 2020 ’ 200

O —2a6 +1—a++/—4ad+ (a—1)2 1 —a++/—4ad + (a — 1)2
B 202 ’ 200 '

v 5
b a
C S
A c
1 N B
d
0 u 1 o

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Duas posigoes relativas das nullclines. (b) Diagrama de bifurcac¢ao do sistema

2).

As curvas N e P serao explicadas a seguir.

Teorema 1. Para («,d) pertencentes a regiao a, nao existem pontos de equilibrio ndao
triviais, e as trajetorias tendem ao infinito. Quando (a,0) estdo na curva S ocorre a
bifurcacao sela-no com o surgimento do ponto AC', no walor critico de pardmetro 6. =
(o — 1)*/4c. E para (a,6) na regigo b, o ponto AC' se bifurca em dois, A foco estdvel e

C sela instdavel.
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Pode ser verificado nas Figuras 2(a) (regido a), 3(a) (curva S) e 2(b) (regiao b).

AR RN R
JER SN NN NN
BN N NN
R 2 A LA AN X X
N AR OROR RN

KRR R S
D A S N SN

PRI I
R TR e e
PRy R
N Ne N e mama o bR CROROR
D Y A C U

N
N
N
N
A
N
N
N

A AR A2
PP ASAAR T
P

A

A 2OSSBBBBEERRRNN

(a) (b) () (d)

Figura 1.2: Retratos de fase do sistema (2). (a) So existe o equilibrio trivial; (b) Apos passar
pela curva S surgem os equilibrios A estavel e C' instavel; (c¢) Apos passar pela curva N surge
um ciclo limite estavel; (d) O equilibrio A agora é um foco instéavel.

(a) (b) () (d)

Figura 1.3: Retratos de fase do sistema (2). (a) Na curva S, acima e & esquerda do ponto B.
(b) Na curva P. (c) Na curva S, abaixo e a direita do ponto B; (d) No ponto B.

Vamos linearizar o sistema (2). Em torno do ponto C' obtemos uma sela, para todos
os valores dos parametros (ver, por exemplo, [3]). Agora, aplicando a matriz jacobiana

no ponto A, temos

1 2000 B 206 —a+1-—vVA
- 1—a—+VA a(—a—i—l—\/Z)
J[A] = ;
2000 —20 +\/Z
—a+1-+vVA —a+1—-vVA «

onde A = (—4ad + (o — 1)?). Assim o polindémio caracteristico é dado por

s (4 2a0 —26 VA VA(a — 14+ VA + 2a0)
A ! 1—04—\/Z+—oz—|—1—\/z+ e At (e —1+VA)

(1.3)

Teorema 2. O equilibrio A € um foco estdvel para (o, ) na regiago b. Se («,0) estd em
N, A é um foco atrator fraco e assim que (c,0) sai da curva N e entram na regiao c,

A se torna um foco instavel e surge um ciclo limite estdvel ao seu redor. Logo, ocorre a
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bifurcagcao de Hopf supercritica em A, para o valor critico de pardmetro 6. = —a(2a —
1)/(a —1)%

Para encontrar a curva N (Figura 1(b)), analisemos o polindémio caracteristico (3).
Como a curva proporciona o surgimento da bifurcagao de Hopf, temos que a parte real

do autovalor deve ser igual a zero. Assim, devemos ter

2a0 —26 VA
Tr(JA) =0=>1- —=20 + Y=o
l-a—VvVA —a+1-vVA a
Donde a curva N ¢ dada por § = —a(2a — 1)/(a — 1)2. Ela comega na origem e termina

no ponto B, onde é tangente a curva S. De fato, fazendo a interseccao das curvas S e

N, obtemos a Figura 4. Quando passamos pela curva N, na regiao ¢ do diagrama de

2,54

0,5

Figura 1.4: Grafico das curvas S e N, onde ocorre uma intersec¢ao. Neste gréfico, a curva S é
representada pela cor vermelha e a curva N pela cor verde.

bifurcagao, o ponto A perde estabilidade e surge um ciclo limite estavel (ver Figura 2(c)).
Este ciclo limite cresce quando os parametros se afastam da curva N em direcao a abscissa,
e se une as trajetorias que entram e saem da sela, surgindo assim um lago homoclinico.
Neste momento, aparece outra curva, denominada P, no diagrama de bifurcagao, para
a qual existe o lago homoclinico; descendo em dire¢ao & abscissa, o lago se rompe (ver
Figura 3(b)). Na regido d, abaixo da curva P, o ponto A volta a ser um foco, agora
instavel (Figura 2(d)).

Podemos notar que as curvas S, N e P se tocam num ponto B, que é chamado de ponto
de bifurcagao de Bogdanov-Takens. Esta bifurcacao é caracterizada pela ocorréncia de
uma sequéncia de bifurcagoes, a saber, bifurcacao sela-no, bifurcacao de Hopf e bifurcacao

homoclinica. O ponto B = (ay, d7) pode ser encontrado por meio da intersecgao das curvas
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S e N. Assim, segue

a2a — 1)

(a —1)? /4o = — (o —17

= Q2 = —1ﬂ:\/§

Substituindo o valor positivo de oy na curva S para encontrar d;, temos

(—1++v2-1)? 1(2-+/2)?

TR TR R A RN

Logo, o ponto de encontro entre as curvas S e N é dado, aproximadamente, por
B = (0.41421,0.20712).

Portanto, as bifurcagoes podem ser descritas considerando um pequeno circulo com-
pleto em torno de B, no sentido anti-horario. De uma forma resumida, descrevemos o que

ocorre no sistema da seguinte maneira:
1. Nao existem pontos de equilibrio nao triviais, regiao a;
2. Ponto de equilibrio sela-n6 AC', sobre a curva S
3. Pontos de equilibrio: sela C' e foco estavel A, na regiao b;
4. Ciclo limite estavel, sela C' e foco instavel A, na regiao c;
5. Lago homoclinico, sobre a curva P;

6. Pontos de equilibrio: sela C' e foco instavel A.



CAPITULO

2

Modelagem Matematica em Cancer

e Teoria

Neste capitulo apresentamos uma introducao sobre conceitos fundamentais do cancer e
modelagem matematica (extraidos de Mancera [13]), topicos sobre bifurcagoes e dinamica
caotica (Monteiro [14] e Fiedler-Ferrara [7]) e topicos sobre dinAmica simbolica (Devaney
[5]). A aplicagdo de métodos matematicos no estudo de problemas vindos da Biologia
e Medicina tem obtido éxito nas ultimas décadas. Em muitas situagoes, as ferramentas
matematicas, como o estudo qualitativo das equagoes diferenciais ordinarias, conseguem
ir além do alcance do estudo do ponto de vista somente biologico. O estudo do compor-
tamento das células tumorais ¢ um importante exemplo de aplicagao dessa modelagem
matemaética. Quando tumores de cancer sao modelados matematicamente por equagoes
diferenciais ordinarias do tipo Lotka-Volterra as solucoes podem apresentar comporta-

mento cadtico, o que direciona o estudo para a dindmica caotica.

2.1 Conceitos sobre biologia do cancer e modelagem

Cancer é o nome que se da a um conjunto de mais de 100 doencas que tém por
caracteristica principal o crescimento desordenado de células que invadem tecidos e érgaos,
podendo espalhar-se para outras partes do corpo. Segundo a Organizacao Mundial da
Saude (OMS) [9], a incidéncia mundial de casos de cancer mais que dobrou nos ultimos
30 anos e no Brasil as doencas malignas respondem pela segunda maior causa de morte
na populagao. Por isso, o cancer se tornou um dos mais importantes problemas de satude
publica mundial, o que leva a um aumento de estudos e pesquisas nessa area em busca
de solucoes. O cancer é atacado de muitas formas, desde a prevencao até tratamentos

radioterapicos e quimioterapicos, e cirurgias.
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Conceitos fundamentais

e Tumor: aumento do volume dos tecidos;

e Tumor benigno: tumor no qual as células mutantes permanecem contidas dentro de

um tunico local, encapsuladas por uma barreira de células normais;

e Tumor maligno: tumor no qual suas células mutantes se misturam com as células

normais (céncer);

e Metéstase: formacao de um novo tumor a partir de um outro, embora sem conti-

nuidade fisica entre os sitios tumorais;

e Angiogénese: processo de neovasculariza¢ao no qual as células tumorais estimulam

a formacgao de novos vasos sanguineos.

2.1.1 Crescimento tumoral

As células cancerosas se dividem mais rapido quando os volumes do tumor sao menores,

e mais lentamente quando sao maiores, assim como as células normais. Na Figura 5 abaixo,

vé-se informagoes sobre o crescimento dos tumores.

Indetectavel Clinicamente Geralmente
ndetectave detectavel letal
Icélula lug Img lg 1Kg
10 micra 1 cm
10 divisoes
20 divisdes
|
30 divisoes
40 divisdes
Primeira
metastase

Figura 2.1: Dimensoes do tumor, segundo a divisao celular, para humanos.

A medida que ocorrem mais divisoes, o tempo de duplicagao da massa tumoral diminui,

causando assim, inibicao de crescimento do tumor. Diante disso, pode-se extrair pelo

menos duas consequéncias:
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1. quanto menor for o tumor, mais sensivel sera a administracao de quimioterapia e

radioterapia;

2. quanto mais precoce a aplicacao de quimioterapia e radioterapia apos a remoc¢ao

cirargica do tumor, melhor sera a eficacia.

Sabe-se também que as células normais com alto indice de crescimento sofrem mais
com os efeitos colaterais de tratamentos. O tempo de duplicacao das células cancerosas
pode variar muito e ser relativamente auténomo. Em canceres maduros o crescimento é

incontrolavel, perdendo capacidade de resposta a mecanismos reguladores.

2.1.2 Formas de tratamento

Algumas formas de tratamento do cancer sao a quimioterapia, radioterapia, cirurgia
(total ou parcial), imunoterapia, entre outras. A quimioterapia tem encontrado éxito no
combate ao cancer, mas possui importantes questoes em aberto, como a determinacgao
de protocolos 6timos de tratamento. A maioria dos agentes antineopléasicos atuam de
forma nao seletiva, ou seja, prejudicam tanto células tumorais quanto normais, por isso
o0 sucesso terapéutico e uma toxicidade inaceitavel estao separados por uma linha muito
ténue. Como a angiogénese é um artificio fundamental que os tumores possuem para
prover seu desenvolvimento, grande parte das pesquisas tem sido direcionadas para o
estudo de terapias antiangiogénicas. Esse efeito de inibicao vascular pode ser obtido
através de determinados protocolos quimioterapicos antiangiogénicos.

Um exemplo da modelagem matemaéatica em quimioterapia é o modelo estudado por
Rodrigues [13] que considera a interagao entre as células tumorais, Nj, normais, Ny e um
agente quimioterapico . E considerada também a situacdo na qual inibicdo e estimulos

angiogénicos estao em equilibrio. O sistema é dado por

N1 = 1N, (1 _ & _ 041N2) o N1 Q

) N N N.
NQITQNQ(l——Q—QQ 1)—V 2Q

Q =q(t) — Q.

onde 71 2 denota a taxa de crescimento das populacoes tumoral e normal, k; ¢ a capacidade
suporte do tumor apo6s a neovascularizagao atingir o equilibrio, ks é a capacidade suporte
das células normais, o 5 € a taxa com que células normais afetam as tumorais e vice-versa,
a e b determinam a velocidade da resposta a droga, A é a taxa de decaimento de um dado
agente quimioterapico ciclo-inespecifico e p e v sao as taxas de tratamento das células

tumorais e normais, respectivamente.
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Para que o tratamento faga sentido, deve ocorrer u >> v, pois o agente quimioterapico
tem que agir com maior intensidade nas células tumorais. A taxa r; deve ser maior que
ro, POis 0 tumor cresce mais rapidamente do que os tecidos normais.

Através do estudo desse modelo pode-se prever duas situagoes onde acontece o fracasso

clinico da quimioterapia:
e Tumor resistente ao tratamento devido & administragao de dose muito baixa, e

e Tumor resistente ao tratamento porque o intervalo de tempo entre as doses é muito

alto.

Supoe-se, em tal estudo, que a eliminagao do tumor jamais ocorre na auséncia de

tratamento, constituindo a chamada hipdtese geral do cincer.

2.1.3 Angiogénese

A angiogénese é a pega chave para o desenvolvimento dos tumores. Um tumor consome
nutrientes numa taxa proporcional ao seu volume. Sem a angiogénese o tumor pode atingir

no maximo 1 a 2mm de didmetro somente.

2y~ Fatores
.‘.-i L angiogimicos
vl [

i
Merdstase
ripalhada

Tumar pequens

Tumor crescendo

Figura 2.2: Angiogénese tumoral. Figura adaptada de [18].

Quando o tumor cresce ele nao consegue mais se alimentar por inteiro somente por
difusao, assim acontece a liberagao de fatores angiogénicos ao redor do tumor que esti-
mulam a formagao de vasos sanguineos. Logo, sao criados novos vasos que ligam o tumor
a corrente sanguinea, donde ele tira seus suprimentos. Também através dessa ligacao o
tumor pode liberar fatores metésticos, que sao transportados para outras partes do corpo,
podendo gerar um novo tumor sem ligacao fisica com o tumor original.

Como a angiogénese ¢ assim de suma importancia no desenvolvimento dos tumores,

sao feitos muitos estudos a respeito de sua inibicao.
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Um exemplo de modelo matematico de angiogénese ¢ o de Michelson & Leith (ver [13]),
baseado em duas populagoes de células tumorais competindo entre si, X e Y, seguindo o

modelo logistico, onde uma emerge da outra, dado por

. X
X:TlX <1—k——C1Y) —mX,
1

(2.1)

. Y

Y:’I“QY (1 — ——CQX) +mX,
ka

onde r; representa mitose, k; a capacidade suporte da célula, ¢; a influéncia que cada

subpopulacao tem na outra e, m uma taxa de transicao subjacente da populacao X para

a populacao Y, (i = 1,2).

Se Y representa uma subpopulacao inativa, entao ro = 0 e a equagao (1) se torna

X =rX (1—%—03/) —mX,
(2.2)

Y =mX.

O sinal basico empregado pelo tumor para manipular seu proprio ambiente é a angiogé-
nese. O parametro que representa estes tipos de sinais de adaptacao é o k. A angiogénese,
através da indugao da formagao de novos vasos sanguineos, faz com que o tumor primério
possa comandar, até certo ponto, seu proprio destino. A forma da funcao de resposta do
hospedeiro para vérios sinais angiogénicos gerados pelo tumor é desconhecida. Entao, a

equagao (2) pode ser estendida a forma

. X
X=rX (1o oY) -—mX
g ( K(X,Y:5) C> e

Y:mX7

em que a fungao K(X,Y; ) modela a angiogénese e 3 é o vetor de parametros contidos

na forma funcional escolhida para K.

2.2 Bifurcacoes em sistemas de tempo continuo

Nesta se¢ao, vemos o conceito de bifurcagao segundo Monteiro [14], que é importante
para o estudo de sistemas dindmicos cadticos. Entende-se por bifurcagao o que acontece
com o retrato de fase de um sistema dindmico quando este sofre uma mudanca qualitativa,
na passagem de um parametro do sistema por um valor critico. Diz-se assim, que o sistema

dinAmico é estruturalmente estavel se ele nao sofre bifurcacao e instavel, caso contrario.
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O que caracteriza o grau da codimensao da bifurcacao é o ntmero de parametros cujos
valores sao variados com a intencao de se produzir a bifurcagao. Existem quatro tipos de
bifurcac¢oes locais de codimensao 1: bifurcagoes sela-no, transcritica e de forquilha, que
sao dadas em sistemas unidimensionais; e bifurcagao de Hopf, que ocorre em sistemas

bidimensionais.

2.2.1 Bifurcacao Sela-No6

Na bifurcagao sela-né encontramos o processo basico para a criacao ou destruicao de
um par de pontos de equilibrio com estabilidades contrarias. Esta bifurcagao pode ser
classificada em supercritica e subcritica. O caso abaixo é de bifurcagao sela-né subcritica.

Considere a equacao

&= fo(z) = a—2? (2.3)

onde o, z € R e o é um parametro.

Encontramos os pontos de equilibrio:

t=0ea—-2"=0cc==+/a.

Assim, existem dois pontos de equilibrio 7; = \/a e Ty = —y/«, para a > 0. Através
do valor A\ = % = —2x, analisa-se a estabilidade desses pontos:

A = —2y/a para T; e
Ay = 2y/a para Ty.

Logo, como o sinal de \; é negativo, segue que Z; é um ponto assintoticamente estavel e,
pelo sinal positivo de Ay, temos Zo um ponto instavel.
Pelo diagrama de bifurcacao, observa-se o comportamento das solu¢oes de equilibrio

mediante a variagao do parametro a (Figura 7).

XA

QV

-~ -
_—— .

Figura 2.3: Diagrama de bifurcagao de (3).
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Neste diagrama a linha cheia representa uma solucao assintoticamente estével e a linha
tracejada uma solucao instavel. Os retratos de fase unidimensionais sao indicados pelas
retas com flechas. Para a < 0, nao existem pontos de equilibrio e as solugoes tendem a
—oo para qualquer z. Para a = 0, tem-se em z > 0 as solugoes tendendo a 0; em = = 0,
tem-se o ponto de bifurcacao do sistema, onde A\ = —2z = 0, sendo £ = 0 um ponto
nao-hiperboélico, ou seja, um ponto cujo valor de A\ associado tem parte real nula; e em
T < 0, tem-se as solugoes tendendo a —oo. Para a > 0, tem-se um par de equilibrios com
estabilidades opostas: em Z > 0, tem-se um par de solugoes tendendo ao ponto T = /«,
que ¢é assintoticamente estavel; em T < 0, tem-se uma solugao tendendo a T = —/«a
vindo de ¥ = 0 e outra solucao saindo de z = —y/a em direcao a —oo, nota-se assim, a
instabilidade do ponto Z = —/a. Em todas essas anéalises considera-se o tempo evoluindo
ao infinito.

A equagao diferencial (3) representa uma forma normal da bifurcacao sela-né, a do
tipo subcritico, que é caracterizada pelo sinal negativo de 2?. Existe ainda a forma normal
supercritica, onde o sinal de 22 ¢ positivo.

Deste modo, qualquer equacao diferencial de primeira ordem, que apresenta uma bi-
furcacao sela-nd, pode ser escrita em torno do ponto de bifurcacao, de uma das duas
formas seguintes

i =a+2’

Existem 4 condi¢oes necessarias para a ocorréncia da bifurcacao sela-né. Dada uma

equagao diferencial

T = fa(x), (2.4)
devem ocorrer
e f.(Z)=0, emque Z sediz o ponto de equilibrio; (2.5)
o \= 8_f =0, para algum valor critico «a. e 8—f aplicado em  Z; (2.6)
ox ox
of
— : 2.

° 90 #0; (2.7)

0 f
« S5 #0 (2.8)

2.2.2 Bifurcagao Transcritica

Na bifurcacao transcritica ocorre a existéncia de dois pontos de equilibrio, para todos
os valores de um parametro, mas suas estabilidades comutam quando o parametro passa

por um valor critico.
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Seja a equagcao diferencial

onde « é um parametro real.

Os pontos de equilibrio do sistema sao
t=0car—2=07=0 ¢ Iy=a.

daf

E:

Para z; = 0, obtém-se \; = a. Assim, se a > 0, segue que Z; € instavel e, se a < 0,

Na analise do sinal de A = o — 2x, tem-se:
segue que I ¢ assintoticamente estéavel.

Para 7o, = «, obtém-se Ay = a — 2a = —a.. Nota-se que T, tem estabilidade oposta a
de 7.

O ponto de bifurcagao desse sistema é (Z, o) = (0,0), pois é ai que acontece a mudanga
qualitativa em seu comportamento assintético. De fato, para a. = 0 em Z; = 0 e em
Ty = «, obtém-se \; = 0. Logo, existe um tnico ponto de equilibrio nao-hiperboélico
(1 =T, =0).

O diagrama de bifurcacao mostra o comportamento das trajetérias para valores de

parametros a < 0, « =0 e a > 0 (Figura 8).

A

X

Figura 2.4: Diagrama de bifurcacio de & = ax — 2.

Segue a analise do diagrama de bifurcagao:

e o < 0: para T > 0, tem-se x(t) — 0; para T < 0, tem-se z(t) — 0, se T > —« e

z(t) = —00, se T < —q;
e a=0: para T > 0, tem-se z(t) — 0; para T < 0, tem-se z(t) — —o0;

e o > 0: para T > 0, tem-se x(t) — «a; para T < 0, tem-se z(t) — —oo, saindo do

eixo © = 0.
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A linha cheia representa a reta o = « no primeiro quadrante e ; = 0 no segundo,
e a linha tracejada representa a reta r; = 0 no primeiro quadrante e a reta ¥y = o no
terceiro quadrante, onde o < 0. Vé-se que a mudanga qualitativa de T; e T passa de
assintoticamente estavel para instavel e vice-versa, respectivamente.

Para o caso da bifurcacao transcritica, sao 5 as condi¢oes necessarias para sua ocor-

réncia. Dada (4) devem ocorrer (5), (6),

of _

=0, (2.9)

pelo fato da existéncia de interseccao de duas retas no plano za,

>’f
0T

£0 (2.10)

0% f
0a0T

£ 0. (2.11)

2.2.3 Bifurcagao de Forquilha

Este tipo de bifurcagao é caracterizada pelo aparecimento (desaparecimento) simul-
taneo de um par de equilibrios de mesma estabilidade, quando o parametro de controle
passa por um valor critico.

Em 1.744, Euler estudou o exemplo classico da viga vertical elastica, fixada ao solo
com posicao perpendicular, em que é depositada um peso em sua superficie livre. Quando
a viga nao sofre interferéncia do peso, permanecendo na posigao vertical sem inclinar-se,
tem-se o ponto de equilibrio assintoticamente estavel. Se, no entanto, o peso ultrapassa o
valor critico a viga tende a entortar-se para a esquerda ou para a direita, aparecendo os
dois pontos de equilibrio de mesma estabilidade e, a posicao vertical torna-se instavel.

Esta bifurcagao também tem uma forma normal, que no caso subcritico é apresentada

CcOo1mo

Pontos de equilibrio:
i=0ar—1"=0=2(a—2*)=0=2,=0 ou Iy3==+Va,

onde Zy 3 s6 existe quando o > 0.
Na analise dos pontos, tem-se A = % = o — 322, Assim, para 7; = 0, tem-se A\ = a e
para Toz = +4/a, tem-se Ay = —2a. O ponto Z; é assintoticamente estavel para o < 0 e

instavel para a > 0. J& os pontos Z 3 sao assintoticamente estéveis, pois s6 existem para
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valores positivos de a. No diagrama de bifurcacao (Figura 9), apresenta-se a seguinte

analise:

e o < 0: existe somente o ponto de equilibrio 7, assintoticamente estéavel, e z(t) — 0,

para qualquer condigao inicial z(0);

e o = 0: surge o ponto de bifurcacao para x = 0, (Z,a.) = (0,0); paraz > 0 e z < 0,

tem-se z(t) — 0;

e o > 0: surgem os dois pontos criticos assintoticamente estaveis com x(t) — /a,

para T > 0 e, z(t) = —/a, para T < 0.

X

Figura 2.5: Diagrama de bifurcacao de & = ax — 2% (bifurcacio forquilha subcritica).

Abaixo, o diagrama de bifurca¢ao na Figura 10, da forma supercritica.

=

_

Figura 2.6: Diagrama de bifurcacio de # = ax + 23 (bifurcacdo forquilha supercritica).

No exemplo da viga, o pardmetro o pode representar a diferenga entre a massa da
9
carga e a massa critica, e x, o deslocamento angular em relacao a posicao vertical. Na

Figura 10, vé-se a situa¢ao em que a massa da carga excede a massa critica (a > 0): a
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posicao = torna-se instavel e a viga tende para o valor de z. Assim, quanto maior for o
valor de «, maior sera a inclinagao da viga.

Para a ocorréncia deste tipo de bifurcagao, dada (4), devem ocorrer 6 condigoes, a
saber, (5), (6),

. % —0, (2.12)
. % —0, (2.13)
. aféff 40, (2.14)
. % £0, (2.15)

aplicados no ponto de bifurcagao (z, a.) = (0,0).

2.2.4 Bifurcacao de Hopf

O que caracteriza essa bifurcagao é a existéncia de um par de autovalores puramente
imaginarios para a matriz jacobiana do sistema, calculada no ponto de bifurcagao. A

forma normal da bifurcacao de Hopf é apresentada como

& =m(a)z —n(a)y + (pla)z — g(@)y)(2* + y*) + O(5),
y = n(a)z +m(a)y + (¢(e)x + p(a)y)(=* + y*) + O5).

Expandindo os coeficientes m, n, p e ¢ em série de Taylor em torno do ponto de

bifurcacao e fazendo uma mudanga para coordenadas polares, obtém-se

7 = dar + pr3,

. 2.16
0 =n+ca+qr? (2.16)

onde d = 22 p(0) =p, n(0) =n, £ =ceq(0) =q.

O teorema de Hopf garante a seguinte situac¢ao. Seja um sistema dindmico & = f, (),
com x € R™. Considere o ponto (0,0,...,0) da origem sendo o ponto de equilibrio com
um par de autovalores do tipo A(a) = m(«) £ in(a), de modo que m(0) = 0, n(0) # 0
ed= Z—’; # 0 e, com os outros autovalores com parte real negativa. Entao, a origem
sofre uma bifurcacao em a = 0: existe uma trajetoria fechada de raio r = \/Td/p ao
redor da origem, que surge na situacao em que o valor de « varia em uma vizinhanca do
valor critico a. = 0, variacao esta muito pequena. A trajetéria é instavel para p > 0 e

assintoticamente estavel para p < 0.
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Analisando o sistema (16), tem-se que 7; = 0 e 75 = /—ad/p sao solugoes de equilibrio

e, integrando 6, obtém-se

0(t) = [n—i— a (c — q—d)] t+0(0),
p
com o valor de 7y substituido.

Calculando o autovalor associado a parte radial do sistema, obtém-se
A\ = da + 3pr?,

e tem-se 4 possibilidades:
(i) d>0ep>0;

(1) d>0ep<0;

(1ii) d<0ep>0;

(iv) d<0ep<O.

Fazendo assim, a analise quanto aos detalhes da estabilidade da 6rbita peridédica, segue:

Em (i), a origem ¢ instavel se a < 0 e assintoticamente estavel se & > 0. A orbita
periddica ¢ instével para a < 0.

Em (ii), a origem ¢ instavel se & > 0 e assintoticamente estével se o < 0. A 6rbita
periddica é assintoticamente estavel para a < 0.

Em (i), a origem ¢ instavel se a < 0 e assintoticamente estavel se & > 0. A orbita
periodica é instavel para o > 0.

E, finalmente, em (iv), a origem ¢é instavel se & < 0 e assintoticamente estével se
a > 0. A orbita periddica é assintoticamente estavel para a < 0.

Desta forma, comparando com o que diz o teorema de Hopf, se confirma a suposicao
da estabilidade da trajetoria periddica em relacao ao coeficiente p. Vé-se a importancia de
saber o valor de p para analisar o sistema. No entanto, existe outra forma para encontrar

p. E mostrado por alguns autores que se o sistema pode ser escrito como

& =m(a)z —n(a)y + f(z,y),
vy =n(a)r +m(a)y + g(x,y),



32

com f(x,y) e g(x,y) fungdes ndo-lineares tais que f(0,0) =0 e ¢g(0,0) = 0, entao o valor

de p é dado por

1 [03f 03 f Dg g
16 [8373 + 0x0y? + 0x20y i 8y3}

N 1 [ 0*f 82f+82f B 0%g 82g+82g _82f‘829+82f'82g
16n | 0x0y \ 0x% = Oy? Oxdy \ 0x®  0y? ox? 0x%2  Oy2 Oy?|’

(2.17)

onde p é calculado no ponto de bifurcagao (x,y,a) = (0,0,0).
Pode-se ainda classificar a bifurcagao de Hopf pelo coeficiente p: quando p < 0, existe

a bifurcacao de Hopf supercritica e, quando p > 0, existe a bifurcacao de Hopf subcritica.

\
\‘<

J,
§\

Dy~ -

o<0 o=0 o=>0

s
N
p

Figura 2.7: Bifurcagao de Hopf supercritica. Figura adaptada de [21].

Exemplo 1. Bifurcacao de Hopf subcritica.

O sistema dindmico

i =ar—y+zy?
J=x+ay+y’,

sofre bifurcagao de Hopf em o = 0. De fato, tem-se o sequinte:

e \io=m(a)xin(a) =a£i;

n(0) =1 0;

o d="42"—1>0;
e p=13 >0 (calculado por (17)).

Portanto, a origem sofre uma bifurcacao de Hopf subcritica. A origem € instdvel para

a < 0 e assintoticamente estdavel para o > 0. A orbita periddica € instdvel para o > 0.
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Exemplo 2. Sistema Massa-Mola.

Considere o sistema dindmico

T =y,

y = —x+ (a/_‘rQ)y7

onde a € um parametro real. Este sistema descreve um sistema massa-mola, oscilando na
horizontal.

Os pontos de equilibrio do sistema sao dados por

r=0=y=0,

Donde se vé que o ponto de equilibrio € a origem.
Linearizando o sistema em torno do ponto (0,0), através do cdlculo da matriz jacobiana

aplicada na origem, tem-se

o= ° 1),

e sua equacdo caracteristica N2 — aX+ 1 =0 dd os autovalores

R e e
N S

\
\
\
\
N
~a
-

e

e e———

PN ey

Figura 2.8: Retratos de fases para o sistema Massa-Mola: (a) a = —1; (b) a =0; (¢c) a =0.1e
(d) a=1.

A analise que mostra a ocorréncia da bifurcacao de Hopf é feita variando o parametro

Para a < 0, sendo —2 < a < 0, os autovalores sao complexos conjugados e com parte

real negativa, de modo que as trajetorias sdo espirais assintoticamente estaveis (Figura

12 (a)).
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Para o = 0, os autovalores sao complexos imaginarios puros \; o = £, e as trajetorias
espiralam lentamente (Figura 12 (b)). A partir deste valor de parametro, por exemplo,
para a = 0.1, pode-se ver um ciclo-limite, em preto, na Figura 12 (c).

Para a > 0, sendo 0 < o < 2, os autovalores sao complexos conjugados e com parte real
positiva, resultando em trajetérias espirais instaveis que tendem ao ciclo limite estavel,
em preto, na Figura 12 (d).

Pode-se concluir que o ponto de bifurcagao de Hopf desse sistema é dado por (z, 7, a..) =
(0,0,0).

2.2.5 Bifurcacao Homoclinica e Bifurcacao Heteroclinica

As bifurcagoes a seguir sao classificadas como bifurcacoes globais, pois o calculo de
autovalores (anéalise local) ndo dé& base para suas previsoes.

Uma trajetoria homoclinica é o caminho cujos conjuntos a-limite e w-limite sao um
mesmo ponto de sela, ou seja, ¢ uma trajetéria que ¢, ao mesmo tempo, variedade es-
tavel e variedade instéavel de um ponto de sela. Segue um sistema que apresenta esse
comportamento.

Seja o sistema hamiltoniano

r=1Y,
3

y=x—a°.

Sua fungao hamiltoniana H é dada por

2 42 4
H(I,y):%—EJFZ‘

. _OH ., _ _0H

(Note que @ = 3" ey = —G.)

Igualando H(x,y) a uma constante, obtém-se curvas que descrevem as trajetorias
percorridas pelo sistema no espaco de fases. Fazendo © = 0 e y = 0, obtém-se os pontos
de equilibrio (0,0), (1,0) e (—1,0). A origem é uma sela e os outros dois pontos (£1,0)
sao centros.

Observando o retrato de fase dado na Figura 13, pode-se notar que as trajetorias
da sela descrevem orbitas homoclinicas em torno dos pontos (+1,0), saindo da origem e
retornando a ela, num tempo infinito.

Considerando dois pontos de sela, uma trajetéria heteroclinica é a variedade estéavel
de um ponto e, ao mesmo tempo, a variedade instavel do outro, isto ¢, ela liga dois pontos
de sela diferentes. Modificando um pouco o sistema anterior, tem-se um exemplo onde

aparecem trajetorias heteroclinicas.
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N g
ROR W o o o ]

Figura 2.9: Retrato de fases de & =y, § = x — 2°.

Seja o sistema hamiltoniano

cuja fungao hamiltoniana é dada por H(z,y) = y2—2 + % — %. Seus pontos de equilibrio
também sao (0,0), (1,0) e (—1,0), mas agora, a origem ¢ um centro e os outros dois
pontos sao selas. Na Figura 14, o retrato de fases apresenta as trajetorias heteroclinicas,

saindo de um ponto de sela e chegando ao outro, por cima e por baixo da origem.

AR L

A,
/ﬂ
f
!
i
A
b\

A AR

R ALY

Figura 2.10: Retrato de fases de & =y, 3§ = 2> — .

Assim, quando num sistema existe uma trajetéria homoclinica (heteroclinica) e, esta
¢é destruida pela passagem de um parametro por um certo valor critico, ocorre a chamada
bifurcagao homoclinica (heteroclinica). Os exemplos acima sao estruturalmente instaveis,

pois as trajetorias homoclinicas e heteroclinicas levam & instabilidade estrutural.
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2.2.6 Bifurcagao de Periodo Duplo “flip”

Seja um ponto de equilibrio Z estavel de um sistema dindmico. Segundo Fiedler-
Ferrara |7|, temos um cenario de bifurcacao, ou sequéncia de bifurcagoes, na situagao
representada por T sofrendo uma bifurcacao de Hopf supercritica, para um determinado
valor de parametro a = a4, onde surge um ciclo-limite estavel. Ao aumentar o valor do
parametro para o = «p, 0 ciclo-limite passa a ser instavel e surge uma orbita de periodo
duplo, e em geral, ocorre uma série de n duplicagoes depois das quais se obtém um ciclo
limite de periodo 2™T". A bifurcacao “flip” é caracterizada por este tipo de bifurcacao, e
pode ser supercritica ou subcritica, exigindo a existéncia de um espaco de fase de dimensao
maior ou igual a 3.

Essa bifurcagao pode ser associada a sistemas com dindmica cadtica, pois sistemas que
apresentam uma série infinita de bifurcagoes com um ponto de acumulagao finito, tém
apos esse ponto um movimento cadtico. Dai sua relevancia para este estudo. Na Figura

15, mostramos um esboco da bifurcagao “flip”.
(b) (©)

Figura 2.11: (a) Ponto de equilibrio estavel; (b) sobre uma bifurcacdo de Hopf tornando-se
instavel; (¢) em seguida ocorre uma bifurcac¢ao “flip” com duplicagdo de periodo.

(a)

2.3 Caracterizacao da Dinamica Caobtica

Um atrator é uma regiao limitada do espacgo de fases, para qual as trajetorias de um
sistema dinamico dissipativo convergem. O atrator é dito estranho quando o comporta-
mento apresentado pelo sistema é cadtico. O sistema dindmico é dissipativo se, durante
sua evolugao temporal, nao existe conservacao de volume no espaco de fases, havendo
uma contragao.

Nesta se¢ao definem-se conceitos importantes para a identificacao de um atrator, seja

ele estranho ou nao.

2.3.1 Definicao de Atrator

Define-se atrator como um conjunto fechado de pontos A, no espacgo de fases de um

sistema dinamico, se A obedece o seguinte:
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(1) A éum conjunto invariante: qualquer trajetoria Z(t) que comega em A, permanece

em A por todo o tempo positivo;

(71) A atrai um conjunto aberto de condiges iniciais: ha um conjunto B, que contém
A, tal que para qualquer condigdo inicial Z(0) pertencente a B, entao a distancia

entre a trajetoria Z(t) e A tende a zero, quanto t — oo;
(7i1) A é minimal: nao ha subconjunto de A que satisfaga as duas condigoes anteriores.

A bacia de atracao de A é composta pelo maior conjunto de condi¢Oes iniciais que
satisfaz (ii).
Considere um sistema dindmico de tempo continuo, auténomo e bidimensional. Pelo

teorema de Poincaré-Bendixon, a figura atratora pode ser de dois tipos:
e ponto de equilibrio: solucao independente do tempo;
e ciclo-limite: as solugoes sao peridédicas no tempo.

Agora, para um sistema tridimensional, podem existir outros tipos de conjuntos limi-

tes, como por exemplo:
e superficie toroidal: com regime peridédico ou quase-periddico;
e atrator estranho: depende sensivelmente das condigoes iniciais.

O nome atrator estranho foi introduzido por D. Ruelle e F. Takens (1971). Eles
propuzeram que um fluido com velocidade constante pode sofrer uma bifurcacao de Hopf,
e seu movimento pode ser caracterizado por uma solucao periddica, de forma com que a
velocidade do fluido oscile com frequéncia bem definida. O atrator estranho entao surgiria
com a ocorréncia de sucessivas bifurcagoes do tipo Neimark-Sacker; com essa trajetoria
fechada, conforme a variagao de parametros. Deste modo, Ruelle e Takens criaram a rota

para O caos:

(1) A solugao periodica sofre uma primeira bifurcagao de Neimark-Sacker e ¢ substituida
por um toro atrator com duas frequéncias. As trajetérias correspondentes repousam

sobre uma superficie toroidal e nao se fecham mais;

(2) Ocorre a segunda bifurcagao de Neimark-Sacker, produzindo outro toro atrator com

trés frequéncias;
(3) Finalmente, uma terceira bifurcagao leva a um atrator estranho.

Outras rotas envolvem cascatas de bifurcagao “flip” ou intermiténcias.
Para sistemas continuos dissipativos apresentarem comportamento cadtico é necessario

que sejam nao-lineares e de dimensao n > 3.
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2.3.2 Definicao de Caos

Para R. L. Devaney, um sistema dinamico F' : D — D ¢ cadtico se possui as seguintes

propriedades:

(1) F apresenta transitividade topologica: escolhendo-se dois pontos quaisquer no do-
minio de F', existe uma orbita periddica passando tao proxima desses dois pontos

quanto se desejar;

(17) as orbitas periodicas de F' sdo densas em D: para qualquer ponto x € D, existe

uma Orbita periddica tao proxima desse ponto quando se queira;

(1i1) F exibe dependéncia sensivel as condigoes iniciais: tomando uma bola B(zg,d),
d > 0, xy condi¢ao inicial, existe sempre um ponto zf € B(xg, d) cuja 6rbita separa-
se da orbita de zy pelo menos a uma distancia € > 0. E que isto ocorra pelo menos

até a k-ésima iteracao.

Alguns estudiosos provaram em (1992) que (i7i) provém de (i) e (i) quando F é

continua.

2.3.3 Expoente de Lyapunov

Avalia-se a sensibilidade de um sistema dindmico as condigoes iniciais através do cal-
culo dos Ezxpoentes de Lyapunov.

Seja um sistema de n equacoes diferenciais ordinarias. Considere uma esfera de condi-
¢oOes iniciais centrada num ponto (). O volume V (¢) da esfera se deforma com o passar
do tempo. Assuma que, ao longo da j-ésima dimensao (j = 1,...,n), o raio inicial d;(t)
tenha variado exponencialmente no tempo, de modo que a relagao entre d;(ty) e o valor

correspondente no instante ¢, dado por d;(t), valha
dj(t) = dj(to)eAj(titO), j = 1, o, N

Reescrevendo esta equagao, tem-se os chamados expoentes de Lyapunov

A, = B0/ ds ()
t—1o

Num instante ¢ > ty, o volume V(t) da esfera deve ser proporcional ao produto das

distancias d;(t) que o caracterizam, ou seja

V() o [T ditt) = [TV (to)e™ % = v (g)elt=o S0,

j=1 j=1

onde V() é o volume no instante inicial tg.
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Assim, se o sistema é conservativo, entao V (t) = V(o) para t > tg, e

j=1

E, se o sistema ¢é dissipativo, entao V' (t) < V() para t > tg, e

i Aj < 0.
j=1

Num sistema dinamico dissipativo, o que caracteriza o comportamento cadtico é a
divergéncia exponencial de trajetorias proximas. Logo, pelo menos um dos expoentes de
Lyapunov deve ser positivo, implicando a dependéncia sensivel das solugoes com relacao
as condigoes iniciais e a existéncia de um atrator estranho no espaco de fases.

Como visto na secao 2.3.1, num sistema tridimensional existem pelo menos quatro
tipos de atratores. Podem estes, corresponderem a trés expoentes de Lyapunov Ay, Ay e

A3 da seguinte maneira:

(1) Ponto de equilibrio: A; < 0, Ay < 0 e Az < 0, pois o volume de condigdes iniciais
deve se contrair ao longo das trés direcoes do espaco de fases, para que a trajetoria

tenda ao ponto;

(2) Ciclo-limite: A; < 0, Ay < 0 e Az =0, onde Az corresponde & diregao ao longo da

trajetoria fechada;

(3) Toro bidimensional: A; < 0, Ay = 0 e A3 = 0, onde A; corresponde a trajetoria

atratora que se situa sobre uma superficie;

(4) Atrator estranho: Ay > 0, Ay = 0 e Ay < 0, onde A; corresponde & dependéncia
sensivel as condigoOes iniciais; Ag, ao longo da trajetéria; e Az, a dissipatividade do

sistema. Deve-se ter A; + A3 < 0.

Na maioria das vezes encontra-se muita dificuldade em exprimir os coeficientes de
forma analitica, assim recorremos ao uso de algoritmos computacionais (ver Fiedler-

Ferrara [7]).

2.3.4 Teorema de Shilnikov

Sob a 6ptica da tese de Rene O. M. Torricos [20], o teorema de Shilnikov é vélido para

sistemas de equacoes diferenciais em R?® que possam ser reduzidos ao sistema

at':pa:—wy—i—P(x,y,z;,u),
y=wr+py+Qz,y,2 1),
L=z + R(z,y,z; 1),
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onde

(i) p é o parametro de controle;

(17) P(0,0,0; 1) = Q(0,0,0; 1) = R(0,0,0; u) = 0, que garante que o sistema se anula

quando linearizado em torno do ponto de equilibrio;

(1ii) A\p < 0 e w # 0, onde A\p < 0 implica que o ponto de equilibrio possui variedades
estavel e instavel e w # 0, a existéncia de autovalores imaginérios, o que leva a um

ponto de equilibrio do tipo sela-foco (autovalores A\j 2 = p£iw e A3 = A);

() |p/A| < 1, que é a condigao de Shilnikov.

Figura 2.12: Bifurcagao sela-foco num sistema tridimensional. A trajetoria I' percorre um loop
homoclinico tendendo & variedade estavel W°. Figura retirada de [19].

O teorema de Shilnikov diz que se existir uma 6rbita homoclinica de um ponto de
equilibrio sela-foco e o sistema dindmico puder ser representado pelo sistema de equagoes
diferenciais acima com as condigoes (i)-(iv) respeitadas, entao existe uma contavel infini-
dade de ferraduras de Smale na vizinhanga da érbita homoclinica. Portanto, este teorema
¢ um indicador de caos em sistemas.

Ferradura de Smale

Pela década de 1960, Smale descobriu em seus estudos um mapa simples, contendo os
ingredientes necessarios para apresentar a dindmica caotica, o mapa de ferradura [14].

Breve construcao da ferradura: Seja F' um mapa bidimensional que atua sobre os
pontos pertencentes a um quadrado de lado unitario. Na primeira iteracao de F', contrai-
se ao longo da dire¢ao horizontal por um fator menor do que 1/2, estica-se ao longo da
direcao vertical por um fator maior do que 2, dobra-se o retangulo resultante e faz-se a
intersecgao com o quadrado original. Essa iteracao resulta em duas tiras verticais V; e V5.
Apés k iteracoes, criam-se 2* tiras verticais. Na Figura 17, vemos o resultado da primeira

e segunda iteragao de F', esta com quatro tiras verticais.
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Primeira iteragao de F Segunda iteracdo de F

)OO

OO

IO

JO)

)

HO'O)

Figura 2.13: Ferradura de Smale: primeira e segunda iteragoes de F'.

2.3.5 Cenario de Feigenbaum via duplicagao de periodo

Segundo Fiedler-Ferrara [7|, os primeiros pesquisadores a introduzir a base teérica
da rota de duplicacao de periodo foram Feigenbaum, Coullet e Tresser. Essa rota de
duplicagao de periodo para o caos é o cenario de bifurcacao de codimensao 1 mais difundido
entre os estudiosos tedricos e experimentais. O cenario, ou seja, a sequéncia de bifurcacoes,
para o caos via duplicagao de periodo é composto por uma cascata de bifurcagoes do tipo
“fip”, que tem uma taxa geométrica de acumulacao descoberta por Feigenbaum.

Um exemplo dessa sequéncia de bifurcagoes é o apresentado pelo mapa logistico (mapa
unidimensional quadratico do intervalo sobre ele mesmo). Analisando esses mapas, se
verifica padroes de bifurcacao similares, exibindo uma cascata “flip” infinita, onde os
valores criticos do parametro o de ocorréncia das bifurcacoes, formam uma série crescente
convergindo para um ponto de acumulacao a.,. Este ponto de acumulagao pode ser obtido
numericamente, e além dele, o comportamento exibido é cadtico. A cascata “flip” é o tinico
cenario continuo para o caos para bifurcagoes de codimensao 1.

Propriedades universais

Nos sistemas com rota para o caos via cenario de Feigenbaum podemos ver uma cascata
de bifurcagoes “flip” com propriedades de carater universal, sendo estas as leis de escala e
as sequéncias universais.

Na Figura 18 vemos as iteradas assintéticas do mapa logistico, onde para o valor
a < Qnp = 3,5699456..., que depende do sistema dinamico em questao, apresenta uma

sequéncia de atratores periddicos separados por bifurcacoes “flip”.
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o 3,569 o 4
-0,1- -0,1-

(a) (b)

Figura 2.14: Mapa logistico com suas iteradas assintoticas. (a) Cascata “flip” com duplicagoes
de periodo para o = 3,5699456; (b) A partir de o > 3,5699456 o comportamento é cadtico.
Figura retirada de [8].

Consideremos que cada valor critico do parametro seja dado por aq, as, ..., as, € que
as distancias dos pontos de equilibrio que surgem dessas bifurcagoes, sejam dadas por dy,
do,..., d,. Segundo Fiedler-Ferrara [7|, os valores a,, onde os pontos fixos mudam de 2!

para 2" pontos de bifurcacao obedecem uma lei de escala, isto é,

Oy — Qi
lim ———"=1 — § = 4,669201,

n=oo Opt1 — Qp
onde J é a constante de medida da velocidade para alcancar o caos. Também as distancias

d,, dos pontos de equilibrio mais proximos de = = 1/2, apresentam razoes constantes

lim dn = —a = 2,502907,

onde o mede o fator de escala de reducao entre as distancias dos pontos de equilibrio,
conforme avanga para o caos. Estes fatores § e o sao constantes universais para sistemas
que apresentam cenérios de Feigenbaum para o caos.

Os conceitos relacionados a biologia do cancer e aqueles relacionados aos sistemas diné-
micos continuos, dados por sistemas de equagoes diferenciais ordinérias, estudados neste
capitulo, serao utilizados nos capitulos seguintes, no estudo de um modelo matemético de

cancer, que apresenta comportamento caotico.
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2.4 Definicoes sobre Dinamica Simbélica e Teoria Kne-
ading
As definigoes e explicagoes a seguir foram retiradas do livro [5].

Definicao 1. A drbita futura de x € o conjunto de pontos

x, f(x), f2(z), ...

e € denotada por Ot (zx). Se f é um homeomorfismo, podemos definir a érbita completa
de x, O(x), como o conjunto de pontos f™(x) paran € Z, e a drbita passada de x, O~ (z),

como o congunto de pontos z, f~'(x), f7%(x),....

Definigao 2. O ponto x € um ponto fizo para f se f(x) = x. O ponto x € um ponto
periddico de periodo n se f*(x) = x, com fi(z) # x, 1 <i<n. O conjunto de todas as

iteradas de um ponto periodico formam uma orbita periodica.

Definicao 3. Seja p periddico de periodo n. Um ponto x € assintdtico no futuro para p
se lim; oo f™(x) = p. O congunto estdvel de p, denotado por W*(p), consiste de todos
os pontos assintoticos no futuro de p. Se [ € invertivel, definimos que x € assintdtico no
passado a p fazendo i — —oo. O congunto instdvel de p é denotado por W*(p) e consiste

de todos os pontos assintoticos no passado de p.

Definicao 4. Um ponto x € um ponto critico de f se f'(x) = 0. O ponto critico €

nao-degenerado se f"(x) # 0 e é degenerado caso contrdrio.
Dinadmica Simbédlica

Definicao 5. ¥y = {s = (s9s152...)/s; =0 ou 1}. 3y é chamado o espago de sequéncia
sobre dois simbolos O ou 1. Elementos de Y9 sao infinitas sequéncias de nimeros inteiros,

como (000...) ou (0101...).

Definicao 6. Matriz de transicao: Seja S uma matriz N X N cujas entradas na i-ésima
linha e j-ésima coluna, a;;, €0 ou 1. A essa matriz A chamamos matriz de transicao do

sistema.

Uma sequéncia s = (spS1Sq...) encontra-se em Y4 se ela obedece a seguinte regra.
Cada par adjacente de entradas na sequéncia s determina uma localizagdo na matriz A,
a ag,,, entrada. A sequéncia encontra-se em X4 se, e somente se, cada tal entrada ¢ 1.

Mais precisamente,

¥4 ={(s) = (s0s152...)|ts;5,,, =1 para todo i}.
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Exemplo 3. Seja a matriz A dada por

A:

10
01
Os elementos ais € as; da matriz sao nulos. Logo, os numeros 1 e 2 ndao podem ser

adjacentes na sequéncia em Y4 € SO existem duas sequéncias possiveis em Yy, a saber,
(111...) e (222...).

Teoria Kneading
Definicao 7. Seja f : I — 1. O mapa é dito unimodal se
L f(0) = f(1) =0;
2. f tem um unico ponto critico c com 0 < ¢ < 1.
Para um mapa unimodal, a orbita do ponto critico estd presa no intervalo unitdrio.

Definigao 8. Seja x € I. O itinerdrio de x sobre f é a sequéncia infinita S(z) =

(s08182...) onde

Definigao 9. A sequéncia Kneading K(f) de f € o itinerdrio de f(c), isto é, K(f) =
S(f(c))-

Exemplo 4. Dado o mapa f(x) = 4x(1 — x), temos ¢ = 1/2, f(c) =1 e fi(c) = 0 para

todo 7 > 1. Logo, a sequéncia Kneading € dada por
K(f) = (10000...),

onde 0 indica a repedicdo infinita de 0 na sequéncia.



CAPITULO

3

Estudo de um Modelo Matematico

Cadtico de Cancer

O presente capitulo exibe o estudo de um modelo matematico de cancer que apresenta

comportamento cadtico e é baseado no artigo de Letelier, Aguirre e Denis [12].

3.1 Introducao

No organismo existem células que podem sofrer algum tipo de mutagao genética (célu-
las neoplésicas) e ter seu desenvolvimento desordenado. Estas células aglomeradas formam
um tumor e competem entre si por espaco e recursos, evitam predacao pelo sistema imune
e podem até mesmo cooperar para se dispersarem e colonizarem novos 6rgaos. O cancer
provém da proliferacao dessas células tumorais.

H& assim, uma interacao entre células do corpo: saudaveis, do sistema imune, cance-
rigenas, endoteliais e outras. Deste modo, a anélise de um modelo de competicao entre
espécies, baseado em sistemas do tipo Lotka-Volterra, pode ajudar a encontrar parametros
chave para a melhor compreensao dessa interagao celular e desenvolvimento de terapias
que visam eliminar o tumor.

Como o crescimento do tumor é desordenado, o modelo predador-presa descrevendo
as interacoes entre células hospedeiras, do sistema imune e tumorais, se mostra muito ttil
por produzir um comportamento cadtico, o que pode ser utlizado na tentativa de explicar
este crescimento desordenado.

Neste trabalho é estudado o modelo desenvolvido por de Pillis e Radunskaya 2003 [17],
escolhido por sua dindmica cadtica, que tem numerosas analogias com evidéncias clinicas

e experimentos biologicos.

45
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3.2 Equacoes do modelo e pontos de equilibrio

Seja o sistema dinamico de equacgoes diferenciais

- H
H - ﬁlH (1 - ~—) - @137—‘[’[7

R1
5 pTE z
E = — ag3TE — 6 F 3.1
T+ry O 2 (3.1)
. T . -
T = IOgT (1 - ~—) - O[ngH - OégQTE,
k3

baseado no modelo de Lotka-Volterra de competicao entre espécies, onde H representa
a populacao de células hospedeiras; F, a populacao de células do sistema imune e 7', a
populacao de células tumorais.

Neste modelo, H corresponde a taxa de variagao no crescimento das células hospedeiras
de acordo com uma funcao logistica com uma capacidade bidtica k; > 0. O parametro
p1 > 0 é a taxa de crescimento de H e a3 > 0 é a taxa com que as células T" eliminam as
células H. A taxa E corresponde & variacao das células de efeito imune, onde o primeiro
termo representa o estimulo imposto por células tumorais com antigenos especificos sobre
as células E. A taxa de reconhecimento das células T' pelo sistema imunologico depende
da antigenicidade das células T e, desse modo, depende diretamente do niimero de células
T. Tal relacionamento tem taxa ps > 0 e Ry > 0. As células £ morrem naturalmente a
uma taxa 0, > 0 na auséncia das outras populagoes. A taxa T corresponde a variacao
do crescimento das células tumorais, onde p3 > 0 é a taxa de crescimento e k3 > 0, a
capacidade bidtica. O parametro as; > 0 representa a taxa com que as células T' sao
degradadas pelas células H e a3y > 0, a taxa com que as células E eliminam as células
T. E considerado também que o crescimento das células T é mais rapido do que o das
células H, sendo assim p3 > py.

A diferenga apresentada entre o modelo (1) e o proposto por de Pillis e Radunskaya
¢ a auséncia da constante de influxo das células E no modelo (1). A justificativa se faz

devido a irrelevancia da influéncia da constante no estudo.
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Fazendo a mudanga de variaveis H = pyz, F/ = oy e T' = usz e, um scaling no tempo

t = 7/p1 no sistema (1), segue que

(

\

(

. - H1T ~
. H T = z|ll——)—a rz,
H=pH (1 B ~_> — Gy TH, H1 Hip1 ( ol ) 13143101
K1
- . H2papsyz N
. TE ~ = -« Z—0 )
o P2 N GyTE — 6,F. N 2y 137 + Rz 23243y 2M2Y
T+ Ko
A T . . psz = pzp3z | 1 — P2 Q31312
T = pgT 1—— ] — OéngH — OégQTE K3
R -
’ L —Q32[3f2Y <
(@ ( Mlx) Q13
—=—\1-——=] - —pu3xz
P P K1 P1
Yy ﬁ2 Yz d23 52
T——'—,%Z——MsyZ—T,
pL P + 2 P1 1
K3
Z  p3 < M3Z> Qg 32
—==z|1l=-=) = —mrz— —payz
\ A1 /1 K3 P1 1
Donde, neste ultimo sistema, fez-se
H3Yyz H3yz __ Y=
Haz o+ 2 u3(2+@) z—I—@
3 3

O scaling no tempo segue abaixo

dv  dr dt dx (7/p1) dv 1

dr  dt dr dt dr dt  py

dy o 2 _ dz

dr p1 dr”

Portanto, & = 42,
p1 dr

Os parametros do sistema (1) sao mudados por

Assim, como ﬁ% =

P1 = —; o3 = — - Ra;
P1 P1
P2 Qo3 5 02
P2 = —; Q3= — " Ka; 2= =,
P1 P1 P1
Ps azi - R
p3=—; Q31 =—-K;; —=1
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E, os valores de py, po € pug, ficam

Q3201 .
e

1 = K1, o = H3 = KRa.

Qg0

Logo, considerando & = dx/dr, y = dy/dr, 2 = dz/dr e p3 = ag = 1, tem-se o

seguinte sistema
& =pa(l —x) — azzz,

.:,02?JZ
1+2

— Qi3Yz — 523% (32)

Z2=2z(1-2) —xz — asyz,

onde ocorre a correspondéncia (z,vy,2) — (H, E,T).

Ao contrario do que é normalmente visto em modelos predador-presa, nao existe uma
presa particular. Esta dindmica corresponde a alta competitividade entre as espécies,
pois nenhuma promove o crescimento da outra e todas as interagoes entre x, y e z sao
repressoras.

Considera-se, para a anélise do atrator cadtico, os parametros com os seguintes valores

p1 = 0,6: taxa de crescimento das células hospedeiras;

a3 = 1,5: taxa em que as células tumorais matam as células hospedeiras;

po = 4,5: taxa de crescimento das células de efeito imune;

a9z = 0,2: taxa em que as células tumorais inibem as células de efeito imune;

02 = 0, 5: taxa de mortalidade das células de efeito imune;

a3 = 2,5: taxa em que as células de efeito imune matam as células tumorais.

Para encontrar os pontos de equilibrio, faz-se
=0, y=0 e z2=0,
donde obtém-se o seguinte sistema
4

prr(l —x) — agzxz =0,

PYz
1+ =z

— Qo3yz — 0oy = 0,

| 2(1—2) — 2z — azyz =0,
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que leva aos pontos de equilibrio O = (0,0,0); P, = (1,0,0); P, (0,0,1); P
(0,0.347,0.132503); Py = (0.668743,0.079502,0.132503); Ps = (0, —7.147, 18.867497);
Ps = (—46.168742,11.320498, 18.867497), dos quais serao desconsiderados Ps e Ps por

estarem fora do octante positivo.

Através da matriz jacobiana do sistema (2), a saber,

[ 0.6 —1.20— 152 0 —1.5z |
4.5z 4.5y 4.5yz
= 0 —0.22—-0.5 — —0.2
J('I’y?Z) 1+Z z 1"—2) (1+Z>2 y
—2z —2.52 1—-22—2—-25y

analisa-se os 5 pontos de equilibrio quanto a sua estabilidade, considerando-se o sinal da

parte real de seus autovalores.

e Em O = (0,0,0):

06 0 0
J0,0,00=| 0 =05 0 | = X =(0.6,-0.51).
0 0 1

Este ponto corresponde & nao existéncia de células. Os autovalores )y indicam que o
ponto de origem é uma sela, ou seja, um ponto instavel. Quando se tem z =0 e y = 0,
as células de efeito imune desaparecem rapidamente de acordo com o autovalor negativo

—0.5, e 0 modelo de cancer (2) se reduz a

i =0,
y - _523/7
3 =0.
e Em P, = (1,0,0):
[ 06 0 —1.5]
J(1,0,0) = 0 -05 0 = A\ = (—0.6,—0.5,0).
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O autovalor 0 em \; indica que o ponto P; é nao-hiperbdlico. Portanto, nao se pode

fazer uma anéalise imediata da estabilidade local.

S 2
Tr=MT— M,

y=0,
=0,
e Em P, = (0,0,1):
09 0 0 ]
J0,0,1)=1] 0 155 0 | =\ =(-0.9,155—1).
-1 25 -1

Neste caso existem somente as células tumorais. Com os autovalores Ay, tem-se que
o ponto de equilibrio P, é de sela. O sistema resultante nestas condigoes, também é

governado pela equacao logistica, e z tem seu ponto maximo em 1, como visto em

z =0,
y =0,
Z=2z(1-2)
e Em P; = (0,0.347,0.132503):
[ 0.4012455 0 0 ]
J(0,0.347,0.132503) = 0 78 %1079 1.148077 | =

| —0.132503 —0.3312575 —0.132501 |

Az = (0.4012455, —0.066 + 0.6131237, —0.066 — 0.6131234).

Aqui coexistem as células tumorais e as de efeito imune. Os autovalores da matriz
jacobiana calculada neste ponto de equilibrio A\; mostram que este ponto é um sela-foco,
e sua variedade estavel unidimensional pertence a fronteira da bacia de atracao do atrator

caotico (Figura 19), ou seja, o ponto nao esta cercado pelo atrator.
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e Em P, = (0.668743,0.079502, 0.132503):

[ —0.4012449 0 —1.003113 |

J(0.668743,0.079502, 0.132503) = 0 ~7.8x 107  0.263036 =

| —0.132503  —0.3312575 —0.1325005 |

Ay = (—0.614358,0.040306 + 0.2351237,0.040306 — 0.2351237).

Este ponto é associado com a coexisténcia das trés populagoes. Seus autovalores A4
definem um ponto sela-foco. Neste caso, a variedade estavel é 2D e o ponto de equilibrio é
cercado pelo atrator (Figura 19). A dinamica local em torno deste ponto exibe oscilagoes
com frequéncia natural f = 0.235/27 = 0.037Hz, que é um valor muito proximo do
pseudo-periodo da dinamica bésica, que apresenta frequéncia f = 0.039H z.

Os dois pontos de equilibrio sela-focos P; e P, sao muito importantes, pois dao a
estrutura ao atrator cadtico, assim como no caso do sistema de Rossler. A semelhanga
estrutural do sistema (2) com o sistema de Rossler é de grande auxilio, pois fazendo-se

comparagoes entre os dois sistemas pode-se obter uma analise mais favoravel.

y()
0,

Figura 3.1: Atrator caotico do sistema (2). Condicao inicial: (0.9,0.22,0.1). Tempo de integra-
gao: [0,1000]. Os pontos O e P; nao diferem na projegao feita no plano-yz, eles estao no canto
inferior esquerdo do atrator. O ponto P» se localiza no canto direito inferior; o ponto P3 esté
contido no que aparenta ser um circulo ovalado superior e o ponto P, esti contido no inferior.
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3.3 Uma analise dinamica

Através da analise da observabilidade dos coeficientes (ver artigo [12]), tem-se que a
variavel x é a melhor observavel. Portanto, convém escolher algum parametro da equagao
de & para ser variado e prosseguir na anélise do sistema. De inicio é tomado o parametro
p1 de crescimento da populacao hospedeira e os demais parametros sao fixados nos valores
j& mencionados na segao 3.2.

Considerando o sistema (2), com p; variando, temos:
t=pa(l—x)—1bzrz,

. 4,5yz
= —0,2yz—0,5 3.3
vy=9, " %aE=0o (3.3)

2=2z(1-2)—xz—2,byz.

Este sistema nos dé o seguinte ponto de equilibrio de coexistencia entre as trés po-
pulagoes, biologicamente admissivel para valores de p; pertencentes ao intervalo aberto
I = (0.1987545036, 1.5):

P4(p1) = (fv Y, 2)’
onde
p1 — 0.1987545036

x )
P1

0.1333333333(0.596263518 — 2p? + 2(p; — 0.1987545036)p;)
P1 ’

<
Il

z = 0.1325030024.

A matriz jacobiana do sistema (3) em funcao de p; é dada por

[ p1(1 —x) — prx — 1.5z 0 —1.52 ]
4.5z 4.5y 4.5yz
= 0 —0.22—-0.5 — —0.2
I (2,9, 2) 1+ 2 : 1+2) (1+2)? Y
—2 —2.52 1—2z—2—25y

Aplicando no ponto Py(p1) em J,, (z,y, z), temos o seguinte polinémio caracteristico:

p(A) = A* 4+ aX? + b + ¢,
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onde

a = —0.0662515014 + pq,

1266371
b— —0.2831793034 + 0.132503002p, + 1200371998

P1

017318244
¢ = 0.09867934347 — 001731824455 0.05808923142p; .

P1

Como queremos encontrar o valor de p; para o qual o sistema (3) apresenta um ciclo
limite em torno do ponto Py(p1), confirmando a existéncia da bifurcacao de Hopf, va-
mos utilizar a Condi¢ao de Estabilidade de Routh-Hurwitz, analisando os coeficientes do

polinémio caracteristico p(A).

Teorema 3. Seja o polinémio
p(x) = 2° + az® + Br + 7,

onde o, B e~y sao positivos. Entao temos que

(i) pelo Critério de Routh-Hurwitz, o polindmio p(x) serd estdvel se, e somente se,

a>0, >0, v>0 e af—~v>0;

(17) sea, B,v>0eal—~=0, entao p(x) tem duas raizes complexas conjugadas com

parte real nula e uma raiz real negativa;
(1i1) sey >0 eaf—v <0, entdao p(x) tem duas raizes reais positivas e uma raiz negativa.

(Este Teorema e sua demonstragdo podem ser encontrados em Galindo [8].)
Através deste teorema e da anélise dos coeficientes a, b e ¢ do polindmio p(A), obtivemos

o seguinte teorema:

Teorema 4. Seja o sistema (3). Entéao, para valores de p; € (0.1987545036, 0.382459984),
temos que o ponto Py é uma espiral estavel. Se p; = 0.382459984, temos que Py é um
ponto espiral fracamente estavel. Se p; € (0.382459984, 1.5), entdo Py se torna um ponto
espiral instdvel, e surge um ciclo-limite estavel em torno de Py. Portanto, ocorre uma

bifurcagao de Hopf em Py para o valor critico do pardmetro p; = 0.382459984.

Demonstragao. Primeiro lembremos a condigao para que Py(p;) seja admissivel biologi-
camente: p; € I. Agora, tomando o polinémio p(\), vejamos para quais valores de p;

obtemos coeficientes positivos:

e a > 0se p; > 0.0662515014;
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e b>0se0<p <0.6371538622 ou p; > 1.5;
e ¢ > 0sep; <0ou0.1987545036 < p; < 1.5.

Assim, para que p; satistaca as trés condigdes ao mesmo tempo e ainda pertenca ao
intervalo aberto I, segue que p; € I; = (0.1987545036, 0.6371538622).

Para que ab — ¢ > 0, segue que 0 < p; < 0.382459984 ou p; > 1.5. Logo, para que
o ponto P, seja estavel segundo o critério de Routh-Hurwitz, o parametro p; deve estar
dentro do intervalo (0.1987545036, 0.382459984), onde a, b, ¢>0.

Para que ab — ¢ < 0, segue que p; < —0.1174539793 ou 0.382459984 < p; < 1.5.
Como os valores de p; devem ser positivos, segue 0.382459984 < p; < 1.5. Portanto,
combinando com a condigao que torna ¢ > 0, temos pelo item (iii) do Teorema 3, que o
ponto Py é uma espiral instavel para p; € (0.382459984, 1.5).

Para que ab — ¢ = 0, temos que p; pode apresentar os seguintes valores
—0.1174539793, 0.382459984 ou 1.5,

dentre os quais esta contido no intervalo I; somente 0.382459984, satisfazendo o item (i7)
do Teorema 3. Portanto, neste valor critico ocorre uma bifurcagao de Hopf no ponto Pj.
Calculando o primeiro Coeficiente de Lyapunov através do algoritmo visto em Kusnet-
sov [11], comprovamos a existéncia de um ciclo limite estével, pois o valor de [y é negativo,
dado por
Iy = —33.56100727.

Assim, afirmamos que a bifurcacao de Hopf que ocorre nesse sistema é supercritica. No

apéndice E, segue o algoritmo para a obtencao deste valor. O

Algumas simula¢oes numéricas, a seguir, apresentam os retratos de fase do sistema

(3), exibindo os comportamentos das trajetorias obtidos no Teorema 4.
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0,132857
2(t) 01326
0,132357
013214 0,4146
04151

0,18 41

01805 0181 g 11504161

y(t) x(t)

(a) (b)

Figura 3.2: Retrato de fase do sistema (3) nas proximidades do ponto de equilibrio Py, com
as condigoes iniciais: (0.66,0.07,0.13). (a) Py é uma espiral estavel para p; = 0.34. Tempo
de integragao: [200,600]. (b) Py é uma espiral fracamente estével para p; = 0.38. Tempo de
integragao: [200, 2500].

0,137
0,13454
2

0,132

0,12954

0,127 0,469
0,479

’ 0,146
0,49 ’ 0,151
0,05 0.15 059 0156 41 0,489

0,25 , t
035 X yo) X0

(a) (b)

Figura 3.3: Retrato de fase do sistema (3) nas proximidades do ponto de equilibrio Py, com
condigbes iniciais: (0.66,0.07,0.13). (a) Py é uma espiral instavel para p; = 0.4. Tempo de
integragao: [2,300]. (b) Aparece o ciclo limite quando o pardmetro passa pelo valor critico

p1 = 0.382459984. Tempo de integragao: [10000, 10020].
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3.3.1 Bifurcagoes “flip” conduzindo ao caos

Na subse¢ao acima, obtivemos um ciclo limite de periodo 1, criado pela bifurcacao de
Hopf para o valor critico do parametro p; = 0.382459984. Este ciclo é seguido de uma
cascata de duplicagao de periodo (bifurcagoes do tipo “flip”). O atrator cadtico observado
além do ponto de acumulacao, ponto este em que ocorre a 6rbita 2°°, deve portanto, ser
caracterizado por um mapa suave unimodal, uma vez que uma cascata de duplicagao de
periodo é a rota universal para o caos em tal mapa. Percebe-se a dependéncia sensivel as
condigoes iniciais, que divergem entre si com o avango no tempo. Isto pode ser visto nas

figuras abaixo.

Q[T
NI

Figura 3.4: Retrato de fase do sistema (3). Orbita periodica de periodo T no ponto P; criada
pela bifurcagao de Hopf. (a) Ciclo limite em p; = 0.45, com as condigoes iniciais (0.66,0.07,0.13),
(0.668,0.079,0.132), tempo de integracao [1200, 1600]; (b) Comportamento perioédico da solugao
para p; = 0.45, = x t, condicao inicial (0.66,0.07,0.13), tempo de integracao [1200, 1600].
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Figura 3.5: Retrato de fase do sistema (3). Bifurcacao de duplicagdo de periodo 2T no
ponto P; criada pela bifurcagdo de Hopf. (a) Bifurcagdo de periodo 2T em p; = 0.49, com as
condigoes iniciais (0.66,0.07,0.13), (0.668,0.079,0.132), tempo de integracao [1200, 1600]; (b)
Comportamento periodico da solugao para p; = 0.49, x X t, condigao inicial (0.66,0.07,0.13),
tempo de integracao [1200, 1600].
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Figura 3.6: Retrato de fase do sistema (3). Bifurcacao de duplicagao de periodo 4T no
ponto Py criada pela bifurcacao de Hopf. (a) Bifurcagdo de periodo 4T em p; = 0.498, com
as condigdes iniciais (0.66,0.07,0.13), (0.668,0.079,0.132), tempo de integragao [1200, 1600]; (b)
Comportamento periddico da solugdo para p; = 0.498, = x t, condigao inicial (0.66,0.07,0.13),
tempo de integragao [1200, 1600].



o8

0,97
0,8
0,74

0,6

TR |

2(t)

0,2

0,1

T T T T 1
100 200 300 400 500 600
t

(a) (b)

Figura 3.7:  Retrato de fase do sistema (3). (a) Atrator caotico criado pela sequéncia de
bifurcagoes “flip” em p; = 0.518, com as condigdes iniciais (0.66,0.07,0.13), (0.668,0.079,0.132),
tempo de integragao [0,3000]; (b) Comportamento periédico da solugoes indicando dependéncia
sensivel as condigoes iniciais pela divergéncia entre as trajetorias em p; = 0.518, condigoes iniciais

(0.66,0.07,0.13), (0.668,0.079,0.132), tempo de integragao [100, 600].

3.3.2 Analise da influéncia de p;

Quando sao tomados valores grandes para p; pode ser observado que a variabilidade
ciclo-a-ciclo ¢ reduzida, ou seja, a populagao de células hospedeiras mantém seus valores
méximos (valores perto de 1) por um longo periodo de tempo, cerca de 1000 unidades.
Entretanto, pode ocorrer uma diminuicao brusca para zero. Este comportamento é exibido
na Figura 26(b), para p; = 1.40.

Modificando p; para valores moderados, como p; = 0.54, a variacao entre os ciclos
aumenta, sendo que a populacao hospedeira mantém seus valores maximos por 3 ou 4
unidades de tempo apenas (Figura 26(a)).

Deste modo, tomando a taxa de crescimento das células hospedeiras grande o su-
ficiente, resulta numa populagao de células hospedeiras fortes o bastante para resistir
as células tumorais por um certo periodo de tempo. Logo, uma estratégia que simula
somente o crescimento de células hospedeiras seria uma boa via se nao fosse a possibili-
dade de ocorréncia de células tumorais apresentarem o fator receptor de crescimento (por
exemplo, EGFR) similar ao das células hospedeiras. Nestas condigoes, o paciente poderia
apresentar um rapido crescimento tumoral e quase todas as células hospedeiras seriam
destruidas (Figura 26(d)).

Um outro interesse em agir sobre as células hospedeiras ao invés das células tumorais,

é o de que as primeiras sofrem mutacao com muito menos frequéncia.



99

0,8

0,6

041

0,2

0,8

0,6

0,4

0,2+

I

T T T 1

50 100 150 200

0,31

0,6

0.4

0.2

0,84

0,69

0,44

0,29

T T T T 1
1000 2000 3000 4000 5000
t

(b)

T T T T 1
1000 2000 3000 4000 5000
t

(d)

Figura 3.8: Evolugao temporal das células hospedeiras e tumorais. (a) p;1 = 0.54, = x t; (b)
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Outros estudos foram feitos, e conforme visto em [12|, tomando o parametro a;s,
que denota a taxa em que as células tumorais eliminam as células hospedeiras, vé-se
que diminuindo seu valor obtém-se um efeito semelhante com o aumento da taxa de
crescimento py, isto €, promove o crescimento das células hospedeiras. Esta comparacao
reforca a caracteristica predador-presa, onde quando uma espécie ganha a outra perde,

variando ciclicamente.

3.3.3 Conclusoes sobre o estudo do modelo de cancer

O estudo deste modelo simples de competicao entre células sugere novas tendéncias no
entendimento do crescimento de alguns tipos de tumores e na indicacao de possiveis vias
de tratamentos. Mostra-se que aumentando a taxa de crescimento das células hospedeiras

é equivalente a diminuir a taxa com que células tumorais matam células hospedeiras. A
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promocao de células hospedeiras ajuda a reduzir as flutuacoes das populacoes, onde o
paciente permanece por um longo periodo de tempo com poucas células tumorais. Entre-
tanto, pode existir uma forte inversao de populac¢oes onde as células tumorais se tornam
a populagao mais importante, causando oscilacoes na satide do paciente e o rapido cres-
cimento do cancer.

Uma possivel abordagem para o tratamento do tumor seria influenciar interacoes bi-
ologicas entre as células hospedeiras e tumorais, mas atualmente, nao existe uma terapia
que aumente a taxa de crescimento das células hospedeiras sem também aumentar a pro-
liferacao das células tumorais. No entanto, existem numerosos caminhos para agir sobre
as células normais que levam ao encolhimento do tumor.

Pode-se notar que este tipo de modelo, apesar de simples e incompleto, é tutil para
melhor entender a dindmica bésica de crescimento das células de tumor e captura ca-
racteristicas que sao qualitativas de acordo com a experiéncia cotidiana dos oncologistas.
Vé-se que as células do cancer sao responsaveis também por alguns efeitos sobre as célu-
las hospedeiras, por isso, a contribuicao das células nao-tumorais na dinamica do cancer
aparenta ser muito importante no comportamento global do sistema.

A partir desse ponto de vista, o modelo de de Pillis e Radunskaya tem o grande
interesse de ser geneticamente suficiente para produzir muitas diferentes caracteristicas
que sao cotidianamente observadas em préaticas clinicas, bem como em experimentos bi-
ologicos. O modelo sugere uma dinamica caotica, para o crescimento do tumor em um

ambiente hospedeiro.



CAPITULO

=

Propriedades Topolégica e Dindmica

do Modelo de Crescimento de

Cancer

O modelo matematico de crescimento do cancer, estudado no capitulo 3, tem um com-
portamento extremamente rico e complexo, mostrando como as interacoes nao-lineares
entre as células envolvidas sao capazes de gerar diferentes tipos de respostas dinami-
cas. No capitulo anterior, vimos uma abordagem do ponto de vista do parametro p;, de
crescimento das células saudaveis do sistema. Neste capitulo, trabalhamos sob a 6ptica
do sistema imunologico, estimulando e avaliando a interagao entre as células efetoras do
sistema imune e as células tumorais, nos parametros ass e a2, como visto no artigo [4].

No artigo [4], Duarte, Rodrigues e Sardanyés estudam o mesmo modelo de crescimento
de tumor do capitulo 3, fazendo uma analise topologica da dindmica do sistema visando

estudar a previsibilidade do atrator cadtico obtido.

4.1 Introducao

O interesse de aplicar a teoria do caos em sistemas de dindmica caética tumoral baseia-
se na capacidade do caos em dar lugar a uma estrutura reconhecivel, repetida em diferentes
escalas, como os fractais. As propriedades topoldgicas e dindmicas do sistema podem ser
estudadas para determinar medidas importantes e praticas no estudo do caos, como a
previsibilidade. O artigo [4] tem como base o artigo [10], em que Itik e Banks mostram,
aplicando o teorema de Shilnikov, que o sistema (2) tem conexées de trajetorias seme-
lhantes as do teorema. Isto sugere que o sistema dindmico contém ferraduras de Smale,

um indicativo para o caos.
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Neste estudo é feita uma analise topoldgica através da teoria de dindmica simbolica,
calculando a entropia topologica, o expoente de Lyapunov, a dimensao fractal e a previ-
sibilidade da dinamica.

O modelo matematico estudado é o mesmo apresentado no capitulo 3, sistema (2),
com os mesmos valores de parametros fixados, exceto para os parametros awsg, taxa de
inativacao das células efetoras pelas células tumorais, e a3z, taxa de inativagao das células

tumorais pelas células efetoras, que serao variados para o estudo.

4.2 Propriedades topologicas e dinamicas

Nesta secao o estudo é feito sobre uma familia de mapas iterados unidimensionais,
que foram identificados estudando as propriedades intrinsecas da dindmica. Estes mapas
sao usados para calcular a entropia topologica e caracterizar érbitas especiais no espago
de parametros em termos da teoria da dindmica simbodlica. Também sao calculados os
expoentes de Lyapunov, a medida da dimensao fractal dos conjuntos caoticos (dimensao
de Kaplan-Yorke) e a previsibilidade. Todos esses calculos s@o feitos sob a variagao dos
parametros a3 € a3, mostrando qual a influéncia das taxas de inativagao entre as células

tumoralis e as células efetoras do sistema imune.

4.2.1 Dinamca Simbdlica e Entropia Topolégica

Lembrando a teoria descrita na secao 2.4, podemos estudar a dindmica do atrator es-
tranho construindo um mapa unidimensional que reproduz o comportamento da dinamica
temporal das células tumorais, z, correspondendo a seus sucessivos méaximos locais. O
mapa obtido toma a forma de um mapa logistico, com um tinico ponto critico ¢, no inter-
valo I = [a,b]. Essa andlise é importante, pois através dela podemos calcular a entropia
topologica, que é uma invariante numérica relacionada com o crescimento exponencial da
orbita, que aparece como uma medida do montante para o caos. Facamos agora algumas
consideragoes para um futuro céalculo da entropia topologica.

Seja o mapa unimodal f e o intervalo I subdividido em I}, = [a,¢), I. = ce Igr = (¢, b],
onde ¢ é o ponto critico de f. Temos que f é crescente para x € I e decrescente para
x € Ir. Chamamos de dobra de f cada intervalo maximo onde o mapa f é estritamente
crescente ou decrescente. O numero total de dobras distintas é chamado numero de dobra
de f e é usualmente denotado por [ = I(f). Os subintervalos esquerdo e direito sao nome-
ados pelas letras L e R, respectivamente, e o conjunto ., denotado por C. A sequéncia
simbélica comegando a partir de f(c) atua com um importante papel na dinamica simbo-
lica de mapas unidimensionais e é chamada sequéncia Kneading. A 6rbita O(c) do ponto

critico de f, obtida pela iteragao do mapa, ¢ dada por O(c) = {w;|lz; = fi(c),i € N}.
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Para esta orbita numeérica, obtemos uma sequéncia simbolica (6rbita simbolica)

A
o

S;=L se fi(x)
S =5158;..., onde¢ S;=C se fi(z)
S;=R se fi(z)

I
o

vV
o

’

que caracteriza a dinAmica. Quando O(c) é uma orbita k-periédica (f*(c) = ¢), obtemos
uma sequéncia de simbolos que podem ser caracterizados por um bloco de comprimento
k, a sequéncia Kneading S = $5,..5,_1C. Assim, a orbita O(c) determina uma
particio P~V do intervalo invariante I = [f?(c), f(c)] = [22,21] em um ntimero finito
de subintervalos nomeados por Iy, I, ..., [;,_1. Esta particao é associada a uma matriz de
transi¢ao M = [a;;] de dimensao (k—1) x (k— 1), onde as linhas e colunas sdo compostas
pelos subscritos dos subintervalos e os elementos da matriz sao definidos como a;; = 1 se
I; C f(I;) e a;j = 0 se I; nao esta contido em f(I;).

Agora, vamos utilizar uma medida fundamental, a entropia topoldgica, para caracte-
rizar a caoticidade da dindmica, num problema generalizado. Esta invariante numérica
descreve a complexidade exponencial da estrutura da o6rbita com um tnico nimero real

nao-negativo. A entropia topoldgica é dada por

htop(f) = log )‘max(M(f))7

onde Ay (M(f)) € o raio espectral da matriz de transigao M(f).

Exemplo 5. Considere o mapa unimodal da Figura 27. A orbita simbdlica do ponto de
mudanga ¢, determina uma sequéncia Kneading de periodo 5, a saber, (RLLLC)>®. Assim,
temos a orbita de ¢ dada por O(c) = {f(c), f*(c), f3(c), f*(c),c} e ordenando os pontos

da orbita temos
fe) < f2(e) < fie) < e < f(o).

O intervalo obtido entre a iterada f*(c) e f(c) € subdividido pelas iteradas f3(c), f*(c) e
c. Logo, obtemos 4 subintervalos I} = [f?(c), f3(c)], I, = [f3(c), f4(c)], Iz = [f*(c),c] e

Iy = [c, f(c)]. Assim, construimos a matriz de transi¢ao

M(f) =

_ o o O
_ o O =
N s T S
T = S = R

cujo polindomio caracteristico €

p(A) =X =A% = 22—\ —1.
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O polinémio possui 2 autovalores reais e um par de autovalores complexos conjugados. O
raio espectral da matriz M(f), dado pelo maior autovalor em mddulo, € s(f) = 1.92756.

Deste modo, calculamos a entropia topologica

hiop(f) = log s(f) = log 1.92756 = 0.65625.
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Figura 4.1: Na Figura (a), o grafico da evolugao temporal das células tumorais com g3 = 0.9435
e aze = 5; em (b), o mapa unimodal iterado, obtido a partir da plotagem dos sucessivos méaximos
locais da dindmica de tempo das células tumorais, z1, no atrator estranho, com os mesmos valores
dos parametros em (a). Figura do mapa logistico adaptada do artigo [4].

Para verificar a caoticidade do sistema, calculamos a variacao da entropia topologica,
tomando os valores dos parametros entre 0.05 < azs < 10 e 0.9 < a3 < 1.5, e obtemos a

Figura 28.

Figura 4.2: Calculo da entropia topolégica em fungao dos parametros aog e asgs.

Os resultados mostram que a taxa de inativacao das células efetoras pelas células
tumorais, sz, tem um profundo e marcante efeito sobre a dindmica. Para baixos valores

de ang, verifica-se uma entropia topologica forte, ou seja, quanto mais o3 se aproxima de
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0.9, mais precisamente no intervalo 0.9 < as3 < 1.24, maiores sao os valores da entropia
topologica, e consequentemente, maior caoticidade do sistema. Assim, altos valores de
(o3 tendem a estabilizar a dindmica partindo do caos para a ordem.

Ja olhando para a taxa de inativacao das células tumorais pelas células efetoras, ass,
verifica-se uma indiferenca na influéncia do parametro na variagao da entropia topologica.
Nota-se um efeito modesto deste parametro no comportamento dinadmico do modelo.

Com isso, pontuamos que um comportamento temporal de z mais regular e organi-
zado ocorre quando as células tumorais sao mais agressivas, no sentido que a taxa de
inativacao das células efetoras pelas células tumorais é alta, e a dinamica sobre este re-
gime paramétrico é completamente previsivel. Seguindo esse caminho, vejamos a seguir
a previsibilidade do sistema juntamente com o célculo dos expoentes de Lyapunov e a

dimensao de Kaplan-Yorke.

4.2.2 Expoentes e dimensao de Lyapunov e Previsibilidade

Os expoentes de Lyapunov, as entropias e dimensoes sao diferentes caminhos para
caracterizar os atratores cadticos, onde os expoentes de Lyapunov representam proprieda-
des dinamicas e as dimensoes, propriedades geométricas. Uma caracteristica de atratores
cadticos é a divergéncia exponencial de trajetorias proximas tomadas num tempo inicial
to, fazendo t — oo. Tal divergéncia é indicada pelos expoentes de Lyapunov, onde na
presenca de um expoente positivo existe a indicagao do comportamento cadtico.

Tomando aisz como pardmetro de controle e fixando o parametro asy = 5.0, exibimos
o diagrama de bifurcagao e a variagao dos trés expoentes de Lyapunov. Podemos notar
os trés sinais possiveis dos valores para os expoentes de Lyapunov num regime cadtico,
(+,0, —), e no regime nao-cadtico, a existéncia somente de sinais negativos e nulos. Para
valores nulos dos expoentes existem janelas peridédicas, com a ocorréncia de bifurcacoes
no sistema, como a bifurcacao de Hopf e a bifurcacao “flip”. O diagrama de bifurcagao
apresenta uma inversa de Feigenbaum (Figura 29), indicando que para valores pequenos
de a3 0 comportamento é cadtico, mas avancando para maiores valores, o sistema é con-
duzido para a ordem. Escolhendo o expoente de Lyapunov que apresenta valores positivos
em sua variagao, A;, plotamos o grafico em 3D (Figura 30), variando os parametros aw3 e
ai32. Vemos claramente uma regiao onde os valores de A\; sao maiores, indicando o com-
portamento cadtico do sistema, e também, notamos pares de valores as3 e 3o, para os
quais A; = 0, onde acontece o comportamento periddico.

Entropia Topolégica x Expoentes de Lyapunov

Tanto a entropia topologica quanto os expoentes de Lyapunov sao ferramentes ade-
quadas para a descricao do comportamento cadtico de um sistema. Estas duas defini¢oes
nao sao equivalentes, mas elas compartilham a mesma natureza: dependéncia sensivel as

condigoes iniciais.
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Figura 4.3: Bifurcagao inversa de Feigenbaum obtida em funcao das células tumorais, com a
variagao do parametro de inativagao das células tumorais pelas células imunes (valor de agg fixo
em 5). Observa-se, com o crescimento de g3, que o cenario evolui para a ordem. Embaixo,
segue o grafico dos expoentes de Lyapunov, onde A1, em vermelho, é o indicador do caos. Figura
dos Expoentes de Lyapunov adaptada do artigo [4].

Observando as figuras 28 e 30, notamos uma discrepancia em certas janelas periodicas.
Dentro destes regimes periddicos, a entropia topologica diverge do méximo expoente de
Lyapunov, que tem um rapido decrescimento para zero. Os resultados numéricos apre-
sentados na literatura indicam que qualquer mapa que é estritamente hiperbolico (mapa
para o qual o valor absoluto da primeira derivada é em toda parte maior que 1), apre-
senta rapida convergéncia das entropias topologicas e métricas para o maximo expoente
de Lyapunov. Mas, mapas do tipo logistico, como o em questao, por possuir em sua
dinamica basica singularidades em sua distribuicao assintotica, apresentam divergéncia
entre as ferramentas de medida do caos.

Dimensao de Kaplan-Yorke

A dimensao de Kaplan-Yorke, também conhecida como dimensao de Lyapunov, tem

ligacao direta com os expoentes de Lyapunov. Sua construgao é dada da seguinte maneira.
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0.02

Figura 4.4: Valores do expoente de Lyapunov A1 em fungao dos pardmetros as3 e asgo. Figura
adaptada do artigo [4].

Sejam Ay > Ay > ... > )\, os expoentes de Lyapunov de um atrator de um sistema
dindmico de tempo continuo. Seja k o maior inteiro tal que Ay + Ao + ... + A\ > 0. A

dimensao de Kaplan-Yorke é dada por

)\1+)\2—|—+)\k

pyssy

DL:k+

Se nao existe tal k£ nas condigoes descritas, entao é o caso de um ponto de equilibrio
hiperbolico estavel, e Dy = 0. Se o atrator é cadtico, a dimensao é sempre um valor nao
inteiro. A dimensao de Kaplan-Yorke ilustra a relagao entre a dindmica e a geometria do
atrator.

Previsibilidade

O maximo expoente de Lyapunov, A;, nos d4 uma primeira quantidade de informagao
sobre quao rapido perdemos a abilidade de prever a evolucao do sistema. Tendo isto
em vista, fazendo-se a soma de todos os expoentes positivos de Lyapunov, obtemos a
estimativa de uma quantidade fisica, chamada entropia de Kolmogorov-Sinai, hxs =
> x>0 Ai- Esta nova entropia mede a taxa de crescimento do erro e informagao de um
sistema dinamico e é relevante para a caracterizacao da previsibilidade. Dinamicamente,
a previsibilidade é dada pela inversa da entropia de Kolmogorov-Sinai, ou seja, 1/hgg. A
previsibilidade denota uma escala de tempo sobre a qual previsoes podem ser possiveis.
Para altos valores de hgg, temos baixos valores de previsibilidade, isto é, quanto mais
cadtico, menos previsivel. Na Figura 31, notamos que o sistema ¢ mais previsivel para

altos valores da taxa de inativacao das células efetores pelas células tumorais, aos.
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Figura 4.5: Calculo da previsibilidade P em fungao dos parametros aogz e ass.

4.3 Consideracoes acerca deste estudo

Neste estudo evidencia-se que a dinamica é particularmente sensivel a variacao da
taxa de inativacao das células efetoras pelas células tumorais, dada pelo parametro aos,
tendo um importante efeito sobre a dinamica global do sistema. Neste sentido, os re-
sultados teodricos assinalam a ideia estabelecida que a imunosupressao tumor-induzida no
cancer tem forte implicacao no crescimento, expansao e diferenciacao das células tronco
do cancer. Aumentando os valores deste parametro a tendéncia é estabilizar a dinadmica,
induzindo baixa complexidade para o modelo, também aumentando a previsibilidade e
enfraquecendo o caos. Ja o pardmetro ass, exerce um minimo efeito sobre comportamento
da dinamica.

O comportamento cadtico, que é caracterizado pela entropia topoldgica, ocorre para
baixos valores de awg, significando que no estado cadtico, as células tumorais nao sao
particularmente agressivas sobre as células efetoras. Este resultado particular sugere que
a possivel manipulacao deste parametro, do ponto de vista médico, poderia ter um impor-
tante papel no destino das populagoes de células tumorais. Como é mostrado no modelo,
se as células tumorais exercem uma forte inativacao sobre as células efetoras, alguns im-
portantes fendbmenos ocorrem. Por exemplo, o minimo local das populacoes celulares de
tumor dentro do atrator aumenta seus valores, e o caos forte da lugar a um caos fraco,
com movimentos quase-peridodicos ou periddicos. Devido a isso, medicamentos que dimi-
nuem a taxa de inativacao das células efetoras pelas células tumorais poderiam envolver
células tumorais, que em alguns momentos teriam baixos valores em sua populacao devido
a fortes flutuacoes, sendo muito mais sensiveis ao efeito de outras fontes de variacao, tal

como o ruido demografico.
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APENDICE

c

Calculo do Primeiro Coeficiente de

Lyapunov (sistema (3))

Considere o sistema n-dimensional
t=F(zr,a), xeR" ackR, (E.1)

onde n > 2. Em Kuznetsov cite, podemos ver o algoritmo para o cédlculo do primeiro

coeficiente de Lyapunov. Abaixo, segue o resumo de como proceder para sua obtencao:

1° Passo: Encontre o valor critico do parametro «y para o qual o sistema (1) possui
um equilibrio zy com autovalores A\ = =£iwy, wy > 0, sendo que os outros autovalo-
res nao sao imaginarios puros. Para n = 3, encontramos este valor critico resolvendo o

sistema

onde a matriz M ¢é dada por

Qg9 + Q11 23 —a13
M = aso ass + aiy ai2 )
—a3y a1 a3z + g2

sendo que aj; sdo os elementos de F,(z,«). Assim, temos que os autovalores \;o de

A= F,(z,0p), com A\ + Ay = 0, sdo valores puramente imaginarios, e A3 # 0.
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2° Passo: Calcule os autovetores complexos ¢, p € C", tais que
Aq =iwoq, Alp = —iwep, (p,q) =1,
em que, A = F,(x,a0) e (p,q) = > 1, Dilk-
3% Passo: Encontre s € R" e r € C", tais que
As = B(q,7), (2iwol, — A)r = B(q,q),

em que [, é a matriz identidade n x n e B(q,q) é definida por

O Fy(x, o)
Bi(q,p) = Z T or0r, 4Pk,
Gk=1,...n J R

parat=1,...,n.

4° Passo: Calcule

1

h =5 Rellp, Cla,0,2) = 2(p, Blg,9)) + {p, B@ 7)),

em que B(q,q) é definida como acima e

83E(x Oé())
CZ' s My = — j ’
<q b r) . Z &cjﬁxkﬁxg q]kaE
7,k l=1,...n T=z0

parat=1,...,n

Logo, para o sistema (3) temos a seguinte sequéncia de comandos:

#Nos calculos seguintes os paradmetros \rho_1, \rho_2 e \delta_2

serdo substituidos por p[1l], p[2] e d[2], respectivamente.

#Primeiro Coeficiente de Lyanunov calculado para o valor critico
p[1]1=0.382459984.

restart:

al13] := 1.5; pl[2] := 4.5; a[23] := 0.2; d[2] := 0.5; a[32] := 2.5;

with(linalg): readlib(mtaylor): readlib(coeftayl):

#Sistema em fungdo de p[1]:



F[1]
F[2]
F[3]

pl1l*x[1]1*(1-x[1])-a[13]*x[1]*x[3];
p[2]*x [2]1*x[3]/(1+x[3])-a[23]*x [2] *x [3]-d [2] *x [2] ;
x[3]*(1-x[3])-x[1]*x[3]-a[32] *x [2] *x [3] ;

#Matriz Jacobiana do sistema:
A := jacobian([F[1], F[2], F[31], [x[1], x[2], x[311);
B := transpose(A);

#Matrizes Hessianas:

H[1] := hessian(F[1], [x[1], x[2], x[311);
H[2] := hessian(F[2], [x[1], x[2], x[3]11);
H[3] := hessian(F[3], [x[1], x[2], x[311);
#Matriz M:

M := matrix(3, 3, [A[2, 2]+A[1, 1], A[2, 3], -A[1, 3], A[3, 2],
A[3, 3]+A[1, 1], A[1, 21, -A[3, 11, A[2, 11, A[3, 3]+A[2, 211);

#Encontrando os pontos de equilibrio do sistema e escolhendo o
ponto em que o valor do pardmetro p[1]=0.382459984:

sol := solve({F[1] = 0, F[2] = 0, F[3] = 0, det(M) = 0},
{pl1], x[1], x[2], x[3]1});

assign(sol[8]);

#Autovetores:

ev := eigenvects(map(eval, A), ’radical’);
q := ev[3][3][1];

ql := map(conjugate, q):

ev := eigenvects(map(eval, B), ’radical’);
P := ev[2] [3][1];

P1 := map(conjugate, P);

#Normalizando os autovetores:

sp := simplify(conjugate(evalm(‘&x*‘ (transpose(P1), q))));
p := map(simplify, map(evalc, evalm(P/sp)));

pl := map(conjugate, p);

simplify(evalm(‘&x*‘ (transpose(pl), q)));

b := vector(3, [evalm(‘&*‘(transpose(q), ‘&*x‘(H[1], q))),
evalm(‘&*‘ (transpose(q), ‘&*‘(H[2], q))),
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evalm(‘&*‘ (transpose(q), “&*‘(H[3], @)))1);

c := vector(3, [evalm(‘&x*‘(transpose(q), ‘&*‘(H[1], ql1))),
evalm(‘&*‘ (transpose(q), ‘&*‘(H[2], q1))),

evalm(‘&x*‘ (transpose(q), ‘&*x‘(H[3], q1)))1);

s := evalm(‘&*‘(inverse(A), c));

r := evalm(‘&*‘ (inverse(.3140224177x(2*I)-A), b));

f := vector(3, [evalm(‘&+*‘(transpose(q), ‘&*‘(H[1], s))),
evalm(‘&*‘ (transpose(q), ‘&*‘(H[2], s))),

evalm(‘&*‘ (transpose(q), ‘&*‘(H[3], s)))1);

g := vector(3, [evalm(‘&*‘(transpose(ql), ‘&*‘(H[1], r))),
evalm(‘&*‘ (transpose(ql), ‘&*‘(H[2], r))),
evalm(‘&* ¢ (transpose(ql), ‘&*‘(H[3], r)))]1)

#Fungdo trilinear:

A300 := diff(F[1], x[1], x[1], x[11);

A210 := diff(diff(F[1], x[11, x[11), x[2]);
A201 := diff(diff(F[1], x[1], x[1]1), x[3]);
A120 := diff(diff(F[1], x[2], x[2]), x[11);
A111 := diff(diff (diff(F[1], x[3]), x[2]), x[11);
A102 := diff(diff(F[1], x[3]1, x[31), x[11);
A030 := diff(F[1], x[2], x[2], x[2]);

A021 := diff(diff(F[1], x[2], x[2]), x[3]1);
A012 := diff(diff(F[1], x[3], x[31), x[2]);
A003 := diff(F[1], x[31, x[3], x[31);

B300 := diff(F[2], x[1], x[1], x[11);

B210 := diff(diff(F[2], x[1], x[1]1), x[2]);

B201 := diff(diff(F[2], x[1], x[11), x[3]1);

B120 := diff(diff(F[2], x[2], x[2]), x[1]1);

B111 := diff(diff(diff(F[2], x[3]), x[2]), x[1]);
B102 := diff(diff(F[2], x[3], x[31), x[11);

B030 := diff(F[2], x[2], x[2], x[2]);

B021 := diff(diff(F[2], x[2], x[2]), x[3]);

B012 := diff(diff(F[2], x[3], x[31), x[2]);

B003 := diff(F[2], x[3], x[3], x[31);

C300 := diff(F[3], x[1], x[1], x[1]);
C210 := diff(diff(F[3], x[1], x[11), x[2]);
C201 := diff(diff(F[3], x[1], x[1]), x[31);



C120 := diff(diff(F[3], x[2], x[2]), x[11);

C111 := diff(diff(diff(F[3], x[31), x[2]1), x[11);
C102 := diff(diff(F[3], x[3], x[3]), x[11);

C030 := diff(F[3], x[2], x[2], x[2]);

C021 := diff(diff(F[3], x[2], x[2]), x[3]);

C012 := diff(diff(F[3], x[3], x[3]), x[2]);

C003 := diff(F[3], x[3], x[3], xI[3]);

Cl1] A300*q[1]~3+3%A210%q[1] ~2*q1 [1]+3*xA201*q[1]~2*q1[1]+
3%A120%q[1]1*(q[1]~2)+(6%A111%q[1]*q[1])*ql [1]+3*A102*q[1]*q1[1] "2+
A030%q[1]~3+3%A021*%q[1] ~2%ql [1]+3*A012%q[1]*q1[1] ~2+A003*q1[1]~3;

C[2] := B300%q[2]~3+3%B210x*q[2] ~2*ql[2]+3*B201*q[2] ~2*q1[2]+
3¥B120*q[2] *(q[2] ~2) +(6xB111*q[2]*q[2] ) *q1 [2] +3*B102%*q[2] *q1 [2] ~2+
B030*q[2] ~3+3*B021*q[2] ~2*q1 [2] +3*B012x*q[2] *q1 [2] ~2+B003*q1 [2] ~3;

C[3] := C300%q[3]~3+3%C210%q[3]~2%q1 [3]+3*C201*q[3] ~2*q1[3]+
3%C120%q [3]* (q[3] ~2)+(6%C111xq[3]*q[3])*q1 [3] +3%C102+%q [3] *q1 [3] 2+
C030%q [3]~3+3xC021*q[3] ~2*q1 [3] +3*C012*q [3] *q1 [3] ~2+C003*q1 [3] ~3;
C := vector(3, [C[1], C[2], C[311);

#Como as derivadas de terceira ordem ndo sdo todas nulas & preciso
considerar o vetor C(q,q,ql):

#Assim, o primeiro Coeficiente de Lyapunov & dado pela expressdo:

1[0] := simplify(evalc(Re(evalm(‘&*‘(transpose(pl), C))
-2xevalm(‘&* ¢ (transpose(pl), f))+
evalm(‘&*‘ (transpose(pl), g))))/(2%.3140224177)) ;



