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PIMENTEL, D. R. M. Potenciais singulares na equacao de Schrédinger uni-
dimensional via transformada de Laplace. 2013. 54 f. Trabalho de Graduacao
(Graduagao em Bacharelado em Fisica) - Faculdade de Engenharia do Campus de Gua-

ratingueté, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2013.

Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo tratar casos unidimensionais conhecidos e
interessantes em mecanica quantica por uma abordagem incomum nesta area da fisica. O
método operacional da transformada de Laplace, apesar de utilizado pelo proprio Erwin
Schrodinger em 1926 ao tratar da equagao radial para o atomo de hidrogénio, se mostrou
esquecido por décadas. No entanto, voltou a se mostrar uma poderosa ferramenta da
fisica-matemaética aplicada a mecanica quantica, surgindo em diversos trabalhos recentes.

O método se mostra propicio na abordagem de casos onde temos potenciais pares,
pois isto implica em autofunc¢oes com paridade definida, e como o dominio desta trans-
formada se estende de 0 a oo, basta encontrarmos a autofuncao no semieixo positivo e,
com as condigoes de contorno impostas sobre a autofuncao na origem mais a continuidade
(descontinuidade) da autofungao e sua derivada, fazemos a extensao impar, par ou ambas,
para obtermos a autofuncao em todo o eixo.

Fatorando o comportamento da autofuncao no infinito e na origem, tomamos o
devido cuidado com os pontos que poderiam nos trazer algum problema na sequéncia da
resolugao, assim conseguimos manipular a equagao de Schrodinger independente do tempo
de forma a torné-la conveniente a aplicagao da transformada de Laplace. O Capitulo 3

mostra a metodologia que deve se seguir para buscarmos as solucoes de cada problema.

PALAVRAS-CHAVE: transformada de Laplace, mecanica quantica, oscilador

harmonico, potenciais singulares.



PIMENTEL, D. R. M. Singular potentials in one-dimensional Schrédinger
equation via Laplace transform. 2013. 54 f. Graduate Work (Graduate in Physics) -
Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista,

Guaratingueta, 2013.

Abstract

The present work has as its goal to treat well known and interesting unidimensional
cases from quantum mechanics through an unusual approach within this field of physics.
The operational method of Laplace transform, in spite of its use by Erwin Schrodinger in
1926 when treating the radial equation for the hydrogen atom, turned out to be forgotten
for decades. However, the method has gained attention again for its use as a powerful
tool from mathematical physics applied to the quantum mechanics, appearing in recent
works.

The method is specially suitable to the approach of cases where we have potential
functions with even parity, because this implies in eigenfunctions with defined parity,
and since the domain of this transform ranges from 0 to oo, it suffices that we find the
eigenfunction in the positive semi axis and, with the boundary conditions imposed over
the eigenfunction at the origin plus the continuity (discontinuity) of the eigenfunction
and its derivative, we make the odd, even or both parity extensions so we can get the
eigenfunction along all the axis.

Factoring the eigenfunction behavior at infinity and origin, we take the due care
with the points that might bring us problems in the later steps of the solving process,
thus we can manipulate the Schrédinger’s Equation regardless of time, so that way we
make it convenient to the application of Laplace transform. The Chapter 3 shows the

methodology that must be followed in order to search for the solutions to each problem.

KEYWORDS: Laplace transform, quantum mechanics, harmonic oscillator,

singular potentials.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos principais pilares da fisica atual é a mecanica quantica, esta area se preocupa
em descrever a natureza das interagoes fisicas em escalas microscopicas. Nesta escala
ocorrem diversos fenomenos fisicos que fogem ao senso comum e percebemos que a ja
bem conhecida mecanica newtoniana nao consegue descrever tais situacoes. Esta foi
a principal motivacao para o desenvolvimento da mecanica quantica. Diferentemente de
tantas outras teorias fisicas, como relatividade geral, mécanica de Newton, eletrodinamica
classica e outras, nao conseguimos associar a mecanica quantica a um nome especifico,
seu desenvolvimento (que perdura até os dias atuais) é fruto de um arduo e instigante
trabalho de muitos renomes da fisica e ciéncia em geral. A mecanica quantica surpreende-
nos por diversos motivos, seja qual for a forma com a qual se aborde esta teoria, sempre
surgem fatos inesperados, seja experimental, filos6fica ou matematicamente.

Abordaremos neste trabalho alguns problemas famosos com um tratamento mate-
matico pouco explorado em mecanica quantica e veremos que ha grandes vantagens em
se abordar de tal maneira.

Para descrevermos uma situacao fisica em mecanica quantica, devemos obter a so-
lucao da famosa equacao de Schrédinger, a qual serd explicitada no préximo capitulo.
Buscaremos aqui as solucoes dos estados estacionarios, ou seja, independentes do tempo.
A equacao de Schrodinger independente do tempo é uma equacao de autovalor, entao para
resolvé-la completamente devemos encontrar o par caracteristico, autofungao-autovalor,
que satisfaca tal equacao. Os autovalores encontrados nesta equacao sao exatamente as
energias possiveis do sistema e as autofuncoes juntamente com a solucao temporal da
equacao de Schrodinger nos fornecem a funcao de onda da particula estudada, e é esta
funcao de onda que nos da todas as informacoes que caracterizam o sistema fisico em
questao.

Trabalhando com o método de transformadas integrais espera-se sempre que chegue-
mos a uma forma transformada mais simples da equacao que descreve o problema inicial,
sendo assim, o problema é resolvido de uma forma mais facil e amigavel, no entanto, apos

encontrar a solugao da equagao transformada, devemos fazer a transformada inversa, e
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entao sim, encontrar a solugao do problema original. Em especial, utilizaremos a transfor-
mada de Laplace para abordar tais problemas quanticos. Este método permite chegar a
solucoes de forma elegante, no entanto, sua transformada inversa pode ser extremamente
dificil e até mesmo impossivel de se obter, portanto, é algo que requer atencao especial. J&
nos primoérdios da mecanica quantica, o proprio Erwin Schrodinger, em 1926, se utilizou
deste método para tratar a equagdo radial do atomo de hidrogénio |21], no entanto, esta
abordagem se fez esquecida por décadas, porém, nos tultimos anos, trabalhos com este
enfoque tém surgido. Os potenciais de Coulomb, do oscilador, exponencial e de Yama-
guchi, foram abordados por Englefield [10] em 1968. Cerca de vinte anos atris, o &tomo
de hidrogénio foi reexaminado via método da transformada de Laplace [22]. O potencial
singular 1/x [20], o de Morse [4], o harmoénico N-dimensional [5], o pseudoharmoénico e
tipo-Mie |2] e ainda o delta de Dirac [7| também foram abordados recentemente por este
método. Tal transformada tem se mostrado uma interessante ferramenta matemaética a se
utilizar em problemas quanticos com certas caracteristicas em comum. Usando o método
da transformada de Laplace, é mostrado que podemos abordar diferentes situacoes fisicas
com uma mesma metodologia e chegamos a resultados consistentes com os resultados obti-
dos por outros métodos matematicos, além disto, o método adotado mostra que podemos
obter as autoenergias do sistema sem nem mesmo encontrarmos suas autofuncoes.

Partes deste Trabalho de Conclusao de Curso foram apresentadas em eventos cienti-
ficos. O trabalho intitulado “Explorando os estados estacionarios do oscilador harmonico
quantico unidimensional via transformada de Laplace: elegancia e simplicidade” foi apre-
sentado no CIC-UNESP-Guaratinguetd, e a versao “A Laplace transform approach to
the quantum harmonic oscillator” esta publicada no European Journal of Physics (veja
[19]). No entanto, tal trabalho nao teve mérito suficiente para ser apresentado no CIC-
UNESP-5ao Pedro. Os trabalhos “Oscilador harmonico quantico singular unidimensional
via transformada de Laplace” e “O oscilador harmonico quantico singular unidimensional
revisitado” foram apresentados no XXXV Congresso Paulo Leal Ferreira de Fisica Teorica
e na primeira edicao da Fundamental Physics School, respectivamente. O trabalho intitu-
lado “O oscilador harmonico singular revisitado” sera submetido a publicagao na Revista
Brasileira de Ensino de Fisica.

Este Trabalho de Conclusao de Curso é o climax de uma proposta de iniciacao
cientifica aprovada pela FAPESP (Processo n°: 2012/07131-0).



Capitulo 2

Estados ligados na equacao de

Schrodinger

Quando queremos resolver certo problema fisico, utilizamos leis fisicas, equaciona-
mos nosso problema e buscamos suas solucoes. No caso de corpos macroscopicos a baixas
velocidades, utilizamos a mecéanica newtoniana. Aplicando as leis de Newton, podemos
resolver o problema e encontrar a grandeza fisica de interesse.

Diferentemente da mecanica newtoniana, em quantica, quem faz o papel principal
nao sao as forcas, mas sim, os potenciais a que certas particulas estdo submetidas. E esta
grandeza que caracteriza cada situacao. Busca-se sempre a chamada funcao de onda da
particula, U(z,t), que é responsavel por conter todas as informagoes fisicas de um sistema

quantico e deve obedecer a famosa equagao de Schrodinger [14]:

L 0V(x,t)

ih T HU(x, 1), (2.1)

onde 7 é a unidade imaginéria, h é a constante de Planck dividida por 27, m é a massa
da particula e H é o operador hamiltoniano dado por
h? d?

H = —%@+V($,t), (2.2)

com V(z,t) sendo o potencial ao qual a particula esta submetida.

A mecénica quantica deve ser interpretada de forma probabilistica [14] (e nao de-
terministica, como é a mecanica newtoniana), portanto, a fun¢ao de onda ¥(z,t) contém
as informacoes referentes a probabilidade de se encontrar uma particula em alguma posi-
¢ao, ou a probabilidade da particula estar com algum momento especifico, e etc. Diz-se
portanto que p(z,t) = |¥(z,t)]* é a densidade de probabilidade.

Também temos a exigéncia de que as fungoes de onda satisfagam certas condigoes.
No fundo, pode-se resumir isto dizendo que elas devem pertencer ao espaco de Hilbert com

produto interno definido por [14] [ dz ¥i(x,t)¥s(z,t). Isto quer dizer que as funcdes



sao elementos de um espacgo vetorial e devem ser quadrado-integraveis, ou seja:

/ p(x,t)dr < oco. (2.3)
Se tomarmos a equagao (2.1) e multiplicarmos por ¥*(z,t) (onde o asterisco sig-
nifica tomar seu complexo conjugado), e subtrairmos do complexo conjugado de (2.1)

multiplicado por U(z,t), ganharemos a seguinte equagao:

VIR R it

ov* ov ik 0*U* 0*U (2.4)
ot ot 2m \ Ox2 or? ) '

Agora, com a definicao de densidade de probabilidade ja comentada anteriormente, jun-

tamente com a defini¢do de corrente de probabilidade (fluxo de probabilidade) dada por:

I t) = (a‘l’*\y _ \P*a\p> | (2.5)

2m \ Ox Or

obtemos uma equacao que surge naturalmente em diversas areas da fisica como na eletro-
dinamica e na dinamica dos fluidos. Esta é a equacao da continuidade, como mostrada

abaixo:
o , 21 _

ot T or

Esta equacao descreve de que maneira a probabilidade deve se conservar.

0, (2.6)

A mecanica quantica é uma teoria baseada em postulados. Um deles é a importante
exigéncia de que os operadores correspondentes a grandezas fisicas devem ser hermitia-
nos, pois os autovalores de um operador destes sao sempre reais, e assim, equivalem a
quantidades fisicas observaveis [14]. A hermiticidade de um certo operador O é definida
por [11],

o0 —00

onde temos que ¥, e ¥y sao funcoes de onda quaisquer. Naturalmente,
/ dz V0V, < oo, (2.8)

ou seja, este produto interno deve ter um valor finito. Esta finitude nos sera util mais

adiante, quando tratarmos do comportamento da funcao de onda na origem.

2.1 Estados estacionarios

Como vimos anteriormente, a funcao de onda depende tanto da posicao quanto do
tempo, e agora precisamos encontrar um modo de calcularmos a solu¢ao de (2.1). Uma

gama de sistemas quanticos podem ser descritos por potenciais que sao independentes
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do tempo, V(z). Isto nos permite aplicar o método de separagao de variaveis a equagao

(2.1). Escrevendo a funcao de onda como

U(z,t) = P()T(t), (2.9)
e substituindo na equacao de Schrédinger, obtemos a equacao separada abaixo:

zhld—T = —h—21d2—¢+‘/. (2.10)
T dt 2m ) dx?
Como conseguimos separar as variaveis, devemos igualar cada lado desta equacao a uma
constante, a chamada constante de separagao. De modo sugestivo escolhe-se a letra F
para denotar tal constante.
Primeiramente resolvemos o lado esquerdo de (2.10), ou seja, a parte temporal de

nossa solucao. Teremos assim:

1dT
j 5} 2.11
T ar (2.11)

Sua solucao é uma exponencial complexa dada por:
Tt)=e *n. (2.12)

Agora olhamos para o membro direito da equagdo (2.10). Igualando & constante E,

teremos:
d*y(x)

dx?

_ [;g + 2mh_v2(“")} Y(z) =0, (2.13)

onde definimos k = \/TE/h2 E esta é a equacao com a qual este capitulo esta
interessado em lidar, a chamada equacao de Schrodinger independente do tempo. A
partir de agora os problemas serao considerados resolvidos apds encontrarmos a solu¢ao
de (2.13). Os problemas agora serdo caracterizados pelos potenciais envolvidos em cada
situacao fisica abordada.

As solugoes particulares (2.9) sao chamadas de estados estacionarios. Isto nao fica
evidente quando olhamos para a solugao (2.9), pois nela aparece um termo dependente
do tempo, advindo da solugao (2.12), no entanto, a grandeza de interesse em mecanica
quéantica nao é a fungao de onda em si, mas sim a densidade de probabilidade p(z,t), que

nos dé neste caso:

iEt iEt

plxt) = [Tz, )" = vren e n =[p(a)]" (2.14)

Fica claro agora que a densidade de probabilidade independe do tempo, o que justifica
chamarmos tais solucoes de estados estacionarios. Isto mostra que a probabilidade de se
encontrar uma particula em alguma posi¢ao nao é alterada conforme passa o tempo, esta

probabilidade se mantém a mesma sempre.



Pelo fato de p nao depender mais do tempo quando lidamos com potenciais de-
pendentes somente do espaco, somos agora levados a ver que tipo de consequéncia isto
acarreta, por exemplo, na equagao da continuidade. O primeiro termo de (2.6) contém
uma derivada temporal da densidade de probabilidade, mas neste caso estacionério temos
que a probabilidade se mantém a mesma sempre, pois é independente do tempo, logo,
teremos que a equagao (2.6) se tornara:

oJ

e 0 = J = uniforme. (2.15)

Esta equacao nos mostra a uniformidade da corrente de probabilidade, ou seja, ela é
a mesma em todo o espago. Levando a solugdo de (2.9) na expressdo da corrente de

probabilidade, obtemos a seguinte expressao:

(2

L0
J=g (Gt v ) (2.16)

ox
Ou seja, concluimos que para o caso de um sistema quantico onde temos um potencial
independente do tempo agindo, a corrente de probabilidade é uniforme e estacionéria,

significando que ela nao muda seu valor ao variarmos o tempo ou o espaco.

2.2 Estados ligados

Especificaremos agora uma classe importante de solucoes da equagao de Schrédinger:
os estados ligados. Estes estados ocorrem quando um potencial tem a capacidade de
confinar ou prender uma particula em uma determinada regiao do espaco, ou seja, a
particula nao tem energia cinética o suficiente para vencer o potencial e escapar da regiao.
Os estados ligados sao importantissimos, pois eles modelam situagoes interessantes como
moléculas, atomos, e etc.

Nestes estados se faz uma importante exigéncia, a de que a autofuncao que descreve
a particula seja nula no infinito, ou seja, que nao haja probabilidade de encontrarmos uma
particula em um lugar muito distante, mais precisamente, fora da regiao compreendida
pelo potencial ao qual a particula estd sendo submetida. Isto é resumido pela seguinte
expressao matematica:

(x) — 0. (2.17)

Desta forma, podemos agora falar em normalizacao da funcao de onda, pois com seus
extremos indo a zero, temos uma area bem definida abaixo da funcao densidade de pro-
babilidade, p(z). Da equacao (2.3) vimos a condigdo de existéncia da fun¢ao de onda, ou
seja, ela deve ser quadrado-integravel, porém agora, para os estados ligados, uma condi-

¢ao mais restritiva é feita. A integral de p(z) em todo espa¢o nao somente deve ser finita
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como deve ser igual a 1:

/OO p(x)dx = 1. (2.18)

[e.¢]
Da equagao (2.15), vimos que para estados estacionarios a corrente J independe da
posi¢ao. Como agora temos que no infinito 1(x) deve se anular, esperamos entao que em

todo o espaco este valor de corrente se mantenha, ou seja:
J =0, Vze (—o0,00). (2.19)

Potenciais pares sao dotados de uma particularidade que facilita muito a busca por
autofungoes da equacao (2.13). Se fizermos a troca de + — —x em (2.13) e usarmos o
fato de que V(z) = V(—x), obtemos a seguinte equagcao:

C(—x) _ {;{9 N %ff)} W(—z) =0, (2.20)

dx?
Ou seja, ©(x) e ¥(—=x) satisfazem & mesma equagao, nos fornecendo o mesmo autova-
lor. Sabe-se também que a combinacao linear de duas solucoes é também uma solugao,
portanto, podemos fazer ¥+ (z) = ¢ (x) + ¥(—x) e v~ (z) = ¢¥(x) — Y(—z). Nota-se que

fazendo a troca x — —x, as solucoes combinadas nos fornecem:

Y (z) =¢T(—x) = Y*(x) é par
(2.21)

Y (x) = =Y~ (—z) = ¢~ (x) ¢ impar.

Portanto, caso estejamos lidando com potenciais pares, podemos buscar a autofuncao no
semieixo positivo, e entao, a partir de condi¢oes de contorno na origem, analisar quais das
extensoes possiveis no semieixo negativo (par ou impar ou ambas) sdo aceitaveis como
solucao do problema em todo o eixo. Desta forma, vemos que as autofunc¢oes do operador

hamiltoniano H também sao autofungoes do operador paridade P:

ngp) _ Ey(lp)lﬁy(lp)
(2.22)
Pup = poil),

onde p = #+1 e n denota quaisquer outros nimeros quanticos. Por causa da paridade,
podemos nos concentrar na autofuncao no semieixo positivo. Condi¢oes de contorno
serao impostas sobre a autofunc¢ao na origem, em casos que aceitem ambas extensoes (par
e fmpar), teremos duas autofuncoes distintas com uma mesma energia (Eff) = r(f)),
diz-se entao que sao estados duplamente degenerados. Problemas unidimensionais com

potenciais regulares exibem espectros de estados ligados nao-degenerados (ver [15]). No



entanto, ao depararmos com potenciais singulares na origem, tanto as funcoes pares quanto
as impares devem satisfazer & condigdo homogénea de Dirichlet na origem (¢(0) = 0), e
cada nivel de energia tera uma degenerescéncia de grau dois. Porém, ha mais condicoes de
contorno na origem que devem ser obedecidas, relacionadas as derivadas das autofuncoes
neste ponto, e assim, em alguns casos uma extensao ou outra pode ser excluida, tornando-a

nao-degenerada.

2.3 Comportamento préximo a origem

Neste trabalho consideraremos potenciais singulares na origem. Devemos agora,
analisar o comportamento nas proximidades da origem da autofuncao buscada. A auto-
funcao deve ter um bom comportamento quando fizermos x — 0 e a primeira exigéncia
que ¢ feita é que a autofuncao seja continua. Isto deve ser sempre satisfeito em mecanica
quantica [14]. Uma possivel descontinuidade de salto de t(x) em = = 0 conduz a um

valor esperado de energia cinética infinito. Isto se da porque
d*y d dip dyp dip*
T ) = 22 2.2
dz?  dx ( dx) dr dx’ (223)

e sua ultima parcela contribui para o valor esperado da energia cinética na vizinhanga da

origem com

lim [ dx §*(z) = oo. (2.24)

e—0 e

onde §(x) é a funcao delta de Dirac.

Ja a derivada de ¢(x) admite comportamentos descontinuos. Quando se trata de
potenciais que tendem a valores infinitos ao fazermos © — 0 a derivada de ¥ (z) pode ser
descontinua, isto fica evidente se tomarmos a equagao (2.13) nestas condigoes. Isolando
o termo de derivada segunda e integrando ambos seus lados nas proximidades da origem,

obtemos que:
_2m [

P(+e) =Y (—e) = T | V(z)y(z) dx, (2.25)

onde temos que £ é muito pequeno. Desta forma, o valor desta integral nos da o quao
descontinua a derivada de v¢(z) é. Esta integral tem os limites determinados em um
intervalo simétrico, portanto, podemos afirmar baseados no valor principal de Cauchy que,
mesmo que a integral tenha um comportamento indesejado na origem (singularidade),
caso a autofuncao seja impar, teremos a integral igual a zero, o que implica que ' é

continua. J& no caso de autofuncao par a descontinuidade s6 podera ser determinada com
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o conhecimento da forma de V' (z) e 1(x). Podemos resumir isto com a seguinte equagao:

[ V((x)de  (par)
Y (+e) — ¢ (—e) = (2.26)
0 (impar).

Vemos aqui que devemos descrever como o potencial também se comporta quando estamos
trabalhando préoximo & origem do nosso sistema. Os potenciais pares que trataremos se

comportam da seguinte maneira quando x — 0:

V(z) — alz|?, (2.27)

|z[—0
onde temos que « e [ sao parametros que descrevem cada caso de interesse. Sao nestes
tipos de potenciais que estaremos focados em trabalhar. Nao s6 o comportamento do
potencial, mas também o comportamento da autofuncao proximo & origem deve ser co-
nhecido para podermos prosseguir. A forma do potencial descrita por (2.27) mostra dois
tipos distintos de comportamento: os potenciais singulares e os regulares. A partir de

agora veremos cada caso com mais profundidade.

2.3.1 Potencial singular

Estudaremos primeiramente os potenciais singulares (8 < 0), para isto, voltamos a
equacao (2.13) e inserimos o potencial descrito na equagao (2.27). Ao tomarmos o limite
de z — 0 vemos que o termo do potencial predomina sobre todos os outros, pois temos
B < 0. Desta forma ficamos com a seguinte equacao para os potenciais singulares:

d*i
B
— — plx|"Y ~ 0, 2.28
el (229)
onde temos que u = 2ma/h?. E esta equacdo que esmiucaremos para retirar todas as
informagcoes possiveis e necessarias para descrevermos o comportamento da autofuncao 1
nas proximidades da origem quando sujeita a um potencial do tipo considerado.
Como a equagao (2.28) descreve o comportamento proximo da origem, podemos

utilizar o seguinte ansatz:

Azt 4+ Bx®~ | para pu # —1/4
~ (2.29)
|z|—0
Dz'/? 4+ Fo'/? In z, para p = —1/4.

que nos fornece a seguinte equagao algébrica:

s:(s4 — 1) — pa’™2 = 0. (2.30)
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A exigéncia de bom comportamento proximo a origem nos forca a fazer F' = 0 quando
i = —1/4, pois envolve In z, que vai para infinito quando = — 0.

Na equagao (2.30) vemos uma restrigdo para os potenciais escritos como na forma
sugerida, # nao pode tomar qualquer valor se quisermos solucdes bem comportadas na

origem, pois § > —2. O caso de 8 > —2 implica que s4 =0ou s+ =1. O casode f = —2

1 1
= — 44/ - . 2.31
S4 5 \/4‘1‘/1 (2.31)

Além de termos a principio duas parcelas na autofuncao, temos a possibilidade de

nos da que:

s+ € Re de s € C, dependendo do valor de u, ou seja, depende da intensidade do
potencial que estamos lidando. E natural neste tipo de situacio utilizarmos algumas fer-
ramentas para eliminar solugoes que podem ser desagradéveis no decorrer da busca pelas
autofuncgoes, como por exemplo, a normalizacao, a densidade de corrente e a regularizagao
do potencial em questao.

A autofuncao deve ser normalizavel, entao nas proximidades da origem devemos ter:

SO Az 4 Bat-Pda < 1

/ [YfPde <1 = (2.32)
- ]D\fos |z| do < 1,

com € muito préoximo da origem. Devemos analisar o integrando da primeira integral de

(2.32) para verificarmos sua existéncia. Temos que:
|Az** + Ba®* |? = |A]P2™ *+ 4 |B|*a™ ¢ * + 2 Re(AB*z"+ 7). (2.33)

Das duas primeiras parcelas deste integrando temos que a existéncia da integral exige que
Re s+ > —1/2. Para s, isto nao causa problemas, pois sua parte real ¢ maior ou igual a
1/2, ja para s_ vemos uma limitacao em seus valores que implica em uma limita¢ao nos

valores de p. Analisando primeiramente o caso de sy € R, o integrando (2.33) nos da

que:
Sy > _%
1 1 3
[ sy +st =1

A dltima parcela de (2.33) é a tnica que pode dar informagio de sy € C. Neste caso,
fazendo A = /|1/4 + u|, podemos escrever:

2 Re(AB*z' %) = 22 [Re (AB*) cos(2\ In z) — Re (AB*) sen(2)\ In x)]. (2.35)
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Este integrando, quando x — 0, tem um comportamento indesejado, pois os logaritmos
nos argumentos dos seno e cosseno tendem ao infinito, implicando em um mal comporta-
mento das fungoes trigonométricas. Para solucionarmos isto devemos fazer Re(AB*) = 0,
no entanto, a normalizacao nao nos indica de que maneira devemos zerar tal termo, deve-
mos entao procurar por outro método para abordar nossa autofuncao nas proximidades
da origem.

Outra abordagem possivel é utilizar a regularizagao do potencial, que significa torna-
lo nao-singular na origem, porém de modo que possamos tomar um limite e recuperar a
caracteristica singular do potencial e entao encontrarmos um termo predominante em
(2.29). Como pode ser visto em [15], este método toma que para um certo intervalo |z| <

xp com xg muito proximo de zero, o potencial se comporta de forma constante, ou seja:
V(o) = a|zo|? = constante. (2.36)

Assim, ficamos com uma simples equagao diferencial para resolver. Fazendo Vi = 2mV (zo)/h?,
teremos: P

5~V =0=9(x) = CeVVe 4 De= V102, (2.37)

x
Pelo fato de nosso potencial ter se tornado regular, agora podemos fazer a exigéncia de
que ¥ e v’ sejam continuas em todo o espaco, inclusive em x = x, entao utilizamos
agora as autofungoes (2.29) e (2.37) no ponto xy e conseguimos duas equagoes, igualando
as funcgoes e suas derivadas. Apenas trabalhando com essas duas equacoes, chegamos a
seguinte relacao:
A S——S4
— Xz, . 2.38
B 0 ( )
Agora podemos tomar o limite de xg — 0 e teremos a situagao que procuramos, ou seja,
o comportamento de nossa solucio nas proximidades da origem. Como s_ < s,.!, o
expoente de (2.38) é sempre negativo e o limite tomado nos da que A >> B, portanto, o
comportamento da autofuncao préximo a origem é ditado por:
~ Az’t. 2.
W) ~ A (2.39)

Entao, ficamos com o resultado dado por (2.39) com s, = 1/24+/1/4 4 p com p > —1/4,
e nada podemos afirmar sobre o caso com pu < —1/4.

Outra ferramenta que podemos usar é a corrente J(z). Com (2.29) em sua expressao,

! Aqui devemos ter cuidado com nossa argumentacio, pois a afirmacio de que s_ < s s6 pode ser feita
se considerarmos st € R e st # 1/2. Considerando a possibilidade de sy € C o método da regularizagio
se mostra ineficiente. Este é um primeiro indicio de que devemos procurar por outra abordagem.
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obtemos:

J@) = AR s+ (B s
(2.40)
+Im [AB*xS++St_1 (s*_ — s+)] } .

Da analise dos estados ligados, vimos pela equagao (2.19) que a corrente deve se anular
independentemente da posi¢ao. Cada um dos trés termos de (2.40) deve ser identicamente

a zero. Para os dois primeiros termos zerarem devemos ter

Resy > 1/2
ou (2.41)
s+ € R.

Para s, vemos que o caso que abrange mais solugoes é o de s € R (ja que inclui s, = 1/2)
e para s_ a unica condigdo possivel é a de s_ € R (pois de (2.31) vemos que s_ nunca
sera maior que 1/2), logo temos que s+ € R. Esta condigao faz com que a tltima parcela
em (2.40) fique:

Im [AB*2* 71 (s* —s;)] = —2Im (AB") éll + p. (2.42)

Vemos que para fazer (2.42) igual a zero devemos ter Im(AB*) = 0 ou u = —1/4, clara-
mente a primeira opcao é a mais abrangente e ¢ a que deve ser levada em consideracao.
Assim, concluimos que o uso da corrente nao exclui uma das solucoes, e afirma que s4
deve ser real, implicando em p > —1/4.

O uso da regularizagao nos da um termo predominante da autofuncao proxima a
origem dado em (2.39), mas nao elimina valores complexos para s;, em contrapartida,
o uso da corrente J(x) elimina valores complexos para s, porém leva em consideragao
ambas parcelas de (2.29) (no caso de p # —1/4) como autofuncao aceitavel. Utilizando

ambos resultados somos levados a considerar a autofun¢ao dada por ¢ (z) ~ Az® com:

1 1 1 h?
s+:§+ Z+M’ corn,uZ—Z:>oz2—8—m. (2.43)

A principio, este resultado nos parece bastante satisfatorio, pois seus argumentos sao
baseados em ferramentas ja muito utilizadas, no entanto, podemos usar um argumento
mais poderoso e ver que estavamos sendo levados a resultados abrangentes demais. O
uso da regularizacao e da corrente de probabilidade é interessante, porém, podemos nos
lembrar de um dos postulados da mecanica quantica e fazer uso dele, e veremos a enorme

facilidade que ele nos traz nesta abordagem na origem e, além disto, também nos mostra
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que a autofuncao aceitavel é ainda um pouco mais restritiva do que a encontrada em
(2.43).

Os operadores de energia devem ser hermitianos, ou seja, as equagoes (2.7) e (2.8)
devem ser satisfeitas. O operador hamiltoniano se comporta da seguinte maneira proximo
a origem:

(A

onde K é o operador energia cinética e V' é o operador energia potencial.

Na vizinhanga da origem, os termos

2 2
Ko = i (~ger s ) U

(2.45)

ameacam a hermiticidade dos operadores energia cinética e energia potencial. Para p #

—1/4, escrevemos

hp % 2 Res,—2 % 2 Res_—2
K;, ~ ——— (AﬁAn:c T2+ BBt T4
2m
(2.46)
A;ansj_—i-s,—Q + B;An$s++s*—_2) 7
e para = —1/4,

h2/“L 1 * * 2 * *

Kiin 2 =5 [D:D,, + FiF, In* x + (D, F, + D, F;)In z] . (2.47)
mx

Em ambos os casos Kz, ~ —Va,. De (2.46) e (2.47) concluimos que a hermiticidade
dos operadores energia cinética e energia potencial é verificada somente se exigirmos Re
s+ > 1/2, ou seja, a autofungao com s_ deve ser descartada e ainda p > —1/4 — o >
—h?/8m.

Vimos entao, que apenas exigindo a hermiticidade dos operadores IC e V', devemos
ter que s+ é real e maior que 1/2, diferentemente do que tinhamos obtido na equagio
(2.43), portanto escrevemos o comportamento da autofungao nas proximidades da origem

(agora omitindo o subscrito + em s) da seguinte maneira:

1 1 1 h?
Y(x) x:OAxS, coms:§+\/z—l—|—,u,,u>—zz>oz>—%. (2.48)
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Vemos que a autofuncao obtida admite os seguintes comportamentos:

0, 8>-2es=1 ouf=-2
¥(04) = (2.49)
C, 6>-2es=0.
J& para sua derivada, temos que:

;

0, B>-2es=0,ouf=-2ea>0

P (0) =< C, f>-2es=1 (2.50)

00, B=-2ea<.

\

Tomando a equagao (2.28) e integrando-a em um intervalo simétrico com relagao a origem,
podemos analisar a continuidade (ou descontinuidade) da derivada nesta regiao. Ficamos

com a seguinte relacao:

pf xPdx (par)
V'(+e) —Y'(—e) = (2.51)
0 (impar).

com ¢ sendo muito pequeno. Por simetria, vemos que para o caso impar, a derivada
sempre serd continua, ja para o caso par temos que calcular a integral que aparece em
(2.51).

0, a>0
B = 2= 1/(+0) —¥/(=0) = (2.52)
L 00, a <0
(0, 3>—-1es=0
g > 2= (+) —¢'(=d) = (2.53)
oo, B<—-1es=0.

\

O potencial que estamos lidando é par, portanto, como mostrado na equacao (2.21),
conhecendo a funcao no semieixo positivo, podemos apenas fazer as extensoes impares
e pares para encontrar a autofungao do problema em todo o eixo. As equagoes (2.49),
(2.50) e (2.51) nos dao as extensdes possiveis para cada caso de potencial singular. A

seguir ilustramos as fungoes de onda possiveis:
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Figura 2.1: Autofungdes prozimas a origem quando = —2 e o > 0. Linha continua para a
autofung¢ao no semieixo positivo, linha tracejada para a extensao impar e linha pontilhada para
a ertensao par.

Figura 2.2: Autofungoes préximas a origem quando S = —2 e o < 0. Linha continua para a
autofung¢ao mo semieizo positivo, linha tracejada para a extensao impar e linha pontilhada para
a extensao par.
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Figura 2.3: Linha continua para autofun¢ao prézima & origem quando > —1 e s = 0. Linha
pontilhada para sua extensao par.

Figura 2.4: Linha continua para autofun¢do prézima a origem quando 3> —2 e s = 1. Linha
tracejada para sua extensdo fmpar.

As figuras Fig 2.1 e Fig 2.2 mostram que suas autofunc¢oes sao duplamente dege-

neradas. Ja as figuras Fig 2.3 e Fig 2.4 mostram autoestados nao-degenerados, pois é
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impossivel ter uma extensao impar no caso de f > —1 e s = 0, e uma extensao par no

casode > —2es=1.

2.3.2 Potencial regular

Fazendo S positivo no potencial estudado, temos o que chamamos de potencial
regular. Tomando a equagao (2.13), vemos que no limite que estamos estudando (x — 0)

a equagcao se torna a seguinte:

d*)(x)

dz?

— k*(z) ~ 0. (2.54)
A equagao (2.54) nos fornece a seguinte autofun¢io nas proximidades da origem:

0
Y(r) ~ Cx®, com s = (2.55)

z—0

Como era de se esperar, a equagao que é regular na origem nos fornece uma solucao regular
neste ponto.

Podemos proceder como antes e analisar a continuidade de nossa autofuncao nas
proximidades da origem, com o intuito de descobrir quais sao as extensoes possiveis de se

fazer. Temos para a autofuncao que:

0,ses=1
$(04) = (2.56)
C,ses=0.
A derivada de ¥ na origem nos da que:
C,ses=1
W'(04) = (2.57)
0, se s =0.

Por fim, integrando a equagdo (2.54) em um intervalo simétrico, entre —¢ e €, como

fizemos na secao anterior, chegamos a seguinte igualdade:

)

Y (+e) — Y (—¢) = kQC/ rdr = 0. (2.58)

—E&

Ambas solugoes, tanto para s = 1 quanto para s = 0, tém derivadas primeiras conti-

nuas. O resultado que obtemos nesta situagao de potencial regular é que nao hé estados



degenerados e podemos resumir com a seguinte equagao:

parse s =0
Y(z) = (2.59)

impar se s = 1.

As figuras a seguir mostram os comportamentos dos resultados obtidos:

Figura 2.5: Linha continua parae autofungdo prozima & origem no caso de um potencial regular.
Linha tracejada para sua extensao impar.

e -

Figura 2.6: Linha continua para autofun¢ao préoxima & origem no caso de um potencial regular.
Linha pontilhada para sua extensao par.



28

2.4 Comportamento assintético

Primeiramente tivemos o cuidado de tratar os problemas propostos nas vizinhangas
da origem, pois ali poderiamos ter alguma surpresa por estarmos levando em conta po-
tenciais com singularidade nesta regiao, agora iremos tomar o devido cuidado em outro
ponto que também merece atencao especial: o infinito.

Os potenciais pares que trataremos se comportam da seguinte maneira quando |z| —
V(r) — alz|?, (2.60)
|x|—o00

onde « é uma constante e 8 pode assumir valores positivos e negativos.

2.4.1 Potencial singular

Na equagao de Schrodinger (2.13) tomamos o limite de x — oo e entao ficamos com

a seguinte equacao quando 8 < 0:

d*p(x)
dx?

Como pode ser verificado, a equagao (2.61) tem solugao geral dada por:

— k*)(z) = 0. (2.61)

U(z) ~ A 4 Be ™k, (2.62)

T—r00
No entanto, nao podemos nos esquecer que em mecanica quantica as fungoes devem ser
bem comportadas no infinito, ou seja, devem ser quadrado-integraveis, indo a zero no

infinito. Da solugao geral encontrada devemos entao fazer a constante A = 0, sobrando:

~ Be ™. (2.63)

T—r 00
Além do mais, algo a mais poderia complicar nossa solucao. Para 7 0, k£ nao pode
ser qualquer um, devemos exigir que ele seja real, senao teriamos uma funcao periédica,
que jamais iria a zero ao fazermos x — o0o. Portanto, da definicao de k£ dada na equacao

(2.13), concluimos que se k € R, entao £ < 0.

2.4.2 Potencial regular

Agora, quando temos um potencial regular (f > 0), apos tomarmos o limite de
x — o0 na equacao de Schrodinger, vemos que nos sobrara uma equagao que se comporta

a w B

onde u = 2ma/h?.
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Neste caso teremos uma solucao dependente dos parametros do potencial. Pode ser
verificado que a seguinte solugao satisfaz a equagao (2.64) e a quadrado-integrabilidade:
[i]
e i (2.65)

|z|—o00

e nada se pode afirmar do sinal das autoenergias.

Antes de partirmos para problemos fisicos especificos, trataremos a equacao hiper-
geométrica confluente, descrita no Apéndice A, através do método operacional da trans-
formada de Laplace, abordada no proximo capitulo. Isto serda fundamental na busca pela
solucao de problemas em quantica. O resultado desta abordagem, juntamente com os

comportamentos ja descritos serao utilizados para escrevermos a autofuncao buscada.



Capitulo 3

Transformada de Laplace aplicada a

equacao hipergeométrica confluente

No capitulo seguinte buscaremos solu¢oes da equagao de Schrodinger na forma

V(€)= EeT2D(¢), (3.1)
com & > 0 e ainda
U(E) o, AL (3.2
e
v(E) o Ex)

de tal forma que ®(§) é solugao da equagao hipergeométrica confluente (Ref. [1], veja
também o Apéndice A):
€O 1 (b— €)' — ad = 0. (3.4)

Os comportamentos (3.2) e (3.3) ditam os comportamentos de ®(§):

D(¢) o constante (3.5)
e
e e, (3.6)

onde 8 < 1. Isso ocorre por conta da exigéncia de bom comportamento no infinito descrito
por (3.3). Com (3.6) em (3.1), o expoente da exponencial em (3.1) se tornara —&/2+a&?,
e somente com < 1 o expoente se comportara como —/2 quando £ — 0.

A definigao da transformada de Laplace ¢ dada por [8]:

F(s) = L{®} = /000 dée P (¢). (3.7)

30
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onde s € C. A existéncia de sua transformada, como pode ser visto em [8], exige que

[®(&)] < Me®. (3.8)
E—o0
onde M é uma constante, ¢ € R e Re s > ¢. Sendo isto satisfeito, dizemos que ®(§) é de
ordem exponencial.
Intmeras propriedades relacionando a transformada com sua func¢ao original podem

ser obtidas, e aqui utilizaremos em especial as seguintes:

L{®'} = sF(s) — ®(0) (3.9)
L{®"} = s*F(s) — s®(0) — &'(0) (3.10)
L{cd) = —dﬁd{f’}. (3.11)

Ao aplicarmos a transformada de Laplace na equacao (3.4), nos deparamos com situagoes
que envolvem justamente as propriedades explicitadas acima. Apoés usé-las e rearranjar-

mos os termos de forma adequada, nos defrontamos com a seguinte equacao transformada:
s(s —1)F'(s)+[(2—b)s+a—1] F(s) = (1 —b)®(0). (3.12)

Antes de resolvé-la, compensa fazermos uma anélise da equacao diferencial obtida. Uma
grande vantagem de nossa abordagem através da transformada de Laplace fica evidente
ao percebermos que conseguimos transformar uma equacao diferencial de segunda ordem
em uma equacao de primeira ordem. No entanto, nao sao s6 vantagens que, a priori,
vemos. A equagao (3.12) por mais que tenha parecido ser simplificada por sua ordem ter
diminuido, em contrapartida se tornou uma equacao singular em s =0 e s =1 e também
deixou de ser homogénea. Estes pontos, a principio negativos, poderiam desanimar-nos
em continuar nossa abordagem, porém, veremos que o fato de nossa equacao ser singular,
apenas nos ajuda na busca de sua solucao, pois singularidades de uma funcao transformada
estao fortemente relacionadas com comportamentos assintoticos da fun¢ao original [9], e
estes comportamentos ja estao bem estabelecidos. Ja o fato de termos agora uma equagao
nao-homogénea nao trara empecilho algum, pois seguindo a receita de Englefield [10], fica
claro que isto nao serd um estorvo em nossa abordagem.
Para continuarmos, necessitaremos dos dois comportamentos assintoticos [8] que se
seguem:
F( 1 L v—1_s0&
5) v —m— = P(§) - e, (3.13)
s—s0 (s — Sp)¥ g—o0 ['(v)

onde v > 0 e sy é ponto singular.

T(A+1)

N
s—oo  gAtL

F(s) — (¢) o & Re A > —1. (3.14)
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Temos duas singularidades (so = 0 e sp = 1), no entanto, por (3.13), fica claro que sy = 1
nao pode ser utilizado, pois quando £ — oo, ®(£) tem um comportamento exponencial

que deve ser evitado, como mostra o comportamento de (3.5). Logo, utilizando sy = 0:

1
F A~ — = @ “A v—1 315
() 2y 7 = 2O 2 &7 (3.15)
e novamente voltando ao comportamento ditado por (3.5), agora para origem, temos que

(3.14) se torna:

F(s) « 1:><I>(§) « constante. (3.16)

s—oo § £—0

Uma 6tima sugestao de solugao para problemas com singularidades de ordem v na origem
¢ usar o método de Frobenius [3], em que escrevemos uma solu¢ao em forma de série da

seguinte maneira:

F(s) = chsj’”. (3.17)

De (3.15), sabemos a ordem em que devemos comegar nossa série (—v), e de (3.16) che-
gamos que a série deve ser truncada em algum j = n, na qual a poténcia de nossa série

seja —1. Assim ficamos com:

F(S):;stj =ttt (3.18)

onde v =n + 1.
Substituindo F'(s) e sua derivada em (3.12), sem resolvé-la ainda, apenas conside-

rando seus termos de mais baixa ordem, obtemos a seguinte equacao indicial:
v=1-a. (3.19)

Relacionando (3.19) com a igualdade ja obtida, v = n + 1, temos a condigao:
a=—n. (3.20)

Para determinar F'(s), devemos agora encontrar os coeficientes ¢; de nossa expansao.

Prosseguindo com o método de Frobenius, chegamos que

n+b—1—3j

Esta relacao com a equagao transformada nos mostra que o n-ésimo coeficiente pode se
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tornar:
arbitrario, se b # 1
Cn = (3.22)
®(0), se b=1.
Gerando os primeiros termos de (3.21), percebe-se uma relagao de recorréncia que pode

ser obtida atraves do uso de relagoes da fungao gama, I'(z), como pode ser visto em [17].

E entao, ficamos com a forma compacta dada por:

(=1)7 T(n+b) .
7 F(n—l—b—j)’OS]Sn' (3.23)

C; = Co

Nossa solucao transformada é escrita entao da seguinte maneira:

(=1 T(n+b) .,
F(s):coz<j!) F(n(+;)r—)j)8] . (3.24)

j=0

Algo que poderia tornar nosso tratamento desagradavel é o fato de que devemos ao fim
encontrar a transformada inversa de F'(s), pois este passo nem sempre é algo simples, e
por varias vezes ¢ até mesmo impossivel de se obté-la. Mas a ideia de buscarmos uma
solucao expandida em série novamente nos traz beneficios, pois a transformada inversa de

uma poténcia qualquer é simples e bem conhecida. Ela é dada por:

£ {Sa1+1} = % (3.25)

Segue de (3.25) que, finalmente, chegamos a solu¢do do nosso problema do modo mais

geral possivel, e ela é dada como:

(1) [(n+b) i
@(5)_00; g! I‘(?’L—I—b—j)F(njtl—j)f ) (3.26)

Porém, nao paramos por ai. Fazendo uma inspecao rapida pelas definicoes de funcoes

especiais encontradas em [1], chegamos a forma reduzida de nossa solugdo completa:
() = co(=1)" LY V(€), com b > 0, (3.27)

onde L' (&) sao os polinomios de Laguerre generalizados.

Ha dois casos especiais se fizermos b = 1/2 e b = 3/2, pois os polinomios de Laguerre
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se tornam proporcionais aos polinémios de Hermite [1]:

e = S e

nl22n

(3.28)

—1)»
LG = e e (VE)

A partir de agora, depois de termos fatorado as autofuncoes nas mais gerais formas
possiveis em seus comportamentos assintoticos como mostrado no Capitulo 2, e tratado
da equacao hipergeométrica confluente conforme este capitulo, estamos finalmente pre-
parados para lidar com problemas especificos e de interesse fisico. Até entao estavamos
lidando com grandezas muito abstratas, somente querendo chegar a natureza matematica
dos problemas tratados, isto requer atencao e conhecimento dos argumentos matematicos
utilizados. Estas formas gerais encontradas dos comportamentos de nossas autofungoes
podem, a principio, parecerem abragentes demais e as vezes até desnecessarias, no entanto,
veremos a facilidade com que ela nos devolve as autofungoes ao abordarmos problemas

especificos.



Capitulo 4
Casos especificos

Trataremos agora de alguns casos especificos, evidenciando como o tratamento ini-
cial dado é util para resolvermos com maior facilidade uma gama de problemas fisicos.
Ficou claro que focamos atencao especial em dois pontos, na origem e no infinito, ou seja,
o cuidado foi tomado para podermos abordar problemas no semieixo positivo, o mesmo
dominio onde a transformada de Laplace ¢é aplicada [8]. Todo este tratamento foi dado
até entao, preparando cada situacao para que possa admitir a aplicacao deste método.
No apéndice A temos as caracteristicas gerais das chamadas equagoes hipergeométricas
confluentes, ja no Capitulo 3, o método da transformada de Laplace é definido e aplicado
a equacao discutida no apéndice A, ou seja, caso chegarmos a equacoes hipergeométri-
cas confluentes, com fun¢oes bem comportadas no semieixo positivo, poderemos recorrer

direto ao resultado do Capitulo 3 e obtermos suas solucoes particulares.

4.1 V(z)=alz|’

Primeiramente consideraremos o caso em que o potencial é puramente singular na

origem (8 < 0). Este tipo de potencial tem os perfis mostrados a seguir:
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Figura 4.1: Perfis do potencial singular. Linha tracejada para oo < 0 e linha continua para
a > 0.

O potencial para a > 0 exige que as energias sejam positivas, no entanto, segundo
a equacao (2.63), F < 0, portanto, ndo existe solu¢ao para a > 0.

Temos a seguinte equacao de Schrodinger independente do tempo:

d*)(x)
dx?

— (K + plz|”)yp(z) = 0. (4.1)

O caso singular tem os comportamentos assintoticos ditados pelas equagoes (2.48) e (2.63),
na origem e no infinito, respectivamente. Podemos entao, fazendo & = 2kz, sugerir uma

solugao fatorada para (4.1) como sendo:

Y(€) = e 0(¢), (4.2)

onde s é dado por (2.48) e por conta de termos fatorado os comportamentos assintoticos
da soluc¢ao, ®(§) é uma fun¢ao bem comportada tanto na origem quanto no infinito.
Substituindo (4.2) em (4.1), obtemos:

s(s—1) | pg't?

D" + (25 — )P — |s — : - CBEE

® =0. (4.3)

Os casos a serem tratados estao especificados adiante.
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4.1.1 Caso = -2

Para o potencial singular com = —2, (4.3) se torna:
D" + (25 — )P — 5P = 0. (4.4)

Esta é uma equacao hipergeométrica confluente e entao recorremos ao resultado do capi-
tulo anterior e vemos que a regularidade de ® exige que s = —n, onde n ¢ um nimero
natural. Porém, s > 1/2, o que nos leva a concluir que para = —2, nao ha soluc¢ao de

estados ligados.

4.1.2 Caso = -1

Este tipo de potencial agora tratado é conhecido como o problema do atomo de
hidrogénio unidimensional. Tal problema é muito discutido e abordado [12] justamente
por nao haver um consenso sobre a forma de sua solucao. Fazendo § = —1e s =1 em

(4.3), obtemos outra equagao hipergeométrica confluente, dada por:

€D 4 (2— €)' — (1 + 2—‘2) o =0. (4.5)
Neste caso pode-se depreender do Capitulo 3 que a regularidade de ® exige que a seguinte
relacao seja satisfeita:
14

L4 o =—n. (4.6)

E interessante observar que (4.6) exige que p seja negativo, implicando que o também o
seja. Esta tltima equagao é a condicao de quantizacao do nosso problema, pois explici-

tando k e pu conforme foram definidas inicialmente, obtemos as autoenergias,

2

Ep=——o—
2h2(n + 1)?

(4.7)
Por outro lado, ® é proporcional aos conhecidos polinomios de Laguerre [17]. Na equagao
(4.5), o fator que multiplica ' contém uma constante e uma variavel, a constante é
usualmente chamada de b, e como pode ser visto, a autofuncao encontrada através da
transformada de Laplace apenas depende deste parametro. Aqui temos b = 2, o que

resulta que nossa funcao buscada deve ser escrita como:

D, (¢) = NnLS)(é)a (4.8)

onde N,, ¢ uma constante que pode ser encontrada através da normalizacao da autofuncao.

Finalmente, apds recorrermos a autofuncao encontrada pelo método da transformada de
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Laplace, chegamos ao seguinte resultado:

Un(€) = Nye 2L (€). (4.9)

O par expresso por (4.7) e (4.9) constitui a solu¢do do problema definido no intervalo
[0, 00).
A figura adiante mostra como deve se comportar a autofun¢ao obtida em (4.9) ja

normalizada.
0,61

0,4

0,21

0,0
4 8 12 16 20

-0,2

0,41 \ _

Figura 4.2: Autofun¢des normalizadas no semieixo positivo para o dtomo de hidrogénio unidi-
mensional. Linha continua para o estado fundamental e linha tracejada para o primeiro estado
excitado.

A extensao do problema para todo o eixo, isto é (—o00,0), requer como ja visto
anteriormente que as autofuncoes tenham paridade impar. Este fato chama a atencao,
pois como é conhecido [14], um conjunto de fung¢des do espaco de Hilbert que formam
uma soluc¢ao, pode ser usado como base para qualquer outra solucao neste mesmo espaco,
porém, a base que poderiamos formar com a solu¢ao obtida em (4.9) nao gera solucoes

pares.

4.2 V(z)=15+3 (a1 #0)

 Jl

Temos agora um potencial duplamente singular, com um termo inversamente linear
e outro inversamente quadratico. Este potencial é conhecido como o potencial de Kratzer,

muito utilizado para modelar interacoes moleculares. Se fizermos «; = 0, cairemos no



39

caso tratado na secao anterior, portanto, nao consideraremos este caso. As possiveis
combinagoes de sinais nos dao quatro perfis distintos para este potencial. Tais perfis sao

mostrados nas figuras a seguir:

Figura 4.3: Perfis do potencial de Kratzer para oy e ag com 0s mesmos sinais. Linha continua
para a1 >0 e ag = 0 e linha tracejada para a; <0 e ag < 0.

Figura 4.4: Perfil do potencial de Kratzer para a1 > 0 e ag < 0.
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Figura 4.5: Perfil do potencial de Kratzer para a; <0 e ag > 0.

A equagao independente do tempo de Schrodinger para este caso toma a seguinte

Pp(x) <k2 L

forma;:
2maoy;

h?

1 2
12 12| + P) Y(x) =0, com p; =

1=1,2. (4.10)
Assim como no caso anterior, este potencial é singular, e se faz conveniente a mesma
mudanca de variavel £ = 2kx. Isto nos leva a uma equagao bem conhecida dos livros-

texto de fungoes, é a chamada equacao de Whittaker [1]:

(1 m g
d—éﬂ—(z“f‘%—f-?)@/)—o. (4.11)

A mudanca de variavel sugerida, juntamente com os comportamentos assintoticos, nos dé

a seguinte autofuncao fatorada:

(€)= e 20(¢). (4.12)

O caso em que ps = 0 é idéntico ao segundo caso tratado na secao precedente. Ja
considerando po # 0, 0 comportamento dominante nas proximidades da origem é ditado

pelo termo ,u2/§2, entao teremos:

1 1
s = 5 + 1 + po (4.13)

Novamente, py > —1/4 => ay > —h?/8m. Com (4.12) em (4.11), obtemos novamente
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uma equacao hipergeomeétrica confluente:

£+ (25 — €)D' — (s + %) o = 0. (4.14)

J& que recaimos em uma equagao com esta forma, somos levados a aplicar a transformada

de Laplace conforme o Capitulo 3 nos indica. A primeira exigéncia é que:

H
§+—=-—n, 4.15
ok (4.15)
que evidentemente é a condicao de quantizacao de nosso problema, nos levando de forma

elegante as autoenergias de nosso sistema fisico:

2
may

E,=———.
2h%(n + s)?

(4.16)
Nota-se através da condigdo de quantizacao (4.15) que somente sdao permitidos p; < 0
(ary < 0), 0 que implica que apenas os potenciais das figuras Fig 4.3 e Fig 4.5 sao possiveis
fisicamente.

Ja a solugao ® para (4.14) é dada por:
(I)n(g) = NnLgS_l)(é’)a (417)

e finalmente chegamos que a autofuncao do problema para o potencial duplamente singular
é

Ya(€) = Np&e 2LV (). (4.18)
Esta ¢ a autofungao para o potencial de Kratzer no semieixo positivo. O grafico a seguir

mostra seu comportamento.
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Figura 4.6: Solucoes normalizadas no semieizo positivo para o estado fundamental do potencial
de Kratzer. A linha continua é solugio para ag < 0 (ag = —0,12h?/m) e a linha tracejada é
solugdo para ag > 0 (ag = 4,38h%/m).

O caso para o dominio definido em todo eixo é duplamente degenerado, aceitando
ambas extensoes, pares e impares, como foi mostrado na subsecao 2.3.1.

E interessante e importante ver que se fizermos ay = 0, temos o caso do atomo
de hidrogénio unidimensional visto anteriormente, e é razoavel imaginar que este é um
caso particular do potencial tratado nesta secao, portanto, esperamos retomar a solucao
anteriormente encontrada somente fazendo as = 0 (s = 1) em (4.16) e (4.18). Como
pode ser visto, é exatamente isto que ocorre, portanto, vemos que a validade de nossa
abordagem se mostra bastante coerente.

Um fendmeno interessante ocorre quando temos um potencial deste agindo sobre
uma particula. Nota-se que existe uma notoria transicao de fase em as = 0. O caso
definido no semieixo positivo mostra tal transicao através de uma mudanca brusca no
comportamento da derivada primeira da autofuncao na origem. Esta derivada é infinita
para as < 0, uma constante para as = 0 e nula para as > 0. O problema definido em
todo o eixo deixa evidente esta transicao nao s6 por sua derivada primeira na origem, mas
também pela degenerescéncia que é quebrada em oy = 0. Quando as < 0 e ag > 0, 0s
autoestados sao duplamente degenerados, no entanto, para as = 0 esta degenerescéncia
desaparece e da lugar aos autoestados do &tomo de hidrogénio unidimensional, que como

visto anteriormente, sao nao-degenerados.
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4.3 V(z)=imw’z? + w3 (>0

Este ultimo, e mais geral, potencial a ser tratado pela metodologia proposta neste
trabalho contém trés termos, um regular e dois singulares. A parte regular é o famoso e
importantissimo potencial do oscilador harmonico simples. Somamos ao potencial regular
o potencial de Kratzer e consideramos todas as combinagoes possiveis. Temos agora cinco

perfis de potenciais diferentes, mostrados nas figuras que se seguem:

Figura 4.7: Perfil do pontecial do oscilador harménico singular. Ele contém trés possibilidades
de perfis. A linha tracejada indica que temos aa < 0, a pontilhada € para ag > 0 e o caso do
oscilador nao-singular, ag = 0, é indicado pela linha continua. Em todos os casos foi considerado
o] = 0.
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Figura 4.8: Perfil do potencial de Kratzer com a1 > 0 e ag < 0 somado ao oscilador harmonico
qudntico.

Figura 4.9: Perfil do potencial de Kratzer com a1 < 0 e ag > 0 somado ao oscilador harmonico
qudntico.

Neste caso mais geral, temos que nossa equacao de Schrodinger independente do
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tempo toma a seguinte forma:

d*(x)
dx?

. (k;? bt 4 L %) ¥(a) =0, com 7 = " (4.19)

Por conta de termos uma parcela com potencial singular, ao fazermos xr — oo, temos
agora um comportamento assintotico diferente dos tratados anteriormente. Utilizando a
equagao (2.65), vemos que a troca de variaveis conveniente neste caso é fazendo ¢ = yz?.

Isto implica em uma autofuncao fatorada com a forma:

Ya(€) = €220 (¢), (4.20)

onde s é dado por (2.48). Substituindo esta autofungao fatorada em (4.19), obtemos a

equacao que se segue:

1 s(s=1)—py s 1 K ,u1
o S A i Gl Bt L S S ) W (Y O
@ (S+ 2 5) i { 48 4 4 Ay yRge o )

Esta equagdo nos conduzird aos casos de interesse. Lembrando pela equacao (2.31) que

s(s — 1) — pz = 0 e fazendo p; = 0, obtemos uma equagao hipergeométrica confluente,

dada por:
1 s 1 k2

o — &P - |-+-+—]DP=0. 4.22
3 +<s+2 5) (4+4+47) (4.22)

Nossa metodologia, ditada no Capitulo 3, nos da a seguinte condi¢ao de quantizagao:

s 1 K?
n=4+ -4 4.2

n=o o+t ™ (4.23)

Semelhantemente aos casos anteriores, esta condicao nos leva as energias possiveis do
sistema fisico considerado. Como temos s, n e 7 nao-negativos, devemos necessariamente

ter k* <0 = E > 0. As energias tomam a seguinte forma:
1
e também teremos que ®(§) seréa:

®,(€) = N, LE2(¢). (4.25)

n

Temos dois casos particulares a considerar agora. Os casos de py =0 e ug # 0.
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4.3.1 Oscilador harménico quantico (o = 0)

Quando fazemos as = 0, estamos tratando o famoso caso do oscilador harmonico
quantico. Este potencial é regular, portanto, voltando a se¢ao em que tratamos o potencial
regular na origem, mais precisamente analisando a equagao (2.55), vemos que na origem
temos a solugao com s = 1 e s = 0, impar e par, respectivamente. Estes valores para s
em (4.25) nos levam a casos especiais dos polinomios de Laguerre em que eles se tornam

polinémios de Hermite [1], ou seja,

Ho, (v/€), se s =0 (par)
LETVD(€) o (4.26)

5—1/2H2n+1(\/z), se s =1 (impar).

A solucgao fatorada (4.20) pode ser escrita entao da seguinte maneira:

¢n(§) = Nne_g/QHN(\/E)' (4'27)

J& energias para os casos de solugoes impares (s = 1) e solugoes pares (s = 0) podem ser

resumidas, utilizando (4.24), da seguinte maneira:

E, = hw (n + %) . (4.28)

E como era de se esperar, (4.27) e (4.28) formam exatamente o par caracteristico da
solucao do oscilador harmoénico quantico, como pode ser visto em qualquer livro-texto de
mecanica quantica, como [14] ou [11]. Novamente temos de forma evidente que o método
da transformada de Laplace é eficiente e nos volta resultados coerentes, justificando assim

mais uma vez, sua utilizacao em problemas de mecanica quantica.

4.3.2 Oscilador pseudoharmoénico quantico (ay # 0)

Agora vamos lidar com o problema do oscilador harmoénico singular (ou pseudoharmo-
nico). Este potencial é constituido de uma parte regular e outra singular. O termo
singular é o dominante quando queremos analisar nas proximidades da origem, e como
ja foi visto na secdo em que tratamos deste caso, deveremos ter pela equacao (2.43),
s=1/2+ \/m, com fiy > —1/4. Finalmente teremos, utilizando (4.20), (4.24) e

(4.25), que suas energias e suas autofungoes sao dadas por:

1
E, = hw(2n+s+§>

e (4.29)
Un(€) = N PLET2(g).
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Este resultado é exatamente o esperado para o potencial harmoénico singular. Neste caso,
mostramos os espectros de energias para o caso de dominio [0,00) e (—00,00), onde
ha um ponto interessante a ser discutido. Também mostramos os comportamentos das

autofuncoes, ja normalizadas, no semieixo positivo para o estado fundamental:

61
n=2
SR
54/
4
n=1
N
. 34/’
2
n=
I
14/—'
0 T T T T T
-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2

Figura 4.10: Espectro de energia para o problema no semieizo [0,00), onde € = E,/hw. Os
quadrados sao as energias para o oscilador harmonico simples e a linha continua descreve as
energias dos autoestados do potencial singular.

Figura 4.11: Autofun¢ées normalizadas correspondentes ao estado fundamental para o oscilador
harmoénico singular no semieizo positivo. A linha continua descreve o comportamento para o < 0
(. = —0,12h2/m), a linha tracejada descreve o caso em que o = 0 e a linha pontilhada ¢é
responsdvel por descrever a situagdo de o > 0 (= 4,38h%/m).
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6,
n=
54/7
[
4,
n=1
. 34/.—-—————.7
[
2,
n=0
14/7
[
0- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2

Figura 4.12: Espectro de energia para o problema em todo o eizo (—o0,00), onde € = E,, /hw.
Os quadrados sao as energias para as autofungoes impares do oscilador harménico simples, 0s
circulos para as pares e a linha continua descreve as energias das autofungoes degeneradas do
potencial singular.

Em ambos os casos de dominio, percebemos, ao contrario do que afirmam a literatura
[18], que existem autofungoes para particulas submetidas a um potencial atrativo, desde
que ele tenha a > agitico = —h?/8m. A Fig. 4.11 mostra o comportamento da autofun¢io
quando aumenta-se a intensidade do potencial. Ela tende a se afastar da origem, assim,
nao ha queda para o centro. Ao passarmos do dominio [0, c0) para (—o0, 00) vemos que em
seu espectro surgem niveis intrusos de energia em o = 0, correspondentes as autofungoes
pares dos polindmios de Hermite. Neste ponto ha uma quebra na degenerescéncia que
existe para a < 0 e a > 0. A principio isto pode sugerir o uso do método perturbativo no
oscilador harmonico como o fez Lathouwers [16], para se obter as solu¢oes do problema,
porém, uma analise mais cuidadosa mostra que isto nao pode ser feito, pois hd uma
varia¢ao brusca (mesma caracteristica de transicao de fase encontrada no problema para
o potencial de Kratzer) da primeira derivada das autofungbes na origem (o = 0 =
d/dz|—0 = C, o < 0 = dp/dzx|—0 = 0 e a > 0 = dip/dz|,—9 = 0), e isto nao é
aceitavel, tendo em vista que pequenas perturbagoes no potencial devem causar pequenas

perturbacoes nas autofungoes e nas autoenergias.



Capitulo 5
Conclusoes

O intuito deste trabalho é o de aplicar uma forma alternativa de resolucao de pro-
blemas em mecanica quantica. As transformadas integrais sao ferramentas matematicas
utilizadas como método de resolucao de equacoes diferenciais em diversas areas da fisica,
no entanto, nao é comum seu uso em mecanica quantica.

Utilizamos aqui o método da transformada de Laplace. Seu uso pode ser feito
quando tratamos de potenciais pares, pois como pode ser visto no Capitulo 3, o dominio
desta transformada é o semieixo positivo. O fato de termos um potencial par, leva-nos a
buscar solucoes com paridade definida, como foi mostrado na secao 2.2, portanto, podemos
apenas resolver nosso problema no semieixo positivo e depois de analisar a continuidade
(descontinuidade) da funcdo e sua derivada na origem, fazemos a extensdo par, impar ou
ambas, dependendo das condicoes de contorno ali impostas.

A metodologia apresentada é tutil para estes casos em que o potencial é par e tam-
bém para os quais conseguimos transformar a equacgao inicial em uma hipergeométrica
confluente. O tratamento dado no Capitulo 3 se refere a estes casos, e vemos que isto
sendo satisfeito, a condi¢ao de quantizacao é obtida de forma simples e direta, apenas re-
lacionando um parametro da equagao hipergeométrica confluente com ntimeros naturais.
A transformada utilizada também mostra vantagens ao tratarmos a autofuncao buscada,
pois o trucamento das séries usadas para encontrar a solucao, surge de forma natural,
apenas usando relacoes de comportamentos assintoticos da solugao transformada com a
autofuncao original.

Os casos tratados sao conhecidos e podemos comparar com a literatura existente.
O oscilador harmonico quantico unidimensional foi obtido como um caso especial do po-
tencial mais geral que tratamos e estd em perfeito acordo com a literatura. Outro caso
tratado e nao menos importante foi o do oscilador singular e neste caso encontramos so-
lugoes que além de englobarem as solucoes conhecidas, nosso trabalho estende este caso e
concluimos que diferentemente do que dizem (sem explicacdo) alguns trabalhos, como em
[18], este tipo de potencial admite solugbes para potencial atrativo (. < a < 0). Outro

ponto importante que este potencial nos forneceu é que, ao contrario do que ja foi visto
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sendo feito [16], o método perturbativo de Rayleght-Schrodinger nao pode ser utilizado,
pois as pequenas perturbacgoes no potencial devem apenas causar pequenas perturbagoes
na autofuncdo e nas autoenergias, o que nao se vé acontecendo com a mudanca brusca
das derivadas das autofuncoes na origem para os casos de a« =0 e o # 0.

O potencial de Kratzer mostrou-se também coerente com os resultados obtidos na
literatura |6], este potencial nos proporcionou revisitar um caso ja muito discutido, o
atomo de hidrogénio unidimensional, que de modo geral, nao ha um consenso sobre sua
solucao, pois coisas peculiares surgem neste problema. Como vimos, a solu¢ao encontrada
contém apenas autofunc¢oes impares e como sabe-se, qualquer conjunto de autofuncoes no
espaco de Hilbert que é solugao de um problema deve poder ser usado como base para
solucoes de outros problemas, no entanto, neste caso s6 temos solugoes impares e suas
combinacoes jamais poderao reproduzir uma solucao par, por exemplo. Vemos assim que
problemas com potenciais singulares devem ser tomados com um cuidado especial, pois

podem surgir solucoes com certas anomalias.



Apéndice A
Equacao hipergeométrica confluente

Dé-se o nome de fungao hipergeométrica confluente a expansiao em série |13] dada

por:
2 (a), 2" az ala+1)2?

Fila,b,z) = P TR YT ]
1Fi(a,b, 2) Z(b)nn! THT T b0 2

n=0

4o (A.1)

onde temos que (a), é o simbolo de Pochammer [1|. Esta série é convergente para qualquer
valor de z. Esta funcdo é solu¢do da chamada equagdo hipergeométrica confluente (ou
equagao diferencial de Kummer) [1], dada pela seguinte forma:
d*u du
) + (b— Z)E —au =0, (A.2)
no entanto, por termos uma equacao diferencial de segunda ordem, devemos ter uma outra
fungao linearmente independente de (A.1) que também satisfaga (A.2). Ao fazermos u =
217% v e substiuindo-a em (A.2), obtemos uma outra equacao hipergeométrica confluente,
agora para v: ,
zﬂ+(2—b—z)@—(a—b+1)v:0. (A.3)

dz? dz

A soma de ambas solugoes é solugao, portanto, a solugao geral é expressa como
u=AF(a,b,z)+Bz"" Fi(a—b+1,2-b,2), (A.4)

onde A e B sao constantes arbitrarias.

A série (A.1) tem algumas propriedades interessantes como, por exemplo, o fato de
se tornar um polinémio de grau n quando seu parametro a = —n, onde n € N*. Sendo um
pouco mais especifico, se tivermos a = —n e b = a+ 1, temos um poliné6mio proporcional

aos conhecidos polinémios de Laguerre [1],

n!
1 Fi(—n,a+1,2) = a—L(“)(z). (A.5)

ol
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Suas expansoes assintOticas também se fazem necessarias em muitos casos. Ao
tomarmos |z| - 0= 1Fi(a,b,z) ~ 1.

Se fizermos |z| — oo, teremos [13]:

ORI ()
F b ~N — am a zZ .a . A.6
1Fi(a, b, 2) F(b—a)e z +F(a>ez (A.6)
Onde I'(z) é a fungdo gama. Se tivermos o caso especial de a = —n, onde n é um ntimero
natural, teremos:
I'(b)
Fi(—n,b ~ (=1)t'——=2" A.
1 1( n, 7Z>Z_>OO( )F(b—f—n)Z’ ( 7)

pois I'(z) tem polos em z = —n [1].
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