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Resumo
Embora o melanoma represente uma pequena porcentagem dos casos de câncer no Brasil e no
mundo, quando comparado a outras malignidades, ele é tido como um dos mais agressivos,
sobretudo por sua grande capacidade de provocar metástases. Suas características imunogêni-
cas, que incluem a capacidade de recrutamento de células do sistema imune, principalmente
macrófagos associados tumores (TAM, tumour-associated macrophages), tem impacto negativo
nas terapias comumente utilizadas, elevando a necessidade do desenvolvimento de técnicas
terapêuticas mais eficazes. Neste sentido, a imunoterapia com células CAR-T (CAR, chimeric
antigen receptor) consiste em uma nova abordagem imunoterapêutica que, embora tenha exibido
resultados promissores contra malignidades hematológicas, ainda não obteve bons resultados
contra cânceres sólidos, necessitando de investigações acerca dos mecanismos de falha. A mode-
lagem matemática aplicada a oncologia tornou-se uma importante aliada para o entendimento
dos complexos mecanismos implicados na progressão tumoral, permitindo a análise de diversos
cenários e abrindo caminho para novas abordagens experimentais e clínicas, que nem mesmo
seriam cogitadas sem as capacidades das análises teóricas e simulações computacionais. Nesta
dissertação, propomos um modelo matemático baseado em equações diferenciais ordinárias
(EDO) para descrever a dinâmica do melanoma na presença de macrófagos associados a tumores
e um tratamento imunoterápico com células CAR-T para testar cenários de falha e sucesso do
tratamento. Realizamos estudos dos pontos de equilíbrio e estabilidade linear, além de uma análise
de sensibilidade dos parâmetros do modelo. Como resultados principais, o modelo proposto
conseguiu descrever as fases cinéticas das células CAR-T, características a sua dinâmica, além de
observar que os macrófagos possuem grande relevância em cenários de fracasso do tratamento,
sendo que a modulação das doses iniciais bem como o emprego de imunoterapia em ciclos podem
aumentar o tempo de controle tumoral mesmo sob condições de imunossupressão.

Palavras-chave: Análise de Sensibilidade, Câncer, CAR-T, Equações Diferenciais Ordinárias,
Imunoterapia, Melanoma.



Abstract
Although melanoma represents a small percentage of cancer cases in Brazil and worldwide, when
compared to other malignancies, it is considered one of the most aggressive types of cancer,
especially for its great ability to cause metastases. Its immunogenic characteristics, which include
the capacity to recruit cells of the immune system, mainly tumour-associated macrophages,
have a negative impact on commonly used therapies, raising the need for the development of
more effective therapeutic techniques. In this sense, immunotherapy with CAR-T cells consists
in a new immunotherapeutic approach that, although it has shown promising results against
hematological malignancies, has not yet obtained good results against solid cancers, requiring
investigations about the failure mechanisms. Mathematical modeling applied to oncology has
become an important ally for the understanding of the complex mechanisms involved in tumor
progression, allowing the analysis of various scenarios and opening the way for new clinical
and experimental approaches, which would not even be considered without the capabilities of
theoretical analysis and computer simulations. In this master thesis, we propose a mathematical
model based on ordinary differential equations (ODE) to describe the dynamics of melanoma in
the presence of tumor-associated macrophages and an immunotherapeutic treatment with CAR-T
cells to test scenarios of treatment failure and success. We performed studies of the equilibrium
points and linear stability, in addition to a sensitivity analysis of the model parameters. As main
results, the proposed model was able to describe the kinetic phases of CAR-T cells, characteristics
of their dynamics, besides observing that macrophages have great relevance in scenarios of
treatment failure, and that the modulation of initial doses as well as the use of immunotherapy in
cycles can increase the time of tumor control even under conditions of immunosuppression.

Keywords: Sensitivity Analysis, Cancer, CAR-T, Ordinary Differential Equations, Immunother-
apy, Melanoma.
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1

1 Introdução

O câncer representa uma das principais causas de morte em todo o mundo. De acordo com
dados da Organização Mundial da Saúde (WHO, 2021), cerca de 10 milhões de pessoas morreram
em decorrência de algum tipo de câncer no mundo em 2020. Para o Brasil, o Instituto Nacional
do Câncer (INCA, 2022) estima que ocorrerão 704 mil novos casos de câncer no triênio 2023 –
2025. Além de causar graves debilitações, o câncer também tem impactos negativos de caráter
social e econômico na população, aumentando a importância de investimentos governamentais
em políticas de prevenção e autocuidado, tendo em vista que, se descoberto no início, as chances
de cura aumentam consideravelmente.

A palavra câncer, cuja etimologia provém do grego “karkinos”, refere-se a um conjunto
de mais de 100 tipos diferentes de doenças consideradas malignas, que possuem determinadas
características em comum1. No decorrer da história, pesquisas mostraram que o câncer é resultado
de uma série de eventos que ocorrem ao nível molecular e promovem modificações genéticas que
alteram as propriedades básicas das células. Por essa razão, atualmente o câncer é considerado
uma doença genética em que, devido a diversos fatores, os genes responsáveis pelo controle
celular sofrem mutações, funcionando inadequadamente (MUKHERJEE, 2012; HANAHAN;
WEINBERG, 2000).

De modo geral, o câncer tem como ponto de partida o acúmulo progressivo de mutações
genéticas, processo conhecido como carcinogênese, que ocorre quando as células começam a se
multiplicar de maneira desordenada devido a danos causados no DNA (do inglês, Deoxyribonu-
cleic Acid). Devido a tais danos, o controle basal que impede a multiplicação desordenada das
células é desativado, dando início a neoplasia2 (CHAMMAS, 2013).

Um dos tipos mais agressivos de câncer é o melanoma cutâneo. Embora represente um
baixo percentual de casos e mortes quando comparado a outros tipos de câncer, o melanoma possui
características que o tornam um importante problema de saúde pública. No Brasil, estima-se para
2023 cerca de 8.930 novos casos de melanoma, caracterizando um aumento de aproximadamente
5,68% quando comparado aos dados de 2020 (INCA, 2022). Este tipo de câncer possui alto
1 O Apêndice A exibe um breve resumo das hallmarks do câncer, fruto dos trabalhos de Hanahan e Weinberg

que visaram unificar as características comuns a todos os tipos de câncer (HANAHAN; WEINBERG, 2000;
HANAHAN; WEINBERG, 2011; HANAHAN, 2022).

2 Proliferação de células anormais com crescimento independente de estímulos e que tendem a perder sua diferen-
ciação.
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potencial para provocar metástases, o que reduz de maneira drástica as chances de sobrevida do
paciente se descoberto tardiamente. Além disso, tratamentos normalmente utilizados, como a
quimioterapia, possuem baixa eficácia, elevando a importância do desenvolvimento de pesquisas
científicas voltadas para o desenvolvimento de novas modalidades de tratamento.

1.1 Aspectos biológicos do melanoma
O melanoma é uma doença genética complexa que pode afetar a pele (melanoma cutâneo),

olhos (melanoma uveal), sola dos pés e palmas das mãos (melanoma acral), o tecido ungueal
(melanoma ungueal), e seu gerenciamento exige uma compreensão aprofundada da biologia
subjacente ao seu início e progressão.

A pele é o maior órgão do corpo humano, abrangendo uma área superficial de aproxima-
damente dois metros quadrados em um adulto, é dividida em três camadas principais: epiderme,
derme e hipoderme. Este órgão consiste na primeira linha de defesa do organismo contra agentes
presentes no ambiente como produtos químicos, radiação ultravioleta (UV), microorganismos e
traumas mecânicos, além de ser um órgão sensorial imunologicamente ativo que possui grande im-
portância na regulação da temperatura corporal (GRAY-SCHOPFER; WELLBROCK; MARAIS,
2007; HWA; BAUER; COHEN, 2011).

Os melanócitos cutâneos localizam-se, principalmente, na camada basal da epiderme e
sua função é produzir melanina, proteína responsável por dar cor a pele e aos olhos. A melanina
é sintetizada em organelas denominadas melanossomas, as quais são posicionadas nas áreas
perinucleares (limite nuclear) com a finalidade de proteger o DNA dos danos mediados por raios
UV, absorvendo e dissipando a energia dessa radiação e resultando no bronzeamento da pele
(OSTROWSKI; FISHER, 2021).

O melanoma tem início quando os melanócitos saudáveis sofrem mutações genéticas
que os induzem a se multiplicar de maneira desordenada, passando suas características para as
próximas gerações de células, formando um tumor maligno. A avaliação do grau de disseminação
do melanoma, ou estadiamento, é realizado com base no sistema do American Joint Committee
on Cancer (AJCC) de 2018, que considera, entre outros fatores, a localização do tumor primário,
tamanho do tumor, número de tumores e metástase (KEUNG; GERSHENWALD, 2018). De
acordo com este sistema, pacientes que apresentam tumor disseminado por todo o corpo são
considerados portadores de melanoma metastático, o grau mais letal da doença (SOLTANTOYEH
et al., 2021).
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Figura 1 – Estágios de desenvolvimento do melanoma desde a incidência localizada na epiderme
(estágio I) até o espalhamento para outros tecidos pela corrente sanguínea (estágio
IV). Figura criada pelo autor com BioRender.

O melanoma é conhecido por ser muito resistente a quimioterápicos, mesmo os adminis-
trados de maneira direcionada, fato que interfere no sucesso do tratamento a longo prazo. Quando
identificado nos estágios iniciais, cerca de 80% dos casos são tratados com cirurgia, aumen-
tando significativamente as chances de cura e sobrevida do paciente. Entretanto, se descoberto
tardiamente, as chances de sobrevida decaem bastante (GRAY-SCHOPFER; WELLBROCK;
MARAIS, 2007).

Além da quimioterapia e cirurgia, outras técnicas de tratamento são utilizadas no combate
ao melanoma. Dependendo do contexto e do estágio da doença, a imunoterapia, terapia alvo
e radioterapia também podem ser consideradas. A imunoterapia tem se mostrado uma técnica
cada vez mais promissora contra o melanoma devido suas características imunogênicas. Como
exemplo podemos citar os inibidores de chekpoint imunológico que impedem as células tumorais
de inibir a ação efetora das células imunes, e a imunoterapia de células CAR-T, que consiste
na modificação genética de linfócitos T para reconhecerem antígenos específicos de melanoma
(SOLTANTOYEH et al., 2021).

Os fatores de risco para melanoma incluem pele com baixo grau de pigmentação, número
elevado de pintas, conhecidas clinicamente como nevos melanocíticos benignos ou atípicos
(displásicos), além de um histórico familiar de melanoma. Em particular, a exposição exacerbada
à radiação UV é um dos principais fatores de risco para melanoma devido a sua alta capacidade
de causar alterações genéticas na pele, estimulando a produção de fatores de crescimento e
prejudicando sua função imunológica. Além disso, a radiação UV tem sido relacionada a indução
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de respostas inflamatórias envolvendo macrófagos e neutrófilos, os quais podem promover a
sobrevivência das células de melanoma, bem como auxiliar na imunoevasão e angiogênese
(MILLER; JR, 2006; OSTROWSKI; FISHER, 2021).

1.2 Macrófagos associados a tumores contribuem para pro-
gressão do melanoma
Os macrófagos fazem parte de uma ampla gama celular pertencente ao sistema imune

inato3 e atuam na eliminação de patógenos, células senescentes e células mortas. Além disso,
participam ativamente na manutenção da homeostase e reparo tecidual, por exemplo, no processo
de cicatrização de feridas e regeneração celular. Além disso, macrófagos podem ativar outras
células do sistema imune através da produção e liberação de citocinas pró-inflamatórias como
interleucina-1β (IL-1β), IL-6, IL-12 e o fator de necrose tumoral-α (TNF-α, Tumour Necrose
Factor α). Assim sendo, a exposição a certas citocinas resulta em uma resposta adequada dos
macrófagos a várias adversidades que podem afetar o bom funcionamento do organismo de modo
geral (LENDECKEL; VENZ; WOLKE, 2022).

A depender do microambiente circundante e do contexto imunológico, os macrófagos
podem adquirir características funcionais distintas através da polarização, que pode levar a for-
mação de macrófagos “classicamente ativados” (tipo M1) ou “alternativamente ativados” (tipo
M2), representando as principais categorias funcionais dos macrófagos (LENDECKEL; VENZ;
WOLKE, 2022). Macrófagos do tipo M2 também são usualmente denominados macrófagos
associados a tumores (TAM, Tumor-associated macrophages) por secretarem citocinas e quimio-
cinas relacionadas a progressão tumoral, atuando na angiogênese e neovascularização, reparo
tecidual, regulação imunológica, metástase e quimiorresistência (SHEN; DU; YE, 2021). Esta
classe de macrófagos constitui uma população celular no microambiente tumoral (TME, Tumour
Microenvironment) que pode chegar a até 50% do total de células e, em alguns tumores sólidos,
como o melanoma, são tidos como fundamentais para a progressão tumoral (VITALE et al.,
2019). Os TAM apoiam a progressão do melanoma por meio de vários mecanismos:

• Plasticidade funcional. TAM adaptam-se rapidamente as perturbações do TME, inclusive
durante a utilização de tratamentos imunoterápicos (MANTOVANI et al., 2017; VITALE
et al., 2019).

• Intensificação da progressão tumoral. TAM secretam fatores de crescimento, moléculas
pró-angiogênicas como VEGF (Vascular Endothelial Growth Factor) e fatores imunossu-
pressores como IL-10 (MANTOVANI et al., 2017; VITALE et al., 2019).

3 Informações complementares acerca dos conceitos básicos de imunologia contemplando o sistema imune inato e
adaptativo, bem como as células constituintes de cada uma dessas categorias, estão contidas no Apêndice A
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• Proliferação e metástase. Ao produzirem enzimas que digerem a matriz extracelular
como TNF-α (Tumour Necrosis Factor), bem como enzimas que atuam no crescimento
tumoral como TGF-β (Tumour Growth Factor), TAM abrem caminho para a disseminação
de células tumorais a partir do local do tumor primário. A capacidade de disseminação
é aumentada pela secreção de metaloproteínases, como a gelatinase B (MMP-9), que
possibilitam o remodelamento da matriz extracelular (MANTOVANI et al., 2017; VITALE
et al., 2019; ADAMS et al., 2022). Segundo Adams et al. (2022), acredita-se que os
TAM desempenham um papel importante na metástase do melanoma, tanto na mudança
do fenótipo do câncer, um processo semelhante à transição epitelial para mesenquimal,
quando no estabelecimento de nichos pré-metastáticos, promovendo a sobrevivência e o
crescimento das células malignas à medida que deixam o tumor primário, invadindo locais
teciduais distantes.

• Angiogênese tumoral. Quando tumores sólidos crescem até um certo tamanho, o TME se
torna hipóxico, ou seja, apresenta déficit de oxigênio. Para corrigir isto, um “interruptor
angiogênico” é ativado promovendo a vascularização do tumor para o fornecimento de
nutrientes e oxigênio. Este é o principal mecanismo de suporte nutricional para as células
malignas intermediado por TAM. Além disso, este mecanismo intensifica o recrutamento
de TAM para o sítio tumoral, aumentando sua população no TME (NIELSEN; SCHMID,
2017; LIN; XU; LAN, 2019; VITALE et al., 2019).

• TAM são identificados por marcadores. Alguns marcadores são utilizados para identificar
TAM, os chamados grupos de diferenciação (CD, clusters of differentiation), tais como
CD163 e CD206, encontrados em diversas neoplasias em progressão, incluindo o melanoma
(VITALE et al., 2019).

A Figura 2 mostra uma representação gráfica dos TAM e sua atuação no microambiente
do melanoma.
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(a) (b)

Figura 2 – TAM produzem fatores que atuam na progressão do melanoma. Figura adaptada de
(ADAMS et al., 2022) e criada com BioRender.

Outra característica dos TAM é a capacidade de evitar a infiltração tumoral por linfócitos
T citotóxicos, dificultando a ação destas células no combate ao tumor. Macrófagos associados a
tumores suprimem as células imunes produzindo citocinas anti-inflamatórias como IL-10, bem
como enzimas que esgotam os aminoácidos essenciais para a função dos linfócitos T, como a
Arginase 1, ou expressando ligantes de checkpoint imunológico como PD-L1 (do inglês, Program
Death Ligand 1) (RODRIGUEZ-GARCIA et al., 2021; ADAMS et al., 2022). No melanoma, a
expressão do PD-L1 não só é crucial para a manutenção de um microambiente imunossupressor,
mas também pode ser um fator prognóstico independente e até representar um biomarcador para
prever a eficácia dos anticorpos anti-PD1 no melanoma. Além disso, a expressão de PD-L1 nas
células do melanoma mantém a função imunossupressora dos TAM (FUJIMURA, 2022). A
Figura 3 exibe uma esquematização do recrutamento dos TAM ao microambiente tumoral e sua
ação de inibição dos linfócitos T efetores devido ao eixo PD1/PD-L1.
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Figura 3 – Macrófagos associados a tumores impedem a ação citotóxica dos linfócitos T através
de diversos mecanismos como, por exemplo, pela expressão de PD-L1. Figura criada
pelo autor com BioRender.

De fato, os mecanismos imunossupressores inerentes aos TAM diminui a eficácia de
tratamentos imunoterápicos, e para muitos tipos de tumores sólidos como o melanoma, um alto
grau de infiltração de TAM tem sido associado a um mau prognóstico, embora muitos mecanismos
subjacentes às interações celulares ainda não sejam bem compreendidos (MANTOVANI et al.,
2017; LIN; XU; LAN, 2019; LENDECKEL; VENZ; WOLKE, 2022).

1.3 Imunoterapia com células CAR-T
Devido à capacidade de citotoxicidade direcionada ao antígeno, o linfócito T se tornou

um importante aliado no combate ao câncer. Um exemplo é a terapia adotiva de transferência
de células T (ATC, Adoptive T-Cell) em que são utilizados linfócitos T do paciente ou de um
doador compatível para combater o câncer. Uma das terapias ATC consiste na chamada terapia
de linfócitos infiltrantes de tumor (TIL) com a finalidade de aumentar a efetividade da eliminação
de tumores mediados por células T através da injeção de uma grande quantidade de linfócitos T
específicos de tumor em pacientes com câncer. Essa terapia começou em estudos com melanoma
metastático no final da década de 80 no National Cancer Institute (NCI), nos Estados Unidos da
América e, desde então, a maioria dos estudos e ensaios clínicos tem se concentrado neste tipo
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de terapia para melanoma devido a sua alta imunogenicidade (HOUOT et al., 2015; DELUCIA;
LEE, 2022). Para que a terapia ATC baseada em TIL resulte em respostas duradouras, as células
T efetoras com atividade antitumoral devem estar presentes no tumor, fato que não ocorre na
maioria dos tipos de câncer, incluindo o melanoma, representando um importante desafio para
sua aplicabilidade (ADAMS et al., 2022). Assim sendo, outras abordagens que visam ajustar a
especificidade e a proliferação das células T tem sido objetos de estudo, como a terapia com células
CAR-T (WALDMAN; FRITZ; LENARDO, 2020; SOLTANTOYEH et al., 2021; DELUCIA;
LEE, 2022).

A terapia com células CAR-T possui semelhanças à terapia TIL, no entanto, após a
coleta das células T do sangue periférico do paciente ou doador compatível, elas passam por
modificações genéticas para produzirem o chamado receptor de antígeno quimérico (CAR).
Receptores de antígenos quiméricos sintéticos podem direcionar a citotoxicidade específica para
uma molécula alvo na superfície da célula maligna sem depender das moléculas de MHC (do
inglês, Major Histocompatibility Complex), reguladas negativamente pelas células cancerosas,
tornando as células apresentadoras de antígenos incapazes de cumprir seu papel de apresentar o
antígeno tumoral aos linfócitos T convencionais, inviabilizando a ação citotóxica contra células
malignas (WALDMAN; FRITZ; LENARDO, 2020; SOLTANTOYEH et al., 2021). A Figura 4
mostra as etapas da produção das células CAR-T, desde a coleta até sua atuação contra o câncer.
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Figura 4 – Etapas da produção das células CAR-T. O sangue é coletado do paciente ou doador
compatível para que sejam separados os linfócitos T e, após a modificação genética e
expansão in vitro, as células são novamente transplantadas ao paciente para combater
o câncer. Figura criada pelo autor com BioRender.

As células CAR-T expressam receptores de antígenos quiméricos com três regiões princi-
pais: domínio extracelular, intracelular e transmembranar. O domínio extracelular consiste em um
domínio de ligação derivado do fragmento variável de cadeia única (scFv, single chain variable
fragment) de um anticorpo monoclonal (mAB, monoclonal Antibody) que tem como alvo um
antígeno tumoral de maneira não restrita ao MHC. O domínio extracelular está ligado ao domínio
intracelular CD3ζ , com ou sem domínios co-estimuladores adicionais na região intracelular pela
região transmembranar, para desencadear a ativação de linfócitos T. O domínio transmembranar é
considerado um requisito puramente estrutural para ancorar a proteína CAR a membrana celular,
com pouco ou nenhum efeito na sua função (SOLTANTOYEH et al., 2021; WANG; GUO; HAN,
2017).

Dada a modularidade do domínio das proteínas de sinalização da superfície celular,
misturas e combinações de domínios de direcionamento extracelular e domínios de sinalização
internos podem ser montados usando engenharia de proteínas, oferecendo muitas opções para
adaptar CARs a tumores específicos (WALDMAN; FRITZ; LENARDO, 2020). Devido a essa
modularidade, as células CAR-T são classificadas em cinco gerações:

• CAR-T de 1ª geração: baseia-se na cadeia ζ da proteína CD3 (CD3ζ) para simular a
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sinalização do receptor de células T, no entanto, se mostrou ineficaz em ensaios clínicos
devido à proliferação limitada de células T e produção de citocinas (WALDMAN; FRITZ;
LENARDO, 2020).

• CAR-T de 2ª geração: inclui a CD3ζ e uma molécula coestimuladora de células T como,
por exemplo, a CD28 ou CD137 (4-1BB) (SOLTANTOYEH et al., 2021).

• CAR-T de 3ª geração: consiste na CD3ζ e duas moléculas coestimuladoras de células T,
por exemplo, a CD28 com a CD137 ou a CD28 com a CD134 (OX-40) (SOLTANTOYEH
et al., 2021).

• CAR-T de 4ª geração: baseada nos produtos CAR de 2ª geração, são construídas em
junção com uma citocina ou quimiocina indutível, ou expressa constitutivamente, como a
IL-12, por exemplo (SOLTANTOYEH et al., 2021).

• CAR-T de 5ª geração: sendo explorada atualmente, também é baseada nos produtos CAR
de 2ª geração, mas possuem um domínio de cadeia β do receptor de IL-2 citoplasmático
truncado com um sítio de ligação para o fator de transcrição STAT3 (do inglês, Signal
Transducers and Activators of Transcription 3) (TOKAREW et al., 2019).

Variantes adicionais das células CAR-T exibidas anteriormente, tais como células CAR-T
duplas, CAR-T induzíveis e CAR-T divididas foram desenvolvidas para melhorar ainda mais a
especificidade e o controle das células T infundidas (TOKAREW et al., 2019).

A terapia com células CAR-T pode ter efeitos adversos e afetar muitos sistemas diferentes
com graus variados de gravidade em que, a síndrome de liberação de citocinas (CRS, cytokine
release syndrome) e a neurotoxicidade são os efeitos mais comuns em pacientes (DELUCIA;
LEE, 2022). A CRS é causada pela ativação e proliferação intensa de células CAR-T no paci-
ente, e geralmente ocorre rapidamente após a transferência das células. Portanto, a utilização
dessa imunoterapia requer uma ampla gama de cuidados clínicos, encarecendo o tratamento
significativamente.

1.4 Terapia com células CAR-T no contexto do melanoma
A eficácia da imunoterapia com células CAR-T tem sido avaliada em diferentes tumores

sólidos e, devido ao alto grau de imunogenicidade do melanoma, ele tem sido utilizado como
modelo experimental em estudos que envolvem esta técnica imunoterapêutica (SOLTANTOYEH
et al., 2021). Embora esta terapia tenha exibido resultados promissores contra malignidades
hematológicas, sua utilização contra cânceres sólidos ainda não obteve o mesmo sucesso. São
diversos os fatores que prejudicam a eficácia desta imunoterapia contra o melanoma e que,
inclusive, podem ser utilizadas como hipóteses para a elaboração de modelos matemáticos. Logo,
alguns destes fatores são listados a seguir.
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• Migração insuficiente de células T. A desmoplasia4, associada à progressão do mela-
noma, impede a migração normal dos linfócitos T para o sítio tumoral. Além disso, as
células do estroma, incluindo TAM, podem dificultar a penetração das células CAR-T e
prejudicar sua capacidade de infiltração no leito do tumor devido à regulação negativa de
diversas quimiocinas. Para superar essa barreira, a manipulação de células CAR-T para
super-expressar receptores específicos de quimiocinas ou o uso de fármacos para regular
positivamente a expressão de quimiocinas no local do tumor, pode resultar em infiltração e
penetração aumentadas de células CAR-T no melanoma (SOLTANTOYEH et al., 2021;
SIMON; USLU, 2018).

• Microambiente tumoral imunossupressor. O TME pode suprimir a atividade citotóxica
dos linfócitos T mantendo o crescimento do tumor. Como já discutido, o TME do melanoma
é complexo e munido de diversos elementos imunossupressores tais como citocinas, fatores
de crescimento, condições hipóxicas e várias células imunes, incluindo TAM. Todos esses
fatores trabalhando em conjunto colaboram para a progressão e metástase do melanoma e,
além disso, podem diminuir a atividade antitumoral das células CAR-T. A utilização con-
junta de fármacos inibidores de checkpoint imunológico e células CAR-T tem sido utilizada
no tratamento de melanoma em alguns trabalhos pré-clínicos. Por exemplo, imunoterápicos
anti-PD1 e anti CTLA4 5, fármacos imunoterapêuticos consolidados contra melanoma
metastático, podem ser utilizados para este fim (SIMON; USLU, 2018; WALDMAN;
FRITZ; LENARDO, 2020; SOLTANTOYEH et al., 2021).

• Seleção do antígeno ideal. Ao utilizar células CAR-T contra o câncer é esperado que
ocorra a liberação de citocinas pró-inflamatórias no encontro com o antígeno alvo. No
entanto, antígenos expressos por células malignas também podem ser expressos por células
de tecidos saudáveis, resultando na toxicidade conhecida como on-target/off tumor, onde as
células CAR-T também atacam células saudáveis. Portanto, identificar moléculas alvo que
causam poucos efeitos adversos ao paciente é um desafio a ser superado (SOLTANTOYEH
et al., 2021; RAZAVI et al., 2021).

Dada a importância da seleção dos antígenos ideais de melanoma, muitos foram sendo
identificados. Soltantoyeh et al. (2021) e Razavi et al. (2021) realizaram uma revisão bibliográfica
acerca dos estudos pré-clínicos e clínicos que envolvem diversos antígenos expressos em células
de melanoma com potencial para utilização em células CAR-T com aplicações em melanoma
e melanoma metastático. Alguns dos principais antígenos de melanoma considerados nesses
estudos clínicos e pré-clínicos são apresentados a seguir.
4 Crescimento contínuo do tecido fibroso e conjuntivo ao redor do tumor.
5 O antígeno 4 do linfócito T citotóxico (CTLA4, cytotoxic T lymphocyte antigen 4) e a proteína de morte celular

programa 1 (PD1, program death 1) são moléculas de checkpoint imunológico de células T que se complementam
funcionalmente e garantem que as respostas das células T preservem autotolerância, mecanismo que alguns
cânceres utilizam para fugir do sistema imune. Fármacos anti-PD1 e anti-CTLA4 permitem que os linfócitos T
atuem sem restrições contra o câncer (WALDMAN; FRITZ; LENARDO, 2020).
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• Estudos clínicos e pré-clínicos mostraram que células CAR-T direcionadas ao antígeno
CD126, superexpresso no melanoma, de maneira dependente da dose, tiveram uma potente
função antitumoral in vitro e uma forte resposta antitumoral em modelo de camundongo
com melanoma metastático.

• O MCSP (Melanoma-Associated Chondroitin Sulfate Proteoglycan), uma proteína de
superfície expressa em cerca de 90% das lesões de melanoma, tem importante influência
nos processos de migração, invasão, angiogênese e metástase. Estudos clínicos e pré-
clínicos mostraram que células CAR-T anti-MCSP exibiram uma expressão reduzida de
PD-1, aumentando a efetividade da imunoterapia. Além disso, foram capazes de secretar
maiores quantidades de citocinas e um bom efeito citolítico contra a linhagem celular de
melanoma A375M.

• A inibição do receptor VEGFR-2 (Vascular Endotelial Growth Factor Receptor) poderia,
em teoria, inibir o crescimento do tumor devido ao efeito anti-angiogênico. No entanto, um
estudo clínico realizado em 24 pacientes trouxeram resultados decepcionantes, contrastando
com ensaios realizados em camundongos. Clinical trial: NCT01218867.

• Um estudo utilizando o antígeno GD2 (Disialogangliosídeo), antígeno superexpresso
em melanoma assim como em tecidos saudáveis, testou as células CAR-T anti-GD2 em
amostras de sangue de pacientes com melanoma e linhas celulares de melanoma SK-Mel-
28. As células CAR-T produziram efeitos citotóxicos de maneira significativa e o uso
simultâneo de terapia anti-PD1 aumentou sua eficácia. Yu et al. (2018) desenvolveram uma
proteína CAR incorporando CD137 (4-1BB) em células CAR-T anti-GD2 para testar a
citotoxicidade em melanoma in vitro e in vivo com resultados promissores. Clinical trials:
NCT02107963 e NCT03635632.

São muitas as limitações para a utilização de terapia com células CAR-T para o melanoma
e ainda não existem resultados que possibilitem sua aplicabilidade em humanos. Assim sendo, a
utilização de modelos matemáticos em oncologia pode auxiliar para elucidação dos mecanismos
subjacentes a falha e o sucesso da terapia de células CAR-T contra o melanoma. Neste senso,
desenvolvemos um modelo matemático original baseado em equações diferenciais ordinárias para
descrever a dinâmica tumoral do melanoma em estágio avançado, na presença de TAM e doses
imunoterapêuticas de células CAR-T. Dentre os aspectos utilizados na modelagem incluímos
termos que incorporam a influência dos TAM para os processos de falha da imunoterapia e anali-
samos diferentes cenários, incluindo a técnica de imunoterapia em ciclos. Também realizamos
uma análise de sensibilidade dos parâmetros, com o intuito de observar quais parâmetros são
mais importantes para os mecanismos de falha e sucesso da imunoterapia contra o melanoma.

De fato, a conclusão dos ensaios clínicos em andamento e a utilização de modelos
matemáticos em oncologia podem contribuir para a obtenção de novas descobertas e aumentar o
leque de possibilidades experimentais.
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1.5 Objetivos
Tendo em vista as diversas barreiras para a aplicabilidade da imunoterapia com células

CAR-T contra o melanoma e, em particular, considerando os macrófagos associados a tumores
presentes no microambiente tumoral, a presente dissertação tem os seguintes objetivos:

• Estudar e compreender a dinâmica tumoral utilizando alguns modelos matemáticos que
envolvem células do sistema imune e terapias;

• Desenvolver um modelo matemático original para descrever a dinâmica tumoral do mela-
noma metastático em estado avançado, na presença de macrófagos associados a tumores,
configurando um microambiente tumoral bastante imunossupressor, com a utilização de
imunoterapia com células CAR-T;

• Estudar a estabilidade dos pontos de equilíbrio associados ao modelo proposto;

• Realizar uma análise de sensibilidade dos parâmetros do modelo proposto;

• Simular computacionalmente alguns cenários de relevância clínica para compreender o
papel dos macrófagos associados a tumores nos mecanismos de falha do tratamento.

Dado que um dos objetivos deste trabalho é descrever as interações entre as células
tumorais e células do sistema imune, o próximo capítulo trará uma revisão bibliográfica no que
diz respeito a modelagem matemática do crescimento tumoral, bem como os principais trabalhos
que serviram como embasamento teórico para o desenvolvimento do modelo matemático.
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2 Modelos Matemáticos em Oncologia

A medida que os estudos dos mecanismos que envolvem o crescimento tumoral avançam,
tem ficado cada vez mais claro que isto não se dá única e exclusivamente pelas células tumorais.
Como apresentado no Capítulo 1, diversos mecanismos e processos biológicos complexos co-
operam entre si para promover a progressão e o crescimento tumoral. Interações que ocorrem
entre as células tumorais e o estroma, principalmente com as células do sistema imune, tem sido
consideradas em alguns casos como sendo impulsionadores do crescimento tumoral (WAJEH et
al., 2022). No entanto, muitos destes processos ainda não são bem esclarecidos e carecem de mais
investigação. Neste contexto, aplicada a oncologia, a modelagem matemática possibilita a análise
e a distinção de diferentes tipos de mecanismos que envolvem a progressão tumoral, permitindo a
abordagem de muitos cenários que seriam inviáveis de reproduzir experimentalmente (ARAUJO;
MCELWAIN, 2004).

Neste capítulo, serão apresentados alguns conceitos básicos da modelagem matemática
do crescimento tumoral, bem como uma revisão bibliográfica acerca de alguns modelos que
abrangem células cancerosas e células do sistema imunológico, os quais serviram de base para
esta dissertação, onde utilizamos uma abordagem inspirada em dinâmica de populações.

2.1 Modelagem matemática do crescimento tumoral
A modelagem matemática aplicada a oncologia possui raízes que datam de 1825, quando

o matemático e atuário Benjamim Gompertz (1779–1865) desenvolveu um modelo para estudar
o crescimento populacional baseando-se em modelos atuariais1 (GOMPERTZ, 1825). Ele argu-
mentou que o número de pessoas vivas em função de sua idade L(x) decresce mais rapidamente
do que funções exponenciais, significando que a taxa de mortalidade deve aumentar com a idade.
Ludwig von Bertalanffy (1901–1972), 135 anos depois, levantou a seguinte questão: por que um
organismo cresce e por que depois de um certo tempo, seu crescimento para? A substituição
do conceito de “organismo” por um tumor maligno resultou em um modelo matemático para o
crescimento do tumor (LALEH et al., 2021).

Muitos estudos de crescimento tumoral em animais e humanos utilizando modelagem
1 Ciência das técnicas específicas de análises de riscos e expectativas, principalmente na administração de seguros

e fundos de pensão.
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matemática foram realizados e diversos modelos foram desenvolvidos para esta finalidade (BEN-
ZEKRY et al., 2014). Entretanto, não existem modelos matemáticos que consigam captar todas
as propriedades observáveis da biologia do câncer. Os processos de modelagem, no geral, envol-
vem ajustes de dados experimentais, simulações computacionais e a utilização de ferramentas
matemáticas baseadas em simplificações de conceitos biológicos.

Estudos in vivo e in vitro envolvendo tumores em animais e humanos apontam que,
geralmente, as curvas de crescimento tumoral são inicialmente ajustadas para representar um
crescimento exponencial. Modelos exponenciais podem prever o crescimento ou o declínio
exponencial dependendo dos valores absolutos das taxas de crescimento e decrescimento. Se
um tumor está em estágio inicial de desenvolvimento, ele não apresenta angiogênese e, ao ser
considerado composto por uma única população celular, é possível assumir que sua taxa de

crescimento é diretamente proporcional ao número de células tumorais N(t), isto é,
dN(t)

dt
∝ N

(RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2011). O modelo exponencial é dado por

dN(t)
dt

= rN(t), (2.1)

em que r > 0 representa a taxa de crescimento intrínseca na qual as células se dividem. A solução
do modelo exponencial para N(t = 0) = N0 > 0 resulta que

N(t) = N0 exp(rt). (2.2)

Embora o crescimento tumoral, de fato, expresse um crescimento exponencial nos estágio
iniciais, esse crescimento não é ilimitado. Para simular que o crescimento do tumor é limitado
por restrições nutricionais, imunológicas ou espacias, podem ser utilizados modelos logísticos,
que permitem a inclusão de parâmetros para modular a capacidade de suporte no qual o volume
do tumor se estabiliza. Essa capacidade de suporte está incluída na taxa de crescimento per capita,
conforme a obervação de que o crescimento do tumor diminui quando o volume do tumor se
torna grande. Logo, uma ampla gama de possibilidades podem ser abordadas para descrever
processos oncogênicos, incluindo tratamentos anticâncer, através da combinação de diversos
padrões de modelagem (RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2011; LALEH et al., 2021). O
modelo logístico é dado por

dN

dt
= rN

(
1 − N

k

)
, (2.3)

em que k > 0 representa a capacidade de suporte nutricional do ambiente e o termo
(
1 − N

k

)
representa a competição intraespecífica.

Em 1964, Anna Kane Laird mostrou que uma variedade de tumores primários trans-
plantados de ratos, camundongos e coelhos poderiam ser descritos adequadamente utilizando o
modelo de Gompertz, abrindo caminho para a sua utilização em processos biológicos. O modelo
matemático para a dinâmica tumoral baseado no modelo de Gompertz é dado por

dN

dt
= rN ln

(
k

N

)
, (2.4)
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em que r é a taxa de crescimento ou decrescimento per capita das células tumorais (ou natalidade
e mortalidade considerando um modelo atuarial), e k refere-se a capacidade de suporte, ou seja,
a quantidade máxima de células tumorais que o sistema consegue suportar com os nutrientes
disponíveis (ou pelo modelo atuarial, a quantidade máxima de pessoas que um ambiente pode
suportar com os recursos disponíveis).

Modelos baseados em ecologia populacional também podem ser empregados para des-
crever processos oncogênicos. Esses modelos podem ser construídos para revelar os mecanismos
subjacentes à dinâmica de diferentes tipos de células no corpo humano. Um exemplo é o modelo
de Lotka-Volterra, desenvolvido pelos matemáticos Vito Volterra (1860 – 1940) e Alfred J. Lotka
(1880 – 1949), de maneira independente. Esse modelo, baseado em equações diferenciais ordiná-
rias de primeira ordem não-lineares, foi desenvolvido, a princípio, para descrever a dinâmica
de sistemas biológicos com intuito de estudar a relação entre espécies que interagem entre si.
Ao nível celular, diversos tipos de espécies celulares interagem constantemente, tornando o
modelo presa-predador adequado. De fato, as interações entre células e patógenos ou células
tumorais se assemelham a um sistema presa predador. Assumindo as células tumorais como
presas para o sistema imunológico, as células tumorais diferem das células normais devido a
mutações acumuladas e alterações nos níveis de antígenos que podem ativar os linfócitos T
citotóxicos predatórios. Como um predador, as taxas de proliferação e sobrevivência de linfócitos
T citotóxicos específicos de tumor dependem da presença e interações com suas presas (KAREVA
et al., 2021).

As suposições básicas de um modelo presa-predador se adéquam à compreensão atual
acerca da dinâmica imunológica do tumor e podem ser formuladas como segue:

1) As populações de células tumorais crescem exponencialmente na ausência do sistema
imunológico, até uma capacidade de suporte a qual pode estar relacionada, por exemplo,
com a quantidade de células competindo por espaço e nutrientes no microambiente tumoral,
havendo a possibilidade de um limiar de extinção;

2) Cada célula imune elimina uma proporção fixa da população tumoral por unidade de tempo;

3) A taxa de natalidade das células imunes aumenta com a taxa de morte das células tumorais;

4) As células imunes possuem uma taxa de mortalidade constante.

Algumas considerações devem ser realizadas sobre tais hipóteses: a suposição 1 ignora a
possibilidade de que as taxas de proliferação de células tumorais possam mostrar uma resposta
hiper-proliferativa à introdução de células imunes; a suposição 2 ignora a diversidade de células
imunes; a suposição 3 implica que as células imunes ganham energia ao matar as células-alvo; a
suposição 4 ignora a tolerância, perda de função por meio de vários mecanismos de exaustão
das células imunes e formação de memória imunológica. Embora essas considerações não
desqualifiquem a utilização do modelo presa-predador para interações tumor-imune, elas mostram
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que um modelo matemático deve ser elaborado sempre cuidadamente, com aprofundamento dos
aspectos biológicos que desejam ser incorporados (KAREVA et al., 2021).

Um modelo de competição celular foi proposto por (GATENBY, 1996):

dN1

dt
= r1N1

(
1 − N1

k1
− α1N2

k1

)
,

dN2

dt
= r2N2

(
1 − N2

k2
− α2N2

k2

)
,

(2.5)

em que N1 é a população de células cancerosas, N2 a população de células normais, r1 e r2

são, respectivamente, as taxas de crescimento populacional de células cancerosas e normais,
α1 o coeficiente de competição medindo os efeitos em N1 causados pela presença de N2, α2

o coeficiente de competição medindo os efeitos em N2 causados pela presença de N1, e k1,2

representam a capacidade de suporte ou número máximo de células de cada população que
poderia ocupar o espaço tecidual e ser adequadamente suportado pelo ambiente (GATENBY,
1996; RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2011).

A modelagem matemática foi e continua sendo uma importante ferramenta empregada
para compreender a dinâmica subjacente aos mecanismos que envolvem a oncogênese, importân-
cia que está na sua capacidade de absorver suposições acerca dos fenômenos que envolvem a
progressão tumoral, permitindo a modeladores realizar comparações utilizando dados empíri-
cos, quando disponíveis. Se as previsões do modelo corroboram as observações experimentais,
pode-se propor novos experimentos abrindo um leque de possibilidades, caso contrário, as supo-
sições devem ser revisadas. Isso mostra que o processo ideal de modelagem se dá pela interação
constante entre modeladores e empiristas (ARAUJO; MCELWAIN, 2004; KAREVA et al., 2021).

A união entre matemáticos e pesquisadores experimentais têm elucidado diversas ques-
tões profundas acerca da dinâmica tumoral, colaborando, não apenas para a compreensão da
doença, mas também para o desenvolvimento de novos tipos de tratamento. Várias abordagens de
modelagem matemática foram utilizadas para investigar cenários com protocolos diferentes de
tratamento, tais como quimioterapia (RODRIGUES; PINHO; MANCERA, 2012; BENZEKRY
et al., 2015; RODRIGUES et al., 2019), imunoterapia (KIRSCHNER; PANETTA, 1998; SAHOO
et al., 2020; RODRIGUES; BARROS; ALMEIDA, 2020; BARROS et al., 2021; LEÓN-TRIANA
et al., 2021; SILVA et al., 2022) e radioterapia (ENDERLING et al., 2006; ROCKNE et al.,
2010). Também, muitos pesquisadores modelaram interações entre células cancerosas e célu-
las do sistema imune (KUZNETSOV et al., 1994; DEPILLIS; RADUNSKAYA; WISEMAN,
2005; DEPILLIS; GU; RADUNSKAYA, 2006; EFTIMIE; BRAMSON; EARN, 2010; EFTI-
MIE; BRAMSON; EARN, 2011; DEPILLIS; ELADDADI; RADUNSKAYA, 2014; EFTIMIE;
HAMAM, 2017; SHU et al., 2020).

Dado que o enfoque desta dissertação se concentra na modelagem matemática envolvendo
células cancerosas e células do sistema imunológico, a próxima seção exibirá uma breve revisão
bibliográfica com os principais artigos que serviram de base e inspiração para este trabalho.
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2.2 Modelagem matemática envolvendo o sistema imunológico
A modulação da interação entre os componentes do sistema imunológico e as células

cancerosas por meio da imunoterapia consiste em um dos objetivos mais promissores dentre as
abordagens modernas de tratamento do câncer. Neste senso, diversos modelos matemáticos que
consideram as interações entre células tumorais e imunes foram, e ainda tem sido desenvolvidos,
visando lançar luz aos diversos mecanismos subjacentes que ainda carecem de compreensão.

Como já discutido anteriormente, modelos matemáticos baseados em ecologia popu-
lacional do tipo presa-predador conseguem capturar interações entre as células imunológicas
(predador) e as células cancerosas (presas) e isso possibilita, por exemplo, o estudo de mecanis-
mos de evasão imune através da competição por nutrientes compartilhados no microambiente
tumoral, além da supressão imunológica que ocorre através da regulação negativa de mecanis-
mos de reconhecimento de antígenos. Além disso, tais modelos podem contribuir como um
importante ferramental para o estudo da eficácia/ineficácia de diversos tipos de tratamentos
imunoterapêuticos (ALTROCK; LIU; MICHOR, 2015; BECKMAN; KAREVA; ADLER, 2020).

Um modelo matemático considerado precursor no estudo das interações entre células
cancerosas e imunes foi proposto por Kuznetsov et al. (1994), servindo de base para muitos outros
trabalhos relacionados. Os autores desenvolveram um modelo matemático para estudar a resposta
dos linfócitos T citotóxicos ao crescimento de um tumor imunogênico, mais especificamente,
o linfoma BCL1 (B-Cell Lymphoma 1) em camundongos. Dentre as hipóteses incorporadas
no modelo há que a inibição do crescimento tumoral pode ser causada pela competição das
populações celulares por nutrientes, como metabólitos e/ou fatores de crescimento produzidos
pelas células tumorais. O modelo proposto é dado por

dE

dt
= s + pET

g + T
− mET − dE,

dT

dt
= aT (1 − bT ) − nET,

(2.6)

em que E é a concentração local de células efetoras, T é a concentração de células cancerosas e
os parâmetros s, p, g, m, d, a, b e n são constantes cinéticas não negativas.

O parâmetro s representa uma fonte constante de células efetoras e o termo
pET

g + T
representa o recrutamento das células imunológicas pelas células tumorais sob efeitos da cinética
de Michaelis-Menten, permitindo que tal recrutamento se dê até que ocorra uma saturação. O
termo −mET representa a exaustão das células imunes devido aos fatores imunossupressores
associados ao tumor e o termo −dE representa a apoptose das células efetoras. O crescimento
tumoral é modelado pelo termo aT (1 − bT ) representando a competição por nutrientes no
microambiente e, finalmente, o termo −nET representa a ação citotóxica das células efetoras
sob as células tumorais.

Kuznetsov et al. (1994) compararam o modelo com dados experimentais e conseguiram



Capítulo 2. Modelos Matemáticos em Oncologia 19

realizar a estimação dos parâmetros cinéticos que descrevem os processos que não puderam ser
medidos in vivo. Na realidade, muitos parâmetros envolvendo interações celulares são impossíveis
de serem medidos diretamente, sendo necessários métodos numéricos e estatísticos para serem
estimados com uma boa margem de erro, o que pode ser feito quando dados experimentais são
disponibilizados. Como principais resultados, os autores mostraram que o modelo matemático
conseguiu descrever adequadamente a cinética das populações celulares em uma ampla faixa de
concentração inicial de células tumorais.

Kirschner e Panetta (1998) também desenvolveram um modelo matemático para descrever
a dinâmica entre células tumorais e células imunes efetoras, porém, sob efeitos da interleucina-2
(IL-2), citocina utilizada como imunoterapia para impulsionar o sistema imunológico contra
tumores. Além disso, os autores implementaram os efeitos da imunoterapia celular adotiva no
modelo para avaliar sob quais circunstâncias o tumor pode ser eliminado. O modelo matemático
é dado por 

dE

dt
= cT − µ2E + p1EIL

g1 + IL

+ s1,

dT

dt
= r2(T )T − aET

g2 + T
,

dIL

dt
= p2ET

g3 + T
− µ3IL + s2,

(2.7)

em que E representa as células efetoras do sistema imunológico, tais como linfóticos T, macró-
fagos e células matadoras naturais (NK, natural killers), T representa as células cancerosas, e
IL a concentração de IL-2 no sítio tumoral. Além disso, r2(T ) = r2(1 − bT ), e os parâmetros
cinéticos c, µ2, p1, g1, s1, a, g2, p2, g3, µ3, s2 são não negativas.

Como principais resultados, Kirschner e Panetta (1998) mostraram que, em tumores que
expressam baixos níveis de antígeno, o sistema imunológico não teve eficácia para combatê-los,
ao passo que, em tumores que expressam altos níveis antigênicos, o sistema imunológico foi
eficaz no combate, promovendo a redução para um pequeno tumor adormecido, representando o
melhor cenário analisado. Em tumores com antigenicidade moderada, as análises mostraram a
ocorrência de ciclos limites estáveis que implicam em uma dinâmica oscilatória entre o tumor e o
sistema imunológico, e em tumores com antigenicidade de baixa a moderada, os ciclos variaram
entre 8 e 10 anos com grandes amplitudes, estando o tumor em estado de dormência na maior
parte do tempo, fato que pode explicar, por exemplo, a recorrência de câncer a longo prazo.

Em trabalhos mais recentes, Eftimie e Hamam (2017) investigaram os possíveis mecanis-
mos que poderiam explicar a eliminação de células de melanoma de camundongo B16 por células
do sistema imunológico, tais como células T auxiliares de tipo 1 e 2 (Th1 e Th2), bem como o
papel desempenhado pelos macrófagos do tipo 1 e 2 (M1 e M2) no crescimento e eliminação do
tumor. Para este fim os autores propuseram 2 modelos matemáticos:
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i) Um modelo matemático para descrever as interações entre as células T auxiliares e macró-
fagos isoladamente com o intuito de investigar as respostas imunes do tipo 1 e 2 que elas
geram (em que se definiu a resposta de tipo 1 como uma resposta dominada por células
Th1 e M1, e uma resposta do tipo 2 para ser dominada por células Th2 e M2);

ii) Um modelo matemático baseado no modelo descrito no item i) com a inclusão população
de células tumorais.

Nesta revisão apenas o segundo modelo proposto por Eftimie e Hamam (2017) será
mostrado, o qual é dado por

dT

dt
= αT

(
1 − T

β

)
− fT − gH1H1T − gH2H2T − gM1M1T + gM2M2T, (2.8)

dH1

dt
= aH1M1 + pH1H1M1

(
1 − H1 + H2

m1

)
− nH1H1T − eH1H1, (2.9)

dH2

dt
= aH2M2 + pH2H2M2

(
1 − H1 + H2

m1

)
− nH2H2T − eH2H2, (2.10)

dM1

dt
= aM1H1 + pM1M1

(
1 − M1 + M2

m2

)
− nm1M1T − eM1T − eM1M1 (2.11)

+ rM1M2 − rM2M1,

dM2

dt
= aM2H2 + pM2H2 + pM2M2H2

(
1 − M1 + M2

m2

)
+ nM2M2T − eM2M2 (2.12)

− rM1M2 + rM2M1.

em que T , H1, H2, M1 e M2 são, respectivamente, as população de células tumorais, células
T auxiliares de tipo 1 e 2, e macrófagos do tipo 1 e 2. Além disso, m1, m2 e β são parâmetros
estritamente positivos, e os outros parâmetros são não negativos.

Detre as hipóteses incorporadas no modelo, Eftimie e Hamam (2017) consideraram as
propriedades das células imunes e seu papel na progressão tumoral e, como principais resultados
obtidos no estudo, os autores mostraram que o tumor pode ser eliminado tanto na presença de
uma resposta imune do tipo 1 quanto na presença de uma resposta do tipo 2 e que o crescimento
do tumor está sempre associado à presença de uma resposta imune do tipo 2.

Sahoo et al. (2020) desenvolveram um modelo matemático baseado na dinâmica presa-
predador para explorar a cinética de morte de células CAR-T, utilizada como imunoterapia contra
o glioma. Visto que a imunoterapia com células CAR-T demonstra baixa eficácia quando aplicada
no combate a tumores sólidos, neste estudo os autores realizaram análises de falha e sucesso do
tratamento ajustando os resultados obtidos a dados experimentais. O modelo é dado por

dX

dt
= ρX

(
1 − X

K

)
− κ1XY,

dY

dt
= κ2XY − θY,

(2.13)
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em que X representa a densidade de células cancerosas e Y a densidade de células CAR-T. No
sistema (2.13), o termo logístico ρX

(
1 − X

K

)
representa o crescimento tumoral que ocorre a

uma taxa ρ até que atinja a capacidade de suporte nutricional K, e o termo −κ1XY representa
a ação citotóxica das células CAR-T contra as células tumorais. O termo κ2XY modela o
crescimento populacional das células CAR-T segundo a lei exponencial, em que o parâmetro
κ2 representa a taxa de expansão e exaustão celular devido ao contato com o antígeno tumoral.
Finalmente, o termo −θY modela a morte natural das células CAR-T.

Dentre os resultados obtidos, Sahoo et al. (2020) observaram que a taxa de mortalidade
das células CAR-T tem relação direta com a taxa de proliferação e exaustão, sugerindo que
doses imunoterapêuticas menores tem mais eficácia, embora os linfócitos CAR-T se tornem mais
exaustos em comparação com doses mais altas de tratamento. Segundo os autores, os resultados
indicam que o tratamento pode ser adaptado às características individuais do tumor, incluindo
taxa de crescimento e nível de antígeno, aumentando a eficácia do tratamento.

Um modelo matemático foi desenvolvido por Barros et al. (2021) para investigar a
interação entre células tumorais e células CAR-T efetoras com adição de uma população das
chamadas células CAR-T de memória, as quais possuem a capacidade de combater células
tumorais tempos depois da administração da dose imunoterápica. O modelo é dado por

dCT

dt
= ϕCT − ρCT + θTCM − αTCT ,

dCM

dt
= ϵCT − θTCM − µCM ,

dT

dt
= rT (1 − bT ) − γCT T,

(2.14)

em que CT é a densidade de células CAR-T efetoras, CM é a densidade de células CAR-T de
memória e T é a densidade de células tumorais. Na primeira equação do sistema (2.14), o termo
ϕCT representa a expansão das células CAR-T efetoras e −ρCT a redução desta população,
incluindo a morte natural e a diferenciação em células CAR-T de memória. O termo θTCM

modela a ativação das células CAR-T de memória em um estado efetor devido ao contato com
o antígeno tumoral e, o termo −αTCT incorpora os efeitos de expansão e inibição devido ao
contato com o tumor. Na segunda equação do sistema (2.14), o termo ϵCT incorpora a formação
de células CAR-T de memória devido à diferenciação das células CAR-T efetoras, o termo θTCM

incorpora o fenômeno de mudança fenotípica de células CAR-T de memória em células CAR-T
efetoras devido ao contato futuro com o mesmo antígeno tumoral, e o termo −µCM modela a
morte natural das células CAR-T de memória. A terceira equação do sistema (2.14), por fim,
modela a dinâmica das células tumorais, as quais crescem segundo a lei logística e morrem
devido à ação citotóxica das células CAR-T efetoras a uma taxa γ.

Dentre os principais resultados do trabalho, o modelo proposto demonstrou potencial para
contribuir com a redução e otimização do número de experimentos in vivo através de simulações
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computacionais. Além disso, com objetivo de facilitar a utilização de outros profissionais ao
ferramental que a modelagem matemática oferece, os autores desenvolveram um simulador de
código aberto chamado CARTmath para testar diferentes protocolos de imunoterapia.

Para encerrar esta breve revisão bibliográfica, León-Triana et al. (2021) estudaram in
silico a utilização de células CAR-T visando dois antígenos: o CD19, expresso em células B,
e um antígeno associado ao tumor. Tendo como alvo de estudo o glioblastoma (GBM), dois
modelos matemáticos foram desenvolvidos, em que apenas um será apresentado nesta revisão, o
qual descreve o efeito da imunoterapia com células CAR-T direcionada a um antígeno tumoral na
presença de imunossupressão. O modelo matemático é dado por

dC

dt
= ρCCT

gT + T
− α1CT

gC + C
− 1

τC

C,

dT

dt
= ρT T − α2CT,

(2.15)

em que C consiste na densidade de células CAR-T e T é a densidade de células tumorais. No
sistema (2.15), os dois primeiros termos de Michaelis-Menten representam, respectivamente,
a expansão e inibição das células CAR-T devido ao contato com o antígeno tumoral. Como
mostrado em (KIRSCHNER; PANETTA, 1998), termos Michaelis-Menten são comumente
utilizados quando se considera a interação entre células tumorais e imunes, pois permitem que
tal crescimento se dê até atingir a saturação. Dentre os resultados obtidos no estudo, León-Triana
et al. (2021) mostraram que a expansão da população de células CAR-T no sangue e órgãos
linfopoiéticos poderia levar à produção massiva de células CAR-T visando um tumor sólido, e
potencialmente superar suas capacidades de imunossupressão.

Tendo como referencial alguns dos modelos apresentados nesta revisão bibliográfica, o
Capítulo 3 apresentará o modelo matemático proposto nesta dissertação.
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3 Um modelo matemático para a dinâmica
tumoral do melanoma

Dada a complexidade para a aplicação da imunoterapia com células CAR-T em tumores
sólidos, em particular contra o melanoma, como discutido no Capítulo 1, propomos um modelo
matemático baseado em EDOs para descrever a dinâmica tumoral do melanoma em estágio
avançado, munido de um microambiente tumoral bastante imunossupressor e repleto de macró-
fagos associados a tumores. Consideramos um melanoma em estágio avançado para justificar
a utilização da imunoterapia de células CAR-T, a qual, atualmente, só tem sido empregada em
situações onde já tenham sido esgotadas todas as outras possibilidades terapêuticas possíveis
para o paciente.

O principal interesse nesta proposta de modelagem é estudar, por meio de simulações
computacionais, os mecanismos envolvidos na ineficácia desta técnica terapêutica contra o
melanoma, bem como entender qual o papel dos TAM para tal ineficácia. Além da análise de
estabilidade linear dos pontos de equilíbrio associados ao modelo matemático proposto, nosso
interesse também se concentrou no estudo da sensibilidade global dos parâmetros associados
ao modelo para verificar quais parâmetros são mais importantes para a falha do tratamento
imunoterápico. Baseados nos trabalhos de Kuznetsov et al. (1994), Eftimie e Hamam (2017),
Sahoo et al. (2020), Barros et al. (2021) e León-Triana et al. (2021), desenvolvemos um modelo
matemático que incorpora as seguintes suposições biológicas:

(S1) As células de melanoma se proliferam naturalmente a uma taxa α1 até que atinjam a
capacidade de suporte nutricional do ambiente K1 (EFTIMIE; HAMAM, 2017).

(S2) A presença de TAM no microambiente tumoral contribui para a proliferação de células de
melanoma, fazendo com que a população tumoral cresça mais rapidamente a uma taxa β1

(SICA et al., 2008; EFTIMIE; HAMAM, 2017). Yamaguchi et al. (2016) mostraram que
tumores gástricos co-inoculados com macrófagos M2 (TAM) crescem muito mais rápido
do que tumores sem a presença destes macrófagos.

(S3) Células CAR-T matam células de melanoma a uma taxa µ1 devido ao reconhecimento de
antígenos específicos de melanoma como GD2, VEGFF-2, MCSP, entre outros (SOLTAN-



Capítulo 3. Um modelo matemático para a dinâmica tumoral do melanoma 24

TOYEH et al., 2021).

(S4) TAM são recrutados para o sítio tumoral a uma taxa α2 e infiltram-se no microambiente
tumoral devido a citocinas e quimiocinas produzidas pelas células de melanoma (EFTIMIE;
HAMAM, 2017). Além disso, TAM competem por espaço e nutrientes com células de
melanoma até que atinjam a capacidade de suporte nutricional K2 e, além disso, morrem
naturalmente a uma taxa κ3.

(S5) A expansão populacional das células CAR-T ocorre devido ao contato com o antígeno
tumoral e ocorre a uma taxa α3. Este crescimento é modelado por um termo Michaelis-
Menten, em que a constante de saturação P determina quando a taxa de crescimento
das células CAR-T está na metade do seu valor máximo (T = P) (KUZNETSOV et al.,
1994; LEÓN-TRIANA et al., 2021). León-Triana et al. (2021) afirmam que P indica o
ponto de inflexão a partir do qual a taxa de estimulação das células CAR-T aumenta e está
relacionado ao nível de antígeno expresso pelas células cancerosas.

(S6) Devido a mecanismos imunossupressores inerentes ao microambiente tumoral, a população
de células CAR-T tem seu crescimento desacelerado e sofrem exaustão medida pelo
parâmetro γ3. Como a expansão, o decrescimento populacional das células CAR-T, seja
por exaustão ou inibição, também é modelada pelo termo de Michaelis-Menten, em que
a constante de saturação G determina quando esse decrescimento está na metade do seu
valor máximo (C = G), podendo ser considerado o nível típico de linfócitos T na corrente
sanguínea (LEÓN-TRIANA et al., 2021).

(S7) Para estudar o impacto causado pela presença de TAM no microambiente tumoral durante
a imunoterapia foi incorporado na dinâmica o parâmetro θ3 que representa a taxa de decres-
cimento da população de células CAR-T devido ao contato com fatores imunossupressores
produzidos por TAM como, por exemplo, a proteína de morte programada PD-1 (SIMON;
USLU, 2018; SOLTANTOYEH et al., 2021). Além disso, uma taxa de apoptose κ3 para a
população de células CAR-T também é considerada no modelo (SAHOO et al., 2020).

Os processos biológicos incorporados pelo modelo matemático são esquematizados na
Figura 5.
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Figura 5 – Esquematização gráfica do modelo (3.1) mostrando as interações no microambiente
tumoral entre as células de melanoma, os TAM e as células CAR-T. Figura elaborada
pelo autor com BioRender.

O modelo matemático proposto é dado pelo seguinte sistema de EDOs:

dT

dt
= α1T

(
1 − T

K1

)
(1 + β1M) − µ1CT,

dM

dt
= α2MT

(
1 − M

K2

)
− κ2M,

dC

dt
= α3CT

P + T
− γ3CT

G + C
− θ3MC − κ3C,

(3.1)

em que T é a população de células tumorais, M é a população de TAM, e C a população de
células CAR-T no sistema.

Para definir as unidades dos parâmetros do modelo (3.1) realizamos uma análise dimensi-
onal, a qual encontra-se no Apêndice B. Além disso, tendo em vista que os parâmetros cinéticos
associados ao modelo (3.1) correspondem a fenômenos biológicos complexos, realizamos uma
revisão bibliográfica com o intuito de encontrá-los na literatura e justificar a escolha de cada
valor.
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3.1 Revisão bibliográfica dos parâmetros do modelo
Nesta seção serão justificadas as escolhas dos valores de cada parâmetro do modelo.

Nesta revisão priorizamos trabalhos que utilizaram valores para os parâmetros oriundos de
experimentos realizados em camundongos, visto que parâmetros cinéticos oriundos de humanos
ainda não são bem consolidados na literatura.

• Taxa de crescimento das células de melanoma (α1). Eftimie e Hamam (2017) basearam-
se nos trabalhos de Danciu et al. (2013) para a escolha deste parâmetro, onde foram
estudadas algumas linhagens celulares de melanoma cutâneo inoculadas em camundongos.
Os resultados publicados mostraram que as células de melanoma possuem um tempo
de duplicação que varia entre 17,2 e 24 horas. O cálculo do tempo de meia-vida pode
ser realizado por meio da solução do modelo exponencial (2.2) a qual, após algumas
manipulações algébricas, fornece

t1/2 = ln(2)
tempo de duplicação celular

(3.2)

Portanto, com base nesses dados, escolhemos como sendo a taxa de crescimento do
melanoma o intervalo entre 0,69 e 0,97 dia−1.

• Taxa de proliferação tumoral devido à ação dos macrófagos associados a tumores
(β1). Eftimie e Hamam (2017), baseados em (SICA et al., 2008) e (YAMAGUCHI et al.,
2016), consideraram que a presença de TAM contribui para a proliferação das células
tumorais e estimaram valores entre 2, 3 · 10−10 e 7, 3 · 10−10 células−1. Com base nesses
dados, consideramos o parâmetro β1 = 2, 3 · 10−10 células−1.

• Taxa de recrutamento/proliferação de TAM na presença de células tumorais (α2).
Para manter a população de TAM, monócitos inflamatórios são recrutados para o local do
tumor, devido a mecanismos de sinalização das células tumorais e, então, são diferenciados
em TAM para reposição, auxiliando na progressão do câncer (SICA et al., 2008). Eftimie
e Hamam (2017) e DEN BREEMS e Eftimie (2016) estimaram valores para a taxa de
recrutamento de macrófagos em um intervalo entre 10−10 e 10−7 (células·dia)−1. Com base
nestes trabalhos α2 assumimos para este parâmetro o valor 10−7 (células·dia)−1.

• Taxa de proliferação das células CAR-T devido ao contato com o antígeno tumoral
(α3). Este parâmetro descreve a taxa de estimulação da proliferação de células CAR-T
devido ao reconhecimento do antígeno tumoral, e é relacionado com o produto CAR
utilizado no tratamento. León-Triana et al. (2021) estimaram valores para este parâmetro
no intervalo entre 0,2 e 0,9 dia−1 e, em nossas análises, utilizamos 0,9 dia−1.

• Capacidade de suporte das células tumorais (K1). Este parâmetro foi escolhido com
valor 109 células para corresponder ao tamanho máximo do tumor permitido para proto-
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colos experimentais em camundongos (DEPILLIS; RADUNSKAYA; WISEMAN, 2005;
EFTIMIE; BRAMSON; EARN, 2010; EFTIMIE; HAMAM, 2017).

• Capacidade de suporte dos macrófagos (K2). Lee, Starkey e Gordon (1985) sugeriram
que uma estimativa conservadora para o número total de macrófagos em um camundongo
adulto normal seria maior que 108 células. O valor escolhido para este parâmetro foi de
109 células, ressaltando que a capacidade de suporte total, incluindo células tumorais e
macrófagos, é de 2 · 109 células Eftimie e Hamam (2017).

• Taxa de morte das células tumorais devido à ação citotóxica das células CAR-T (µ1).
Barros et al. (2021) consideraram dois cenários diferentes de imunoterapia em camun-
dongos imunodeficientes e utilizaram dados publicados para estimar alguns parâmetros
cinéticos, incluindo a eficiência citotóxica. Com base nesse trabalho, o intervalo escolhido
para este parâmetro foi [10−7; 3 · 10−7] (células·dia)−1.

• Taxa de apoptose de macrófagos (κ2). Segundo Kuo et al. (2022), macrófagos associados
a tumores possuem uma meia-vida curta e baixa atividade proliferativa em tecidos tumorais.
A meia-vida de monócitos inflamatórios varia entre 20 horas e 2,2 dias, aproximadamente.
Baseados nestas informações e utilizando a equação (3.2), utilizamos para este parâmetro
valores no intervalo entre 0,23 e 0,69 dia−1.

• Taxa de apoptose de células CAR-T (κ3). Barros et al. (2021) consideraram que a popu-
lação de células CAR-T é reduzida a uma taxa que inclui morte natural de células CAR-T
efetoras e sua diferenciação em células CAR-T de memória de longo prazo. Para estimar os
dados, utilizaram dados disponíveis de experimentos com camundongos imunodeficientes
disponíveis em (RUELLA et al., 2017) e (NINOMIYA et al., 2015) onde os valores ficaram
entre 0,350 e 0,830 dia−1. Por definição, células efetoras são as células do sistema imune
que, quando ativadas, modulam tanto a resposta imune quanto a sinalização inflamatória.
Quando não são mais necessárias, devem morrer para evitar resposta persistente do sistema
imune, o que poderia resultar em danos ao hospedeiro, como é o caso de doenças autoimu-
nes. Para a imunoterapia em camundongos imunodeficientes apresentada em (RUELLA
et al., 2017), foi mostrado que as células CAR-T não são detectadas em exame após a
eliminação do tumor e o parâmetro de mortalidade ajustado aos dados foi de 0,3 dia−1.
Com base nestes trabalhos, escolhemos para o parâmetro κ3 valores no intervalo entre 0,15
e 0,5 dia−1.

Taxa de saturação referente à contribuição das células cancerosas para a expansão
das células CAR-T (P). Kuznetsov et al. (1994) estimaram este parâmetro usando dados
experimentais de camundongos, em que obtiveram o valor aproximado de 2 · 10−7 células.
Com base neste trabalho, o parâmetro P recebeu este mesmo valor.
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A Tabela 1 exibe os parâmetros do modelo, bem como sua descrição, valor, unidade e
referência.

Tabela 1 – Descrição dos parâmetros do modelo incluindo os valores, unidades e referência.

Parâmetro Descrição Valor Unidade Referência

α1
Taxa natural de proliferação
das células tumorais [0,69, 0,97] dia−1 (EFTIMIE; HAMAM, 2017)

α2
Taxa de proliferação de macrófagos
promovida pelo tumor 10−7 (célula·dia)−1 (EFTIMIE; HAMAM, 2017)

α3
Taxa de proliferação de células CAR-T
devido ao contato com antígeno tumoral 0,9 dia−1 (LEÓN-TRIANA et al., 2021)

β1
Taxa de proliferação tumoral
devido à ação pró-tumor dos TAM 2, 3 · 10−10 célula−1 (EFTIMIE; HAMAM, 2017)

K1 Capacidade de suporte das células tumorais 109 células (EFTIMIE; BRAMSON; EARN, 2010)

K2 Capacidade de suporte dos macrófagos 109 células (LEE; STARKEY; GORDON, 1985)

µ1
Taxa de morte de células tumorais
devido a ação citotóxica das células CAR-T [10−7; 3 · 10−7] (célula·dia)−1 (BARROS et al., 2021)

κ2 Taxa de apoptose dos macrófagos [0,23; 0,69] dia−1 (EFTIMIE, 2020; KUO et al., 2022)

κ3 Taxa de apoptose de células CAR-T [0,1; 0,5] dia−1 Suposto

θ3
Taxa de inibição das células CAR-T
devido à interação com macrófagos [0; 5 · 10−7] (célula·dia)−1 Suposto

γ3
Taxa de exaustão das células CAR-T
devido às células tumorais [0, 02; 0, 04] (célula·dia)−1 Suposto

P
Constante de saturação referente à
expansão das células CAR-T devido ao
antígeno tumoral

2 · 107 células (KUZNETSOV et al., 1994)

G
Constante de saturação referente à
exaustão das células CAR-T devido à
imunossupressão tumoral

2 · 107 células Suposto

3.2 Pontos de equilíbrio

Sejam
dT

dt
:= f1,

dM

dt
:= f2 e

dC

dt
:= f3. Os pontos de equilíbrio associados ao modelo

(3.1) foram encontrados a partir da solução do seguinte sistema de equações:

f1 :=
(

α1

(
1 − T ∗

K1

)
(1 + β1M

∗) − µ1C
∗
)

T ∗ = 0, (3.3)

f2 :=
(

α2T
∗
(

1 − M ∗

K2

)
− κ2

)
M ∗ = 0, (3.4)

f3 :=
(

α3T
∗

P + T ∗ − γ3T
∗

G + C∗ − θ3M
∗ − κ3

)
C∗ = 0. (3.5)

De (3.3) temos que, se T ∗ = 0, então não existe outro estado estacionário se não o trivial,
dado por E0 = (0, 0, 0). Este ponto de equilíbrio representa a extinção de todas as populações
celulares e não possui relevância biológica neste estudo.
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Seja M ∗ = 0 na equação (3.4). Substituindo na equação (3.3) segue que

α1

(
1 − T ∗

K1

)
− µ1C

∗ = 0 ⇒ C∗ = α1

µ1

(
1 − T ∗

K1

)
, T ∗ ≤ K1,

e, substituindo C∗ na equação (3.5) implica que

f3 :=
α3α1

(
1 − T ∗

K1

)
µ1(P + T ∗) −

γ3α1

(
1 − T ∗

K1

)
T ∗

µ1

G +
α1

(
1 − T ∗

K1

)
µ1

 −
κ3α1

(
1 − T ∗

K1

)
µ1

= 0.

Existem duas situações a serem avaliadas:

(i) Se T ∗ = K1, de f3 temos que C∗ = 0 e o estado estacionário é dado por E1 = (K1, 0, 0).
Este ponto representa o fracasso da imunoterapia e descreve a persistência das células de
melanoma até alcançarem a capacidade de suporte nutricional do ambiente. Além disso, as
células CAR-T e os TAM desaparecem do sistema, o que pode ser associado com a morte
do paciente.

(ii) Realizando algumas manipulações algébricas e simplificando f3, temos a seguinte equação
em termos de T ∗:

T ∗2(K1µ1γ3 +α1(α3 −κ3))+T ∗(((−α3 +κ3)α1 +µ1(Pγ3 −Gα3 +Gκ3))K1 −Pα1κ3)+

K1Pκ3(Gµ1 + α1) = 0.

Sejam,

a1 := (K1µ1γ3 + α1(α3 − κ3)), α1 > − K1µ1γ3

α3 − κ3
,

a2 := (((−α3 + κ3)α1 + µ1(Pγ3 − Gα3 + Gκ3))K1 − Pα1κ3),

α1 > µ1K1

( Gα3 − Pγ3 − Gκ3

K1κ3 − K1α3 − Pκ3

)
,

a3 := K1Pκ3(Gµ1 + α1), α1 > −K1PGκ3µ1

K1Pκ3
.

Supondo que a condição para a1 > 0 seja satisfeita (e em particular ela é satisfeita pois
α1 > −K1µ1γ3

α3−κ3
), a equação quadrática pode ser expressa por

T ∗2 + T ∗ a2

a1
+ a3

a1
= 0, em que a1 > 0.

Sejam b1 := a2

a1
e b2 := a3

a1
. Então,

T ∗2 + b1T
∗ + b2 = 0 ⇒ T ∗

1,2 =
−b1 ±

√
b2

1 − 4b2

2 .

Supondo ainda que T ∗
1,2 ∈ R, as seguintes situações devem ser analisadas:
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(ii.a) Se, para um dado conjunto de parâmetros, b2 < 0 então existirão duas raízes reais em
que, uma será positiva, e outra será negativa no caso de b1 > 0. Vale ressaltar que
nosso interesse se encontra na obtenção de raízes reais positivas.

(ii.b) Se, para um dado conjunto de parâmetros, b1 < 0 e b2
1 ≥ 4b2, então T ∗

1 e T ∗
2 serão

raízes reais e positivas, havendo possibilidade de também serem iguais.

Definamos, sem perda de generalidade, T ∗
1,2 := T̃ ∗ ∈ R. Dadas as suposições que im-

plicaram em (ii.a) e (ii.b), podemos reescrever C∗ como uma função de T̃ ∗. Isto implica
que,

C∗(T̃ ∗) = α1

µ1

(
1 − T̃ ∗

K1

)
, T̃ ∗ ≤ K1,

fornecendo como resultado o ponto de equilíbrio E2 =
(

T̃ ∗, 0,
α1

µ1

(
1 − T̃ ∗

K1

))
que existe

se, e somente se, T̃ ∗ ≤ K1. Este ponto de equilíbrio representa o desaparecimento da
população de TAM e a persistência das células CAR-T e de melanoma. Além disso, este
ponto de equilíbrio é igual a E1 quando T̃ ∗ = K1.

Seja C∗ = 0 na equação (3.5). Substituindo na equação (3.3) segue que

α1

(
1 − T ∗

K1

)
(1 + β1M

∗) = 0 ⇒


T ∗ = K1,

M ∗ = − 1
β1

.

Como M ∗ = − 1
β1

não possui significado biológico, consideremos T ∗ = K1. Substituindo
na equação (3.4), temos que

M ∗ = K2(K1α2 − κ2)
α2K1

,

implicando no ponto de equilíbrio E3 =
(

K1,
K2(K1α2 − κ2)

α2K1
, 0
)

que existe se, e somente

se, α2 ≥ κ2

K1
. Assim como o ponto E1, o ponto E3 também caracteriza a falha do tratamento

imunoterápico, em que ocorre o desaparecimento da população de células CAR-T e a persistência
da população de células de melanoma e TAM. Além disso, este ponto é igual a E1 quando
α2 = κ2

K1
.

O estado estacionário de coexistência satisfaz:

α1

(
1 − T ∗

K1

)
(1 + β1M

∗) − µ1C
∗ = 0,

α2T
∗
(

1 − M ∗

K2

)
− κ2 = 0,

α3T
∗

P + T ∗ − γ3T
∗

G + C∗ − θ3M
∗ − κ3 = 0.

(3.6)
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Considerando a segunda equação do sistema (3.6), seja M ∗ expressa em termos de T ∗,

tal que M ∗(T ∗) = K2(α2T
∗ − κ2)

α2T ∗ . Substituindo M ∗(T ∗) na primeira equação de (3.6), temos
que

1
T ∗K1α2

(−α1α2(β1K2 + 1)T ∗2 + ((K1(β1K2 + 1)α2 + K2β1κ2)α1 − C∗K1α2µ1)T ∗ −

K1K2α1β1κ2) = 0. (3.7)

A solução da equação (3.7) fornece duas raízes para T ∗ que podem ser expressas em
função de C∗, e são dadas por

T ∗
1 (C∗) = ((K1(β1K2 + 1)α2 + K2β1κ2)α1 − C∗K1α2µ1) +

√
∆

2(α1α2(β1K2 + 1))

e

T ∗
2 (C∗) = ((K1(β1K2 + 1)α2 + K2β1κ2)α1 − C∗K1α2µ1) −

√
∆

2(α1α2(β1K2 + 1)) ,

em que o discriminante ∆ é definido por

∆ := ((K1(β1K2 + 1)α2 + K2β1κ2)α1 − C∗K1α2µ1)2 − 4(−α1α2(β1K2 + 1)(−K1K2α1β1κ2).

Supondo que, para um dado conjunto de parâmetros, T ∗
1 (C∗) e T ∗

2 (C∗) ∈ R, então
existirão dois possíveis pontos de equilíbrio de coexistência, os quais serão analisados a seguir.

(i) Seja T ∗
1 (C∗) := T ∗

1 . Substituindo T ∗
1 em M ∗(T ∗), tem-se a coordenada M ∗

1 como função
de C∗, que será definida como C∗

1 . Então,

M ∗
1 (C∗

1 ) := M ∗
1 = K2(−

√
∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 + κ2(K2β1 + 2))α1 + C∗

1 K1α2µ1

−
√

∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 − K2β1κ2)α1 + C∗
1 K1α2µ1

.

Então, da terceira equação de (3.6), a coordenada C∗
1 pode ser escrita em termos de T ∗

1 e
M ∗

1 resultando que

C∗
1 = −T ∗2

1 γ3 + (−γ3P − G(θ3M
∗
1 − α3 + κ3))T ∗

1 − PG(θ3M
∗
1 + κ3)

(θ3M ∗
1 − α3 + κ3)T ∗

1 + P(θ3M ∗
1 + κ3)

.

Portanto, o primeiro possível ponto de equilíbrio de coexistência é dado por

E1
c =

(
T ∗

1 , M ∗
1 ,

−T ∗2
1 γ3 + (−γ3P − G(θ3M

∗
1 − α3 + κ3))T ∗

1 − PG(θ3M
∗
1 + κ3)

(θ3M ∗
1 − α3 + κ3)T ∗

1 + P(θ3M ∗
1 + κ3)

)
.

(ii) Seja T ∗
2 (C∗) := T ∗

2 . Substituindo T ∗
2 em M ∗(T ∗), tem-se a coordenada M ∗

2 como função
de C∗ que agora será definida como C∗

2 . Então,

M ∗
2 (C∗

2 ) := M ∗
2 = K2(

√
∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 + κ2(K2β1 + 2))α1 + C∗

2 K1α2µ1√
∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 − K2β1κ2)α1 + C∗

2 K1α2µ1
.
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Como no item anterior, da terceira equação de (3.6), a coordenada C∗
2 pode ser obtida em

termos de T ∗
2 e M ∗

2 , resultando que

C∗
2 = −T ∗2

2 γ3 + (−γ3P − G(θ3M
∗
2 − α3 + κ3))T ∗

2 − PG(θ3M
∗
2 + κ3)

(θ3M ∗
2 − α3 + κ3)T ∗

2 + P(θ3M ∗
2 + κ3)

.

Portanto, o segundo possível ponto de equilíbrio de coexistência é dado por

E2
c =

(
T ∗

2 , M ∗
2 ,

−T ∗2
2 γ3 + (−γ3P − G(θ3M

∗
2 − α3 + κ3))T ∗

2 − PG(θ3M
∗
2 + κ3)

(θ3M ∗
2 − α3 + κ3)T ∗

2 + P(θ3M ∗
2 + κ3)

)
.

Observamos que houve a necessidade de escrever a coordenada C∗
1 em termos de T ∗

1 (C∗
1 )

e M ∗
1 (C∗

1 ) (C∗
2 de forma análoga) devido à alta complexidade algébrica associada, a qual não

possibilita a solução do sistema para encontrar as coordendas C∗
1,2.

3.3 Análise de estabilidade local
Nesta seção faremos o estudo da estabilidade local dos pontos de equilíbrio associados

ao modelo (3.1) mostrados na seção anterior .

Sejam Ē := (T̄ , M̄ , C̄) qualquer ponto de equilíbrio do modelo (3.1) e, F1, F2 e F3 as
três componentes do modelo (3.1). As derivadas parciais aplicadas ao ponto de equilíbrio Ē são:

∂F1

∂T̄
=

−2
(

T̄ − K1

2

)
(M̄β1 + 1)α1 − µ1C̄K1

K1
,

∂F1

∂M̄
= −α1T̄ (−K1 + T̄ )β1

K1
,

∂F1

∂C̄
= −µ1T̄ ,

∂F2

∂T̄
= −α2M̄(−K2 + M̄)

K2
,

∂F2

∂M̄
= (α2T̄ − κ2)K2 − 2α2M̄T̄

K2
,

∂F2

∂C̄
= 0,

∂F3

∂T̄
= C̄(−P2γ3 + (−2γ3T̄ + α3(G + C̄))P − T̄ 2γ3)

(P + T̄ )2(G + C̄)
,

∂F3

∂M̄
= −θ3C̄,

∂F3

∂C̄
= 1

(P + T̄ )(G + C̄)2
(((−θ3M̄ + α3 − κ3)T̄ − P(θ3M̄ + κ3))G2 +

(−T̄ 2γ3 + ((−2θ3M̄ + 2α3 − 2κ3)C̄ − Pγ3)T̄ − 2C̄P(θ3M̄ + κ3))G −

C̄2((θ3M̄ − α3 + κ3)T̄ + P(θ3M̄ + κ3))).
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Analisando a estabilidade do ponto de equilíbrio E0 = (0, 0, 0), temos que a matriz
jacobiana J é dada por

J0 =



α1 0 0

0 −κ2 0

0 0 −κ3


. (3.8)

Então, os autovalores associados a matriz jacobiana (3.8) são λ1 = α1, λ2 = −κ2 e
λ3 = −κ3. Como todos os parâmetros do modelo são positivos, conclui-se que E0 é instável.

Avaliando a estabilidade do ponto de equilíbrio E1 = (K1, 0, 0), a matriz jacobiana é
dada por

J1 =



−α1 0 −µ1K1

0 α2K1 − κ2 0

0 0 α3K1

P + K1
− γ3K1

G
− κ3


. (3.9)

Os autovalores associados a matriz (3.9) são

λ1 = −α1, λ2 = α2K1 − κ2 e λ3 = α3K1

P + K1
− γ3K1

G
− κ3.

Portanto, o ponto de equilíbrio E1 será linearmente assintoticamente estável se, e somente
se,

α2 <
κ2

K1
e α3 <

(γ3K1 + Gκ3)(P + K1)
K1G

.

Avaliando a estabilidade do ponto de equilíbrio E2 =
(

T̃ ∗, 0,
α1

µ1

(
1 − T̃ ∗

K1

))
, em que

T̃ ∗ ≤ K1 e, considerando as suposições para positividade de T ∗
1,2 expressas em (ii.a) e (ii.b), a

matriz jacobiana é dada por

J2 =



c11 c12 c13

0 c22 0

c31 c32 c33


, (3.10)
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em que,

c11 = −α1T̃
∗

K1
,

c12 = α1T̃
∗

(
1 − T̃ ∗

K1

)
β1,

c13 = −µ1T̃
∗,

c22 = T̃ ∗α2 − κ2,

c31 =
α3α1

(
1 − T̃ ∗

K1

)
µ1(P + T̃ ∗)

−
α3α1T̃

∗
(
1 − T̃ ∗

K1

)
µ1(P + T̃ ∗)2

−
γ3α1

(
1 − T̃ ∗

K1

)
µ1

G +
α1(1 − T̃ ∗

K1
)

µ1

 ,

c32 = −
θ3α1

(
1 − T̃ ∗

K1

)
µ1

,

c33 = α3T̃
∗

P + T̃ ∗
− γ3T̃

∗

G +
α1

(
1 − T̃ ∗

K1

)
µ1

+
γ3α1T̃

∗
(
1 − T̃ ∗

K1

)
µ1

G +
α1

(
1 − T̃ ∗

K1

)
µ1

2 − κ3.

A equação característica associada a matriz jacobiana (3.10) é dada por

(−c22 + λ)(λ2 − c11λ − c13c31) = 0. (3.11)

Do primeiro termo da equação (3.11), tem-se que λ1 = c22 e, além disso, este autovalor
será negativo se, e somente se,

α2 <
κ2

T̃ ∗
. (3.12)

O segundo termo da equação (3.11), será analisado utilizando o critério de Routh-Hurwitz
(EDELSTEIN-KESHET, 2005). Seja um polinômio característico de grau n dado por:

λn + p1λ
n−1 + ... + pn = 0. (3.13)

O critério de Routh-Hurwitz estabelece uma condição necessária e suficiente para que a
parte real das raízes de polinômios de grau n sejam negativas, sem a necessidade de resolvê-los,
auxiliando a análise da estabilidade de pontos de equilíbrio com elevada complexidade algébrica.
A Tabela 2 exibe as condições impostas pelo critério de Routh-Hurwitz para polinômios de grau
n ≤ 4.

Tabela 2 – Critério de Routh-Hurwitz para polinômios de grau n ≤ 4. Adaptado de Edelstein-
Keshet (2005).

n Condições a serem satisfeitas

2 p1 > 0; p2 > 0
3 p1 > 0; p3 > 0; p1p2 > p3

4 p1 > 0; p3 > 0; p4 > 0; p1p2p3 > p2
3 + p2

1p2
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Utilizando o critério de Routh-Hurwitz para o segundo termo da equação (3.11), tem-se
que:

• p1 := −c11 > 0, o que é sempre satisfeito, dadas as condições de positividade para T̃ ∗.

• p2 := −c13c31 > 0 se, e somente se,

α3 > − K1γ3µ1(P + T̃ ∗)2

P((−K1 + T̃ ∗)α1 − K1Gµ1)
:= ᾱ3. (3.14)

Sabe-se que a existência do ponto é condicionada a T̃ ∗ ≤ K1, fato que torna o denominador
de ᾱ3 um termo negativo, implicando que ᾱ3 > 0.

Portanto, se as condições acima forem satisfeitas, dependendo do conjunto de parâmetros
utilizado, o ponto de equilíbrio E2 é linearmente assintoticamente estável.

Para mostrar os possíveis pontos de equilíbrio E2 com seus valores numéricos utilizamos
linguagem de programação Python como apoio computacional, e os parâmetros da Tabela 1. Além
disso, fixamos α1 = 0, 69, κ2 = 0, 34, κ3 = 0, 13, θ3 = 10−10 e γ3 = 0, 04, sendo escolhidos
alguns valores para α2 e α3 visando observar as possíveis mudanças na dinâmica. Segue que:

1. Se α3 = 0 (célula·dia)−1, então existe apenas um ponto de equilíbrio dado por E2 =
(−8, 9430 · 107, 0, 7, 5170 · 106). Então, neste caso o ponto não terá significado biológico.

2. Se α3 = 0, 3 (célula·dia)−1, então existem duas raízes reais e distintas para as componentes
T ∗

1 e T ∗
2 que foram definidas, sem perda de generalidade como T̃ ∗. Os pontos de equilíbrio

são:

(2.a) E1
2 = (6, 6547 · 107, 0, 6, 4408 · 106) e, os autovalores associados são λ1 = −0, 1888,

λ2 = 0, 1674 e λ3 = 6, 3147. Portanto, o ponto é instável, pois, além dos autovalores
serem positivos, as condições de estabilidade impostas em (3.12) e (3.12) não são
satisfeitas.

(2.b) E2
2 = (2, 5525 ·107, 0, 6, 7238 ·106) e os autovalores associados são λ1 = −0, 0039+

0, 1543i, λ2 = −0, 0039 − 0, 1543i e λ3 = 2, 2125. Portanto, o ponto é uma espiral
instável. Em particular, a condição para estabilidade (3.12) falha, pois

α2 := 10−7 > 1, 3319 · 10−8 := κ2

T̃ ∗
.

Se α2 := 10−8 (célula·dia)−1, os autovalores associados tornam-se λ1 = −0, 0039 +
0, 1543i, λ2 = −0, 0039 − 0, 1543i e λ3 = −0, 0847, ou seja, o ponto E2 é uma
espiral linearmente assintoticamente estável. Biologicamente, α2 representa a taxa de
recrutamento de TAM pelo tumor, então, a redução desta taxa implica na coexistência
das células tumorais e CAR-T, fato que pode ser favorável do ponto de vista terapêutico,
tendo em vista as características pró-tumorais dos TAM.
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3. α3 = 0, 9 (célula·dia)−1, então existem, como no item anterior, duas raízes reais e distintas
para as componentes T ∗

1 e T ∗
2 . Os pontos de equilíbrio são:

(3.a) E1
2 = (4, 3631 · 108, 0, 3, 8894 · 106) e, os autovalores associados são λ1 = −0, 6510,

λ2 = 0, 4689 e λ3 = 43, 2912. Portanto, o ponto é instável, pois as condições de
estabilidade expressas em (3.12) e (3.14) falham.

(3.b) E2
2 = (3, 5375 ·106, 0, 6, 8755 ·106) e os autovalores associados são λ1 = −0, 0005+

0, 2745i, λ2 = −0, 0005 − 0, 2745i e λ3 = 0, 01375. Portanto, o ponto é uma espiral
instável.
Utilizando o mesmo argumento do item anterior, seja α2 = 10−8 (célula·dia)−1. Isso
implica que nos autovalores λ1 = −0, 0005 + 0, 2745i, λ2 = −0, 0005 − 0, 2745i e
λ3 = −0.3046, ou seja, o ponto de equilíbrio torna-se uma espiral estável.

Para representar graficamente o ponto de equilíbrio E2
2 e testar suas condições de estabi-

lidade utilizamos o pacote de solução de EDOs Odeint da biblioteca SciPy, em linguagem de
programação Python, sob influência da variação no parâmetro α2 (cenário mostrado no item 3).
As condições iniciais utilizadas nas simulações numéricas foram T (0) = 2 · 106, M(0) = 106 e
C(0) = 107 células e os resultados são mostrados na Figura 6.
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Figura 6 – A redução na taxa de recrutamento de TAM para o sítio tumoral implica na estabilidade
do ponto de equilíbrio E2

2 .

Como mostra as Figuras 6(a), 6(b) e 6(c), quando α2 = 10−7 (célula·dia)−1, as soluções
tendem a um ponto de equilíbrio de coexistência entre as populações celulares (linha traço-ponto
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verde), resultando na instabilidade do ponto E2
2 . Quando α2 = 10−8 (célula·dia)−1, as condições

de estabilidade são satisfeitas e as soluções tendem ao ponto de equilíbrio E2
2 (linha tracejada

preta), embora o tempo para a convergência seja elevado, como observado no zoom. De fato,
mesmo após dez mil dias, a solução ainda se mostra convergindo para ponto de equilíbrio E2.
Estas simulações indicam que apenas reduzir a taxa de recrutamento de TAM, implicando na
redução população no microambiente tumoral, por si só não é o suficiente para promover um
controle tumoral adequado em tempo hábil.

Analisando a estabilidade do ponto de equilíbrio E3 =
(

K1,
K2(K1α2 − κ2)

α2K1
, 0
)

, em

que α2 ≥ κ2

K1
, a matriz jacobiana é dada por

J3 =



d11 0 d13

d21 d22 0

0 0 d33


, (3.15)

com,

d11 = −α1

(
K2(K1α2 − κ2)β1

K1α2
+ 1

)
,

d13 = −µ1K1,

d21 =
K2(K1α2 − κ2)

(
1 − K1α2 − κ2

K1α2

)
K1

,

d22 = −K1α2 + κ2,

d33 = α3K1

P + K1
− γ3K1

G
− θ3K2(K1α2 − κ2)

K1α2
− κ3.

A equação característica associada a matriz (3.15) é

(−d11 + λ)(−d22 + λ)(−d33 + λ) = 0 (3.16)

e, conforme os termos da equação (3.16), os autovalores são λ1 = d11, λ2 = d22 e λ3 = d33.
Analisando o sinal de cada autovalor tem-se que:

• λ1 < 0 se, e somente se, α2 >
K2β1κ2

K1(K2 + 1) .

• λ2 < 0 se, e somente se, α2 >
κ2

K1
. É importante notar que esta condição de estabilidade

sempre é satisfeita se o ponto existir.

• λ3 < 0 se, e somente se,

α3 <
(K2

1 α2γ3 + Gα2(K2θ3 + κ3)K1 − K2Gκ2θ3)(P + K1)
GK2

1 α2
.
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Se as condições acima forem satisfeitas para um dado conjunto de parâmetros, o ponto
de equilíbrio E3 será linearmente assintoticamente estável.

Finalmente, analisemos agora a estabilidade do ponto de equilíbrio de coexistência Ec.
Seja T1,2 := Tc, M ∗

1,2 := Mc e C∗
1,2 := C∗

c . Então,

Ec =
(

T ∗
c , M ∗

c ,
−T ∗2

c γ3 + (−γ3P − G(θ3M
∗
c − α3 + κ3))T ∗

c − PG(θ3M
∗
c + κ3)

(θ3M ∗
c − α3 + κ3)T ∗

c + P(θ3M ∗
c + κ3)

)
,

em que

T ∗
c = ((K1(β1K2 + 1)α2 + K2β1κ2)α1 − C∗

c K1α2µ1) ±
√

∆
2(α1α2(β1K2 + 1))

e

M ∗
c = K2(±

√
∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 + κ2(K2β1 + 2))α1 + C∗

c K1α2µ1

±
√

∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 − K2β1κ2)α1 + C∗
c K1α2µ1

.

A matriz jacobiana avaliada no ponto Ec é dada por

J(Ec) =



e11 e12 e13

e21 e22 0

e31 e32 e33


, (3.17)

em que,

e11 = α1

(
1 − T ∗

c

K1

)
(M ∗

c β1 + 1) − α1T
∗
c (M ∗

c β1 + 1)
K1

−

µ1(−T ∗2
c γ3 + (−Pγ3 − G(θ3M

∗
c − α3 + κ3))T ∗

c − PG(θ3M
∗
c + κ3))

(θ3M ∗
c − α3 + κ3)T ∗

c + P(θ3M ∗
c + κ3)

,

e12 = α1β1T
∗
c

(
1 − T ∗

c

K1

)
,

e13 = −µ1T
∗
c ,

e21 = α2M
∗
c

(
1 − M ∗

c

K2

)
,

e22 = (α2T
∗
c − κ2)K2 − 2α2M

∗
c T ∗

c

K2
,

e31 = −(T ∗2
c γ3 + (Pγ3 + G(θ3M

∗
c − α3 + κ3))T ∗

c + PG(θ3M
∗
c + κ3))Pα3

((θ3M ∗
c − α3 + κ3)T ∗

c + P(θ3M ∗
c + κ3))(P + T ∗

c )2 −

T ∗2
c γ3 + (Pγ3 + G(θ3M

∗
c − α3 + κ3))T ∗

c + PG(θ3M
∗
c + κ3)

T ∗
c (P + T ∗

c ) ,

e32 = −θ3(−T ∗2
c γ3 + (−Pγ3 − G(θ3M

∗
c − α3 + κ3))T ∗

c − PG(θ3M
∗
c + κ3))

(θ3M ∗
c − α3 + κ3)T ∗

c + P(θ3M ∗
c + κ3)

,

e33 = − 1
T ∗

c γ3(P + T ∗
c )2 ((T ∗2

c γ3 + (Pγ3 + G(θ3M
∗
c − α3 + κ3))T ∗

c + PG(θ3M
∗
c +

κ3))((θ3M
∗
c − α3 + κ3)T ∗

c + P(θ3M
∗
c + κ3))).
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A equação característica associada a matriz (3.17) é dada por

λ3 − (e11 + e22 + e33)λ2 − ((−e11 − e33)e22 − e11e33 + e12e21 + e31e13)λ −

(e11e33 − e31e13)e22 + e21(e12e33 − e13e32) = 0. (3.18)

Devido à complexidade algébrica associada a análise de estabilidade do ponto Ec utili-
zaremos apoio computacional para mostrar os valores numéricos para os possíveis pontos de
equilíbrio de coexistência, considerando apenas os positivos, bem como sua estabilidade. Utili-
zando os parâmetros da Tabela 1, em que fixamos α1 = 0, 69, α2 = 10−7, κ2 = 0, 34, κ3 = 0, 13,
γ3 = 0, 04, e alguns valores para o parâmetro θ3. Segue que:

1. Se θ3 = 10−11 (célula·dia)−1, então existem dois pontos de equilíbrio de coexistência E1
c e

E2
c que são:

(1.a) E1
c = (4, 4546 · 108, 9, 9236 · 108, 4, 6996 · 106) e, os autovalores associados são

λ1 = −44, 2068, λ2 = −0, 7424 e λ3 = 0, 5029. Portanto, o ponto é instável.

(1.b) E2
c = (3, 5508 · 106, 4, 2484 · 107, 6, 9426 · 106) e os autovalores associados são

λ1 = −0, 0009 + 0, 2721i, λ2 = −0, 0009 − 0, 2721i e λ3 = −0, 0142. Portanto, o
ponto é uma espiral estável.

2. Se θ3 = 10−10 (célula·dia)−1, então existem dois pontos de equilíbrio de coexistência E1
c e

E2
c que são:

(2.a) E1
c = (3, 9421 · 108, 9, 9137 · 108, 5, 1330 · 106) e, os autovalores associados são

λ1 = −39, 0823, λ2 = −0, 6979 e λ3 = 0, 4928. Portanto, o ponto é instável.

(2.b) E2
c = (4, 1003 · 106, 1, 7080 · 108, 7, 1416 · 106) e os autovalores associados são

λ1 = −0, 0230 + 0, 2750i, λ2 = −0, 0230 − 0, 2750i e λ3 = −0, 0252. Portanto, o
ponto é uma espiral estável.

3. Se θ3 = 4 · 10−10 (célula·dia)−1, então existem dois pontos de equilíbrio de coexistência
E1

c e E2
c que são:

(3.a) E1
c = (1, 9687 · 108, 9, 8273 · 108, 6, 7940 · 106) e, os autovalores associados são

λ1 = −19.3497, λ2 = −0.4542 e λ3 = 0.3641. Portanto, o ponto é instável.

(3.b) E2
c = (2, 7226 · 107, 8, 7511 · 108, 8, 0631 · 106) e os autovalores associados são

λ1 = −2, 3850, λ2 = −0, 0044 + 0, 3247i e λ3 = −0, 0044 − 0, 3247i. Portanto, o
ponto é uma espiral estável.

4. Se θ3 = 4, 25 · 10−10 (célula·dia)−1, então existem dois pontos de equilíbrio de coexistência
E1

c e E2
c que são:

(4.a) E1
c = (1, 7628 · 108, 9, 8071 · 108, 6, 9656 · 106) e, os autovalores associados são

λ1 = −17, 2905, λ2 = −0, 4164 e λ3 = 0, 3370. Portanto, o ponto é instável.
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(4.b) E2
c = (3, 2430 · 107, 8, 9516 · 108, 8, 0507 · 106) e os autovalores associados são

λ1 = −2, 9068, λ2 = −0, 0049 + 0, 3123i e λ3 = −0, 0049 − 0, 3123i. Portanto, o
ponto é uma espiral estável.

5. Se θ3 = 4, 5 · 10−10 (célula·dia)−1, então existem dois pontos de equilíbrio de coexistência
E1

c e E2
c que são:

(5.a) E1
c = (1, 5360 · 108, 9, 7786 · 108, 7, 1536 · 106) e, os autovalores associados são

λ1 = −15, 02316, λ2 = −0, 3685 e λ3 = 0, 3009. Portanto, o ponto é instável.

(5.b) E2
c = (3, 9565 · 107, 9, 1406 · 108, 8, 0202 · 106) e os autovalores associados são

λ1 = −3, 6211, λ2 = −0, 0061 + 0, 2901i e λ3 = −0, 0061 − 0, 2901i. Portanto, o
ponto é uma espiral estável.

Para mostrar graficamente os pontos de equilíbrio de coexistência, mais especificamente
o ponto E2

c , utilizamos os mesmos valores para os parâmetros considerados nos itens acima. As
soluções numéricas foram realizadas com o pacote de solução de EDOs Odeint da biblioteca
SciPy, em linguagem de programação Python, com condições iniciais T (0) = 2·106, M(0) = 106

e C(0) = 107 células. Os resultados são mostrados na Figura 7.
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Figura 7 – Soluções numéricas do modelo (3.1) com variações no parâmetro θ3. Em (a), (b) e
(c) as soluções convergem para o ponto de equilíbrio de coexistência (linha tracejada
preta) e variações em θ3 fazem com que as soluções tenham sua convergência voltada
para o ponto de equilíbrio E3 (linha pontilhada magenta), como mostram as Figuras
(j), (k) e (i). Em todos os cenários o ponto de equilíbrio E2 é uma espiral instável. As
condições iniciais utilizadas foram T (0) = 2 · 106, M(0) = 106 e C(0) = 107 células.

As simulações numéricas mostradas na Figura 7 exibem o comportamento das soluções
do modelo (3.1) com ênfase para o ponto de equilíbrio E2

c . Ao passo que o parâmetro θ3 aumenta
de valor, as soluções tendem a se afastar do ponto de equilíbrio de coexistência, muito embora
ele continue sendo um ponto de equilíbrio estável. Em todos os casos analisados, assim como o
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ponto E2
c é uma espiral estável, o ponto de equilíbrio E3 também é linearmente assintoticamente

estável (linha pontilhada magenta). Isso indica que, a depender das condições iniciais escolhidas,
as soluções podem convergir para um ou outro ponto de equilíbrio. A Figura 8 mostra as soluções
numéricas dos cenários anteriores em 3D.
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Figura 8 – Retratos de fase em 3D mostrando os pontos de equilíbrio E2
c , E2 e E3 para valores

diferentes de θ3.

No modelo, o parâmetro θ3 representa a taxa de supressão sob as células CAR-T pelos
TAM, então, aumentar essa taxa implica tornar o microambiente tumoral mais supressor, fazendo
com que a população de células CAR-T decline mais rapidamente, favorecendo a existência do
ponto de equilíbrio E3, que representa a coexistência apenas das populações de células tumorais
e TAM. Além disso, o aumento na taxa θ3 de modo que θ3 ≥ 5 · 10−10 (células·dia)−1 faz com
que o ponto E2

c deixe de existir, e apenas o ponto E3 seja estável.

A Tabela 3 traz um resumo dos pontos de equilíbrio associados ao modelo matemático
(3.1), bem como a estabilidade linear.
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Tabela 3 – Resumo dos pontos de equilíbrio associados ao modelo proposto e estabilidade linear.
Pontos de Equilíbrio Condições de Existência e Observações Estabilidade

E0 = (0, 0, 0) Ponto de equilíbrio trivial Instável
E1 = (K1, 0, 0) Sempre existe LAE1

E2 =
(

T̃ ∗, 0,
α1

µ1

(
1 − T̃ ∗

K1

))
T̃ ∗ ≤ K1 Espiral estável

E3 =
(

K1,
K2(K1α2 − κ2)

α2K1
, 0
)

α2 ≥ κ2

K1
LAE

E1
c =

(
T ∗

1 , M ∗
1 ,

−T ∗2
1 γ3 + (−γ3P − G(θ3M

∗
1 − α3 + κ3))T ∗

1 − PG(θ3M
∗
1 + κ3)

(θ3M ∗
1 − α3 + κ3)T ∗

1 + P(θ3M ∗
1 + κ3)

) T ∗
1 = ((K1(β1K2 + 1)α2 + K2β1κ2)α1 − C∗K1α2µ1) +

√
∆

2(α1α2(β1K2 + 1)) ,

M ∗
1 = K2(−

√
∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 + κ2(K2β1 + 2))α1 + C∗

1 K1α2µ1

−
√

∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 − K2β1κ2)α1 + C∗
1 K1α2µ1

Analisado numericamente

E2
c =

(
T ∗

2 , M ∗
2 ,

−T ∗2
2 γ3 + (−γ3P − G(θ3M

∗
2 − α3 + κ3))T ∗

2 − PG(θ3M
∗
2 + κ3)

(θ3M ∗
2 − α3 + κ3)T ∗

2 + P(θ3M ∗
2 + κ3)

) T ∗
2 = ((K1(β1K2 + 1)α2 + K2β1κ2)α1 − C∗K1α2µ1) −

√
∆

2(α1α2(β1K2 + 1)) ,

M ∗
2 = K2(

√
∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 + κ2(K2β1 + 2))α1 + C∗

2 K1α2µ1√
∆ + ((−K2β1 − 1)K1α2 − K2β1κ2)α1 + C∗

2 K1α2µ1

Analisado numericamente

1LAE: Linearmente assintoticamente estável para um dado conjunto de parâmetros.

3.4 Análise de sensibilidade global
Muitos fenômenos envolvidos na dinâmica entre as células CAR-T, células tumorais e

macrófagos associados a tumores incorporados do modelo (3.1) não são bem compreendidos.
Cada população celular possui particularidades e participam de processos e fenômenos bioló-
gicos distintos como, por exemplo, a liberação de citocinas citotóxicas pelas células CAR-T, a
apresentação de antígenos pelas células tumorais, e fatores imunossupressores produzidos pelos
TAM. Desse modo, construir cenários para investigar tais fenômenos, bem como quantificar
os parâmetros do modelo são fontes de incerteza que podem afetar a qualidade dos resultados.
Portanto, quantificar as incertezas associadas ao modelo e entender como elas se propagam
durante o processo de previsão pode determinar se o modelo será uma boa ferramenta de previsão
dos fenômenos biológicos que se espera captar. Esse processo de quantificação de incertezas é
denominado análise de sensibilidade (SA, Sensitivity Analysis).

De acordo com (SALTELLI; TARANTOLA; CHAN, 1999), a análise de sensibilidade
visa determinar como um modelo depende de seus parâmetros associados, contribuindo para a
compreensão do comportamento, a coerência entre o modelo e o fenômeno a ser modelado, e
como diferentes partes do modelo interagem. Isso possibilita identificar e classificar os parâmetros
que possuem maior relevância para as respostas do modelo.

Uma análise de sensibilidade pode ser dividida em duas vertentes, a análise local e
global. Na SA local, são investigadas as respostas locais das saídas do modelo, obtidas a partir
da variação dos parâmetros de entrada um de cada vez, mantendo as outras fixada a um valor
central (nominal). A análise é realizada em um determinado ponto central no espaço de fatores
de entrada, e o volume da região explorada é nulo. A SA global envolve dois aspectos: primeiro,
o espaço dos fatores de entrada é explorado em uma região finita (ou mesmo infinita), e, segundo,
a variação da saída induzida por um fator é tomada globalmente, ou seja, calcula-se a média
sobre a variação de todos os fatores (SALTELLI; TARANTOLA; CHAN, 1999). Em nossas
análises utilizamos técnicas SA globais.

O sistema de EDOs (3.1) possui 13 parâmetros em que, alguns tiveram seus valores
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oriundos da literatura e outros foram considerados valores que possuem incertezas intrínsecas.
Para modelos que possuem parâmetros com tais incertezas, deve-se avaliar quais destes são mais
relevantes para as respostas do modelo. Para isso, utilizaremos um método baseado em variância,
isto é, um método que afere como uma pequena variação em um determinado parâmetro pode
afetar a resposta do modelo. Métodos baseados em variância possuem as seguintes características
(SALTELLI et al., 2008):

• Independência do modelo: a medida de sensibilidade é livre de modelos;

• Capacidade de captar a influência de toda a gama de variação de cada fator de entrada;

• Apreciação dos efeitos de interação entre os fatores de entrada;

• Capacidade de lidar com grupos de fatores de entrada: fatores incertos podem pertencer a
diferentes tipos lógicos, e pode ser desejável decompor a incerteza de acordo com esses
tipos.

De modo geral, as SA são realizadas através da avaliação dos índices de sensibilidade. O
índice de sensibilidade de primeira ordem (S1) estima a contribuição do parâmetro individual para
o desvio na saída do modelo, ou seja, na sua solução numérica, enquanto o índice de sensibilidade
total (ST ) estima a contribuição total de cada parâmetro após considerar as interações com outros
parâmetros. Os parâmetros com índices de sensibilidade de primeira ordem e total superiores a
0,05 são considerados significativos para a saída do modelo (ZHANG et al., 2015; AMBAHERA,
2022).

Realizamos a SA global dos parâmetros do modelo utilizando o teste de sensibilidade de
amplitude de Fourier estendido (eFAST, extended Fourier Amplitude Sensitivity Test), disponível
em linguagem de programação Python, na biblioteca SaLib (SALTELLI; TARANTOLA; CHAN,
1999; SALTELLI et al., 2008; HERMAN; USHER, 2017; IWANAGA; USHER; HERMAN,
2022). O teste de sensibilidade de amplitude de Fourier (FAST, Fourier Amplitude Sensitivity
Test) foi introduzido na década de 70, considerado um dos testes mais elegantes para SA. A
característica central do FAST é que o espaço multidimensional dos fatores de entrada é explorada
por uma curva de busca adequadamente definida (SALTELLI; TARANTOLA; CHAN, 1999).
Nesta técnica, calcula-se a chamada contribuição de “efeito principal” de cada fator de entrada
para a variação da saída, uma quantidade denominada “medida de importância” ou “taxa de
correlação” (SALTELLI; TARANTOLA; CHAN, 1999). O método eFAST consiste em um
melhoramento do método original, conseguindo captar índices de sensibilidade de ordem total.

Em nossas análises consideramos o efeito de pequenas mudanças nos parâmetros, isto
é, uma perturbação de ±20% dos valores de referência mostrados na Tabela 1. Por exemplo,
dado o parâmetro α1 = 0,69, nas análises, consideramos uma faixa de valores para α1 entre
0,69·0,8 ≤ α1 ≤ 0,69·1,20. Além disso, consideramos o cenário em que exibimos numericamente
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o ponto de equilíbrio de coexistência E2
c na seção 3.3, visto que este se mostrou interessante

do ponto de vista terapêutico. As Figuras 9, 10 e 11, bem como as Tabelas 4, 5 e 6 exibem os
resultados obtidos.
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Figura 9 – Índices de sensibilidade dos parâmetros considerando a população de células tumorais
T (t).

No cenário onde a saída é a população de células tumorais (Figura 9), a análise de
sensibilidade mostrou que os parâmetros mais sensíveis à dinâmica são os intrínsecos as células
tumorais e as células CAR-T, devido ao elevado índice de sensibilidade total para estes parâmetros
(> 0, 05). Isso também é mostrado na Tabela 4, onde são exibidos os valores numéricos para os
índices de sensibilidade de primeira ordem (S1) e de ordem total (ST ) de cada parâmetro.

Tabela 4 – Índices de sensibilidade de primeira ordem e de ordem total dos parâmetros do modelo
(3.1) considerando a população de células tumorais (T (t)).

Parâmetros Sensibilidade de ordem 1 (S1) IC 95% para S1 Sensibilidade total (ST) IC 95% para ST
α1 0,156030 0,001485 0,604807 0,013194
K1 0,000001 0,001419 0,008570 0,011010
β1 0,000002 0,001658 0,009806 0,011985
µ1 0,001300 0,001494 0,261346 0,012919
α2 0,007076 0,001560 0,052564 0,013356
K2 0,001319 0,001661 0,021412 0,011859
κ2 0,008663 0,001653 0,058697 0,012202
α3 0,097485 0,001605 0,239945 0,012203
γ3 0,000195 0,001844 0,018569 0,011034
θ3 0,000845 0,001653 0,024191 0,012735
κ3 0,173062 0,001633 0,492698 0,014034
P 0,057381 0,001390 0,133735 0,013131
G 0,000098 0,001870 0,012392 0,011888

Em particular, o crescimento tumoral (α1), a capacidade citotóxica das células CAR-T



Capítulo 3. Um modelo matemático para a dinâmica tumoral do melanoma 46

(µ1), a expansão das células CAR-T (α3), a apoptose das células CAR-T (κ3) e a taxa de saturação
referente a expansão das células CAR-T (P) são os que causam maior impacto na população de
células tumorais. Isso indica que a modulação de tais parâmetros pode auxiliar na busca por um
controle tumoral.

A Figura 10 e a Tabela 5 exibem os índices de sensibilidade dos parâmetros considerando
as soluções numéricas, ou seja, as saídas do modelo relacionadas a população de TAM.

1 K 1 1 1 2 K 2 2 3 3 3 3 K 3 K 4

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

S1
ST

Figura 10 – Índices de sensibilidade dos parâmetros considerando a população de TAM (M(t)).

Tabela 5 – Índices de sensibilidade de primeira ordem e de ordem total dos parâmetros do modelo
(3.1) considerando a população de TAM (M(t)).

Parâmetros Sensibilidade de ordem 1 (S1) IC 95% para S1 Sensibilidade total (ST) IC 95% para ST
α1 0,012151 0,001623 0,183628 0,013841
K1 0,0000001 0,001731 0,015763 0,012342
β1 0,000026 0,001616 0,016864 0,012989
µ1 0,000663 0,001419 0,092647 0,011880
α2 0,094071 0,001700 0,281754 0,011396
K2 0,011545 0,001354 0,057922 0,012280
κ2 0,075413 0,001587 0,228512 0,011747
α3 0,206626 0,001493 0,443841 0,013589
γ3 0,000458 0,001612 0,022407 0,013509
θ3 0,000921 0,001399 0,028419 0,014342
κ3 0,124592 0,001438 0,398766 0,015272
P 0,098450 0,001749 0,286537 0,014203
G 0,000234 0,001719 0,020449 0,012535

Nesta população celular, o parâmetro α3 tem maior influência nas soluções numéri-
cas, além dos parâmetros intrínsecos aos TAM. Isso indica que as células CAR-T, mesmo que
indiretamente, também causam impacto na população de TAM presentes no sítio tumoral.
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Por fim, a Figura 11 e a Tabela 6 mostram os índices de sensibilidade dos parâmetros
onde a saída do modelo é a população de células CAR-T.

1 K 1 1 1 2 K 2 2 3 3 3 3 K 3 K 4
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Figura 11 – Índices de sensibilidade dos parâmetros considerando a população de células CAR-T
(C(t)).

Tabela 6 – Índices de sensibilidade de primeira ordem e de ordem total dos parâmetros do modelo
(3.1) considerando a população de células CAR-T (C(t)).

Parâmetros Sensibilidade de ordem 1 (S1) IC 95% para S1 Sensibilidade total (ST) IC 95% para ST
α1 0,263634 0,001714 0,802579 0,011837
K1 0,000002 0,001767 0,003878 0,014806
β1 0,000112 0,001648 0,004662 0,013457
µ1 0,142410 0,001729 0,398635 0,013836
α2 0,002036 0,001760 0,026699 0,013095
K2 0,000319 0,001298 0,006564 0,012079
κ2 0,002387 0,001484 0,025695 0,013022
α3 0,006570 0,001490 0,045990 0,011898
γ3 0,000025 0,001547 0,006436 0,011726
θ3 0,000006 0,001749 0,008388 0,012744
κ3 0,015811 0,001572 0,407209 0,011924
P 0,004229 0,001311 0,028759 0,012322
G 0,000018 0,001483 0,005082 0,012580

Os resultados obtidos mostram que os parâmetros mais influentes à dinâmica são os
intrínsecos às células CAR-T. Além disso, o parâmetro α1 exibiu o maior índice de sensibilidade
para a população de células CAR-T, fato esperado devido à dependência do antígeno tumoral
para que esta população possa se expandir.

A análise de sensibilidade se mostrou importante para a escolha dos parâmetros a serem
modulados, bem como para a construção dos cenários estudados nas simulações computacionais,
os quais serão apresentados na seção seguinte.
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3.5 Simulações computacionais
Nesta seção serão apresentadas as simulações computacionais realizadas através da

implementação do método de Runge-Kutta de quarta ordem adaptado e aplicado ao modelo (3.1)
utilizando linguagem de programação Python. Na seção 3.3 mostramos, por algumas simulações
numéricas com o pacote Odeint, que a dinâmica possui um caráter oscilatório. Alguns modelos
envolvendo a cinética das células CAR-T foram desenvolvidos para mostrar as fases distintas que
a compõe, sendo as fases de distribuição, expansão, contração e persistência (QI et al., 2022). As
fases de contração e persistência das células CAR-T compõem as últimas fases, antes da extinção
da população celular e, devido a este fato, um comportamento oscilatório não é esperado e não é
biologicamente possível.

Para adaptar as simulações a um cenário mais realista, como quando as células CAR-T
sofrem esgotamento ou quando o tumor perde o antígeno, utilizamos um procedimento numérico
para que a população de células CAR-T não se expanda novamente, sem causar interferências
nas outras populações, permitindo, por exemplo, o escape do tumor. Além disso, o algoritmo foi
construído para calcular o tempo com que a população de células tumorais T permanece abaixo
de 102 células, possibilitando simular o tempo de controle tumoral mediante a dose imunoterápica
utilizada em diferentes cenários (BARROS et al., 2021).

3.5.1 Cenário 1: avaliando os efeitos imunossupressores do melanoma e as
fases cinéticas das células CAR-T sem a presença de TAM

Neste primeiro cenário, todos os parâmetros relacionados aos macrófagos foram tomados
como iguais a zero com o intuito de avaliar apenas a interação entre as células CAR-T e de mela-
noma. A princípio, o objetivo neste cenário foi verificar se a dinâmica das células CAR-T possui
significado biológico, e se a população de células CAR-T exibe as fases que são características a
sua dinâmica. Para isso, foram utilizados os valores para os parâmetros da Tabela 1 e assumimos
que κ3 = 0, 01 dia−1 e γ3 = 0,02 (células·dia)−1. As condições iniciais utilizadas neste cenário
foram T (0) = 2 · 106, M(0) = 106 (que não teve efeitos sob a dinâmica) e C(0) = 106 células,
e o tempo considerado nas simulações foi de 40 dias. Os resultados obtidos são mostrados na
Figura 12.
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Figura 12 – Fases do comportamento cinético das células CAR-T captadas pelo modelo proposto.
A curva vermelha representa a dinâmica populacional das células CAR-T sob baixa
taxa de apoptose (κ3 = 0,1 dia−1) onde foram captadas as fases de distribuição
(região amarela), expansão (região azul), e a fase de contração e persistência (região
verde). Na ampliação a fase de distribuição é evidenciada. As condições iniciais
utilizadas foram T (0) = 2 · 106, M(0) = 106 e C(0) = 106 células.

Após a aplicação da dose imunoterapêutica no paciente, as células CAR-T se distribuem
(fase de distribuição) para os diversos tecidos do organismo, resultando em um declínio popula-
cional das células, fato observável na região amarela do gráfico na Figura 12, e na ampliação.
Após esse declínio as células se expandem (fase de expansão) até atingir um pico de expansão,
devido ao contato com o antígeno tumoral. O pico de expansão é a quantidade máxima popula-
cional, o que pode ser visto na região azul da Figura 12. Neste cenário o pico de expansão se
deu em aproximadamente 10,7 dias e a população atingiu cerca de 2,1 · 107 células. Por fim, as
células CAR-T passam por alguns processos que contribuem para um novo declínio populacional,
a fase de contração e persistência, denotada pela região verde. Alguns fenômenos biológicos
contribuem para esta última fase, tais como a apoptose e a perda do antígeno tumoral. Além
disso, biologicamente, uma fração das células CAR-T passa por mudanças fenotípicas, adotando
fenótipos de memória, podendo persistir por meses ou anos, mediando uma atividade antitumoral
contínua (QI et al., 2022; BARROS et al., 2021).

No contexto da dinâmica apenas entre as células CAR-T e de melanoma, visando avaliar
os efeitos imunossupressores que induzem as células CAR-T a apoptose durante a sua atuação
contra o melanoma, os quais são captados pelo parâmetro κ3, assumimos alguns valores para
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este parâmetro no intervalo [0,1; 0,5] dia−1, e utilizamos as condições iniciais T (0) = 2 · 106,
M(0) = 106 e C(0) = 106 células. A Figura 13 exibe os resultados obtidos.
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Figura 13 – O aumento da taxa de apoptose das células CAR-T causa um atraso no pico de
expansão. São mostrados em (a) a dinâmica tumoral (curvas pretas) e (b) a dinâmica
das células CAR-T (curvas vermelhas).

Os resultados mostram que o aumento da taxa de apoptose κ3 causa um atraso na expansão
das células CAR-T. Ao comparar as Figuras 13(a) e 13(b), as células de melanoma sofrem um
declínio populacional logo após o pico de expansão ser alcançado pelas células CAR-T, então,
tal atraso afeta negativamente o tratamento. Estas observações podem representar, por exemplo,
a interação do ligante PD-L1 presente nas células tumorais com o receptor PD-1, presente na
superfície dos linfócitos T. Uma forma de contornar essa barreira seria a utilização adjuvante de
imunoterápicos bloqueadores de checkpoint imunológico, como, por exemplo, anti-PD-1/PD-L1,
evitando a depleção das células CAR-T pelo tumor (MCGOWAN et al., 2020; SOLTANTOYEH
et al., 2021; LEÓN-TRIANA et al., 2021; CHOW et al., 2022).

Para avaliar a modulação da dose inicial das células CAR-T contra o melanoma supusemos
κ3 = 0,35 e κ3 = 0,5 dia−1, com doses iniciais de células CAR-T entre [5 ·106, 108] células. Nesta
simulações computacionais o objetivo foi avaliar qual seria a dose mais eficaz para controlar as
células tumorais sob altas taxas de apoptose de células CAR-T. Os resultados são mostrados na
Figura 14.



Capítulo 3. Um modelo matemático para a dinâmica tumoral do melanoma 51

C(0) = 5 · 106 células C(0) = 107 células
C(0) = 5 · 107 células C(0) = 108 células

κ
3

=
0,

25
di

a−
1

0 10 20 30 40 50 60
Tempo (dias)

6

4

2

0

2

4

6

8

lo
g 1

0(
T(

t))
 (c

él
ul

as
)

Controle

(a)

0 10 20 30 40 50 60
Tempo (dias)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

C
(t)

 (c
él

ul
as

)

1e8

(b)

κ
3

=
0,

35
di

a−
1

0 10 20 30 40 50 60
Tempo (dias)

6

4

2

0

2

4

6

8

lo
g 1

0(
T(

t))
 (c

él
ul

as
)

Controle

(c)

0 10 20 30 40 50 60
Tempo (dias)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

C
(t)

 (c
él

ul
as

)

1e8

(d)

κ
3

=
0,

5
di

a−
1

0 10 20 30 40 50 60
Tempo (dias)

0

2

4

6

8

lo
g 1

0(
T(

t))
 (c

él
ul

as
)

Controle

(e)

0 10 20 30 40 50 60
Tempo (dias)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

C
(t)

 (c
él

ul
as

)

1e8

(f)

Figura 14 – A modulação da dose imunoterápica inicial pode auxiliar no controle tumoral (per-
manência da população de células tumorais na região cinza dos gráficos), mesmo
sob taxas elevadas de apoptose de células CAR-T, considerando um microambiente
sem TAM. A dinâmica tumoral é representada pelas curvas pretas e a dinâmica das
células CAR-T pelas curvas vermelhas. A linha tracejada em cor ciano representa o
limiar de controle tumoral, estipulado em 102 células tumorais. As condições iniciais
utilizadas foram T (0) = 2 · 106 e M(0) = 106 células.

Nossos resultados mostram que a modulação da dose inicial de células CAR-T pode
aumentar a efetividade da imunoterapia, mesmo sob altas taxas de apoptose. Na Figura 14(a)
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observamos que, para um microambiente tumoral munido com baixos fatores indutores de
apoptose, as doses C(0) = 5 · 107 e C(0) = 108 células conseguiram controlar o tumor por 10 e
42 dias, respectivamente.

A Figura 14 mostra a dinâmica populacional das células CAR-T para diferentes doses
iniciais. O aumento da dose inicial promove um controle mais eficaz das células tumorais. Vale
ressaltar que, embora as doses imunoterápicas de C(0) = 5 · 106 e C(0) = 107 células tenham
mostrado picos de expansão, elas não obtiveram sucesso em controlar o tumor. No entanto, as
doses iniciais C(0) = 5 · 107 e C(0) = 108 células tiveram sucesso em controlar as células
tumorais por um período, mas não apresentaram nenhum pico de expansão evidente. Isso ocorre
porque a expansão populacional das células CAR-T é estritamente dependente do antígeno tumoral
e, como a população tumoral decresce rapidamente a baixos níveis populacionais, as células
CAR-T perdem a capacidade de expandir a população e extinguem-se da dinâmica.

O aumento da taxa de apoptose para κ3 = 0,35 e κ3 = 0,5 dia−1, respectivamente, faz
com que as doses percam eficácia, fato observável nas Figuras 14(c) e 14(e), onde apenas a dose
imunoterápica de C(0) = 108 células obteve sucesso no controle tumoral, controlando-o por 26
e 13 dias, respectivamente.

Essas análises são importantes, pois, devido à complexidade que envolve o tratamento
oncológico, uma das principais preocupações está em como estender ao máximo possível o tempo
de vida do paciente. Nossos resultados, portanto, mostram que a dose imunoterápica possui um
importante papel no que diz respeito a prolongar a vida do paciente, abrindo caminho para outras
possibilidades terapêuticas. No entanto, dadas as dificuldades relacionadas a produção in vitro de
células CAR-T, a escolha da dose ainda irá depender da quantidade disponível para a terapia.

3.5.2 Cenário 2: TAM influenciam negativamente a imunoterapia de célu-
las CAR-T

Neste cenário incluímos a população de macrófagos associados a tumores utilizando
os parâmetros a eles relacionados presentes na Tabela 1. Como mencionado no Capítulo 1, a
imunossupressão causada por células do sistema imune presentes no microambiente tumoral, em
especial os TAM, representam uma das maiores barreiras para respostas eficazes do tratamento
com células CAR-T e participam na progressão da doença. Neste senso, avaliamos o impacto
causado por um microambiente tumoral cada vez mais imunossupressor devido à presença de
TAM e, para isso, assumimos o parâmetro κ3 = 0,35 dia−1 para simular um microambiente
tumoral indutor de apoptose, e variamos o parâmetro θ3 no intervalo [0; 10−10] (célula·dia)−1.

O parâmetro θ3 consiste em um dos parâmetros mais importantes do modelo (3.1) pois nele
são incorporados os fenômenos relacionados a imunossupressão causada pelos TAM sob as células
CAR-T, podendo trazer informações acerca dos mecanismos de falha desta imunoterapia contra
o melanoma. As condições iniciais utilizadas neste cenário foram T (0) = 2 · 106, M(0) = 106
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e C(0) = 5 · 106 células e o tempo simulado foi t = 60 dias. A motivação para a escolha do
M(0) é baseada no fato de que TAM correspondem a cerca de 50% das células que populam o
microambiente tumoral em diversos cânceres sólidos, como o melanoma (MANTOVANI et al.,
2017; VITALE et al., 2019). Os resultados obtidos são mostrados na Figura 15.
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Figura 15 – A imunossupressão causada por TAM prejudica a cinética populacional das células
CAR-T in silico e, consequentemente, o tratamento da doença. Dinâmica das células
tumorais (curvas pretas), TAM (curvas azuis) e células CAR-T (curvas vermelhas)
sob diferentes cenários de imunossupressão devido aos TAM.

A Figura 15(a) mostra que a imunossupressão causada por TAM nas células CAR-T tem
um impacto negativo no tratamento. Embora o tumor não atinja níveis de controle (102 células)
em nenhum dos casos, este cenário mostra que quanto maior é a taxa de imunossupressão, mais
rapidamente as células tumorais escapam para a capacidade de suporte. Nossos resultados corro-
boram observações clínicas de que a ação do TAM está correlacionada com a má sobrevivência
em muitos tipos de cânceres sólidos (MANTOVANI et al., 2017; VITALE et al., 2019).

A Figura 15(b) mostra que os macrófagos associados a tumores possuem dinâmica
semelhante à das células de melanoma. Isso é esperado devido à maneira como o modelo
matemático foi construído, em que tanto as células tumorais quanto TAM crescem segundo a
lei logística. Além disso, TAM são recrutados para o local do tumor participando dos processos
envolvidos na progressão tumoral. Isso mostra que o impacto causado pela imunoterapia nas
células tumorais também impacta a população de TAM e, mesmo que o TAM não expresse o
antígeno alvo das células CAR-T, o tratamento interfere indiretamente na dinâmica populacional.

Na Figura 15(c), fica claro que os macrófagos têm um impacto negativo na população de
células CAR-T. As simulações mostram que o aumento do parâmetro θ3 faz com que a população
de células CAR-T diminua mais rapidamente, afetando o tratamento. Em particular, nas simulações
em que θ3 = 7 · 10−11 e θ3 = 10−10 (células·dia)−1, as células CAR-T perderam a capacidade de
expansão e não afetaram a população de células tumorais. Nossos resultados corroboram os dados
da literatura sobre a imunossupressão causada por TAM quando são utilizadas imunoterapias com
células CAR-T (MEHRABADI et al., 2022; ZHANG et al., 2022). Fatores imunossupressores
como a IL-10, produzidas por TAM, estão entre as possíveis causas do fracasso da imunoterapia
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com células CAR-T no combate a tumores sólidos como o melanoma (RODRIGUEZ-GARCIA
et al., 2021). A utilização de imunoterapias que utilizam células CAR-T capazes de atuar contra
mais de um antígeno, por exemplo, antígenos de melanoma como o GD2 e antígenos expressos
por TAM como CD163, poderiam ser consideradas para diminuir os efeitos pró tumorais dos
TAM (YAMAGUCHI et al., 2022; RODRIGUEZ-GARCIA et al., 2021; YU et al., 2018).

3.5.3 Cenário 3: aumentar a dose imunoterápica inicial pode auxiliar a
vencer o microambiente imunossupressor

Neste cenário, realizamos simulações variando as doses iniciais de células CAR-T com
a finalidade de verificar a dose que por mais tempo consegue controlar o tumor sob condições
de imunossupressão. Para isso, utilizamos os parâmetros da Tabela 1 e assumimos κ3 = 0,35
dia−1 para simular um microambiente indutor de apoptose e, além disso, variamos o parâmetro
θ3 partindo do valor 10−10 (célula·dia)−1 que foi o valor observado como sendo o que mais afetou
a dinâmica das células CAR-T no cenário anterior. As condições iniciais utilizadas neste cenário
foram T (0) = 2 · 106, M(0) = 106, respectivamente, e as doses iniciais de células CAR-T foram
C(0) = 5 · 106, C(0) = 107, C(0) = 5 · 107 e C(0) = 108 células. Os resultados são mostrados
na Figura 16, a seguir.
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Figura 16 – Aumentar a dose inicial de células CAR-T contribui para o controle tumoral mesmo
sob condições altamente imunossupressoras do microambiente tumoral. São mostra-
das a dinâmica populacional das células tumoral (curvas pretas), TAM (curvas azuis)
e células CAR-T (curvas vermelhas). A região cinza abaixo da linha pontilhada em
cor ciano representa o controle tumoral.

Os resultados indicam que, em condições de alta imunossupressão tumoral, para que o
tratamento imunoterápico tenha maior eficácia, devem ser realizados ajustes nas doses iniciais. As
Figuras 16(a), 16(d) e 16(g) mostram que a dose C(0) = 108 células foi a mais eficaz, mantendo
a população em níveis de controle por 26, 20 e 4 dias, respectivamente. Isso mostra que a escolha
da dose inicial é importante, sobretudo, para utilização contra cânceres muito imunogênicos
como o melanoma. Estas observações também sugerem que estratégias terapêuticas visando os
subconjuntos TAM devem ser exploradas tendo em vista que a população de TAM também pode
ser afetada, mesmo que indiretamente, pela imunoterapia. Além disso, um aumento no tempo de
controle tumoral fornece ao paciente a oportunidade de novas estratégias terapêuticas adjuvantes.

As Figuras 16(b), 16(e) e 16(h) mostram a dinâmica dos macrófagos que, como já avaliada
nos cenários anteriores, é semelhante às células tumorais, o que é esperado dada a modelagem
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matemática realizada.

A dinâmica das células CAR-T é mostrada nas Figuras 16(c), 16(f) e 16(i). Podemos notar
que as doses imunoterápicas iniciais C(0) = 5 · 106 e C(0) = 107 células não conseguem causar
efeitos relevantes nas células de melanoma. Quando a dose inicial é aumentada, logo nos primeiros
dias as células CAR-T exibem efeitos citotóxicos contra as células tumorais, levando-as a níveis
de controle. Como já discutido, as células CAR-T dependem do antígeno tumoral para proliferar,
então, quando a população de células tumorais atinge limites populacionais considerados de
controle, como, por exemplo, quando C(0) = 108 células, as células CAR-T perdem a capacidade
de se expandir. Assim sendo, em aproximadamente 30 dias, as células tumorais escapam da
região de controle e seguem para a capacidade de suporte. Esse fenômeno poderia ser corrigido
com a inserção de uma população de células CAR-T de memória, as quais conseguem mudar seu
fenótipo em CAR-T efetoras após um novo contato com o antígeno tumoral. Outra maneira de
melhorar esse cenário seria a utilização da imunoterapia em ciclos com a finalidade de manter a
população tumoral sempre em níveis de controle. Ainda, fazendo um paralelo com o cenário 1,
se compararmos os resultados obtidos na Figura 14(c) com a Figura 16(a), podemos observar
que, mesmo com a adição da população de TAM na dinâmica, a dose inicial C(0) = 108 células
conseguiu controlar o tumor pelo mesmo período, 26 dias. Isso também é um indicativo de que a
dose inicial pode auxiliar o controle tumoral sob condições imunossupressoras.

Com o intuito de investigar a eficiência da citotoxicidade das células CAR-T, modulada
pelo parâmetro µ1, assumimos θ3 = 5 · 10−7 (célula·dia)−1, κ3 = 0,35 dia−1 e utilizamos as
mesmas doses iniciais anteriores. Realizamos simulações com variações no parâmetro µ1 para
testar diferentes doses imunoterápicas e observar se ocorrem diferenças significativas no controle
tumoral. Os resultados obtidos são mostrados na Figura 17, a seguir.
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Figura 17 – A eficiência da citotoxicidade e a dose de células CAR-T mudam a dinâmica do
sistema e o tempo de controle tumoral. São mostradas na Figura as dinâmicas das
células tumorais (curvas pretas), TAM (curvas azuis) e células CAR-T (curvas ver-
melhas). As doses iniciais para células tumorais e TAM foram, respectivamente,
T (0) = 2 · 106 e M(0) = 106 células.

Os resultados obtidos e mostrados na Figura 17 podem ser comparados com o terceiro
bloco da Figura 16. Um pequeno aumento na taxa de citotoxicidade das células CAR-T acarreta
mudanças significativas na dinâmica, sobretudo na dinâmica tumoral. A Figura 17(a) mostra
que, quando aumentamos, mesmo que levemente, a citotoxicidade da célula CAR-T, isso permite
um maior controle do crescimento do tumor e, além disso, notamos que a dose C(0) = 5 · 107

células também adquire capacidade de controle tumoral, diferentemente do que ocorre no cenário
representado pela Figura 16(g). De fato, as doses inicias C(0) = 5 · 107 e C(0) = 108 células
conseguiram controlar o tumor por 4 e 30 dias, respectivamente. A Figura 17(d) também mostra
um comportamento semelhante ao aumentar o parâmetro µ1 um pouco mais. Neste caso, as doses
C(0) = 5 · 107 e C(0) = 108 conseguiram controlar o tumor por 18 e 53 dias, respectivamente.

Nestas simulações in silico vimos que pequenas doses de células CAR-T, mesmo com a
citotoxicidade mais elevada, não conseguem controlar o tumor de maneira significativa, enquanto
doses imunoterápicas maiores conseguem controlar o crescimento do tumor por um período mais
longo. Como nos cenários anteriores, os macrófagos possuem dinâmica semelhante às células
tumorais, como mostram as Figuras 17(b) e 17(e).

Estes resultados sugerem que, além da dose imunoterápica inicial, a produção de células
CAR-T com efetividade citotóxica mais elevada pode proporcionar melhores resultados, aumen-
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tando o tempo de controle tumoral, mesmo com a utilização de doses imunoterápicas menores.
A produção de células CAR-T elenca vários desafios, dentre eles, a dificuldade em encontrar
antígenos tumorais ideais, prejudicando sua eficiência e citotoxicidade. Portanto, a escolha do
antígeno ideal para aumentar a capacidade citotóxica das células CAR-T se faz necessária, como
mostrado neste cenário.

3.5.4 Cenário 4: a modulação da carga inicial de células tumorais e macró-
fagos altera a dinâmica geral

Para testar in silico o impacto causado pela quantidade de TAM no microambiente
tumoral durante o tratamento imunoterápico com células CAR-T, fizemos algumas simulações
em que foram variadas as quantidades iniciais dos TAM. Como já discutido, a presença de
macrófagos associados a tumores no microambiente tumoral auxilia a progressão do tumor e
afeta negativamente a ação de linfócitos T. Neste cenário utilizamos os valores dos parâmetros
dispostos na Tabela 1, assumimos θ3 = 10−7 (célula·dia)−1, e as condições iniciais utilizadas
para as células tumorais e células CAR-T foram, respectivamente, T (0) = 2 · 106 e C(0) = 108

células. Os resultados obtidos são mostrados na Figura 18, a seguir.
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Figura 18 – A variação da quantidade de TAM no microambiente tumoral interfere o tratamento
imunoterápico. A Figura mostra a dinâmica das células tumorais (curvas pretas),
TAM (curvas azuis) e células CAR-T (curvas vermelhas). As doses iniciais para
células tumorais e CAR-T foram, respectivamente, T (0) = 2 · 106 e C(0) = 108

células.

Os resultados mostram que um microambiente tumoral populado com baixas quantidades
de TAM permitem que a dose imunoterápica controle o tumor por mais tempo. Na Figura 18(a),
observamos a dinâmica tumoral sob efeito de imunoterapia com variações na quantidade de
macrófagos. Em um microambiente tumoral populado com M(0) = 105 células, ou seja, uma
proporção de 5% de TAM em relação às células tumorais, o tumor pode ser controlado por 25
dias antes de expandir populacionalmente até a capacidade de suporte. Aumentar essa proporção
para 250% (M(0) = 5 · 106 células) reduz o tempo de controle tumoral para 4 dias. Vale ressaltar
que utilizamos neste cenário, a dose mais alta utilizada nos cenários anteriores (C(0) = 108
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células) para garantir o controle tumoral. A Figura 18(b) mostra que a dinâmica dos macrófagos
é semelhante a das células tumorais, como nos cenários anteriores.

Por fim, a Figura 18(c) mostra a dinâmica das células CAR-T onde podemos observar que o
rápido efeito citotóxico contra as células tumorais não permite que a população se expanda devido
ao esgotamento de antígenos tumorais. No entanto, é possível notar que, quando o microambiente
tumoral é altamente populado por macrófagos (M(0) = 5 · 106 células), as células CAR-T tem
seu decrescimento populacional acelerado, o que pode ser visto na linha vermelha pontilhada.

Para finalizar este cenário, investigamos o efeito da carga tumoral na dinâmica. A carga
tumoral possui um duplo papel: uma carga tumoral elevada pode favorecer a expansão inicial
das células CAR-T, porém, pode aumentar a capacidade de supressão imunológica do tumor.
Mediante isso, surge uma questão: como usar tratamentos com células CAR-T em combinação
com outras terapias adjuvantes e neoadjuvantes e qual seria o resultado desta combinação?
Nas simulações seguintes, utilizamos a ideia de empregar a terapia de células CAR-T após um
procedimento cirúrgico, ou após um regime parcial de radioterapia, modalidades terapêuticas
amplamente utilizadas para melanoma. Além disso, consideramos como hipótese que o paciente
já passou por outros tratamentos imunoterápicos que aumentam a eficácia dos linfócitos T, como
fármacos imunoterápicos anti-PD1. Com isso em mente, consideramos que as condições de
imunossupressão do microambiente tumoral estão reduzidas, e então assumimos que κ3 = 0,25
dia−1, θ3 = 0,25 (células·dia)−1, mantendo todos os outros valores dos parâmetros mostrados na
Tabela 1. As doses imunoterápicas iniciais utilizadas foram C(0) = 107 e C(0) = 5 · 107 células,
respectivamente, e os resultados são mostrados na Figura 19 a seguir.
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Figura 19 – Simulações computacionais para diferentes cargas tumorais iniciais sendo mostradas
a dinâmica das células tumorais (curvas pretas), TAM (curvas azuis) e células CAR-
T (curvas vermelhas). As curvas representam diferentes valores iniciais de carga
tumoral em um paciente após a utilização de terapias neoadjuvantes e adjuvantes,
considerando duas doses iniciais de células CAR-T sendo C(0) = 107 e C(0) = 5·107

e, para os macrófagos M(0) = 106 células.

No bloco superior da Figura 19 podemos observar que a redução da carga tumoral resultou
em uma progressão inicial do tumor dada de modo mais lento, atrasando a fase de expansão das
células CAR-T. Na Figura 19(a) podemos observar tal resultado em que, para cargais tumorais
inicias entre 105 (linha cheia) e 5 · 105 (linha tracejada) células, a população cresce de modo mais
desacelerado quando comparado com as outras cargas tumorais utilizadas.

A Figura 19(c) mostra a dinâmica das células CAR-T sob diferentes cargas tumorais. Para
a menor carga tumoral considerada (T (0) = 105 células) podemos notar que a fase de distribuição
ocorreu de maneira mais prolongada, sem atingir um pico de expansão expressivo. Isso sugere
que uma menor quantidade de células tumorais implica em uma menor densidade populacional
de células CAR-T (linha cheia). Quando T (0) = 5 · 105 células, a população de células CAR-T
alcança o pico de expansão (linha tracejada), impactando a população de células tumorais e TAM
(Figura 19(b)). Para as maiores cargas tumorais consideradas, notamos um encurtamento na
duração da fase de distribuição das células CAR-T, mantendo uma maior quantidade no sistema e
resultando no retardo da proliferação inicial do tumor.

No segundo bloco da Figura 19, podemos observar a dinâmica sob influência de uma
maior dose imunoterápica. Nestas circunstâncias, é possível obter um controle tumoral, onde,
para as cargas tumorais T (0) = 105, T (0) = 5 · 105, T (0) = 106 e T (0) = 5 · 106 células, as
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doses imunoterápicas utilizadas mantiveram as populações tumorais sob controle por 16, 13, 11
e 9 dias, respectivamente.

3.5.5 Cenário 5: doses imunoterapêuticas administradas em ciclos podem
aumentar o tempo de controle tumoral

Tendo em vista que, mesmo com a utilização de doses imunoterapêuticas relativamente
altas, da ordem de 108 células, após um determinado período, as células tumorais escapam,
propusemos neste cenário avaliar se a utilização de doses imunoterapêuticas administradas em
ciclos1 pode influenciar o tempo de controle tumoral, mesmo sob níveis altos de imunossupressão.
Para a construção deste cenário nos baseamos em um ensaio clínico em andamento (Clinical trial:
NCT03635632) que propõe, entre outros objetivos, a utilização de imunoterapia com células CAR-
T em ciclos contra cânceres sólidos. Para esta finalidade, adaptamos o algoritmo de resolução
numérica do modelo (3.1) de modo a possibilitar a administração das doses imunoterápicas em
ciclos.

Neste cenário, utilizamos os valores para os parâmetros da Tabela 1 e estabelecemos que
θ3 = 10−7 (célula·dia)−1 e κ3 = 0,35 dia−1 para simular um microambiente tumoral imunossu-
pressor. Além disso, assumimos µ1 = 10−7 (célula·dia)−1 para possibilitar a comparação com
cenários anteriores que possuem as mesmas características. Para as doses iniciais das células
CAR-T assumimos C(0) = 5 · 107 e C(0) = 108 células e, após a primeira administração (dia 0),
as doses foram administradas mais uma vez (dia 1), 7 e 14 dias após a primeira administração. A
Figura 20 mostra os resultados obtidos.
1 Administração em ciclos consiste na repetição do protocolo de tratamento após um determinado período.
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Figura 20 – Simulações computacionais para imunoterapia administrada em ciclos. A dinâmica
das células tumorais (curvas pretas), TAM (curvas azuis) e células CAR-T (curvas
vermelhas) é mostrada na Figura. As curvas representam, nos dois blocos superiores,
a dinâmica com dose imunoterápica inicial de 5 · 107 células em intervalos de 7 e 14
dias, respectivamente. Nos dois blocos inferiores, as curvas representam a dinâmica
com dose imunoterápica inicial de 108 células em intervalos de 7 e 14 dias.

Ao observarmos as Figuras 20(a) e 20(d), observamos que a dose administrada em um
ciclo de 7 dias conseguiu controlar o tumor a níveis abaixo de 102 células por 16 dias e, para o
ciclo com intervalo de 14 dias, a imunoterapia controlou o tumor por 7 dias. Isso contrasta com
os resultados mostrados na Figura 16(d), onde o tumor não atingiu níveis de controle utilizando
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os mesmos parâmetros e a mesma dose imunoterápica administrada uma única vez, em t = 0.

As Figuras 20(g) e (h) também mostram que houve controle tumoral após a administração
em ciclos de 108 células CAR-T, possibilitando o controle tumoral por 61 dias no ciclo de 7 dias
e 62 dias no ciclo de 14 dias. Esses resultados também contrastam com os mostrados na Figura
16(d) onde o tumor foi controlado por 20 dias.

Os resultados computacionais deste cenário mostram, portanto, que a administração da
imunoterapia em ciclos pode contribuir para aumentar o tempo de controle tumoral, mesmo
sob condições de imunossupressão. Além disso, estes resultados apontam que esta modalidade
de imunoterapia pode estender o tempo de sobrevida para o paciente, aumentando o leque de
possibilidades terapêuticas adjuvantes e neoadjuvantes.
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4 Considerações Finais

A presente dissertação teve como objetivo propor um modelo matemático baseado em
EDOs para descrever a dinâmica do melanoma em estágio avançado sob efeitos de um tratamento
imunoterápico com células CAR-T, e sob influência de uma população de macrófagos associados
a tumores, conhecidos por indicarem um mal prognóstico e impedirem a ação dos linfócitos T, e
consequentemente, das células CAR-T contra o tumor. No Capítulo 1 elaboramos uma introdução
envolvendo os principais aspectos biológicos do câncer de modo geral, a imunologia no contexto
do câncer, e sobre os aspectos biológicos do câncer de pele melanoma. No Capítulo 2 fizemos
uma revisão bibliográfica envolvendo a história da modelagem matemática aplicada a oncologia
e os principais modelos matemáticos que embasaram este trabalho. No Capítulo 3 exibimos
o modelo matemático proposto onde foram realizados estudos da estabilidade dos pontos de
equilíbrio associados ao modelo, além de uma análise de sensibilidade dos parâmetros do modelo
e simulações computacionais em que foram considerados 5 cenários.

Dentre nossos resultados, observamos os efeitos imunossupressores que afetam a vida útil
das células CAR-T circulantes, principalmente os efeitos relacionados aos TAM, corroborando
dados da literatura. Além disso, observamos que ajustes nas doses iniciais são necessários para
se obter bons resultados com a imunoterapia, principalmente quando o câncer é bastante imu-
nossupressor. Com relação ao cenário 5, baseados em ensaios clínicos em andamento, testamos
doses de células CAR-T administradas em ciclos e nossos resultados mostraram que esta modali-
dade de tratamento pode aumentar o tempo de controle do tumor com doses imunoterapêuticas
menores, mesmo sob condições altamente imunossupressoras, estendendo o tempo de sobrevida
do paciente, permitindo que novas estratégias terapêuticas possam ser consideradas.

Embora a modelagem matemática se mostre uma importante ferramenta utilizada para
quebrar diversos paradigmas da oncologia, sua validade é muito relacionada a dados empíricos
e conceitos biológicos. De fato, a união entre modeladores e empiristas tem se mostrado cada
vez mais relevante para responder às grandes questões que permeiam a oncologia. Muitos
aspectos da dinâmica envolvendo células CAR-T e malignidades sólidas constituem uma lacuna no
conhecimento, servindo de motivação para mais investigações. Neste senso, o modelo matemático
proposto se mostrou uma fonte rica de informação, com potencial para esclarecer, ao menos in
silico, questões relevantes sobre a utilização de células CAR-T no combate ao melanoma.
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A Hallmarks do câncer e conceitos básicos
de imunologia

A.1 As Hallmarks do câncer
Em uma tentativa de unificar as características que são comuns a todos os tipos de câncer,

Hanahan e Weinberg (2000) forjaram o conceito que serviu de suporte para a compreensão
dos principais aspectos biológicos do câncer. Nesta seção serão exibidas de maneira sucinta as
chamadas hallmarks do câncer.

• Resistência à morte celular (apoptose): células cancerosas conseguem modificar os
mecanismos que detectam danos no material genético, impedindo que ocorra a sinalização
dos danos e a consequente ativação da apoptose. Esta capacidade pode ser adquirida por
uma variedade de estratégias em que, a mais comum envolve o gene supressor de tumor
p53 (ALBERTS et al., 2010; HANAHAN; WEINBERG, 2011).

• Reprogramação do metabolismo energético: células normais possuem a glicose como
forma de combustível mais usual a qual, após ser metabolizada através da glicólise, resulta
na criação de piruvato. Em condições normais de oxigênio, o piruvato é utilizado para
gerar adenosina trifosfato (ATP) através do ciclo de Krebs para atender as demandas de
energia das células. Células cancerosas demandam muita energia para poderem crescer de
maneira rápida, então elas reprogramam seu metabolismo de glicose limitando assim a
produção de ATP impedindo que as mitocôndrias completem a respiração aeróbica normal.
Esse processo é denominado glicólise aeróbica ou Efeito Warburg, em homenagem a
Otto Warburg, quem observou essa característica do metabolismo energético das células
cancerosas pela primeira vez. Desse modo, ao invés de oxidar completamente a glicose
para produzir o máximo possível de ATP, as células cancerosas convertem piruvato em
ácido láctico, ou seja, em blocos de construção para mais células cancerosas (HANAHAN;
WEINBERG, 2000; HANAHAN; WEINBERG, 2011).

• Sustentação da sinalização proliferativa: enquanto as células normais necessitam de
hormônios e outras moléculas que atuam como sinais para crescerem e se dividirem, as
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células cancerosas estimulam seu próprio crescimento de maneira descontrolada, tornando-
se independentes de sinais de crescimento externos, dando origem ao tumor (HANAHAN;
WEINBERG, 2000; HANAHAN; WEINBERG, 2011).

• Habilitando imortalidade replicativa: após um determinado número de replicações as
células normais param de crescer. Este evento é associado aos telômeros, presentes na
extremidade dos cromossomos que, durante as replicações, sofrem um encurtamento pro-
gressivo, perdendo assim a capacidade de proteger as extremidades do DNA cromossômico.
Células cancerosas burlam esse mecanismo regulando positivamente a expressão da enzima
telomerase, reparando a erosão dos telômeros causada durante o ciclo celular, ou seja,
aumentando o comprimento dos telômeros. Assim, por meio desse processo de manutenção
atribuída a regulação positiva da expressão de telomerase, as células cancerosas podem
se dividir indefinidamente sem atingir o estado de senescência e apoptose (HANAHAN;
WEINBERG, 2000; HANAHAN; WEINBERG, 2011).

• Evasão da destruição imunológica: alguns tipos de células cancerosas adaptam mecanis-
mos que lhe dão a capacidade de evitar que o sistema imunológico as detecte e as elimine.
Na teoria, o sistema imunológico consegue reconhecer e eliminar tudo que soa estranho
ao organismo, inclusive células cancerosas. No entanto, tumores sólidos que surgem no
hospedeiro, de alguma maneira, conseguem evitar a detecção pelas várias ramificações do
sistema imunológico. Uma das maneiras conhecidas que as células cancerosas utilizam
para efetuar tal evasão consiste no recrutamento de células inflamatórias, como macrófagos,
sendo ativamente imunossupressoras (HANAHAN; WEINBERG, 2000; HANAHAN;
WEINBERG, 2011; VITALE et al., 2019).

• Instabilidade e mutação genômica: a instabilidade genômica vem do fato de as células
cancerosas se proliferarem passando as mutações para suas descendentes, contribuindo
para ocorrer deterioração de diversos genes reguladores da divisão celular e que também
são supressores de tumor. A mutação consiste em uma alteração da sequência de DNA
que pode ocorrer como resultado de exposição a produtos químicos ou radiação ionizante
(HANAHAN; WEINBERG, 2011).

• Indução da angiogênese: ocorre quando as células tumorais sofrem com falta de oxigênio
devido a rápida expansividade das células em um espaço reduzido. Para suprir essa de-
manda, o tumor exige que novos vasos sanguíneos se desenvolvam, processo denominado
angiogênese. A angiogênese é induzida no início do desenvolvimento de vários tipos de
tumores invasivos e contribui para fase microscópica pré-maligna da progressão neoplásica,
consolidando assim sua posição de hallmark integral do câncer (HANAHAN; WEINBERG,
2000; HANAHAN; WEINBERG, 2011; WEINBERG, 2008; ALBERTS et al., 2010).

• Evasão de supressores de crescimento: nas células cancerosas, os genes supressores de
tumor sofrem alterações para deixarem de controlar efetivamente a divisão celular, mesmo
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em casos de mutações graves. Além disso, diferente das células normais, elas não possuem
inibição por contato, logo, independente das células ao seu redor, continuam a crescer e
se dividir continuamente (HANAHAN; WEINBERG, 2000; HANAHAN; WEINBERG,
2011).

• Inflamação promotora de tumor: diversas pesquisas envolvendo inflamação e câncer
demonstraram que células imunológicas podem ser corrompidas pelas células cancerosas,
tornando-as pró-tumorais (SHEN; DU; YE, 2021; VITALE et al., 2019; HAGERLING;
CASBON; WERB, 2015). Desse modo, as células imunes que eram antitumorais passam
a secretar fatores que contribuem para o crescimento tumoral e metástase (HANAHAN;
WEINBERG, 2000; HANAHAN; WEINBERG, 2011).

• Ativação da invasão e metástase: as células cancerosas invadem tecidos vizinhos e
separam-se de seu local primário através da corrente sanguínea e vasos linfáticos, migrando
para outras regiões do corpo em um processo denominado metástase. Para isso elas utilizam
mecanismos que envolvem modificações na conexão das células com seu microambiente,
tendo em vista que elas devem sobreviver em um ambiente hostil como o do sistema
circulatório, migrar desse sistema para o novo tecido e então começar seu crescimento
(HANAHAN; WEINBERG, 2000; HANAHAN; WEINBERG, 2011).

Hanahan (2022) propôs outras quatro características unificadoras definidas como marcos
prospectivos e características facilitadoras na promoção do câncer para se unirem as clássicas
hallmarks estabelecidas nos últimos 20 anos: desbloqueio da plasticidade fenotípica, reprograma-
ção epigenética não mutacional, microbiomas polimórficos e células senescentes. Embora cada
uma das dez características unificadoras listadas acima tenha sua própria especificidade, vários
aspectos relacionados à sua regulação estão pelo menos parcialmente interligados em vários
tipos de câncer, tornando as hallmarks ferramentas úteis na conceituação e compreensão dos
mecanismos da tumorigênese (HANAHAN, 2022).

A.2 Conceitos básicos de imunologia
Imunologia é a ciência que estuda os componentes de defesa do organismo contra diversos

tipos de ameaças, tais como vírus, bactérias, fungos, ou mesmo células cancerosas. É uma área
da ciência que se encontra em expansão, pois muitos mecanismos inerentes ao sistema imune
ainda não foram completamente esclarecidos (ALBERTS et al., 2010).

A origem da imunologia é atribuída ao médico e naturalista britânico Edward Jenner. No
final do século XVIII, Jenner observou que camponesas ordenhadeiras de vacas não contraíam
a varíola humana, doença muito comum na época, que causava diversos problemas graves a
pessoa acometida, podendo até mesmo levar a morte. Ele levantou a hipótese de que a exposição
das camponesas através do contato manual com o vírus da varíola bovina (Variolae vaccinae)
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promovia algum tipo de imunidade contra a varíola humana. Sua hipótese foi comprovada
experimentalmente e a inoculação do vírus da varíola bovina tornou-se um método de imunização
bastante comum contra a varíola humana (RIEDEL, 2005). Este método de imunização recebeu
o nome de vacina, e possibilitou a erradicação da varíola humana em 1980, bem como o controle
de diversas outras doenças (HENDERSON, 2011).

O sistema imunológico humano pode ser dividido em dois sistemas distintos, trabalhando
em conjunto para promover a proteção de todo o organismo, sendo eles o sistema imune inato e
o sistema imune adaptativo. Enquanto as respostas imunes inatas consistem em reações gerais
de defesa que podem envolver quase todos os tipos celulares do organismo, as respostas imunes
adaptativas são altamente específicas para o patógeno que as induziu e dependem de uma classe
de glóbulos brancos sanguíneos denominados linfócitos (ALBERTS et al., 2010; WEINBERG,
2008).

Nas subseções seguintes há uma breve síntese do sistema imune inato e adaptativo, bem
como uma visão geral acerca das células que fazem parte de cada um deles.

A.2.1 Sistema imune inato
Como o próprio nome sugere, o sistema imune inato é o sistema de defesa do organismo

com o qual o indivíduo nasce. Assim sendo, os mecanismos intrínsecos a este tipo de imuni-
dade são ativados sem que haja a necessidade de substâncias e agentes promotores externos ao
organismo (ALBERTS et al., 2010). A proteção imune inata é uma tarefa realizada por células
de origem hematopoiética e não hematopoiética. As células hematopoiéticas envolvidas nas
respostas imunes inatas incluem macrófagos, células dendríticas, mastócitos, neutrófilos e células
NK (NK, natural killers) (TURVEY; BROIDE, 2010).

Este sistema utiliza três linhas de defesa para promover a proteção contra patógenos. A
primeira linha consiste em barreiras físicas como a pele e células epiteliais, que impedem o
fácil acesso de patógenos no interior do organismo. A segunda linha compreende as respostas
celulares que possibilitam que uma célula reconheça que está sendo infectada, e então possa
tomar as medidas necessárias para combater o patógeno. A terceira linha de defesa depende de
um conjunto de proteínas e células denominadas fagocíticas, tais como neutrófilos e macrófagos
que reconhecem o patógeno e se ativam para ajudar a destruí-lo (ALBERTS et al., 2010).

O sistema imune inato é conectado com um número limitado de receptores codificados por
linhagem germinativa1 geneticamente predeterminados com o intuito de produzir uma resposta
imediata. Esses receptores reconhecem antígenos expressos por grandes grupos de patógenos
bem como reconhecem consequências biológicas comuns a infecção (TURVEY; BROIDE, 2010).

Uma das estratégias frequentemente utilizadas pelo sistema imune inato no reconheci-
1 A linhagem germinativa é a linhagem celular que contém as células importantes para a herança genética, como é

o caso dos gametas em organismos que se reproduzem de maneira sexuada.
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mento de patógenos consiste na utilização dos chamados receptores de reconhecimento de padrões
(PRRs, Pattern Recognition Receptor). Os PRRs reconhecem as células e moléculas que não
fazem parte do organismo através de componentes moleculares que são próprios de patógenos in-
vasores denominados padrões moleculares associados a patógenos (PAMPs, Pathogen-Associated
Molecular Patterns), tais como lipídeos, lipopetídeos, proteínas e ácidos nucleicos. O reconheci-
mento de PAMPs por PRRs induz à ativação de vias de sinalização e uma variedade de respostas
dependentes de células, incluindo liberação de citocinas pró-inflamatórias e fagócitos (PORTOU
et al., 2015).

Outra estratégia utilizada pelo sistema imune inato consiste na detecção de patógenos
na forma de padrões moleculares associados a danos (DAMPs, Damage-Associated Molecular
Patterns). Os DAMPs são moléculas que representam consequências metabólicas que são comuns
aos processos de infecção e inflamação e são liberadas durante a lise celular e dano tecidual
(TURVEY; BROIDE, 2010).

No contexto do câncer, o sistema imune inato possui um papel duplo tanto na iniciação,
quanto na progressão tumoral. Assim como as células imunes inatas podem auxiliar na transfor-
mação maligna e no crescimento tumoral, elas também podem impedir tal progressão. Como já
abordado, a inflamação promotora de tumor é uma conhecida hallmark do câncer (HANAHAN;
WEINBERG, 2011) o que transforma os componentes do sistema imune inato fundamentais na
inflamação relacionada a oncogênese (HAGERLING; CASBON; WERB, 2015).

Como provenientes do sistema imune inato, os macrófagos estão envolvidos na tumorigê-
nese e progressão tumoral (MANTOVANI et al., 2017). A subseção seguinte apresentará uma
breve síntese acerca dos macrófagos e seu papel no desenvolvimento tumoral.

A.2.2 Sistema imune adaptativo
Linfócitos T representam uma população de cerca de 2×1012 células no corpo humano,

responsáveis pela especificidade das respostas imunes adaptativas. A imunidade adaptativa
inicia-se com auxílio do sistema imune inato quando patógenos são fagocitados por células
do sistema imune inato, as quais apresentam o conteúdo digerido, denominado antígeno (do
inglês, antibody generator), desencadeando a ação dos linfócitos B e T. Respostas mediadas por
linfócitos T ocorrem quando eles reconhecem os antígenos ligados às proteínas do complexo
de histocompatibilidade maior (MHC, Major Histocompatibility Complex) na superfície das
células fagocíticas. O MHC é dividido em duas classes, onde a molécula MHC de classe I é
expressa em todas as células nucleadas e a molécula MHC de classe II é expressa em células
fagocíticas especializadas em utilizar suas moléculas MHC de classe II para apresentar antígenos
fagocitados para as células T (WEINBERG, 2008; ALBERTS et al., 2010).

Após a ativação pelo antígeno, as células T proliferam e maturam em células efetoras,
secretando uma variedade de proteínas sinalizadoras, as citocinas. As citocinas atuam de diferentes
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formas com o intuito de destruir células infectadas e cancerosas. As funções dos linfócitos T,
responsáveis pela resposta imune adaptativa, podem ser divididas em quatro classes:

• Linfócitos T citotóxicos: também conhecidos como linfócitos CD8+ por exibirem a
proteína de superfície celular CD8, são especializados em reconhecer e matar células
alvo que apresentem antígenos dando início a uma resposta imune. As moléculas CD8 se
encaixam nas moléculas MHC-I que foram alteradas pela infecção, permitindo que células
T citotóxicas reconheçam e ataquem patógenos e células cancerosas (WEINBERG, 2008;
WALDMAN; FRITZ; LENARDO, 2020).

• Linfócitos T auxiliares: ou linfócitos CD4+, são responsáveis pela ativação e estimulação
de outras células do sistema imune, como linfócitos B e macrófagos nas proximidades,
com o intuito de destruir as células alvo (WALDMAN; FRITZ; LENARDO, 2020).

• Células T reguladoras (TReg): suprimem a atividade de outros linfócitos e auxiliam no
controle das respostas imunes.

• Células T de memória: no decorrer do desenvolvimento de uma resposta imune, por
exemplo, após a vacinação, alguns linfócitos B e T são ativados pelo antígeno e diferenciam-
se em linfócitos de memória. Desse modo, se houver uma segunda exposição ao antígeno
específico, os linfócitos de memória imediatamente se diferenciam em linfócitos efetores,
promovendo a defesa do organismo. Desse modo, as células T de memória são preparadas
para reagir mais vigorosamente ao mesmo antígeno durante um encontro subsequente,
tornando-as mediadoras críticas das respostas de memória imunológica a patógenos a
células cancerosas (WALDMAN; FRITZ; LENARDO, 2020; BARROS et al., 2021).

Respostas imunes adaptativas são iniciadas com auxílio do sistema imune inato quando
patógenos ou células anormais são fagocitadas por células especializadas do sistema imune inato,
como macrófagos e células dendríticas. Estas células fagocíticas são responsáveis por apresentar
o conteúdo digerido a outros componentes do sistema imune para informar acerca dos conjuntos
de substâncias associados às partículas ingeridas (WEINBERG, 2008).

Este complexo sistema de defesa tem suas respostas dependentes de uma classe celular
presente nos linfonodos, local para o qual as células fagocíticas migram após efetuar a fagocitose,
denominada linfócito. Os linfócitos responsáveis por promover respostas imunes adaptativas
dividem-se em dois tipos, sendo eles os linfócitos B e os linfócitos T. Qualquer substância capaz
de estimular as células B e T a produzir uma resposta imune adaptativa específica contra ela é
referida como um antígeno (do inglês, antibody generator). Por isso as células fagocíticas são
também denominadas células apresentadoras de antígenos (WEINBERG, 2008; ALBERTS et
al., 2010).

Os linfócitos B e T que possuem a capacidade de promover resposta contra um determi-
nado patógeno, inicialmente, estão presentes em menor quantidade no organismo. A partir do
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momento que entram em contato com o antígeno, são estimuladas a proliferar e diferenciar-se até
que consigam estabelecer respostas imunes adaptativas eficazes. Consequentemente, ao passo
que as respostas imunes inatas ocorrem de forma rápida, respostas imunes adaptativas se dão de
maneira mais lenta e promovem proteção de maior duração (ALBERTS et al., 2010).

As respostas imunes adaptativas são divididas em duas classes: as respostas de anticorpos
(resposta humoral) e as respostas imunes mediadas por linfócitos T (resposta celular). As respostas
de anticorpos dependem dos linfócitos B, que são ativados para secretarem anticorpos que, nada
mais são do que proteínas circulantes na corrente sanguínea, que se ligam de maneira específica
aos antígenos que estimularam sua produção.

As respostas imunes mediadas por linfócitos T ocorrem quando esta classe de células
reconhece os antígenos ligados às proteínas do chamado complexo de histocompatibilidade
maior (MHC, major histocompatibility complex) na superfície das células fagocíticas. O MHC
é divido em duas classes, onde a molécula MHC de classe I é expressa em todas as células
nucleadas e a molécula MHC de classe II é expressa em células fagocíticas. As células fagocíticas
são especializadas em utilizar suas moléculas MHC de classe II para apresentar os antígenos
fagocitados para as células T e este é o motivo pelo qual elas também são conhecidas como
células apresentadoras de antígenos profissionais (APCs, antigen presenting cells) (WEINBERG,
2008; ALBERTS et al., 2010).
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B Análise dimensional do modelo

Visando conhecer as unidades dos parâmetros do modelo (3.1) de modo a facilitar
encontrá-los na literatura foi realizada uma análise dimensional, onde assumimos que

[
dT

dt

]
=
[

dM

dt

]
=
[

dC

dt

]
= mt−1,

em que m representa a quantidade de células e, t a unidade de tempo.

Da primeira equação do modelo (3.1), segue que

mt−1 = [α1]m ⇒ [α1] = t−1,

mt−1 = t−1[β1]m2 ⇒ [β1] = m−1,

mt−1 = t−1m2

[K1]
⇒ [K1] = m,

mt−1 = [µ1]m2 ⇒ [κ1] = m−1t−1.

Da segunda equação do modelo (3.1), segue que

mt−1 = [α2]m2 ⇒ [α2] = m−1t−1,

mt−1 = m−1t−1m3

[K2]
⇒ [K2] = m,

mt−1 = [κ2]m ⇒ [κ2] = t−1.

Por fim, da terceira equação do modelo (3.1) temos que

mt−1 = [α3]m2

[K3] + m
= [α3]m2

m
= [α3]m ⇒ [α3] = t−1, em que [K3] = m,

mt−1 = [γ3]m2

[K4] + m
= [γ3]m ⇒ [γ3] = t−1, em que [K4] = m,

mt−1 = [θ3]m2 ⇒ [θ3] = m−1t−1,

mt−1 = [κ3]m ⇒ [κ3] = t−1.
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