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RESUMO

Esta tese propde projetos de controle 772, e controle .72, chaveado para uma classe de sistemas
lineares com incertezas invariantes no tempo, nos quais apenas a derivada do vetor de estado ¢
considerada para realimentagdo. Neste cenario, as estratégias propostas utilizam dinamicas au-
xiliares, cujas variaveis de estado estdo disponiveis para realimentacao, para controlar a planta
original. S3o propostas estruturas e procedimentos de projeto por meio de desigualdades matri-
ciais lineares. A primeira estrutura de controle apresentada, considera a saturag¢do do atuador e
um integrador para definir a estratégia de controle, e se as condi¢des propostas sdo factiveis, as-
segura que o ponto de equilibrio do sistema de malha fechada seja localmente assintoticamente
estavel, para todas as condigdes iniciais em uma regido elipsoidal, contida em uma determinada
regido definida para a nova dinamica. Na segunda estrutura, ¢ proposta uma técnica sem o uso
de integradores para definir as estratégias para o controle chaveado e controle JZ., chaveado,
para plantas com e sem satura¢do da entrada de controle. Na terceira estrutura, considera-se
um caso mais geral porém com o uso de integradores para definir as estratégias para o controle
chaveado e controle .77, chaveado, para plantas sem satura¢ao da entrada de controle. Embora
todos os projetos propostos considerem a dindmica auxiliar, sdo asseguradas as propriedades
de estabilidade, taxa de decaimento e custo garantido .77, para a planta original. Exemplos de

simulacdo e uma implementacao pratica ilustram a eficacia das abordagens propostas.

Palavras-chave: Realimentagao derivativa. Controle 77, chaveado. Sistemas lineares incer-

tos. Saturacao dos atuadores.



ABSTRACT

This thesis proposes 7% switched control designs for a class of linear systems with time-
invariant uncertainties, where only the derivative of the state vector is considered for feedback.
In this scenario, the proposed strategies use auxiliary dynamics, whose state variables is acces-
sible for feedback, to control the original plant. The proposed structures and design procedures
are based on Linear Matrix Inequalities (LMIs). The first structure considers the actuator satura-
tion and an integrator to define the control strategy, and if the proposed conditions are feasible,
it assures that the equilibrium point of the closed-loop system is locally asymptotically stable,
for all initial conditions in an ellipsoidal region, which is within a given region defined for this
new dynamic. In the second structure, we adopted a technique without the use of integrators
to define the strategies for the switched control and .77, switched control, for plants with and
without control input saturation. In the third structure, we study a more general case, however,
with the use of integrators to define the strategies for the switched control and .77, switched
control, for plants without control input saturation. Although all proposed designs consider the
auxiliary dynamics, it is assured the stability, decay rate proprieties, and 772, guaranteed cost
for the original plant. Simulation examples and practical implementation illustrate the effecti-

veness of the proposed approaches.

Keywords: Derivative feedback. 7. switched control. Uncertain linear system. Actuator

saturation.
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1 INTRODUCAO

O interesse para o estudo da realimentagdo derivativa vem do fato que em sistemas meca-
nicos que utilizam acelerometros como sensores para medir sinais desses sistemas, ¢ mais facil
de se medir a derivada do vetor de estado do que o vetor de estado, normalmente composto
pelas posigoes e velocidades dos sistemas. A partir da aceleracdo ¢é possivel obter a velocidade
com boa precisdo, porém para a estimacao da posi¢do o resultado podera ter um acimulo de er-
ros e ndo representara adequadamente o deslocamento do sistema (ABDELAZIZ; VALASEK,
2004). Com esta metodologia, os sinais usados na realimentacdo em sistemas mecanicos sao
as velocidades (derivadas das posi¢des) e as aceleragdes (derivadas das velocidades), que sdo
as derivadas das varidveis de estado do sistema. Devido a estrutura simples e ao baixo custo
operacional, os acelerometros t€ém sido aplicados nas industrias para a solugdo de varios tipos

de problemas de engenharia.

A realimentagdo derivativa pode ser Util na solu¢do de problemas praticos em que a deri-
vada do vetor de estado ¢ mais facil de se obter do que o vetor de estado, por exemplo, em
sistemas de suspensdo ativa de automoéveis (REITHMEIER; LEITMANN, 2003; SILVA et
al., 2013; ASSUNCAO et al., 2007). Em Yazici e Sever (2017b) é proposto um projeto de
controdadores com realimentacdo de saida derivativo para o controle ativo de vibra¢do de um
sistema de suspensao de veiculos; o controle de vibragdes em pontes suspensas por cabos ¢
encontrado em Duan, Ni e Ko (2005); um projeto de controlador LQR de realimentacao
derivativa para o controle de vibragdo de uma plataforma offshore tipo jaqueta de ago ¢

proposto em Yazici e Sever (2017a).

Projetos de controladores para sistemas mecanicos, incluindo o controle de vibragdes,
utilizando realimentacdo derivativa podem ser encontrados em Abdelaziz e Valasek
(2005), Cardim et al. (2007), Abdelaziz e ValaSek (2004) e Rossi et al. (2018). Em Silva et
al. (2012) foram propostos métodos baseados em LMI (do inglés Linear Matrix Inequality)
para sistemas lineares incertos com realimentagdo derivativa, empregando técnicas de
flexibilizagao das condi¢des de estabilidade, primeiramente pela inser¢ao de variaveis extras
consideradas no Lema de Finsler, e posteriormente com o incremento de um escalar extra (que
¢ encontrado através de um procedimento de busca). Ja em Silva et al. (2011) sdo utilizadas
técnicas de flexibilizagdo das condicdes de estabilidade, primeiramente pela inser¢do de
variaveis extras consideradas no Lema da Proje¢do Reciproca, e posteriormente com o
incremento de um escalar extra (que € encontrado através de um procedimento de busca).

Em ambos artigos houve um aumento na relaxagdo das condigdes.
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O controle chaveado pode ser usado para obter um melhor desempenho em comparagao
ao uso de um ganho constante de realimentacdo na estrutura de controle. Nesse sentido, foi
proposto em Souza et al. (2013) um controlador com ganho chaveado, para plantas lineares
e invariantes no tempo com incertezas politopicas, que oferece uma alternativa menos
conservadora ao uso de um ganho constante na realimentacdo do vetor estado. Estratégias
semelhantes foram aplicadas a sistemas ndo lineares descritos por modelos fuzzy
Takagi-Sugeno, considerando uma candidata a fung¢do de Lyapunov do tipo quadratica
(SOUZA et al., 2014) e uma candidata a fun¢do Lyapunov de tipo minimo (SOUZA et al.,
2014a). O procedimento proposto em Alves et al. (2016) também contempla uma regido de
operacdo e saturagdo do atuador no projeto do controlador chaveado. Além disso Oliveira et
al. (2018) consideram o indice de desempenho .7 nesta estrutura. E importante notar que

todos os casos acima mencionados usam o vetor de estado para compor o sinal de controle.

Em Moreira (2015), sdo apresentadas estratégias para utilizar o controle chaveado para
uma classe de sistemas lineares incertos utilizando realimentacdo derivativa. A metodologia
proposta ¢ apresentada em duas partes. A primeira seleciona um ganho K5, ¢ € [, em um
conjunto de ganhos, por meio de uma lei de chaveamento que retorna o menor valor da derivada
temporal da fung¢do de Lyapunov quadratica (V(x(¢)) = x(¢t)" Px(t)) (SOUZA et al., 2014).
A segunda utiliza uma fungdo de Lyapunov quadrética por partes (¥ (x(¢)) = x(¢)T Pux(1)), k €
I, € proposto um controlador Ky, v € I, 0 € II,, que € especificada através de dois estagios,
sendo que o primeiro estagio ¢ baseado em Geromel e Korogui (2006) e Chen et al. (2012),
no qual ¢ selecionada uma matriz simétrica definida positiva P;, que minimiza a fun¢ao de
Lyapunov quadratica por partes do tipo minimo. Posteriormente, escolhe-se um ganho do
controlador que minimiza a derivada temporal da fun¢do de Lyapunov. Entdo, novas
condi¢cdes de estabilidade foram estabelecidas e algumas condi¢des sdo baseadas em BMIs
(do inglés, Bilinear Matrix Inequality) (SOUZA et al., 2014).

A saturagdo dos atuadores esta presente em grande parte das aplicagdes praticas devido as
restrigdes operacionais nos equipamentos. Em Hu, Lin e Chen (2002) o dominio de atracao
da origem para um sistema linear saturado com realimenta¢do do vetor de estado ¢ estimado
utilizando uma funcdo quadratica de Lyapunov. Uma func¢do de Lyapunov quadratica com-
posta ¢ apresentada em Hu e Lin (2003) para sistemas lineares continuos no tempo com
saturacao, que mostram que, para um sistema linear saturado, a casca convexa de um conjunto
elipsoidal invariantes ¢ também invariante. Projeto de controladores chaveados sao proposto
em Alves et al. (2016) para uma classe de sistemas ndo lineares incertos, descritos por
modelos fuzzy Takagi-Sugeno, dentro de uma regido de operagdo no espaco de estados.
Esses resultados foram estabelecidos considerando uma planta sujeita a saturacao do
atuador, empregando desigualdades matriciais lineares, € mostram que o ponto de equilibrio
dos sistemas controlados ¢ localmente assintoticamente estdvel para uma taxa de
decaimento adequada e todas as condig¢des iniciais em uma regido, se as condi¢des de projeto

forem satisfeitas.
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O controle .77, ¢ uma técnica que reduz o efeito da entrada exdgena na saida do sistema e,
consequentemente, melhora o desempenho do sistema. O problema de projetar um sistema de
controle .77, via realimentagdo conjunta de estado e derivada de estado para sistemas fotovoltai-
cos, baseado em uma abordagem de LMIs ¢ apresentado em Kaewpraek e Assawinchaichote
(2016). Para sistemas lineares continuos no tempo, com incertezas do tipo politdpicas e reali-
mentagdo de estado, novas LMIs sdo apresentadas, introduzindo uma nova matriz variavel, para
o célculo da norma JZ, e posteriormente ¢ apresentada uma aplicagdo no controle dos angulos
de guinada de um sistema de satélite (XIE, 2008).

Os autores Ren e Zhang (2010) lidam com o problema do controle .77, robusto para siste-
mas descritores incertos, para a realimentagao proporcional e derivativa do vetor de estado. Em
Oliveira et al. (2018) foi proposto um projeto de um controlador .77, chaveado para uma
classe de plantas ndo lineares incertas, descrita por modelos fuzzy Takagi-Sugeno. Aliyu e
Boukas (2011) generalizaram a formulagdo da teoria de controle ndo linear 7 e 7% para
espacos de Sobolev. Segundo os autores, essa nova formulagdo permite que sejam
projetados melhores controladores em termos dos quesitos de erro de regime e resposta
transitoria. Apresentam con- di¢des suficientes para a solu¢ao do problema do controle 6timo
utilizando novas equagdes de Hamilton-Jacobi e abordam os problemas de realimentagdo de

estado e saida.

Tendo em vista o panorama apresentado, visando contemplar uma area de pesquisa ainda
ndo desenvolvida, que utiliza realimentacdo derivativa com controladores chaveados, esse texto
aborda uma classe de sistemas lineares com incertezas invariantes no tempo, em que apenas
a derivada do vetor de estado ¢ considerada para a realimentagdo. Neste cendrio, a estratégia
proposta utiliza dindmicas auxiliares, cujo vetor de estado esta disponivel para realimentagao,
para controlar a planta original e as condi¢des de projeto garantem um desempenho 7% ao sis-
tema realimentado. Procedimentos para projetos de controladores sdo apresentados para o caso
sem disturbio, de modo que o ponto de equilibrio do sistema de malha fechada seja localmente
assintoticamente estavel, com uma taxa de decaimento apropriada, para todas as condigdes ini-
ciais e dominio de atracdo em uma regido elipsoidal, que esta dentro de uma determinada regido

definida para estas novas dinamicas.

No Capitulo 2, baseado em Moreira (2015), mostra-se uma representacao alternativa da
saturacdo do vetor de controle e o novo vetor de estado (WOLMUTH et al., 2019), define-se
a regido de operacdo e apresentam-se as LMIs que garantem a estabilidade local para o ponto
de equilibrio do sistema em malha fechada, para uma lei de controle com ganho constante e
com uma lei de controle chaveada. Restrigdes que garantem a reducdo das normas dos
ganhos da realimentagdo s3o inseridas e mostra-se que se um sistema linear pode ser
controlado com um ganho constante, entdo ele também pode ser controlado de forma chaveada

com o procedimento proposto.

Uma outra dinamica auxiliar € proposta no Capitulo 3, sem a utilizagao de integradores para



23

obter a entrada de controle. Primeiramente propde-se um projeto de controle chaveado
sem saturacao e sem regido de operacao, apresentam-se as LMIs que garantem que o ponto
de equilibrio do sistema em malha fechada seja globalmente assintoticamente estavel, e
comparam- se os resultados obtidos com o encontrado em Silva et al. (2012). Em
uma segunda abordagem, utiliza-se o procedimento de projeto de controle %

chaveado, descrito em Oliveira et al. (2018), garantindo um indice de desempenho 772, ao
sistema realimentado. A saturagdo do sinal de controle serd representada por uma
combinagdo convexa apresentada em Wolmuth ez al. (2019) diferente da proposta em Cao
e Lin (2003), Hu e Lin (2003), Alves et al. (2016), garantindo um indice de desempenho
J, ao sistema realimentado e assegurando que todas as trajetorias do vetor de estado
permanecem dentro da regido de operacdo. Em ambas as abordagens garante-se que se
um sistema linear pode ser controlado com um ganho constante, entdo ele também pode ser

controlado de forma chaveada.

O Capitulo 4, propde um projeto de controle 7., chaveado para uma classe de
sistemas lineares incertos mais ampla dos que as apresentadas nos capitulos anteriores. Para
um distirbio externo ndo nulo e com energia limitada, as condi¢des de projeto visam resolver
o problema de controle 7., garantindo um indice de desempenho %, ao sistema
realimentado. Apresentam- se as LMIs que garantem a estabilidade para o ponto de equilibrio
do sistema em malha fechada, para uma lei de controle com ganho constante e com uma lei
de controle chaveada. Mostra-se que se um sistema linear pode ser controlado com um
ganho constante, entdo ele também pode ser controlado de forma chaveada com o
procedimento proposto. Para os Capitulos 3 e 4 tem-se a garantia da taxa de decaimento e da
norma J7, para a planta original a partir das garantias fornecidas pelos teoremas

desenvolvidos para a planta auxiliar.

O Capitulo 5 apresenta as conclusoes finais e as perspectivas futuras.

Os resultados numéricos e a implementagdo pratica, descritos ao longo do
trabalho, foram obtidos utilizando o software MatLab® ¢ o solver LMILab
(GAHINET et al, 1994), interfaceado pelo YALMIP (LOFBERG, 2004), para
resolver as condi¢des de projeto e realizar as simulacdes.

Notagoes: R representa o conjunto dos ntimeros reais, Z; simboliza o conjunto dos niimeros

inteiros positivos, R" ¢ R"*" denotam o conjunto dos vetores n x 1 com elementos reais e o
conjunto das matrizes n X m com elementos reais, respectivamente. Define-se o conjunto I, =

{1,2,...,r}, reZ,, argming g~ {h;} representa o menor indice j € I, tal que /; = %élf{hk}
A combinagdo convexa dos vetores w;, Vi € [, ¢ dada por co = {wy,w»,...,w, }. Para matrizes
simétricas, o simbolo () denota cada um dos seus blocos simétricos. A matriz bloco diagonal
formada pelas matrizes M, M,, ..., M, é representada por diag{M,M,,...,M,}, M)y repre-

senta a /-¢sima linha de uma matriz M, M >0 (M <0, M >0 e M <0) significa que a
matriz M ¢ definida positiva (definida negativa, semi-definida positiva, semi-definida negativa),

respectivamente. || f(¢)||5 = / F(O)T f(¢)dt é o quadrado da norma de uma trajetoria f(7),
0
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para tempo continuo e L[0,) é o conjunto de todas as trajetorias £(¢) tais que || £(¢)||5< oo.
w120, 00) representa o espago de Sobolev com norma || £(¢)||;;12 = (|| £(¢)]|, + Hf(t)Hz)l/z.
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2 CLASSE DE SISTEMAS LINEARES INCERTOS SUJEITO A SATURACAO DO
ATUADOR USANDO REALIMENTACAO DERIVATIVA

Neste capitulo considera-se uma classe de sistemas lineares com incertezas invariantes no
tempo, em que apenas a derivada do vetor de estado ¢ considerada para realimentacdo. Neste
cenario, a estratégia proposta utiliza uma dinamica auxiliar, cujo vetor de estado esta disponi-
vel para realimentagdo e este novo vetor de estado ¢ utilizado para controlar a planta original.
Em seguida, dois projetos de controladores sdo apresentados para que o ponto de equilibrio do
sistema em malha fechada seja localmente assintoticamente estdvel, com uma taxa de decai-
mento apropriada, para todas as condigdes em uma regido elipsoidal, que estd contida em uma

determinada regido definida para essa nova dinamica.

2.1 CONTROLE DERIVATIVO COM SATURACAO DO ATUADOR

Considere o sistema linear com incertezas invariantes no tempo, sujeito a saturacdo no
atuador, dado por:
x(t) = A(o)x(t) + Bsat(u(t)), (1)

sendo 4(a) € R™™ "™ e B € R™*"™ as matrizes que representam a dindmica do sistema incerto,

x(t) € R™ o vetor de estado e u(t) € R"™ o vetor de entrada. A matriz 4(c) é representada pela
7l

combinagdo convexa de vértices descrita por, 4(ot) = 2 a;A; como feito em Boyd et al
i=1

(1994), com o € £,

rl
@:{a:[al oc,l]T:Zoz,-:I, ;>0 e rleZ+}. 2
i=1

A saturagdo do sinal de controle ¢ dada por

sat(u(r)) = [sat(ur (1)) - sat(un, (1)), sat(u(t)) = sgn(u(e)) min{py, |u(1)]}

com u(t) = [ui(t) - uy, (t)]T, sendo p; > 0, VI € II,,, constantes reais conhecidas (HU;
LIN, 2003; HU; LIN; CHEN, 2002; ALVES et al., 2016).

Dado o sistema linear incerto (1), considere que o posto de 4(a), para todo @ € & , ¢
completo e que a derivada do vetor de estado estd disponivel para realimentacdo. Entdo, tem-se

que

x(t) = A(a)x(t)+ Bsat(u(t)) (3)
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A(o)x(t) = i(t) - Bsat(u(t)).

Observe que, como a derivada do vetor de estado e a saturacdo do vetor de controle estao
disponiveis, tem-se de (3) que 4(o)x(¢) também esta disponivel para realimentacdo. Agora, a
partir de (3) ¢€ possivel definir um novo vetor de estado do sistema (1) como feito por Moreira
(2015) tomando:

X(1) = A(0)x(2). (4)

De (3) e (4), temos que x(¢) esta disponivel para realimentagdo. Além disso, derivando (4)

obtém-se
x(1) = A(a)x(1), (5)
pois considera-se o sistema linear com incertezas invariantes no tempo.

Pré-multiplicando (1) por A(o), e considerando (4) e (5), tem-se que
%(t) = A(0)%(t) + A( o) Bsat(u(t)). (6)

Observacao 1. (WOLMUTH et al., 2019) Para a realimentagdo derivativa estudada nesta
tese, a suposi¢do de que a matriz A(a) é uma matriz de posto completo para todo o, definido
em (2) é uma condi¢do necessaria para a estabilizacdo da planta dada em (1) (ABDELAZIZ;
VALASEK, 2004; ASSUNCAO et al, 2007, MOREIRA et al, 2010; SILVA et al.,
2012b; SILVA et al., 2012a).

2.1.1 Descricao da saturacao do sinal de controle como combinacao convexa

Na Figura 1 ¢ apresentada a representagdo grafica da saturagdo do sinal de controle u;(z) e

uma regido especificada |u;(¢)| < ¢;.
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Figura 1 - Representagdo de sat(u;(¢)) como uma fungao de u;(¢) e sua regido de operagao.
A P ()

Oj f--------- o
pj sat(u; (7))

—0; —p;j

\

pj ¢ 4t)

—pj
—0;

Fonte: Elaboracao da prépria autora.

Dado o sistema linear incerto, assume-se que ¢; > 0 para todo j € I,,, —¢; <u; < ¢; e
utiliza-se uma representagdo alternativa para a saturagdo de u(¢) dada em Wolmuth ez al. (2019):

sat(u) (1))
sat(u(t)) = : , o sat(u;(t)) = u;(0)@;(t) ™
sat(uy, (1))
com
R Lose [u;(1)[ <pj (A — o () — b
0;(1) = { pi/luy0)] se |u0)>p; max{@;(t)} =1 e min{g;(t)} =p;/¢;.
®)
Assim, representa-se a fun¢do ¢;(¢) pela seguinte combinagdo convexa
@;(t) =11, (O)v1,) + T2, ()v2y ) ©)

com vy, = 1, V2, = pi/0j, T, (1) + T, (1) =1, Tl(j)(t) >0, ‘L'z(j)(l‘) > 0, para todo
jel,,.

Lema 1. (WOLMUTH et al., 2019) Considere que existam constantes ¢; > 0, j € I,,,, tais
que —¢; < u; < ¢; para todo j € 1,,. Defina Z; € R"™*", s € Ion, as matrizes diagonais
cujos elementos (j, j) sdo todas as combinagdes possiveis de v G = 1 e vy, = pi/9;.
para todo j € 1,,. Entdo, de (7)-(9), obtém-se:

M

sat(u(t)) =Z(A)u(t), com Z(A)="Y A, (10)
s=1
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com o vetor incerto A € L,

2mu
£ = {l I A Z?LS: 1, QLSZO} e2eZ,.
s=1
Demonstracio. Para n, = 1, observe que (10) contém, de (7) - (9), para Z; = v; o= 1, 2, =
Vzm = p1/¢1, Al = Tl(l)(t) e )Lz = Tz(l>(l‘).
Agora, para n, =2, tem-se u(t) = [u1(t)  uz(t)]7, =1 <u1(t) < ¢, —d2 <up(t) < ¢n,
com @1 e ¢ conhecidos, e de (7) - (9), lembrando que T, (1) + T, (t) =1, 71, () =0,
T, (t) >0, para todo j €1,

at(ut)) = 'sat<u1<r>>]_ T, (1
i Sat(UZ(t)) Tl(z) (t)vl(z) + T2(2) (t)V2(2) Mz(t)

v 0 uy (¢ v 0 up (¢
= 1, ()7, 1) ‘(;U o ] u;Et; +Tl(2)(t)”52(l)(f)[ 2(;1) " ] [ u;(,i ]
v 0 up (¢ v 0 u (¢
+71, ()7, (2) [ 181) N [ u;Et; + 7oy, (1) T2, (1) [ 20 - ] [ u;é; ]
= [MO)Z1+At)Zy + A3(t)Z3 + Aa(t) Za] u(2). (11)

De (10), (11) e da Tabela 1, note queparas =1: j=1=101=1,j=2=L=1eA(t) =
T, () =TT (), s=2: j=1=5L=2 j=2=L=1e ()= 1,0))
o)1) = ) (O)T)(t); s=3: j=1=h=1j=2=h=2e (1) = 1,1 () ) (t) =
Ti)(t) o) (t),s=4 j=1=L=2,j=2=h=2eM(t) = T;,(1)(t) T (2) () = To(1)(t) Ta(2) (2)-
A Tabela 1 apresenta todas as combinagoes desses elementos. Portanto, verifica-se (10) com

4
Vi, =V, = 1 va = P10 vay = pa/da ede (9), D A= 1) (1) Ty ) (1) + Tor) (6) Ty o) (£) +

s=1

T1(1) () Ta2) (1) +T21) () Ta2) (1) = (T11) () + T2y () (T12) (1) + T22) (1)) = 1, em que

V2<1) 0 ]
0 V2(2>

V1<1) 0

21125|Z5|Z4] =
0 V1

@) 0 iy,

Assim, seguindo a mesma ideia, para todos os n, > 1, j € 1, e s € Ion obtém-se (10), defi-

ny ) ny
nindos =1+ 2(171)(11-— 1), As = H’L'lj(j)(t) =17,(1)(0)1,(2)(t) -7, (m,)(¢), ;€T e as

j=1 j=1
combinagoes apresentadas na Tabela 2.
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Note que a Tabela 2 ¢ criada para fazer a mudanca de variaveis, sendo a ordem dos
fatores Tlf( Jj) determinada pelo valor de j, sendo j = 1 a coluna mais a direita e j = ny, a

coluna mais a esquerda e antes do indices.

O

Tabela 1 - Combinagdes para mudancas de variaveis na descri¢ao da saturagdo por uma combi-
nacdo convexa para m = 2.

s 12|le(2) lllle(l)

NN ==
N =N~

1
2
3
4

Fonte: Elaboragdo da prépria autora.

Tabela 2 - Combinagdes para mudancas de variaveis na descri¢ao da saturagdo por uma combi-
nacao convexa.

s T, (na)  by—alw, (ne—=1) - blt,e) Lt
1 1 1 R | 1
2 1 1 1 2
2m 2 2 2 2

Fonte: Elabora¢do da propria autora.

2.1.2 Representacio do sistema através da descricao da saturacio do sinal de controle
como combinacido convexa

Substituindo (10) em (6)

%(t) = A(0)%(t) + A(a)BZ(A)u(t), (12)

2
comA=[A -- )L«z’lu]T, As >0, 2 As = 1 paras € Ihn e a € & definido em (2). Assim,

s=1
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segue de (12) que
. 2Mu r r 2Mu
X(t) =Y A D udif(t) + D, uAiB Y, AZgu(t). (13)
s=1 i=1 i=1 s=1

Para reescrever a dindmica em (13) em um unico simplex, executa-se a seguinte mudanca
de variavel: u; = Aso; comk=ri(s—1)+(i—1)+1paratodoi € I, es € I em (13). Apos

este procedimento, encontra-se

2Mu I 2Mu

)2(2‘) = 2 Ag 2 OC,'A,'XA(Z) + 21‘ o;A;B Z )VSZSu(t)
s=1 i=1 i=1 s=1

' ' ' '
= A {2 0GAR(t) + Y, oc,-A,-BZlu(t)} e A {2 0AR(t) + Y, OtiAiBZznuu(t)}
i=1

i=1 i=1 i=1
= A {0 {R(0) + A1 BZu(6)}y + -+ Ay {0y, {Ap,3(0) + Ar BZyu()}}

+ -+ A Loy {A1X(2) + A1 BZymaus(t) }} + - - - + Aoma { & {4, %(2) + Ap BZomui(2) } }
= W {4i1X(t) +A1BZiu(t)} + - - - + pp, {4 %(t) + A4, BZ1u(t)}
1 {A1X(t) + A1 BZou(t) } + - - - + Moy, {4, X(¢) + A, BZou(t) }
e M1y 1 {A1X(E) + A1BZomeu(t) }+ -+ -+ Pomyy {Ap X(2) + Ar BZonu(t) }
(14)
comk € I, » =2"r) o nlimero de vértices da representagao politopica, (12), sendo que i We =

k=1
leu,>0.

Em (14) considerando as defini¢des abaixo:

/ifr1+k = Ay, paratodo k€ {l,...,r1} eparacada f€{0,1,...,2" —1},
Zy = Z; para k= (s—1)ri+1,---,sr; paracada s€{I,...,2™},

A

By = AyBZ; paratodo ke {1,...,r}. (15)
por exemplo,

para f = 0= A;=4;, paracada £k, ouseja,
Ay = Ay, .. Ay =4,

para f = 1:>,<ir1+k:Ak, paracada k, ouseja,
Apyi1 = A1, Aoy = 4y,

para f = 2™ —1 :>/i(2n,,_1)rl+k = Ay, paracada k, ouseja,

A1y 41 = A1y Aoy = Ay,

para s = 1=27,=27 para k=1,---,r
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Figura 2 - Esquema da lei de controle proposta (18) para o sistema linear incerto sujeito a satu-
racao do atuador (1).

—| sat(.)

\/
P

|
B
2
=
=
+
oy
72]
=
=

'<—|.
+

\ 4

]
1\
O

u(t) ‘ un(t) xv(t) || e——
/0 -dt

Fonte: Elaboragao da prépria autora.

para s = 2¢Zk:Zz para k=r1+1,---,2r

para s = 2™ =7y =Zm para k= (2" —1)r+1,--,2"%p,

Assim, definindo-se pt = [y tp ... u,]7, tem-se de (14) e (15) que

)2(2‘) = zuk {/ikﬁ(t)—kf?ku(t)}. (16)
k=1
Ou equivalentemente,
x(t) = A(R)R(0) + B(p)u(t)- (17)
2.2 CONTROLE ROBUSTO DA DINAMICA AUXILIAR COM SATURACAO DO ATUA-

DOR

Considere o sistema linear incerto sujeito a saturagdo do atuador (1). Utilizando a dindmica
auxiliar (17), propde-se o esquema de controle apresentado na Figura 2. Note que a dindmica

da lei de controle ¢ dada para uy(f) = u(t) € R" representada em (18)

u () = —Kxy(¢), com xy(f) = [)E(t)T u(t)T] " (18)

De (17) e (18) tem-se o seguinte sistema:

; (19)
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que também pode ser representado por

A(w)  B(w)

in(t) = [ xn(t) + [ Onyscm, ] un(t)

0n,,><n)r Onu X1y Inu Xy
r r
= Y mAnxn (1) + Y weBrun(t), (20)
k=1 k=1

com

[ efih, ]

My X Ny Onuxnu

Onxxnu
bin, |
Ay e By, definidos em (15), ou equivalentemente (BARMISH, 1983)

Xn(8) = An () (0)xn (1) + Byun(1). (21)

E interessante notar que o sinal de controle u(z) compde o vetor de estado xy(¢), portanto
a restricao {u j(t)| < ¢, utilizada para obter (20), pode ser vista como uma regido de operagao

para o dindmica auxiliar. Assim, considere matrizes N = [0, xn, Ln,xn,] € Rrwx(mtm) p e

ROntm)xmtm) com P=PT >0, vetoresp =[¢1 ¢ ... ¢n ]  €R.p=[p1 ... pul"
e R™, I, ={1,2,--- ,ny}, pj >0, ¢; > p;, para todo j € I,, e uma constante positiva .
Sejam 2" e &(P, ) os seguintes conjuntos:
2 & {xn(t) € R N ()| < onh €1, } (22)
com N = [Op,xn,  In,xn,;
£(P.8) 2 {xN(t) e R xn (1) Pry(t) < 5} (23)

em que N e ¢ sdo conhecidas, N, representa a linha / da matriz N, ¢, o elemento & do
vetor ¢ ¢ uma candidata a fungdo de Lyapunov V(xy(r)) = xy(t)" Pxy(t) (KLUG;
CASTELAN; COUTINHO, 2015; ALVES et al., 2016; OLIVEIRA et al., 2018).

Teorema 1. Considere o sistema linear sujeito a saturagdo no atuador descrito em (19)-(21)
com lei de controle dada em (18) e uma regido de opera¢ao comxy(t) € ', t > 0 dada em (22)
sendo ¢ €R", N =0y, xn. In,xn,) € R"*FM) ¢ o € R conhecidos. Suponha que existam
uma matriz simétrica definida positiva X € R+ A1) yma matriz M € R 0tm) o ym

escalar B > 0, tais que

AnX + XAy, T — ByM —MTByT 428X <0, (24)

>0

[ Or  NpX >0, (25)

XNp" X
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paratodo h €1, k € 1,. Entao, a lei de controle (18), uy(t) = —Kxn(t), com K = MX!, torna
a origem do espago de estados do sistema (21) localmente assintoticamente estavel com taxa

de decaimento maior ou igual a B para todo xy(0) € &(P,1) dado em (23) sendo que 6 =1 e
P=x"

Demonstragio. Considere a candidata a fun¢io de Lyapunov V (xy(t)) = xy(t)T Pxy(t), com
P=P >0. Defina X = Pl M=KXe que as LMIs descritas em (24) e (25), para todo
hel,, kel sdo factiveis.

Entdo de (24) e M = KX tem-se que
0 > AnX+XAn," —ByM—M"By" +2BX (26)
= AnX+ XAy —ByKX — XKTBy" +2BX.
Pré e pés-multiplicando (26) por P = PT > 0, obtém-se

0> PAy, + Ay, P—PByK — K" By" P+ 2P, (27)

Supondo xn(t) = 0 e pré e pés-multiplicando (27) por xN(t)T e xy(t), respectivamente, note
que
xn(t)" [PAw, +An,"P— PBNK — KT ByTP+2BP) xy(t) < 0. (28)

Multiplicando (28) por Ly, com Ly > 0, z W = 1 para k € I, e somando todos os termos
k=1
de k=1 ar, considerando (21) tem-se

r
0 > Zﬂk[ )T (PAy, + An," P — PByK — KT By P+ 2BP) xy(t )]

bl

1
— ()" [PAN( )+ Ay (1) P— PByK — KTByT P} (1) +2Bxn(t)T Py (¢)
= xN(t)TPxN( )+xN( )TPXN(t) +2BxN(t)TPxN(t) = V(xN(t)) —l—2ﬁ V(xN(t)). (29)

Pré e pos-multiplicando a LMI (25) por diag{1,P} com P =X ~1 observe que

> 0. (30)

[ o Ny
Nw" P

Aplicando o Complemento de Schur (BOYD et al., 1994, p. 7 - 8 ) em (30), observe que

P—Nyy 6 >Ny > 0. 31)
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Pré-multiplicando (31) por xN(t)T = 0 e pos-multiplicando por xy(t)

xN(t)TPxN(t) ZxN(t)TN(h)T(Z)hizN(h)xN(Z). (32)

Se xy(t) € &(P,1) definido em (23) , entio xy(t)" Pxy(t) < 1 e de (32) obtém-se

v

o’ xn (t) Ny " N (2),
o’ INgyaw (1) [
INopan(@)] < ¢n ¥V hel,. (33)

v

Portanto, {N(h)xN(t)| = |up(t)| < ¢y para todo h € 1,,,. Estas condi¢cdes permitem o uso dos

resultados do Lema 1, para representar a planta (6) por (17) e a planta com dinamica auxiliar
por (21).

Entdo, se (25) é factivel, para todo xy(t) € &(P,1) tem-se &(P,1) C 2. De (29), para
xn(t) =0, V(xn(t))< —2BV (xn(t)) < 0. De (23) se xy(0) € &(P, 1) entdo, desde que (25) seja
valida para todo h € 1,,,, entdo xy(t) € &(P,1) para todo t > 0.

Portanto, para xy(t) = 0, V(xy(t)) < —2BV (xn(t)), e o sistema de malha fechada (21)
e (18) é localmente assintoticamente estavel com taxa de decaimento igual ou maior do que

B (BOYD et al., 1994, p. 66 - 67).
O

2.2.1 Relacio entre a dindmica auxiliar e a dinAmica da planta

No Teorema 1 garante-se que a origem do sistema (21) ¢ localmente assintoticamente
es- tavel com taxa de decaimento maior ou igual a f para todo xy(0) € & (P,1) dado em
(23). E necessario garantir que haja uma taxa de decaimento para o sistema (1) com vetor
de estado x(¢). Para isso, utiliza-se o seguinte resultado apresentado em Boyd et al. (1994),

reescrito em termos do vetor de estado xy(z).

A taxa de decaimento do sistema (21) (ou maior expoente de Lyapunov) ¢ definida como
sendo o maior f3 tal que
. Bt _
Tim e oy (1) | = 0.

Considere a candidata a fungdo de Lyapunov ¥ (xy(¢)) com ¥ (xy(¢)) = xn(¢)" Pxy(2). Se
V(xn (1) < —2BV (xn(1)), (34)
¢ satisfeita, para todo xy(¢) = 0, garante-se que (SLOTINE; LI et al., 1991, p. 91-92):

V(xen () <V (xn(0))e 2P v i >0,
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¢ além disso, definindo-se a norma Euclidiana ||xy(¢)|| = \/xx (1) xy(2), Amin(P), Amax(P) 0
menor e o maior autovalor de P, respectivamente, que sdo reais e positivos, pois P = P > 0,

entao

vl < € P\ Aanax(P)/ Amin(P) |en (0)]], (35)

para toda trajetoria xy(¢). Este fato garante que o sistema (21) sob a acdo da lei de controle

apresentada no Teorema 1, possui uma taxa de decaimento maior ou igual a 3.

De fato, xy(¢) = | £(6)" u(t)” }Te

e ()17 = xn(6) e (1) = £() " 5(0) + ue) u(e). (36)

Agora, de (35) tem-se

v ()17 < €' Anax (P) / Aaminp) Iew (0) 37

Logo, de (36), (37) e considerando u(0) = 0 (Note que a partir da Figura 2 pode-se imple-

mentar o sistema de controle com #(0) = 0) obtém-se:

& P! Aanax (P) / Danin(P) e (0) |2 — () "u(2)

>
—~
~
N—
~
=>
—
~
SN—
A

< e P Anax (P) / Aanin (P) [|xn (0)]?
= ¢ P Dnax (P) / 2amin(P) [ £(0) | (38)
Logo,
1(6)]| < € P/ Amax (P) / Amin(P) |£(0) ] - (39)

Supondo 4 (o) ndo singular, tem-se que A(ct)” A(ct) é simétrica definida positiva, para todo

o € & dado em (2). Entdo, de (4) em que £(¢) = A(o)x(¢), note que

Amin(A(c)TA(a)) [x(0)[> < x(0)" ()" A(0)x(e) = (1) £(2)
< Amax(A(0) "4 (00)) (1)1 (40)
De (40), tem-se

Remin(A(0)TA(0)) [I(0)[* < x(0)"4(ex)" 4(00)x(0)
Amax(A(0)TA( ) [[x(0)*. (41)

IN

Para Y(P) = (Amax(P)/ Amin(P)), Y(A4) = (Amax (4 ()" A(r)) / (Amin(A ()" 4(ex)), de (39),
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(40) e (41) obtém-se

2(0)" (1) < e 2PY(P) [ A(00)x(0) |
e 2PY(P) Amax (A (0) T A(00)) |[x(0) > (42)

Amin(A(0) T A(e)) |x(2)|*

IN

IN

Logo, de (42),
(@[l < e P /X (P) /X () [1x(0)] . (43)

Entao, ||x(7)| ¢ limitada para # > 0, com uma taxa de decaimento maior ou igual a 3.

E importante notar que xy(¢)7 = [£(£)7 u(¢)T]. Assim, se xy(¢) — 0 para t — oo, segue que

X(¢) — 0 para t — oo. Portanto, como X(z) = A(o)x(¢) e da Observagdo 1, A(o) é uma matriz
de posto completo para todo o € &2 dado em (2). Logo, se £(¢) — 0, entdo x(¢) — 0.

2.3 CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO PARA A DINAMICA AUXILIAR

Considere o esquema de controle proposto na Figura 3. A partir deste diagrama, a lei de
controle robusta chaveada dada por
un(t) = u(t)=un,(t) = —Koxn(t), o= argiréiﬂn* {xN(t)TPBN(—Kk)xN(t)},
com oel,, KgeRmtm) o xu(r)e Rt (44)
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Figura 3 - Esquema da lei de controle proposta (44) para o sistema linear incerto sujeito a satu-
racao do atuador (1).

g0 [e(0) = (@) + Bsat(u()—1)
—l
s| B :-d
Chaveament X < xn(t) [: (1)
“ [ i) | _f{z o
I

o (xn (1)) |«

Fonte: Elaboragao da propria autora.

De (17) e (44) tem-se o seguinte sistema:

x(t) = A(u)R(1) + A(L)BZ()u(t), 45)
u=un(t) = —Ksxn(t),
representado por,
Xn(t) =Y, AN (0)xn(2) + D, Byun(t), (46)
k=1 k=1
com
A B X(t 01, xn
ANk - g k 9 XN<t) - x< ) ) BN - o 9
Onanx Onu XNy u(t> Inu Xny
com Ay e By, definidos em (15), ou equivalentemente
Xn(1) = An () (#)xn(t) + Byun(1). (47)

Teorema 2. Considere o sistema linear sujeito a saturagdo no atuador descrito em (45)-(47)
com a lei de controle (44) e uma regido de opera¢do com xy(t) € 2", t > 0 dada em (22) sendo
6 € R, N =1[04,xn, Inxn,] € R F) ¢ p e R conhecidos. Suponha que existam uma
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matriz simétrica definida positiva X € RUH)*tm) apizes My € R 4m) o ym escalar
B > 0, tais que

AnX + XAy, T — ByM — M TBNT +2BX <0, (48)
2
G U ) (49)
XNpy™ X

para todo h € 1,,,, k € I,. Entdo, a lei de controle (44), com Kj = MkX_l, torna a origem do
espaco de estados do sistema (47) localmente assintoticamente estavel com taxa de decaimento
maior ou igual a B para todo xy(0) € &(P,1) dado em (23) sendo que § =1 e P =X"".

Demonstracio. Considere a candidata a fungéo de Lyapunov V (xy(t)) = xn(¢)" Pxy(t), sendo
P =Pl > 0. Defina X =P, My = KxX e considere as LMIs descritas em (48), para todo
hel,, kel, factiveis. Entdo de (48) e My = KiX tem-se que
0o > ANkX+XANkT — ByM; —MkTBNT + 2BX
= AyX+XAn" —ByKiX — XK ByT +2BX. (50)

Pré e pés-multiplicando (50) por P = PT > 0 segue que

0 > PAy, + Ay, P— PBNK; — Ki." By" P+-2BP. (51)

Supondo xy(t) # 0 e pré e pés-multiplicando (51) por xN(t)T e xy(t), respectivamente,
obtém-se

0 > xN(Z)T (PANk —l—ANkTP—PBNKk —KkTBNTP) xN(t) +2BxN(l‘)TPxN(l‘). (52)

-
Agora, multiplicando (52) por W, com > 0, Z W, =1 para k € I, e somando todos os
k=1
termos para k =1 até r, e considere (47), obtém-se

0 > iuk [2xN(z)TPAkaN(t)+2xN(t)TPBN(—Kk)xN(t)}+ S 11t [me(z)TPxN(t)]
k=1 k=1

= ZXN(t)TPAN([,L)xN(t) —|—2xN(t)TPBN(— i ‘LLkKk)xN(t) —|-2[3 i ,ukxN(t)TPxN(t).(53)
=1 =1

B
De 2 W =1, e >0, k € 1,, note que de (44),
k=1

xy (1) PBy(—Ko )y (1) = min {xN(t)TPBN(—Kk)xN(t)} < xn (1) PBy(~ 2 WK)xn(1).
r k=1
(54)

Tendo em vista que o minimo de um conjunto de numeros reais é menor ou igual do que
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qualquer combinagdo convexa desses numeros, entdo de (44), (53) e (54) tem-se que

7

0 > 2xn(t)  PAn()xn(t) +2xn(e) " PBy(— Y. Ky )xn (2) +2Bxn(t) Pxy(2)
k=1

TP AN (10)xn (1) + By (—Ko)xn (1)) +2Bxn (1) P (1)
TP AN (1)xn (£) + Byuw (£)] + 2Bxn (1) Pry (1)
= 2xn ()T Pin(2) +2Bxn(6) Pxy(¢)

= V((1) +2BV (xn (1))

Logo, como visto na prova do Teorema 1, se (49), que é equivalente a (25) é factivel, para
todo xy(t) € &(P,1) tem-se &(P,1) C Z". De (55), paraxy(t) =0, V(xn(t)) < —2BV (xn(1)) <
0, de (23) se xy(0) € &(P, 1) entdo, desde que (25) seja valida para todo h € 1,,,, xy(t) € &(P, 1)
para todo t > 0.

Portanto, para xy(t) = 0, V(xy(t)) < —=2BV (xn(2)), e o sistema de malha fechada (47)
e (44) é localmente assintoticamente estavel com taxa de decaimento igual ou maior do que

B (BOYD et al., 1994, p. 66-67).
O

As condigdes suficientes apresentadas nos Teoremas 1 e 2 garantem a estabilidade local
com restri¢do na taxa de decaimento para o sistema controlado (21) e (47), com leis de con-
trole (18) e (44), respectivamente. A existéncia de matrizes X ¢ M satisfazendo (24) e (25) e
matrizes X e M; satisfazendo (48) e (49) sao condigdo suficiente para o projeto dos controlado-
res propostos. A busca por essas matrizes pode ser feita computacionalmente. Neste trabalho
utiliza-se o software MatLab e o LMILab (GAHINET et al., 1994), interfaceados por
YALMIP (LOFBERG, 2004) na busca de tais matrizes.

Os Teoremas 1 e 2, garantem a estabilidade local, com taxa de decaimento maior ou igual
a B, para a origem do sistema linear incerto (47) em malha fechada, com a lei de controle (18)
e (44), respectivamente, para qualquer condi¢do inicial xy(0) € & (P, 1). Da mesma forma que
em Alves ef al. (2016) e Wolmuth et al. (2019), consideram-se condigdes iniciais politdpicas,
o vetor de estado da planta x(0) € 29, com 2¢ = co{xo,,...,xo, } ,xo, € R" para todo e € I,
x(0) = i NeXo,» Ne > 0 € i Ne = 1, que é a combinagdo convexa dos vetores conhecidos

e=1 e=1
X0y, -5 X0, A partir de 2, define-se os conjuntos de condigdes iniciais de interesse para o

vetor de estado x(7) e para xy (1) = [(4(00)x(1))T u(r)"]”, respectivamente como w2 e w2 €

mx1 Om><1

- Ao Alo
&(P,1), comw > 0, u(0) = 0,,x1, sendo 2 = co (e)qo, s [ (@)xo, ]},ocasco

Alo Alo d Alo . g
convexo de vetores [ ( )xol e, ( )xo" ] , com Z Ne ( o, ] cZ, z Ne=1,
e=1

mx1 Om><1 Om><1 e=1
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Ne > 0 para todo e € Iy, com o vetor incerto mas constante o € & dado em (2).

Lema 2. (WOLMUTH et al., 2019) A condi¢io wZ C &(P,1) é aplicada se

T
a2 [ Aixo,
Ot ]| 5, (55)
) "
Omxl

com W uma constante positiva, para todo e € I, e i € I,,. Assim W pode ser usado como uma
varidavel para obter uma estimativa menos conservadora do dominio de atrag¢do na busca do
maior elipséide & (P, 1) que contenha as condigdes iniciais de interesse (ALVES et al.,

2016; HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003).

£(0 Ao
Demonstracdo. Vamos definir uma condi¢do inicial xy(0) = *(0) = (@)xo(m) e
Omxl 0m><1

'l q
multiplicando (55) por a; e N, com 2 o =1, 2 Ne=1,0; >0en, >0 obtém-se

i=1 e=1

[ 7l q T
2 Y 0i4; Y Nexo,

w i=1 e=1
Omxl >0 56
L >0, (56)

0GA; ) MNeXo,
g{ 1 16_2‘1 e X
L 01 i
T
- [ A(0)xo(n) ]
A(ot)xo(m) X
Omxl
Aplicando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994) em (57) com P=X -1
T
A A
a2 | Ale)xo(m) | | A(e)x(n) >0 (58)
Omxl mx1
e multiplicando (58) por —*
T
A A
o | Alexo(m) || A(e)xo(n) <1 (59)
Omxl Omxl

Portanto de (59) e (23) tem-se que wxy(0) € &(P,1).
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Note que na LMI (55), w é um fator de escala do conjunto 2 (BOYD et al., 1994; HU;
LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003; ALVES et al., 2016), dado por
A :co{ ()%, e [A(a)xo‘f

0m><1
ser usado como uma variavel a ser maximizada (W~ > minimizagio) para obter uma estimativa

mx1

}, para todo o € & dado em (2). Portanto, w pode

menos conservadora do conjunto de condigdes iniciais &' (P, 1).

Para as dindmicas propostas com xy(z) = [ 207 u@)’ T, sat(u(t)), uy(t) = u(t) e ga-
nhos de realimentagdo K e Kj, a saturagdo de u(¢) garante uma restrido para a entrada u(z).
A utilizagdo das LMIs para reduzir a norma dos ganhos da realimentacao K e K, justifica-se
devido (18) e (44) serem baseadas em uy(¢) = u(z).

Teorema 3. (ASSUNCAO et al., 2007; BUZETTI, 2017) Dada uma constante |1y > 0,
entdo a norma dos ganhos de realimenta¢do Ky, k € I, pode ser majorada utilizando a
minimiza¢do de 1, N > 0, tal que KKy < n]//.LOQ. O valor otimo de N pode ser obtido

solucionando o seguinte problema de otimiza¢do:

minn
S.da.
I M,
[ T "] >0, (60)
M1
X > Uol, (61)

sendo que o conjunto de LMIs pode ser igual a (48), (49) ou (24), (25) (substituindo My por M
em (60)).

Demonstracao. Aplicando o complemento de Schur em (60), obtém-se

MMT < nl. (62)

Pré e pos-multiplicando (61) por VX,

VXXVX > VXuyVx
WX < XX. (63)

Pré e pés-multiplicando (61) por Ky, e Ki!, respectivamente
K XKiT > KoKy . (64)

De (61) - (64) eMk = KkX,

Ko XK, _ KXXKT MM, ™ _ nl
Mo Ho Ho Mo

KitoKi! < Kk XKy ! = (65)
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Portanto, KiK' < nl / Uo?.
O

O teorema a seguir apresenta uma analise tedrica das factibilidades das condi¢des do proce-
dimento proposto no Teorema 2, que usa a lei de controle chaveada (44), com o procedimento

apresentado no Teorema 1, que usa uma lei de controle com um unico ganho (18).

Teorema 4. Suponha a existéncia de X =X T'> 0, X =P ! eK constante, tais que

AnX + XAy —ByM —M" Bl +2BX <0, (66)
0 NpX
r >0, (67)
XNpy" X
T
D [ AiXOe
0 >0, (68)
[ A,‘X()e ] X
0
ni M
>0, 69
B )
X > Hol, (70)

sendo que as LMIs (66) e (67) sao provenientes do Teorema 1. Isto é, para uy(t) = —Kxy(t), a
origem do sistema (47) é localmente assintoticamente estavel com taxa de decaimento maior ou
igual a B para todo xy(0) € &(P,1) dado em (23) sendo que P=X "' e w=w"2. Entdo existem
Ky, k €1, tais que, para My = K;P, as LMIs (48), (49), descritas no Teorema 2, juntamente
com (68), (69) e (70) sdo satisfeitas.

Demonstracgdo. Considere P=P' >0, X=P ', M=KX e suponha que as LMIs descritas
em (66), para todo k € 1, factiveis. Entdo de (66) e M = KX tem-se que

0 > AnX+XAy," —ByM—M"By" +2BX (71)
= AnX+XAn," —ByKX — XK"By" +2BX.

Pré e pés multiplicando (71) por P = PT > 0 tem-se

0 > PAy, + Ay, P—PByK — K" By"P+2BP. (72)

Supondo xy(t) # 0 e pré e pés-multiplicando (72) por xy(t)" e xy(t), respectivamente,
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tem-se

0o > xN(l‘)T [PANk —|—ANkTP] xN(t) —xN(l‘)T [PBNK—FKTBNTP} xN(t) +2BXN(I)TPXN(t)
= 20n(t)T P (2) 4+ 2xn(6) T PBy (—K)xw () +2Bxn ()T Pxy(t). (73)

Multiplicando (73) por W, k € I, e somando todos os termos, para k =1 até k =r e
considere (47),
- T T c T
0 > 3w [ZxN(t) PAn v (t) + 2xv (1) PBN(—K)xN(t)] Y [me(z) Pxy(t)
k=1 k=1

r

= 2un(t)" PAN()xn (£) + 2xn(¢) T PBN(— Y K )xw () +2Bxn(t)" Py (2). (74)
k=1

Tomando K = Ky, em (74) para todo k € 1, obtém-se

0 > 2xN(t)TPAN(u)xN(t)—|—2xN(t)TPBN(—zr: 1K )xn () +2Bxn (1) P (¢)
k=1

= 2un(t)" PAN()xn (t) + 2xn(t) PBn (= Y, eKi)xn (¢) +2Bxn () Prn(t).  (75)
k=1

r r
De (75), An(u) = 2 AN, Z We =1 e >0, tem-se
k=1 k=1

0 > ZxN(t)TPAN(;,L)xN(t)+2xN(t)TPBN(—i K )xn (1) + 2Bxn (6) T Pxy(2)
k=1

= 200n()T PAwxn (1) 4+ 2xn(6) T PB (—Ki)xn (1) + 2B (1) Py ()
= xN(Z)T [PANk —l—ANkTP—PBNKk —KkTBNTP} xn(t) +xN(t)T (2BP)xn(t). (76)

De (76)
PAy, +Ay," P—PBNK; — K" ByTP+2BP < 0. (77)

Pré-multiplicando e pés-multiplicando (77) por X = P~ e substituindo My, = K;X obtém-
se
AN X +XAN," — ByMy+ M, By" +2BX < 0. (78)
Logo se (66) é factivel entdo (78) é factivel com K = Ky, para todo k € 1,.

Em (69), tomando K = K}, para todo k € 1, tem-se que M = My, logo (69) e (70), sdo
equivalentes a (60) e (61).

As LMIs (67) e (49) sdo iguais, e as LMIs (68) e (55) também.

Mostra-se que se um sistema linear da forma (1) pode ser controlado com um ganho cons-
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tante, entdo ele também pode ser controlado de forma chaveada.

2.4 EXEMPLOS

Nesta secdo, exemplos de simulagdo sdao apresentados para ilustrar a eficacia das aborda-
gens propostas. Nos Exemplos 1 e 2, sdo descritas comparagdes entre o controle robusto com
ganho constante e o chaveado. No Exemplo 2, faz-se uso de um sistema de amortecimento de
vibragdes (ABDELAZIZ, 2012) considerando falhas nos amortecedores.

2.4.1 Exemplo 1

Exemplo baseado em (MOREIRA, 2015; WOLMUTH et al., 2019). Considere o sistema

linear incerto (1) com vértices politdpicos:

a —100 10
Ala) = . , B= 79
@=0 ] ™
com —1 <d<aeb<b<110. Os vértices do politopo de A(a) sdo dados por:
-1 —100 a —100 -1 —100 a —100
Al = = ) A3 = ’ A4 -
10 110 10 110 10 b 10 b
(80)

com a e b variando nos intervalos 40 < a <90 e —9 < b < 60. Para que o sistema (1) esteja na

forma adequada para a utiliza¢do dos Teoremas 1 e 2, tem-se

Ay AwBZ>

O1x2 0151

Ay AwBZ,
Ay, =
012 011

k

para k=5,...,8,

para k=1,...,4, Ay, = [

A A

d NAYA T T P A
com By =0 0 1], a0 =| 20" )| |2 =1,2= 5 As =41 = A1, ds =
Ay = Ay, A7 = A3 = A3 e A3 = A4 = A4, com taxa de decaimento B =244 para as LMIs (55)
presentes na Lema 2, com ¢ = 2, xo, = [0,1 0,0] e xo, = [—0,1 ] =12,p=1le
Ho = 1.

Para obter a regido de factibilidade da Figura 4, escolhe-se de forma adequada w = 20,0016
comw=w /2= 0,2236 e n = 6,7968 X 10%, com espacamento uniforme de 1 para a e de 2

para b para ilustrar a comparacgao proposta no Teorema 4.

Observe que a regido obtida nas Figuras 4 e 5, para os Teorema 2 com o Teorema 3 ¢ Lema

2 representada por (x,[]) e (-) é maior do que a obtida pelo Teorema 1, Teorema 3 (tomando
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1: com Teorema 1, Teo-

0,2236, N = 6,7968 x 10° e 1

rema 3 (tomando K; = K) e Lema 2 representado por () e Teoremas 2, 3 e Lema 2 represen-

Figura 4 - Regido de factibilidade para w

(+,0).

tado por

o
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104

Fonte: Elaboragao da propria autora.

W2, 0 que resulta na maximizagio

1: com Teorema 1, Teorema 3 (tomando

- Regido de factibilidade obtida minimizando w com w

Figura 5

Ky = K) e Lema 2 representado por (- -) e Teoremas 2, 3 e Lema 2 representado por (-).

de W, mantendo 1 = 6,7968 x 10° fixo e Lo

< 0.5+
Fonte: Elaboragdo da propria autora.
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K = K) e Lema 2 representada por () e (- -), respectivamente. Além disso, na Figura 5 pode-
se observar que os valores de W obtidos para o controle chaveado sao maiores que os obtidos
para o uso de um Unico ganho de realimentagdo. Isto se reflete na garantia de estabilidade local

para uma regido elipsoidal maior para o ganho chaveado do que para inico ganho.

Para o Teorema 1, Teorema 3 (tomando K, = K) e Lema 2, minimiza-se w com w = v?/_z, 0

que resulta na maximizagdo de w, obtém-se w = 0,2236, para 1 = 6,7968 x 10° e 1y = 1,

K = 10°| —0,7515 0,4143 2,3752], IK| = 2,5255 x 10°

05611 —0,0287 —0,2027
P = | —0,0287 0,1439 0,1368 |, |P|=1,0000. (81)
—0,2027 10,1368  0,8800
Para a solucdo, minimiza-se w com w = W2
obtém-se w = 0,2950 ¢

com as LMIs do Lema 2 e Teoremas 2 ¢ 3,

Ki = 10°] —04511 03381 1,6030 |, [IKi] = 1,6992x 10°,
K = 10°| 03653 03367 15508 |, |Kall = 1,6284 x 10°,
K3 = 10°] —0,4867 03023 1,5444 |, |Ks| =1,6472 x 10°,
Ki = 10°] 03919 03115 1,5083 |, [Kall = 1,5892 x 10°,
Ks = 103] —04250 03369 15708 |, [Ks|=1,6618x 10,
Ke = 103] —03635 03364 15257 |, |Ks| =1,6041x 10,
K; = 10°] —04553 03034 15308 |, K5l =1,6256x 10°,
Ks = 10°| —03810 03088 14958 |, [Ks|=1,5742x 10,

0,3351  —0,0579 —0,1637
P = | —0,0579 0,1182 0,1565 |, |P| =1,0000. (82)
—0,1637 0,1565  0,9264

T
Para as simulagdes, considere a condigdo inicial x(0) = Ay ! [ 1,08 1,76 } e o ponto da
regido de factibilidade (a,b) = (60,50) da Figura 4.

Nas Figuras de 6 a 8, as curvas (- -) representam as simulagdes utilizando o Teorema 1, Te-
orema 3 (tomando K = K) com o Lema 2, e as curvas (-) representam as simulagdes utilizando

0 Teorema 2 ¢ 3 com o Lema 2.

Na Figura 6, a regiao elipsoidal para o caso do controle chaveado representado pela curva

(-) ¢ maior que a regido obtida com o ganho constante, representado pela curva (- -).



47

A

Figura 6 - Regido elipsoidal &(P,1) e trajetoria para xy(r) = [£(t)" u(t)"]" com xy; (£) = u(t) = 0,

Fonte:

Figura

xl(t)

Fonte:

(a,b)=(60,50) da Figura 4; com Teoremas 2, 3 ¢ Lema 2 representados por (-); Teorema 1,
Teorema 3 (tomando K; = K) e Lema 2 representado pela curva (- -); a curva 7T ¢ a trajetoria
para a condigdo inicial x(0) = 4, '[1,08 1,76]".

Elaboragdo da propria autora.

A

7 - Variaveis de estado e variaveis de estado auxiliares (xy (r) = [£(r)" u(¢)"]") da simulagdo do
sistema (1), com (80); com Teoremas 2, 3 e Lema 2, lei de controle (44) e (82), representados
por (-); Teorema 1, Teorema 3 (tomando K; = K) e Lema 2, lei de controle(18) e (81),
representado pela curva (- -).

0.05 ‘ ‘
ol
-0.05 : : : : : : : :
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Tempo (s) Tempo (s)
2 ‘ : 4 : :
= "\ = 2/
E 0 \‘ — E 0 N
-1 : : : : 2 : : : :
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 01
Tempo (s) Tempo (s)

Elaboragdo da propria autora.
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Figura § - indice de chaveamento o € I, fungdo de Lyapunov V (xy(t)) = xn(t)" Pxy(t) (xn(t) =
[#(6)" u(t)"]7), entrada de controle u(t) = x, (¢) e sinal uy(¢), para o sistema (1) e (80);
para Teoremas 2, 3 e Lema 2, lei de controle (44) e (82), representados por (-); Teorema 1,
Teorema 3 (tomando K = K) e Lema 2, lei de controle uy (t) = —Kxy(z) e (81), representado
pela curva (- -).

8 = = e
6_. —_— % ‘\\
°4) BN
———— N \\
1t : : : : . 0 >
0 0.02 004 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 01

Tempo (s)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaboragdo da propria autora.

Na Figura 8, para o sistema (1) e (80), considerando a condigao inicial x(0) = A7 (1,08 1,76] T
ou seja, xy(0) = [1,08 1,76 0]7, a fungdo de Lyapunov ¥ (xy(0)) = xx(0)? Pxy(0) = 0,5367
com matrix P dada em (82). Para o sistema com controle robusto com ganho constante obtém-se
V (xn(0)) = xx(0)7 Pxy(0) = 0,9910 com P dada em (81).

2.4.2 Exemplo 2

Este exemplo ¢ baseado no sistema de absor¢do de vibracdo mostrado na Figura 9 apre-
sentado em Abdelaziz (2012). A equagdo dindmica do sistema pode ser descrita pela forma de
espago de estados, com vetor estado x(7) = [x; () x2(r) %1 (¢) %2(¢)]”. Considere a saturagdo do

atuador e a possibilidade de falhas nos amortecedores, como a seguir

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 uy (t
(1) = x(t) + O
—kici —kyca —fibicr —fabaca c1 us(t)
—kica —kyer —fibica —fabrcy c
12 1 L? o
sendoqueci = —+—,c0 = — — 7 m e [ representam a massa € a inércia da massa, k; € k

m
sdo as constantes da mola, b; e b, sdo as constantes do amortecedor, x; € x» sdo o deslocamento

de massa de ambos os lados, ¢ ¢ o angulo de inclinagdo da massa com a horizontal, 2L ¢
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a distancia entre dois pontos de suporte e u; € up sdo as entradas de controle. Parametros
do sistema: m = 10kg, I = lkg.m?, L = 1m, k; = 500N /m, ky = 600N /m, by = 10N.s/m ¢
by = 15N.s/m. Se f; =0 e f» = 0 significa que os amortecedores possuem uma falha total, se
f1 =1c¢e f, =1 significa que ndo ocorre falha nos amortecedoresese 0 < f1 <1le0 < f, <1
significa que existe uma falha parcial nos amortecedores. Entdo, uma falha no amortecimento

pode ser representada como uma incerteza paramétrica.

Figura 9 - Sistema de absor¢do de vibragdes.

Fonte: Adaptado de (ABDELAZIZ, 2012).

Para a solucdo, no Teorema 3 considere yy =1, n = 6,1 x 108, no Lema 2 minimize w o
que resulta na maximizagio de w =12 e considere x9, =[—0,01 0,01 —0,02 O,OZ]T e xp, =
—Xo,. Para os Teoremas 1 e 2 adote a taxa de decaimento f3 = 4,9152, ¢ = [100,2 IOO,Z]T,
p =[100 100]", N = [ 02x4 Dhxo2 } exy(t) = [ 207 u)" T. Suponha uma falha de

30% no amortecedor 1 e de 5% no amortecedor 2.

Para que o sistema (1) esteja na forma adequada para a utilizagdo dos Teoremas 1 e 2,

tem-se
[0 0 1,0000 0
0 0 0 1,0000 I
41 = , As=A9=A13 =41 = A4,
~550,0000 540,0000 —7,7000 13,5000
450,0000 —660,0000 6,3000 —16,5000
| 0 0 1,0000 0
0 0 0 1,0000 O
Ay = , Ae=A10=A14 = A = A4,
~550,0000 540,0000 —11,0000 12,8250
450,0000 —660,0000 9,0000 —15,6750
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0 0 1,0000 0

0 0 0 1,0000
~550,0000 540,0000 —7,7000 12,8250
450,0000 —660,0000 6,3000 —15,6750

0 0 1,0000 0

0 0 0 1,0000
—550,0000 540,0000 —11,0000 13,5000
450,0000 —660,0000 9,0000 —16,5000

R A N
- 0 1 ) 1| = 42 = £3 — £4 — 4],
_ |90 0 L, .
- 0 170000 ) S =46 = L7 — L8 = L2,
B I e
- 0 079980 ) 9 = £10 — £11 — £12 — 43,
- . T
_[o99s0 0 ], . . .  ; [000010
= 0 0.9980 n=lu=Lls=26=2 Bv=1 0 0|

(84)

Para os Teoremas 1 e 3 (tomando K; = K) com o Lema 2, obtém-se w = 4,7672,

—0,1253 11,6033 0,7110 0,7292 —0,1947 0,1909
K = 10° . |IK|| = 2,6256 x 10°,
—0,8452 1,0975 0,8775 0,9010 —0,2500 0,2232
[ 0,7508 02679 —0,1893 —0,1935 0,0556 —0,0354 |
02679  0,7095  0,1835  0,1893 —0,0522 0,0577
—0,1893 0,1835  0,1603  0,1643 —0,0454 0,0390
P = . Pl =1 (85)
—0,1935 0,1893  0,1643  0,1684 —0,0467 0,0401
0,0556 —0,0522 —0,0454 —0,0467 0,0133 —0,0113

| —0,0354  0,0577 0,390 0,040 —0,0113 0,0103

Para os Teoremas 2 ¢ 3 com o Lema 2 obtém-se w = 19,0690, e

[ —0,2492 1,8866 1,0958 1,0774 —02342 02197 |

K = 10° .|k =3,8377 x 10°,
| —14162 1,5879 1,5350 15111 —0,3437 0,2942 |
[ 0,1306 11,5002 0,7023 0,6902 —0,1466 0,1468 |

K, = 10° . IKa|| = 4,6256 x 10°,
| —2,0624 22399 22015 2,1669 —04921 04177 |
—0,2202 1,8572 1,0658 1,0479 —0,2275 0,2142 |

K3 = 10° . |IK3) = 14,0397 x 10°,
| —1,5629 11,7357 1,6857 16594 —03773 03222 |
[ 0,1128 11,5190 0,7210 0,7086 —0,1507 0,1503 |

Ky = 10° L |IKs|| = 4,3462 x 10°,
| —1,9092 2,0858 2,0442 20121 —04570 0,3885 |
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Kis

Kis

10°
10°
10°
10°
10°
103
103
10°
10°

10°

103

—0,2421
—0,2385

| —0,0351

—0,2538
~1,4172

1,8896
1,5885

0,1256
—2,0629

1,5035
2,2401
—0,2263
~1,5663

1,8626
1,7386

0,1079
~1,9097

1,5221
2,0859
—0,2493
,— 14157
0,1307
~2,0613

1,5000
2,2372
~0,2199
~1,5618

1,8566
1,7330

0,1128
~1,9083

1,5188
2,0833

—0,2539
~1,4167

1,8895
1,5863

0,1256
~2,0618

1,5033
2,2374
~0,2262
~1,5654

1,8623
1,7361

0,1078
| —1,9088

1,5220
2,0834

0,7517
0,2540

0,2540
0,7398
0,2465
0,2424

—0,0528
0,0569

0,0571

1,8865
1,5857

1,0995
1,5358

0,7064
2,2018

1,0716
1,6888

0,7250
2,0444

0,7022
2,1996

1,0654
1,6838

0,7209
2,0425

1,0995
1,5345

0,7063
2,2000

1,0713
1,6872

0,7250
2,0428

—0,2421
0,2465
0,2506
0,2466

—0,0558
0,0465

1,0957
1,5337

1,0810
1,5118

0,6942
2,1672

1,0536
1,6625

0,7126
2,0124

1,0774
1,5098

0,6901
2,1651

1,0475
1,6575

0,7086
2,0104

1,0810
1,5106

0,6942
2,1654

1,0534
1,6608

0,7125
2,0107

—0,2385
0,2424
0,2466
0,2426

—0,0550
0,0458

~0,2350
—0,3438
—0,1475
—0,4921
~0,2288
~0,3780
~0,1516
—0,4570

—0,2342
—0,3434

—0,1465
—0,4917

—0,2274
—0,3769

—0,1507
—0,4566

—0,2350
—0,3435

—0,1475
—0,4917

—0,2287
~0,3776

~0,1516
—0,4567

0,0571

~0,0528
—0,0558
—0,0550
0,0127
~0,0104

0,2204
0,2943 |’

0,1475
0,4178

Y

0,2153
0,3228

Y

0,1510
0,3885 |’

0,2197
0,2939

0,1467
0,4173 |’
0,2141
0,3219 |’

0,1502
0,3881 |’

0,2204
0,2941 |’
0,1475
0,4174 |’
0,2152
0,3225 |’

0,1510
03882 |’

—0,0351
0,0569
0,0465
0,0458

—0,0104
0,0092
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||Ks|| = 3,8433 x 103,
|Ks || = 4,6289 x 10°,
|K7|| = 4,0511 x 10%,
|Kg]| = 4,3496 x 10%,
. |IKo|| = 3.8354 x 10°,
K10 = 4,6219 x 10°,
K11 || = 4,0358 x 102,
|K12|| = 4,3428 x 10°,
|K13]| = 3.8410 x 10°,
K14 = 4,6252 % 10°,
|Kis = 4,0480 x 103,

|K16|| = 4,3462 x 102,

» IPII=1. (86)

Nas Figuras de 10 a 13 apresentam-se resultados de simulacao para os sistemas (21) e (47)
com leis de controle (18) ¢ (44) e condigdo inicial x(0) = [—0,0450 0,0450 —0,0900 0,0900] T

as curvas tracejadas (- -) representam as simulagdes utilizando os Teoremas 1 e 3 (tomando

K, = K) com o Lema 2, as curvas continuas (-) representam as simulagdes utilizando os Teore-

mas 2 ¢ 3 com o Lema 2.
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A

Figura 10 - Variaveis de estado auxiliares (xy(¢) = [£(r)" u(¢)"]") da simulagdo do sistema (1), com
(84); com Teoremas 2, 3 e Lema 2, lei de controle (44) e (86), representados por (-); Teo-
rema 1, Teorema 3 (tomando K; = K) e Lema 2, lei de controle (18) e (85), representado
pela curva (- -).

(o} 0.2

0.6

0.4
Tempo (s)

Fonte: Elaboragao da propria autora.

Para obter as regides de factibilidade para os Teoremas 1 e 2, mostradas nas Figuras 14 e
15, considere xo, = [—0,01 0,01 —0,02 O,O2]T, X0, = —Xp,, uma taxa de decaimento 8 = 4,9,
0 =[1002 1002)7,p=1[100 100]", N = [ Orea Do ] = 1.

Para a Figura 14, fixamos w = 0,004 o que resulta w = 15,8114 e minimizamos 1], para
as falhas nos amortecedores variando de 0% a 100% com espagamento uniforme de 5% para

ambas as falhas.

Na Figura 14, 1 minimo do controlador chaveado foi menor que 17 do controlador com
ganho constante, para falhas nos amortecedores variando de 0% a 100%, e observa-se que a

regido de factibilidade do controlador chaveado ¢ maior e portanto menos conservador.

Para a Figura 15, fixamos 1] = 9 x 10% e minimizamos w, para as falhas nos amortecedores

variando de 0% a 100% com espacamento uniforme de 5% para ambas as falhas.

Na Figura 15, w maximo do controlador chaveado ¢ maior que w do controlador com ganho
constante, para falhas nos amortecedores variando de 0% a 100%, e observa-se que a regido de

factibilidade do controlador chaveado ¢ maior e portanto menos conservador.
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Figura 11 - Variaveis de estado da simulagéo do sistema (1), com (84); com Teoremas 2, 3 ¢ Lema 2,
lei de controle (44) e (86), representados por (-); Teorema 1, Teorema 3 (tomando K; = K)
e Lema 2, lei de controle (18) e (85), representado pela curva (- -).

") 02 04 06 0.8
Tempo (s)
1
0.5 o ’
- S 4 ="
N~— N—
I =
= o 4 = _0.5
\ /4
-0.5 -1
o) 02 04 06 08 0 02 04 06 08
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaboragdo da propria autora.

Figura 12 - Entrada de controle u; (¢) = x;(¢), uz(t) = xp,(¢) e sinal uy(¢), para o sistema (1) e (80);
para Teoremas 2, 3 e Lema 2, lei de controle (44) e (86), representados por (-); Teorema 1,
Teorema 3 (tomando K; = K) e Lema 2, lei de controle (18) e (85), representado pela curva

20 40
I
10 ! '
—~ 1 " . - 20 "‘
~— - ~— (]
: N g S
ol ” © Iﬂ?"'
_ | P
I v
-20 -20
o 0.2 0.4 0.6 0.8 o 0.2 0.4 0.6 0.8
Tempo (s) Tempo (s)
2000 2000
1000 1000 ]
= \ = \
= e = 0 PRty
S vy ) = . \
3 ) 1
-1000 | % -1000 | v
-2000 -2000
0.2 0.6 0.8 o 0.2 0.6 0.8

0.4
Tempo (s)

Fonte: Elaboragao da propria autora.
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Figura 13 - indice de chaveamento o € I,, fungdo de Lyapunov ¥ (xy(t)) = xn(t)" Pxn(t) (xn(t) =

A

[x(t)T u(t) T]T ), para o sistema (1) e (80); para Teoremas 2, 3 e Lema 2, lei de controle (44)

¢ (86), representados por (-); Teorema 1, Teorema 3 (tomando K; = K) e Lema 2, lei de
controle (18) e (85), representado pela curva (- -).

20 T T T T T T T
15 .
© 10 4
5 = —
0 L 1 1 1 1 1 1 1
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Tempo (s)
1 [ T T T T T T T
\
— \
~
= o5t i
= ° \
~— \
~ .
-~
~
%) [ — =~ = = L L L L L
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Tempo (s)
Fonte: Elaboragao da propria autora.
Figura 14 - Regido de factibilidade obtida minimizando 1 com w = 0,004 fixo, tyo = 1: com Teore-

mas | e 3 (tomando K; = K) e Lema 2 representado por (- -); Teoremas 2 ¢ 3 ¢ Lema 2
representado por (-).

Fonte: Elaboragdo da propria autora.

65%
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Figura 15 - Regido de factibilidade obtida minimizando w com 1 = 9 x 10® fixo, 1y = 1: com Teore-
mas 1 e 3 (tomando K; = K) e Lema 2 representado por (--); Teoremas 2 ¢ 3 e Lema 2
representado por (-).

400
300

< 200 -

100

_—
=l

0% 0%

60% , 80%
80%  100% 7

P

Fonte: Elaboracao da propria autora.

2.5 CONCLUSOES PARCIAIS

A realimentacdo derivativa ¢ adequada para implementagdes praticas nos casos em que a
derivada do vetor de estado do sistema ¢ mais facil de se medir do que o vetor de estado do
sistema. Em implementagdes reais, geralmente o sinal de controle esta sujeito a saturagao do
atuador. Este capitulo investigou o projeto de sistemas de controle chaveados para sistemas
lineares invariantes no tempo com incertezas politopicas e sujeitos a saturagao do atuador. Foi
proposto um projeto de controle chaveado baseado em uma dinamica auxiliar, para plantas
dadas em (1) e (2), sendo que A(c) deve ser uma matriz de posto completo e com B uma
matriz constante, o que permitiu usar uma descri¢io convexa para a saturagio do atuador. E
importante notar que esta descricdo para a saturagao ¢ valida em uma regido de operacao da
dinamica auxiliar e ¢ garantida para todas as condi¢des iniciais em um conjunto elipsoidal em
que o estado permanece nesta regido de operagdo para todo # > 0. No exemplo, mostrou-se a
vantagem de se trabalhar com a lei de controle chaveada comparada com a lei de controle com

ganho constante de realimentagdo.
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3 CONTROLE .Z, CHAVEADO DE SISTEMAS LINEARES SUJEITO A
SATURACAO NO ATUADOR USANDO REALIMENTACAO DERIVATIVA
COM DINAMICA AUXILIAR SEM INTEGRADOR

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos fundamentais necessarios para a elaboragdo
deste e do proximo capitulo. Considera-se que o vetor de estado ndo estd disponivel para re-
alimentagdo, propdem-se procedimentos de projeto de controle robusto com ganho constante
e chaveado utilizando a realimentagdo de um novo vetor de estado dependente dos parametros
disponiveis do sistema, dentre eles a derivada do vetor de estado, e assegura-se também o crité-
rio de desempenho 7. Inicialmente apresenta-se um procedimento sem as especifica¢des da
regido de operagdo e da saturagdo, garantindo que a origem seja um ponto de equilibrio assin-
toticamente estavel. Posteriormente, acrescentado uma regido de operacdo e um conjunto elip-
soidal invariante para o novo sistema linear, através de LMIs garante-se que a origem seja um
ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel (w(¢) = 0), e para o caso com disturbio
nao nulo (w(z) = 0) garanta-se um indice de desempenho %, e assegura-se que as trajetorias

do vetor de estado auxiliar permanecem dentro da regido de operagdo.

3.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

A revisao ¢ baseada em Aliyu e Boukas (2011), Wannebo (1994), Carvalho (2014), Bre-
zis (2010), Sarikaya (2019), Wang e Wu (2015).

Definicao 1. Seja p um niimero real tal que 1 < p < oo e Q C R um aberto. Representa-se
por LP(Q) a classe de todas as fungdes reais mensuraveis f, definidas em Q tais que |f]P é

integravel.

Em L pode-se definir uma norma, associando a cada f € L como o numero real || f(¢)|| , =

1/p
(/ f(t)Tf(t)dt> se 1 < p < eo. Para p = oo a norma ¢ definida como || f(¢)||; = sup|f(¢).
Q 1eQ

Em muitos problemas, ndo ¢ suficiente trabalhar com a noc¢ao de solugdes classicas de
equacdes diferenciais. Sendo necessario estender o conceito de solugdo. Para isto introduz-se a

seguir a ideia de derivadas fracas e o espago de Sobolev.

Defini¢do 2. Seja Q C R um intervalo (possivelmente ilimitado) e seja p € R com 1 < p < +oo,
Se f(t) € WI2(Q), diz-se que [ tem derivada fraca em L*(Q) se existir v(t) € L*(Q) tal que

/Q F(6)i(t)di = — /Q WO h(1)dt ¥ h € C3(Q) (87)
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Considere Q = (0,2) e f: Q — R dada por

t, se 0<t<1

f6)= { (88)

1, caso contrario.

Observe que para [ € L}OC(O,Z) ( espaco das funcdes localmente integraveis no intervalo
(0,2)) ndo existe a derivada no sentido classico, visto que ndo existe a derivada classica no

ponto t = 1. Vamos mostrar que f possui derivada fraca v: (0,2) — R dada por

I 0<i<1
{ 5 = (89)

0, caso contrario.

De fato, v € L},.(0,2). Seja h € C7(0,2) (espago das fungdes infinitamente diferenciaveis

com suporte compacto no intervalo (0,2)) e observe que

. 1 . 2-
/Q fhdt = /0 thdt + /1 hd (90)
1
_ th(t)|(1)—/0 h(0)dt + (h(2) — h(1)) ©1)
_ h(l)—/olh(t)dt—h(l) 92)
1
S /O h(t)di = — /Q V() h(1)dt, 93)

de modo que v = f no sentido fraco.

Definicdo 3. Seja Q C R um aberto. O espago de Sobolev WP (Q) consiste nas fungdes
f € LP(Q) tais que a derivada fraca f € LP(Q) exista.

Em WP (Q) pode-se definir uma norma, associando a cada f € LP(Q) como o niimero

. 1/p .
real || f(t)||1r = <||f(t)||p+ Hf(t)Hp) para 1 < p < . Se p = o a norma ¢ definida por
1/ () |1 = max { | £ ()]l =, || f(£)]| = }- Seja Q@ C Ft um aberto, L*(Q) o conjunto de todas

1/2

as trajetorias f(¢) tais que || f(¢2)|, = (/Qf(t)Tf(t)dt) / < oo, L (Q) 0 espago das fungdes
localmente integraveis em Q, C¥(Q) o espago das fungdes k vezes continuamente diferenciaveis
em Q, C5(Q) o conjunto das fungdes C¥(Q) que se anulam na fronteira dQ, k > 0, C3'(Q) o
espaco das funcdes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto em €2 e seja o0 espaco
de Sobolev W1%(Q) que consiste em fungdes f € L?(Q) tais que a derivada fraca f € L?(Q)
com norma || /()12 = (| /)], + Hf(t)”z)l/2 para toda f € W2 (Q) e Wol’z(Q) ¢ 0 espago
de Sobolev com fronteira nula.

Defini¢do 4. Seja [ : Q — R continua. O suporte de f, denotado por supp(f), é o fecho, em
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Q, do conjunto dos pontos t pertencentes a €2, em que [ ndo se anula. Simbolicamente tem-se:

supp(f) = {t eQ: f(t)= O} em Q.
Da definigdo 4, vemos que o supp(f) é¢ o menor fechado fora do qual f se anula. O fecho
de Q= (a,b) ¢ Q= [a,b].

A desigualdade classica de Wirtinger (SARIKAYA, 2019) ¢ dada por

b b
[ o< [ Gy, (o4

para qualquer f € C![a, b] satisfazendo f(a) = f(b) = 0.

Teorema 5. (SARIKAYA, 2019) Seja f € C'la,b] com f(a)= f(b)=0,p>1,ef¢c

LP|a,b). Entdo, tem-se a seguinte inequa¢ao

(b—ay!

b b
[ e < B iy ©95)

Teorema 6. (WANG; WU, 2015) Seja f € W'2[a,b], f: [a,b] = R com f(a) = f(b) = 0.

Entao,

b N2 b
[ ey < © [ fpar 96)

O teorema a seguir € um caso particular do teorema apresentado em Wannebo (1994), con-

siderando p =2, m =1 em W™?,

Teorema 7. Seja f € Wol’2 (Q) e C > 0 uma constante. Entdo

(Jirora)” <e( [ywra)” o7

sendo que

e p<g<np/(n—mp)emquep>1emp<n;
e p<g<ocemquep>lemp=n,
e p<g<occemquemp>nep>1.

Teorema 8. (Desigualdade de Poincaré) (BREZIS, 2010, p. 218). Seja Q um intervalo

limi- tado. Entdo existe uma constante { > 0 tal que

1 @)l < | SO, (98)

para toda f € Wol’p(Q).
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O Teorema 8 com m = 1 e p = 2, nos diz que a norma dada por || f1| = HszemWo (Q) ¢

equivalente & norma ||.||;;12, pois temos que Hf”2 < |IA N1z

Teorema 9. (BREZIS, 2010, p. 204) Seja f € W "P(Q) com 1 < p < oo, com Q limitado ou
ndo, entdo existe f € C(Q) tal que

f = fem quase todo ponto de Q e (99)
70 —70) = /y fe)dt, Vx,yeQ. (100)

O Teorema 9 afirma que cada fungdo /"€ w17 (Q) admite Gnico representante continuo em
Q isto €, existe uma fung¢ao continua em Q que pertence a classe de equivaléncia de f. Observe

que f ter um representante continuo ndo € o mesmo que f ser continua em quase todo ponto.

Como || f(¢)]|;~ = sup|f(¢)|, temos 0 Teorema a seguir
teQ

Teorema 10. (BREZIS, 2010, p. 212-213) Existe uma constante { dependendo de |Q| < e tal
gue | fll - < E | flhyir, para todo f € WP e 1< p<on

Observacio 2. (BREZIS, 2010, p. 214) Seja Q um intervalo ilimitado. Seja [ € W'P(Q),
entdo f € LF(Q) para todo q € [p,|. Visto que

L < e 1. (101)
Q
Mas geralmente f ndo pertence a L,(Q) para q € [1,p).

Corolario 1. (BREZIS, 2010, p. 214) Suponha que Q é um intervalo ilimitado e f € W1P(Q)
com 1 < p < oo, Entdo
lim f(t)=0. (102)

teQ‘th

Teorema 11. (BREZIS, 2010, p. 288). Suponha Q de classe cl. Seja
FeWP(Q)CC(Q) com1 < p < oo (103)

Entdo as seguintes propriedades sdo equivalentes:

e f=0emdQ.
o fEW,P(Q)

Teorema 12. (Desigualdade de Poincaré) (BREZIS, 2010, p. 290). Suponha que 1 < p < oo e
Q um intervalo aberto e limitado. Entdo existe uma constante § > 0 (dependendo de Q e p) tal
que

LFOl, < SIFO), ¥ £ emy? Q). (104)
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Como em Aliyu and Boukas (2011), utiliza-se L? [0,0) 0 conjunto de todas as trajetorias
1/2

Sf(¢) tais que || f(?)], = (/ f(t)Tf(t)dt) < oo ¢ generalizando a derivada primeira em
0

L?[0,0), tem-se 0 espago de Sobolev #'2[0,50) com norma || £(¢) |12 = (||.£(¢) |, + Hf(t)Hz)l/z.

3.2 SISTEMAS LINEARES INCERTOS SUJEITO A UM DISTURBIO EXTERNO

Considere o sistema linear com incertezas invariantes no tempo sujeito a um disturbio ex-

terno, dado por:

y(t) = Cla)x(t)+Du(t)+ G(o)w(t), (105)

sendo, A(00) = 3, o1, € R, C(a) = 3, o4Cr € KV, H(r) = Yy € R, G(a) =

i=1 i=1 i=1
rl

z 0;G; € R sdo representados pela combinagdo convexa de matrizes conhecidas descritas
i=1
por (BOYD et al., 1994), com o € &7 definido em (2), matrizes conhecidas B € R™ "«

e D e R M w(t) € R™ ¢é a entrada exdgena, y(1) € R"™ é o vetor de saida, x(¢) € R™ é o

vetor de estado e u(t) € R"™ o vetor de entrada.
Dado o sistema linear incerto (105), para todo & € &2, entdo,
x(t)—Bu(t) = A(a)x(t)+H(o)w(t),

y(t)—Du(t) = C(a)x(t)+ G(o)w(t). (106)

Observe que, como a derivada do vetor de estado e o vetor de controle

estdo disponiveis, tem-se que A(o)x(t) + H(o)w(t) também estda disponivel para a

realimentacdo. Agora, a partir de (106) € possivel definir um novo vetor de estado do
sistema (105) como feito por Wolmuth ez al. (2019) tomando:

P6) = Clo)x(t) +Gla)wl(t). (107)

De (106) e (107), tem-se que X(¢) esta disponivel para realimentagéo. Além disso, derivando
(107) obtém-se

) = A(a)i(t) +H(o)w()

P(t) = Clo)x(t) + G(o)w(r). (108)
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Note que, w(t) € R™ representa a derivada fraca da entrada exdgena tal que w(z), w(t) €
q P g q

w'210,¢/] para todo ¢y > 0. Se w € C'[0,/], entdo a derivada classica de w coincide com a

derivada fraca de w.

Considerando (105), (107), (108) e w(¢) = (¢), note que

(1) = A(a)%(t)+B(o)u(t) +H(o)w(t),
$(t) = Clo)i(t)+C(a)u(t)+ Ga)(t), (109)

com B(ot) = A(ax)B, C(a) = C(at)B, para todo o € & dado em (2).
3.3 CONTROLE ROBUSTO 4%, - MATRIZ DE ENTRADA CONHECIDA

Considere o sistema linear incerto (105) e o esquema proposto na Figura 16. Utilizando a
dinamica auxiliar (109). Note que a lei de controle ¢ dada para u(¢) € R, sendo
u(t) = —Lx(1), (110)
com X(¢) = A(a)x(t) + H(o)w(t) = x(¢) — Bu(t).

Figura 16 - Esquema da lei de controle proposta (110) para o sistema linear incerto (105).

%(t) = A(o)x(t) + Bu(t) + H(o)w(t) x(t)
wit) Y| ) = Clam(t) + Dul) + Glaym(r) ‘
+
> B >_
u(t) 1. (2)

Fonte: Elaboracao da prépria autora.

De (109) e (110) tem-se o seguinte sistema:

B(6) = Cla)R(r) — C(a)Li(r) + G(a)i(r). (111)

Para o caso particular em que a perturbagdo externa ¢ nula (w(¢) = 0), obtém-se

%(t) = [A(a) — B(a)L]%(t), com %(t) = A(cx)x(2). (112)
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Teorema 13. Para o caso particular em que a perturbagdo externa é nula (w(t) = 0). Considere
o sistema linear descrito em (112) com lei de controle dada em (110). Suponha que existam
uma matriz simétrica definida positiva X € R"™*"™, uma matriz M € R"™*"™ e um escalar f§ > 0,
tais que

A X +XAT —BiM —MTBT +2Bx <0, (113)
para todo i € 1,,. Entdo, a lei de controle (110), u(t) = —L%(t), com L = MX ', torna a origem

do espaco de estado do sistema (112) assintoticamente estavel com taxa de decaimento maior

ou igual a B.

Demonstragdo. A demonstragdo segue os passos dados em (BOYD et al., 1994), com a
candi- data a fungdo de Lyapunov V(£(1)) = £(t)" P£(¢), com 0 < P= PT € R"™*"™_ Defina X
=P, M = LX e considere as LMIs descritas em (113), paratodo i € 1, factivelis.

OJ

Para w(t),W(t) € L,]0,), ou seja, w(t) € W12[0,00) e £(0) = 0, o sistema em malha fe-

chada (111) possui um custo garantido 7, igual a y > 0, se a seguinte desigualdade ¢ satisfeita:

S5 < 203, Yae 2. (114)

Note que como consideramos o distarbio de energia limitada com w(t) € WO1 2 [0,0), ou
seja, considerando w(0) = w(ts) =0 e w(t) = 0 para todo ¢ > ¢/, € para o caso em que a matriz
D =0, que é uma suposigio razoavel para problemas aplicados, resulta de (108) que y(¢) = y(¢)
e escreve-se

/ ()T w(t)dt = / L) wn)de+ [ w(e) w(e)dt = / 76T w(e)dt. (115)
0 0 0

ty

Se w(t) € Cl[O,tf], utilizando a desigualdade classica de Wirtinger (94) (SARIKAYA,
2019), note que

/ ()T w(e)de < / ()l de. (116)
0 0

Assim, para y > 0, de (114), (115) e (116) com w(z) = w(¢) tem-se que para D =0 em (108)
que
w3 < )15 = 7 [w@)llz < ¥ I3, (117)

()11 < 7 1hw(e)]l5- (118)

Tomando (118), e para y(0) = y(eo) = 0, da desigualdade classica de Wirtinger, tem-se que
()12 < |ly(2)]2, obtém-se

W@OIE < IOl < 7 w3 (119)
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Note que,

min{ w5} < Jwo) < max {|lw(0)]3} <,
min{9() 3} < (903 < max { ()3} <. (120)

A

Agora, para g, > 0 tal que 0 < &, < ||w() ||%, vamos mostrar que existe € > 0, para qualquer
1,2 ~ 2 ~ 2
w(t) € Wy"[0,00), tal que [[W(7)|[; < &[w(z)]l5.

De fato, como — ||w(t)||§ < —g,, tem-se que
~ 2z 2 ~ 2 =
19(0)15 =& lw(o)lly < max {|5o(0)[3 | — e (121)

max { |7() 3}

Ew
0, ou seja, existe um & > 0 tal que |[Ww()||5 < &||w(?)|)3.

Assim, como g,, > 0, pode-se considerar &€ = e obtém-se ||W(¢) H% —&[|w(z) H% <

Assim, de (119) e de ||w(2)|[5 < & |[w(z)][3, conclui-se que

OIE < @) <V e < vElw)l;. (122)

max { [3v(0)|3}

Logo de (122), existe um & = > 0, tal que ||y(¢)||3 < Y& ||w(¢)|3. Assim,

w
temos um custo garantido 772, para a planta original.

Teorema 14. Dado um escalar arbitrario x > 0, considere o sistema linear descrito em (111)
com lei de controle dada em (110) e disturbio de energia limitada (W(t)). Suponha que existam
uma matriz simétrica definida positiva X € W™, uma matriz M € R"*"™ e um escalar & > 0,

tais que o seguinte problema de otimizag¢do seja factivel:

min&

sujeito a

XA+ A X -BM—-M'BT +2Bx  H  xGT —MTCT
HT —k G <0, (123)
CX—CM G; —K&I
para todo i € 1. Entdo, a lei de controle (110), u(t) = —Li(t) com L = MX !, torna o sistema

(111) assintoticamente estavel com taxa de decaimento maior ou igual a B, e custo garantido

Hsigual a y = \/E (114).

Demonstracio. Considere a candidata a fun¢do de Lyapunov V (£(t)) = £(t)T PX(t), com P =
PT > 0. Assuma que X = P~', M = LX e suponha as LMIs descritas em (123), para todo i € L,

factiveis.
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Il
Multiplicando (123) por o, com o; > 0, z o; = 1 para i € 1,, e somando todos os termos
i=1

para i =1 até r, com Zoc,A =A(a ZO{,B = B(o ZO{,G Gla ZOCIH H(a),
i=1 i=1 i=1

Z o;.C; = C(x), e posteriormente pré e pés-multiplicando a LMI (123) por diag {P,1,1} com
i=1
P=X"' L =MP observe que

A(a) P+ PA(a) — PB(a)L — LTB(a) P+2BP PH(a) C(a)" —L7C(a)"
H(a)'P —k I Gla)" <0
C(a) —C(a)L G(ar) —K&I
(124)
Aplicando o Complemento de Schur (BOYD et al., 1994) em (124) e pré e pos
multiplicando por [£(1)T w(t)"] e [£(t)"Ww(¢)")T, respectivamente, entdo
[A _ T] A(a) P+ PA(a) — PB(a)L— LT B(a) P+2BP PH(a)| [#(2)
*oy ) H(o)'P —x | ()
o o] [C@" =L@ o [e@” -1 e@] [#)
+ [&0)" W) G klE .y a] <O
(125)

De (125), considerando C(o) — C(ot)L = C(ct), obtém-se

()T (A(a) TP+ PA(at) — PB(0))L — LT B(c)" P+2BP)2(t) +w(t) H (o) P3(t) +#(t)" P
H(ay(e) — k= w(e) ' w(t) + &7 1%(0) Cla) ' Clo)x(t) + ' E713(1) Cla) T G()
()+1<‘1§ W) G(a)" Cla)i(t) + ke (0) Ga) T Gla)w(t) < 0. (126)

Observe que

V(0)+2BV (1)) = 2()(4() P+ PA(c) — PB(a)L — LT B(a)" P)#(t) + ()"
T

x H(ot)T PR(t) +£(t)T PH (o) w(t) +2B%(t)T Pi(¢), (127)
P05 = 20 () Co)(t) + (1) Cer) Gle)in(t) +(r)" Gle) )3 ()
+w(0)TG(a)T Gla)w(t). (128)

Logo de (126), (127) e (128)

V(1) — k() Tw(e) +  TETH() () < —2BV (£(1)) < 0. (129)
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Entao, de (129)

V(&) — () W) + kT B0 <o (130)

Integrando ambos os lados de (130) de t = 0 a t = ty, para todo ty >0, tem-se, para
V(£(1)) = £() P#(¢), e para 2(0) = 0, entdo V (£(0)) = 0, V(X(tr)) > 0, para todo ty > 0,

—K‘_l/otf (O Wo()de+ 51 / Ndi < /V)?
_V@E(T) <0, (131)

Ly . tr, .
Logo de (131), com ||w(1)|j3 = / w(t) w(t)de e \\y(r)“i = / 3(t)' (0)dt, para todo
0 0
ty > 0, note que

1~ 2 le—
—x W)+ ke

[l 3|5 < E W) (132)

De (132) e & =97

B0) |5 < P I3, (133)

demonstrando que o sistema linear incerto (111) com lei de controle com um ganho constante

dada em (110), possui um custo garantido F¢. igual a y = \/E > 0.

Observe que para o caso em que a matriz D = 0, como mostrado nas equagoes de (114)-
(122) ( existe & > 0 tal que |[y(¢)]3 < |y(t)|3
sistema (105) com lei de controle (110).

Hz) garante-se um custo #z para o

O

Observacao 3. Um escalar k¥ > 0 (LEE et al., 2015) é incorporado no conjunto de LMIs,
com uma escolha adequada de «, é possivel obter resultados menos conservadores. O

significado deste parametro K é ilustrado na Subsegdo 4.4.2, Figura 39.

3.4 CONTROLE s, CHAVEADO - MATRIZ DE ENTRADA CONHECIDA

Considere o esquema de controle proposto na Figura 17. A partir deste diagrama, a lei de
controle robusta chaveada dada por

u(t) = ug(t)=—Lsx(t), © =argmin” { ()T 0kt )},com

1€]Ir1

o €L, LeeR™™, Q=07 eR™™ e i(t) e R™ (134)
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Figura 17 - Esquema da lei de controle proposta (134) para o sistema linear incerto (105).

x(t) =A(0)x(t) +Bu(t) +H(a)w(t)

x(1)
(o) ’; y(t) = C(a)x(t) + Dult) + Glo)w(t) ‘
+
)

Vv
™

%(
Chaxﬂnjentoﬁ —L; |«
O
u(t) o— L, | «—
0 .

Q
—~~
= |
S
Nt
A

Fonte: Elaboragdo da propria autora.

De (109) e (134) tem-se o seguinte sistema:

u(t) = —Lgx(1), (135)
ou equivalentemente,

x(t) = [A(o) = B(o)Lg]2(r) + H(a)w(t),

o) = [Cla)i(r) = C(a)Loli(t) + Go)w(t), (136)

com B(a) = A(a)Be C(a) = C(at)B.
Para o caso particular em que a perturbagdo externa ¢ nula (w(¢) = 0), obtém-se,

%(t) = [A(a) — B(a)Lg)%(t), com %(t) = A(0)x(t). (137)

O teorema a seguir foi inspirado nos resultados propostos em Souza et al. (2014a) e Alves



67

et al. (2016).

Teorema 15. Para o caso particular em que a perturbagado externa é nula (w(t) = 0). Considere
o sistema linear descrito em (112) com lei de controle dada em (134). Suponha que existam
uma matriz simétrica definida positiva X € R™*" Q;, R; € R™*"™, matrizes M; € R"""™ e

um escalar ﬁ > 0, tais que
AX +XAT + R+ 0 +2BX <0, (138)

—BiMj—MjTB\I-T—R_,'—Q_j<O, (139)

sejam satisfeitas para todo i, j € I,,. Entdo, a lei de controle (134), com L; = MjX_l, Q;=
X _IQJ-X T eR =X""RX torna a origem do sistema (136) assintoticamente estavel com

taxa de decaimento maior ou igual a .

Demonstragio. Considere a candidata a fungio de Lyapunov V(£(t)) = £(t)T P#(¢), sendo
P=P" > 0. DefinaX =P, M; = L;X e considere as LMIs descritas em (138) e (139), para
todo i, j € I, factiveis.

Entao pré e pos-multiplicando (139) por P e substituindo M; = L; X

—PBiL;—L;"B'P— PR,P—PQ;P < 0. (140)

Supondo %(t) = 0 e pré e pos-multiplicando (140) por)?(t)T e X(t), respectivamente, trocando-
se j por G e substituindo PRP=R;e PQ;P = Q; obtém-se

0 > —%(t)7 (PBilg+Ls" BT P)%(t) —%(¢)" R%(t) — ()" Qo (2). (141)
Multiplicando (141) por o, i € I, e somando todos os termos de i =1 a ry, tem-se
0 > 21 o [—ﬁ(z)T (PBiLs + Lo" BT P) 2(t) — #(t) " Rif(t) — 2(¢)" Q% (2) (142)
i=1
= 20 (PB(O()L(; +L0Tl§(oc)TP) £(t) — 20 R(0)3(t) — 2(1) 063(1).
De (142) note que

()" (Pl?,-(a)LG +LGTB,-(05)TP> #(t) < 2(6)T R()3() +3(6)T Qo(t). (143)

Pré-multiplicando e pés- multiplicando (138) por P = X~ e substituindo PRPP=R; e
PQ_iP = Q,, observe que

PA;+A;"P4+2BP+ Q;+R; < 0. (144)
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Supondo agora X(t) = 0 e pré e pés-multiplicando (144) por )E(t)T e X(t), respectivamente,

entdo

0 > £(0)7 (PAi+A,"P+2BP)2(t) +£(6)T (Qi+R)£(2). (145)
Multiplicando (145) por o, i € I, e somando todos os termos, de i =1 a r| tem-se
Il
0> Yo [f(f)T (PA;i+ A4, P+2BP) #(t) +£(1)" Qi+ Ri) £(¢)
i=1

= 3(0)" (PA(@) + A(e)"P+2BP) 3(1) +3(0)] (Q(e) + R(@))&(1).  (146)

']
De ) o, =1, o; >0, i€, note que de (134),
i=1
T . T T !
£(1) Qa(r) = min {£()" 0k(1) } < £ 3. 040500 (147)

0 > ﬁ(t)T(PA(oc)—|—A(a)TP+2[3P>)E(t)+)E(1)T(Q(/,L)+R(a))>6(t)
> #(0)7 (PA(oc) +A(a)TP+2BP> (1) +2(6)" (O + R(c0)) £(2)
> #(0)7 (PA(oc) +A(oc)TP+2BP> £(t) — ()" (PB(a)LG +LGTB(05)TP> #(t)
— %) (PA(oc) +4(a)"P— PB(c)Lg —LGTB((X)TP> #(t) +2B3() T PR(1)

= V(R(2))+2BV(X(1)). (148)

Portanto, V (£(t)) < —2BV (£(t)) e a origem do sistema em malha fechada (136) é assinto-

ticamente estavel com taxa de decaimento igual ou maior que 3 (BOYD et al., 1994).

O

Teorema 16. Dado um escalar arbitrdario x > 0, considere o sistema linear descrito em (111)
com lei de controle dada em (134) e disturbio de energia limitada (W(t)). Suponha que exis-
tam uma matriz simétrica definida positiva X € R*™*"~, matrizes simétricas R;, O € R
matrizes M; € R"*"™ e um escalar § > 0, tais que o seguinte problema de otimizagdo seja
factivel:

min&

sujeito a

XA+ 4,X +Ri+ 0: +2BX <0, (149)
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~BiM;—~M;"B] —~Ri—Q; Hi xCT-M;"CT
HT —xk G <0, (150)
CiX—éiMj G,‘ —K'g]

paratodo i, j € I,,. Entdo, a lei de controle (134), com L; = MjX_l, torna a origem do sistema
(111) assintoticamente estavel com taxa de decaimento maior ou igual a 3, com X = P!
0, :X_IQJ-X_l, Ri=X"RXx! paratodo i, j €1, eum custo garantido 2, igual a 'y = \/E
(114).

Demonstracio. Considere a candidata a funcéo de Lyapunov V (£(t)) = 2(t)T PX(¢), com P =
PT' > 0. Assuma que X =P~', M i = L;X e considere as LMIs descritas em (149) e (150), para
todo i, j € 1, factivelis.

Pré e pos-multiplicando as LMIs (149) e (150) por P e diag{P,1,1}, respectivamente, com
P=Xx"1 0, :Xle_jX’I, Ri=X"'"RXx7", Lj = M;P observe que

A;" P+ PA; + PR.P+ PO;P+2BP < 0, (151)
~PBiL;—L;"B{P~Ri~Q; PH; C'-L;'C]
HTP —x 17 G <0. (152)
Cl' —éjL Gl' —K'é[

1
Multiplicando (151) e (152) por oy, com o; > 0, Z o; = 1 para i € 1,, e somando todos

i=1
4l

os termos para i = 1 até r, com z 0;A; = A(o Z o;B; = B z 0;G; = G(a z o;H; =
=1 i=1

ZalC Cla Zoc,R =R(a Z(x,Q, = PR(a)P=R(ct), PO(a)P = O(ct) e
substztumdo J por O, tem—se que
A(o)T P+ PA(a) +R(00) + O(at) +2BP < 0, (153)
—PB(a)Lg — Ls"B(a) P~ R(at) — Qs PH(0t) C(a)" —LsTC(a)”
H(a)'P k1 G(a)” <0.  (154)
C(a) = C(a)Lo G(a) — K&l

Aplicando o Complemento de Schur (BOYD et al., 1994) em (154) e pré e pos
multiplicando por [£(1)T w(t)"] e [£(t)" w(t)")T, respectivamente,
x(t)
w(?)

T
ol

w(t)

A

—PB(a)Ls — LsTB(a) P—R(0t) — Qs PH(cx)
H(a)"P —x 7

ole! o




De (155) obtém-se

—2(0) (PB(0) Lo +Lo" B(0))" P)R(t) — (1) (R(1) + Qo )2(¢) + () H () PE(2)
+2(0)TPH (o) w(t) — i () w(e) + k1§ (0) T Cla) T Ca)2(1) + 11 E 1 2(0)T
xC()" Gla)w(r) + k" ()" G(a) " Cla)i(r) + k&) G() G(ar)w(r) < 0.
(156)
Pré e pés-multiplicando (153) por £(¢)" e £(t), respectivamente
20T (A(0)TP+PA(a) +2BP)%(1) +2(0)T (R(0) + O(x))%(¢) < 0. (157)
De (156) e (157), considere C(ot) —C(ot)Lg = C(at) e note que de (134),
£ 0ot(t) = min {37 L#(0) } <507 Y, 2,0,%(). (158)
JE j=1
obtém-se
0 > %(t) (A(a) P+ PA(ar) +2BP)x(t) +5(t)" (R(cx) + O(0x))(¢)
> #(0)" (A(0)" P+ PA(0) +2BP)2(1) +2(1)" (R(e0) + Qo)£ (1)
> 2(0)"(4()" P+ PA(0) +2BP)R(t) — £(1) (PB(0) Lo+ Lo” B(0t)" P)R(t) + (1)
xH ()" P&(1) +2(6)" PH(o0)w(r) — ' w(0)T(0) + k7 'E12(1) ()T C()3(0)
+i &) Co) Glow(t) + 1161 (0) T G(e) T Cla)(e) + i1 (e)”
xG(ar)" G(o)ib(1). (159)

Observe que, considerando V(i(t)) = £(t)TPx(¢), tem-se que V((t)) = £(t)T Px(¢) +
()T PX(t), e de (136), segue que

V() + 2BV (1)) = 2()7(4()" P+ PA(ct) — PB(a)Lg — Lo B(a) P)3(t) +0(t)"
x H(ot)" PR(¢) +£(¢)" PH(00)Ww(t) +2B%(¢)" PR(1), (160)
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Logo, de (159), (160) e (161)
V(%) — kW) () + kTS0 5() < —2B%(1)T PR(t) < 0. (162)
Assim, de (162), note que

V(%) — ()T w(e) + kLS00 50 < o. (163)

Integrando ambos os lados de (163) de t = 0 a t = ty, para todo ty > 0, obtém-se, para
V(£(1)) = £(6)"P(¢), e para £(0) = 0, entdo V(£(0)) = 0, V(x(tr))>0e

ot [Tawhawdes s e [T < - [T
= V(2(0) ~V(f(=) 0. (164)

Logo de (164), com ||W(z)|y§:/0 dt e 5(0)| = / 50T $(t)dt tem-se
—k w3+ [l S5 < E )3 (165)
De (165) e & = 77
SOl < 213, (166)

demonstrando que o sistema linear incerto (136) com lei de controle dada em (134) possui um

custo garantido %, igual a y = \/E > 0.

Observe que para o caso em que a matriz D = 0, como mostrado nas equagoes de (114)-
(122) (existe € > 0, tal que ||y(t)||% <||y(¢) ||2 < VE|w(t ||2) garante-se um custo Hz., para o

sistema (105) com lei de controle chaveada (134).
OJ

O teorema a seguir apresenta uma analise tedrica da factibilidade das condi¢des relaciona-
das ao procedimento proposto no Teorema 15, que usa a lei de controle chaveada (134) e com

o procedimento apresentado no Teorema 13, que usa uma lei de controle (110).

Teorema 17. (BUZETTI, 2017) Se as condi¢oes dadas no Teorema 13 com lei de controle
(110) sdo factiveis, entdo as condigoes dadas no Teorema 15 com a lei de controle chaveada

(134) também sdo factiveis.

Demonstraciao. Considere P = Pl > 0,X= P_l, M = LX e as LMIs descritas em (113), para
todo i € 1., factiveis. Do Teorema 15 as LMIs (138) e (139) sdo equivalentes a

A;"P4+PA;+Ri+ Qi +2BP < 0, (167)
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—PB,L;—L;"BlP—R;—Q; <0. (168)
Entao de (113) e M = LX tem-se que

0 > AX+XAT —BM—-MTBI + 28X (169)
= AX+XA" —BLX - XL"BT +2BX.

Pré e pés multiplicando (169) por P = PT > 0, obtém-se
0> PA;+A;"P—PB,L—L"B'P+2BP. (170)
Considere L; = L, entdo de (170), nota-se que existe ¥ > 0 suficientemente pequeno tal que
PA;+A;"P—PB,L — LT BT P+ 91+ 2BP < 0. (171)

Defina Q; =0, R; = —PBL —LTBl-TPqL v, entdo (171) implica na factibilidade da expressdo
PA;+A;" P+ R; +2BP < 0 descrita em (167). Note que a LMI (168) também é satisfeita,

—PB;L;—L;"BIP—R;—Q; = —PBiL;—L;"B]P—0—[-PB:L;—L;"BI P+ 91
= —9I<0. (172)

Logo se (113) é factivel entao (138) e (139) sdo factiveiscom L=L;, Q; =0, R; = —PB,L—
L’ l-?iT P+9Y1 para todo i, j €1, e O > 0 suficientemente pequeno.

Mostrou-se que se um sistema linear da forma Eq. (105) pode ser controlado com um
ganho constante, entdo ele também pode ser controlado de forma chaveada, com o

procedimento proposto (BUZETTI, 2017).
OJ

O teorema a seguir apresenta uma analise tedrica da estabilidade entre o procedimento pro-
posto no Teorema 16, que usa a lei de controle chaveada (134), com o procedimento apresentado

no Teorema 14, que usa uma lei de controle (110).

Teorema 18. Se as condi¢oes dadas no Teorema 14 com lei de controle (110) sdo factiveis,
entdo as condi¢oes dadas no Teorema 16 com a lei de controle chaveada (134) também sdo

factiveis.

Demonstracao. Aplicando o complemento de Schur em (123) e considere C;=CX—CM,

obtem-se
XA+ AX —BM—-M'BT +2BX  H; crl o=
0 > . . | eleG Gl
H; —x 1 Gl'
 [xAT 4 ax - B - MTBT 42X+ 'ETICIC «
B I‘]jT—i-K'iléilGiTC:i Kﬁl(—[—l—gilGiTGi) '
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(173)

Agora, aplicando o complemento Schur em (173), segue que

0 > XA +4X—BM—M'Bl 128X+« 'E7'CIC+ (HT + 767G, C)T
x[k U=k TEGTG) T HT +xTETIGTC). (174)

De (174), note que existe um ¥ > 0 suficientemente pequeno, tal que

0 > O+XAT +4X—BM—-M' BT +2BX +x'E71CICi+ (HT +x'¢7'GTC)T
x[k U=k TEGTG) N HT +xETIGTC). (175)

Definindo Q_j —0eR; = —BiM —M"BT + K_]é_lC_’,-TC_’,--I— (HT + K_lé_lG,-T@)T
X[k =k TETNGT G TV (HT +x7 ETGTC) + 91 Note que para R; = R . Entio (175)
implica na factibilidade de A, X +XA;T +Ri+ 2BX < 0 descrita em (149).

Considere, M; = M para todo j € I,,, logo

—BiM;—M;"BT —Ri— 0;+ k') (C)
[kl —x e GT G HT 4 TET!

= —BM;—M;TBY — [-BM —MTB + Ik TeN () + (BT + w7 ETIG I
<[k ' T—k"eGT G HT + ke GTC) + (= + ke GTC)T
—O—0+ Kk ETICT(CH kT -k ETUGT G (HT + keI GG

= —0u/<0. (176)

+H e G @)
GGy

Assim, (176), resulta em

—B:M; —M;" B! —R;— Q_j + K_lg_lC_iTC:i‘i‘ HT+x1eGTC)T
<[k -k e GTG) T =T+ ETIGTG) <. (177)

Aplicando recursivamente o complemento de Schur em (177), obtém-se (150) com Q_ i =0e
Ri=—BM—-M'Bl +x ' E1CT G+ (H +x7 716G e T —x €716 G (T +
’(154 G;T x C;) + ¥1. Entao a prova estd concluida.

O
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3.5 FORMULACAO DO PROBLEMA SUJEITO A SATURACAO DO ATUADOR E DIS-
TURBIO EXTERNO

Considere o sistema linear com incertezas invariantes no tempo, sujeito a satura¢ao do

atuador e um disturbio externo, dado por:

2(t) = A(c)x(r) + Bsat(u(t)) + H(c)w(t),
Y1) = Clo)x(t) +Dsat(u(r)) + Glo)w(t), (178)

sendo, A(@) = 3. id; €%, Clo) = 3 iy € W, H{@) = 3, oty € W, Glor) =

=1 =1 =1
'l

z 0;G; € R " representadas pelas combinagdes convexas de matrizes conhecidas descritas
i=1

por (BOYD et al, 1994), com o € & dado em (2), matrizes conhecidas B € R™*"™ ¢ D
€ R w(t) € R™ ¢ a entrada exdgena com w(t) € W'2[0,00), () € R™ é a derivada
fraca da entrada exdgena tal que w(z), w(t) € L*[0,00), y(t) € R™ ¢ o vetor de saida, x(¢) €
R™ ¢ o vetor de estado e u(t) € R™ o vetor de entrada.

De (6), considere que o posto de A(x), para todo o € &2, é completo, e que a derivada do
vetor de estado esta disponivel para realimentacgdo, logo,

x(t) —Bsat(u(t)) = A(a)x(t)+H(o)w(t),
y(t) —Dsat(u(t)) = C(a)x(t)+ G(o)w(t). (179)
Observe que, como a derivada do vetor de estado e a saturacao do vetor de controle estao
disponiveis, tem-se que A(a)x(t) + H(o)w(t) também esta disponivel para a realimentagao.

Agora, a partir de (179) € possivel definir um novo vetor de estado do sistema (178), inspirado
em Moreira (2015), Wolmuth et al. (2019):

) = ¥(e) - Dsat(u(t) = Clox(r) + Glew(z). (180)

De (179) e (180), temos que x(¢) esta disponivel para a realimentagdo. Além disso, deri-
vando (180) obtém-se

$(t) = Cla)x(t)+ G(a)w(t). (181)

Pré-multiplicando (178) por 4(a), e considerando (180), (181) e w(¢) =(¢), note que

) = A(0)R(t) + A(o)Bsat(u(t)) + H(o)(t),
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B(t) = Cla)i(t) +C(a)Bsat(u(t)) + Glo)i(t). (182)

Da saturacgao definida no Lema 1 e (182),

(1) = A(e)x(t) +A(0)BZ(A)u(t) +H(a)w(t),

o) = Cla)i(t)+C(e)BZ(A)u(t) + Gla)w(t), (183)
comA=[A - AT, 2 =1 paras € hn e o0 € & definido em (2). Assim,
segue de (183) que =

. 2m 2 2m
) = DAY 0idik(t +ZoclAB2/'LZu )+ D As X, 0iH(t)
s=1 i=1 s=1 s=1 i=1

2y 2 2m

Py = DAY, oGkt +2alCBZAZu )+ D A D aiG(t).  (184)
s=1 i=1 s=1 i=1

=1

Para reescrever a dindmica em (184) em um Unico simplex, executa-se a seguinte mudancga
de variavel: t; = A;0; comk=ri(s—1)+(i—1)+1paratodoi€ [, es &l em (184). Apods

este procedimento, encontra-se

X(t) = Zuk{Akx )+ Bru(t) + Hpw(1) }
) = Zuk{ckx + Dyu(t) + Gpiv(t) } (185)

com 7 = 12" e as matrizes abaixo definidas de forma analoga a apresentada no Capitulo 1 (15):

Iifrl+k = Ak, éfthk:Ck, IV{frlJrk:Hk, Gfr1+k:Gk paratodo kE{l,...,rl} €
paracada f€{0,1,...,2" —1},
7y = Zs para k= (s—1)r;+1,---,sr; paracada s€{I,...,2™},
ék = /VlkBZk, Dk:ékBZk, para cada kE{l,...,l"}. (186)

De (185), com Z Wi =1, ux > 0 para todo k € I,
k=1

x(1) = fi(u)f(t)ﬂ?(u)u(t)
: +

D(w)u(t) + G(u)w(z). (187)
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De (187) e (110)

() = [A(w) = B(u)LIR(e) + H(u)w(r)

o) = [C(u)—D(u)LIE(t) + G(u)w(r). (188)
De (187) e (134)

X(1) = [A(u) = B(u)Lo)R(2) + H(p)w(t)

o) = [C(u) = D(u)Ls]k(t) + G(u)w(?). (189)

Para o caso particular em que a perturbagdo externa ¢ nula (w(¢) = 0), obtém-se

v

x(1) = [A(u) — B(L)LIR(1), (190)

comu = —Lx(t) (110) e £(¢) = A()

=
—~~
~
SN—
S

x(t) = [A(u) — B()Lo]x(1), (191)

comu = —Lsx(t) (134) e X(t) = A(ax)x(2).

3.5.1 O problema de controle .77, considerando a regido de operacao

O indice de desempenho 7%, estd relacionado com a capacidade do sistema de rejeitar
distarbios de energia limitada (BOYD et al., 1994; OLIVEIRA et al., 2018). Entdo, considere
o distrbio de energia limitada w(¢) € L*[0,c0) com derivada fraca w(t) = v(t) € L*[0,o0) e

uma constante positiva g, tais que
W - {w(t), W(t) € R - / w(t)Tw(t)dt < e, / W) TW()dt < e}. (192)
0 0

Para o projeto de controle .72, o disturbio W(¢) possuir energia limitada ¢ uma
condi¢do essencial. Como realizado em Oliveira et al. (2018), sera atribuido um valor ao

limitante da energia do distirbio, dado por &, tal que w(t), w(t) € #'.

O sinal de controle u(¢), com a satura¢ao definida no Lema 1, temos que a restri¢ao ‘u (1) ‘ <
¢;, pode ser vista como uma regido de operagdo para a dindmica auxiliar. Assim, considere
matrizes N = I, x,, € R, P e R com P=PT >0, vetoresp =[¢1  ¢» ... 0,]" €
R, p=[p1 ... pnu]T e R, 1, ={1,2,---,n,}, pr >0, ¢ > p;, para todo / € [,, e uma
constante positiva 6.

Sejam % e & (P, §) os seguintes conjuntos:

U = {u(t) e R™ : [Npyu(t)| < ¢, h €1, } (193)
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com N =1, «n,

&(P.8) 2 {)G(t) e R 2 (1) PE(t) < 5} (194)

em que N e ¢ sdo conhecidas, N, representa a linha 2 da matriz N, ¢, a entrada & do vetor ¢
¢ uma candidata a fungdo de Lyapunov ¥ (£(r)) = £(¢)" P£(r) (KLUG; CASTELAN; COUTI-
NHO, 2015; ALVES et al., 2016; OLIVEIRA et al., 2018; WOLMUTH et al., 2019).

Baseado em Oliveira et al. (2018), temos o seguinte Problema 1:

Problema 1. O problema de controle 7% para a classe de sistemas lineares invariante no
tempo, considerando a regido de operagdo (193), para disturbios de energia limitada w(t) € W
(192), uma variavel de folga x > 0, uma constante € > 0 e uma constante & > 0, consiste em

determinar uma lei de controle que satisfaca os seguintes requisitos:

1. para w(t) =0, t > 0, a origem é um ponto de equilibrio localmente estavel do sistema
linear incerto (187) com lei de controle (134) (ou (110)), e o conjunto elipsoidal aé(P, &+
K_le) ¢ um conjunto positivamente invariante do dominio de atragdo (ou seja, se x(0)
pertence ao conjunto & (P,ey+ k&), entdo todas as trajetorias de £(t), t > 0, também

irdo permanecer dentro deste conjunto);
2. paraw(t) =0, se £(0) € & (P, &), entiio £(t) € &(P,eg+ x~'€), para todo t > 0;

3. paraw(t) =0, se £(0) = 0, entdo o sistema linear incerto realimentado (189) (ou (188))

possui um custo garantido ¢, igual a y = \/E tal que

B3 < 72 w3, (195)

ex(t) e &(P,x 'e), para todo i € P.

Lema 3. Considere os conjuntos %, & (P,8) dados em (193) e (194), respectivamente. A
condi¢io & (P,0) C % é assegurada se a seguinte LMI for factivel,

¢267! NyM

>0
M'Ny™ x|

: (196)

para todo h €1, sendo que X = P~', M = LX e u = —L%(¢).

Demonstrac¢io. Pré e pés-multiplicando a LMI (196) por diag{1,P} comP=X"'e M = LX,

observe que

2¢—1
["’h5 Nt S . (197)

L'Ny" P
Aplicando o Complemento de Schur (BOYD et al., 1994) em (197)

P—L"Nyy" ¢y 28Ny L > 0. (198)
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Pré-multiplicando (198) por )E(t)T = 0 e pés-multiplicando por X(t)

2(6) PR(t) > #(t) LT Ny T o5~ 2 SNy LR(2). (199)

Se £(t) € &(P,8) definido em (194), entio £(t)" PX(t) < 8, logo de (199), obtém-se

& > x(t)"Pi(t) > %(t) LNy ¢y _ZSN() £(1),
o> > £(0) LT Ny Ny L() = [N LE() |
INpLE()| < ¢ ¥V hel,,. (200)

Portanto, ‘N Li(1)| = (—LX(1))| = ‘N(h)u(t)} < ¢y para todo h € 1,,,, ou seja, se
u(t) € % tem-se que u(t) € (P5)C%

OJ

Da mesma forma que em Alves ef al. (2016) e Wolmuth ef al. (2019), consideram-se con-

digdes iniciais politopicas, o vetor de estado da planta x(0) € £, com 25 = co{xq, ,...,Xo, }»
q q

xp, € R" para todo e € ]Iq, x(0) = 2 NeXo,» Ne > 0 € Z Ne = 1, que € o conjunto convexo dos

= e=1
vetores conhecidos xy, . . s X0, - A partlr de 2y, define-se os conjuntos de condigdes iniciais de

interesse para o vetor de estado £(¢) = A(ot)x(¢), respectivamente como w2y e w2 € &(P,1),
com W > 0, u(0) = 0,1, sendo Z = co {A(c xol, -, A(et)xg, }, 0 casco convexo de vetores
A(a)xo,,---,A(0)xg,, com Z NeA(o)xg, € Z, 2 Ne =1, Ne > 0 para todo e € I, com o

e=1
vetor incerto mas constante a 6 Z (2).

Lema 4. A condi¢iowZ C &(P,8) é satisfeita se

~A—2 T
A;
[ W M) (201)

A iX0, X

com W uma constante positiva, para todo e € I, e i € I,,. Assim W pode ser usado como uma
variavel para obter uma estimativa menos conservadora do dominio de atragdo na busca da
maior regido elipsoidal & (P,1) que contenha as condigées iniciais de interesse (ALVES et
al.,2016; HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003; WOLMUTH et al., 2019).

Demonstracdo. Para a condi¢do inicial X(0) = A(o)xo(nN), a demonstragao é andloga a apre-
sentada no Lema 2.
O

Note que na LMI (201), w ¢ um fator de escala do conjunto PA (BOYD et al., 1994; HU,
LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003; ALVES et al., 2016; WOLMUTH et al., 2019), dado por
Z = co {A(0)xo,,. . ,A(a)xoq}, para todo o0 € & dado em (2). Portanto, w pode ser usado
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como uma variavel a ser maximizada (minimizagao de W_z) para obter uma estimativa menos

conservadora do conjunto de condi¢des iniciais & (P, §).

Teorema 19. Considere o caso particular em que a perturbagdo externa é nula (w(t) =0), o
sistema linear descrito em (190) com a lei de controle dada em (110) e uma regido de operagdo
U dada em (193) sendo que ¢ € R"™, N =1, xp,, p € R"™ sdo conhecidos. Suponha a existéncia
de uma matriz simétrica definida positiva X € R"™""™, uma matriz M € R"*"™ e um escalar
B > 0, tais que

A X +XAT — B —MT BT +2BX <0, (202)
2¢—1
5" NyM
o Nl (203)
M'NyT X

para todo h €1, e k € 1,. Entdo, a lei de controle (110), u(t) = —L%(t) (110), com L = MX !,
torna a origem do espaco de estado do sistema (190) localmente assintoticamente estavel com

taxa de decaimento maior ou igual a B para £(0) € & (P,8) dado em (194) sendo que P=X"".
Além disso, X(t) € &(P,8) C % .

Demonstracido. 4 demonstra¢do segue os passos dados em (BOYD et al., 1994) e do
Lema 3, com a candidata a fungdo de Lyapunov V(X(t)) = ”(t)TP)E(t), com 0 < P="P ¢

R Defina X = P~', M = LX e considere que as LMIs descritas em (202) e (203), para
todo h € 1, e k € I, sdo factiveis.

O

Teorema 20. Dado um escalar arbitrario x > 0, considere o sistema linear descrito em (188)
com lei de controle dada em (110) e disturbio de energia limitada (W(t)) e uma regido de
operagdo % dada em (193) sendo que ¢ € R"™, N =1, «pn,, p € R™ sdo conhecidos. Suponha
que existam uma matriz simétrica definida positiva X € R™""™, uma matriz M € R™*"™ e um

escalar & > 0, tais que o seguinte problema de otimiza¢do seja factivel:

miné

sujeito a

A X+ XA —ByM —M"B] +2BX  H, XC[ -M"D]

Hf —x 7 Gl <0, (204)
ékX— C'kM ék —Kg]
A
S M
atcTe YoM (205)
M'Ny" X

para todo h € 1, e k € I,. Entdo &(P,eg+ k—1€) C % e a lei de controle u(t) = —Li(t)
(110), sendo que o ganho L = MX ', garante as condi¢des do Problema 1 com uma taxa de

decaimento maior ou igual a B para £(0) € & (P,ey+ k&) dado em (194).



80

Demonstragdo. Considere a candidata a fungdo de Lyapunov V(£(t)) = £(¢)T P£(t), com 0 <
P =Pl € R Assuma que X = P~', M = LX e considere que as LMIs descritas em (204)
e (205), para todo k € 1,, sdo factiveis.

Multiplicando (204) por Uy, com Ly > 0, 2 W, =1 para k € I, e somando todos os termos
k=1

parak=1atér, com Y wdr=A(u), Y wBr=B), Y, mGr=G(u), Y, weH=H(uw),
k=1 k=1 k=1

p
z wiCr = C(1), e pré e pés-multiplicando a LMI (204) por diag {P,I,I} comP=X""', L = MP
k=1

observe que

A(w) P+ PA(w) — PB(W)L—L"B(u) P+2BP PH(u) C(u)' —LD(u)"
H(w)'P —xl G(u) <0.
C(u) —D(u)L G(u) —x&l
(206)

Aplicando o Complemento de Schur (BOYD et al., 1994) em (206) e pré e pos
multiplicando por [(t)T Ww(t)"] e [()" w(t)"]", respectivamente e considerando C(u) —
D(u)L = C(u), obtém-se

4 A(p)" P+ PA(p) — PB()L—LTB(n) P+2BP PH(p)
Hu)'P —Kk 17

Lo

(207)

Observe que

V(E(0))+2BV(3(r) = 20 (A(w) P+ PA() — PB(u)L — LT B(u)" P)#(r) + () H(w)"
x P£(1) +2(t)T PH(u)w(r) +2B%(1)" P(¢), (209)
HOROREEOME ‘ "Cwy(r)
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Logo, de (208), (209) e (210)
V() — kW) () + kT ET ) () < 2BV (2(r)) < 0. @11)
Entao, agora é possivel verificar que a lei de controle satisfaz as condi¢oes do Problema 1:

e Primeira condicdo do Problema 1:

Se w(t) =0, £(t) € &(Pey+x 'e) e V(% ( )) = £(t)T PR(t), como &(P,eg+x"'e) C %,
do sistema descrito em (190) (ou seja, £(t) = [A(u) — B(u)L]%(1)), de (211)

V(() + 2BV (£(1) < —xETH0) H0). (212)

Logo, de (212), obtém-se V (%(t)) +2BV ((t)) < 0, desde que Kﬁléflfz(t)Tf(t) > 0, para
todo %(t) € &(P,eg+ Kk~ '€)\0. Portanto para w(t) = 0, a lei de controle (110) torna a origem
do sistema linear incerto (190) um ponto de equilibrio localmente estavel para todo x(0) €
E(Pey+K le).

E importante notar que como %(t) = A()x(t) e assim da Observagdo 1, A(at) é uma matriz
de posto completo para todo o, € & dado em (2), se X(t) — 0, entdo x(t) — 0.

e Segunda condigdo do Problema 1:

Se w(t) € W, w(t) # 0 e i(t) € &(Pe), do Lema (3) &(P,&y) C %, e integrando ambos os
lados de (211) det =0 a t = ty, obtém-se, para V (X(t)) = X(t V' P&(t), e para £(0) = 0, entdo
V(x(0)) =0, V(x(tr)) > 0 e obtém-se

_x 1/0’ () () di+ & /y < —["r )t

0
= V(#(0)) =V (%(zp) <0. (213)

i, .
De (213), como k™' >0, 7' >0, logo K_lé_l/ ﬁ(t)Tﬁ(t)dt >0e
0

> V(E(ty) — V(3(0) — k! /0 L) (). 214)

Y ir
Dessa forma, como %(0) € & (P, &) e de (192), tem-se que V(£(0)) < g e / w(e)(e)dt
0
< &, eda equagdo (214)

V(R(t7) < V(E(0) + k! /0 0T dE < g0+ K €. 215)
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Portanto, V (%(t7)) < €+ '€ paratodo t; > 0. Do Lema 3, & (P,€0) C %, a desigualdade
(215) assegura que qualquer trajetéria com condig¢do inicial X(0) € & (P, &y) ird permanecer
dentro do conjunto & (P,ey+ x~'€)\0& (P, ey + x~'€) para todo t > 0, sendo que d& (P, &y +
x~'e) é a fronteira de & (P,gy+ xk~'€).

e Terceira condi¢cdo do Problema 1:

Sew(t) e W, w(t) #0, £(0) =0, integrando ambos os lados de (211)det =0 a t =ty, obtém-se,
para V(x(ty)) = %(t N P#(¢), e considere £(0) = 0, entdo V(£(0)) = 0, V(£ x(tr)) >0, logo

() -k [ iwar< g [0 iwar (216)
0 0
Como k™1 >0, E71 > 0eV(£(0)) > 0 de (216) obtém-se

[T 5war < & /tf (0t~ KEV (3(17)
0

iy .
< 5/ t)dt, Vty > 0. (217)

Assim, o sistema linear incerto (188) com lei de controle dada em (110) possui um custo
garantido . igual a y = \/E > 0.

Assim as condigoes propostas no Problema 1 sdo satisfeitas, e conclui-se a demonstragado.
O

Teorema 21. Considere o caso particular em que a perturbagdo externa é nula (w(t) =0), o
sistema linear descrito em (191) com lei de controle chaveada dada em (134) e uma regido de
operacao % dada em (193) sendo que ¢ € R"™, N =1, «pn,, p € R™ sdo conhecidos. Suponha
a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva X € R, matrizes simétricas Qk, Ri €

R4, matrizes My € R™*"™ e um escalar B > 0, tais que
—ByM,; —M;TBI R, — 0, <0, (218)
AX +XAT + R+ Op +2BX <0, (219)
[ $r67" NpM;

>0, (220)
M"Ny" X

paratodo h €1,, e j, k €1,. Entdo, a lei de controle (134), com L; = MjX_l, torna a origem do
espaco de estado do sistema (191) localmente assintoticamente estavel com taxa de decaimento
maior ou igual a B para todo %(0) € &(P,8) dado em (194) entio %(t) € &(P,8) C % . Sendo
que P=X" L

Demonstracio. 4 demonstragdo segue os passos da demonstra¢do do Teorema 15 e do Lema
3, com a candidata a fun¢do de Lyapunov V (£(t)) = £(¢) P£(t), com 0 < P = PT € R,
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Defina X = Pl M i = L;X e considere as LMIs descritas em (218), (219) e (220), para todo
hel,, ej,kel, factiveis.

O

Teorema 22. Dado um escalar arbitrario x > 0, considere o sistema linear descrito em (189)
com lei de controle dada em (134) e disturbio de energia limitada (W(t)) e uma regido de
operacao % dada em (193) sendo ¢ € R"™, N = I, «p,, p € R™ sdo conhecidos. Suponha
que existam uma matriz simétrica definida positiva X € R™*"™, matrizes simétricas Q_k, R_k €
R matrizes M; € R™*™ e um escalar & > 0, tais que o seguinte problema de otimiza¢do

seja factivel:

miné

sujeito a

—BM;—M;"Bf —R,—0Q;  H, XC[ -M]Df

Hf —x 17 Gl <0, (221)
ékX — éij ék — K'é[
AX +XAT + R+ Or +2BX <0, (222)
A
g+ Kk le NunM; >0, (223)

Mi"Ny" X
para todo h €1, e j k€l Entio éva(P, g+ Kx—1€) C % e alei de controle (134), sendo que
P:X_”, 0, :X_IQ_J-X_I, R; :X_IISJX_I elL; :MjX_l, garante as condi¢oes do Problema
1 e uma taxa de decaimento maior ou igual a B para £(0) € &(P,eo+ Kk '€).

Demonstracio. Considere a candidata a fun¢io de Lyapunov V(£(t)) = £(t)T P£(¢), com 0 <
P =Pl e R™" Assuma que X = P~ M; = L;X e considere as LMIs descritas em (221),
(222) e (223), para todo h € 11, e j, k € 1, factiveis.

Pré e pos-multiplicando a LMI (221) por diag{P,1,1} e (222) por P, com P =X 1o ;=
XﬁleXfll R; :XflﬁjX*l, Lj = M;P observe que

PAy+ AT P+ R, +0r +2BX <0, (224)
—PByL;—L;"B{P—R,—Q; PH, Cl—-L;"D]
HIP —k Gl <0. (225)
ék —Dij Gk —K'é[

Multiplicando (224) e (225) por i, com i > 0, Z W =1 para k € 1, e somando todos os
k=1

r r r r
termos para k =1 até r, com » WAy =A(1), D wBr =B(1), >, mGr = G(1), D, weHy =
=1 =1 =1 =1
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(1), kiukc‘k _ c‘<u>,ki Wl = Rlu), kiukg,- — O(u), PR(1)P = R(), PO(1)P = O()
-1 =1 =1

e substituindo J por O,
A(w) P+ PA(W) +R(u) + O() +2BP <0, (226)

~PB(1)Le —Le" B(i) P~ R() ~ 05 PH(u) C(u)" —Le"C(n)"
Hu)'p —k G(u)" <0. (227)

C(u) —C(u)Lo G(u) —x&1
Aplicando o Complemento de Schur (BOYD et al., 1994) em (227) e pré e pos
multiplicando por [£(t)T w(t)T] e [#()T Ww()T)T, respectivamente,
x(¢)
N ( )
T

—PB(1)Lo— Lo B(1)' P—R(1) — Qo PH(u
H(u)™p —K*ll

cu)" —Le" ()
Gu)"

30" w0

C(u) —LsTC(u

el
e G

£(1)
<0.
T

(228)

+ [)E(t)T vT/(t)T]

De (228) obtém-se

—(1)" (PB(u )La+LaTB( ) P)R(0) — £(0) (R(1) + Qo )2(t) +(0) H (1) Pi(r)
+£(0)TPH()w(e) — k()T 0(0) + k7180 C) T Cu)R() + ke 1R()T ()"
XG(p)w() + 151()G(u) C()2(r) + 5" W(0) G(w) " G(u)n(r) < 0. (229)

Pré e pés-multiplicando (226) por 2(t)7 = 0 e £(¢), respectivamente

£(0)7 (A(w)" P+ PA(W))#(e) +£(0) (R(1) + O(1) + 2BP)R(1) < 0, (230)

De (229) e (230), considere C(u) —D(u)Lg = 5(/1) e note que de (134),

£(1)" Qof(1) = min{ 2(0)" 0;5(1) } <20)" Z00). (231)
obtem-se
0 > () (A1) P+PA(H) +2BP)E() + (1) (R(1) + O())3(1)
> #(0) (A(w) P+ PA(R) +2BP)3(0) +2(1) (R(1) + O (1)
> #(0) (A(w)" P+ PA(R) +2BP)R(1) — (1) (PB(1)Lo + Lo B() P)3(1)

+w(t)" H(w) " PR(e) +5(0)" PH()w(e) — " (e) w(e) + k& 8(0) " C() " Clu)



x2(1)+xETR(O) )T Gu)w(e) + ke G(u) C(u)x(e) + kT ET ()T
xG(w)" G(u)w(t). (232)

Observe que, considerando V (£(t)) = £(t)T P£(t) tem-se V ((t

=
>
v
~—
Il
=
—
~
~—
)
=
—
~
~—
-
=
~—~
~
~—
)
=>
~—~
~
~—r

Assim, de (136), segue que

V(&) +2BV(E() = 20 (A(n)' P+PA(M) — PB()Lo — Lo" B(p)" P)(1)
+w(O)TH(W) T PR(1) + £(0)T PH()Ww(2) +2B%(0) T P2(¢), (233)

Logo, de (232), (233) e (234)
V() — () () + e ) < —2BY (%(r) 0. (235)
Entdo, é possivel verificar que a lei de controle satisfaz as condi¢oes do Problema 1:

e Primeira condi¢do do Problema 1:

Se w(t) =0, £(t) € &(Peg+ k" '€) e V(£(t)) = £(t)" PR(¢), como &(Peg+x"'e) C %, do
sistema descrito em (190) (ou seja, X(t) = [A(u) — B(u)Ls%(¢)), de (235)

7 (#() + 2BV (£(1) < =k ETH0) H(0). (236)

Logo, V(%(t)) +2BV(%(t)) < 0, desde que K_lﬁ_lﬁ(t)Tf(t) >0, para todo %(t) € & (P, &y +
k1e)\0. Portanto para w(t) = 0, a lei de controle (134) torna a origem do sistema linear

incerto (189) um ponto de equilibrio localmente estdvel para todo %(0) € & (Peo+ K*IS).

E importante notar que como x(t) = A(a)x(t) e assim da Observagdo 1, A(o) é uma matriz

de posto completo para todo o, € & dado em (2), se X(t) — 0, entdo x(t) — 0.
As condigoes 2 e 3 do Problema I sdo andlogas a demonstrada no Teorema 20).
Assim as condigoes propostas no Problema 1 sdo satisfeitas, e conclui-se a demonstragao.

OJ

Teorema 23. Se as condi¢oes dadas no Teorema 19 com lei de controle (110) sdo factiveis,
entdo as condi¢oes dadas no Teorema 21 com a lei de controle chaveada (134) tambem sdo

factiveis.
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Demonstracio. Considere a candidata a fun¢do de Lyapunov V (%(t)) = £ Pi(t), P=PT > 0.
Considere X =P\, M i = L;X e considere que as LMIs descritas em (202), para todo k € 1,
sdo factiveis. Da demonstragdo apresentada no Teorema 17 garante-se que (218) e (219) sdo

factiveis.

Da factibilidade de (203) temos que tomando L; = L para todo j € I, implica na factibili-
dade de (220).
OJ

Teorema 24. Se as condi¢oes dadas no Teorema 20 com lei de controle (110) sdo factiveis,
entdo as condi¢oes dadas no Teorema 22 com a lei de controle chaveada (134) também sdo

factiveis.

Demonstracio. Considere a candidata a fun¢do de Lyapunov V (i(t)) = 7 Pi(t), P= PT > 0.
Considere X = P~', M i = L;X e considere as LMIs descritas em (204), para todo k € 1,
sdo factiveis. Da demonstragdo apresentada no Teorema 18 garante-se que (221) e (222) sdo

factiveis.

Da factibilidade de (205) temos que tomando L; = L para todo j € I, implica na factibili-
dade de (223).
OJ

3.6 EXEMPLOS
Nesta se¢do, exemplos de simulacao sao fornecidos para ilustrar a eficacia das abordagens.

3.6.1 Exemplo 3

Considere o sistema linear incerto (136) com vértices politopicos:

4 —100 10 & a0 10
A(OC) = _10 B ]732[10]7[_[(06):[0 9 C(“):lo ,D: | ],
Gla) = ?], (237)

com—1<d<a,b<b<l110ec<&<10.

Para os casos sem disturbio, ou seja, para w(t) = 0, os vértices do politopo sdo dados por:

-1 —100 -1 —100 a —100 a —100
A1 = , Ay = , A3 = , Ag = :
10 b 10 110 10 b 10 110

(238)
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Para os Teoremas 13, 15 , e Teorema 3.2 dado em Silva et al. (2012) (com u =1 x 1073
que ¢ encontrado através de um procedimento de busca). Obtém-se a regido factivel dada na
Figura 18, com a e b variando no intervalo 40 < a < 180 ¢ —9 < b < 60 com espacamento

uniforme 1 para a ¢ 2 para b, e uma taxa de decaimento § =2 4.

Figura 18 - Regido de factibilidade: com Teorema 15 (o, x,J), Teorema 13, (o) e Teorema 3.2 dado
em Silva et al. (2012) (o,*) com = 1x 107°.

60 §5666666606666666666$6666666066666666666066G60606668666666660866606066006066666666$6066666606§66666060
600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
60000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000033
60000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000030a
504000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000aa
600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000a300
60000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000300s
600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000a3a00
4(12°°2200090000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000Kacax0
500000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000030 30
6000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000330
6000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000033000 a0
6000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000303000 0
6000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000333308000
304%0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000aa0aaaERAE
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¥0EOCOOEEEDE
Q9 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000)0000CCDDADDD
©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000kI0NNNDNNNNDDNDD
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¥00000NNDNNDDDOD
20 ) 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¥000NNNNNNNDONNDDD
000000000000000000000000000000000000000000000000000600000¥IINNNONNNNNDDODDD
00000000000000000000000000000000000000000000000000000¥000NNNNNEONNOEN0EGDD
00000000000000000000000000000000000000000000000000*00DDDDDDDDDDDDDDDDDDD
00000000000000000000000000000000000000000000000¥0E0CNNNNONNEONNOEONOOEDD
10 700000000000000000000000000000000000000000000*0DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD
©00000000000000000000000000000000000000000¥0000NNOEONNNCON0EONNOEEO0DOGD
©0000000000000000000000000000000000000}000000NNNNNNNNNDONNDON0N0OO00DD
00000000000000000000000000000000000¥00NN00ENNNONNONONNNO0NO0OOONO0EDD
©0000000000000000000000000000000¥INNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNDDDOOOODODD
0 ) 000 00000000000000000000000000¥NINNNNNNONNNNONNNNCNONNOONODOOOOOODD
000000000060000000000000600000000000000000AN000000NNNRO0O000E
©000000000000000000000¥0D0NNNNNNNNNNNONNNNNNNNNOOOOOCOOOOODD
0000000000000000000¥000NN0N0N0N0000000000000C0C00C0CED
10 0000000000000000¥n0HO0OONOOCOYOO00O0O0OG0C0000000 | | | | |

40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
a

Fonte: Elaboragao da propria autora.

Para os Teoremas 19 e 21 e Lema 4, obtém-se a Figura 19, com a e b variando nos intervalos
40 <a <90 e —9 < b <15 com espagamento uniforme de 2 para a e 0,5 para b, com taxa de
decaimento ﬁ = 2,4, 6= 1, X01 = [0,1 0,01], X02 = —X01, X03 = [—0,1 0,01] € Xpo4 = —X03 €
minimizando w com w = W2,

Note que a regido obtida na Figura 18 para o Teorema 15 (o,x,[J), ¢ maior do que o
en- contrada pelo Teorema 13 (o) e o Teorema 3.2 dado em Silva et al. (2012) (o,*), mas a
nossa abordagem ndo utiliza integrador na planta, no entanto, em Silva et al. (2012) ¢
necessario fazer uma busca unidimensional para encontrar o 4 = 1 x 107> que representa a
maior regido factivel. Na Figura 19, o Teorema 21 apresenta uma regido factivel maior que a
obtida pelo Teorema 19. Observe que na regido em que ambos os Teoremas 19 e 21 sdo
factiveis, tem-se W sempre maior para o Teorema 21, o que nos garante um elipsoide maior

como mostra a Figura 20.

Na Figura 20, sdo apresentadas as regides év"L(P, 1) e % para o Teorema 19. cgv(’LG (P1),

U, para o Teorema 21 e a curva T correspondente a trajetoria para a condic@o inicial x(0) =
~1 T
A;77]0,9 3.4]".
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Figura 19 - Regido factivel utilizando o Lema 4: com Teorema 19, representado por (- -) ¢ Teorema 21
representado por (-).

Fonte: Elaboragdo da prépria autora.

Figura 20 - Regides elipsoidais, regides de operagdo e trajetoria T para a condigdo inicial x(0) =

Afl [0,9 3,4]T : com @(VdLa (P, 1), regido de operagdo %, para o o Teorema 21 com Lema 2;
com &7(P, 1)), regido de operagdo %, para o o Teorema 19 com Lema 2.

-10 :
-6 -4 -2 0 2 4 6

Fonte: Elaboragao da propria autora.
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Considere um ponto da Figura 19 no qual somente o Teorema 21 com o Lema 2 ¢ factivel,
(a,b,c) = (60,15,6), com taxa de decaimento = 2,4, 6 = 1, xo; = [0,1 0,01], xpp = —x01,

x03 = [—0,1 0,01] e x4 = —x03 € minimizando w com w = W~

20 que resulta na maximizagao

de w. Foi obtido nesse processo, w = 0,4223,

L1 = Ly=| —0,0642 01228 |, |L| =|L2| =0,1385,
Ly = Ly=| —0,1847 0.524 |, |Ls|| = ||L4] =0,2395,
Ls = Le=| —0,2621 0,1647 |, |/Ls|| = ||L¢|| = 0,3096,
L; = Lg=| —0,2375 0,1646 |, ||Ls|=|Le|l =0,2890,
[ 72434 89109 |
_ |7 ; , _ — 12,6860,
O ) | 89109 19035 | 1011 = |02
[ 52368 80343 |
= pr— ! ’ 9 — :10772187
03 o 80343 1.0469 1011 = |02
[ _18.4490 16,9128 |
o , ’ , _ —29.1754,
Os Os 169128  —2.5083 101 = [|Qal
[ _17.9395 13.6068 |
e , ’ , _ — 25,5046,
07 0Os 13,6068 —1,0309 101 = [| Q2|
0.1136 0.0012
— [ : ’ . |IP|| =0,1136. (239)

Para as simulacoes
x(0)

0,0012 0,0353

apresentadas nas Figuras 21-23, considere (239) e a condicdo inicial

A [1,91 4] .

Na Figura 23, para o sistema (191), com (239) para o Teorema 21 com o Lema 2, conside-

rando a condigdo inicial x(0) = 4; ~'[1,91 4], ou seja, £(0) =[1,91 4], a fungdo de Lyapunov

V(£(0)) =£(0)" P£(0) =

0,9971 com matrix P dada em (239).

Para os casos com disturbio, ou seja, para w(z) # 0, os vértices do politopo sdo dados por:

[ 1 —100 | —1 —100 a —100 a —100
Al - ;A3: 7A5: 7A7: 5
100 b 10 110 10 b 10 110
Ay = Ay, A3 =43, Ag=As5, Ag = A7,
c 10
H = o | Hy = o | Hy = Hs = H; = Hy, Hy—=Hg—= Hg = H,
1 0 a 0
C = , Cs = L O =C=C=C, Co=Cr=C3=0,
1 0 ) 5 [0 b 2 3 4 1 6 7 8 2
b 110
G = | , G3 = | , Go=G5=Gc=G1, G4=G7=0G3=G3 (240)
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Figura 21 - Regido elipsoidal & (P, 1); regido de operagdo % ; trajetoria T’ para a condigdo inicial x(0) =

A;7'[1,91 4] para o o Teorema 21 com o Lema 2.

Fonte: Elaboragdo da prépria autora.

Figura 22 - Variaveis de estado e variaveis de estado auxiliares (£(¢)) da simulagdo do sistema (191),
com (239) para o Teorema 21 com o Lema 2.

0.5
=
O L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Tempo (s)
2
=
=
O L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Tempo (s)

Fonte: Elaboragao da propria autora.

0.4 0.6 0.8 1
Tempo (s)
0.4 0.6 0.8 1
Tempo (s)
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Figura 23 - indice de chaveamento o € I,., fungdo de Lyapunov V' (£(¢)) = £(¢)” P<(t), entrada de con-
trole u(¢), para o sistema sistema (191), com (239) para o Teorema 21 com o Lema 2.

_04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
4 Tempo (s}
3 2
© ® 05
27 1 N
1 0 :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaboracao da propria autora.

e o distarbio de energia limitada, w(z),W(¢) € W12, (o espago de Sobolev W!?2[0,0) que
consiste em fungdes w(t) € L?[0,00) tais que a derivada fraca w(t) € L?[0,00) com norma
w(@)l12 = (Iw(@) |+ 4i(2)]1,)"/? para toda w(z) € I'2[0,e2)) ¢ dado por

</ sin(wt t€0,¢
() = sin(wt), se t€[0,ty) , (241)
0, se t€ltr,oo)
a derivada fraca de w(¢) é dada por
< t t€0,¢r
(1) = wo/ cos(wt), se te€(0,ty) , (242)
0, se t€ty,o)

com os pardmetros .27, @ ¢ ty escolhidos de forma adequada para satisfazer as seguintes condi-
¢oes:

/ T () w(t)di < o / T ()t < oo, (243)
0 0

Considere / = [0,%0) e w(t) dada em (241) e observe que para ¢ = ¢, ndo existe a derivada

no sentido classico.

De fato, w(t) € L},.(I), ou seja, w(t) pertence ao espaco das fungdes localmente integraveis
em /. Seja h € C; (I) (o espaco das fungdes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto

em /) e observe que da Definicao 2,

/ whdt = Qfsm ohdt+ | Ohdr (244)
ly
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Figura 24 - Regido factivel: com Teorema 16, representado por (-) e para o Teorema 14 ndo foram
obtidos pontos factiveis.

8000
6000
-~ 4000

=,

Fonte: Elaboracao da propria autora.

= osin(0)h(1)|] - /O " () w cos(et)dt (245)
- Otfh(t)(o%cos(wt)dt (246)
S /O“’h(t)w(t)dt, (247)

de modo que () ¢ a derivada no sentido fraco de w(z).

Para os Teoremas 14 e 16, a Figura 24 ¢ obtida considerando , ¢ = 6, a ¢ b variando nos
intervalos 100 < a <130 e —9 < b < 15 com espagamento uniforme de 1 para a e 0,5 para b,

kK = 1,5, com taxa de decaimento 3 = 2,4 ¢ minimizando & > 0.

Para o problema com saturagdo do atuador, temos que w(¢) (241) e () (242) de modo que

os parametros .o/, @ ¢ T escolhidos de forma adequada para satisfazer as seguintes condicdes:
/ w(t)Tw(t)di < € ¢ / () Tvi(t)dt < e. (243)
0 0

Para os Teoremas 20 e 22 e Lema 4, a Figura 25, com ¢ = 6, a e b variando nos intervalos
40 <a<60e -9 <bh <15 com espagamento uniforme de 2 para a e 0,5 para b. ¢ = 1,2,
p=1,k=15¢=1,e=0,1,21=1,2, = %, com taxa de decaimento 3 = 2,4 para as LMIs

(201) presentes na Lema 4, com ¢ = 4, xp, = [0, 1 O,OI]T, X0, = —X0,, X0, = [—0,1 O,OI]T,

2

X0, = —Xo,€ minimizando w+& com w =Ww"".

Nas Figuras 24 ¢ 25 as regides obtidas pelos Teoremas 16, 22 representados por (-) sao

maiores do que a obtida nos Teoremas 14 e 20, respectivamente. Observe que em ambos 0s
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Figura 25 - Regido factivel utilizando o Lema 4: com Teorema 20 (-) ¢ Teorema 22 (-).

- |

Fonte: Elaboragdo da prépria autora.

casos, obtemos um custo garantido 772, sempre menor para o controlador chaveado.

Considere um ponto da Figura 25 somente o Teorema 22 Lema 2 ¢é factivel, (a,b,c) =
(50,10,6), com k = 1,5, B =24, € = 0,1, & = 1, minimiza-se w+ & com w = W2, 0 que

resulta na maximizagdo de w e obtém-se w = 0,1811 e y = 204,4321.

Li = [ —06904 00880 |, L= [ —02911 0,0997 ] Ly— [ —0,7832 0,0803 }
Li = | —07798 00814 |, Ls= [ —0,6845 0,1220 } Lo — [ —0,6892 0,1212 }
L, = | —07888 00893 |, Lg— { 07999 0,0865 } Lo— [ —0.7725 0,082 }
Lo = | —07762 00873 |, L1 = { ~0,7322 0,0867 } Lip— { ~0.2879 0,097 }
Ly = | —05778 01497 |, Lis= [ —0.4906 0,1677 } Lis= [ —0,7548 0,1021 }
- ] 206502,9296  8804,5396
L = | —0,7641 0,1001 |, O) = ,
i ] 597,5777
0 - [ 206589,8701 8804,9605 | 0:— [ 2064882701 8794,7882 |
2 * 5974649 | =0 * 597444 |’
0 - [ 206455,1919 87932777 | 0. - [ 2062470714 8828,0821 |
t * 5973106 | =° * 601,3823 |’
0 - [ 2062133614 8825,7241 | 0 - [ 206146,1399  8803,6584 |
6 - * 6012198 |’ <7~ * 600,1062 |’
0 - [ 206094,7521  8800,2990 | 00— [ 2064192996 8810,7698 |
T « 5999101 |7 <7 | x 5984949 |

)

o [ 206386,47386  8808,3949 [ 2064724635 8802,9367
0= « 5983208 |’ =<' x 597,5507
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Figura 26 - Regides elipsoidais &' (P,&y+ k'€), £(P,k '€) e &(P,&); regido de operagio % ; traje-
torias 77 e T, para w(t) = 0 e trajetorias T3 e Ty para w(t) # 0 e Teorema 22 com Lema

)22([)

Fonte: Elaboracao da prépria autora.

On =

Oy =

O =

206645,4619

*

206285,8282

*

206069,5756

*

8805,8697
597,4797

8846,2692
603,736

8806,6528
599,7477

] Dp,— | 2062645770 88403517
P EB X 602,7959 |’

[ 206120,7308  8809,9452
P Eh T X 5999525 |’

(249)

)

0,8146 0,0546
0,0546 00418 |’

Na Figura 26 utiliza-se a fungdes w(t) (241) e w(z) (242)com &7 =1 e @ = . Paraw(¢) =0
as trajetorias 7; com £(0) = [0,0 5,04]7 € 0&(P,gy+ k') e T» com £(0) =[0,9 1,9]7 ¢
0& (P,gy). Para w(t) # 0, a trajetoria T3 com £(0) = [-0,2 —0,89]7 € &(P,&) e para a
trajetoria Ty tem-se £(0) = [0 —1,26]7 € & (P, &).

Observe que na Figura 26, para w(¢) = 0 as trajetorias 77 e 7> exemplificam que a origem

¢ um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel do sistema linear incerto (189)

com lei de controle (134), e o conjunto elipsoidal & (P, &g+ K1 €) é um conjunto positivamente

invariante do dominio de atragio, ou seja, se £(0) € &(P,&y+ k'€, entdo para 7 > 0, £(¢) €
&(Peg+ K '€). As trajetorias T3 e Tj mostram que para w(t) # 0 e £(0) € &(P,k~'¢) temos

i(t) € &(P,&y+x"'¢) paratodo ¢ > 0.

Para as simulagdes apresentadas nas Figuras 27-30, considere as fungdes w(z) (241) e v (¢)

(242) com &7 = 1, ® = &, as matrizes em (249), 1 = 2s e a condigao inicial x(0) = [ 0 0 }
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Figura 27 - Variaveis de estado e variaveis de estado auxiliares (¥(7)) da simulagdo do sistema (189),

com (249) para o Teorema 22 com o Lema 2.

3 -3
5 X 10 5 x10
3_ 0 =0
= =
-5 ‘ ‘ ‘ -5 ‘
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)

0.05 ‘ ‘ ‘ 0.05 ‘ ‘

= L S {\/\

-0.05 ‘ ‘ ‘ -0.05 ‘ ‘

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaboracao da prépria autora.

Figura 28 - Indice de chaveamento o € I, entrada de controle u(¢), distirbio externo w(t), derivada do
distarbio 1(¢), para o sistema sistema (189), com (249) para o Teorema 22 com Lema 2.

0.02 16 = .
- o f
% 0 L/—\r © 8¢ - .
A— —— —
-0.02 ‘ ‘ 10— = ‘
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)
0.5
g 0
‘ -0.5 ‘ ‘ ‘
3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s)

Tempo (s)

Fonte: Elaboragdo da prépria autora.
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Figura 29 - Saida y(¢), derivada da saida y(¢), para o sistema sistema (189), com (249) para o Teorema

22 com o Lema 2.

1 ‘ ‘ ‘ 0.2 ‘ ‘
=X = 0 /\/
~ -~

-1 | ‘ ‘ -0.2 ‘ ‘ ‘

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)

20 ‘ ‘ ‘ 1 ‘
g 0 K/} \'_:/I 0 \/‘h
= =

20 : : : -1 : : :

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaboracao da prépria autora.

el T oo . T .
. t t)dt t t)dt
Figura 30 - Para w(t) # 0, y para £(0) = [0 0|7, [, = M, L= M para o
_ Jo y(0)" y(t)dt Jo y(0)" y(e)dt
sistema (189), com (249) para o Teorema 22 com o Lema 2.

S 0.01 s 041
E kY
©~0.005 ©~0.05
8 T by
8
— 0 ‘ ‘ : — 0 ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)
x107*
204.4321 —~4
/4 0L <0 ®
100 | 0L =4 =2
= 501 005 0.1 3
0 ‘ ‘ ‘ 0 :
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaboragdo da propria autora.

Na Figura 30, para o sistema (189), com as matrizes em (249) para o Teorema 22 com o

Lema 2, considerando as condigdes iniciais £(0;) = [0 5,04]7, £(0,) =[0,9 1,9]7 e #(03) =
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[—0,5 —0,546], obtém-se a fungio de Lyapunov V' (£(01)) =£(01)T P£(01) = 1,0625, V (£(0,)) =

£(02)TP2(0,) = 0,9977 ¢ V(£(03)) = £(03)T P£(03) = 0,2460 com a matriz P dada em (249).
Note que fow it )T wle)dt <15,27<204,4321 ¢ Jo e ) Wle)dr < 48,8 <204,4321. Note que
Jo y(@)" y(t)dt Jo (@) p(e)de

a desigualdade de Wirtinger ¢ satisfeita, ou seja, / w(t) w(t)dt < / w(t) (e dt.
0 0

3.7 CONCLUSOES PARCIAIS

Projetos de controle 772, chaveado para uma classe de sistemas lineares incertos, nos quais
somente a derivada do vetor de estado estd disponivel para a realimentagdo foram propostos
neste capitulo. Na abordagem sem saturagdo e sem distirbio (w(z) = 0), no Exemplo 3, na
Figura 18, mostra-se que o Teorema 15 apresenta uma regido factivel melhor do que a obtida
pelo Teorema 13 e Teorema 3.2 dado em Silva et al. (2012) (com p = 1x 107> que é
encontrado através de um procedimento de busca) . Considerando o disturbio (w(¢) = 0)
observa-se que para o Teorema 16 obtém-se uma regido factivel em casos nos quais o
Teorema 14 ndo obteve nenhum ponto factivel, (como mostra a Figura 24). Considerando a
saturacdo do atuador, nota- se que as abordagens com controlador chaveado e controlador
J, chaveado, apresentaram melhores resultados do que os casos dos projetos com
controladores com ganho constante.
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4 CONTROLE 77, CHAVEADO DE SISTEMAS LINEARES COM
REALIMENTACAO DERIVATIVA PARA UMA DINAMICA AUXILIAR COM
INTEGRADOR

Neste capitulo considera-se que a matriz de entrada B ¢ incerta. Apresenta-se um procedi-
mento sem as especificagcdes da regido de operacdo e da saturagdo. Através de LMIs, garante-se
que a origem seja um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, e assegura-se ao sistema
realimentado uma taxa de decaimento maior ou igual a 3. Para o projeto de controle 7%,

garante-se ao sistema realimentado um indice de desempenho J72..

4.1 SISTEMAS LINEARES INCERTOS SUJEITO A UM DISTURBIO EXTERNO

Considere o sistema linear com incertezas invariantes no tempo sujeito a um disturbio ex-

terno, dado por:

y(t) = Clo)x(t)+D(o)u(t)+ Go)w(t), (250)

sendo, 4(a Za,A € ™I, B(o Z%B € R, C(o ZalC € R D(or) =
i=1 i=1 i=1

z o;D; € R ™ H(o Z o;H; € R G(a Z 0;G; € R sdo representados pela
i=1 i=1 i=1
combinagdo convexa de matrizes conhecidas descritas por (BOYD et al., 1994), com o € &

definido em (2), w(t) € R™ ¢ a entrada exdgena, sendo que w(t) € W12[0,00), (1) € R™ é a
derivada fraca da entrada exogena tal que w(z), w(t) € L*[0,0), y(1) € R ¢ o vetor de saida,
x(t) € R"™ ¢ o vetor de estado e u(z) € R™ o vetor de entrada. Considere B(o.) = B, +AB(a),
D(a) = Dy, + AD(t) com By, e Dy, matrizes conhecidas.

Dado o sistema linear incerto (250), para todo o € &, entdo,

K1) = A(cp(e) + Buar) + AB(@)ur) + H(cw(r),
y(t) = Cla)x(t) +Dpuu(t) +AD(c)u(t) + G(a)w(t), (251)

com, A(o)x(t) + AB(o)u(t) + H(a)w(t) = x(t) — Buyu(t) = x(t) e C(o)x(t) + AD(o)u(t) +
G(o)w(t) = y(t) — Dpu(t) = ().

Observe que, como a derivada do vetor de estado e o vetor de controle estdo
disponiveis, temos que x(¢) — Bpu(t) = A(a)x(¢t) + AB(a)u(t) + H(o)w(t) também esta
disponivel para a realimentagado (WOLMUTH et al., 2019).
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Logo, de (251) ¢ possivel definir um novo vetor de estado do sistema (250):

#(t) = A(a)x(t) +AB(o)u(t) +H(a)w(t),
W) = Cla)x(t) +AD(a)u(t) + Ga)w(t). (252)

Note que, (251) e (252), X(¢) esta disponivel para a realimenta¢do. Além disso, derivando

(252), segue que

¥(t) = C(a)i(t)+AD(a)i(t) + G(o)(t). (253)

Ht) = A()i(t) +A(0)Byu(t) + AB(0)i(t) + H(oni(t),
H(t) = C(a)i(t) +C(0)Buu(t) + AD(a)i(t) + G(ohi(t), (254)

para todo o € & dado em (2).

Defina ii(t) = u(t) € K™, ~( ) = () € R, 7(0) = [#(0)T u())7, #(e) = A(e)x(t) +

AB(0t)u(t) +H(o)w(t) = k(t) — Buu(t) e (1)
Dyu(t). Logo, de (254), tem-se que

] 2 e
0 = [et@) o] [\ +an(@yi) + Glayi) 255)
ou equivalentemente,
i) = A@)so) + Byl + Aol
50) = (@) + Dlot)ile) + Gla)ii(o) 56)

A(a) A(o)By

Onuxnx Onuxnu

para A(o) = [

— [Cle) CloBa). G0 = Gla). 30) = 50) e3(0) = [+ ute)”] "
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4.2 CONTROLE ROBUSTO 4%, - MATRIZ DE ENTRADA INCERTA

Considere o sistema linear incerto (250) e o esquema de controle proposto na Figura 31.

Utilizando a dinamica auxiliar (256), propde-se a lei de controle, onde

i(t) = u(r) = —Kx(1), 257)
com () = [V(t)] _ [A((X)X(t)+AB(Oc)u(t)+H(a)w(t)] _ [X(Z)—Bmu(t)]‘
u(t) u(t) u(t)

Figura 31 - Esquema da lei de controle proposta (257) para o sistema linear incerto (250).

w(t) —

A 4
&
1Y
O

x(2)
u(t) t J i(t) x(t) -«
/0 -dT |« —K ¢
Fonte: Elaboragdo da propria autora.
De (256) e (257) tem-se o seguinte sistema:
(1) = A(e)i(t) — B(o)K(t) + H(o)(t),
9(t) = C(a)i(t) —D(a)Ki(t) + G(o)w(t). (258)
Entao de (258)
#(1) = [A(a) = B(o)KJx() +H(or)i(r),
P(t) = [Cla)—D(a)KIx(t) + G(o)Ww(t). (259)

(1) = [A(a) — B(a)K]Z(2), (260)
com £(t) = [’5(1)] _ [A(O‘)X(fHAB(a)u(t)] _ [X(t)—Bmu(t)].
u(t) u(r) u(t)
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Teorema 25. Considere o caso particular em que a perturbagdo externa é nula (w(t) = 0),
o sistema linear descrito por (260) e a lei de controle dada por (257). Suponha que existam
uma matriz simétrica definida positiva X € RU+m)* A1) yma matriz M € R 0tm) o ym

escalar B > 0, tais que
XAT +4;X —BM —MTBT +2BX < 0, (261)

paratodoi€1,,. Entdo, a lei de controle (257), i(t) = —KZ(t), com K = MX !, torna o sistema

(260) assintoticamente estavel, com taxa de decaimento maior ou igual a B, com X = Pl

Demonstracido. A demonstragdo segue os passos descritos em (BOYD et al., 1994),

com a candidata a fun¢io de Lyapunov V(%(t)) = %(t)" Px(t), sendo que P = PT > 0. Para
X = P!, M =KX, suponha as LMIs descritas em (261), para todo i € L., factiveis.

O

Para w(t),w(t) € L,[0,0) e ¥(0) = 0, considere que o sistema em malha fechada (259) tem
um custo garantido 7, igual a y > 0, se a seguinte inequagao for satisfeita:

)17 < P lw()|]*, Yo e 2. (262)

Como 3(t) = y(t) — Dpu(t), tem-se que $(¢) = y(¢) = y(t) — Dpti(t). Observe que para o
caso em que a matriz D(a) = 0, obtém-se j(¢) = y(¢) e escreve-se

oo

/ ()T w(t)dt = / T wdt+ [ w(e) w(e)de = / T wnd. (263)
0 0 0

iy

Se w(t) € CI[O,tf], utilizando a desigualdade classica de Wirtinger (94) (SARIKAYA,
2019), note que

/ 7o) Tw(e)de < / (). (264)
0 0

Assim, para y > 0, de (263) e (264) com w(¢) = w(t) tem-se que para D(o) = 0 em (254)
que
@)l < WO = 7 w5 < 7 w3, (265)

()5 < 7 Ww()]5- (266)

Tomando (266), e para y(0) = y(eo) = 0, da desigualdade classica de Wirtinger (94) tem-se
que [[y(0)[3 < ||ly(¢)||3, obtém-se

DI < O3 <7 w3 (267)

Logo de (267) e das equagdes (114)-(122) apresentadas na Se¢do 3.3 do Capitulo 3, existe
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&> 0 tal que |[y(1) |3 < |[p(2)]|5 < Y?&||w(¢)|)3, assim, garante-se um custo garantido .#Z, para

o sistema (250) com lei de controle (257).

Teorema 26. Dado um escalar arbitrario x > 0, considere o sistema linear descrito em (259)
com lei de controle dada em (257) e disturbio de energia limitada (W(t)). Suponha que existam
uma matriz simétrica definida positiva X € RO+ 0Am) g matriz M € R t) |y

escalar & > 0, tais que o seguinte problema de otimizacdo seja factivel:

miné

sujeito a

XAT +AX -BM—-MTBT +28x  H, XCI—M"D!
ar —k GI <0, (268)

CiX — DM G —KkEI

para todo i € 1,,. Entdo, a lei de controle (257), ii(t) = —KZ(t), com K = MX ™", torna o
sistema (259) assintoticamente estavel, com taxa de decaimento maior ou igual a 3, e custo

garantido ¢, igual a y = \/E dado em (114).

Demonstracio. 4 demonstragdo segue os mesmos passos da demonstra¢do do Teorema 14,
com candidata a fun¢do de Lyapunov V(%(t)) = %(t)T P%(t), com P = PT > 0. Considere que
X =P ', M =KX, considere que as LMIs descritas em (268), para todo i € 1, sdo factiveis.

O

4.3 CONTROLE %, CHAVEADO - MATRIZ DE ENTRADA INCERTA

Considere o sistema linear incerto (250) e o esquema de controle proposto na Figura 32.
Da dindmica auxiliar (256), propde-se a utilizagdo da lei de controle chaveada, dada por:
i(t) = ig(t)=—Ksx(t), o= argmﬂin* {i(t)TQ,-i(t)} , sendo que o € I,
1€l

Kg € mnux(nx—l—nu)’ Qi _ QiT c m(nﬁ—nu)x(nx-&—nu) e f(l‘) c Rt (269)
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Figura 32 - Esquema da lei de controle proposta (44) para o sistema linear incerto sujeito a
saturacao do atuador (1).

w(it) ———

\4
-y
'Y

O

SO X0
Chaveamy— —K; |« |_:
u(t) t i(t) ° —Ky | «—
/O-dr .
o‘ .
AN K, |e—
o(i(1)) |«
Fonte: Elaboragao da propria autora.
De (254) e (269)
(1) = [A(e) — B(o)Ko](t) +H(o)w(1),
#(t) = [Cla)—D(a)Kslx(t) + G(o)w(t). (270)

Para o caso particular em que a perturbagdo externa ¢ nula (w(¢) = 0), obtém-se, de (270),

u(t) u(t)

Teorema 27. Considere o caso particular em que a perturbagdo externa é nula (w(t) =0), com

5() = [A(ar) — B(o)Ko]3(t), com i(r) = [“@ [A<a>x<t>+AB(a>u<r>

] . (71)

o sistema linear incerto (271) e a lei de controle dada em (269). Suponha que exista uma matriz
x4y ) X (ny+ny) Nxtny,) X (ny+ny,)

i)

simétrica definida positiva X € R , matrizes simétricas R;, Q_ ;€ R

matrizes M; € KX)o ym escalar B> 0, tais que
—BiM; —M;"Bl —R: -0, <0, (272)

XAT +AX +Ri+0;+2BX <0, (273)
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para todo i, j € 1. Entdo, a lei de controle (269), ii(t) = —Ks%(t), com K; = MjX_l, torna a
origem do sistema (271) assintoticamente estdvel com taxa de decaimento maior ou igual a 3,
sendo que X = P~1, 0 :X’IQJX’1 eRi=X"'"RX! paratodoi,j € I,,.

Demonstracao. A demonstragdo segue os passos descritos em Alves et al. (2016), com a
can- didata a fun¢do de Lyapunov V (5(t)) = %(t)" P%(t), sendo que P=PT >0, X = P, M;
= KX e supondo que as LMIs (272) e (273), para todo i, j € 1, factiveis.

OJ

Teorema 28. Dado um escalar arbitrario x > 0, considere o sistema linear descrito em (270)
com lei de controle dada em (269) e disturbio de energia limitada (W(t)). Suponha que exis-
tam uma matriz simétrica definida positiva X € R+ X tm) tizos simétricas R;, O ;€
RO t) -y atrizes M ;€ KXt ym escalar € > 0, tais que o seguinte problema

de otimizagado seja factivel:

min&
sujeito a
XAT +AX +Ri+ 0, +2BX <0, (274)
—BM;—M;"B] —R;—Q; H ~ XCT-M;"D]
A —xk GI <0, (275)
é,‘X-D,‘]Wj G,‘ —K'g]

para todo i,j € 1. Entdo, a lei de controle (269), ii(t) = —KsX(t), com K; = MjX_l, sendo
que X =P~ 0; :X_IQ_jX_l, Ri=X"'Rx! para todo i, j € I, torna a origem do sistema
linear (259) assintoticamente estdavel com taxa de decaimento maior ou igual a B, e com um
custo garantido 2. igual a y = \/E dado em (114).

Demonstracio. A demonstragdo segue os passos da demonstragdo apresentada no Teorema

16, com a candidata a fun¢do de Lyapunov V (%(t)) = %(t)" Px(¢), P=PT >0, X = P7}, M;=

K;X e considerando que as LMIs descritas em (274) e (275), para todo i, j € 1, sdo factiveis.
OJ

Teorema 29. Se as condi¢oes dadas no Teorema 25 com lei de controle (257) sdo factiveis,
entdo as condic¢oes dadas no Teorema 27 com a lei de controle chaveada (269) também sdo

factiveis.

Demonstracio. A demonstragdo segue os passos apresentados no Teorema 17, com a candi-
data a fungdo de Lyapunov V (%(1)) = 2(t)T P%(t), P = PT > 0, sendo que X = P, M;=K;X

e considerando que as LMIs descritas em (268), para todo i € 1, sdo factiveis.

O
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Teorema 30. Se as condi¢oes dadas no Teorema 26 com lei de controle (257) sdo factiveis,
entdo as condi¢oes dadas no Teorema 28 com a lei de controle chaveada (269) também sdo

factiveis.

Demonstraciao. A demonstracdo segue os passos dados no Teorema 18, com a candidata a
fungéo de Lyapunov V(%(1)) = %(t)" PX(t), sendo que P=P" >0, X = P~} M; =KX e
considerando que as LMIs descritas em (268), para todo i € 1, sdo factivelis.

O

Observacdo 4. Para o caso particular em que o disturbio externo é nulo (w(t) = 0) existe
uma relagdo entre a dinamica auxiliar e a dindmica da planta, semelhante a apresentada no
Capi- tulo 1, na Subsegdo 2.2.1 (WOLMUTH et al., 2019). Considere o sistema (271), com
Teoremas 25 e 27 e leis de controle dadas em (257) e (269), respectivamente, com a candidata a
fungio de Lyapunov V(5(t)) = %(1)" Px(¢) para %(t) = [¥(t)" u(®)"]" com x(t) = A(a)x(t) +
AB(a)u(t). Seguindo os mesmos passos em Wolmuth et al. (2019) que foi apresentado na

Subsegdo 2.2.1, pode-se provar que se existe uma taxa de decaimento B para a dindmica

auxiliar, entdo a planta original tem a taxa de decaimento B para todo x(t) e x(0).

4.4 EXEMPLOS NUMERICOS E IMPLEMENTACAO

Nesta se¢do, exemplos de simulacdo e uma implementa¢do sdo fornecidos para ilustrar a

eficacia das abordagens.

4.4.1 Exemplo 4

Considere o Exemplo 3 dado na Subsecdo 3.6.1 do Capitulo 3. Considere os vértices do

politopo dados pelas matrizes apresentadas em (240) e

AB, = AD,= (c)] AB3 = ABs = AB; = AD3 = ADs — AD7 — AB,,

[ 10
AB, = AD;= 0 ]7 AB4 = ABg = ABg = AD4 = ADg = ADg = AB>,
0 0
B, — . Dy = . 276
, [10] , H @76)

Primeiramente exemplifica-se o caso sem distirbio para comparar a regido factivel com o
trabalho de Silva er al. (2012). Utilize as LMIs presentes no Teorema 3 (ASSUNCAO et al.,

2007) com pp =0,1en =6 x 103, para restringir a norma do controlado. Para o Teorema 3.2
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dado em Silva et al. (2012) (com p = 0,01 que ¢ obtido através de um procedimento de
busca), e Teoremas 25 ¢ 27, com b = 60, a e ¢ variando nos intervalos 120 <a < 150,8 < ¢ <

10, com espagamento uniforme 0,5 para a e 0,1 para c.

Figura 33 - Regido factivel: com Teorema 3.2 em Silva ez al. (2012), representado por (o), Teorema
25, representado por (o, x), e Teorema 27, representado por (o, *,).

10 ? RNk i ? 7

0 000 O0O0KKKKKKKKXKKXKKXXX¥X¥X¥¥¥XKXK000000000000O00O0O0O0GOOOGOQSOOOODOOoOOoOo o oo

KK KK KKK KX KK KKK KkKKKXKkKXKK(XKKXKXKXDoooooooooooooooooooBo o oo o oo ooao

K KKK EEE AR E KKK KKK HKKHDODDODDooDooooooooooooooooooooooooao

KK KK KKK KKK KKK KK KKK KKXXKXKoo0D0o00000000000O000ODOCDOOODOOOODOOaa
9.5519**********************DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD —
KK KKKKKKKKKKKKKKKKKKXK%¥o0oooooooooo0o0000000000006GCG0GCGCD

KK KK KKK XA KKK KKXKKKXKKXKXXKXXHKODooDoooooooooooooooooooaaooaoao

KK KK EEE AKX EKKHKHHOODODDDODODODDOOOOOOOOOOOO®SSS DO

KK KK KKK KKK KKK KKKXKXKXK¥XX¥0O0o0000D000O00D00O00O00ODO0ODO OO OO Do ada

(&) 9%******************* uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu -
KRKEXKKKKEKXKKKKKK K KX X O
KR KKK KK KKK KK KKXKXKXKo 0
KRKKKKKKKKKKKKKKXKo oo
FRKKKKKKKXKKKKKHEKoo oo
S.5f kKKK KK KKK KKK Nooooooooaooooooos |
KKKKKKKKXKKXKKNKoooooooooooooooao

¥ ¥k Kk¥XKK¥k¥*¥*¥k¥oooooooooooooo

XK KKKKKk¥X¥¥0o00oo0ooooooooooa

¥¥¥¥¥¥KK¥oosoooaoooooo
NI, 4 \ \ \ \
120 125 130 135 140 145 150

Fonte: Elaboragao da propria autora.

Agora compara-se a regido factivel para os casos com w(z) = 0. Para os Teoremas 26 e
28, com a, b e ¢ variando nos intervalos 120 < a < 140, 4 < ¢ < 10 e b = 60, espagamento
uniforme 1 para a e 0,1 para ¢ ¢ a matriz D(¢¢) = 0, Kk = 1,5, taxa de decaimento B = 2,4 ¢
para as LMIs presentes no Teorema 3 (ASSUNCAO et al., 2007), o = 0,1 e n = 10 x 108,

que sdo inseridas para restringir a norma do controlador.
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Figura 34 - Custo garantido: Teorema 26 representado por (- -) e Teorema 28, representado por (-).

15000
10000

5000

140

Fonte: Elaboragdo da prépria autora.

Para (a,b,c) = (137, 60, 9,3) um ponto da regido representada na Figura 34 onde o Teo-

rema 26, nao ¢ factivel, e obtém-se
Ki = 10*| —0,3090 03408 3,4075 |, K» =10*| —0,3216 03546 3,5458 |,
K3 = 10*| —0,3608 03975 3,9750 |, Ks=10*| —0,3490 0,3846 3,8458 |,

Ks = 10°] —0,1738 02054 2,0542 |, Ks=103| —0,3388 03868 13,8684 |,

K; = 10*| —0,0912 0,1015 1,0150 |, Kg =10*| —0,1148 0,1274 1,2739 |,

26188,0297 % %

0 = —28762,2267 31589,5108 * ,
| —287622,3154 315895,1615 3158952,1512 |
26126,5581 * * ]
0, = —28693,9785  31513,7529 * ,
| —286939,8339 315137,5821 3151376,3551 |
6148,6184 s * )
03 = —28715,6000  31534,6379 * ,
| —287156,0488 315346,4322 3153464,8572
26139,0300 * *
Q4 = | —28704,8311 31522,5517 * ,
| 28704836 315225,5707 3152256,2422



Os

Os

07

Os

26454,0528
—29067,8122
—290678,1709

26415,0389
—29024,1550
—290241,5988

26378,4328
—28980,9094

263247565
—28920,9127

*
31939,7670
319397,7243

*
318909,3379
318909,3920

*
31840,1008

*

31773,0616

*x

—0,0894 0,0982 *

| —0,8938 0,9820 9,8202

108

*
* )

31939777843 |

*
* ’

3189094,4608 |

*

* ’

| —289809,14355 318401,0620 3184011,1596

*

* )

| —289209,1759 317730,6694 3177307,2325
[ 0,0818 *

(277)

Para as simulagdes no tempo, Figuras 35-37, considera-se as fungdes w(t) (241) e w(t)
242y com 7 = l, o =mparal <t <4, epara0<t<1ed<t<6,wt)=wt)=0.
£(0)=[000]7, ou seja, x(0) = [0 0]7 pois #(0) = [4(0t)x(0) +AB(0)u(0) +H (ot )w(0) u(0)]"
com u(0) =0ew(0) =0.
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6 T 6~/ N\T
. t t)dt t t)dt
Figura 35 - Integrais y,(¢) = M representado por (-), ¥(¢) = M representado
Jow(@)Tw(t)dt Jo w(t)Tw(t)dt
por (--), %(t) < y=1510,8621.
10 ‘ ‘ . 50
EON R Y — TN Ny
-10 ‘ ‘ -50
0 2 4 6 0 2 4 6
Tempo (s) Tempo (s)
8 — 1 : :
5 1 =
©3 : =0T/ \/
1 : -1 ‘ ‘
0 2 4 6 0 2 4 6
Tempo (s) Tempo (s)
9o ‘ | ~510,8621 T
= 0 _\/\/‘— = r ‘/%(t)
= = 200 I
5 ‘ ‘ 0 ‘
0 2 4 6 0 2 4 6
Tempo (s) Tempo (s)
Fonte: Elaboragdo da propria autora.
Figura 36 - Variaveis de estado ¢ variaveis de estado auxiliares (¥(¢)) para o Teorema 28.
2 1
= =
) -1
0 2 4 6 0 2 4 6
Tempo(s) Tempo(s)
5 100
= < o
2 1=
-5 : ‘ -100 ‘ ‘
0 2 4 6 0 2 4 6
Tempo(s) Tempo(s)

Fonte: Elaboragao da propria autora.
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Figura 37 - Saida y(¢) e saida auxiliar j(¢) para o Teorema 28.

500 ‘ ‘ 5
= N
-500 ‘ ‘ 5
0 2 4 6 0 2 4 6
Tempo (s) Tempo (s)
1000 ‘ ‘ 10
= 0 = 0
l>\ l>\
-1000 ‘ ‘ -10 ‘ ‘
0 2 4 6 0 2 4 6
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaboracao da prépria autora.

A Figura 33 mostra uma comparagao entre as regioes factiveis obtidas através das condigdes
dadas nos Teoremas 25, 27 e o Teorema 3.2 dado em Silva et al. (2012). Note que, a
metodologia proposta no Teorema 27 (x,0,0,[]) apresenta uma regido factivel maior do que
aquela obtida com as condigdes dadas no Teorema 25 (*,0) e Teorema 3.2 (x,0) dado em

Silva et al. (2012). Observe que, nossa abordagem usa um integrador na planta, no entanto, em
(SILVA et al., 2012) ¢ necessario realizar uma busca unidimensional para encontrar o

pardmetro U que obtém a maior regido factivel. Observe que na Figura 34, condi¢cdes menos
conservadoras sdo propostas no Teorema 27 (-), e o custo garantido .7, ¢ reduzido quando
comparado com as condi¢des dadas no Teorema 25 (- -). Além disso, observe que temos uma
regido onde o Teorema 25 ndo ¢ factivel. Observe que na Figura 35 o custo real % com

sempre ficou menor do que o custo simulado y = 510,8621.

4.4.2 Exemplo 6: implementacio pratica utilizando um sistema de suspensio ativa de
bancada com falha no atuador

Considere o sistema de suspensdo ativa de um veiculo, fabricado pela Quanser® (QUAN-
SER, 2009) representado na Figura 38.
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Figura 38 - Modelo de suspensao ativa de ) do veiculo.

Acelerdmetro (= Z(t))

Mg — 1 da massa do veiculo

Suspensao ativa
by

Acelerdmetro (= Z,5(?))

M, — Massa do conjunto do pneu

Fonte: Adaptado de (SILVA et al., 2012).

Neste exemplo ¢ considerada uma falha do atuador que resulta na perda de energia. A
perda de poténcia ¢ representada, no modelo matematico, pela fun¢do k() (SILVA et
al.,2013; OLIVEIRA et al., 2018).

a(t)fault = kfault (t)ﬁ(t)7 ﬁ(t) = Fc(t)v (278)

e como em Silva et al. (2013), Oliveira et al. (2018), considere que: se kg (t) = 0 0u kg (1)
=1, o atuador u(t) faulr POSSUl uma falha total ou ndo possui falha, respectivamente. Porém
se 0 < krqu(t) < 1, existe uma falha parcial no atuador ky,,; (). Assim, pode-se considerar
que a falha no atuador representa uma incerteza paramétrica.

O modelo dindmico do sistema de suspensao ativa pode ser representado por

0 I 0 1 0
i) = —sO/Ms —bso/Ms g bs/lMs x(f) + kﬂml,g)/Ms u(t)
ks/Mys — bs/Mys  —kg/Mys —(bs+bys) /My ~k fauts (£) | Mus
0
o
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zg(t) — zys(2)

B 1 00 O B zg(t) .
() = [0 0 1 0])6(1), x(t) = 2s(6) —22(0) , w(t) = 2. (279)
Zus (1)

Os parametros do sistema sao mostrados na Tabela 3.

Tabela 3 - ParAmetros do sistema de suspensao ativa (QUANSER, 2009).

Parametros Simbolo Valor

Massa de 1/4 do total do veiculo (kg) M 1,455 < M; <245

Massa do conjunto do pneu (kg) My 1

Constante de rigidez da mola (N/m) ks 900

Constante de rigidez da mola(N/m) ks 2500

Coeficiente de amortecimento (Ns/m) by 7,5

Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bys 5

Fonte: (QUANSER, 2009).

O sinal de controle F(¢) ¢ limitado entre os valores £39,2N, de acordo com as sugestdes
do fabricante e as restrigdes fisicas do equipamento (QUANSER, 2009).

A Figura 39, representa as regides factiveis para os Teoremas 26 e 28, utilizando os dados
da Tabela 3, taxa de decaimento B = 0 com 10 < Kk < 30 com espagamento 5 ¢ a falha no

atuador variando de 0% a 100% com espagamento de 5%, entdo 0 < kfault(t) <1.
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Figura 39 - Regido de factibilidade obtida minimizando & com y = \/E , mantendo 1 = 1 x 10° fixo e
Uo = 1 no Teorema 3: com Teorema 26 representado pelas curvas tracejadas e o Teorema
28 representado pelas curvas continuas.

2.5 I \
—Teorema 26, k=15
-~ Teorema 24, k=15
2 Teorema 24, k=10 *
- - Teorema 24, k=20
- - Teorema 24, k=25

1.5 |-~ Teorema 24, k=30 B
>~ —Teorema 26, k=20
—Teorema 26, k=25

17 |—Teorema 26, k=30 7

Teorema 26, k=10

0.5

O | | | | | |
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70%
Falha

Fonte: Elaboragdo da prépria autora.

Agora, considere a falha no atuador variando de 0% to 30%, entdo 0,7 < kg () < 1.
Assim, de (278), (279) e da Tabela 3, os modelos locais a seguir sao obtidos:

0 1 0 —1 0 0
~618,5567 —5,1547 05,1546 0,6873 0,4811
Al = AZ_ 731: 7B2: ,
0 0 0 1 0 0
900 75 2500 —12,5 | —1 —0,7
0 1 0 1 0 0
~367,3469 —3,0612 0  3,0612 0,4082 0,2857
A3 = A4: , B3: 7B4_: ,
0 0 0 1 0 0
900 75 2500 —12,5 | —1 ~0,7
0
0 0
H = H=H;=Hy= | Bm = 0 , ABy = B, AB; = By, AB3 = B3, AB4 = By,
5 0
C = G=G=C b ooo D—D—D—D—G—G—G—G—O
P GEG=G=r 00 o [P T E=0=0=0G=0= .

(280)

Para as simulagdes apresentadas a seguir, vamos considerar uma falha de 30% com o pa-
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rametro ¥ = 30 ¢ uma taxa de decaimento 3 = 0, note que na Figura 39, o Teorema 26 nio

apresenta factibilidade neste ponto.

Resolvendo o problema de otimizagdo para uma falha no atuador de 30% e K = 30 onde o

Teorema 26 nao foi factivel, para o Teorema 28, obtém-se y = 0,3988 e

K
K
K3
Ky
1K ]|

0))

O3

04

1]l

| 4582297
4592727
5997686

| 737.5505

561351,0843
13568,2719
795102,5797
5237,8962
1,2160 x 107!

561350,3859
13568,1776
795103,4170
5237,8858

1,2160 x 107!

561346,0003
13567,8655
795103,4747
5237,8372
1,1290 x 107!

561345,6423
13567,8029

795103,7603
5237,8366

1,2160 x 107!

0,4281
0,0133
0,3799
0,0037

0,8548 x 1077

0,9999.

57,6697
62,8503
62,2744

75,4569

k
304,4951
20992,7138
128,9558
2,9960 x 1073

k
304,4820
20992,8285
128,9544
2,9959 x 103

k
304,4677
20992,8851
128,9529
2,9959 x 1073

k
304,4588
20992,9633
128,9526
2,9959 x 1073

k
0,0015
0,0064
0,0003

0,3168 x 1078

*

*
991953,9721
7241,0600
1,67946 x 107!

«
«
991954,31369
7241,0682
1,6795 x 107!

«
«
991955,8435
7241,1068
1,6795 x 107!

«
«
991956,0396
7241,1031
1,6795 x 107!

%
¥
0,74733
0,0038
0,8899 x 10~/

_1142,5240 88144 82230 x 1075 |
—1116,7429 73030 9,8262 x 105 |

—1383,9423 8,8354 1,0545x 104
1,0906 x 10%, ||K>|| = 1,2330 x 10°, ||K3| = 1,2692 x 10°, ||K4|| = 1,5701 x 10,

*
*
*

48,6384

1,1290 x 1073 2,6200 x 10~%

*
*
*
48,6383
1,1290 x 103

*
*
*
48,6383
1,1290 x 103

*
*
*
48,6384
1,1290 x 103

*
*
*
0,0002
0,1423 x 1078

—987,9925 8,1990 8,9644x10—5],

Y

*
*
*

*

*
*
*
*

2,6200 % 108

*
*
*
*

2,6200 % 108

¥
*
*
*
2,6200 x 1078

*
*
*
*

0,1343 x 1078

(281)
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O sinal de referéncia z,(¢), que altera o perfil da pista, foi escolhido para reproduzir um
sinal senoidal com amplitude de 0,0015 m e frequéncia variando de 1 at¢ 9 Hz para 0,2 <t <
14,8 5. Para 0 <t <0,2se 14,8 <t <15 s a amplitude de zr( ) é igual a zero. Como w(z)

e (1) possuem energia limitada, logo para £(0) = 0, £(0)” =0, / t)dt <ooe

15
/ w(t)TW(t)dt < oo.
0
As Figuras de 40-45, representam a implementagao do Teorema 28, para massas My =

2,45 kg e Mg = 1,455 kg. A resposta dindmica de zy (placa azul) e z,5 (placa vermelha) para o
perfil de estrada fornecido z, (placa prata) ¢ mostrado nas Figuras 40 e 42.

Figura 40 - Resposta temporal pratica para a varredura em frequéncia do sistema de suspensdo ativa em
malha aberta e em malha fechada, com falha no atuador e M, = 2,45 kg.

%107

Tempo (s)

Fonte: Elaboragao da prépria autora.
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Figura 41 - Entrada de controle u(¢), sinal de controle #(z), indice de chaveamento &, com
u(t)=xs e My =2,45 kg.

5 \ \
5 ! !
0 5 10 15
200 \ \
= 0
=
-200 : :
0 5 10 15
4= ‘
o T ]
1= il 1 ‘ a
0 5 10 15
Tempo (s)

Fonte: Elaboragao da propria autora.

Figura 42 - Resposta temporal pratica para a varredura em frequéncia do sistema de suspensdo ativa em
malha aberta e em malha fechada, com falha no atuador e M, = 1,455 kg.

%1072

0 5 10 15
Tempo (s)

Fonte: Elaboracao da propria autora.
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Figura 43 - Entrada de controle u(¢), sinal de controle #(z), indice de chaveamento o, com
u(t)=xs e My = 1,455 kg.

5 T \
So WANWWNWWNWNWWWMMMWMWNWW
_5 | |
0 5 10 15
200 I I
= 0
'S
-200 : :
0 5 10 15
41— ‘
1h.. | 8
0 5 10 15
Tempo (s)

Fonte: Elaboragao da propria autora.

15 T 15 . T.-
t t)dt t t)dt
Figura 44 - 3,(1) = =% (o) pedt () = ?Sy() WOt e M, = 1455 kg e M, —
SO w(r)de JS )T de
2,45 kg.
0.3988
\y -
—, para MS—2,45 kg
0.3 —7,q4 ParaM_=2,45 kg
& -~ 7,4 Para M_=1,455 kg
0.2 --1, para M_=1,455 kg
01f .
0 | |
0 5 10 15
T

Fonte: Elaboragao da propria autora.



118

15 15 15
Figuads -1, = [ pT(0dr, 1, = [ 50T0dn 1= [ w0 e 1, =
0 0 0
15
w(t)W(t)de: para My = 1,455 kg representada por (--) e My = 2,45 kg re-

presentada por (-).

5
410 40
52 520
0 ‘ ‘ 0 ‘
0 5 10 15 0 5 10 15
Tempo (s) Tempo (s)
4
0.02 ‘ ‘ 10 10
2 i ] = gl
~30.01 5
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘
0 5 10 15 0 5 10 15
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaboragao da propria autora.

Na Figura 44 para M, = 2,45 kg obtém-se maxy, = 0,2321 ¢ maxy,, = 0,2404, M, =
1,455 kg obtém-se max y- = 0,2281 e max ¥, = 0,3139, note que todos os valores estdo abaixo
de y=0,3988, obtido resolvendo o problema de otimiza¢do para uma falha no atuador de 30%,

K = 30 utilizando o Teorema 28.

15
Observe que na Figura 45, a desigualdade de Wirtinger ¢ mantida, ou seja, ()T y(t)dt <
0

15 15 15
/ y()Ty(t)dt e / w(t)Tw(t)dt < / w(t)Tvo(¢)dt para ambas as massas.
0 0 0

O sinal de referéncia z,(¢), que altera o perfil da pista, foi escolhido para reproduzir um
sinal senoidal com amplitude de 0,0015 m e frequéncia variando de 1 até 10 Hz para 0,2 <¢ <
148s. Para0 <r<02sel48<r<15s5a amphtude de zr( é 1gual a zero. Como w(t)

e w(¢) possuem energia limitada, logo para x(0) = 0, X(0) =0, / Hdt <ooe

15
/ Ww(t)TW()dt < oo.
0
As Figuras de 46-50, representam a implementagdo do Teorema 28, para massas My =

2,45 kg e My = 1,455 kg. A resposta dinamica de zy (placa azul) e z,5 (placa vermelha) para o
perfil de estrada fornecido z, (placa prata) ¢ mostrado nas Figuras 46 e 48.
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Figura 46 - Resposta temporal pratica para a varredura em frequéncia do sistema de suspensio ativa em
malha aberta e em malha fechada, com falha no atuador e M, = 2,45 kg.

%107

| I
»»HMAHH“ F‘ “[\!"“‘”J‘ '\'»‘
\‘»»vMHH”” il | ““\‘H\‘\JU“ | U v
—Malha fechada — Malha aberta‘ T “
0 5 10 15
Tempo (s)

Fonte: Elaboracao da propria autora.

Figura 47 - Entrada de controle u(z), sinal de controle #(¢), indice de chaveamento &, com
u(t)==xs e My =245 kg.

5
=0
=S
_5 1 1
0 5 10 15
500 \ \
~ 0 WWWWWWWWWWWWWWWWWWWNWWW*
[
-500 : :
0 5 10 15
4 T
3 M - SR
©
2 . B o |
[RETe L e eaes ! y PR o
0 5 10 15
Tempo (s)

Fonte: Elaboragao da prépria autora.
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Figura 48 - Resposta temporal pratica para a varredura em frequéncia do sistema de suspensio ativa em
malha aberta e em malha fechada, com falha no atuador e M, = 1,455 kg.

%107

r

‘7 Malha aberta — Malha fechada ‘

0 5 10 15
0.01 \ \
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|
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Fonte: Elaboracao da propria autora.

Figura 49 - Entrada de controle u(z), sinal de controle #(¢), indice de chaveamento o, com
u(t) =%s e My = 1,455 kg.

5
o
N
-5
0 5 10 15
500 T T
~ OMMWWWWWWNWNVWWWWW\MMWMNWWAWW
[N
-500 : :
0 5 10 15
4 ‘ ‘
34. e con con we s0 o ® oo cossns ose sese oo - oon -
©
27‘ - - - -y
] b meen s ! ; e e ]
0 5 10 15
Tempo (s)

Fonte: Elaboracdo da propria autora.
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15 T 15 «/ N\NT
t t)dt t t)dt
Figura 50 - 7,.(¢) = ?5 W) ) s Yrg(t) = ?5 o) (1) para M; = 1,455 kg e My =
Jo  w(t)Tw(t)dt Jo  w(t)D(e)dt
2,45 kg.
0.3988
\7 —", para Ms=2,45 kg
0.3 -~ 7,4 Para MS=2,45 kg
= —", para MS=1 ,455 kg
&
02l -~ Para Ms=1,455 kg
0.1 [ i
gr -/
0 5 10 15
Tempo (s)

Fonte: Elaboragao da propria autora.

15 15 15
Figura 51 - I, :/ () Ty(t)dt, I, :/ y()Ty(t)dt, I, :/ w(t) w(t)dt, I,, =
0 0 0

1
w(t)1W(t)de: para My = 1,455 kg representada por (--) e My = 2,45 kg re-

presentada por (-).

-5
410 100
52 /,,,/”'/ = 50 =
0 ‘ ‘ o= ‘
0 5 10 15 0 5 10 15
4
0.02 10 <10
= S gl
~50.01 5
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘
0 5 10 15 0 5 10 15
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaboragdo da propria autora.
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Na Figura 50 para M, = 2,45 kg obtém-se max ¥ = 0,2229 ¢ max ., = 0,1947, para M, =
1,455 kg obtém-se max y = 0,2273 e max ¥, = 0,2728, note que todos os valores estdo abaixo
de y=0,3988, obtido resolvendo o problema de otimizagao para uma falha no atuador de 30%,

K = 30 utilizando o Teorema 28.

15
Observe que na Figura 51, a desigualdade de Wirtinger ¢ mantida, ou seja, ()T y(t)dt <
0

15 15 15
/ y() y(t)dt e / w(t)Tw(t)dt < / w(t)"vo(¢)dt para ambas as massas.
0 0 0

4.5 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo foram apresentados projetos de controle chaveado e controle .7, chaveado
para uma classe de sistemas lineares incertos onde a matriz de entrada B(a) ¢ incerta, sendo
que somente a derivada do vetor de estado estd disponivel para a realimentacao. Na abordagem
sem distarbio (w(¢) = 0), no Exemplo 5, na Figura 33, mostra-se que o Teorema 27 apresenta
uma regido factivel melhor que a obtida pelo Teorema 25 e pelo Teorema 3.2 dado em Silva et
al. (2012) (com pu = 0,01 que ¢ obtido através de um procedimento de busca, visando obter a
maior regido factivel). Considerando o distarbio (w(¢) = 0) e os Teoremas 26 ¢ 28, nota-se na
Figura 34 que o Teorema 28 obteve uma regido factivel maior, e quando ambos sdo factiveis
obteve um custo .77 menor que o obtido pelo Teorema 26. Na implementagdo pratica, observe
que as respostas do sistema de malha aberta sdo limitadas, mesmo sem a agdo de controle.
Note que o sistema em malha fechada reduziu a amplitude méaxima de z; € z,5, proporcionando

conforto e seguranga ao equipamento, € que a minimiza¢ao da norma .57, mitigou o efeito de

, , . o (1) y(t)dt
entrada exdgeno na saida. Na Figura 44, note que ¥.(¢) = 5 < v=0,3988,
Jo  w(t)Tw(t)dt
15 . T.-
t t)dt
Y, (t) = ?5 y() () < y=0,3988, para ambas as massas M; = 1,455 kg e My = 2,45 kg.
o w(t)w(t)dt

Observa-se também que o ¥,(¢) para a massa My = 1,455 kg (- -) ficou sempre maior ou igual
ao (¢) para a massa M = 2,45 kg (-). Figura 45, a desigualdade de Wirtinger ¢ mantida para
ambas as massas.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Este capitulo é dedicado as conclusdes e discutir as perspectivas de trabalho futuros.

5.1 CONCLUSOES

Este trabalho investigou o problema do projeto de controle com ganho constante de rea-
limentacdo e controle chaveado ou controle 72, chaveado, para uma classe sistemas lineares
invariantes no tempo com incertezas politopicas. As estratégias propostas utilizam dinamicas
auxiliares, cujo vetor de estado estd disponivel para a realimentagdo, para controlar a planta ori-
ginal. Vale a pena salientar que neste texto sempre se faz necessaria a condi¢ao da matriz 4A( o)
ter posto completo, e nos casos em que utilizamos disturbio, sempre € necessaria a derivada

fraca do distarbio.

No Capitulo 2, adota-se uma técnica proposta em Moreira (2015) como uma estratégia para
utilizar o controle chaveado. Primeiramente define-se a regido de operagdo para a dindmica
auxiliar com restri¢do apenas na entrada de controle u(¢), que compde o novo vetor de estado.
Neste capitulo apresenta-se a saturacdo como uma regido de operagdo para a entrada de controle
u (WOLMUTH et al., 2019). Para uma lei de controle com um tunico ganho e lei de
controle chaveada, inserem-se restricdes que garantem a reducdo das normas dos ganhos da
realimentagdo e prova-se que se um sistema linear pode ser controlado com um ganho
constante, entdo ele também pode ser controlado de forma chaveada. Mostra-se a relacao
entre a dindmica auxiliar e a dindmica da planta, garantindo a existéncia da taxa de decaimento

para a dinamica da planta a partir da dinamica auxiliar.

No Capitulo 3, adota-se uma técnica sem a utiliza¢ao de integradores como estratégia para
projetar o controle chaveado e o controle .77 chaveado. Sem saturac¢ao e sem regido de opera-
¢do garante-se que a origem seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel
e compara-se os resultados com o apresentados em Silva ef al. (2012). Note que nao foi
provado que se as condigdes Do Teorema 3.2 de Silva et al. (2012) sdo factiveis entdo as
condi¢des propostas sdo factiveis também. Entretanto, no exemplo abordado, este fato
ocorreu e ainda as condigdes propostas apresentaram regides factiveis maiores. Isto evidencia
que esta abordagem pode proporcionar uma regido de factibilidade maior do que a
encontrada para o Teorema 3.2 de Silva et al. (2012), mostrando que o controlador
proposto neste capitulo, utilizando uma candidata a fun¢do de Lyapunov quadratica V' (%(¢)) e
um controlador chaveado Ly, apresentou resultados menos conservadores do que os obtidos

em Silva et al (2012) que utiliza técnicas de flexibilizagdo das condig¢des de estabilidade,
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de flexibilizagao das condigdes de estabilidade, primeiramente pela inser¢do de variaveis extras
consideradas no Lema de Finsler, e posteriormente com o incremento de um escalar extra, que
necessita de um procedimento de busca. Define-se uma regido de operagdo para a dinamica
auxiliar. Apresentam-se LMIs que garantem a estabilidade local para o ponto de equilibrio do
sistema em malha fechada, para uma lei de controle com um unico ganho e lei de controle
chaveada. Mostra-se que se um sistema linear pode ser controlado com um ganho constante,
entdo ele também pode ser controlado de forma chaveada. Mostra-se a relagao entre a dindmica
auxiliar ¢ a dinamica da planta, garantindo a existéncia da taxa de decaimento e da norma 77
para a dinamica da planta a partir da dindmica auxiliar para a abordagem com e sem saturacao

e regido de operagao.

Finalmente no Capitulo 4, apresenta-se o caso mais geral considerando a matriz B incerta,
porém apresenta-se apenas a abordagem sem saturacdo do atuador. Neste sendrio € necessaria a
utilizacao do integrador para recuperar a entrada de controle u. Em cada capitulo sdo apresenta-
dos exemplos numéricos e no Capitulo 4, apresenta-se uma implementagao pratica para ilustrar

a eficacia das técnicas apresentadas.

Como contribuicao deste trabalho temos a satura¢dao do atuador apresentada no Capitulo 2,
que pelo conhecimento dos autores ¢ nova, como também a utilizagdo do controlador chave-
ado com realimentacdo derivativa. Outra novidade ¢ a jun¢do do controle .77, chaveado para
sistemas lineares quando temos somente a derivada do vetor de estado disponivel para a reali-

mentacao.

5.2 PERSPECTIVAS FUTURAS

Como perspectivas futuras, pode-se listar os seguintes topicos de pesquisa:

e Inserir a saturacao do atuador no Capitulo 4;
e Utilizar a fungdo sigmoide para representar a saturac¢ao do atuador;
e Utilizar as técnicas apresentadas para a realimentacao derivativa da saida.

e Generalizar os resultados apresentados neste trabalho para sistemas nao lineares descritos

por modelos fuzzy Takagi-Sugeno;

e Estudar o conjunto positivamente invariante de uma fun¢do de Lyapunov quadratica por

partes do tipo minimo.
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