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RESUMO

Nesse trabalho, analisamos o conteddo fisico de teorias de gauge, abordando o estudo de teorias
de ordem superior em derivadas. Iniciamos nossa discussdo com a andlise hamiltoniana de
sistemas vinculados, e apresentamos um método de andlise que consiste em decompor 0s campos
em helicidades e compacta-los em um nimero reduzido de invariantes de calibre (varidveis de
Bardeen), obtidos de forma construtivista a partir das transformacoes de calibre das teorias.
Analisamos as teorias de Maxwell (em segunda e quarta ordem), as teorias triviais vetorial e
tensorial, e a teoria do campo escalar massivo, em quarta ordem. A decomposi¢do em helicidades
se mostrou um método vantajoso para o estudo de teorias de ordem superior em derivadas,
contornando a complexidade associada ao fantasma de Ostrogradsky, o que preserva a estrutura

candnica das teorias estudadas.

Palavras-Chave: Teorias de Gauge; Fantasma de Ostrogradsky; Varidveis de Bardeen; Decom-

posicdo em Helicidades; Formalismo de Dirac; Derivadas de Ordem Superior.



ABSTRACT

In this work, we analyze the physical content of gauge theories, studying higher derivative
theories. We begin our discussion with the Hamiltonian analysis of constrained systems and
introduce a method of analysis that consists of decomposing the fields in helicities and compacting
them into a reduced number of gauge invariants (Bardeen variables), obtained in a constructivist
way from the gauge transformations of the theories. We analyzed the Maxwell theory (in second
and fourth order), the trivial vector and tensor theories, and the theory of the massive scalar field,
in fourth order. The decomposition in helicities has proven to be an advantageous method in
studying higher derivative theories, bypassing the complexity associated with the Ostrogradsky

ghost, which preserves the canonical structure of the studied theories.

Keywords: Gauge theories; Ostrogradsky Ghost; Bardeen Variables; Helicity Decomposition;

Dirac Formalism; Higher-order Derivatives.
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1 INTRODUCAO

As Teorias de Campos de calibre (simetrias locais) constituem uma das bases da fisica tedrica
moderna. Para teorias com simetria de calibre, € comum considerar sistemas com até uma
derivada temporal nos campos, para os quais ja é estabelecido um algoritmo hamiltoniano (a
saber, o formalismo hamiltoniano de Dirac (Dirac, 1964) para sistemas vinculados). Entretanto,
a busca por uma compreensao mais profunda das interacdes da natureza levou ao crescimento
do interesse da comunidade cientifica em explorar teorias de ordem superior em derivadas
temporais, sobretudo devido as dificuldades em quantizar a gravidade, como proposto por
(Rham; Gabadadze; Tolley, 2011), (Bergshoeff; Hohm; Townsend, 2009), (Dalmazi; Santos,
2013) e (Menezes, 2022), que descrevem teorias de spin-2 com ordem superior em derivadas. As
teorias de ordem superior vém sendo cogitadas, principalmente, para lidar com o problema de
infinitos que aparecem na gravitagdo, pois as teorias de ordem superior se comportam melhor do
que as teorias usuais, para grandes momentos, estabelecendo um processo de renormalizacdo
(vide (Stelle, 1977)).

E natural considerar teorias de ordem superior em derivadas, ao lidar com modelos mais
complexos. Em (Dutra; Natividade, 1999) e (Dalmazi; Santos, 2013), por exemplo, observamos
como explorar a dualidade entre teorias usuais e de ordem superior. Um panorama histérico
acerca do interesse em estudar teorias de ordem superior € encontrado em (Dutra; Natividade,
1996).

Vemos que a presencga de derivadas de ordem superior permite incorporar novos graus de
liberdade, aprofundando a descricao dinamica dos sistemas e garantindo teorias consistentes.
Essas teorias exigem generaliza¢des na defini¢do dos vinculos e condicdes de contorno, € nos
aproximam de uma descri¢cao mais so6lida das interacdes fundamentais da natureza.

Ao analisarmos o conteudo fisico de teorias de ordem superior em derivadas pelo método
usual de Dirac, nos deparamos com uma tarefa drdua, porque essas teorias ndo siao descritas
apenas por suas posicdes e velocidades, como nas teorias usuais, levando ao aparecimento de
novos graus de liberdade que podem levar a instabilidade nas solu¢des das equagdes classicas de
movimento (a chamada “instabilidade de Ostrogradsky”, vide (Ostrogradsky, 1850) e (Motohashi;
Suyama, 2015)). Para sistemas nao-degenerados (sem vinculos), a constru¢cdo de Ostrogradsky
pode tratar sistemas de ordem superior em derivadas, por uma redefinicao nas coordenadas e
momentos generalizados, descrita, por exemplo, em (Woodard, 2015), embora o problema da
instabilidade continue. Entretanto, para sistemas degenerados como as teorias de calibre, ndo ha
na literatura, até onde sabemos, uma generalizacao sistemaética desse procedimento.

Em teorias de calibre, nas quais a a¢do do sistema ndo muda sob certas transformacdes locais,

essa dificuldade pode ser contornada, por meio de uma decomposicdo geométrica (gradientes
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e rotacionais) dos campos das teorias nas chamadas varidveis de helicidade, as quais sdo com-
pactadas num nimero reduzido de invariantes de calibre, também conhecidos como varidveis
de Bardeen (vide (Jaccard; Maggiore; Mitsou, 2013) e (Dalmazi; Santos, 2021)). Frente a essa
possibilidade, no decorrer deste trabalho analisamos teorias de spin-0 e spin-1 de ordem superior
em derivadas. As andlises para teorias de ordem superior em derivadas foram feitas a la Bardeen,
como uma introdu¢do ao estudo de teorias de ordem superior. Futuramente, essas andlises podem
ser utilizadas para embasar um formalismo hamiltoniano para teorias degeneradas de ordem
superior, sem que seja necessdrio introduzir campos auxiliares para baixar a ordem das teorias,
sendo aplicacOes interessantes por termos um numero reduzido de campos.

Tomamos como ponto de partida o formalismo hamiltoniano de Dirac, no capitulo 2. Nesse
capitulo, é feita uma breve revisdo dos formalismos lagrangiano e hamiltoniano, para que seja
introduzido o chamado “algoritmo de Dirac-Bergmann”, que serd ilustrado por um exemplo
adaptado de (Sundermeyer, 1982). Também € apresentado o formalismo no contexto da teoria de
campos, onde generalizamos os conceitos introdutdrios para sistemas com um nimero infinito
de graus de liberdade.

No capitulo 3, apresentamos a decomposi¢ao em helicidades, para analise do contetdo fisico
de teorias de rank-1 e rank-2, em D = 2+ 1 dimensdes. Tal decomposi¢do nos permite identificar
os graus de liberdade propagantes e ndo propagantes da teoria. Apds decompostos, os campos
foram compactados em um numero reduzido de grandezas invariantes de calibre (vide (Jaccard;
Maggiore; Mitsou, 2013)).

Os conceitos expostos nos capitulos 2 e 3 serdo aplicados a teorias de segunda ordem, no
capitulo 4. Exemplificaremos o método de Dirac e a decomposicao em helicidades e invariantes
de calibre para a teoria de Maxwell, para uma teoria vetorial trivial, que serve como base para
a teoria que descreve um campo escalar massivo, de quarta ordem, e para uma teoria tensorial
trivial, que serve como base para a teoria de Maxwell de quarta ordem, em adi¢do a teoria de
Maxwell usual.

No quinto capitulo, apresentamos brevemente o problema de teorias de ordem superior em
derivadas. Apesar dos avangos no estudo dessas teorias, ndo é conhecida uma generalizacao
que se assemelhe ao algoritmo de Dirac para teorias de ordem superior. De fato, segundo
(Banerjee; Mukherjee; Paul, 2011), “é notdvel que os vastos recursos de andlise hamiltoniana de
invariancias de calibre disponiveis na literatura estdo quase confinados no reino dos sistemas
lagrangianos usuais”, uma vez que, apesar do avanco no estudo de teorias de ordem superior, sua
andlise hamiltoniana ainda tem questdes a serem abordadas. Uma dessas questdes se relaciona
ao fato de que, enquanto em teorias de segunda ordem os vinculos primarios de primeira classe
geram transformacdes de gauge independentes, ndo temos andlises que provem que 0 mesmo
ocorre em teorias de ordem superior. Logo, ainda no quinto capitulo, analisamos as teorias pela

decomposicao em helicidades e invariantes de calibre.
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2 ANALISE HAMILTONIANA DE SISTEMAS FiSICOS VINCULADOS

2.1 O FORMALISMO HAMILTONIANO

Seja L(g;, i, t) uma fung@o lagrangiana, dada pela diferenga da energia cinética e energia
potencial da teoria, dependente de suas coordenadas generalizadas e suas respectivas velocida-
des, podemos determinar as equacdes de Euler-Lagrange!, usadas para obter as equacdes de

movimento no formalismo lagrangiano:

d (0L oL
— — = =1,...,N 1
com ag¢do dada por:
to
S = / L(gi, i, t) dt. (2)
t1

A trajetdria real de uma teoria lagrangiana, num espaco de configuracdo com dimensao N, ocorre

quando a acdo € minima. Dessa forma, determinamos o principio da minima acao:

to
t1
E possivel reescrever as equagdes de Euler-Lagrange (1) na forma:

Wi = 0*L . 0*L | +8L
ijdi = - a- 9% = —7 7. % T 73 -
! 36]7;3%' 3%0%' aCIj

Note que as aceleracdes ¢; podem ser determinadas unicamente em funcdo das coordenadas e das

4)

velocidades generalizadas se e somente se a matriz /N x NN hessiana W = (I¥;;), com elementos

O?L
Wi = m 5)
¢ inversivel, ou seja, det W = 0.
no decorrer desse trabalho, focamos na formulagao hamiltoniana, onde o movimento de um
sistema pode ser representado por uma curva no espago de fase composto por 2N varidveis inde-
pendentes, dadas pelas coordenadas generalizadas ¢; da particula e seus momentos conjugados,

definidos por:

oL

"o,

A dedugdo das equacdes de Euler-Lagrange pode ser encontrada detalhadamente em (Lemos, 2007). Em
particular devemos supor que dq(t) = 0emt =ty et = ta.

(i=1,...,N). 6)

1



14

Se o determinante da matriz hessiana W for nulo, essa matriz € singular, e essa caracteristica

estd associada, em geral, com a presenga de vinculos da forma:

dalqi,pi) =0 (m=1,...,N). (7

Aqueles advindos diretamente da definicdo dos momentos (6) sdo chamados vinculos primarios.
Opi
a4;
candnicos em (6) sdo inversiveis, € obtém-se uma relacao coincidente a condicao sobre a matriz

, ndo for nulo, 0s momentos

Se o0 jacobiano da transformac@o (¢, ¢) — (g, p), dado por det ‘

hessiana:

8pi 82[/
9q; 9¢:04;

Assim, se a matriz hessiana for inversivel, pode-se expressar as velocidades generalizadas ¢;

det H = det W #£ 0. (8)

:detH

unicamente em termos dos momentos conjugados e coordenadas generalizadas. Entdo, € possivel
substituir a fungdo lagrangiana L (g;, ¢;, t) por uma fung¢@o hamiltoniana canénica H. (¢;, p;, t),

mediante a transformacao de Legendre:

N
H.(¢i,pi) = Zpi% — L (g, ¢, t), )
i—1

e a evolugao do sistema fisico € representada no espaco de fase descrito pelas 2/NV coordenadas

(gj,pj)- As 2N equagdes candnicas de Hamilton sdo dadas por:

gi = 681;[; (Z: 177N)7 (10a)
OH., .

)y = — :1,...,N. 10b

p 9. ) (10b)

Estas 2N equagdes determinam a dinamica do sistema fisico no espaco de fase, dadas as
condigdes (¢;(0), pi(0)) = (gio, Pio)-

As equacgdes de Hamilton e as equagdes de Euler-Lagrange tém como diferenca fundamental
0 espagco em que operam: enquanto as equacdes de Euler-Lagrange operam no espaco de
configuragcdo, com variaveis g; € ¢;, as equagoes de Hamilton operam no espaco de fase, que
depende das varidveis g; e p; da teoria. Dessa forma, as equacdes de Euler-Lagrange resultam
em um sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem, que exige que sejam especificadas as
condicdes iniciais para ¢; e ¢;, € as equagdes de Hamilton resultam em um sistema de equagdes

diferenciais de primeira ordem, especificadas pelas condi¢Oes iniciais de g; € p;.
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2.1.1 Parénteses de Poisson e as equacoes de Hamilton

Dadas duas grandezas dindmicas, F'(q, p) e G(q, p), pode-se definir o paréntese de Poisson entre

estas variaveis como?:

OF 9G  OF 9G
0q; Op; Op; aQi.

Assim, podemos obter os parénteses de Poisson entre as coordenadas € momentos candnicos:

{F7G}:

(11)

{gi,4} =0 ={pi,p;}, (12)
{g,p;} =i = —{pj, @}, (13)

e as equacdes de Hamilton (10a) e (10b) podem ser reescritas com o uso dos parénteses de

Poisson:

Qi = {q’n HC} 3 (143)
pi = {pi, H.} . (14b)

Para qualquer varidvel dindmica F(q, p), pode-se escrever a evolugdo temporal como:

F(q,p) = {F(q,p), H} . (15)

Os parénteses de Poisson satisfazem as seguintes propriedades, supondo trés varidveis dinamicas

quaisquer (F, G, R):

it){F,GR} ={F,G} R+ G{F, R}, (17)
i) {{F,G},R}+ {{R,F},G} + {{G,R} ,F} =0 (Identidade de Jacobi). (18)

2.2 SISTEMAS HAMILTONIANOS VINCULADOS

Para sistemas vinculados, onde det W = 0, abordamos a teoria formulada por Dirac em (Dirac,
1964), que estende a andlise de sistemas hamiltonianos a sistemas que possuem vinculos. Como
proposto em (Santos, 2018), suponha um sistema em que somente M das N velocidades ¢;

possam Sser escritas como:

2 Utilizamos a notacdo de Einstein, que consiste em omitir o simbolo de somatdrio, interpretando indices que se

repetem como indicador desse somatdrio. Por exemplo:

Z Aijmj = Aijil?j

J
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Go = falgispp) (a,b=1,...,M < N). (19)

As N — M velocidades restantes seguem indeterminadas no espago de fase. Assim, temos os

momentos candnicos:
pa:ga(Qi7Qb) (aab: 177M) (20)

Além disso, temos ainda os n = N — M vinculos entre as varidveis dinamicas, denotados por:

¢A(Qiapa) =0 (A: 1?"'7”)' (21)

Os n vinculos primérios da teoria definem um subespago I', imerso no espago de fase I', que
restringe o movimento do sistema, inclusive suas condi¢des iniciais.

E natural definir a chamada hamiltoniana primaria em todo o espaco de fase I' como
Hp = He+ Auda, (22)

onde os multiplicadores A 4 sdo, a priori, funcdes arbitrarias. Apesar da definicdo da hamiltoniana
primdria implicar que /1, = Hp no subespago I',,, a dindmica da hamiltoniana priméria € diferente

da hamiltoniana candnica. A partir do principio variacional (vide capitulo 2 de (Lemos, 2007)):

to
5/ (pigi — Hp)dt =0, (23)
t1
t2 OH. 0 0H., 0
/ s (g 2He 0,200 Lo (o= 2o Z 3,290 Lonagal =0, 4
t 0q; 0q; Op; Op;

pode-se determinar as equagdes de Hamilton sujeitas aos n vinculos ¢ 4(q, p) = 0 como:

o 8Hc 8¢A o )
qi = apl + )\A apl - {q“ Hp}a (253)
- ch aQSA o
pi = 34, A4 90 {pi, Hy}, (25b)
da=0 (A=1,2,...,n). (25¢)

Para que as equacdes de Hamilton considerem a contribuicio dos vinculos ¢4 = 0 como em
(25a) e (25b), ndo se pode igualar ¢ 4(q, p) = 0 fortemente em (22), pois assim Hp = H,.. Dessa
forma, serd importante introduzir o conceito de igualdade fraca e igualdade forte.

Uma varidvel dindmica é dita fracamente nula (F'(q, p) ~ 0) se esta for nula apenas no subespago

I',, ou seja:

F(Qap) = F(qi7pa7¢A = O) ~ 0. (26)
Fp
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Por outro lado, uma variavel dindmica é dita ser fortemente nula (F(q,p) = 0) se for nula
também em alguma vizinhang¢a do subespaco I',,.

Como os vinculos se anulam no subespaco I', e d¢p 4 /Op; = 0;4, as equagdes de vinculos serdo
escritas como igualdades fracas, pois cada vinculo ¢4 ndo € identicamente nulo sobre todo o

espaco de fase I':
¢a(q,p) = 0. (27)

Para uma varidvel dindmica qualquer F'(q,p), pode-se escrever a partir de (25a) e (25b) a

evolugdo temporal:

F(q,p) = {F,Hp} = {F, He} + Aa{F, ¢a} . (28)

E importante salientar que a mudanca de H, para H,, € necessaria, conforme (Dirac, 1964) para

que as equagdes de movimento de Hamilton sejam equivalentes as de Euler-Lagrange.

2.2.1 Algoritmo de Dirac-Bergmann

Para manter a consisténcia dos sistemas vinculados, uma exigéncia € que os vinculos primarios
sejam mantidos no tempo, ou seja, ¢4 ~ 0. Assim, com (28), sdo obtidas as condi¢des de

consisténcia:

ba={¢a, H}+ g {pa, 05y =0 (A, B=1,...,n). (29)

As n equacdes (29) podem determinar alguns ou todos os multiplicadores A 4, ou até mesmo
levar a novos vinculos (secunddrios, tercidrios, ...), que também devem ser preservados no
tempo gerando novas condicdes de consisténcia, formando um processo chamado algoritmo de
Dirac-Bergmann, que deve ser repetido até que todos os multiplicadores sejam determinados ou
até que a relacd@o de consisténcia seja identicamente satisfeita, ou seja, sem que nenhum vinculo
novo apareca.

Um vinculo primério da forma (27), sob a condicao de consisténcia (29), pode levar a trés

Casos:

1. As condic¢des de consisténcia sdo identicamente satisfeitas (0 ~ 0) se:
{¢a, Hc} =0 € {¢B,0a} = 0.

Se todos os vinculos primérios da teoria tiverem sua condicao de consisténcia identica-
mente satisfeita, a teoria s6 conterd esses vinculos primarios, e todos os multiplicadores de

Lagrange permanecerao indeterminados.
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2. As condig¢des de consisténcia determinam univocamente os multiplicadores de Lagrange

se a matriz C:

Cap = {Pa, 0B}

for ndo singular (det C % 0). Se isso ocorrer, e se C~! for a inversa da matriz C, é possivel

determinar os multiplicadores de Lagrange, a partir de (29), como:

da=—(C) ,{os H}. (30)

3. As condicdes de consisténcia levam a vinculos secundarios
Xo(¢:p) = ¢eg,p) =0 (r=1,...,m<n). GD
Aplicando as condi¢des de consisténcia sobre cada um dos m vinculos secundérios:

Xr ={xr, He} + Aa {xp, 90a} =0 (r=1,....m <n), (32)

€ possivel recair em um dos trés casos, continuando ou terminando o processo. O processo

termina quando n@o houver mais nenhum novo vinculo, ap6s um nimero finito de etapas.

2.2.2 Classificacao dos vinculos

Todos os vinculos que decorrem do procedimento de manutencao no tempo dos vinculos primé-
rios podem ser chamados genericamente de secundarios. A existéncia de vinculos leva a uma
arbitrariedade que faz com que as varidveis dinAmicas ndo sejam completamente determinadas
pelas condi¢des iniciais sobre as coordenadas da teoria, exibindo um nimero maior de varidveis
do que o nimero de graus de liberdade da teoria. Para compreender essa arbitrariedade, é
necessario definir uma terminologia para os vinculos e para as fungdes dinamicas.

Os vinculos podem ser classificados como:

1. Vinculos de primeira classe: sdo vinculos cujos parénteses de Poisson sdo fracamente

nulos com todos os vinculos.

2. Vinculos de segunda classe: sdo vinculos com pelo menos um paréntese de Poisson niao

fracamente nulo com os vinculos.

A matriz C formada pelos parénteses de Poisson dos vinculos de segunda classe independentes:

pr = {fua gu} (/~L7 V= 17 ce 7j2) (33)
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€ ndo singular. A matriz C' é antissimétrica, pela anticomutatividade dos parénteses de Poisson:

Cuw = {8 &} = —{&, &} = —Cup, 34)

o que implica que a ordem da matriz € par, pois o determinante de qualquer matriz antissimétrica
de ordem impar € zero, o que tornaria a matriz C' singular. Assim, deve haver um nimero par de
vinculos de segunda classe.

Vinculos primdrios de primeira classe geram transformacdes de simetria (locais) da teoria,
vide (Dirac, 1964). Em geral, os vinculos secundarios de primeira classe também sdo geradores
de calibre, mas ha contra-exemplos, como em (Henneaux; Teitelboim, 1992). Na grande maioria
dos casos, todos os vinculos de primeira classe geram transformacodes de simetria locais, que

também siao chamadas simetrias de calibre ou simetrias de gauge.

2.2.3 Contagem de graus de liberdade

E possivel converter cada vinculo de primeira classe em um vinculo de segunda classe impondo
um vinculo adicional de segunda classe para cada vinculo de primeira classe, chamados de
condic¢des de fixacdo de calibre. Inicialmente, sem a presenca de vinculos, o espago de fase I'
possui dimensao 2N, referente a (¢;, p;) comi = 1,2, ..., N. Colocando os vinculos fortemente
a zero, permitimos que seja reescrita uma hamiltoniana reduzida H,, importante no estudo da
estabilidade cléssica das teorias de campo. A implementagdo de condi¢des de calibre reduz o
espaco de fase, possibilitando a obten¢dao do nimero de graus de liberdade fisicos de uma teoria

em sua formulag@o hamiltoniana, dado por:
Npop = EF — SC —2PC, (35)
onde:

N}op: nimero de graus de liberdade (no formalismo hamiltoniano).
E'F': dimensao do espaco de fase completo I
SC': ndmero de vinculos de segunda classe;

PC': nimero de vinculos de primeira classe;

Para o formalismo lagrangiano, o nimero de graus de liberdade é coloquialmente definido como:

NH
Npor = =5 (36)
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2.2.4 Exemplo

De modo a ilustrar o uso do algoritmo de Dirac, serd apresentado o exemplo adaptado de

(Sundermeyer, 1982), onde se considera a lagrangiana:

1

o . . I6]
L(q1, q2, 41, G2) = 59% + aqiqa + E(Ch — @)% (37)

onde « e [ sdo constantes arbitrdrias tais que o # 0 e 8 # 0. A matriz hessiana dessa lagrangiana,

W=<10>, (38)
00

¢ singular para todos os valores de « e /3, pois nao hd um termo cinético para gs.

dada por:

As equagdes de Euler-Lagrange (1) podem ser escritas como:

Ei=d+agp— B —q) =0, (39a)
Ey = aq — 5((11 - Q2) =0, (39b)

onde (39b) representa um vinculo lagrangiano, pois em ¢ = 0 vincula as condi¢des iniciais ¢; (0)

e ¢1(0).
Os momentos candnicos (6) sdo:

oL )
p1= Er g1 + aqo, (40a)
q1
L
D2 = 8_ =0. (40b)
04

Dessa forma, o vinculo primdrio desse sistema, no formalismo hamiltoniano, € o0 momento
candnico po:
¢ =py=0. 41)

A hamiltoniana candnica (9) desse sistema pode ser escrita como:

2
. ) —«
H,=pig1 +pago — L = w - g(% - C]2)27 (42)

e a hamiltoniana primdria (22), com o vinculo (41), é dada por:

1
Hp=H.+ \p = 5(]91 - 04(]2)2 - g(ch - Q2)2 + Aps. (43)

Pelo algoritmo de Dirac-Bergmann, o vinculo primério (41) deve ser preservado no tempo, pela

condi¢do de consisténcia:



¢ = {0, Hy} = a(pr — aq2) — B(g1 — ¢2) = 0.

A condicdo de consisténcia (44) leva ao vinculo secundério:
X = alp —ag) — (g — ¢2) =0,
que deve ser preservado no tempo pela condi¢ao
X =A{x, He} + M{x, ¢} = 0.
Resolvidos os parénteses de Poisson, obtém-se a condicao de consisténcia:
X =aBlg—q)] — Blpr — ag) + (B — o)A =~ 0.

Levando a dois casos, a depender de a e 3.
Caso (1): 3 # o?

A condic¢ado de consisténcia (47) determina A univocamente como:

A(t) = % [(p1 — agz) — (g1 — ¢2)] -

21

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

Os vinculos ¢ €  sdo de segunda classe, pois {x, ¢} = 3 —a? % 0, e as equagdes de movimento

advindas de (43) sao:

G=p—ag , ¢G=At)= % [(p1 — ag2) — a1 — q2)]

pr=B8q—q) , p2=alp—ag)-—>5¢-—g)=x=0,
além do vinculo ¢ = p, = 0. Multiplicando ¢, por «, obtemos:
agr = a(pr — agz) = x + Ba — @) = Bla1 — ¢a2),

devido ao vinculo y ~ 0. Logo, de (51) temos que:

Bl — @) = aqr.
Substituindo em (49), na equagdo para A(t), obtemos:
G2 = Q1.

Podemos também derivar ¢; no tempo e usando (49), (50), (52) e (53) temos:

(49)

(50)

(5D

(52)

(53)
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G =p1 —age =B — @) — aga = a(dy — ¢2) = 0. (54)

Logo usando (53) temos ¢» = ¢; = 0. Das equacdes acima temos a solucdo geral:

q(t) = g(cl — )t + ¢y, (55a)

P@(t) = g(cl — Co)t + co, (55b)

onde c; € ¢y sdo duas constantes indeterminadas. O numero de graus de liberdade de uma
teoria hamiltoniana pode ser dado pelo nimero de constantes indeterminadas. Portanto, quando
[ # o2, a teoria tem 2 graus de liberdade hamiltonianos, das constantes ¢, € ¢, correspondendo
a 1 grau de liberdade lagrangiano. Note que essa contagem € compativel com (35), pois temos
dois vinculos de segunda classe (y € ¢) e nenhum de primeira classe.

Caso (2): B =a?

A condig¢do de consisténcia para o vinculo secunddrio € trivialmente satisfeita:
X = —ax =~ 0. (56)

Observa-se que ambos os vinculos ¢ e  sdo de primeira classe pois {x, ¢} = 8 — a? = 0.

Além dos vinculos ¢ ~ 0 e x ~ 0 que implicam em
p2=0 5 p1=oag. (57)

temos g = A(t) e ¢ = p1 — agz = a(q1 — ga).
Como ndo podemos determinar g, ja que A(t) € arbitrdria, ndo temos acesso também a g (t).
Dessa forma, o sistema ndo apresenta conteudo fisico.

Quando 3 = a?, a acdo € invariante pelas transformacdes:

01 = a(t), (58a)

5gs = aA(t) — A. (58b)

De (58a), podemos escrever o pardmetro A(f) em termos de dq;, como A(t) = dq; /. Assim,
podemos reescrever dgs COmMo:
5q2:a%—%:5{q2+@—q1}E(S]:O. (59)
Q « «
onde [ € um invariante. Neste primeiro momento, nao entraremos em detalhes sobre os invarian-
tes, mas o exemplo serve como introdu¢@o ao que serd abordado no capitulo 3, sobre o papel dos

invariantes de gauge na descri¢io de modelos com simetria de calibre, como € o caso de 3 = 2.
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Nesse caso, a menos de uma derivada no tempo, podemos escrever a lagrangiana (37) de forma

quadratica no invariante de calibre:

2
L= %12. (60)

Logo, a equacdo de movimento g—f = 0 nos diz que I = 0. Portanto, a teoria nio apresenta
contetido fisico quando 3 = 2. Assim como no caso 1, a contagem é compativel com (35), pois

temos dois vinculos de primeira classe (y € ¢) e nenhum de segunda classe.

2.3 TEORIA DE CAMPOS

Nessa secdo, generalizaremos 0s conceitos anteriores para tratar de sistemas com um nimero
infinito e continuo de graus de liberdade, descritos por campos cldssicos. Para um sistema
continuo, em D dimensdes, a lagrangiana é dada pela integral de uma densidade lagrangiana

L= L(pa,0upa,x,t), ou seja:

L= /dD_lx L(pa,0upa,x,1). (61)

Com acdo:

S = /dt/dD_lx L(pa, 0upa,x,t). (62)

Com o principio variacional de Hamilton, obtemos as equagdes de Euler-Lagrange?:

oL oL
0 - = 0. (63)
! (W@MA)) dpa
O momento canonicamente conjugado a ¢4 €
oL
TAlr) = ———. 64
A(z) D) (64)
Podemos definir a densidade hamiltoniana candnica:
He(pa,ma) = mapa — L. (65)

Se nem todas as velocidades ¢ 4 puderem ser determinadas em termos dos momentos 74, em

3 A partir desse ponto, vamos escrever as derivadas parciais na forma 9, onde p = 0, j, e, supondo uma

coordenada espacial z, temos:
0 P 0

80:5 B j:%



24
(64), aparecem vinculos ¢4 (¢, ) ~ 0*. A hamiltoniana canonica é definida por:

H(pa,m4) = /lex He(pa, pa, Viou, Viy). (66)

Podemos expressar uma varidvel dindmica A[p, 7| em termos de sua densidade:

Alp, 7] = / d’x A. (67)
Como a variavel dinimica é um funcional, sua derivada funcional é:
dpa(y) Opp(x) 0paly)  0(95p5(x)) dpaly)

Onde gzigz; = dapo6P (z — y). Podemos, entdo, deduzir as equagdes de Hamilton:

. O0H.|p,m]  OH. OH,

R R TR ) (69)

) dH.[p, 7] OH. 0H,
_ el Ofe |, OHe 69b
WA dpa dpa 1 0(Dj0a) (09)

e redefinimos os parénteses de Poisson:
IF(y) 0G(z)  dF(y) 0G(2)

a’! { — : 70
(R G = [ | S ~ et eaty 7

Na presenca de vinculos, repetimos o algoritmo de Dirac-Bergmann, com vinculos ¢4 ~ 0, e

hamiltoniana primdria:

Hp = /dD_lx W, Hy = Ho+ Aa(2)ba(a). 1)

Essa generalizacdo serd importante para a andlise das teorias que serdo abordadas nos
proximos capitulos. Uma discussdao mais detalhada sobre o formalismo hamiltoniano e sua
generalizacdo para a teoria de campos pode ser encontrada em (Sundermeyer, 1982) e (Lemos,
2007).

A existéncia de vinculos torna a transformada de Legendre de (4, ©4) para (¢ 4, 74 ) singular, pois o Jacobiano,
que é proporcional a

WY _ e (L ) _ 4 )
det (agDB(l’)) = det (a(pA($)aQDB(y)> =d t(WAB< ’y))

¢ nulo, onde W p(x,y) é a matriz hessiana, para um niimero infinito de graus de liberdade.
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3 INTRODUCAO AS VARIAVEIS DE BARDEEN

Neste capitulo, introduziremos o conceito das varidveis de Bardeen, explicitando as simetrias de
calibre, e a necessidade de expressar os graus de liberdade em termos de quantidades invariantes
de calibre, como proposto por James Bardeen, vide (Bardeen, 1980). Esse formalismo €
amplamente utilizado em teorias de perturbacdo cosmoldgica, e recentemente vem sendo utilizado

em modelos de gravidade linearizada.

3.1 DECOMPOSICAO EM HELICIDADES

Para definir as varidveis de Bardeen (invariantes de calibre), € conveniente decompor 0s campos
originais das teorias, de modo a expressd-los em termos de uma decomposi¢io ortogonal'. Esse
método foi utilizado com éxito, por exemplo, em (Deser; Jackiw; Templeton, 1982), para andlise
do conteudo fisico de teorias de spin-1 e spin-2, em D = 2 4 1 dimensdes. Usaremos, no
decorrer do trabalho, as decomposi¢des em helicidades para campos vetoriais A, e campos
tensoriais simétricos W, = W,,,. Também faremos a decomposicdo da transformagéo de calibre
das teorias, para encontrar os invariantes de calibre. Dessa forma, esperamos compactar as
variaveis de helicidade em um numero reduzido de invariantes de calibre, de modo a reescrever a
teoria como uma forma quadratica dos invariantes. Poderemos, por fim, determinar os graus de

liberdade propagantes e nao-propagantes da teoria.

3.2 INVARIANCIA DE CALIBRE

A proposta de Bardeen decorre de um problema na interpretacao fisica de perturbacdes cosmo-
l6gicas, sendo relacionado com a liberdade de fazer transformacdes de calibre. Para resolver
esse problema, Bardeen apresenta uma estrutura completa invariante por transformacoes de
calibre, seguindo o formalismo matemaético desenvolvido por Gerlach e Sengupta, em (Gerlach;
Sengupta, 1979).

Neste trabalho, ao analisar as teorias de calibre pelo formalismo de Bardeen, buscamos
combinacgdes de campos invariantes por transformacdes de calibre. Compactaremos 0s campos
decompostos em um nimero reduzido de grandezas invariantes de calibre, conhecidas também

como varidveis de Bardeen. O niimero de invariantes de calibre (/V;) de uma teoria é dado por:

N; = N,, — Np, (1)

' Qualquer tensor de rank-1 ou superior pode ser decomposto em componentes transversais e longitudinais ao

momento espacial.
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onde NN, representa o nimero de equacdes independentes que aparecem na defini¢ao da trans-
formagdo de calibre, e Np é o nimero de parametros de calibre independentes da teoria. Apds
determinar os invariantes de forma construtivista a partir das transformagdes de calibre da te-
oria correspondente, expressamos a lagrangiana como uma fun¢do quadrética dos invariantes
e determinamos o nimero de graus de liberdade propagantes e ndo-propagantes da teoria. Os

invariantes serdo denotados por I, (M =1,2,..., Nj).



27

4 APLICACOES EM TEORIAS DE SEGUNDA ORDEM

Para ilustrar os conceitos apresentados até agora, € interessante nos voltarmos para teorias simples.
Nesse capitulo, aplicamos o método de Dirac e a decomposicdo em helicidades e invariantes
de calibre para analisar o contetdo fisico da teoria de Maxwell para o eletromagnetismo, uma

teoria vetorial trivial, e uma teoria tensorial trivial, todas de segunda ordem em derivadas.

4.1 LAGRANGIANA DE MAXWELL

Comecaremos nossa discuss@o com uma teoria bastante importante para a fisica, a teoria eletro-

magnética, descrita pela lagrangiana de Maxwell:

1 L
EMAX:—ZFiy[Au] . wv=07 (j=1,...,D—1), (1)

onde F,,[A,] = 0,A, — 0,A, é o tensor eletromagnético da teoria. Como F),,[A,] = F},, (A, +
0, ¢), onde ¢ = ¢(x) é uma fungio qualquer, dizemos que L4 x tem simetria de calibre, e essa
simetria trard consequéncias para a estrutura do espacgo de fase e para a existéncia de vinculos

Ccomo veremos a seguir.

4.1.1 Formalismo hamiltoniano de Dirac

Podemos separar as componentes espaciais e temporal, e reescrever (1) como':

1 . . 1 1
Lyax = §Ai — A0pAo + 5(8’“‘40)2 — ZF,fj . k,j=1,2,...,D—1. )
Os momentos candnicos sao:
oL
o = 87 = 0,
aﬁo ‘ 3)
T = —— = A — O Ap.
k oA, k k410
A teoria tem um vinculo primaério:
¢(z) = mo(x) ~ 0. 4)

A densidade hamiltoniana canonica € dada por:

' Ha4 outras formas de escrever £y 4x fazendo integracdes por partes. Neste trabalho sempre desprezaremos

termos de superficie (integrais de derivadas totais) supondo que os campos vao a zero no infinito.
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H, = moAg + mp Ay — L
:kak—E (5)
1 1 5
= §7Tk7Tk + WkaAo + ZFk]

A hamiltoniana priméria, considerando o vinculo, é dada por:

1 1
Hp = /dD_lx (He + M) :/dD_lx |:§7Tk7rk+7rkakA0+ZFk2j+)\¢ ; (6)

onde A = \(z*) é uma fungdo arbitrdria a principio, sendo um multiplicador hamiltoniano. A

condicdo de consisténcia para o vinculo primario ¢ ~ 0 € dada por:

30) = [ 71 [{6lu) Ko@)} + Xo) {6(0), 6(2)}] = 0. Q
Resolvendo os parénteses de Poisson, chegamos a:
T)p =17 T :—8H0($):—Wx @) 5D (4 —

{gb(y)v ¢(x)} = {71—0(3/)’ 71-()(:E)} =0.

Substituindo esses resultados em (7):

) = [ e [-m(@)of?] 6~ ),

)
— [ o @) (e - ) = (),
obtemos o vinculo secundario (lei de Gauss):
X:&m ~ 0. (10)

Continuamos o algoritmo aplicando a condi¢do de consisténcia sobre o vinculo secundario
x ~ 0:
X = /dD_l:v {x (), Hex)} + Al2) {x(y), ¢(x)}] = 0. (1D)

Resolvendo os parénteses de Poisson, chegamos a:

_ W) __ywIHe(2)
D) Hel@)} = 07 {mely). Helw)y = =0 2= 8
(

=0 [0,A4(@)0) — 01A;(2)0] 67 (& — ), (12)

J J

{(x(), 6(x)} = 0 {mi(y), mo(x)} = 0.
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Substituindo esses resultados em (11):

W = [ a1 [0 - 04, ()0| 05 (w — )

= /dD_la: [V?0,Ak(z) — V?0;A;(x)] 67 (x — y) = V20, Ax(y) — V?0;4,(y) = 0.
(13)
Como a condic¢do de consisténcia para o vinculo secundério € identicamente satisfeita, ndo ha

mais vinculos na teoria, e podemos classificar os vinculos, observando que:

{6(y), o(x)} = 0= {x(v), x(2)},
{o(y), x(x)} =0=—{x(v),d(z)}.

(14)

Logo, ambos os vinculos ¢ =~ 0 e x ~ 0 sdo de primeira classe e o multiplicador A(z) fica
indeterminado. Podemos, enfim, fazer a contagem de graus de liberdade. O campo vetorial A,
possui D componentes, assim como o0 momento 7,. Com os vinculos de primeira classe ¢ ~ 0 e

X ~ 0 fazemos a contagem no espago de fase de acordo com (35):
Npor =2D —2(1+1)=2(D - 2), (15)

ou Npor/2 = (D — 2) no formalismo lagrangiano. Em particular, temos 2 graus de liberdade
lagrangianos, em D = 4 dimensdes, que correspondem as duas helicidades £1 do féton.
Usando os vinculos como igualdades fortes?, podemos escrever a hamiltoniana no chamado

espaco de fase reduzido, de forma explicitamente definido positiva. De (6) temos:
(pr) D-1 1 1
H = d xT §7Tj7Tj+1ijij s
1

= §/dD1$ {ﬂ'kékjﬂ'j — Ak(VQ% — 8ka])AJ} .

Podemos igualar os vinculos fortemente a zero se:

(16)

¢ Os vinculos forem de segunda classe;
* Os vinculos de primeira classe forem sujeitos a uma condi¢@o de fixagdo de calibre consistente.

Estas condicdes sao obtidas pela definicao dos chamados parénteses de Dirac (para mais detalhes, vide (Dirac,
1964)), dados por:

{F’G}* E{F,G}—{F,fﬂ}C;l,l{gu,G},

onde C u_vl ¢ a inversa da matriz formada pelos parénteses de Poisson dos vinculos de segunda classe independen-
tes. Os parénteses de Dirac dos vinculos de segunda classe £, ~ 0 com uma fung@o arbitrdria qualquer F'(q, p)
sdo nulos, e os parénteses de Dirac de qualquer fungio arbitrdria de primeira classe G(g, p) com qualquer fungio
arbitraria F'(q, p) satisfazem a {G, F'}* ~ {G, F'}. Dessa forma, a evolugdo temporal de uma variavel dinimica,
ap0s calculados todos os parénteses da teoria, é dada por:

F={FH)}" .
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Introduzindo os operadores projetores® de spin-0 e spin-1, dados por:

k0
v

Wgj = ij = 5I<:j — Wkj- (17)

O vinculo primdrio x = 0;m; = 0 leva a wy;m;; = 0, e podemos escrever a hamiltoniana
reduzida como func¢@o apenas das componentes transversas (espacialmente) dos momentos e dos

campos:

1 _ 1 _
HP = §/dD 11’ [Wkekj’ﬂj - Akvzeijj} == 5 /dD 1.%’ [7??7(}1 + akAjTakAf] . (18)
Onde 7T]T = ijﬂk [ A? = ijAk.
A hamiltoniana priméria reduzida € positivo definida, garantindo a estabilidade classica da teoria,

e apenas as (D — 2) componentes transversas de 7; e A; contribuem em (18).

4.1.2 Decomposicio em helicidades

Vamos escrever o campo A, em varidveis de helicidade como:

Ay =
A, ={" v . (19)
Aj =vl +ju

Note que 8]-11? = 0, e (19) é inversivel, pois sempre supomos que a equacdo de Laplace V2f = 0

s6 possui solugdo trivial f = 0. Ou seja, o Laplaciano € inversivel, embora ndo localmente*:

0;A,;
=24 ; U:% 3 UjT:@jkAk-
A lagrangiana pode ser escrita como:
1 2 1 2
;CMAX - 5(80147 - @Ao) - Z(akAJ - ajAk> . (20)

Note que 0,0, = ;1 € w;jw;r = w;;. Os projetores 0;; e w;; projetam um vetor na diregéo pransversal eum
vetor na dire¢do longitudinal, respectivamente. Além disso, w;;0;; = 0 = 0;;w;x. Por fim, 6"0;; = D —2e
(ijij =1.

Por exemplo, em 3 dimensdes espaciais:

v2 / d?’x'g(x’,y’,z’)

471_‘7—,»77:»,| :9(1’7%2)7

1
Tr[r—7]

uma vez que a funcdo de Green ¢ a solugdo da equagdo de Poisson:

9 1

BT
=0T

com &3 (7 — ) representando a fungdo delta tridimensional. Assim, como §(7 — ') pode ser escrita como a
identidade 1, a funcao m ¢ o inverso do Laplaciano 1/V?2.
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Substituindo (19) em (20):
L . 2 1 T T\2
ﬁMAX = E(Uj + 8]"& — aﬂﬂ) — Z(akvj — 8]"Uk,) . (21)

Podemos redefinir a varidvel 1/, no primeiro termo, para eliminar a derivada temporal em u,

escrevendo

=ity (22)
Assim, usando d;v] = 0, temos:
L7 e L opoo 7
Liax = §(Uj + 0;9)° + 30 Vi . (23)
Finalmente reescrevemos a lagrangiana em termos das varidveis de helicidade, como:

o™ W 24)
EMAXZJQJ_w2w> (24)

onde [0 = —0? + V? € o operador d’ Alembertiano. Antes de comentarmos sobre as equagdes de
movimento de (24), vamos identificar os invariantes de calibre da teoria em fun¢do das varidveis
de helicidade.

4.1.3 Invariantes de calibre (variaveis de Bardeen)

A lagrangiana de Maxwell € invariante sob a transformacao:
0A, = 0,0. (25)

Temos apenas um parametro de calibre (¢), e o nimero de equacdes em (25) € D, logo o nimero

de invariantes € dado pela férmula (1):
Nr=D—1. (26)
Decompondo (25) em componentes temporal e espaciais:

(SAO = (90¢, (273)
SA, = 0,0, (27b)

Aplicando d; em (27b), e sabendo que € possivel inverter o laplaciano, podemos escrever:

_ 004,

6=~ (28)
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Substituindo ¢ em (27a), temos que:

0,04,

V2

0Ay = 0Oy

A

Temos entdo um invariante:
Iy = — 1. (30)

Ja para a parte espacial, podemos reescrever:

0;0,0 Ay,
5Aj - @gb - ]T,
0,0 . 6D
1) |:<5] — #) Ak:| = 5[ijAk] = 5]] = 0,
onde temos o invariante transverso:
Podemos reescrever a teoria em termos dessas variaveis de Bardeen, como:
of Ol V2 ITOIN Iy (—V?)],
J =" i = 0 0
= — = 33
Lyrax 5 5 5 + 5 ; (33)
cujas equagdes de movimento:
O] =0, (34a)
Vi, =0, (34b)

implicam em [, = 0 (invariante de gauge ndo propagante), e (D — 2) graus de liberdade
propagantes satisfazendo a equacdo de onda eletromagnética. Em D = 4 temos as duas
helicidades do féton £1.

Temos, entdo, D —2 invariantes propagantes de va e 1 invariante ndo-propagante de [, resultando
nos D — 1 invariantes da teoria como esperdvamos.

E natural buscarmos a relacio entre os invariantes (IJT, Iy) e os campos eletromagnéticos
(E’, E) Primeiramente, notemos que Ej, = 0yA; — 9pAg. Logo, OpE), = 0y0p Ay — V2 Ay =
V?(u—1) = —V?Iy; Enquanto 0, Fjy; = V2 A; — 0,0, Ax = V(0] +0ju) —9;(V?u) = V0.
Portanto, [, estd ligado com a componente longitudinal de E, enquanto UJT estd ligado com a

componente transversal de B:
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R
aVF (35)

7T — 7 = 2k k)

J J VQ :

4.2 TEORIA VETORIAL TRIVIAL

Agora, partimos para uma teoria bem simples, que tratamos como uma introdu¢do ao modelo

escalar de quarta ordem. Vamos analisar a lagrangiana

(0" Ay)*

Lyr =

Essa teoria, caracterizada como puro gauge, nao possui contetdo fisico. Vamos demonstrar
essa auséncia de conteudo fisico por meio do formalismo hamiltoniano e da decomposi¢cdo em
helicidades e invariantes de calibre.

4.2.1 Formalismo hamiltoniano de Dirac

Separando as componentes espaciais e temporal, reescrevemos (36) como:

Ag)? . 0, A;)?
Lyr =" 20) — Ag0;A; + % (37)
Os momentos candnicos da teoria sao:
oL . .
7TO:—.IA0—(9jAj :>A0:7T0+ajz4j
0A
oL (38)
7Tj = — = O
0A;
Temos, entdo, D — 1 vinculos primdrios:
¢j(x) = mi(z) = 0. (39)
A teoria tem densidade hamiltoniana candnica dada por:
H. =7, A, — L,
= mody — L, (40)

1
= 571’07T0 + WoajAj.
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A hamiltoniana primdria, considerando os vinculos ¢;, € dada por:

1
Hp = /lex (HC + )\j¢j) = /le.’L' [57&)7’(’0 -+ WoajAj + >‘j¢j . (41)

A condic¢do de consisténcia para os vinculos primdrios ¢ ~ 0 € dada por:

ou(w) = [ 412 [{60(0). M)} + M, (0) (61(0). 6,(0) ). @)
Resolvendo os parénteses de Poisson, chegamos a:
)} ={nx x :—a/HC(x):—Wx @)D (4 —
{on(y), He(2)} = {mr(y), He()} TAr(y) o(2)0, 70" (x = y), )

{01(y), or(x)} = {mi(y), m(z)} = 0.

Substituindo esses resultados em (42):
/ P | —mo(@)0f”] 6 (x — y) = / A"t Qo (2)0” (2 — y) = Dumoly).  (44)

Como 9;my = 0 implica em 9;0;my = V*my = 0, e supondo que os campos se anulem no infinito,

a tnica solucao da equacdo de Laplace possivel € my = 0. Isso nos leva ao vinculo secundério:
X = o ~ 0. 45)

Aplicando a condi¢do de consisténcia sobre o vinculo secundério y ~ 0:

i~ / P4 [{x (), Heo(2)} + i (x) {x(w). d5(2)}] (46)

Resolvendo os parénteses de Poisson, chegamos a:

(000 Heli)} = (o). Helo)) = =G5 =

{x(y), ¢;(x)} = {mo(y), m;(x)} = 0.

(47)

Portanto, a condi¢do de consisténcia para o vinculo secundério y ~ 0 € identicamente satisfeita
(0 = 0). Logo, ndo ha mais vinculos na teoria, e podemos classificar os vinculos, observando
que:

{¢i(y), 6;(x)} = 0 ={x(y), x(=)},

{83(9). x(2)} = 0 = — {x(y). 6;(2)}

Logo, ambos os vinculos ¢; ~ 0 e x ~ 0 sdo de primeira classe. Contando os graus de liberdade

(48)

da teoria, temos 2D campos (A,,, ¢,,), além de D — 1 vinculos primdrios de primeira classe, de
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¢; = m; ~ 0, e um vinculo secunddrio de primeira classe x = my. Logo:
Ni,p=2D —2(D—1+4+1)=0. (49)

A teoria nao tem contetido fisico. Usando os vinculos como igualdades fortes, podemos mostrar

que a hamiltoniana no espaco de fase reduzido (¢; = 0 = x) € nula:

1
HP = /dD1Q3 |:§7T07TO + WoajAj + )\j(éj:| = 0, (50)
$j=0=x
condizente com a auséncia de conteudo fisico.
4.2.2 Decomposicao em helicidades
O campo A, serd decomposto em helicidades, como em (19):
Ao =1
A, = . . (51)
Aj =v; +0u

Na lagrangiana reescrita (37), substituimos as varidveis de helicidade, e obtemos:

(= V?u)®

> (52

Lyr =
Podemos eliminar a derivada temporal redefinindo u, como 4 = u— %. Assim, nossa lagrangiana
¢ simplificada como:
Via
Lyr = —. (53)
2
Como a equagio de movimento dessa lagrangiana leva a V*@ = 0, teremos @ = 0 e a teoria ndo

apresenta contetdo fisico, em acordo com o formalismo de Dirac.

4.2.3 Invariantes de calibre

A lagrangiana € invariante sob a transformacdo 64, = ¢,, com 0"¢, = 0. Essa condigdo
de transversalidade nos d4 D — 1 parametros de calibre independentes, e temos D equagdes

(0A, = €,), nos levando a 1 invariante segundo (1). Usando (51):

5140 = €, (543)
(54b)

A condigdo de transversalidade sobre o pardmetro €, leva a:
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5(8°Ag) = —0tp = +0%y = 0, (55a)
§(7A}) = 6V u = de; = 0. (55b)

Logo, temos que:
0 =4(0"A,) =0, (56)

onde I = 1) — V?u é o invariante da teoria. Podemos, enfim, escrever a lagrangiana em termos

do invariante, como uma forma quadrética:

]2
Lyr = OR 57)

Logo, ndo h4 invariantes propagantes na lagrangiana, confirmando a auséncia de dindmica na

teoria.

4.3 TEORIA TENSORIAL TRIVIAL

Podemos agora partir para uma teoria de rank-2 trivial, determinada pela lagrangiana:

OAW ) (0PW,
2
onde WW,,, sdo campos tensoriais simétricos, do tipo W, = W,,,com p,v =0,1,2,..., D — 1.

Podemos, entdo, trocar W, por Wy;, e Wj, (com j > k) por Wy;. Sem perda de contetido

podemos nos restringir apenas aos campos W, com p < v.

4.3.1 Formalismo hamiltoniano de Dirac

Separando a componente temporal das componentes espaciais, reescrevemos (58) como:

w2 OWy)2 W& . Wi, )2
L= =32+ Wao(0Woy) & QOJ) + = Wy (9:Wiy) + % (59)
Os momentos candnicos da teoria sao:

Too = BT = —Woo + 0;Wo; = Woo = —moo + 9; Wy,
00
07

oL
7Tkj = O
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Assim, temos os vinculos primarios:
Orj =m0 (k< ). (61)

A densidade hamiltoniana candnica da teoria €, apds alguns cancelamentos e integracdes por
partes:
He. = WMVWW - L
= mooWoo + WOjWOj - L

_ _ TooToo | To;j70; + 70O Wij + m000; Wy )

2 2
ﬂ' 71' ﬂ' 4/7]- .
= — 002 = + 032 % — (Opmo;) Wiy — (95m00) Woy.

Com os vinculos ¢, temos a hamiltoniana primdria:

H, = / dP e (H, + A\p)

o (63)
N / " [_ 7r0027r00 + 7rOJQWOJ — (Okmo;)Wij — (05700) Woj + Akjus | -
Para os vinculos ¢;; ~ 0, temos a condi¢do de consisténcia:
Prj(y) = / A" ({6 (), He(@)} + Nim (@) {0r5 (1), P (2)}] (64)
com parénteses de Poisson:
OH.(x) D
(), He(x)} =4 (y), He(x)} = ————5 = Opm;0” (z — 1),
{onj(y), He(x)} = {mi; (y), He(2)} ()~ ko (z —y) ©5)
{0k (), dum ()} = {m;(y), T (2)} = 0.
Na condic¢ao de consisténcia (64) usando:
/dD_l[E)kﬂoj (2)]67 (x — y) = Opmo; = 0. (66)

Aplicando 9, em (66) temos V*my; = 0, e supondo que os campos se anulem no infinito,
nos resta apenas a solucio da equacio de Laplace my; ~ 0. Assim, chegamos aos vinculos

secundarios:

Xj = mo; ~ 0, (67)

cuja condicdo de consisténcia é dada por:

uly) = / P [0 (), Holw)} + g (2) D), b (2)}] ~ 0. (68)
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Resolvendo os parénteses de Poisson:

OH.(x) D
7HC = 7Hc = - = a 5 - 3
000, Helo)} = (o). Hele)) = — e = Omu()0 @ =)
), onj(x)} = {ma(y), m;(z)} =0,
temos a condicao de consisténcia (68):
/ 4P [ym00(2)] 62 (& — ) = Bymoo(y) ~ 0, (70)
que nos leva a um novo vinculo, dado por:
§ = oo = 0. (71)

Como a hamiltoniana (63) ndo depende do campo Wy, € os vinculos § = 0 = ¢p; = Xy
tém parénteses nulos entre si, a condi¢do de consisténcia para ¢ é identicamente satisfeita e o
algoritmo termina.

Podemos, entdo, partir para a classificacdo dos vinculos. Como todos os vinculos dependem dos
momentos candnicos da teoria, todos os 7, ~ 0 (p, v = 0, j) sdo de primeira classe.

Para contar os graus de liberdade, temos, em D dimensdes, D(D + 1) componentes de W, e

- Além disso, temos w vinculos de primeira classe de 7, ~ 0, nos levando, segundo
(35), a:
D(D+1
Nior=D(D +1) -2 {%} =0. (72)

A teoria n@o apresenta conteudo fisico. No espago de fase reduzido definido por 7, = 0, temos
de (63):
HP" = 0. (73)

Assim como para a teoria vetorial trivial, a hamiltoniana primaria reduzida € nula, e demostra a
falta de conteudo fisico da teoria.
4.3.2 Decomposicao em helicidades

Decompondo o campo W), em helicidades de forma semelhante ao que fizemos com o campo

vetorial em (19), temos:

Woo = p
VV/LV - WOj - ,V;T + 8JF ’ (74)
Wis = Wit + 0] + 05l + V2006 + 0,050

onde W, significa transversalidade e trago nulo: 0 W = 0 = W™,
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A lagrangiana (58) pode ser reescrita em termos das varidveis de helicidade como:

1 . s
L= 3 —(p = VT + (=) — ;L + V2] + V20,0)°| . (75)

Podemos redefinir o segundo termo da lagrangiana, para eliminar as derivadas temporais, como:

= - T
. T
~ ’y
v =Y — o (77)
Assim, escrevemos a lagrangiana como:
c=tlpovrye s (vl vio) 78
~ 9 —(p— )"+ Y; + 'y : (78)
Também podemos redefinir I' como I = —v% + I'. Assim, temos a lagrangiana simplificada:
L= (v 4 (V2T + v, 79
- 5 _< ) + %- + ﬂ/} : (79)
Minimizando a ag¢do correspondente, podemos escrever:
0S = dSrr + (5Sw¢ =0, (80)
onde:
Srr = /dD_lx(VQf)(VQf)a
. ) (81)
Swlli — /le.Z' [(v?ajw)Z + (VZw}“)Z )
De (80) temos:
VIT=0 ; V%=0 ; V% =0, (82)
o que implica em:
I=0=4¢! =4 (83)

Logo, a lagrangiana (58) ndo tem contetido fisico. E importante destacar que as varidveis de

helicidade foram redefinidas pela matriz:

p 1 0 0} [p P
Fl=1-& 1 o||r|=M|T]. (84)
¥ 0 % 1) \¢ ¥

Como det M = 1, a matriz € inversivel, j4 que o jacobiano da transformac¢do ndo é nulo
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(det Ml # 0), e a mudancga de varidveis ndo € singular, apesar das derivadas temporais presentes

na matriz M.

4.3.3 Invariantes de calibre

A teoria (58) € invariante por W, = A,,, onde 0"\, = 0, com \,, = \,,. Portanto, temos

D(D+1 ~ D(D+1 A ) , . .
% equacoes e % parametros de gauge sujeitos a D vinculos. Assim, a teoria tem D

invariantes segundo (1).

Decompondo os parametros simétricos, seguindo (74) temos:

Aoo = ¢
>\HV = /\Oj = /\? + aJA : (85)
Aij = )\ij + akAjT + O; AL + V204 B + 0,0, D

Do vinculo 0# A, = 0, com v = 0, j, temos que:

8“)% =0= —80)\00 + 8kAk0 =0, (86)
8M)\Mj =0= —80)\0j + 8k)\kj = 0. (87)

De (86), determinamos A como:

¢
A= v (88)
e de (87), temos que:
—\] — ;A + VPAT +V?9,D = 0. (89)
Aplicando 9; em (89), obtemos D como:
A9
D=5 = o (90)
que, substituindo em (89), nos fornece:
v
T _ 7Y
Al = o oD
As varidveis de Bardeen da teoria sdo determinadas pelas transformacoes:
SWo0 = Ao, (92)

Wiy = Mg (93)
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Dessa forma, de 6Wy, € W), temos:

op = ¢, (94a)
S(VF + OkT) = AT + kA, (94b)

e, de Wy,
SWEL + 04T 0 + 1 + V20400 + 0,050) = N + Ou AT + 0, AL + V201, B+ 0,9;D. (95)

Usando (88) em (94b) e usando ainda (94a), temos:

5
57T + T) = akv—@ Yy (96)

Aplicando ), em (96) temos (V2T — p) = 0 que equivale a 6(9"W,0) = 61y = 0. De forma

semelhante, usando (90) em (95) e aplicando 0y, e J,0; em (95) obtemos:

onde I;, = —47 — 9" + V2T + V20,4
Assim, podemos reescrever a lagrangiana (58) como uma forma quadrética em termos das

variaveis de Bardeen, como:
2 2
R
2 2

As equagdes de movimento da lagrangiana reescrita mostram que a teoria tem [ invariantes nao

L= (98)

propagantes, confirmando a auséncia de conteudo fisico. Também € interessante notar que houve

uma reducdo dramédtica no nimero de varidveis da teoria.
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5 TEORIAS DE ORDEM SUPERIOR EM DERIVADAS

Seguindo as tendéncias nos estudos em Teoria de Campos, proponho focarmos nossos esfor¢os
em teorias que apresentam mais de uma derivada temporal nos campos, com lagrangiana do tipo
L(x,&,%...). Em especial, visamos estudar teorias que nao podem ter sua ordem reduzida por
uma integracao por partes. Entretanto, € preciso notar que, segundo o Teorema de Ostrogradsky,
vide (Ostrogradsky, 1850), teorias que contém derivadas temporais de ordem superior levam
a uma instabilidade linear na hamiltoniana, e teorias desse tipo possuem graus de liberdade
“fantasma”, que se apresentam como graus de liberdade instaveis. O chamado fantasma ou
instabilidade de Ostrogradsky ‘“adoece” a teoria, trazendo complica¢des em sua interpretacao
fisica. Por isso, € comum o interesse em teorias de ordem superior livres de fantasmas, ou
“sauddveis”.

Apesar da construcdo de Ostrogradsky levar a uma adaptacdo da formulagdo de Dirac para
teorias de ordem superior, temos uma generalizacao complicada. Por isso, analisamos essas
teorias pela decomposi¢do em helicidades e invariantes de calibre. As teorias de ordem superior
que analisamos tém spin-0 e spin-1, e foram sugeridas em (Dalmazi; Santos, 2013) como passos
intermedidrios para o desenvolvimento de teorias de spin-2 que inspirem teorias de gravitacdo de

ordem superior.

5.1 APLICACOES

5.1.1 Campo escalar massivo

Em (Dalmazi; Santos, 2013) foi sugerido um modelo que descreve uma particula de spin-0

massiva, via um campo vetorial. A teoria é de quarta ordem em derivadas, dada por:

1
?V:w[a-A(D—mQ)&A]. (1)

5.1.1.1 Decomposi¢ao em helicidades

Seguindo a decomposicao em helicidades (19), podemos reescrever a lagrangiana como:
B = g | (0 + V)0 - m?) () + V) @
SV om?2 '

Podemos redefinir u para eliminar a derivada temporal de ¢, como @ = u — vi?' Dessa forma:

V0 —mA) V%
SV = 2m? '

3)
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A lagrangiana propaga um grau de liberdade massivo. A equagdo de movimento de (3) leva a

equacao de Klein-Gordon:
Vi O-m*)a=0= (0-m*)a=0. (4)

Como a simetria local € a mesma do exemplo anterior (04, = €, com 0*¢,, = 0) temos 0 mesmo

invariante / = 0" A, e a lagrangiana fica:

L= ﬁI(D —m?)I. (5)
Temos, entdo, 1 invariante propagante na teoria e efetivamente uma teoria de segunda ordem para
o invariante de calibre. Como [ = 0" A,, = V?u — ¥, a mudanca de varidveis de u para I tem
jacobiano ndo nulo, pois V2 # 0 com as condi¢des de contorno que trabalhamos. Assim temos a
equacao de movimento invariante de calibre e de segunda ordem em derivadas se tratarmos /
como um campo independente:

(O —m?)I =0. (6)

Dessa forma, confirmamos que a teoria propaga um grau de liberdade massivo.

5.1.2 Lagrangiana de Maxwell (via tensor simétrico)

Teorias recentes (vide (Dalmazi; Santos, 2013)) mostram a possibilidade de representar a teoria
de Maxwell como uma teoria de quarta ordem em derivadas', com o tensor eletromagnético

escrito em termos de um campo tensorial simétrico W, = W,,,. Assim, temos a lagrangiana:

1
Law = =1 Ful0- W, ™)
onde F},,[0- W] = 0,(0°Wya)—0,(0°Wa),comp,v =0,1,...,D—1ejk=1,2,...,D—1.
Comecaremos trabalhando com F),,[A,,], para depois trocar os campos A, por 0"W,,,. Sabemos
que:

F2[Au] = —2(80A; — 0;A0)* + Fys. (8)

Logo, em termos do tensor simétrico:

1 2
0 k 0 k
EN[W :E [80(8 Woj +0 Wk]) — 6](0 WOO +0 WOk)} + (9)
1 i ; 2
— Z [8k(8OWOj +0 ij) — 8j(80W0k + GJWk])] .
Essa formulagdo pode permitir uma conex@o com o modelo conhecido como “New Massive Gravity”, de
(Bergshoeff; Hohm; Townsend, 2009), no limite de massa zero.

1
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Devido a presenca de duplas derivadas no tempo, o formalismo hamiltoniano de Dirac se torna

trabalhoso, e vamos passar diretamente para o uso de variaveis de helicidade.

5.1.2.1 Decomposic¢do em helicidades

Com a decomposicao (74), reescrevemos a lagrangiana como:

1 . - 2
Luw =5 Oo(—%] — 03T + V2 + V2010) = 0;(—p + VQF)] +
(10)

2

1 . . . R
- O (=4 — T + V2 +V205) — 9;(—% — Ol + V2 + VQ@W)} :

Para baixar a ordem das derivadas temporais, faremos inicialmente as mesmas redefini¢des da

subse¢do 4.3.2 que nos levara a lagrangiana:
112 ir 25~ 2~21 29 IT 25 77]°
Law =5 | V2] + V200 = V29,1 —Z[v o] — V2ot | (11
Podemos eliminar a derivada temporal em @Z, redefinindo:
=T—4 (12)
Dessa forma, temos a lagrangiana:
L ro2ir 29 51° , Loairo2 i
Law = 5 | V2] + V2O,L | + SV V2. (13)

E, finalmente, chegamos a uma teoria de forma semelhante a encontrada em 4.1:

(14)

JTVOGT TVST
»CMW = — .

2 2

De fato, compare com (33), € esperado que a teoria se assemelhe a teoria usual de Maxwell, uma
vez que é uma teoria de quarta ordem construida para ser equivalente (dual) a teoria de segunda

ordem de Maxwell.

5.1.2.2 Invariantes de calibre

A teoria € invariante sob a transformacao:
00"W,,, = 0,0, (15)

quando 6W,,, = 7n,,¢. Assim, podemos escrever os invariantes levando em conta o que ja foi
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feito para a teoria de Maxwell de segunda ordem, simplesmente substituindo A, por 0°W,,,,

Ox(0 - W)y,

I;j=(0-W); —0; vz (16a)
ok(0-W
Io=(0- W)y — ao%. (16b)
Logo, podemos escrever a lagrangiana em termos dos invariantes de calibre:
LOrn  Iy(—-V?)I,
Logy = 200 VDL (17)

2 2

Temos, como esperado, D — 2 invariantes propagantes de [; e 1 invariante ndo-propagante de
Iy, levando ao total de D — 1 invariantes, e confirmamos que a teoria de Maxwell em ordem

superior € dual a teoria de Maxwell usual, apresentando o mesmo conteuddo fisico e invariantes.
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6 CONCLUSAO

no decorrer deste trabalho, revisitamos o formalismo hamiltoniano para sistemas vinculados
em vdrios contextos. Iniciamos tratando de um modelo cldssico, considerando uma lagrangiana
L(q1, 2, G1, G2), onde demonstramos como o algoritmo de Dirac-Bergmann se comporta em
sistemas vinculados. Entdo, partimos para a generalizacdo dessa sistematizacdo em teorias
de campos, com um nimero infinito e continuo de graus de liberdade, para estabelecer uma
descricao lagrangiana da decomposi¢cdo dos campos em helicidades e invariantes de calibre.

O conteudo fisico de teorias de gauge usuais pode ser, para teorias de segunda ordem, obtido
pelo algoritmo de Dirac, onde determinamos os momentos candnicos, vinculos e hamiltoniana
das teorias, para enfim calcular a evolucao temporal dos vinculos, de modo a determinar o nimero
de graus de liberdade e positividade da hamiltoniana no espaco de fase reduzido. Demonstramos
com sucesso o uso do formalismo hamiltoniano de Dirac e a decomposicao em helicidades e
invariantes de calibre, para a teoria de Maxwell para o eletromagnetismo em segunda ordem, e
para as teorias que chamamos de trivial vetorial e trivial tensorial. Nesses exemplos, mostramos
a equivaléncia do algoritmo de Dirac com o uso das varidveis de helicidade para andlise do
conteudo fisico dos modelos. Embora a invariancia de Lorentz deixe de ser explicita, ganhamos
em simplicidade com um formalismo puramente Lagrangiano.

Apesar de o algoritmo de Dirac ser bastante eficaz no estudo de teorias de segunda ordem,
quando partimos para teorias de ordem superior em derivadas temporais, ainda ndo hd na literatura
uma maneira de estabelecer, de forma sistemédtica, um formalismo hamiltoniano simples.

Porém, mesmo nas teorias de Maxwell de quarta ordem e do campo escalar massivo, de
ordem superior em derivadas, onde o formalismo hamiltoniano se torna complexo, levando poten-
cialmente ao aparecimento do fantasma de Ostrogradski (vide (Woodard, 2015) e (Ostrogradsky,
1850)), conseguimos aplicar com sucesso o método das varidveis de helicidade. A partir das
transformacdes de gauge obtivemos os invariantes de calibre de forma construtivista e pudemos
escrever em todos os casos a Lagrangiana como uma forma quadrética dos invariantes.

De certa forma, podemos notar que, mesmo para teorias de segunda ordem, onde a siste-
matizagdo hamiltoniana ja € bem estabelecida, € interessante analisar o contetido fisico por um
formalismo lagrangiano, a depender do objetivo principal do problema, uma vez que dependemos
apenas da teoria lagrangiana e sua invariancia de calibre. Além disso, escrever uma lagrangiana
em termos dos invariantes propagantes e nao-propagantes faz com que consideremos apenas
quantidades fisicas que contribuem para a dindmica de uma teoria, eliminando quantidades
redundantes.

Para futuros estudos, esperamos demonstrar por que, a depender dos campos escolhidos

para baixar a ordem de derivadas em teorias de ordem superior (para que o algoritmo de Dirac
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seja valido), os vinculos primdrios de primeira classe ndo geram um nimero equivalente de

transformacdes de calibre, como ocorre em teorias usuais.
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