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Resumo

A Analise de Confiabilidade ¢ uma area bem consolidada da estatistica. Antes do
surgimento dos métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC), a aproxima-
¢ao de Laplace era muito utilizada para estimacao dos parametros, porém apods isso o
MCMC passou a ser mais usado. Ao afinal deste trabalho, deseja-se realizar a compara-
¢ao entre ambos os métodos de estimagao buscando assim um método que produza bons
resultados e com excelentes propriedades. Uma caracteristica importante fornecida pela
aproximacao de Laplace é fato de obter uma forma fechada para distribuicao a posteriori
da confiabilidade, tanto no caso da Weibull como para Gama Exponenciada (GE). Tam-
bém foi desenvolvido prioris conjugadas para o parametro 6 e a confiabilidade para ambas
distribuicoes. Esta propriedade facilita a obten¢ao dos momentos amostrais assim como o
calculo de intervalos. A distribuicao Weibull é muito utilizada na analise de confiabilidade
e outras areas, assim como: climatologia, medicina, entre outras. A distribuicao GE nao
é tao utilizada, mas apresenta diferentes comportamentos para o risco, além de possuir
apenas um parametro para ser estimado.

Palavras-Chave: Andlise de Confiabilidade, Distribui¢ao Log-Gama Negativa, Inferén-
cia Bayesiana, Aprorimacao de Laplace, MCMC.






Abstract

Reliability Analysis is a well-established area of statistics. Before the method Monte
Carlo via Markov Chain (MCMC), the Laplace approximation was widely used for para-
meter estimation, but after that the MCMC became more used. At the end of this work,
it is desired to carry out the comparison between both estimation methods, thus seeking
a method that produces good results and excellent properties. An important feature
provided by the Laplace approximation is that it obtains a closed form for posterior dis-
tribution of reliability, both in the case of Weibull and the Exponential Gamma (EG). We
also developed conjugated priori for the parameter € and the reliability for both distribu-
tions. This property makes it easier to obtain sample moments as well as the calculation
of intervals. The Weibull distribution is widely used in the analysis of reliability and
other areas, as well as: climatology, medicine, among others. The EG distribution is not
so widely used, but presents different risk behaviors, besides having only one parameter
to be estimated.

Keywords: Reliability Analysis, Negative Log-Gamma Distribution, Bayesian Infe-
rence, Laplace Approximation, MCMC.
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CAPITULO

1

Introducao

A analise de confiabilidade (ou sobrevivéncia) ¢ uma importante area da estatistica. O
estudo do tempo de vida de algum produto, segundo certas condi¢oes é uma ferramenta
usada pelas industrias tanto para obterem produtos com maior qualidade, como para
diminuir os custos. Por exemplo, suponha um produto que fornecesse muitos defeitos,
os fabricantes nao s6 iriam ter um prejuizo, como ainda iriam perder a credibilidade no
mercado.

Tal analise é um conjunto de técnicas estatisticas que tem como principal objetivo
estudar o tempo de vida ¢t de objetos ou individuos, até que certo evento de interesse
aconteca. Este pode ser, a falha do componente em estudo ou até mesmo a morte de
um paciente com certa doenga. Na teoria, a fungao de confiabilidade (ou sobrevivéncia)
nos fornece a probabilidade de uma observagao i nao falhar até o instante ¢; (Colosimo;
Giolo [4]).

Para realizacao da modelagem dos dados sao usados distribui¢oes de probabilidade e
alguns métodos estatisticos, buscando um modelo que melhor se adeque ao conjunto de
observagoes, para facilitar o estudo do comportamento dos dados. Na literatura, existem
diversas distribui¢oes de probabilidade que sao utilizadas na anélise de confiabilidade
entretanto, pode-se destacar as mais conhecidas, como: distribuicao Weibull, Gama, Log-
Normal, Gumbel, entre outras (Colosimo; Giolo [4]).

No presente trabalho sera utilizado dois métodos inferenciais: Classico e Bayesiano.
O primeiro faz uso apenas dos dados para realizacao das suas analises. O segundo, além
de usar as informacoes do conjunto de observagoes ele pode acrescentar a informagao de
um especialista ou de estudos passados na analise, buscando uma melhor precisao para
os resultados.

Na Inferéncia Bayesiana, combina-se a informacao oriunda dos dados e a fornecida
geralmente por um especialista, chamada priori. Esta combinacgao leva o nome de distri-
buigao a posteriori (Box; Tiao [2]). Em alguns casos, essa posteriori nao resulta em uma
distribuicao de probabilidade conhecida, se tornando assim um problema para estimagcao
dos parametros. Para contornar isto, sao usados os métodos de aproximacao ou simulacao,
por exemplo, aproximagao de Laplace e Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC).

Moala [14] utiliza tal aproximagao para a fun¢ao de confiabilidade a posteriori obtendo
uma distribui¢ao Log-Gama Negativa. O algoritmo MCMC é um método de simulagao
estocastica que busca aproximar uma distribuicao de interesse por uma amostra extraida
da posteriori (Gamerman; Lopes [7]). No passado, utilizava-se a aproximacao de Laplace,
porém havia grande dificuldade quando o modelo apresentava diversos parametros, com
o surgimento do MCMC este problema foi resolvido.

19



1. Introducao 20

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo de simulagoes para fungao de confiabi-
lidade a posteriori por meio de dois métodos de aproximagao (Laplace e MCMC), visando
comparar ambos os resultados e verificar qual deles é o melhor. Sera levado em conta
nesta escolha o esforco computacional e outros ganhos que tal método pode fornecer aos
usuérios, como a obtencao de uma forma fechada para a distribuicao a posteriori. O
estudo de simulagdo para distribui¢do Gama Exponenciada (GE), levando em conta dife-
rentes prioris é outro topico trabalhado no presente trabalho, este nos apresenta resultados
exatos e nao necessita de métodos de aproximacao para a obtengao das suas estimativas
a posteriori; ao final deseja-se concluir qual das prioris obteve melhores resultados, tanto
para estimagao de # como para confiabilidade R. Diferente da GE, a distribuicao Weibull
necessita de métodos de aproximagao para obtencao das estimativas a posteriori, essa dis-
tribuicao é muito comum para modelagem de dados, também sera usada neste trabalho,
mas com enfoque diferente da Gama Exponenciada.

O presente trabalho esta organizado na forma de capitulos, onde o primeiro deles traz
uma breve introducao. No segundo capitulo, sao apresentadas prioris nao-informativas
objetivas para os parametros, onde € ilustrado a teoria para obtencao das prioris de Jeffreys
e Tibshirani. No terceiro, é exposto toda teoria para distribuicao Gama Exponenciada,
além dos resultados da distribuigdo a posteriori para o parametro e confiabilidade R,
assim como o estudo de simulacao e um exemplo préatico. No quarto capitulo, apresenta-
se a posteriori da confiabilidade R da distribuicao Weibull para as prioris de Jeffreys,
Tibshirani e Log-Gama Negativa obtidas pelo o método de aproximagao de Laplace, além
de ser realizado um estudo de simulacao para comparacao destes resultados com o método
MCMC, também sendo apresentado um exemplo para dados reais. Por fim, no quinto,
sao expostos a conclusao deste trabalho e as propostas para trabalhos futuros.



CAPITULO

2

Prioris nao-informativas objetivas para
Os parametros

Existem muitas aplicagoes praticas para a abordagem Bayesiana, particularmente ao
lidar com amostras pequenas. No entanto, quando trabalha-se a abordagem Bayesiana
voceé é obrigado a especificar uma distribuigao a priori que descreva o conhecimento prévio
sobre os parametros.

Nesta se¢ao, um conjunto mais completo de importantes prioris nao-informativas é exa-
minado. O foco estd na comparacao da priori de Jeffreys, MDIP e priori de Tibshirani. A
motivacao para este trabalho é em parte a importancia do uso de prioris nao-informativas
como MDIP e Tibshirani na Inferéncia Bayesiana, o que nao tem sido frequentemente
considerado na literatura e parte da necessidade de considerar ambos os parametros igual-
mente de interesse. Além disso, este estudo comparativo seré realizado para diferentes
tamanhos de amostra.

Como forma de comparar as prioris nao-informativas propostas, examina-se as pro-
babilidades de cobertura frequentista dos intervalos de credibilidade. A cobertura fre-
quencialista é uma abordagem importantes para a escolha de uma priori nao-informativa.
Assim como vicios e erros médios quadraticos, que serao levados em conta para escolha
da priori.

2.1 Priori de Jeffreys

Uma das mais conhecidas prioris nao-informativas foi proposta por Jeffreys [9]. Se a
variavel X tem distribui¢ao densidade dada por f(z|@), onde 6 é parametro desconhecido
(escalar ou vetor), entdao a priori de Jeffreys, denotada por m;(8), é proporcional & raiz
quadrada do determinante da Informacao de Fisher 1(0), isto é,

77(0) < \/1(0) (2.1)
e ainda, tem-se que

0% In f (x| 0)) | 22)

[;(8) = - ( 90,00,

Box e Tiao [2] explicam a obtengao da priori nao-informativa de Jeffreys em termos
da verossimilhanca.

A priori de Jeffreys é amplamente utilizada devido a sua propriedade de invariancia
sob transformagoes um-para-um de 6 (veja, Box e Tiao [2] para mais detalhes).
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2.2 Priori de Tibshirani

Um método alternativo para obter prioris nao-informativas foi proposto por Tibshi-
rani [22] usando a informagao que ¢ é o parametro de interesse. Esta priori requer que
os intervalos Bayesianos tenham suas probabilidades de cobertura independente de ¢.
Para obter isto, Tibshirani propos reparametrizar o modelo em termos dos parametros
ortogonais (o, A) (veja em Cox e Reid [6]) onde o é o pardmetro de interesse e A é o de
perturbacgao ortogonal. Assim, o método especifica a priori nao-informativa da seguinte
forma

(o, A) = g(AN)\/ 111(0, A) (2.3)

onde g(A) > 0 é uma fungao arbitraria e I1;(0,A) o primeiro elemento da matriz de
Informacao de Fisher com os pardmetros ortogonais.

Para a distribuigdo f(z|a, 3), serd proposto uma reparametrizacao ortogonal (o, ),
sendo o = « 0 parametro de interesse e A o parametro ortogonal. O parametro ortogonal
A é obtido resolvendo-se a equacao diferencial

L, 0B .*
Zﬁﬁ% - _Zaﬁﬁ (24)

sendo 75 = Iy (a, ) e i}, = L12(, B) elementos da matriz de Fisher (para mais informa-
¢oes, veja em Tibshirani [22]).



CAPITULO

5

Analise Bayesiana para distribuicao
Gama Exponenciada sobre diferentes
prioris

Gupta, Gupta e Gupta [8] introduziu a distribuigdo Gama Exponenciada (GE), usada
em problemas envolvendo anélise de sobrevivéncia. Tal distribuicao tem a vantagem de
ser uniparamétrica, além de sua fungao de risco, possuir as formas crescente e de banheira,
sendo assim uma alternativa as distribuigoes Gama e Weibull. Para mais detalhes sobre
esta distribuicao, veja Shawky e Bakoban ( [19], [21], [20], [18]).

Muitos trabalhos foram propostos na literatura com a distribuigao Gama Exponenci-
ada, eles geralmente abordam problemas para dados censurados.Shawky e Bakoban [17]
apresentam estimadores Bayesianos e Nao-Bayesianos para as fun¢oes do parametro, con-
fiabilidade e risco da distribuicao GE no caso de dados censurados completos e tipo II.

Neste capitulo, uma analise totalmente Bayesiana sera desenvolvida sob prioris nao-
informativas e informativas, como Jeffreys [9] e Uniforme, bem como distribuigdo Gama
com hiperparametros conhecidos para estimagao do parametro 6, além das funcoes acu-
mulada e de confiabilidade, para um valor fixo do tempo de vida da distribuicao GE. Sera
demonstrado trés classes de prioris que levam a uma distribuigao a posteriori Gama para o
parametro e uma distribuicao Log-Gama Negativa para a fungao acumulada, portanto, a
distribuicao a posteriori da funcao de confiabilidade também ¢é apresentada em expressoes
explicitas. Desta forma, sera mostrado que a familia de distribuicoes Gama fornece uma
distribui¢ao a priori conjugada para o parametro # da distribuigao GE.

Além disso, apresenta estimativas Bayesianas exatas como esperanca a posteriori, va-
riancia, intervalo de credibilidade e HPD também sao explicitamente obtidos para o pa-
rametro ¢, das funcoes acumuladas e de confiabilidade para um dado tempo de vida t,
mostrando que a Inferéncia Bayesiana ¢ um bom método estatistico para dados analise
sob a distribuigao Gama Exponenciada.

Sera mostrado também que a priori Jeffreys e a Maxima Verossimilhanga fornecem a
mesma estimativa para 6, entao a Maxima Verossimilhanga pode ser usado como infor-
macgao para computar os hiperparametros da distribuicao Gama e entao para obter uma
priori Gama empirica.

Um estudo de simulacao também foi realizado para determinar qual priori fornece
menos informacgoes, principalmente para um tamanho da amostra pequeno. Mostra-se
que o uso das prioris Jeffreys e Gama produz melhores resultados que a Uniforme para o
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parametro de GE. Por outro lado, nao héa diferenca significativa entre eles para a estimativa
da funcao de confiabilidade.

3.1 Distribuicao Gama Exponenciada

A distribuicao Gama Exponenciada com o parametro 6, denotado por GE, tem den-
sidade dada por
f(t)=0te™[1 —e'(t+ 1)1, (3.1)

para todot > 0 e # > 0 é o parametro de forma.
A funcao acumulada correspondente é dada por,

F(t)=[1—e'(t+1)°. (3.2)

Como a fungao acumulada (3.2) ndo pode ser explicitamente invertida, entao os quantis
podem ser obtidos resolvendo-se numericamente para a raiz da equagao dada por

e (t+1)+us —1=0, (3.3)

onde u ¢ um valor aleatorio de uma Uni formel0, 1].
As fungoes de sobrevivéncia e risco associados a (3.1) sao dadas, respectivamente, por

Rit)=1-[1—-e'(t+1)]’, (3.4)

_ Ote [l —e Mt + 1))t
(A 1

As Figuras (3.1) e (3.2) apresentam os graficos das fungoes de densidade, sobrevivéncia
e risco da distribuigao Gama Exponenciada para diferentes valores de 6, respectivamente.
Observe que a funcao de risco r(t) é crescente quando 6 > 1 e tem forma de banheira

2
1
para 6 < 3.

(3.5)

Figura 3.1: Gréficos das fungoes de densidade e sobrevivéncia da distribuicao Gama
Exponenciada para diferentes valores de 6.
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Figura 3.2: Gréficos das fungao de risco da distribuicao Gama Exponenciada para dife-
rentes valores de 6.

3.2 Estimacao do parametro 6

Agora, suponha T, ..., T,, uma amostra aleatoria para tempos de vida independentes
e identicamente distribuidos oriundos da distribuigdo Gama Exponenciada (3.1), entao a
funcao de verossimilhanca é dada por

n

L(0) oc 0" JJIL— e "(t; + 1)) (3.6)

i=1
Proposicao 1 O estimador de mdzima verossimilhan¢a (MLE) para 6 é dado por

n

"y

(3.7)

onde c = [][1 —eti(t; +1)] < 1.

i=1

Demonstragao. O estimador de maxima verossimilhanca para 6 é obtido através da
resolucao da equacao %ln(L(@)) = 0. A funcéo log da verossimilhanca é dada por

n(In(0)) + (0 — 1) In[l — e (t; + 1)] = 0.
i=1
Entao, o MLE é a solucao da equagao

n - —t _
§+;ln[1—e (ti +1)] = 0.

A Informacao de Fisher para 6 obtida por I(0) = —F (88—;2171(11(9))) e é dada por
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n
= o

Sobre a condicao de regularidade tem-se que, para n grande, um intervalo de confianga
100(1 - )% aproximado para 6 é dado por

1(0) (3.8)

-~ -~

0
P << —— | =1—7, (3.9)
1+ % 1- 2

onde zy € um valor da normal padrao correspondente a um nivel de significancia 7.
Para as analises Bayesianas da distribuicao GE, assumi-se trés distribui¢oes a priori
para 6 representando uma situagao com pequena informagao a priori disponivel sobre o
parametro, tais como a priori Uniforme, Gama e de Jeffreys.
Uma priori nao-informativa bem conhecida foi proposta por Jeffreys [9]. Tal priori é
obtida pela Informagao de Fisher dada em (3.8) como

75(0) = VI(0). (3.10)

A priori de Jeffreys é bastante usada devido sua propriedade de invaridncia um para
um sobre a transformagao dos parametros. Para explicar a priori nao-informativa de
Jeffreys, veja em Box e Tiao [2].

De (3.8) e (3.10) a priori de Jeffreys para 6 é dada por

7(6) % (3.11)

Proposicao 2 (a) Sob a priori de Jeffreys (3.11) para o pardmetro 0, a posteriori cor-
respondente € uma distribuicao Gama com pardmetros o =n e * =In (%)

(b) Se a priori para 6 € uma distribuicio Gama(c, ) (>0 e B> 0) com densidade

/Ba
()

Ta(f) = 0°e " vo > 0, (3.12)

entao a posteriori correspondente € uma distribuicao Gama com os pardmetros o =
* — 1
n+ae/f —ﬁ—i—ln(c).

(c) Assumindo uma priori Uniforme para 0, entao a posteriori é uma distribuicao Gama
com pardmetros a* =n+1 e f* =In (%)

Demonstracao. Imediato, apenas use p(f|t) o< L(0)7(6). Suponha que a priori de Jef-
freys (3.11) combinada com fun¢ao de verossimilhanga (3.6), entéo a densidade a posteriori
para # é obtida como

n

1 1
—pon 1 — e ti(t 1 0-1 _ pn—1 —9ln(z)
p(0lt) oc 50 i|:|1[ et DT =0 :

que é, N
piote) = L] g o),
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As demonstragoes de (b) e (c) s@o similares. m

Note que o estimador de maxima verossimilhanga obtido em (3.7) ¢ igual ao estimador
Bayesiano obtido sob a priori Jeffreys e com a mesma variancia.

A partir da Proposigao (2), observa-se que a distribuigao a posteriori para o parametro
0 da GE para diferentes formulagoes a priori é distribuigao Gama. Além disso, quando os
hiperparametros o e § tendem a zero, entao as distribui¢oes a posteriori sao as mesmas
usando a priori de Jeffreys e, portanto, os estimadores Bayesianos em ambas prioris sao
os mesmos que MLE.

Pode-se observar que a posteriori sob a priori Gama(a, 3) é igual a posteriori sob a
priori Uniforme se « =1e = 0.

As médias e variancias a posteriori em cada priori sdo obtidas da distribuicao Gama(a*,
£*) com

*

ar o}
E@)t) = —;Var(0|t) = , 3.13
(0]t) 5 (6]t) ESE (3.13)
e um intervalo de credibilidade 100(1 - v)% para 6 é dado por (0, 0y) onde
01, = gqgamma (5,04 B > 0y = qgamma (1—57(1 , B ) (3.14)

A Tabela (3.1) mostra as prioris juntamente com as correspondentes médias e varian-
cias a posteriori e resumos de MLE.

Tabela 3.1: Estimadores e variancias do parametro 6 para cada método de estimagao.

Método Priori Estimador 6 | Variancia
MLE p— D o
Priori Uniforme Ty o< 1 l:zrf) [IZ(JZ)I]Q
Priori Gama g o< 09 te =AY BJZ:E‘%) [B_Z:zj)}z
Priori de Jef freys Ty X % lné) W

3.3 Estimacao da Confiabilidade R = R(t)

Nesta Secao, as abordagens de maxima verossimilhanca e Bayesiana sao aplicadas para
estimar a confiabilidade R = R(ty) da distribuigao GE para algum t,.

3.3.1 Estimacgao por Maxima Verossimilhanca

Como o estimador de maxima verossimilhanca é invariante sob transformagao, entao

o MLE da confiabilidade R é dado por

~ —~

R=1—-[1—e(t, +1), (3.15)
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onde 6 = ey ?1) é o estimador de méxima verossimilhanga para o parametro 6.
n(t
c

Para obter o intervalo de credibilidade 100(1 - )% para R considere a seguinte apro-
ximagao assintotica

(E—R>~N 0,% , (3.16)

para n — 00, onde g (0) = —[1 — e~ (ty + 1)])%In[l — e~'o(ty + 1)].
Desta forma, o intervalo de credibilidade 100(1 - 7)% estimado para R é dado por

R

- q'(0) ~ J0) \ _
P(R—z; <R<R+z T@))—l—v. (3.17)

3.3.2 Posteriori para R = R(t)) sob distribuigoes a priori para ¢

Os estimadores de Bayes podem ser obtidos para a mesma classe de prioris discutidas
na Secao (3.2). As distribuigbes a posteriori para o parametro de confiabilidade sao obtidas
através da reparametrizagao dada pela fungao acumulada W = F(ty) = [1 — e~ (tg+1)]?
para um especifico valor de ty, que é, das distribui¢oes a posteriori p(W|t).

A funcio acumulada W = F(ty) = [1 — e~%(to + 1)]° é uma funcdo monotonicamente
crescente para 6, entao ha uma transformacao de um para um entre W e 6. Portanto, o
Gnico inverso é = —v [ln (#)] para que a distribuicao de W possa ser determinada a
partir da distribui¢ao de # como

- (D (B EIE). e

1

m €é uma constante negatlva.

onde v =

Proposicao 3 (a) Ao considerar a priori de Jeffreys (3.11) para 6 entdo a posteri-
ori para o pardmetro W € uma distribuicao Log-Gama Negativa, denotada por
NLG(k, ), com pardmetro A = vin(c) e k = n, e densidade dada por

p(wl|t) = % {ln (i)] - w0 <w <1, (3.19)

1

Infl—e o (to+1)] © to € um valor fizo.

onde v =

(b) Ao considerar a priori Uniforme para 6 entdo a posteriori para o parémetro W é uma
NLG(k,\), com pardmetro A = vin(c) e k =n + 1.

(c) Ao considerar a priori Gama(a, B) (3.12) para 6 entdo a posteriori para o pardmetro
W é uma NLG(k, ), com pardmetro A = v[in(c) — 5] e k =n+ a.

Demonstracao. Lembrando que a priori de Jeffreys é invariante sob transformacao e
usando a equagao (3.18) entdo depois de algumas manipulagoes algébricas obtém-se a
distribuicao & posteriori.

Locks [11] fornece uma discussdo sobre a distribuicdo de Log-Gama Negativa. E par-
ticularmente til usa-la para modelar dados sem informacoes a priori na anéalise de confi-
abilidade, porque o dominio consiste em valores no intervalo [0, 1], conforme necessario
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para um valor de varidvel de confiabilidade.

Note que as distribuicoes a posteriori, sob prioris Uniforme e de Jeffreys sao casos
especiais da posteriori sob priori Gama com parametros (a, §) = (1,0) e (a, 8) = (0,0),
respectivamente. |

Lema 1 Se X ¢é uma varidvel aleatoria com distribui¢cao Log-Gama Negativa com pard-
metros A e k, entao a varidvel aleatoria Z = 2XIn (%) tem uma distribuicao x? com 2k
graus de liberdade.

Demonstragao. Seja a variavel aleatoria N LG (k, ) com densidade dada por

fx(x) = A (ln (1))“ o<z <1 (3.20)

['(k) x
Se Z = 2\n (%) entio X = e3x e g—z = ;—ieETZ. Consequentemente, a densidade de
Z ¢é obtida da seguinte forma
d AE s kel -\ 1
f2(2) = fx(z) d_j =T (In (eﬁ))k ' (eﬁ> e (3.21)

Depois de algumas manipulagoes algébricas, tém-se a densidade de Z

]_ 2]@71 —z

f2(2) = 5 ~77 em. (3.22)

|
Assim, a média e varidncia a posteriori, intervalos credibilidade e HPD para a funcao
de confiabilidade R = R(t,) sao dados na Proposigao (4).

Proposicao 4 Como a distribui¢ao a posteriori para W é uma N LG(k,\) dada na Pro-
posicao (3) entao:

(a) A distribui¢ao a posteriori para a funcgdao de confiabilidade R = R(ty) em cada tempo
to, sob a consideragao das prioris para 6 da Proposi¢ao (2), é dada por

p(R|t) = % [ln (ﬁ)} R o<r<l (3.23)

(b) A média e variancia a posteriori para R = R(ty) sao dadas por

E(R|t)=1— (1 + §>_k;Var(R|t) - (1 + §>_k - (1 + %) _Qk, (3.24)

respectivamente, onde \ e k sao os correspondentes parimetros das posterioris para
cada priori proposta.

(c) O intervalo de credibilidade 100(1 - v)% para R denotado por (Rr, Ry) € dado por

{ X%(%)} { xfw(%)}
Ry=1—exps ——2 Ry=1—erp{ —2— . (3.25)

2\ 2\
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(d) O intervalo HPD 100(1 - v)% para R ¢é obtido pela solugao do sistema de equagdes

dado por
1 1
1—~ = — 2
ol (2 ) el ( L))

e

ln(l — HL) Rl 1-— HL A=l

—_ —1=0. 2

Demonstragao.

(a) Trivial.

b) A esperanca e variancia de uma variavel aleatoria com distribuicao Log-Gama Nega-
G ¢ g g
tiva com parametros (k, A) sao dadas por

E(X) = (1 + %) B Var(X) = (1 + %) o (1 + %) - (3.28)

Como R(tg) =1 — W (to) e da Proposicao (3), os resultados sao provados.

(c) Se W tem uma distribuigdo de Log-Gama Negativa com parametros k e A entao a

variavel aleatoria 2\In (%) tem uma distribuicao x? com 2k graus de liberdade.

Desta distribuigdo pode-se construir um intervalo de credibilidade 100(1 - )%
(W, Wy ) para W resolvendo o seguinte sistema de equagoes

Wy, 00
[ ptwivdw =3 [ ptwterio =,
0 Wy

para os limites Wy e Wy, qual solugao ¢ dada por

{ va(%)} { X%(%)}
Wy =exp ——2— > Wy =expq ——2 ) (3.29)

2\ 2\

onde X%(2k) denota o 4" percentil de uma distribuicao Qui-Quadrado.

(d) O intervalo HPD 100(1 - )% para R é obtido a partir da solucao simultanea das
seguintes equagcoes:

Hy

PWLSRémﬂz/memzl—v (3.30)
p(HLIt) = p(Hylt) (3.31)

Agora, desde que 2\in ( ) tem uma distribuicao x?(2k) entao, apés algumas élge-

bras,

L
w
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l—y=P(H, < R< Hy)=P (2 ! < 2N ! < 2N !
TESRELE RS S "\ Ty )= ""\w ) =" 0w,

0 (2)\ln (1 _IHU» -Q (2”” (1 —1HL)> |

onde Q(z) é a fungao acumulada da distribuicao x?(2k).

3.3.3 Posteriori para R = R(t;) sob distribuicoes a priori para
W = F(tg)

O objetivo agora é apresentar uma analise Bayesiana alternativa que permita usar uma
distribuigao a priori para o parametro W = F(t;), com valor fixo 5. A ideia é considerar
a funcao de verossimilhanca (3.6) dependendo do parametro W e assumindo diferentes
distribuicoes a priori para W.

Considerando a fungao de verossimilhanga (3.6) com parametro ¢ substituido por
0 = vln(W), entao a verossimilhanga pode ser escrita em fun¢ao de W e é dada por

L(W) o (vln(W))"e?mW),

Como v < 0 e In(W) < 0 pode-se escrever L(W) o (—v)"(—In(W))"c""W) ¢ v é uma

constante entao . .
L(W) x (ln (—)) W),
w

= w™) entdo a funcdo de verossimilhanca para o parametro W é

L(W) (ln (i) ) ' w?™e), (3.32)

Embora a posteriori para W sob a priori de Jeffreys para o parametro 6 foi obtida da
Proposigao (3) através da transformagao, temos:

Note que /(W)

dada por

Proposicao 5 A priori de Jeffreys para W = F(1y), com valor fizo to, é dada por

m(W) O0< W < 1. (3.33)

> Win (L)

Demonstragao. Da funcao de verossimilhanga (3.32) temos as derivadas de primeira e
segunda ordem da fungao log da verossimilhanca, que sao dadas respectivamente:

0 n A
aw W) = e tw
) 0? on(ln(W)+1) A
g2 "EWV) = =y~ we

A Informacao de Fisher para W é obtida como I(W) = E (—%) e dada por
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n(In(W)+1) vE(In(c))

(W)= 3.34
W)= Ty T (3.54)
onde ¢ = [[[1 — e~ (t; + 1)].
=1
Apo6s manipulacoes algébricas obtém-se
. 1
n n
E(in(c)) =Y E(In(1 — e "(t; + 1)) = nf / (In(u))u’'du = —= — . (3.35)
— J 0 vln(W)
Portanto,
n(In(W)+1) nov n
(W) = = . 3.36
W= W W) W (i () 530
A priori de Jeffreys é obtida da Informagao de Fisher como 7;(W) = /I(W) resul-

tando em (3.33). m

De acordo com [12], a distribui¢cdo Log-Gama Negativa representa um procedimento
alternativo na selecao de distribui¢oes a priori quando o profissional estd mais bem in-
formado sobre as propriedades de confiabilidade do que apenas as caracteristicas de taxa
de falha do item em estudo. Além disso, outra especificagao a priori para a funcao de
confiabilidade consiste em atribuir uma Uni forme(0,1).

Proposicao 6 (a) Ao considerar a priori Uniforme, definida no intervalo (0,1), para
o parametro W, entao a posteriori é uma distribuicao N LG(k,\) com pardmetros
A=viln(c)+1ek=n+1.

(b) Ao considerar a distribuicao NLG(a,b) como priori para o parémetro W com densi-
dade dada por

(W) = o (ln (%))_1 Wt o<w<1, (3.37)

entio a posteriori correspondente € uma distribuicio N LG(k,\) com pardmetros
A=viln(c)+bek=n+a.

Demonstracgao.
(a) A posteriori é obtida da equagao (3.32).

(b) A posteriori é obtida multiplicando a verossimilhanga (3.32) e a priori 7(W) dada
em (3.37) resultando

p(W]t) (ln (1>)nwvln<c>w(vv), (3.38)

w
que tem a forma da NLG para as duas prioris: Uniforme e NLG.

Observacao 1 A NLG pode ser usada como uma distribuicao a "priori conjugada "para
confiabilidade no modelo Gama Exponenciada.
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3.4 Priori Empirica para 6 e W

Nesta se¢ao, sera discutido as questoes associadas a geracao de uma priori empirica
considerando a priori I'(«, 5) para o parametro § e NGL(«, ) para W.

Na auséncia de conhecimento preciso da distribuicao a priori, o procedimento de esti-
mativa empirica de Bayes pode ser utilizado.

Os métodos empiricos de Bayes sao procedimentos para inferéncia estatistica em que
a distribuicao a priori é estimada a partir dos dados.

No método empirico de Bayes, os hiperparametros sao estimados pelo método classico,
tal como estimacao de méxima verossimilhanca. Pode-se entao construir a "verossimi-
lhanca” relacionando os dados com os hiperparametros.

3.4.1 Distribuicao a priori Gama para 0

Proposicao 7 Suponha que a priori w(0;«, 5) dada pela distribuicao gama com pard-
metros a e B e funcao densidade f(t|6) da varidvel aleatoria T dada em (3.1), entao a
fungao densidade dos hiperparametros («, ) € dada por

afte!
[1—et(t+1D][—In(l—et(t+ 1))]a+1'

f(t;a,B) = (3.39)

Demonstragao. Suponha que a priori 7(6; «, ) é dada, entao a fun¢do densidade (3.1)
em (a, 3) é dada por

f(t;a, B) :/f (t|0)7(6; o, B)d0. (3.40)
0

Considerando a fungao de densidade (3.1) e assumindo a priori gama (3.12), a integral
m (3.40) torna-se

[e.e]

/9 [1— e '(t+ 1)) e Pap. (3.41)

0

Bateft

JteB) = s i = = 1]

Sejad = 1—e *(t+1), entao o integrando em (3.41) assume a forma da gama resultando
em

[e.o]

. o Bote™ o o~ (B-1n(d))0
t:0.6) = = /9 +1)-1 o, (3.42)

0

com [n(d) < 0 e completando com a constante normalizadora, a prova ¢ finalizada. m

Suponha que T}, 75, ..., T, seja uma amostra aleatoria da distribuicao Gama Expo-
nenciada (3.1). O objetivo é estimar («, 3), entdo a funcdo de verossimilhanca para os
hiperparametros («, ) determinado pela densidade f(¢;a, §) dada em (3.39) é expressa
como

o[ |
H [ﬁ — ln(l — et (tl + 1))]&-{—1

L(a, B) o (3.43)
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O log da funcgao (3.43) é dada por

l(a, B) = In(L(c, B)) = nlin(a)] + nalln(s (a+1 Zln —In(l—e"(t; +1))].

(3.44)

O MLE (a, B) para («, ) é obtido por meio das derivadas parciais da equagao (3.44)
igualando-as a zero, e resolvendo para ambos os parametros. Os MLEs resultantes sao:

&= n , (3.45)

zzn ~In(l — et +1))] — n(in(B))

1
2 n ; Bin(i—e % (L1 1)

n

B —In(l — eti(t; + 1)) — nfin(6) i In[B —In(l —eti(t; +1))] — n(In(3))

- 1
. ; B—In(l—ei(t; +1)) 0 (3.46)

Agora sera considerado a priori gama m (6, @, B) dada em (3.12) com hiperparametros
(@; B) como a distribuicao priori empirica para 6 e a posteriori correspondente é dada pela
distribui¢ao gama com parametros a* = n + a e 5 = B +In ( ) Consequentemente o

estimador Bayesiano empirico para ¢ é dado por 6 = (9|t)6+ri+€x iy

3.4.2 Distribuicao a priori Log Gama Negativa para W

O objetivo desta secao é obter uma priori empirica e um estimador empirico de Bayes
para o parametro W.

Proposigao 8 Suponha que a priori 7(0; o, 8) dada pela distribuicao Log Gama Negativa
com pardametros o e B e funcao densidade f(t|0) da varidvel aleatoria T dada em (3.1),
entao a fungao densidade dos hiperparametros (o, ) € dada por

vafote™?

ft;a,B) =— in(l—e—t(t+1)) \*T1’
[1—et(t+1)] (ﬁ + m)

(3.47)

Demonstragao. Para comecar o desenvolvimento, substituimos o parametro 6 por 6 =
vin(W) na funcdo densidade (3.1). Com essa mudanga, a densidade de interesse torna-se

FEW) = v(in(W)te 1 — e~ (t + 1)]"™W), (3.48)

Agora, seguindo o caminho semelhante ao procedimento dado na sec¢ao anterior, temos
a fungao de densidade nos hiperparametros («, ) é dada por
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f(tia, B) = / FW (W 0, B)dW, (3.49)

Considerando a fungao densidade (3.48) e assumindo uma distribui¢ao a priori Log
Gama Negativa NGL(«, ) para o parametro W com densidade (3.19), a integral (3.49)
torna-se

. _ ﬁate_t vin(W) 1 ot -1
ft;a, B) = Tl D) /9 (4 1)) (ln(W)) Wh=Ldw.
0

(3.50)
Seja d =1 — e '(t+ 1), entdo o integrando em (3.50) assume a forma da NGL(«, )
resultando em

Bote! 1 T B )
ta,B) = W=t gy, 3.51
1t = =g | (7 (7)) (&5
0

com vin(d) > 0 e completando com a constante normalizadora, a prova é finalizada. m
Os parametros « e § podem ser estimados pelo método MLE. Portanto, suponha que
tenhamos tempos de vida independentes e identicamente distribuidos 77, ..., T,, da Gama
Exponenciada (3.1), entao a fungao de verossimilhanga para os hiperparametros («, [3) é

dada por
an no

L(a,B) = P , (3.52)

n

[118+ vin(1 = et (t; + 1))+

=1

e o log da funcdo de verossimilhanga dada na Equagao (3.52) é expressa por

l(a, B) = In(L(c, B)) = n[in(a)] + nafln(8)] — (a+ 1) Z In[B+vin(l—e"(t;+1))].

i=1

(3.53)

Tomando as derivadas parciais de primeira ordem de I(«, §) em relacdo a o e 3, e
igualando-os a zero, temos

0
%l(a, p)=— + n[ln(B ;ln B+vin(l—e "(t;+1))] =0, (3.54)
e
0 no 1
8—6l(a,6): 3 —(a+1) Zﬁ+uzn(1—e t(tﬂ))—o. (3.55)

Entao, o estimador de maxima verossimilhanca de o é dado por
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n

a=— — —, (3.56)
; In|B+vin(l —et(t;+ 1)) —nlin(B)]

onde B, é o MLE de 8 obtido da solugao de

n
1
2 n 21 Bivin(l—e fi(ti11))
1=

ijl In[8 + vin(1 — et (t; + 1))] — n(in(8))

n

B+vin(l — e ti(t; + 1)) — nBin(B)

- 1
a 2 B+ vin(l —e~ti(t; + 1))

—0. (3.57)

3.5 Elicitacao de Prioris Informativas para 6 e W

Elicitacao é o processo de incorporar formalmente o conhecimento de um especialista
em Analise Bayesiana. Suponha que, em vez de uma priori ndao informativa para o para-
metro e a confiabilidade, do interesse seja de uma distribui¢ao a priori mais informativa.

Nesta secao, sera fornecido uma metodologia que permite que os especialistas usem
seus conhecimentos sobre a confiabilidade de um item por meio de declaracoes dos per-
centis. Esse método requer a derivagao da distribuicao preditiva a priori para elicitacao.

Uma Analise Bayesiana especifica requer que os valores sejam atribuidos aos parame-
tros anteriores, a e b. O objetivo desta secao é apresentar dois métodos pelos quais as
experiéncias, julgamentos e crengas de engenharia podem ser usados para atribuir valores
a e b. Um método baseia-se na pericia e no conhecimento sobre a taxa de falha. Enquanto
a outra técnica assume informagoes sobre a confiabilidade, R(t) = 1 — F(t). Ambos os
métodos exigem que um engenheiro fornega dois valores de percentil que sao usados para
resolver as equagoes simultaneas para determinar os valores de a e b.

3.5.1 Distribuicao a priori Gama para ¢

Primeiramente, considere a priori 7(f) com distribuigao Gama e os parametros « e 3,
que sao os hiperparametros precisam ser elicitados.

Proposicao 9 Supondo que a priori w(0; o, 5) dada pela distribuicio Gama com pardme-
tros a e B e a funcgao de distribuicao F(t|0) da varidvel aleatoria T' dada em (3.2), entao
a fungao distribuicao preditiva a priori € dada por

B )a
f—In(l—et(t+1)))

Demonstragao. Suponha que a priori 7(0;«, ) é dada, entdo a fungao distribuigao
baseada na distribuicao preditiva a priori é dada por

F(t;a, p) = < (3.58)

F(t;a, ) = P(T < t) = / F(t10)7(6; a, 5)do. (3.59)

0
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Assumindo a fun¢do acumulada em (3.2) e priori Gama em (3.12), a integral (3.59)
torna-se

F(t; o, B) =

/ Ht+1))°0° e 0dp. (3.60)
0

Sejad=1— e *(t+ 1), entdo a integral em (3.59) assume a forma gama, resultando
em

F(t; o, 8) =

/ gt (B=in(d)d g (3.61)
0

com [n(d) < 0 e completando com a constante de normalizagao, a prova é finalizada. =

Supondo que um individuo tenha um entendimento basico de probabilidade, ele pode
estar disposto a especificar percentis, por exemplo, declarar um valor p tal que p = F(¢,),
dado em (3.58).

Na prética, existe um conjunto de valores para os hiperparametros que satisfaz (3.58)
com qualquer valor de t,. Algumas evidéncias empiricas sugerem que a obtengao de trés
percentis da resultados mais confiaveis.

Uma vez os trés percentis t,,, ¢ = 1,2, 3, sao fornecidos, podemos configurar uma fun-
¢ao ((a, B) de tal forma que os hiperparametros a e § devem ser escolhidos minimizando
essa funcao

e =3 [ (5mmr o) | 0

i=1
Como os especialistas geralmente sao capazes de fornecer um "melhor palpite"com um

intervalo de confianca, é sensato perguntar ao especialista os valores correspondentes aos
percentis (digamos, 25, 50, 75, 90 e 95%).

3.5.2 Distribuicao a priori Log-Gama Negativa para W

Sera apresentado uma abordagem semelhante para selecionar uma priori NLG(«, 3)
usando percentis da funcao de confiabilidade. Contudo, para analise, é conveniente re-
parametrizar a fun¢ao acumulada (3.2) como dependente do parametro W ao invés de
6.

Seré usado o mesmo procedimento de elicitacao da Secao 3.5.1, usando a distribuicao
a priori preditiva que elicitamos os hiperparametros da distribuicao a priori NLG.

Proposigao 10 Suponha a priori 71(W) dada pela distribuicao a priori Log-Gama Ne-

gativa com pardmetros o e 3 com densidade (3.37) e fun¢ao distribui¢ao F(t|0) de uma
varidvel aleatoria T dada em (8.2), entdo distribuicao a priori da fung¢do preditiva é dada

por N
8\ B
F(t;a, ) = <6+vd> <ﬁ+ D) ) : (3.63)

In(l1—e=t0(to+1))

Demonstragao. Para comecgar o desenvolvimento, transforma-se o parametro 6 para
0 = vln(WW) na fungao distribui¢ao (3.2). Com esta mudanga, a distribuigao de interesse
torna-se

F(t|W) = In(1 — e~ (t 4 1)), (3.64)
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Agora, o caminho similar ao procedimento dado na Secao 3.4.1, temos distribuicao a
priori da fungao preditiva dada por

F(t;a, B) = / F(t|W)r(W)dW. (3.65)

0

Considerando a fun¢ao acumulada (3.63) e assumindo uma distribuigdo priori Log-
Gama Negativa NLG(«, 5) para W com densidade (3.37), a integral (3.65) torna-se

F(t;a, B) = Fﬁ(; /1 In(1 —et(t +1))*W) (ln (%))al WA=tdw. (3.66)

Sejad=1—e"Y(y+ 1), entdo a integral em (3.66) toma a forma de uma NLG(«, f)
resultando em

a ! a—1
F(t:a, B) = % / (ln (%)) W Bt ) =1 gy, (3.67)
0

com vin(d) > 0 e completando com a constante normalizadora, a prova ¢ finalizada. m
Assumindo que um especialista pode resumir seu conhecimento da confiabilidade de
um item através de declaragoes de percentis ¢, os valores desejados de («, §) sdo ent@o

obtidos minimizando
3

C(a, B) = [pi = Flty; a, B). (3.68)

i=1
Note que F(t,,; o, B) representa a funcao distribuicao preditiva a priori dada em (3.68)
aplicada para os percentis ¢,,.

3.6 Funcoes preditivas de uma observacao futura

A previsao Bayesiana desempenha um papel importante em diferentes areas da esta-
tistica aplicada. Considere ainda a estimativa da densidade preditiva a posteriori de uma
observagao futura, com base nos dados atuais.

3.6.1 Distribuicao a posteriori Gama para 0

Suponha que os dados observados T7, ..., T,, com densidade GE f(¢|f) dada em (3.1).
Seja p(A|t) a fungao densidade a posteriori do parametro 6, entdo a funcao densidade
preditiva a posteriori de uma observacao futura y dado os dados observados é definida
como

flult) = / £(y16)p(6]t)db. (3.69)

(]

Proposicao 11 Se a funcgao de densidade posteriori do pardmetro 6 é uma distribui¢ao
Gama dada na Proposicao (2) entdo a fung¢ao densidade preditiva a posteriori de uma
observacao futura y dado os dados observados é definida como
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ar (B ye ™
(B —In(l—e¥(y+1)" " (1—-e¥(y+1)

onde o* e 5* sao pardmetros dados de acordo com a distribuicao a priori usada.

fylt) =

(3.70)

Demonstragao. Da Proposigao (2), a densidade a posteriori para 6 sobre as trés prioris
propostas é uma distribuigao Gama(a*, 5*) com densidade dada por

p(d[t) = %0“*_1e_9ﬁ*_ (3.71)

Agora, de (3.69) e (3.71), a fungao densidade preditiva a posteriori de uma observagao
futura y é obtida como

t)= [ Oye Y[1—e Y (y+1)]’ ! (5)° 6" ~te "4y = Gl y/d“ea* —9"dp
i) = [ oye e (y+1) 0 e e e o,
0

(3.72)

onded=1—e"Y(y+1).

Pode-se escrever d?~! = ée(’l”(d) entao a preditiva torna-se
f( |t) _ (ﬁ*)a -y ea* —0[6*—1n(d)]d‘9 (3 73)
Yy —(d)I‘(a*)ye e ) .
0

Note que a integral em (3.73) consiste em uma densidade de uma distribui¢ao Gama

com parametros a* + 1 e §* — In(d). Portanto, completando o integrando em (3.73)
(8" —In(d)>"+!

com a constante normalizadora T +1)

—In(d) >0 devidload<1. m
A funcao de distribuicao preditiva de uma observacao futura y também pode ser
obtida.

provando assim essa Proposicao. Note que

Proposicao 12 Se a func¢ao de densidade a posteriori do pardmetro 6 é uma distribuicao
Gama dada na Proposi¢ao (2) entao a fungao distribuicao preditiva a posteriori de uma
observacao futura y dado os dados observados € definida como

6* «a
Pt~ (5wt ) &7

onde o e B* sao pardmetros dados de acordo com a distribuicao a priori usada.

*

Demonstragao. A demonstragao é similar a Proposigao (11), mas apenas calculando a

funcao

F(ylt) =P(T < ylt) = /P(T < y|0)p(0]t)do. (3.75)
De (3.2) e (3.71) tém-se
F(y|t) = / 1—-eY(y+ 1)]"(&2?; 6 e 0dp = (Fﬁ(oia) / g L0 -Indldg. (3.76)

0 0
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Depois de resolver a integral da distribuicao gama, a prova esta completa. m

Outro problema importante é construir um intervalo preditivo bilateral da observacao
futura y, dado os dados observados.

Portanto, pode-se obter intervalo de predigao bilateral 100(1 - v)% |yr, yu| para y
pela solucao das duas equacgoes

PY <yift) =F(ywlt) = 3 e P(Y < yult) =Flyult) =1 - 2. (3.77)

Nao é possivel obter as solugoes analiticamente, entao necessario aplicar técnicas nu-
méricas adequadas para resolver um sistema de integrais.

3.6.2 Distribuigcao a posteriori Log-Gama Negativa para W

Pode-se também derivar a densidade preditiva de uma tnica resposta futura y com
base na densidade a posteriori para o parametro W = F(ty) sobre as prioris Uniforme,
Gama e Log-Gama Negativa dadas na Secao (3.3).

Seja p(wl|t) a fungao de densidade a posteriori do parametro W, entao a densidade
preditiva a posteriori de uma observacao futura y dado os dados observados é definida

como
00

flylt) = / £(y|w)p(w|t)dw. (3.78)

0

Proposicao 13 Suponha que os dados observados Ty, Ty, ..., T,, com densidade GE f(t|0)
dada em (3.1) e W = F(ty) € a fungao acumulada para um especifico ty. Se a densidade
a posteriori p(w|t) do parametro W € a distribui¢io Log-Gama Negativa dada nas Propo-
si¢oes (3) e (6), entao a densidade preditiva a posteriori de uma observagdao futura y sob
os dados observados € dado por

yvk\k
(1 - e—y(y + 1)) [>\ + Vln(l — e—Y(y + 1))]k+17

Fylt) = - (3.79)

onde \ e k sao pardametros dados de acordo com a distribuicao a priori usada.

Demonstragao. A partir das Proposigoes (3) e (6), a densidade a posteori para W
assumindo que uma das trés prioris propostas ¢ uma distribuicao Log-Gama Negativa

NLG(A, k) com densidade dada por

p(wlt) = FA(;) [m <&)}HWH, 0<w<1. (3.80)

A densidade (3.1) na parametrizagao W com 6 = vin(W') é dada por

p(y[W) = —% [ln (lﬂ w’ ), (3.81)

w

onded=1—eY(y+1).
Agora, de (3.78), (3.80) e (3.81), a fungdo densidade preditiva de uma observagao
futura y é obtida como
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o= [ () (1) e

(k+1)-1
YV)\k (vin(d)+k)—1 1
— In| — dw. .82
T /w n w (3.82)
0

W

Note que a integral em (3.82) envolve a densidade de uma distribuicago NGL com

parametros k+1 e vin(d)+A. Assim, completando o integrando em (3.82) com a constante

[vin(d)+\]F*1
T(k+1)

O sinal negativo na densidade (3.79) é explicado pelo fato de que v é negativo.

A fungao distribuigao preditiva de uma observacao futura y pode ser obtida.

normalizadora , tém-se a demonstracao. m

Proposigao 14 Sob condigoes da Proposi¢ao (13) entao a funcgao distribuicao preditiva
a posteriori de uma observacao futura y dado os dados observados é dada por
A Kk
F(y|t) =
(ylt) [)\ tvin(l—ev(y+1)] °

onde \ e k sao parimetros dados de acordo com a distribuicao a priori usada para W .

(3.83)

Demonstragao. A prova é semelhante a Proposi¢ao (13), mas apenas avaliando a fungao

1

Fylt) = / F(y|w)p(wl|t)dw

0
De (3.2) e (3.80) tém-se que

1

Plt) = [l1-e vy + e ()] T taw =

0
1
2K 1\71%1?
l - ()\+vln(w))—1d )
r(k)”“(wﬂ v v
(0]

Ao resolver a integral, a prova se completa. m

3.7 Estudo de Simulacao

O foco nesta segao é realizar uma simulagao de Monte Carlo, a fim de escolher as
prioris mais informativas para a confiabilidade R, considerando valores diferentes para
um valor especifico fixo de t;. Para isso, usamos o viés da média e o erro quadratico
médio (EQM) para diferentes tamanhos de amostra e valores de parametro.

A simulagao é baseada em 1000 amostras considerando os seguintes tamanhos de
amostra n = 5, 15, 50 e 100 e valores diferentes para o parametro representando ambas
as formas, banheira e crescente, da fungao de risco da distribuicao GE, respectivamente.
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3.7.1 Estimacao do parametro 6 e da confiabilidade R

Nesta sec¢ao foi realizada uma simulacao de Monte Carlo para comparar o desempenho
de todos os estimadores propostos nas sec¢oes anteriores e escolher uma priori que melhor
represente uma situagao de informacao fraca sobre o parametro 6 e a confiabilidade R.
Os valores verdadeiros para o parametro foram considerados como 6 = 0.2, 0.7, 2.0 e 7.0.

O foco deste é o viés, o erro quadratico médio (EQM) e a probabilidade de cobertura
de intervalos de 95% para diferentes tamanhos amostrais e valores de parametro.

Os valores do viés, EMQ e as probabilidades de cobertura dos intervalos de credibili-
dade para sado apresentados nas Figuras (3.3) 4 (3.5).
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3. Analise Bayesiana para distribuicao Gama Exponenciada sobre diferentes prioris 44

EQM

EQM

Figura 3.4:

Probabilidade

Probabilidade

EQM para6=02 EQM para 6=0.7
o~
S « N
| 1
T
8 4 o |
[} E =]
- G _
3 w = _|
[=1 o
8 4 o |
o T T T T T = T T T T T
20 40 60 B0 100 200 40 GO0 80 100
n n
EQM para 6=2 EQM para6=7
o ]
o 1 =] -1
1 B 1
w 1
s 27
o
=g o 3+
Ll o
_—
g -
o - o - o
T T T T T I T T T T
20 40 60 g0 100 20 40 60 a0 100
n n
—  MLEeffreys === Uniforme - Gama

Grafico do EQM versus tamanho da amostra para estimacao de 6.

Prob.Cobertura de 95% p/ 6=0.2 Prob.Cobertura de 95% p/ 6=0.7
& 8 P p——
[ = o LT
| g 5
g -
. 8 °
[Vu . —
p= =2 & 4
1] ]
- 8
o
N 3
r'\-\_. —
(] [Ts]
|
T T T T T [=] I T T T T
20 40 60 B0 100 200 40 GO0 80 100
n n
Prob_ Caobertura de 95% p/6=2 Prob.Cobertura de 95% p/6=7
T ——— g
@© o
=
3 |
8 =
o B 84
m [}
= =
E -
R o
o 2
o
T T T T T I T T T T
20 40 60 g0 100 20 40 60 a0 100
n n
— MLE -=-= Jeffreys - = - Uniforme -~ Gama

Figura 3.5: Grafico da probabilidade de cobertura para intervalos de credibilidade de 95%

versus tamanho

da amostra para estimacao de 6.



3. Analise Bayesiana para distribuicao Gama Exponenciada sobre diferentes prioris 45

Nas Figuras (3.3) e (3.4), fica claro que tanto o viés quanto o EQM de todos os
estimadores diminuem quando o tamanho da amostra aumenta, como era de se esperar.
Os vicios e EQM de todos os estimadores tendem a zero para n maior que 20 e sao
diferentes quandon = 5e 6 > 2. A priori Uniforme nao é recomendada quando o tamanho
da amostra é pequeno. Nao hé praticamente nenhuma diferenca entre as medidas quando
o tamanho da amostra ¢ maior que 50 para todas abordagens propostas.

Na Figura (3.5), observa-se que as probabilidades de cobertura para o parametro ¢
estao mais proximas do nivel nominal correspondente para o tamanho da amostra n > 50,
enquanto hé grande diferenga entre os valores para n > 50, exceto entre as prioris de
Jeffreys e Gama cujo desempenho pode ser considerado o mesmo. No entanto, quando
o tamanho da amostra aumenta, as probabilidades de cobertura para a MLE continuam
ruins se comparado aos outros casos, enquanto no caso da priori Uniforme é apenas
razoavel.

No geral, a priori Gama tem uma performance um pouco melhor do que a priori de
Jeffreys.

Sera apresentado também simulacoes de Monte Carlo realizadas para comparar o
desempenho das abordagens Bayesiana e MLE com relagao a estimativa da funcao de
confiabilidade para valores fixos de tempo de falha.

Nas Figuras (3.6)-(3.13), as estatisticas de desempenho do MLE, Bayes sob as prioris
propostas descritas neste documento para a estimativa da funcao de confiabilidade sao
exibidas para varias combinagoes de parametros em tamanhos de amostra, n = 5, 15, 50
e 100, et =0.5e 1.5.

Os valores dos vicios, EQM, probabilidade de cobertura e intervalos HPD sao apre-
sentados nestas figuras.
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Analisando os graficos para ambos os tempos t, nota-se que a priori Uniforme para W,
tanto nos vicios como para os EQM, produz um dos melhores resultados para 0.15 < R <
0.90, porém para confiabilidade préxima de 0 ou de 1 produz um dos piores resultados.
Ainda sobre o viés e EQM, a priori Uniforme para 6 tem o pior desempenho se comparado
as outras em estudo. Além de que, para n > 50 tanto o MLE como todas as prioris
produzem bons resultados.

Na probabilidade de cobertura para os intervalos de credibilidade de 95% de confianca,
nota-se que no geral, o MLE e a priori Uniforme para 6 produzem os resultados nao tao
satisfatorios como o restante, principalmente para n pequeno, porém para n > 50 no
geral quase todos produzem boas probabilidades de cobertura, com excecao do MLE para
confiabilidade proxima de 1 e a priori Uniforme para 6 levando em conta confiabilidade
proxima de 0. Na cobertura para os intervalos HPD de 95% de confianca, observa-se
que a priori Uniforme para 6 continua produzindo os piores resultados, e a Uniforme
para W quando a confiabilidade é proxima de 0 ou de 1, também nao produz resultados
satisfatorios com o restante das prioris.

Observem que, no geral, as prioris de Jeffreys, Gama e NLG para W apresentam-se
mais adequadas, tanto para todos n como para qualquer valor assumido pela confiabilidade
R(t), principalmente para os casos em que a confiabilidade R > 0.8. Afinal quando estuda-
se o tempo de vida de um objeto ou individuo o maior interesse é estudar as confiabilidades
maiores que 0.8.
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3.7.2 Estimacao do parametro R = R(t;) por meio de prioris eli-
citadas

Nesta secao, precisamos escolher uma distribuicao a priori apropriada para a confia-
bilidade da GE, especialmente nas situagoes em que nao temos opiniao de especialistas
para construir nossa priori.

Desta forma, apresentamos simulagoes de Monte Carlo realizadas para comparar o
desempenho do Bayesiano sob abordagens de prioris nao-informativas e MLE com relacao
a estimativa da funcao de confiabilidade para valores de tempo de falha fixos.

Nas Figuras (3.14)-(3.17), as estatisticas de desempenho do MLE, Bayes sob as prioris
propostas neste documento para a estimativa da funcao de confiabilidade sao exibidas
para varias combinacoes de parametros e tamanhos de amostra, n = 5, 15, 50, 100 e 150,
com # = 0.2 e § = 2, representando formas de banheira e crescente da fungao de risco,
respectivamente.

Como a confiabilidade é¢ uma funcao do tempo t, diferentes valores para t foram
considerados na simulagao para também avaliar o comportamento das estimativas quando
o valor da confiabilidade aumenta.

Os valores dos vicios e EQMs sao apresentados nestas figuras.
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Analisando os gréaficos para ambos os parametros 6, nota-se que a priori elicitada
NLG para W, tanto nos vicios como para os EQMs, produz o melhor resultado para
a confiabilidade R. Tal resultado é esperado, afinal acrescentando o conhecimento do
especialista, isso gera assim melhores resultados, diferente das outras prioris onde nao
temos nenhuma informacao.

3.8 Aplicacao para dados reais

Nesta segao, para fins de ilustragao, analisou-se dados obtidos em [10] que representam

os tempos de falha de 59 condutores para um teste de vida acelerado. Os tempos de falha
estao em horas e nao ha observagoes censuradas. O conjunto é dado a seguir:

6.545
6.129
5.589
6.869
4.531
6.476

9.289
11.038
6.087
6.352
7.794
6.071

7.543
5.381
5.807
4.700
8.799
10.491

6.956
6.958
6.725
6.948
7.683
5.923

6.492
4.288
8.532
9.254
7.224

5.459
6.522
9.663
5.009
7.365

8.120
4.137
6.369
7.489
6.923

4.706
7.459
7.024
7.398
5.604

8.687
7.495
8.336
6.033
5.434

5.997
6.573
9.218
10.092
7.937

9.591
6.538
7.945
7.496
6.515

Para verificar o bom ajuste da distribuicao Gama Exponenciada aos dados, realizou-se
o teste de Kolmogorov-Smirnov. O resultado foi um p-valor de 0.4288, indicando que a

distribuicao de Gama Exponenciada pode ser usada para analisar esses dados.
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A Tabela (3.3) apresenta a média a posteriori junto com o desvio-padrao e o inter-
valo de credibilidade de 95% para o parametro 6 considerando o estimador de maxima
verossimilhanca (MLE) e a abordagem Bayesiana para cada uma das prioris consideradas
neste trabalho. A partir desta tabela, observa-se que os resultados estao de acordo com o
estudo de simulagao, ou seja, nao hé diferenca tao significativa entre as trés abordagens,
MLE e Bayesiana com base na priori de Jeffreys e Gama. No entanto, a abordagem Baye-
siana sob priori Uniforme fornece resultados pouco diferentes, como observado também
nos resultados obtidos pela simulagao apresentado anteriormente.

Tabela 3.3: Média, desvio-padrao e intervalo de confianca de 95% para o parametro 6
segundo cada método de estimacao.

Método de estimagao | Estimacao pontual | Desvio-padrao | Intervalo de Confianca
MLE 68.9359 8.9747 [51.34,86.52]
Priori de Jeffreys 68.9359 8.9747 [52.47,87.60]
Priori Gama 68.1513 8.8718 [51.88,86.60]
Priori Uniforme 70.1043 9.0504 [53.49, 88.92]

Para comparacao das prioris propostas neste exemplo, as posteriores do parametro 6
estao representados na Figura (3.18). Esta figura mostra as diferencas entre as prioris
usadas para as estimativas pontuais e intervalares.
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Figura 3.18: Densidades a posteriori do parametro 6 para os dados.
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O objetivo agora é obter os estimadores a posteriori da fungao de confiabilidade R(t)

apresentados na Segao (3.3).

As estatisticas a posteriori e intervalos de credibilidade para a funcao de confiabilidade
considerando o MLE, priori de Jeffreys, Uniforme e Gama sao apresentadas nas Tabelas
(3.4) e (3.5). Diferentemente da estimacao do parametro 6, observa-se que o MLE e as
prioris adotadas para estimar a confiabilidade R(t) neste problema produziram resultados

semelhantes.

Tabela 3.4: Média e desvio-padrao para a confiabilidade R para diferentes tempos t¢.

Método de estimacao | t =6 t=17 t =38 t=9
MLE 0.7007 | 0.3963 | 0.1881 0.0816
(0.0470) | (0.0396) | (0.0220) | (0.0101)

Jeffreys 0.6971 0.3950 | 0.1878 | 0.0815
(0.0469) | (0.0394) | (0.0219) | (0.0101)

Gama 0.6930 | 0.3915 | 0.1859 | 0.0806
(0.0470) | (0.0392) | (0.0217) | (0.0100)

Uniforme 0.7032 | 0.4001 | 0.1907 | 0.0828
(0.0463) | (0.0394) | (0.0220) | (0.0102)

W ~ Uniforme(0,1) | 0.6960 | 0.3976 | 0.1901 0.0828
(0.0465) | (0.0393) | (0.0220) | (0.0102)

W ~ NLG(a,b) 0.6973 | 0.3951 | 0.1879 | 0.0816
(0.0469) | (0.0395) | (0.0220) | (0.0102)

*Desvio-padrao entre parénteses.

Tabela 3.5: Intervalos de confianca e HPD de 95% para a confiabilidade R para diferentes

tempos t.

Método t=26 t=17 t =38 t=9
MLE 0.6086,0.7929] | [0.3185,0.4740] | [0.1449,0.2313] | [0.0616,0.1015
Jeflreys 0.6008,0.7842] | [0.3190,0.4734] | [0.1467,0.2327] | [0.0627,0.1025
0.6043,0.7871] | [0.3181,0.4725] | [0.1454,0.2313] | [0.0620,0.1017
Gama 0.5967,0.7803] | [0.3160,0.4695] | [0.1451,0.2303] | [0.0620,0.1014
0.3196,0.4743] | [0.1464,0.2321] | |0.0624, 0.1020

Uniforme 0.6079,0.7891]

0.6114,0.7921]

0.3233,0.4776

0.1481,0.2343

0.0632,0.1031

W ~ Uniforme(0,1)

0.6005, 0.7824]
0.6039, 0.7853]

0.4756, 0.3218
0.3210, 0.4748

0.2350, 0.1489
0.2337,0.1476

0.0638,0.1039
0.0631, 0.1030

W ~ NLG(a,b)

[
[
|
[0.6050, 0.7897]
[
[
[
[
[

0.6009, 0.7842]
[0.6043,0.7872]

0.3190,0.4735

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ |
[0.3240, 0.4785]
[ |
[ ]
[ ]
[ ]
[0.3182, 0.4726]

0.2327,0.1467

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[0.1493,0.2357)
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[0.1455,0.2313]

0.0628,0.1025

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[0.0639,0.1039)]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[0.0620, 0.1017]

*Tntervalo HPD é dado abaixo do intervalo de credibilidade.

De acordo com os resultados mostrados na Tabela (3.4), também pode-se concluir,
por exemplo, que a probabilidade de o tempo de falha de um condutor ser maior que 6 é

de 0.70.

A funcao de confiabilidade empirica e estimativa usando o MLE e as prioris sao mos-

tradas na Figura (3.19).



3. Analise Bayesiana para distribuicao Gama Exponenciada sobre diferentes prioris 55

A Figura (3.19) mostra que as fungoes de confiabilidade estimadas néo sao sensiveis a
escolha da priori, ao considerar os dados deste exemplo.
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Figura 3.19: Funcgoes de confiabilidade empirica e estimada.






CAPITULO

4

Posterioris para confiabilidade R da
distribuicao Weibull

Representando o tempo de vida de um componente eletronico X com uma distribuicao
Weibull, denotada por W(«, ) e com densidade dada por

f(zla, B) = g <§)6_1 e:cp{— <§>6} Vo >0, (4.1)

com parametros de escala e forma o > 0 e § > 0, respectivamente (para mais detalhes,
veja Colosimo [4]).

Em muitas aplicagoes, concentra-se o interesse na fungao de confiabilidade R(t) de um
processo, definindo R(t) = P(X > t) parat > 0. A fungao de confiabilidade representa o
tempo de vida de um dado componente eletrénico considerando seu funcionamento até a
falha dada no tempo t.

Para a distribuicdo de Weibull definida em (4.1), a funcdo de confiabilidade é dada

v R(t) = exp {— (2)6} . (4.2)

Seja x1, Ta, ..., T, uma amostra aleatoéria de tamanho n com observagoes independentes
de X. Entao, a funcao de verosimilhanca para os parametros a e 3, baseado em x, é dada

por
L(a, Blx) = (g)” H (%)ﬁ_l erp {— Z (%)ﬁ} Vo >0, (4.3)

Para obter a posteriori da confiabilidade, primeiro transforma-se («, ) em (R, W)
onde W = e R=exp {— (“)ﬁ} Entao, a partir de (4.3), a fun¢ao de verossimilhanca

o
para os novos parametros (R, W) é dada por

n

n I\]" T W12 Y
L(R,WI|x) =W [ln (E)} lly Ri=

w
[
Y

(4.4)

T

onde y; =

o7
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Moala, Rodrigues e Tomazella [16] obtém a matriz de informacao esperada para os
parametros (R, W), como

R v@)-tn[m(3)]
R lin(})] ey
I(R,W) = : (4.5)
Ll ok (an [in (3)] - 20020 [in (3)] + )

onde d = ' (2) + ¥(2)? + 1.

4.1 Priori de Jeffreys

Dentre as diversas prioris nao-informativas, nesta se¢ao seré discutido sobre uma delas,
priori de Jeffreys. Tal possui toda uma metodologia para ser obtida, além de possuir alguns
particularidades e/ou propriedades.

Resultado 1 De (4.5) e (2.1), a priori de Jeffreys para os parémetros R e W ¢é dada

por:
1

RWin (%) '
Agora, combinando (4.4) e (4.6 ) tem-se entao que a distribuicao a posteriori conjunta
para R e W é dada por:

(R, W) (4.6)

W—-1

p(R, W) x [zn (%)rl el (]j y) pet (4.7)

onde y; =%, 0 < R<1eW >0.

Embora a priori (4.6) seja imprdpria, a posteriori correspondente € propria. Assim,
integrando (4.7) em relagao a W obtemos a densidade marginal a posteriori de R dada
por:

o0 wW-—-1 n
1 n—1 n Xv,l
p(R|z) {ln (ﬁ)} /W"‘1 ( yz> Ri;y dW,0 < R < 1. (4.8)
i=1

0

Claramente, (4.7) é de dificil integragao dos pardmetros R e W, e para realizar as
inferéncias sobre o pardmetro R em (4.8) € necessdrio recorrer & procedimentos numéri-
cos para obter caracteristicas da distribuicao marginal a posteriori, como o estimador de
Bayes, moda e intervalos de credibilidade.

Moala, Rodrigues e Tomazella [16], calculam a densidade a posteriori resolvendo esta
integral por meio do MCMC. Moala, Rodrigues e Penha [15] usam o algoritmo MCMC
para obter uma amostra de valores de R e W por meio da posteriori conjunta (veja por
exemplo, Chib e Grenberg [3]).

A proposta neste trabalho € calcular uma expressao para a posteriori e nao um valor
numérico para confiabilidade. Assim, na prorima secao serd aplicado a aproximagdo via
método de Laplace (Tierney, Kass e Kadane [25]).
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Proposicao 15 Assumindo que a priori de Jeffreys para (R,W) dado em (4.6) entdo a
distribuicao da confiabilidade a posteriori R = R(ty), para um to fizo, é uma Log-Gama

Negativa com pardmetros de escala n e de forma y?/\, e densidade dada por:
i=1

p(R|z) = % [ln (l)rl R o ren (4.9)

onde W € raiz da equagao

L > yi In(y;)
=1 ;yz

Demonstracgao. Inicialmente, deriva-se a densidade marginal a posteriori de W que é
obtido em (4.7) como

n w-1 1 n—1 XL: _—
g (M) [ [n(3)] 5 am
=1

-n

) S w-1 n
Tem-se que [ (ln%)nfl RE1 4R = (Z yZW) ['(n), entdo a densidade marginal
0 i=1

a posteriori de W é dada por

n w—-1
anl (1:[1 yz>

(Er)

n c1"é nstante normalizadora. m riori € a raiz uaca
onde "¢;"é a constante normalizadora. A moda de W da posteriori é a raiz da equacao
nao-linear

p(W]x) = o1 (4.11)

n—1 n Z v In(y:)
R R =
=1 >’

Agora, calcula-se a densidade marginal a posteriori de R dado em (4.8) ao qual pode
ser escrito como

1 n—1 % n W—1 Z": w—1
p(R|x) [ln (E)] /W"‘l (H yl> R dw, (4.12)
9 i=1

e obtém-se usando aproximagcio de Laplace que, [ f(W)e "% dw ~ % f)e @),
0

=0.
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Introduzindo o termo (3 4/V)" para a integral em (4.12) entdo tém-se que
i=1

NS
i g (o NV (H y)
/f(W)e_"h(w)dw = /Ri—l ' nyv =1 dw, (4.13)
0 i=1 w

onde f(W) = RE#’ZW_I (i yZW)n e h(W) = —”T_lln(W) — Wn_l i In(y;) +In (i yZW>
= i=1 i=1

Note que e~ = (n W)n ¢ a posteriori p(W|x) dada em (4.11) o qual a

moda de W é raiz da equagio (4.10).
Portanto, a integral (4.13) pode ser aproximada fazendo uso da aproximagao de La-

place N
00 W-1
— 2r0? >yl 1
f(w W =~ RS W H n : (4.14)
0
1

2 _
onde o* = R

Finalmente, substituindo (4.14) na equagao (4.12) e considerando os termos depen-
dendo de W como constante entao a densidade marginal a posteriori de R é dada por

1 W
p(R|x) lln (}—{)] Rlz ! ,0< R <1, (4.15)

que é a distribuicao Log Gama Negativa com constante de normalizagao (Z yZ/W ) ['(n).
i=0

[ |
Neste caso, nao resolve-se somente o problema para obter uma forma fechada para a
posteriori de R, assim como obtém-se uma distribui¢ao conhecida para tal.

Corolario 1 A média e a varidncia a posteriori para R = R(ty) sao dadas, respectiva-
mente, por

-n —-n —2n
2 1
ERlz)= | 14+ 57— :Var(R|z) = — — |14+ 5— , (4.16)
>y >y >y
i=0 i=0 i=0
e o intervalo de credibilidade (Ry, Ry) de 100(1 — «)% para R € dado por
X% (2n) Xi_a(2n)
Ry =exp ——2 iRy =expd ——2— 5. (4.17)

QZ i 2;)%
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Demonstracao. A esperanga e variancia de uma variavel aleatéria X com distribuigao
Log Gama Negativa com parametros (k, \) sao dadas por

E(X) = (1 + %) B Var(X) = (1 + ;)k - (1 + %) 7%. (4.18)

Logo, fazendo k =ne \ = Z yZ , obtém-se (4.16).

Se R tem uma dlStrlbUIQaO de Log Gama Negatlva com parametros k£ e \ entao a
variavel aleatoria 2\ln (W) tem uma distribuicao x? com 2k graus de liberdade.

Desta distribui¢ao pode-se construir um intervalo de credibilidade 100(1 - )% (Rz, Ry)
para R resolvendo o seguinte as equagoes

Ry, 00
[ ptrbodo = 35 [ piridn =3,
0 Ry

para os limites Ry e Ry, qual solugao é dada por

X2 (28) 2 20)
R; =exp o Ry =exp{ — ) ) (4.19)

onde X?,(Zk’) denota o ¥ percentil de uma distribuicdo Qui-Quadrado 2. Portanto,

N\Q

fazendo k=neX =) in obtém-se o intervalo de credibilidade 100(1 - )% para R que
i=0

¢ dado em (4.17). m

Corolario 2 O intervalo de maior densidade a posteriori (HPD) para R = R(ty) deno-
tado por (Hp, Hy) € obtido pela solugao do sistema de equagoes dado por

l—a= (22 yWin ( )) (22 yWin ( )) (4.20)

(i)™ ()™ = am

onde Q(z) € a fungao acumulada da distribui¢io x*(2n).

Demonstracao. O maior intervalo de densidade a posteriori para R = R(ty) pode ser
obtido a partir do solugao simultanea das seguintes equacgoes:

p(H|x) = p(Hy|x). (4.23)

Desde que 2\in (}%) siga uma distribuigao x?(2k) entao apés algumas operagoes, tem-
se que,
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1 1 1
l—a=PH <R<H)=PI(2 — ] <2 — 2 =
« (H, < R< Hy) ()\ln <HU) < 2Xn (R) An (HL))

o) o[ )

4.2 Priori de Tibshirani

A priori nao-informativa de Tibshirani nao é frequente utilizada em trabalhos em
geral por ser de dificil obtenc¢ao da mesma, além do desconhecimento de grande parte dos
pesquisadores.

Resultado 2 A priori exzpressa em termos da parametriza¢ao (R, W) é dada por

1

T(R,W) W.

(4.24)

Demonstracgao. Tém-se que R é o parametro de interesse e W o de perturbacao. Para
obter a priori, obtém-se a parametrizagao ortogonal (o, A) da forma discutida por [6], que
é, o parametro A é a solugao para a equacao diferencial

i%w%—g = —iRw (4.25)
onde ¢ = R.
Usando (4.5), tém-se que
Lo = In[in(5)] —¥(2)
7 = R @) 1 [ )] — i o G+ P@ w1 =y 42

Integrando (4.26) resulta em

In [In (5)] —(2) )
/ o / R (in (7)) {n? [ln(%ﬂ—2w<2>ln[ln(%>]+w2<2>+1+w'<2>}8}2 S)
2

e escolhendo a(\) = In(In()\)) tém-se que a solugao da equagao (4.27) é dada por

A= W\/ln2 [ln (%)] —2(2)in {ln (}%ﬂ F022) + 1+ (2). (4.98)

A matriz de Informagcao de Fisher para os parametros ortogonais é

Lty (2)—2(2) 0
o2[in(1)]?
o= | “IG)

0 L {2 [in (£)] —202)in[In(%)] +¥*2) +1+¢'(2)}
(4.29)
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De (4.29), a priori correspondente para (o, A) é dada por
1

o[in ()]

(o, A) x g1(N) (4.30)

onde g;(A) > 0 é arbitrario.

Devido a falta de exclusividade na escolha da parametrizacao ortogonal entao a classe
de parametros ortogonais é da forma g(\), onde g(.) é alguma reparametrizacao. Essa
nao-unicidade é refletida pela funcao g. Uma possibilidade, no caso do parametro de
perturbagao, ¢ exigir que (o, \) satisfaca a condi¢ao de Stein também para A com R
adotado como o parametro de perturbacgao. Sob essa condigao, obtém-se

(0 ) o gg<a)§. (4.31)
Assumindo que
1 1
A)————— = - 4.32
gl( )U[ln(%)] g2<0-))\7 ( )
tém-se que
1
(o, \) (4.33)

Desta forma, de (4.33), a priori expressa em termos da parametrizagao (R, W) é dada

por
1

(R, W) x m.

(4.34)

E interessante observar que a priori obtida acima corresponde com a obtida na priori
de Jeffreys em (4.6).

4.3 Priori Log-Gama Negativa para R

Uma priori alternativa para se obter a distribuicao a posteriori da funcao de confiabi-
lidade pode ser a distribui¢ao Log-Gama Negativa, denotada por NLG(k, \), para R com
densidade dada por

K 1\
m(R) = —— (lnﬁ) R 0<R<1, (4.35)

e uma priori Gama(a,b) para W. Agora, assumindo independéncia entre os parametros
resulta na densidade a priori conjunta dada por

1 k—1
(R, W) (ln§> RMWetem™ 0 < R<1,W >0, (4.36)

com hiperparametros conhecidos kK > 0,A > 0,a >0e b > 0.
Note que para a = b = k = A = 0 a priori conjunta ¢é igual as prioris de Jeffreys e
Tibshirani.
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De (4.4) e (4.36) a distribuigao a posteriori conjunta para os parametros R e W é dado
por

(n+k)—1
(R, W|x) (“"E) W=t ([1y,) Vot RET )b (4.37)

Agora, integrando (4.37) em relagao a W produz a posteriori marginal de R como
1\ (HR-1 oy .
p(R|x) o <zn}—%) RM! / W= (T )W RV W 0 < R < 1. (4.38)

Proposicao 16 Assumindo que a priori de Log-Gama Negativa para R e Gama para W
como € dado em (4.36) entdo a distribuicao da confiabilidade a posteriori R = R(ty),
para um to fizo, € uma Log-Gama Negativa com pardmetros de escala n + k e de forma

> yiﬁ/\ + A\, e densidade dada por:
i=1

no n+k
(Z '+ A) 1\ ()
p(R|;1;) = z_lI’(n n k;) lln (—):| R\i=1™" LO0< R<1. (439)

onde W € raiz da equagao

Zln ;) —b—(n+k:)—:0. (4.40)
Z yV + A

n+a-—1
w

Demonstracao. Similarmente a demonstracao da Proposicao 15, obtém-se que a distri-
buicao a posteriori marginal de W resulta em

n wW-1
Wn+a—1 (I‘[l %) €_bW
n n+K ’
(Z i+ A)
=1

onde "c3"é a constante normalizadora. A moda de W da posteriori é a raiz da equagao
nao-linear

p(Wx) = ¢3 (4.41)

+Zln Yi) —b—(n+k)—:0.
i=1 ZyzW+A

n+a-—1
w

Introduzindo o termo (Z ylV + A) para a integral em (4.38) entdo tém-se que
i=1

p(RIX) o (m%)( / PV ) s, (1.42)



4. Posterioris para confiabilidade R da distribuicao Weibull 65

W n n+k
onde f() = RE" (zyﬁvﬂ) e h(W) = —=5=Hn(W) =28 52 In(yi)+ () W+

Aplicando a aproximagao de Laplace para a integral (4.42) obtém-se

oo W-1
92 2 ) —
/ f(W)e—nh(w)dw ~ | aTTO RE y Wn—HL 1 <H yz> e—bW7 (443)
0

h(?)

Subst1tu1n((io)(4.43) na equagao (4.42) entdo a densidade a posteriori marginal para R
é obtida.

[

Note que para a = b =k = A\ = 0 na equagao (4.36) priori conjunta é igual as prioris
de Jeffreys e Tibshirani para (R, W).

Além disso, pode-se considerar a NLG como uma priori conjugada da confiabilidade
sob a distribuicao Weibull.

onde ¢? =

Corolario 3 A média e a varidncia a posteriori para R = R(ty) sao dadas, respectiva-
mente, por

—(n+k)
1

ER|z)= |1+ 77— ;

>y A

=0

—(n+k) —2(n+k)
2 1
Var(Rlz) = [ 1+ 57— L , (4.44)

>y A oyl A
i=0 1=0

e o intervalo de credibilidade (R, Ry) de 100(1 — «)% para R € dado por

2
Xz (2(n + k)) Xi_e(2(n+k))
Ry =erxp{ ——F— — Ry = exp — - - — i (4.45)
Z(Z%WJM) 2(Zin+A>
=0 1=0

Demonstracao. Similar a demonstracao do Corolario (1). m

Corolario 4 O intervalo de maior densidade a posteriori (HPD) para R = R(ty) deno-
tado por (Hp, Hy) € obtido pela solugao do sistema de equagoes dado por

o)) o () o
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e

(i) () BT

onde Q(z) € a fungao acumulada da distribuicio x*(2(n +k)).

Demonstragao. O maior intervalo de densidade a posteriori para R = R(ty) pode ser
obtido a partir do solugao simultanea das seguintes equagoes:

PH,<R<Hy)=1-a (4.48)

p(Hp|x) = p(Hy|x). (4.49)

Desde que 2)\*ln(
tem-se que,

1 1 1
l—a=PH, <R<Hyp)=P(2\NIn| — | <2XIn| =] <2Xn | — =
o= rt < n< i) =P (v (o) <2 () <2n () )

o ) (5 ))

4.4 Estudo de Simulacao

%) siga uma distribuigao x*(2k*) entdo apos algumas operagoes,

Nesta se¢ao, um estudo de simulagao foi realizado para comparar o desempenho de
todos os estimadores propostos nas segoes anteriores e escolher o melhor método para
realizar as simulagoes da confiabilidade R fazendo uso das prioris de Jeffreys/Tibshirani.

O foco deste é o viés, o erro quadratico médio (EQM) e a probabilidade de cobertura
de intervalos de 95% para diferentes tamanhos amostrais e valores de parametro.

A simulagao é baseada em 1000 amostras considerando: o = 2.0; § = 0.5, 1.0 e 1.5; ¢
=0.3,2.0e 4.0, n =5, 10, 20 e 50.
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Figura 4.1: Graficos do viés e do EQM para os parametros a = 2.0 e § = 0.5, 1.0 e
1.5 versus tamanho amostral no tempo ¢t = 0.3 para estimacao das confiabilidades R =
0.6789, 0.8607 e 0.9436, respectivamente.
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Figura 4.2: Graficos do viés e do EQM para os parametros a = 2.0 e § = 0.5, 1.0 e
1.5 versus tamanho amostral no tempo ¢t = 2.0 para estimacao das confiabilidades R =
0.3679, 0.3679 e 0.3679, respectivamente.
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1.5 versus tamanho amostral no tempo t = 4.0 para estimacao das confiabilidades R =
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0.8607 e 0.9436.
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Figura 4.5: Grafico da probabilidade de cobertura para intervalos de credibilidade de 95%
versus tamanho amostral no tempo ¢ = 2.0 para estimagao das confiabilidades R = 0.3679,

0.3679 e 0.3679.
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Figura 4.6: Grafico da probabilidade de cobertura para intervalos de credibilidade de 95%
versus tamanho amostral no tempo t = 4.0 para estimacao das confiabilidades R = 0.2431,
0.1353 e 0.0591.
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Nas Figuras (4.1) e (4.4), tém-se os graficos para estimadores do tempo ¢ = 0.3. As
confiabilidades para este tempo ¢t com os parametros o = 2.0 e § = 0.5, 1.0 e 1.5 sao,
respectivamente: 0.6789, 0.8607 e 0.9436. Observe que para § = 1.0 e 1.5, os vicios foram
menores para a aproximacao de Laplace se comparada ao MCMC, assim como o EQM.
J& para 8 = 0.5, os vicios para o MCMC foram menores que os obtidos pelo método de
Laplace, porém para o EQM, os valores do MCMC foram maiores. Na probabilidade de
cobertura, nota-se que o método de Laplace produziu melhores resultados para todos n,
ae .

Nas Figuras (4.2) e (4.5), tém-se os gréaficos para os estimadores do tempo ¢ = 2.0.
Note que, a confiabilidade para este tempo t é 0.3679 para qualquer 3. Observa-se que os
vicios produzidos pelo MCMC sao menores, ja o EQM e probabilidade de cobertura sao
obtidos melhores resultados para a aproximagao de Laplace.

Nas Figuras (4.3) e (4.6), tém-se os graficos para os estimadores do tempo t = 4.0.
As confiabilidades para este tempo ¢t com os parametros o = 2.0 e § = 0.5, 1.0 e 1.5
sao, respectivamente: 0.2431, 0.1353 e 0.0591. Observa-se que os vicios produzidos pelo
MCMC sao menores na maioria das vezes, ja o EQM sao obtidos melhores resultados
para a aproximacao de Laplace. Em relacao a probabilidade de cobertura, o método de
Laplace se destacou em comparacao ao MCMC.

Logo, para as prioris de Jeffreys/Tibshirani, nota-se que a aproximagao de Laplace
produziu melhores resultados que o método MCMC.

Um estudo de simulacao foi realizado também para comparar o desempenho de todos
os estimadores propostos nas secoes anteriores e escolher o melhor método para realizar
as simulagoes da confiabilidade R fazendo uso da priori de Log-Gama Negativa para R.

Manteve-se o foco em analisar o viés, o erro quadratico médio (EQM) e a probabili-
dade de cobertura de intervalos de 95% para diferentes tamanhos amostrais e valores de
parametro.

A simulagao neste caso também foi baseada em 1000 amostras considerando: o = 2.0;
B =0510e15t=0.23,20e4.0;n=25, 10, 20 e 50.
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Figura 4.7: Graficos do viés e do EQM para os parametros a« = 2.0 e f = 0.5, 1.0 e

1.5 versus tamanho amostral no tempo ¢ = 0.3 para estimagao das confiabilidades R =
0.6789, 0.8607 e 0.9436, respectivamente.
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Figura 4.8: Graficos do viés e do EQM para os parametros a = 2.0 e § = 0.5, 1.0 e
1.5 versus tamanho amostral no tempo t = 2.0 para estimacao das confiabilidades R =
0.3679, 0.3679 e 0.3679, respectivamente.
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Figura 4.9: Graficos do viés e do EQM para os parametros a = 2.0 e § = 0.5, 1.0 e
1.5 versus tamanho amostral no tempo t = 4.0 para estimacao das confiabilidades R =
0.2431, 0.1353 e 0.0591, respectivamente.
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Figura 4.10: Gréfico da probabilidade de cobertura para intervalos de credibilidade de
95% versus tamanho amostral no tempo ¢ = 0.3 para estimacao das confiabilidades R =
0.6789, 0.8607 e 0.9436.
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Figura 4.11: Gréfico da probabilidade de cobertura para intervalos de credibilidade de
95% versus tamanho amostral no tempo t = 2.0 para estimacao das confiabilidades R =
0.3679, 0.3679 e 0.3679.
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Figura 4.12: Gréfico da probabilidade de cobertura para intervalos de credibilidade de

95% versus tamanho amostral no tempo ¢ = 4.0 para estimacao das confiabilidades R =
0.2431, 0.1353 e 0.0591.
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Nas Figuras (4.7) e (4.10), tém-se os graficos para estimadores do tempo t = 0.3.
As confiabilidades para este tempo t com os parametros o« = 2.0 e § = 0.5, 1.0 e 1.5
sao, respectivamente: 0.6789, 0.8607 e 0.9436. Observe que para todos os ’s, os vicios
foram menores para a aproximagao de Laplace se comparada ao MCMC, assim como o
EQM. Na probabilidade de cobertura, nota-se que o método de Laplace produziu melhores
resultados, no geral, para todos n, a e 3.

Nas Figuras (4.8) e (4.11), tém-se os graficos para os estimadores do tempo ¢t = 2.0. A
confiabilidade para este tempo t é 0.3679 para qualquer 5. Nota-se que os vicios produzi-
dos pelo método MCMC sao menores, ja o erro quadratico médio (EQM) e probabilidade
de cobertura obtidos para a aproximacao de Laplace produziram melhores resultados.

Nas Figuras (4.9) e (4.12), tém-se os graficos para os estimadores do tempo ¢ = 4.0.
As confiabilidades para este tempo t com os parametros a = 2.0 e § = 0.5, 1.0 e 1.5 sao,
respectivamente: 0.2431, 0.1353 e 0.0591. Percebe-se que os vicios produzidos pelo método
MCMC sao menores na maioria das vezes, entretanto para o EQM sao obtidos melhores
resultados para a aproximagcao de Laplace. Em relacao a probabilidade de cobertura, o
método de Laplace se destacou em comparacao ao MCMC.

Portanto, para a priori de Log Gama Negativa, nota-se que a aproximacao de Laplace
também produziu melhores resultados que o método MCMC.

4.5 Aplicacao para dados reais

Nesta se¢ao, para fins de ilustragao, analisou-se dados obtidos em [5] que representam
os tempos de falha do sistema de arrefecimento de 20 veiculos com motor a diesel, de
mesma marca e modelo. Os tempos de falha nao possuem observagoes censuradas. O
conjunto ¢ dado a seguir:

1276 720 1135 1854 1687 2570 2440 2547 1100 2117 1876
1633 2646 1556 2470 1250 1895 2607 896 401

Para verificar o bom ajuste da distribuicao Weibull aos dados, realizou-se o teste de
Kolmogorov-Smirnov. O resultado foi um p-valor de 0.8298, indicando que a distribuicao
Weibull pode ser usada para analisar esses dados.

As estatisticas a posteriori e intervalos de credibilidade para a fungao de confiabilidade
considerando a priori de Jeffreys e Log-Gama Negativa sao apresentadas nas Tabelas (4.1)
e (4.2).

Tabela 4.1: Média para a confiabilidade R para diferentes tempos t.

Método de estimagao | t = 1650 | t = 2000 | t = 2300
Jeffreys(Laplace) 0.5347 0.3335 0.1883
Jeffreys(MCMC) 0.5410 0.3547 0.2139

Log-Gama(Laplace) | 0.5345 0.3334 0.1884

Log-Gama(MCMC) 0.5178 0.3309 0.1941
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Tabela 4.2: Intervalos de credibilidade de 95% para a confiabilidade R para diferentes

tempos t.

Método de estimacao t = 1650

t = 2000

t = 2300

Jeffreys(Laplace) 0.3881,0.6773

0.1977,0.5130

0.0910, 0.3727

Jeffreys(MCMC) 0.3674,0.7100

0.2013, 0.5287

0.0951, 0.3688

Log-Gama(Laplace)

0.1978,0.5131

0.0912,0.3730

[
[
[0.3880,0.6772
[

Log-Gama(MCMC) | [0.3374,0.6891

]
]
]
]

[
[
[
[

0.1854, 0.4961

]
]
]
]

[
[
[
[

0.0787,0.3372

i i) P’} [

De acordo com os resultados mostrados na Tabela (4.1), nota-se que a probabilidade

do tempo de falha do sistema de arrefecimento ser maior que 1650 é de 0.53, aproxima-
damente. Além disso, na Tabela (4.2) nota-se para ambas as prioris, o método MCMC
possui intervalos de credibilidade com amplitude maior.

A Figura (4.13) mostra que as fungoes de confiabilidade estimadas para as prioris

Jeffreys/Tibshirani e Log-Gama Negativa para cada uma dos dois métodos.
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Figura 4.13: Fungoes de confiabilidade empirica e estimada.

Note que apenas a curva do MCMC para priori Log-Gama Negativa que descola um
pouco das outras curvas, porém as outras estao na bem ’coladas’, principalmente ambas
prioris para o método de Laplace.

As Figuras (4.14) e(4.15) mostram as distribui¢oes a posteriori para R para cada um
dos tempos t. Nota-se que distribuigao a posteriori nao é sensivel a escolha do método e
temos assim curvas bem parecidas.



4. Posterioris para confiabilidade R da distribuicao Weibull 76

t=1650 t=2000

—— Lapiace

--- weue

— Lapiace

--- weme

fir)

Figura 4.14: Distribui¢oes a posteriori para R utilizando a priori de Jeffreys para os
diferentes tempos t.
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Figura 4.15: Distribui¢oes a posteriori para R utilizando a priori Log-Gama para os
diferentes tempos t.



CAPITULO

9

Conclusao

A distribuigdo Gama Exponenciada pode ser uma boa alternativa as distribuigoes
padrao da vida util existentes como Weibull, distribuicao Exponencial Generalizada e
Gama para anélise de dados de sobrevivéncia, pois tem apenas um parametro e pode ter
formas crescentes e de banheira da funcao de risco.

A partir dos resultados deste trabalho, conclui-se que diferentes formulagoes a priori le-
vam as distribuicoes a posteriori Gamma e Log-Gama Negativa para o parametro e fungao
acumulada, respectivamente, da GE. Desta forma, uma posteriori explicita para a funcao
de confiabilidade R(t) é dada, gerando esperanca, variancia, intervalos de credibilidade e
HPD, todos estimadores exatos.

Nesse sentido, a obtenc¢ao de formas analiticas conhecidas para os posterioris é de suma
importancia, pois facilita a inferéncia estatistica e nao ha necessidade do uso da Cadeias
de Markov via Monte Carlo (MCMC) e métodos de aproximagao, como Laplace.

Além disso, comparando o desempenho das prioris propostas através de simulagoes
de Monte Carlo, dos quais conclui-se que as prioris de Jeffreys e Gama sao as mais
apropriados para o parametro # em comparagao com a priori Uniforme e que continuou
apresentando diferenga entre as prioris para estimagao do func¢ao de confiabilidade R(t),
para a vida ttil pré-fixada t. A priori Uniforme para W apresentou bons resultados em
alguns casos, porém para confiabilidades proximas de 0 ou de 1, apresentou resultados
ruins. Logo, a priori de Jeffreys, Gama e NGL para W se apresentaram mais apropriadas
para a estimacao da confiabilidade R(t).

Portanto, um pesquisador pode selecionar uma das prioris: Jeffreys ou Gama ou NGL
convenientemente para conduzir uma analise de confiabilidade Bayesiana, sob distribuicao
GE. Jeffreys é conhecida como uma priori objetiva que representa um estado de falta de
informagao, enquanto a Gama e NGL pode-se incorporar informagcoes de um especialista,
bem como dos dados empiricos.

A aplicabilidade da analise Bayesiana foi demonstrada em um conjunto de dados reais.

Para a comparagao entre os métodos de aproximagao de Laplace e o MCMC utilizados
na confiabilidade R(t) de dados oriundos de uma distribui¢ao Weibull, nota-se que no
geral, para a priori de Jeffreys/Tibshirani como para Log-Gama Negativa, a aproximagao
de Laplace produziu melhores resultados.

O desempenho da aproximacao de Laplace para os estimadores propostos nao é o tinico
ponto que se destaca. A propriedade de se obter uma forma fechada para a distribuicao
a posteriori da confiabilidade é uma importante resultado, ja que esta facilita a obtencao
dos momentos amostrais e intervalos de credibilidade a posteriori.
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Além disso, um ponto que se deve ser abordado é o fato da aproximacao de Laplace
exige um esfor¢o computacional muito menor se comparado ao MCMC, sendo assim outra
caracteristica muito importante e que deve ser destacada.

A proposta para continuacao do trabalho, é realizar um estudo de simulagao para
comparagao entre ambos os métodos de aproximagao: Laplace e MCMC para outras
prioris, como a priori de Zellner.
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APENDICE

A

Conceitos Teoéricos, Métodos e Codigos

A.1 Analise de Confiabilidade

Na analise de confiabilidade a variavel resposta é o tempo de vida t até que o fené6meno
de interesse acontega (este pode ser, a falha do componente em estudo), chamado em
grande parte das vezes de tempo de falha ou vida (Colosimo e Giolo [4]).

O comportamento deste tipo de dados sao os mais diferentes possiveis, por isso, utiliza-
se diversas distribui¢bes para modelar a funcao de risco. Afinal, quando o interesse é
buscar uma distribuicao que possa representar os dados procura-se entao qual delas obtém-
se o melhor ajustamento(ou adequagao). Um exemplo de formato muito importante da
funcao de risco é a forma de banheira, pois grande parte dos conjuntos estudados possuem
este comportamento.

Varias técnicas estatisticas nos auxiliam a estudar estes tipos de dados, se tornando
pecas importantes para na predicao do tempo de vida. Dentre muitas, pode-se destacar a
fungao de confiabilidade e fung¢ao de risco, ambas sao func¢oes importantes para realizacao
deste tipo de anélise.

A.1.1 Funcao de Confiabilidade

Seja T uma variavel aleatoria continua representando o tempo de vida de algum objeto
ou individuo de interesse. Com f(¢) a fun¢do densidade de probabilidade (fdp), F(t) a
fungao de distribuigao acumulada (fda) e R(t) a fun¢do de confiabilidade (Colosimo e
Giolo [4)).

A fungdo de confiabilidade R(t) é definida como a probabilidade de um objeto ou
sistema desempenhar sua func¢ao por um dado periodo de tempo t, ou seja:

R(t) = P(T > 1), > 0. (A.1)

A Equacao (A.1) pode ser reescrita da seguinte forma:

Rt)=P(T>t)=1—-P(T <t)=1— F(t). (A.2)

Além disso, essa fungao possui algumas propriedades:

lim R(t) = 1;

t—0
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lim R(t) = 0;

t—o00

e K mondtona decrescente e continua.

Tal funcao é extremamente importante para o estudo da confiabilidade dos dados,
sendo observado assim a probabilidade desse objeto ou componente funcionar correta-
mente até o tempo ¢ (para mais informagoes, veja em Colosimo e Giolo [4]).

A.1.2 Funcao de Risco

Outra funcao muito importante na Anélise de Confiabilidade é a func¢ao de risco, pois
ela nos fornece o risco associado a uma unidade no tempo t. Esta funcao fornece a taxa
de falha condicional, ou seja, ela nos informa a taxa de falha naquele intervalo, dado que
o objeto em estudo nao tenha apresentado defeito até o inicio deste periodo (Colosimo e
Giolo [4]).

Suponha um intervalo de tempo [t, t + At], a taxa de falha é probabilidade de um
observacao falhar neste periodo, dado que ela nao falhou até o tempo t, dividido pelo
comprimento deste intervalo At, quando At — 0. Logo, essa fungao é dada por:

Pt>T>t+ AT <t)

0= Lo, At A9
Aplicando o limite na equagao (A.3), temos que:
_ @) f@)

r(t) > 0 e possui a seguinte propriedade:

/OOO r(t)dt = oo.

Ela é geralmente utilizada para determinar a distribui¢do tomada pelos dados (para
mais informagoes, veja em Colosimo e Giolo [4]). Esta fun¢ao nao serd usada neste
trabalho.

A.2 Inferéncia Bayesiana

Em alguns casos, quando realiza-se um estudo, nos deparamos com informacoes inicias
sobre aquele fenomeno, seja ela fornecida por um especialista da area ou decorrente de
estudos passados. Ela fornece um conhecimento sobre o(s) parametro(s) de interesse que
o profissional busca estimar, no qual denomina-se de Informacao a Priori. Ao final, s6
resta a seguinte questao: como atribuir a Distribuicdo a Priori nas anélises estatisticas?

Por meio do teorema de Bayes, combina-se a informacao a priori com a informacao
obtida dos dados, no qual ira resultar na Distribuicao a Posteriori, dada por:

POIt1, o t) o< L(OJt1, ..., t)7(6), (A.5)

onde L(0|tq,...,t,) é a fun¢ao de verossimilhanca e m(f) é a distribuigao a priori. A fungao
de verossimilhanca é obtida da seguinte forma: suponha uma amostra aleatoria 17, ..., T},
oriunda de uma distribui¢ao qualquer, f(¢|6), com § € © C R™. Logo,
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n
L(Olty, ....t,) = [ [ F(t:]6).6 € ©. (A.6)
i=1

A distribuicao a posteriori nada mais que a combinacao da entre a funcao de verossi-
milhanca e a distribuicao a priori, ou seja, é que a distribuicao atualizada dos parametros
por meio do Teorema de Bayes (Box e Tiao [2]). Através dessa, é possivel nao s6 visualizar
o comportamento da distribui¢ao, assim como realizar estatisticas mais elaboradas para
os parametros, sendo elas: intervalos de credibilidade, estimativas, entre outras.

Ao trabalhar com a Inferéncia Bayesiana podemos nos deparar com um problema
muito comum que é nao possuirmos informacoes a priori. Neste caso, utiliza-se entao com
as prioris nao-informativas, existem diversas que podem ser usadas, porém as que serao
utilizadas neste trabalho sao: Jeffreys e Tibshirani.

A.3 Aproximagao de Laplace

A Aproximagao de Laplace é um método analitico para aproximar integrais usando
maximos globais. Tal aproximacao é muito utilizado atualmente na Inferéncia Bayesiana
para o calculo de momentos a posteriori, densidade preditiva e densidade a posteriori
marginal (Tierney e Kadane [23]). Este método sera utilizado neste trabalho para o
calculo aproximado da posteriori da confiabilidade utilizando a distribuicao Weibull e
algumas prioris que ja foram citadas acima. R

Seja h : R — R uma funcao diferencidvel em ¢ com —h tendo uma tnica moda ¢. O
método de Laplace proposto por Tierney, Kass e Kadane [24] oferece uma aproximagao
para a integral da forma,

I= [ f(¢)e ™ dg, (A7)
/

usando uma expansao de Taylor de h e f em %\

A fungao f(¢) é escolhida de modo que ¢ é obtida de uma forma explicita e nao
depende de n. A aproximacao de Laplace para integrais proposta por Tierney, Kass e
Kadane [24] é dada por,

% 2 ~ ~ —~ ~~ PON

/f(¢)e—"h<¢>d¢ @ [ 7 L (2 g e 4 D Fe2es L g
n 2n 12 4

0

+0(n"2), (A.8)

onde 0 = (12)(A) e o acento circunflexo em f, h e suas func¢oes derivadas indicam os
h'?) (¢

valores para &5\, amoda de —h(¢) (para mais informagdes, veja em Tierney e Kadane [23]).

A.4 Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) - Al-
goritmo de Metropolis-Hastings
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Os métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC) apresentam uma classe de
algoritmos usados para obter amostras a partir de distribui¢oes de probabilidade, fazendo
uso de simulagao estocéstica. Estes métodos se tornaram extremamente importantes na
estatistica, principalmente na Inferéncia Bayesiana, pois eles auxiliam na estimacao da
distribuicao a posteriori. Tais métodos tem como ideia central aproximar a distribuicao
de interesse, mesmo sem conhecé-la, por meio de uma amostra desta.

Constroi-se uma cadeia de Markov que tem a distribuicao de interesse como distribui-
¢ao de equilibrio, supondo assim, que as cadeias irao convergir para um certo nimero de
etapas realizadas, mesmo escolhendo qualquer valores iniciais. Além de que, quanto maior
o niamero de cadeias houver, mais perto a aproximacao serd da distribuicao de interesse
(Gamerman e Lopes [7]).

No passado, o MCMC nao era um método tao viavel por possuir um esfor¢co com-
putacional pouco maior que outros métodos de aproximagao. Porém, com o avango das
tecnologias tal pratica se tornou mais utilizada, sem contar que o quanto a Inferéncia
Bayesiana cresceu, principalmente na estimagao de modelos hierarquicos com centenas de
parametros desconhecidos.

Existem diversos métodos de MCMC, porém pode-se se destacar especialmente o al-
goritmo de Metropolis-Hastings, afinal ele seré utilizado neste trabalho. Tal consiste em
um algoritmo de aceitagao-rejeicao, este gera um valor de uma distribuicao auxiliar e este
namero gerado seré aceito ou nao com dada probabilidade (Gamerman e Lopes [7]).

O algoritmo de Metrépolis-Hastings pode ser construido por etapas, inicialmente
escolhe-se a distribui¢do de equilibrio (em nosso caso, a distribui¢ao a posteriori, p(r, w)).
Como iremos estimar a confiabilidade da distribuicao Weibull, teremos o r que sera o
interesse e uma variavel w auxiliar. Entao iremos buscar as marginais a posteriori de r e
w, seguindo os seguintes passos:

1. Inicie os contadores das interacoes j = 0 e k = 0, e atribua valores para w® e r(©);

2. Gere um novo valor para r* da distribuigao ¢;(.|r) (distribuic@o arbitraria);

1 p(r*,w)qi (r|r)

) P(ﬁw)m(r*lr) ) (& gere Ui tal

3. Calcule a probabilidade de aceitacao oy (r,r*) = min(

que Uy ~ U(0,1);

*

4. Se u; < oy aceite o novo valor e faca rUt!) = r* caso contréario, rejeite e faca
r(jJFl) =r;

5. Incremente o contador j para j + 1;

6. Gere um novo valor para w* da distribui¢ao go(.|w) (distribuic@o arbitraria);

1 p(rU+D w*) gy (w|w*)

 p(rU+D w)ga (w* |w) ) e gere uy

7. Calcule a probabilidade de aceita¢ao as(w, w*) = min(
tal que Uy ~ U(0,1);

8. Se uy < ay aceite o novo valor e faca w*t1) = w*, caso contrario, rejeite e faca

9. Incremente o contador k para k + 1;

10. Volte ao passo 2.
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Ao final, encontra-se valores r para esta respectiva amostra, é possivel entao visua-
lizar o comportamento da posteriori, estimar a estimativa pontual, calcular intervalo de
credibilidade e outras estatisticas.

A.5 Distribuicao Log-Gama Negativa

A distribuicao Log-Gama Negativa tem sido muito utilizada em analise de confiabili-
dade de sistemas por Mastran [13], Martaz e Waller [12], entre outros, como distribui¢ao
& priori.

A variavel aleatoria X tem distribuicao Log-Gama Negativa com parametros k e A,

se Y =In (%) tem distribui¢do Gama, que denotamos por Y ~ I'(k,\), cuja funcao de

densidade é dada por

A k) = ﬁy (A.9)

Por outro lado, a funcao de densidade de probabilidade da variavel aleatoria X = e™¥
é dada por,

Ak 1 k—1
flz|\ k) = NGl <ln;> o< r <1, (A.10)

e denotada por NLG(k, \).
As seguintes medidas descritivas relacionadas a v.a. X sao dadas abaixo,

(I) Média = E(X) = <1 . %>k’

—2k
)

(I1) Variancia = V(X) = (1 + §)'k - (1 +

> =

k—1

(ITT) Moda — M, — e *-1.

Suponhamos que a Fungao de Confiabilidade R tenha distribuigao a posteriori, P(R|x),
Log-Gama Negativa com pardmetros k e A, entdo o intervalo a posteriori 100(1 — )%,
(R, Ry), para R pode ser obtido usando-se a distribuicao x2. De fato, o intervalo a
posteriori (R, Ry) ¢ definido por

PR, <R<Rylx)=1-q.

1 1 1
Ploxn( =) <onn(=) <onn(— -
(m(RU)_ Aln<R>_ Azn<RL>‘x> a

Mas como 2\in (%) segue uma distribuicdo y*(2k), entao o intervalo desejado tem
limite inferior e superior,

X%(Qm X%_%(Qk)
Ry =expq — N ; Ry = exp T

respectivamente (para mais informagoes, veja em Allella et al. [1]).

Dalf,
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A.6 Cobédigos em R para geracao e estatisticas da dis-
tribuicao Gama Exponenciada

A.6.1 Geracao de amostras

rm( list=1s (all=TRUE) )

1
2 /% Programa que gera valores para distribuigdo Gama Exponenciada./x
3l /% n = sample size /x
4 n<—5y
5/ /% verdadeiros parametros /x
6 theta<—0.2
7| /* numero de amostras /x
s N=1000
9 /* conjunto de amostras geradas na simulagdao /x
1w/ mb5 0.2<—matrix (0,nrow=N, ncol=n)

11 precisoesl<—matrix (0,nrow=N, ncol=n)
12| precisoes2<—matrix (0,nrow=N, ncol=n)
13 runifl<—matrix (0,nrow=N, ncol=n)
14 runif2<—matrix (0 ,nrow=N, ncol=n)

16|  for (i in 1:N) {

15|  precisaol<—rep(0,n)
19 precisao2<—rep (0,n)
20  rul<—rep (0,n)
21 ru2<—rep (0,n)

N

amostra<—length (n)

NN NN

for (j in 1:n) {

N
~

rul [j]<—runif (1)
eql<—function (x) rul[j]—(1—exp(— x)*(x+1))“cheta
amostra|j|<—uniroot (eql,c(0,15))$root

precisaol [j]<—abs(eql (amostra[j]))

W NN
S © o

=

¢

33 if ((precisaol [j]>0.000001 & precisaol|j]<0.0000000001) | (amostra[j]==0))
{

saf  ru2[j]<—runif(1)

35| eq2<—function (x) ru2[j]—(l—exp(— x)*(XJrl))Atheta

36| amostra[j]<—uniroot (eq2,c(0,15))8$root

37| precisao2|[]j|<—abs(eq2(amostra[j]))

30|  while ((precisao2[j]>0.000001 & precisao2[j]<0.0000000001) | (amostral]j
==0)){ ru2[j]<—runif(1)

| eq2<—function (x) ru2[j]—(l—exp(— X)*(X+1))Atheta
1| amostra|j|<—uniroot (eq2,c(0,15))$root

12| precisao2|j]|<—abs(eq2(amostra[j]))

13 }

H }

45 }

7| m 5 0.2][i,]<—amostra

is|  precisoesl[i,|<—precisaol
19 precisoes2[i,]<—precisao2
so  runifl[i,]<—rul

st runif2[i,]<—ru2

52 }
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write.csv(m 5 0.2, "D:/Documentos/Mestrado — Mateméatica Aplicada e
Computacional /Projeto/Estudo dirigido/Artigo/Amostra 5/Amostra_tam 5 p
~0.2.txt")

/+ samples /x

Listing A.1: Geragao de 1000 amostras de tamanho n =5 e § = 0.2.

A.6.2 Calculando a constante ¢ para cada amostra

/* Constante ¢ para amostra de tamanho 5 e param 0.2 /x
m 5 0.2=read.csv("D:/Documentos/Mestrado — Matematica Aplicada e
Computacional /Projeto/Estudo dirigido/Artigo/Amostra 5/Amostra_tam_ 5 p

~0.2.txt", sep=",")
N=1000
al=>5
vec_c_ 5 param 0.2=c ()
t=c()
for (i in 1:N) {
aux=1

for (j in 2:al+1) {

t{j] =m5 0.2]1,]]

s (L= (exp () +(£11141))
vec_c_b param_ 0.2[i]=aux

}

Listing A.2: Calculando a constante ¢ para cada amostra de tamanho n = 5e 6 = 0.2.

A.6.3 Calculando os estimadores de 0 para cada amostra

/* Estimador de Max. Ver. para n=5 e theta=0.2 /x
n=>s
max_ver_ amost 5 param_ 0.2=n/log(l/vec_c_5 param 0.2)
/+ Estimador para priori uniforme para n=5 e theta=0.2 /x
uniform amost 5 param 0.2=(n+1)/log(1/vec_c 5 param 0.2)
/* Estimador para priori gama(alpha, beta) para n=5 e theta=0.2 /x
alpha=0.1
beta=0.1
gama_amost 5 param_0.2=(nt+alpha)/(beta + log(l/vec_c 5 param 0.2))

Listing A.3: Calculando os estimadores de 6 para cada amostra de tamanhon = 5e 0 =
0.2.

A.6.4 Calculando os estimadores de R para cada amostra

/* Estimation of the reliability R /«

vec_c = read.csv("D:/Documentos/Mestrado — Mateméatica Aplicada e
Computacional /Projeto /Estudo dirigido/Artigo/Amostra 5/Vetor ¢ _amostra_
5.txt", sep = 7,7)

¢ = vec_c$vec_c 5 param 0.2

t p=0.5

n=>s

v=1/(log( 1 — exp(=t_p)=(t_p+1)))
verdad r=0.3819

/x MLE /x
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theta hat=n/(log(1/c))
estimado MLE = 1 — (( 1 — exp(—t_p)x(t_p+1)) theta hat)

/* Uniform for theta /x
estimado _unif=1 — ((1 + (1/(vxlog (c))))” (= n — 1))

Beta = 0.1
Alpha = 0.1
estimado_gamma = 1 — ((1 + (1/(v«(log (c) — Beta))))~ (- n — Alpha))

/x Jeffreys /x
estimado_jef=1 — ((1 + (1/(vxlog (c))))” (= n))

/* Uniform for FO /x

slestimado_unif= 1 — ((1 + (1/(vxlog (¢) + 1)))” (= n — 1))

/* NLG for FO /x

b = 0.01

a = 0.01

estimado_nlg = 1 — ((1 + (1/(vxlog (¢) — b)))” (— n — a))

Listing A.4: Calculando os estimadores de R p/ cada amostra de tamanho n = 5, ¢ = 0.5

e = 0.2




