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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal analisar o comportamento linear estatico e
dindmico de placas, com carregamento perpendicular ao seu plano médio,
realizando a discretizacéo estrutural com o elemento finito prismatico regular linear.
Na deducdo das matrizes de rigidez e de massas do elemento finito em questao,
utiliza-se a formulacdo com parametros generalizados e com coordenadas
homogéneas, cujas funcgdes aproximadoras com vinte e quatro mondmios,
respectivamente, foram extraidos do polindbmio algébrico cubico em “X”, “y” e “Z".
Para a consideracdo do amortecimento utiliza-se o Método de Rayleigh e para a
integracdo numérica ao longo do tempo utiliza-se o Método de Newmark, via
algoritmo previsor / corretor. Ao final deste trabalho foram elaborados exemplos
elucidativos visando uma analise quantitativa e qualitativa dos resultados obtidos,
que foram comparados com os valores determinados do elemento finito de placa
retangular. Como conclus@es finais, para placas muito delgadas deve-se utilizar o
elemento finito de placa retangular; em placas delgadas é possivel a utilizacdo dos
elementos finitos de placa retangular e o prismatico regular linear; e para placas
espessas deve-se utilizar o elemento finito prismatico regular linear.

Palavras-chave: Analise linear estatica e dinamica. Comportamento estrutural de
placas. Método dos elementos finitos.



ABSTRACT

The main objective of this work is to analyze the static and dynamic linear behavior of
plates with perpendicular loading to its mean plane, performing the structural
discretization with the regular linear prismatic finite element. In the deduction of the
stiffness and mass matrices of the finite element, it is used the formulation with
generalized parameters and with homogeneous coordinates, whose approximate
functions with twenty-four monomials, respectively, were extracted from the cubic
algebraic polynomial in x, "y" and "z". For the damping consideration, it is used the
Rayleigh Method and for the numerical integration by along the time it is used the
Newmark Method, via forecaster / corrector algorithm. At the end of this work,
elucidative examples were elaborated aiming a quantitative and qualitative analysis
of the obtained results which were compared with the finite element determined
values of rectangular plate. As final conclusions, for very thin plates must use the
rectangular plate finite element; in thin plates it is possible to use the rectangular
plate finite elements and the linear regular prismatic; and for thick plates the linear
regular prismatic finite element must be used.

Keywords: Static and dynamic linear analysis. Structural behavior of Plates. Finite
element method.
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1 INTRODUCAO
1.1 TEMA E MOTIVACAO

O objetivo do Engenheiro de Estruturas € determinar os esforcos internos e os
deslocamentos, que ocorrem em um sistema estrutural quando submetido a um
carregamento arbitrario.

Quando as grandezas vetoriais dos esforcos internos e deslocamentos do
sistema estrutural forem invariantes no tempo, a analise estrutural € classificada
como estatica, como por exemplo, o0 peso proprio.

No entanto, se as a¢fes dos carregamentos provocarem no sistema estrutural
um comportamento onde as tensdes e deformacgdes variem com o tempo, a analise
sera classificada como dinamica. Como exemplos de carregamentos que provoquem
um comportamento estrutural dindmico, podem ser citados: a incidéncia do vento
nas edificacdes, a frenagem/aceleracdo/movimentacdo de veiculos em pontes, o
salto de pessoas em um estédio de futebol, o sismo, etc.

Os Meétodos Analiticos Classicos, através da solugcdo das Equacdes
Diferenciais, dentro das hipéteses adotadas, determinam a resposta exata dos
esforcos internos e dos deslocamentos da estrutura em seus infinitos pontos. Porém
essas solucdes sdo possiveis em sistemas estruturais de geometria simples. Em
funcdo da continuidade do calculo analitico, os sistemas estruturais possuem um
namero infinito de graus de liberdade.

Para contornar tal dificuldade, o Método dos Elementos Finitos considera um
sistema estrutural discreto, que contém um ndmero finito de graus de liberdade. E
realizada a divisdo do modelo geométrico dos elementos estruturais em pequenas
regides, chamadas de elementos finitos, que séo interconectadas entre si por meio
de nds para formar o conjunto estrutural.

A precisao da solucdo do Método dos Elementos Finitos sera funcéo do tipo
do elemento, da sua disposi¢do e do numero de elementos finitos a ser considerado
na analise estrutural. Quanto maior for o numero de elementos finitos maior sera a
precisao dos resultados gerados, como consequéncia, maior sera o sistema discreto
de equacdes a ser resolvido.

“‘Com a idealizacdo do Método dos Elementos Finitos, que ocorreu na década
de cinquenta com os trabalhos de Argyris e Kelsey, publicados em 1954, e de Turner
et al. Publicado em 1956,” (RODRIGUES, 1997, p.1) e do desenvolvimento da
informatica ocorrido no final da década de 1980, principalmente em funcdo do
aumento da capacidade de armazenamento, gerenciamento e processamento de
dados, apresentados pelos computadores de pequeno porte, proporciou ao
Engenheiro de Estruturas a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos em
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programas computacionais, com geracdo de modelos mais refinados,
proporcionando maior seguranga e menor custo aos projetos estruturais.

Neste contexto, em janeiro de 2004 foi apresentado na dissertacdo de
Waidemam (2004) a andlise estrutural dindmica de placas delgadas, utilizando-se
elemento finito de placa retangular. As figuras 1 e 2 apresentam tal elemento.

Figura 1 — Elemento finito de placa retangular

Fonte: (WAIDEMAM, 2004, p. 61).

[{peel)

Devido a espessura “t” ser muito menor do que as outras duas dimensdes “a

e “b”, o elemento finito de placa retangular é classificado como elemento finito
laminar.

Figura 2 — Graus de liberdade do elemento finito de placa retangular

Fonte: (WAIDEMAM, 2004, p. 61).

Neste trabalho sera apresentado a analise estrutural linear estética e
dindmica de placas, com a utilizacdo do elemento finito prismatico regular linear. Os
resultados determinados neste trabalho serdo comparados com os de Waidemam



23

(2004), para validacdo e comparacédo das respostas determinadas pelos diferentes
elementos finitos.

Segundo Martinelli et al. (1986) as placas séo elementos estruturais
simétricos em relacdo a um plano médio, cuja dimensdo normal a esse plano,
chamada de espessura, € pequena em relacdo as demais. As placas tém a
particularidade de serem solicitadas por esfor¢cos externos normais ao plano médio.

A figura 3 ilustra uma placa com carregamento perpendicular ao seu plano
médio.

Figura 3 — Placa com carregamento perpendicular ao seu plano médio

Carregamento

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Em Martinelli et al. (1986) as placas sao classificadas de acordo com a

relacao “t/a”, onde “t” é a espessura e “a” € o menor dos vaos da placa:

» Espessas: t/a >1/5;
» Delgadas: 1/5 >t/a > 1/100;

» Muito delgadas: t/a < 1/100.
Consta em (VAZ, 2011, item 7.2) que o parametro r=alt classifica a placa em:

» Delgadas: r > 20;
» Espessas: r < 20.

Para formar uma biblioteca de softwares para analise estrutural, sera
desenvolvido um programa computacional em linguagem MATLAB, que contemple
as analises estatica e dinamica de placas com comportamento linear, permitindo
sempre que possivel realizar a comparagédo do comportamento estatico e dinamico
de tais sistemas estruturais.
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1.2 OBJETIVO

O elemento finito prismatico regular linear sera aplicado na analise linear
estatica e dindmica de placas. O objetivo deste trabalho € analisar a eficiéncia do
elemento finito prismatico regular linear, em comparacao ao elemento finito de placa
retangular desenvolvido por Waidemam (2004).

1.3 APRESENTACAO

Neste capitulo procura-se apresentar uma visdo geral de todo o trabalho,
descrevendo-se para isso, tema e motivacdo, o objetivo do trabalho e finalizando
com uma descricdo sucinta dos capitulos subsequentes.

No capitulo 2 é apresentada a equacao geral do movimento via método dos
elementos finitos, para analise linear estética e dinamica.

No capitulo 3 apresentam-se as equacdes de Newmark para integracao
numerica ao longo do tempo, e o algoritmo numeérico a ser usado para resolucéo do
processo de integracao da equacao do movimento.

No capitulo 4 é apresentado o elemento finito prismatico regular linear, com a
apresentacao de sua matriz de rigidez, com a determinacao de sua matriz de massa,
forcas nodais equivalentes para os carregamentos concentrado e distribuido, e
também de sua matriz de amortecimento com a utlizacdo do Método de
Amortecimento Rayleigh.

No capitulo 5 sdo apresentados o0s aspectos computacionais relativos ao
programa computacional desenvolvido, com o esquema geral de calculo e a
descricéo das sub-rotinas.

No capitulo 6 sdo apresentados exemplos relativos a analise linear estéatica e
dindmica de placas.

No capitulo 7 sdo apresentadas as conclusbes do trabalho e propostas para
desenvolvimento em trabalhos futuros.
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2 EQUACAO GERAL DO MOVIMENTO VIA METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A andlise estrutural linear € proveniente da manutencédo da geometria inicial,
como referéncia para a verificacado do equilibrio, e da manutencao das propriedades
fisicas especificas do material da estrutura.

O objetivo principal da analise estética é quantificar a magnitude dos esfor¢os
internos e dos deslocamentos, que se manifestam em qualquer sistema estrutural,
gquando o mesmo € submetido a um carregamento arbitrario, cuja intensidade
direcdo ou sentido ndo variem com o tempo. A aplicacdo do carregamento na
estrutura deve ser de forma lenta e gradual, de modo que provogue no sistema
estrutural um comportamento onde as tensdes e deformacdes nao variem com 0O
tempo.

A analise estrutural dindmica tem por objetivo determinar a magnitude dos
esforcos internos, das velocidades, das aceleracdes e dos deslocamentos que
ocorrem em um sistema estrutural, quando o mesmo €é submetido a um
carregamento arbitrario, cuja intensidade, direcdo ou sentido variem com o tempo.
Ou quando o carregamento for invariante no tempo, mas aplicado no sistema
estrutural de forma rapida, gerando vibracdes na estrutura. Em funcédo da variacéo
dos resultados no tempo, o0 Engenheiro de Estruturas tem como objetivo principal
determinar o “histérico de resposta”.

A obtencdo do historico dos deslocamentos sera dado pela utilizacdo de
sistemas discretos, que envolve um namero limitado de graus de liberdade.

As expressfes mateméticas que definem os deslocamentos dindmicos séo
chamadas de equac¢Bes do movimento da estrutura, e a sua solucdo fornece o
exigido histérico dos deslocamentos.

As forcas que envolvem uma analise estrutural dindmica séo classificadas
em: esforcos externos, forcas restauradoras, forcas dissipativas e forcas de inércia.

2.1 CONCEITOS DA MECANICA DOS SOLIDOS DEFORMAVEIS

A Mecénica dos Solidos Deformaveis tem por finalidade a determinacédo dos
campos de tensbes, deformacdes e deslocamentos no interior de um solido
genérico, sujeito a uma solicitacdo qualquer.
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2.1.1 Solicitagdes atuantes em um sistema estrutural devidas ao meio externo

Dado um sistema estrutural arbitrario conforme ilustra a figura 4, pode-se
isolar um cubo infinitesimal com volume “dv,” de qualquer parte do sistema.

Figura 4 — Sistema estrutural arbitrario

ZWw @

Y,v dVve

X,u

Fonte: (WAIDEMAM, 2004, p.12).

O sistema estrutural esta referido a um sistema triortogonal de eixos globais

“* ” 11} ”

“(Xyz)”, sendo “u”, “v” e “w” as componentes de um deslocamento qualquer nas

diregdes “X”, “v” e “z” respectivamente. Organizando-se na forma matricial, tem-
se:

UT={U Vv W} (1)

Sendo que tais componentes de deslocamento sdo fungcdes dependentes do
sistema de coordenadas, e expressas por “u=u(XY.z)”, “v=v(XY Z)" e “w=w(X Y Z)".

O volume total do sistema estrutural é definido pela letra “v ” e o volume de cada
elemento é definido por “v,”. Ja a superficie do sistema é definida pela letra “S”,

sendo essa subdividida em:

» Superficie na qual os deslocamentos sdo conhecidos “S,”;

» Superficie na qual os esforgos atuantes sao conhecidos “s_”.
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2.1.1.1 Esforgos volumétricos

Os esforcos volumétricos sao aplicados em todos os pontos do material, e
tem dimensao de forga por unidade de volume. Em geral sao provenientes do campo
gravitacional, mas também podem ser provocados por campos magnéticos,
elétricos, etc. Em cada elemento diferencial de volume “dv,” atuam as componentes

dos esforcos volumétricos, que organizadas na forma matricial resultam:

pT = {Vx v, V, } @

~ Ve
2.1.1.2 Esforgos superficiais

Os esforgos superficiais sdo aplicados de forma distribuida nas superficies
externas dos elementos, e tem dimensdo de for¢ca por unidade de area. Esses
podem ser provenientes da a¢ao do vento, da sobrecarga, etc. Logo, sobre cada
elemento diferencial com area externa “ds,” atuam as componentes dos esfor¢os

superficiais, que organizadas na forma matricial resultam em:

3)

pT :{Sx Sy Sz }
~ Se

2.1.1.3 Esforcos concentrados

Os esforcos concentrados séo geralmente aplicados nos nés dos elementos e
tém dimenséo de forca e de forca vezes unidade métrica, pois 0S momentos séo
incluidos nesta categoria de esfor¢co. Esses podem ser provenientes das reacdes
das vigas ou pilares, carregamentos pontuais, etc. Sobre cada né de um elemento
finito atuam as componentes dos esforcos concentrados, que organizadas na forma
matricial resultam:

p' ={c, ¢, C, | @
~C

2.1.2 Tensores de tensdes e deformacdes

Tensédo € definida pela relagdo da forca por unidade de éarea, com a
componente na direcdo perpendicular a secdo transversal, chamada de tenséao
normal, e com a componente contida no plano, chamada de tensdo tangencial ou
cisalhante, conforme ilustra a figura 5.
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Figura 5 - Tensbes atuantes em um cubo infinitesimal

yz dz

™
<}
»

dy

Fonte: (WAIDEMAM, 2004, p.17).

Seja o elemento infinitesimal do solido dado pela figura 6, onde atuam as
componentes da forca volumétrica Vx,Vy,Vz no CG do elemento.
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Figura 6 — Elemento infinitesimal do solido com variagdo de tensfes em suas faces

VA //
e .
7 By Oy
y gy
X o CG %
dz XZ
// BZX //
6YZ /
// 6zy // dx
- e
dy (o
0, +%%dz B+ B2y dz
Bt OB« dz 9z
oz - -
- /// 6yz+ abyz dy
& By
Bzt 00xz dx |
Ox T 0, + 90y dy
dz /{ )
dx y
//
OX + aOX dx g
IX 6yx+ abyx dy
Byt OBy dx oy
ox

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Admitindo-se que a tensao é uniformemente distribuida na face, a forga e o
momento fletor podem ser expressos por:

F=0cA (5)
M=0c.Ad (6)
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Aplicando-se 2-\/] , =0no CG, onde [\/ , € o momento fletor que
ocorre em torno do eixo z:

0
Tyt ;—(Xy dx dy.dz.d—2X + T dy.dz.d—2X +
0 T yx dy dy

~| Tt dy dx.dz.; T .dx.dz.7 =0 @)
Desprezando os termos :
or dx? or dy’

axxy dy.dz.7 : ayyx dX'dZ'T , aequacio (7) resulta:
Ty dy.dz.dx = T dx.dz.dy
Ty~ Ty (8)

Aplicando-se >- N1 y = O no CG, por analogia ao processo que resultou na

expressao (8):

TXZ = TZX (9)

Aplicando-se > N/ , = Ono CG, e também analogamente ao processo que
determinou a equacao (8):

Tyz - sz (10)

O teorema de Cauchy é representado pelas expressdes (8), (9) e (10), e
representa a simetria das tensdes cisalhantes.

Considerando o teorema de Cauchy, dado por (8), (9) e (10), o tensor das
tensdes é expresso em funcdo das suas componentes nas dire¢cdes dos eixos locais
“x”,“y” e “z” como segue:

T
o :[O-X Oy 07 Ty 1x z'yz] (11)
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No caso das deformagles, a variagdo do comprimento que ocorre em uma
fibra qualquer por unidade de comprimento € chamada de deformacgéo linear ou
especifica, e a variagdo dos angulos retos iniciais entre as linhas imaginarias do
sélido é chamada de deformacdo tangencial ou cisalhante. Pode-se explicitar as
componentes do tensor das deformacdes como segue:

T (12)

€ =l6x €y & Iy Ix Vyz]

~

2.1.3 Equacdes de equilibrio de um solido

Seréa realizado o equilibrio das forgas no elemento infinitesimal do sélido
representado pela figura 6, onde atuam as componentes da forca volumétrica
Vx,Vy,Vz no CG do elemento. Aplicando-se > =, =O:

0

+ ot gx dx |dy.dz — & dy.dz +
0

+| Tt (4% dy [dx.dz—z dx.dz+

0
+ z—ﬂ+%dz dx.dy — ¢z dxdy+

+Vx.dx.dy.dz=0 (13)

Aplicando o Teorema de Cauchy com as expressoes (8) e (9) e dividindo por
dx.dy.dz na express&o (13):

0 0 0
O "ty “Te g (14)
OX oy 0z

Aplicando as leis de equilibrio das forgas nas outras duas direcdes (X - ,= 0;

2 F,=0), e por analogia ao processo que resultou na equacao (14), séo obtidas as

outras duas equacdes de equilibrio:
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O 0 0
Ty + O, + Ly +Vy =0 (15)
OX oy oz

0 0 0
Te,“tr 90 y—0 (16)
OX oy oZ

2.1.4 Relagfes cinematicas

A deformacéo linear é definida como a variacdo do comprimento que ocorre
em uma fibra qualquer por unidade de comprimento. Para o caso do elemento linear,
a deformacao linear é representada pela expresséo (17) e pela figura 7:

AL
E= (17)

Figura 7 - Deformacéo linear do elemento linear

— X,u

A Indeformada B
L
4\/ 4\/
U, Ug
A Deformada B
L+ AL

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
Através da figura 7 € escrita a seguinte equacao:
L+AL=L+U,—Ua

AL:UB_UA (18)

Substituindo a equagao (18) em (17):
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_AL_UB_UA
ExT L L

(19)

A deformacdo cisalhante é a variacdo dos angulos retos iniciais entre as
linhas imaginérias do solido. A figura 8 representa a deformacéo cisalhante de um
elemento infinitesimal no plano.

Figura 8 - Deformacéo cisalhante de um elemento infinitesimal no plano

INDEFORMADA
g o
X,u

y.v

Qy

ax

DEFORMADA
ou,

:

VARIACAO DOS ANGULOS RETOS
Ju

A v
Ox

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Com o auxilio da figura 8 as variacdes dos angulos retos sdo dadas por:
gy -2
7/1 ax

‘ _ou
g ]/2 - 5
Para angulos pequenos: gy =,

oV ou
Vo=V oy (20)

No estudo da deformacdo de um soélido eldstico ser4 presumido que ha
restricbes, para impedir seu deslocamento como corpo rigido, de tal forma que
nenhum deslocamento de particulas do solido seja possivel sem que este sofra uma
deformacédo. Com base nas expressdes (19) e (20), considerando o caso linear
geométrico com pequenas deformacdes, a relacdo entre deformacbes e
deslocamentos possa ser expressa nas expressfes seguintes:

ou

g, =—

OX

8 —@

Yoy

oW

8225
oy OX
_ou_ ow
"= 5" ox
oV ow
Vyz—aJFE

Colocando-se as equacdes (21) na forma matricial, obtém-se a seguinte
equacao:
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e=Lu (22)

onde “|” é a matriz que contém os operadores diferenciais, dada por:

QOO
OX
020

oy

0

Z
— (23)
=
oy OX
9 45 9
0z OX
o ¢ 9O
L oz oy |

2.1.5 Relagfes constitutivas

As equacdes que definem a relacdo entre tensdo e deformacdo sao
chamadas de relagdes constitutivas.

Admitindo-se que o material tenha comportamento elastico linear e seja
isétropo, essas equacdes sdo dadas pela Lei de Hooke generalizada:

Ey :é[ax —v(ay +0o, )]

ty=2loy-tloyto )

& Zé[O'Z —I)<O'X +O'y)]
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2(1+v
Vxz :(?)sz
2(1+v)
Vyz :?Tyz (24)

onde “E” e “v” sado caracteristicas fisicas do material, denominadas respectivamente
por modulo de elasticidade longitudinal e coeficiente de Poisson.

Organizando-se as equacfes (24) na forma matricial, obtém-se a seguinte
equacao:

o=Ec¢ (25)

onde “E” é a matriz que contém os coeficientes elasticos do material da estrutura,

expressa pela relacdo mostrada a seguir:

1-v v v 0 0 0
) 1-v ) 0 0 0
) ) 1-v 0 0 0
- E o o o % o 0 (26)
- (+v)1-20) 2 Lo
0 0 0 0
2
0 0 0 0 0 1_22”

2.1.6 Condicbes de contorno

A primeira condicdo de contorno do sistema estrutural € dada em funcéo da
vinculacdo do solido com o meio externo, sendo conhecidos os valores dos
deslocamentos na superficie “s,” ilustrada pela figura 4:

u=u(X,Y,2) (27)
v=V(X,Y,Z) (28)

w=w(X,Y,Z) (29)
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A segunda condi¢do de contorno é dada em fungcdo do carregamento externo
aplicado, sendo conhecidos os valores dos esforcos atuantes na superficie “s_”

ilustrada pela figura 4.

2.1.7 Resolugéo do problema

Para a determinacdo das 15 fungbBes incognitas formadas por 3
deslocamentos (1), 6 tensbes (11) e 6 deformacdes (12) de um solido genérico,
efetua-se a imposicao das condi¢des de contorno na resolucdo do sistema formado
por 15 equacoes:

Equacdes de equilibrio (14), (15) e (16) compdem 3 equacdes;
Relacdes cinematicas (22) formam 6 equacoes;
Relagbes constitutivas (25) constituem 6 equacoes.

Uma vez resolvido o problema obtém-se funcdes matematicas que descrevem
0 comportamento estrutural do sistema analisado. Porém as solugbes completas
obtidas utilizando-se tal procedimento sdo pouco numerosas. Neste contexto, o
Método dos Elementos Finitos constitui-se um método direto geral, embora
numerico, que possibilita a solu¢éo de problemas da Mecénica das Estruturas.

2.2 BASE DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A ideia basica do Método dos Elementos Finitos é dividir uma regido do sélido
em elementos finitos, que sao relacionados uns com 0s outros, através de um
namero discreto de pontos comuns distribuidos no contorno, denominados nés. O
comportamento estrutural de cada elemento € definido através de fungbes com
variaveis nodais, tais como: coordenadas, deslocamentos e carregamentos.

1}

u’ de um elemento finito

Efetuando-se tal procedimento, os deslocamentos
podem ser escritos em fungado dos deslocamentos nodais “( “, através da utilizagéo

de funcdes de forma apropriadas. Essa relacdo matricial € definida por:
u=gd (30)

onde “¢ ” € a matriz que contém as fungdes de forma, e relaciona os deslocamentos

gue ocorrem ao longo do interior do elemento com 0s seus pontos nodais.
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Derivando-se tal equacdo em relacdo ao tempo, obtém-se as seguintes

relagfes basicas:

ot
o-d

Substituindo-se a equacéo (30) na equacao (22), obtém-se:

e=Lu
e=Lgd
Definindo:
B=Lg¢
c=Bd

(31)

(32)

(33)

(34)

2.3 TRABALHOS VIRTUAIS PROVENIENTES DE FORCAS QUE ENVOLVEM

UMA ANALISE ESTRUTURAL DINAMICA

Com a acdo dos esforcos externos, um elemento estrutural desenvolve
esforcos internos que atuam em oposicdo a acao aplicada. Esses esforcos podem

ser representados pelo modelo reoldgico ilustrado pela figura 9.

Figura 9 - Modelo reoldgico

Fr
Mola I Amortecedor

L m

Fonte: (WAIDEMAM, 2004, p.10).

’ B
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As forcas restauradoras no modelo, representadas por uma mola, surgem
com o propésito de restaurar a estrutura no seu estado inicial de equilibrio.

Por analogia, as forcas dissipadoras estdo representadas por um
amortecedor, que surgem com o proposito de dissipar a energia do sistema
estrutural real.

Os trabalhos virtuais serdo obtidos pela multiplicagdo das for¢cas por um
deslocamento virtual.

2.3.1 Trabalhos virtuais no elemento estrutural devido ao meio externo

A forgca que atua no elemento de volume “Ve” proveniente dos esforgos
volumétricos é dada por:

(35)

=P dve

A forca que atua na superficie “Se” proveniente dos esforcos superficiais é
representada pela expressao:

F =jp dse

~ Se (36)

Se ” Se

O total dos esforcos concentrados atuantes no elemento estrutural € escrito
na forma:

EC :Zp (37)

i TCi
onde “nc” é o numero de cargas aplicadas nos pontos nodais do elemento.

Para obter-se o total dos esfor¢os externos que atuam no elemento estrutural,
€ necessario somar as parcelas dos esfor¢os volumétricos (35), esfor¢os superficiais
(36) e os esforgos concentrados (37).

n

> F(t) =F +F +F

i ~Ve ~Se ~C
- J
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> F(t)_=fp dve+jp dse+ > p (38)
j - -C

i ] Ve " Ve Se” se i i

Os trabalhos virtuais realizados pelos esforcos externos sédo obtidos

T
multiplicando-se o total dos esforcos (38) por um deslocamento virtual 59 '

e

n T nc
> Su F(t) :j5uT P dve+_[5uT p dse+> . Su' p (39)
i N - ve TV Se  ~Se i -

Ci
2.3.2 Trabalhos virtuais das forcas restauradoras

As forcas restauradoras podem ser entendidas como sendo a reacao interna
do sistema estrutural a agdo de um carregamento externo.

Para a obtencéo de tais forcas, inicialmente considera-se o elemento genérico
extraido do sistema estrutural. Efetuando-se um corte perpendicular ao seu eixo,
devem aparecer forcas que traduzem a acéo nas partes separadas, para que essas
continuem em equilibrio. Essas forcas estdo distribuidas sobre toda a secéo
transversal, sendo que a for¢ca por unidade de area é denominada tenséo.

As forcas restauradoras podem ser obtidas fazendo-se o produto das tensdes
pelas respectivas areas de atuacdo. Sendo assim tem-se:

Px=0y-dy-dz
(40)
Pyy =Txy dy-dz

De modo analogo pode-se chegar a contribuicdo das demais componentes
das tensbes normais e tangenciais.

O trabalho virtual é dado pelo produto da forca pelo deslocamento virtual
imposto.

oW, =o,-dy-dz-ou, (41)
onde “su, ” € a componente do deslocamento virtual na diregéo “x”.

Mas:
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ou
53X:d—)2( = Ou, =0, -dx (42)

“ ”

Dessa forma obtém-se o trabalho virtual realizado pela parcela “o,” das
tensdes normais, com a substituicdo de (42) em (41):

oW, =0, -dy-dz-de, -dx (43)

De modo analogo chega-se a contribuicdo das demais parcelas das tensdes
normais.

Do mesmo modo pode-se quantificar o trabalho virtual realizado pela parcela
“z,y" das tensGes tangenciais. Assim tem-se:

oW, =1, -dy-dz-du, (44)
onde “¢u,,” € a componente do deslocamento virtual no plano “xy ”.

Figura 10 — Deformacéo tangencial provocada por um deslocamento virtual

dUxy Txy

L / /

Y dy

7
/
/

Fonte: (WAIDEMAM, 2004, p.19).

Assim:

ou Xy

t957/W :F = 5ley:5yxydx (45)

Dessa forma o trabalho virtual realizado pela parcela “z,,” das tensdes

tangenciais é obtido substituindo (45) em (44):
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oW, =1, -dy-dz-dy,, - dx (46)

Analogamente obtém-se a contribuicdo das demais parcelas das tensdes
tangenciais.

Por superposicdo dos efeitos, chega-se a equacao do trabalho virtual total
realizado pelas forcas restauradoras em todo o volume, através da seguinte
equacao:

ow=| d¢' 5-dVe (47)

Ve ~ ~
onde as parcelas das tensbes estdo organizadas no tensor “s” e as deformacdes
virtuais pelo tensor “se"”.
Substituindo as equacoes (25) e (34) na equacao (47):
[ T
oW = ¥ oc¢ EedVe
JMNe -~ ~ ~

(48)

ow=| oB"d EBddve

Fazendo um rearranjo da equacéo (48) séo determinados os trabalhos virtuais
provenientes das forcas restauradoras:

T

>.6u FR,=[ 5d" BT EBddve (49)
I

2.3.3 Trabalhos virtuais das forcas inerciais
Considerando-se o cubo infinitesimal de volume “dv,”, cuja densidade
especifica € “p”, seja acelerado nas diregbes “X”, “Y” e “z”, entdo as forcas

inerciais podem ser obtidas pela segunda lei de Newton.

Desse modo as forgas inerciais por unidade de volume, nas direcoes das

LE 11

coordenadas “x”, “y” e “z”, sdo dadas na forma matricial por:
u

p,=p(x,y,z) Vi=pd (50)
- W
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As forcas inerciais atuantes no elemento infinitesimal sdo aplicadas no
contorno, que define o elemento como um todo. Logo a estrutura sofre uma

distribuicdo de forcas na diregdo oposta ao vetor da aceleracédo “ii” do elemento,

fazendo com que as forcas inerciais tenham sentido contrario a direcdo do
movimento.

Para obter os trabalhos virtuais provocados pelas forcas inerciais, €

sSu'
necessario fazer o produto das forgas inerciais pelo deslocamento virtual “* | e

também substituindo a equacao (32) na equacéo (50):

D, = p #d"

n T
D sumu”=[ 5d" 4" pgd™dve (51)
J

2.3.4 Trabalhos virtuais das forcas dissipativas

A formulacdo consistente de um mecanismo que considere as forcas
dissipativas é de dificil elaboracdo, visto que tais forcas podem ser oriundas do
arrasto aerodinamico e da friccdo interna que ocorre no interior do material
estrutural. Essa dissipacdo de energia se da geralmente na forma de calor e/ou som,
fazendo com que a amplitude da vibragao diminua ao longo do tempo.

Em face dessa dificuldade, de uma forma bastante simplista, considera-se
gue todos os elementos do sistema estrutural estejam submetidos aos efeitos de um
amortecimento viscoso uniformemente distribuido, de tal forma que as forcas
dissipativas por unidade de volume, nas dire¢bes das coordenadas “x”, “vy” e “z”,
possam ser definidas pela equacao (52), e depois € realizada a substituicdo da

equacao (31) em (52):

u
pD = u(xy.2) 4V b= p u (52)
- W

Pp=u¢d (53)
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onde “u” é o parametro de amortecimento viscoso do material estrutural.

Como o elemento infinitesimal se move com uma velocidade “i” em uma

dada direcdo, entdo as forcas dissipativas serdo aplicadas na direcdo oposta ao
sentido do movimento do mesmo.

Para determinar os trabalhos virtuais, devidos as forcas dissipativas, €
su'
necessario fazer o produto das forgas dissipativas pelo deslocamento virtual "~ -

n T
25‘5 FD, :LeaqT¢Ty¢q’dVe (54)
- S
2.4 EQUACAO GERAL DO MOVIMENTO

A segunda Lei de Newton afirma que o somatorio das forcas que atuam sobre
um corpo de massa “M” em movimento € igual a forga de inércia. Aplicando a
segunda Lei de Newton no Modelo reoldgico abaixo é possivel escrever:

Figura 9 - Modelo reoldgico

Fr Fp
Mola a‘: Amortecedor

. .

Fonte: (WAIDEMAM, 2004, p.10).

Y F (t)-D FR, =D FD; => mu";
i j j j

Multiplicando-se um deslocamento virtual infinitesimal “su'” na equacéo
obtém-se:
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n T n n n
26U Fi()-> 6u" FR; =D 6u' FD; =3 su' mu™,
J J J ]

n T n n n

20U Fi()=2 0" FR;+ > 6u" FD; + ) du’ mu™, (55)
] ] ] ]

Substituindo as equacdes (39), (49), (51), (54) na equacéao (55) resulta:

_[5qu dve+j5qu dse+i5uTip =
ve Ve Se  ~Se i - ~ci

T oT T 7 . T 71 ve
=jVe(5q B"EBddVe+[od ¢ ugd dve+ [5d ¢ pgd™ dve (56)
Ve - - Ve - -
Substituindo a equacéao (30) na (56) resulta:

I5¢T d"p dve+[547d" p dse+D> 5d g p =
ve T~ T\ Se ~  ~se i - -
Ci

= [ 60" BT EBdved + [5d’ ug gaved”+ [5d’ pg" gaved™
Ve -7 - ve - B

Colocando-se os deslocamentos virtuais em evidéncia, e rearranjando os
termos da equacdao resulta:

T nc
sd { I¢T p dve+_|‘¢T p dse+> ¢ p +
- ve T Ve Se -~

~ Se i

Ci
- ergl;dveq—j ug' gaved’~ [ pg' pdved” }=0 (57)
ve T 7 T 7T )

Como os deslocamentos virtuais sao valores arbitrarios, a equacao (57) pode
ser escrita:

~ Ve ~ ~ Se i

I¢T p dve+_f¢T p ds;e+§:¢T p =
Ve ~ Se -7
Ci

+ B~TI~EI§dvqu+J' y¢T¢dved'+j p¢' pdved” (58)
Ve -7 T Ve -7 )
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A expressdo (58) é a equacao do movimento de um elemento finito genérico,
que escrito na forma simplificada resulta:

md+cd+kd = fe (0 59

onde:
m={ p¢' pdve (matriz de massa do elemento); (60)
c= L ug¢' ¢dVe (matriz de amortecimento do elemento); 61)
k= IV '?T EBdVe (matriz de rigidez do elemento); 62)
(esforgos externos) 63)

fe () =_[Ve gﬁT Pve dVe+_|'Se?T Pse dSe+Z¢~ST Pc,

Para todo o sistema estrutural discreto, com as contribuicdes de todos os
elementos, utiliza-se o processo de expansdo e acumulagdo para obter a equacéo
geral do movimento, dada pelo sistema de equacdes diferenciais ordinarias:

M D+CD+KD=Fg(t) (64)

A equacdo (64) representa uma analise dinamica. Se forem retirados o
primeiro e segundo termos da equacdo, e F. deixar de ser fun¢do do tempo, a

analise sera estatica, e representada pelo sistema de equacdes algébricas:

KD=F, (65)

Em problemas estaticos, este procedimento resulta um sistema de
equacdes algébricas que pode ser facilmente resolvido com a ajuda de
técnicas computacionais. J& em problemas dinamicos, a discretizacao
resulta um sistema de equacdes diferenciais ordinarias do movimento, que
requerem o uso de técnica computacional apropriada e métodos numéricos
adequados de integracdo no tempo. (RODRIGUES, 1997, p. 9, 10).
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3 INTEGRACAO NUMERICA DA EQUACAO GERAL DO MOVIMENTO
3.1 METODOS DE INTEGRACAO NUMERICA

Neste capitulo sera encontrada a resolucdo da equacéao geral do movimento,
visando obter os deslocamentos, as velocidades e as aceleragfes requeridas dos
pontos nodais da estrutura.

Sua solucdo pode ser obtida via métodos numeéricos, ou entdo por meio de
sua resolucao analitica.

As hipéteses bésicas utilizadas para a geracdo de sistemas lineares
constituem uma poderosa ferramenta na obtencdo de solu¢cdes numéricas. Elas
permitem, por exemplo, a utilizacdo do principio da superposicdo dos efeitos. Tais
hipéteses sdo dadas pelas relacdes lineares entre carregamento x deslocamento e
tenséo x deformacgéo.

Dentre os métodos numéricos destacam-se os métodos de integracao direta e
as técnicas de superposicdo modal. Por sua vez, os métodos de integracdo direta
classificam-se em métodos explicitos e implicitos.

Os métodos explicitos permitem expressar os deslocamentos finais “D,”, do

intervalo de tempo “nat”, em fungdo da histéria temporal anterior, ou seja, em funcao
dos deslocamentos finais e suas respectivas derivadas temporais referentes aos

intervalos de tempo “(n-1)At ” e anteriores, conforme a equacgéo (66).

Dy=f| Dna Ijn-l ’ I:.jn-l Dnaee (66)

Ja os métodos implicitos permitem expressar os deslocamentos finais “D,”,

do intervalo de tempo “nat”, em fungéo dos deslocamentos finais, e suas respectivas

derivadas temporais referentes ao intervalo de tempo “(n-1)at” e anteriores, e das

derivadas temporais dos deslocamentos “D,,” que, a principio ndo sado conhecidas.

Os métodos implicitos podem ser expressos pela equacdo (67), e entre eles

destaca-se o processo de Newmark e 0 processo previsor-corretor.

Dn:f Dn’Dn’Dn-l’Dn-ll--- (67)
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Existem ainda os chamados métodos implicitos-explicitos, que utilizam os
métodos explicitos para resolver uma sub-regido especifica do sistema estrutural, e
0s métodos implicitos para resolver o restante.

Os meétodos implicitos possuem essencialmente duas vantagens quando
comparados com os métodos explicitos: elevada exatiddo e estabilidade numérica
melhorada. No entanto, a desvantagem dos métodos implicitos reside na
necessidade de ter que se resolver o sistema de equacdes a cada iteracdo, que

ocorre durante o processo de integragéo para cada intervalo de tempo “nat”.

Na seqiiéncia deste trabalho, abordar-se-4 o método implicito de Newmark,
tendo em vista que esse método € indicado para analise determinista de
sistemas estruturais com comportamento ndo-linear, submetidos a
carregamentos prescritos, ARGYRIS et al.(1991). (RODRIGUES, 1997, p.
33).

3.2 EQUACOES DE NEWMARK

Os métodos implicitos estdo fundamentados no conhecimento das derivadas

temporais dos deslocamentos finais “D, “, referentes ao intervalo de tempo “nat”.

Uma vez que essas derivadas temporais ndo sao conhecidas, os seus valores
podem ser estimados, conforme serd visto nos itens subsequentes, utilizando-se as

chamadas equacdes de Newmark.

3.2.1 Aceleragéo constante durante o intervalo de tempo

Considera-se que a aceleracao durante o intervalo de tempo “naAt” seja igual a
uma constante, dada pela média entre a aceleragcéo do inicio do intervalo e do final

do intervalo, conforme descrito na figura 11.
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Figura 11 - Aceleragao constante

Da
D e — — ""T
/ :
<nl[ T 1 !
} | >t
15 n-1 At t n
> 6

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

A aceleracdo pode ser estimada por:

D(T):%(Dnmn_l]

dD 1( . .
—= _(Dn_l_ Dn—lj
dr 2\ - -

onde “z” é uma variavel de tempo auxiliar, variando de zero até “at”.

Integrando-se duas vezes em relagao a variavel “z”, tem-se:

;
[ d [}:j%(qﬁ Dg_ljdf
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D r
| dp:fDn_l+%(Dn+Dn_ljrdr
D.. 9 ° B

D(T): Dn_1+ Dn—l T+%( Dn + Dn_lez

13 ”

Calculando-se as variaveis ao final do intervalo de tempo, com “z=at”, e

reorganizando-se o resultado, obtém-se:

0,=,1{1- B, 3000

(68)

Dn = Dn_1+At Dn1+(%_%)At2 Dn_l‘l‘%Atz Dn

3.2.2 Aceleragéo variando linearmente durante o intervalo de tempo

Assumindo a estimativa da aceleracio, durante o intervalo de tempo “nat”,

varie linearmente entre as acelera¢cGes do inicio e do fim do intervalo, conforme a

figura 12.

Figura 12 — Aceleracdo com variacao linear

Da

pn -
,,// }
/ |
<n1[ " 7‘ }
} 1

| | .

tn—l At tn o

Fonte: Elaboracgédo do préprio autor.



51

At

B(r)=D, 1+(D B _1j ‘

dD . _
—~=Dn1+(D B, )
dr - At

Integrando a expressao acima duas vezes obtém-se:

jd ! ( ~)idr

nl

~

2
: T
D(7r)=D, ;+D Z'-I—D D_
() nl nl ( JZA'[

dD 2
—_Dn 1+Dnlr+(D Dn 1)
dr 2At

2

di an1+Dn_1f+(D B, jf Z 4;
5. 2At

~

2 3

. . T . . T

D(r)=D, ++D, 17+D, —+| D,—D —
(7)=Dy-1+Dy 174Dy 175 ( “ Eljam

Calculando-se as variaveis ao final do intervalo de tempo com “r=at” e,

reorganizando-se o resultado obtém-se:
. . 1 . 1 .
Dn = Dn_1+ 1—5 At Dn_1+§At Dn

) (69)
D, =Dy +ALD, 1+(%—%)AI Dn o+ éAtZDn
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3.2.3 Equacgdes generalizadas

Com base nas respostas encontradas nos itens 3.2.1 e 3.2.2,

pode-se unificar as respostas encontradas, resultando as equagdes generalizadas de
Newmark, WARBURTON (1976), dadas por:

D, =Dy 1-+(1— )AtD,,_; +yAtD, (70)

(RODRIGUES, 1997, p. 36)

onde “y” e “B” sdo conhecidos como parametros de Newmark.

Para aceleracdo constante durante o intervalo de tempo utiliza-se “ 7/=% " e
¢ ,Bz}/”, e para aceleragao variando linearmente durante o intervalo de tempo adota-

se “y= % "e " ﬁz% ”. As equacoes de Newmark permitem alteracbes nos parametros

“v’ e “p”, “conforme variante de Fox-Goodwin que define “}/:% 7 e “ﬂ:%z”,

ARGYRIS et al. (1991) .” (RODRIGUES, 1997, p.37).

Por meio das equacdes (70) e (71) é calculado o valor dos deslocamentos e
das velocidades ao final do intervalo de tempo. No entanto, os valores das
aceleracdes do final do intervalo permanecem ainda indeterminados. Tal problema

sera contornado no decorrer deste trabalho.

3.3 PROCESSOS ITERATIVOS

Para os casos em que a equagdo geral do movimento de um sistema estrutural
resulte um sistema de equacdes ndo-lineares, um procedimento iterativo deve ser
adotado visando encontrar a sua solucéo.

A primeira relagdo importante para descrever tal procedimento € dada pelo equilibrio
dindmico ao longo de cada intervalo de tempo “At”, representado pela equagao

(WAIDEMAM, 2004, p. 35, 36)
(64).

Em uma primeira andlise os valores da aceleragéo “D, " ” sdo estimados, para

determinar D, utilizando as Equag¢bes de Newmark, portanto o valor de D,



53

calculado também sera estimado, e dessa forma a equacdo (64) pode ndo ser
totalmente satisfeita. Em consequéncia calcula-se o “residuo” provocado pelos
deslocamentos estimados através de uma adaptacdo da equacao (64) como segue:

R[Dk j: Fe (t)-M D, —CD, —-K D, (72)

~

sendo “R[ij” o referido residuo das forgcas dindmicas teoricamente néo

equilibradas em fungao dos deslocamentos previstos “ D .

A condigao de equilibrio ao final do intervalo de tempo “nat” € dada por:

~

R(Dk +A Dk ij (73)
onde “AD,” é o acréscimo de deslocamentos que teoricamente ocorre durante o

intervalo “nat”.
Dessa forma, pode-se calcular o acréscimo de deslocamentos para o intervalo
de tempo “nat” de modo que a condigdo dada pela equagéo (73) seja satisfeita. A

descricédo detalhada desse procedimento sera fornecida no item 3.5 deste trabalho.

3.4 PROCESSO INCREMENTAL

“O procedimento incremental consiste na aplicacédo gradual do carregamento
externo no sistema estrutural, através de pequenas parcelas do carregamento total.

Em geral, associa-se este procedimento a um processo iterativo.” (WAIDEMAM, 2004, p.
37).

3.5 METODO DE NEWMARK PARA INTEGRACAO NUMERICA AO LONGO DO
TEMPO

A ideia basica do método € dada pela previsdo do valor das aceleracbes ao
final do intervalo de tempo, que se deseja conhecer. Com este procedimento,
aplicando-se as equacdes generalizadas de Newmark, pode-se prever o valor dos

deslocamentos e das acelerac¢des ao final do mesmo intervalo de tempo.
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3.5.1 Equacionamento basico

Alterando-se os indices das equacdes generalizadas de Newmark dadas

pelas equagdes (70) e (71) tem-se:
Dk = Dk_l-i-(l—]/)At Dk—l +7/At Dk (74)

Dy =Dy _;+At Dk_f{%— ,B)Atz Dy 4+ A2 D, (75)

Derivando-se a equacéo (74) em relagéo a B} :
oD,
0B, ™ (76)

k

Isolando-se D« da equacdo (75) e derivando-se em relacdo a Dk é

encontrado:

—= (77)

Aplicando a regra da cadeia do Calculo e com as equacdes (76) e (77) é

possivel escrever:

oD, 0D, oD,

% 2D, oDy

oD

SN S (78)
oD, ., PAt

‘At

Com base nas equacdes (77) e (78) é possivel escrever as relagdes:

ADy = 574D (79



55

AD =—2—AD (80)

Em uma primeira andlise os valores de deslocamentos “D, ” sdo estimados,

provocando um erro na equagao (64). Calcula-se o “residuo” provocado pelos
deslocamentos estimados através de uma adaptacdo da equacado (64), conforme
mostrado na equacao (72):

R[Dk j: Fe (t)-M D, —CD, —K D, (72)

~

Derivando-se o residuo em relagao aos deslocamentos “D, ”, obtém-se:

8R(ij oFg(t) oD, oD, 0D,
/e -~ M-~ -C- K- (81)
oDy oD, -~ oDy ~oD, -oDy

Como os ESfOI‘(}OS externos sao dependentes apenas do tempo tem-se:
oFg(t)
oD,

Substituindo as equacoes (82), (77) e (78) na equacéo (81):

o)
o IM—+Cc LK

(83)

aDk "ﬁA'[z ~ﬂAt ~

Para que as forcas dinamicas figuem em equilibrio ao final do intervalo de

tempo “nat” é necessario a imposicao da equacgéao (73).

R( Dk +A Dk ]:O

Expandindo-se a equacdo (73) na série de Taylor e desprezando-se 0s

termos de ordem superior, obtém-se:
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aR(Dk]
Rl D, +AD, |=R| D, +——=ZAD, =0
0000, {0 oo

~ K B

~

Rearranjando os termos:

aR[ij
—— X~ JAD, :R( ij (84)

oD, X -

Substituindo a equacéao (83) em (84) resulta na expresséao:

M 12+c ’_+K ADk:R(ij (85)
St Spat - [T LT

3.6 ALGORITMO NUMERICO PARA RESOLUCAO DO PROCESSO

O conhecimento prévio das condi¢des iniciais do problema no instante “t=0",

ou seja, os deslocamentos “D, ” e velocidades “D,” é o ponto de partida para dar

inicio ao processo de integracdo. Com isso pode-se obter as aceleragdes “D,”

utilizando-se a equacao de equilibrio (64) da seguinte forma:

Dy=M ‘1{FE (0)-CDy-K DO}

Feito isso, deve-se fazer uma previsédo das acelera¢cdes, dos deslocamentos e

das velocidades para o primeiro intervalo de tempo “nat”, com “k=n=1", utilizando-se

as equacoes generalizadas de Newmark como segue:

Dk = I:.jn—l

Dk - Dn_l‘l‘At Dn_1+(%—ﬂjAt2 Dn—l+ﬂAt2 Dk
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Com essa primeira aproximacao calculam-se as forgas inerciais, dissipativas,
restauradoras, e consequentemente o residuo das forcas dinamicas néao
equilibradas através da equacéo (72).

Para verificar o equilibrio utiliza-se a seguinte relacéo:

R©o|
A - <&
|[FE_(nat) |
onde ¢ € a tolerancia para o erro de calculo. Caso ndo seja verificado o equilibrio,

deve-se calcular o acréscimo de deslocamentos por meio da equacao (85).

Com o valor do acréscimo de deslocamentos “AD, ”, faz-se uma correcao nos

valores dos deslocamentos:
D, =D, +AD,
~ (corrigido) ~ ~
Com o auxilio da equacédo (80) pode-se fazer o célculo do acréscimo da
velocidade utilizando-se a seguinte equacao:

Dk ZDk-FLADk
~ (corrigido) ~ At

Ja para correcdo das aceleracbes, com auxilio da equacgédo (79), utiliza-se a

seguinte equacéo:

. . 1
Dk = Dk + ADk
. AL2
~ (corrigido) ~ IB ~
E importante salientar que o valor de cada intervalo de tempo “at” devera
permanecer constante ao longo de todo o processo de integracao.
Apresenta-se na figura 13 o diagrama de blocos contendo apenas o
eguacionamento basico, onde se podem visualizar de forma global todos os passos

descritos anteriormente.



Figura 13 - Diagrama de blocos do método de Newmark

Fornecer p/ t=0 — D, e D%

Do=M _1{FE (0)—-C Dy—K DO}

A4

< k=1, n° de intervalos de tempo/~

Ve

A 4

=k
t=n/At

D =D
~ k ~ k

—1

Dy =Dy 1 +(1—3 )AL By, 3 +3AL D,

Dy =D,, ;+At Dn_1+(%— ﬁjAtz D, 1+ LAtZ D,

A

A

R[qk j:F; ()

M D, —CD,—K Dy

A

Fonte: (RODRIGUES, 1997, p. 49).

\ 4
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Figura 14 — Diagrama de blocos para analise estatica com carregamento incremental

fornecer p/ t=0 — D,

A4

< k=1, n° de carregamentos

o

n=k

A 4

R(D ) =F(nAt)-K D,

KA, =R(D)
ST~k

Y

Fonte: Elaboracao do proprio autor.
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4 ELEMENTO FINITO PRISMATICO REGULAR LINEAR

O elemento finito prismético regular linear tem oito nds, com os lados de 2a,
2b e 2c que tem a mesma ordem de grandeza, por este fato o elemento finito
prismatico regular linear & classificado como elemento sdélido. Cada n6 desse
elemento possui trés graus de liberdade, ou seja, deslocamentos nas direcdes X, v,
z.

Na analise de sélidos o elemento finito prismatico regular linear destaca-se
em relacdo aos demais elementos devido a sua simplicidade, conforme mostrado na

figura 15.

Figura 15 - Elemento finito prismatico regular linear com oito nés

Z, W “3 5
A
|
|
4 ! 1
]
: x,u
1 »
) A o
2c 7
e
y,/v' 2b
-,
8 5
2a

Fonte: (FAGLIONI, 2006, p. 64).

As funcbBes aproximadoras desse elemento contém oito
mondmios extraidos do polindmio algébrico cubico completo
em X, y e z. Nesse caso, para garantir a continuidade com os
deslocamentos dos elementos adjacentes, a funcéo
deslocamento deve variar linearmente ao longo dos lados
(ZIENKIEWICZ; CHEUNG, 1967, citado por FAGLIONI, 2006,
p. 64, 65)

4.1 TRIANGULO DE PASCAL

Os mondmios das funcdes interpoladoras séo extraidos do triangulo de

Pascal. O mesmo correspondente a uma funcéo de duas variaveis x e y € dado por:
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X2oxy Y

XS XZy Xy2 y3

Como o elemento finito prismético regular linear € um elemento solido, com
deslocamentos nas direcdes X, y e z, serdo descritos mais dois triangulos de Pascal,

com funcédo de duas variaveis, um triangulo com variaveis x e z e o outro comy e z.

1
X V4
X2 Xz z2
x3 X2z xz2 z3
1
y Z
y? yz z?
y3 y2z yz2 73

7

Utilizando-se dos trés triangulos de Pascal descritos anteriormente é
construida a piramide. A figura 16 descreve a piramide formada pela unido dos trés

tridngulos, como faces inclinadas da piramide.
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Figura 16 - Piramide de Pascal

/ N
/
// e | =
’//’ X Z | X Z \, )
wo XV Z E
I a0
* [} o \\/;/ /;a — \J l
Xy T v E
y

Fonte: (ZIENKIEWICZ, 2000 citado por ALBERTINI, 2009, p. 46).

O monémio “xyz” foi colocado na figura 16 pela lei dos expoentes, descrita a

seguir. Entre os mondmios x3 e y3, y3 e z2 e entre z3 e x3 tem 0s seguintes mondmios:

X3 X2y Xy2 y3
y3 y2 Z yzZ Z3
z3 Xz2 X?z x3

A sequéncia do expoente “X” estd na primeira linha, o expoente de “y” na

segunda linha, e a dltima linha com sequéncia do expoente “zZ”. A sequéncia dos

expoentesde x,ye z é: 3,2, 1 e 0, portanto a lei dos expoentes € dada por:

an+1 =X

bn+1 - y3—n

C... = Z° " comn=(0,1,2,3) (86)

A seguir serdo colocadas as linhas que sédo paralelas a x3 e y3, ay3 e z3 e

entre z3 e x3:
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X2z xiyjzk y?z
Xy? xiyjzk Xz2
yzz2  Xylz* X2y

A sequéncia do expoente de x sera determinada na primeira linha, o expoente
de y na segunda linha, e a ultima linha com a determinagdo do expoente z. Pela

expressao (86) i=j=k=1.

Figura 17 - Mondmios do elemento finito prismético regular linear

1
2
¥ . | T
|/ |
I/ | J
)( //' 1
ya\%ﬁ 2 3
e <z Y| / %z
= ;
BN Ky — L
1y i

Fonte: Elaboracgéo do préprio autor.

Os oito mondmios do elemento prisméatico regular linear,
extraidos do polindmio algébrico cubico em x, y e z séo: 1, x, y, z, Xy,

XZ, yZ e Xyz.

4.2 FUNCOES DE FORMA

As funcgbes interpoladoras para os deslocamentos u, v e w, s&o dadas

pelas equacoes:

ué,n.¢) = ay tou +a,n+ a8 +a,dn +agél +agns +a,éné (87)
V(E,1,8) = By + P&+ Bon + BaG + B4 + B + Beng + Bréng (88)
W(E,17,8) =70 + 1S+ ¥+ Vol + Vol + V588 +yeS +y16nE (89)

onde as coordenadas adimensionais sdo dadas pelas equagoes:

=== e ¢-= (90)
a
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Na forma matricial essas equacgdes sédo dadas por:

U=ga (91)
em que:
U =u v ow;
1 & np CEqE R Q0O 0 0 0 000000000 0 0 0
=10 00 0 0 0 0 0 1 & 5 Céné& ndénd0 00000 0 0 |;
. o 0o o0 o0 o0 0 o0 o o0 o0 o0 o0 o0 o0 0 o0 1 & n ¢ én & nd énd

T

o = log o ay a3 ay as ag oy By By Bo Bs B Bs B Br Vo 1 V2 V3 Va Vs Ve Vi)

Substituindo-se os valores das coordenadas nodais na matriz ¢ obtém:

-NoO 1
X b
a b b
111111110 O0O0OO0OO0O0OTO0COTO0OO0OO0OTO0OO0OTO0OO0OO0
o =0 00 000 0 01 1111111 00O0O0OO0TO0O0O0
o o 00000000 00O0O0O0O0O0O0O1 1 11 1111
-NG 2
X —-b c
a b b
1 1-11-11-1-1 0 0 OOOO0OOO0OOOOOOTO0OO0OO
o =0 00 000001 1-11-11-1-1 020 0000 0O
e oo o0oo0oo0o0O0O0O0O0CG0DCSG0ODCO0O8DO0O0O0T1I1-1TT1-11-1-1
-NO 3
X —a —-b
a b b c
1-1-111-1-1 1.0 0 OOOOOOOOOO OO OOO0OO0
o =10 00 00000 1-1-111-1-1 100 0000 0O
o o o0oo0oo0o0o0o0O0O0O0OOODOOODOOLOSOOLI-1-1 1 1-1-11
-NO 4
X —-a b
a b b
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-N6 5
X b z —C
(‘§=—=—=l; n=2="=1 ¢=12 _=_1):
a b b c c
11 1-11-1-1-1 000000 00O0O0O0O0O0O0 00
o =0 00000 O0O01 1 1-11-1-1-100 000 0 0 0
"7 oo 0 0000O0O0GO0OO0OO0O0O0O0 1 1 1-1 1-1-1-1
-NO 6
X a -b —C
a a b b c
1 1-1-1-1-1 11 0000O0O0O0O0UO0O0O0O0O0O0O00
o =10 00000001 1-1-1-1-1 11 00 0 0 0 0 0 0
" o 00000000 O0OO0GO0O0GO OO0 1 1-1-1-1-11 1
-No6 7
X —a -b z —C
a b b c
1-1-1-1 1 1-1 00 00 000 O0O0UO0O0O0O0UO0O0 O
 =|0 0 0 0 0 00 1-1-1-1 1 1 1-1 00 00 0 0 0 O
"7 oo 0 0 0 0 000O0O0O0OTO0OTO0TI1-1-1-1 11 1-1
-N6 8
X —a b —C
a b b c
1-1 1-1-1 -1 100 0 0O0O0O0O0OUOO0OO0O0UO0O0 O
=0 0 0 0 0 c 0 1-11-1-1 1-11 00 000 0 0 0
"7 oo o0 00 o 00 0O0O0O0OO0O0O0T1I-1 1-1-11-11
Considerando-se conjuntamente 0s oito nds do elemento, obtém-se:
d = Ag (92)
onde:

d =

{U1 v, W, U, vV, W, U, vy w, 4, v, w, U, V. W, U, V, W, U
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1 -1 -1

1 -1

-1

1 -1 -1

1-1

-1

1 -1-1
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1 1-1-1

1 -1-1
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1 1-1-1

1 -1-1
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1
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1
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1

-1

1 -1-1-1

-1

1
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1 -1-1-1

-1

1-1-1-1-1 1

1

1-1-1-1-1

1 -1-1-1-1

1-1-1-1

1

1 -1-1-1

1

1
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1 -1 1j
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o

com A~ (funcéo inversa) dada pela equacéo (94):
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(94)

Substituindo a equacédo (93) na (91), e comparando com a equacao (30),

obtém-se que a matriz das fun¢des de forma ¢, para o elemento finito prismético

regular linear com oito noés:

pA*d

u=

(95)

-1

¢
Explicitamente, a matriz ¢ é dada pela equagéo a sequir:

(96)

N,O 0N,0 ON,0 ON,OON;,0ONO0ON,0O0N,0 O

0N,OON,0 0 N;OON,OONOONOON,O0O0 N,O
00 NOON,OONOONO0ONOONO0ONDOO N

4

?:

com:
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N, =1+S+n+l+8n+ &0 +nd +&ng = A+ 8)A+n)A+0);
N, =1+8-n+{-n+&0 —nd =g =1+ 5)A-mA+7);
Ny =1-8-n+l+8n -8 —nd +éng = (1-5A-n+7);
N, =1-C+n+{-n -8 +nd —nd =(1-5)A+mA+7);
Ng =1+S+n-0+8n -8 —nd —éng =1+ 85)A+nA-2);
Ne =1+S-n—-0=8n -8 +nd +&ng =1+ 5A-nA-7);
N; =1-8-n-{+n+& +ng —ng =(1-8)A-mA-7);
Ng =1-C+n-0—-Sn+& —nd+éng = (1-5A+n)(A-7).

As figuras 18, 19 e 20 foram determinadas pela substituicdo dos valores das

coordenadas dos lados, do elemento prisméatico regular linear, na matriz de forma ¢

(96).

Figura 18 — Componentes da funcdo de forma nos lados do prisma com a variavel

em X

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Figura 19 — Componentes da func@o de forma nos lados do prisma com a variavel

emy

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Figura 20 — Componentes da funcdo de forma nos lados do prisma com a variavel

emz

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Com as figuras 18, 19 e 20 conclui-se que a funcédo de forma, nos lados do

elemento finito prismético regular linear, tem variacao linear.
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4.3 MATRIZ DE RIGIDEZ

Conforme visto no item 2.4, a matriz de rigidez de um elemento finito pode ser
deduzida através da equacéo (62). Para o elemento finito prismatico regular linear, a

sua matriz de rigidez foi deduzida por Faglioni (2006, p. 69 a 75), cuja a expresséo é
dada por:

]Su ]§12 ]513 ]514

]SS _ E =21 =22 =23 =24 (97)
(]— + U) (1 - 20) ]531 ]§32 ]533 ]§34
_]§41 ]542 ]543 ]§44_

Os coeficientes ]gl,j da matriz (97) s&o definidos pelas equagdes a seguir:

2 1 1 1 1 1
-Ww+o+06 — —b - -20+60 - —b
9(W “ ) 12C 12 9(!// @ ) 60;{ 24
1 2 1 1 1 1
— —(A+8+0 — -= —(-24+8+0) --
lZc 9( ) 12a 60}( 9( ) 6aZ
1 1 2 1 1 1
—b — —(p+9+ —b - —(p+9-2
e o 12 12° 9(p “) 24 6 ¥ 9(p %)
S b 1 1 2 1 1
- -20+0) -- —b —(Ww+to+0) -— —b
9(V/ @ ) 6CZ 24 9(V/ @ ) 12C 12
1 1 1 1 2 1
- —(-24+89+6) - -— —(A+9+0 -—
60;{ 9( ) 681 12C 9( ) lZa
1 1 1 1 1 2
—b -= —(p+8-2 —b -— —(p+8+
L 24 6aZ 9(/) a)) 12 12a 9(/) w)_
(98)
_ . . -
—(-2y-20+0) -—c Eb}( —(-w+w+6) -=cy gb;(
L —(-24-29+0) . Lo ~(A-29+6) -—a
12 12 d 6 d 24
1 1 1 1
-—b -—ay —(p-29-20) --b -—a —(p-29+
|z z 3t 8(/) ) -2 PRl Cata )
=21 T
—(-2y +w+0) lc;( %b){ —(-2y-20+0) —c %b){
1 1 1 1 1
= “(A-28+60) — ~ —(-24-28+6) -—
Cl ( ) 24 12c ( ) 7
1 1
~=b —a =(p-29+ -—b —ay —(p-29-2
L z 24a (p w) 12 z 12‘37( 18(p w)_
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1
~(w+o-20 — by  —(y-20-20) — -—b
9(W w=29) 24" 6 ¥ by ~20-20) P 12"
1 1 1 1 1
~c  Z(A+8-200) = ——cy  —(-24+8-26 -
24° 9( ) 67X 124 ( ) 12°
1b;( la;( ~(-2p+3+w) ib;( ia —(-2p+9-20)
6 6 2 12
k= 1 1 1
—(w-20-20) -—cy —Eb;( ~(y+w-20) Y —gb;(
1 1 1 1 1
oy —(-24+9-20) -— - Z(A+9-20 -
127 ( ) 12° 24° 9( ) 64
L NE —(-2p+9-20) 1y -Za —(-2p+9+0)
BRE > p V4 4 p |
(100)
i 1 1 1 ]
-—(y+o+b) -— -——b —(-w+e-20) -— -—b
b+o+9) 24" 24 2y +0-20) K 12
Lo Larery L Lo La2e2e  -La
24 24 127 g
1 1 1 1 1
-— -—a -—(p+9+w) -—b -—ay —(-2p-29+
I 24 (o+d+a) 2 12 18( p )
=41 l 1 1
—(-2!//+C()—20) —Cy —E ——(l//+a) 0) a —Zb
1 1 1 1 1 1
= —(A-29-20) -— = = (1+8+0)  —
12 18( ) 127 24" 8( ) 24°
1 1 1 1 1 1
-— —ay —(-2p-2%+w) -—>b — -—(p+9+
12 1% 18( P %) 24 24 18('0 w)_
(101)
_ . . -
—(-2y-20+0) ~——c  -—by —(-y+o -—cy -—by
(-2p —20+0) 12b (—2p +w+0) 6b
1 1 1 1
e (-24-28+0) -— - “(A-29+60) —
12 18( ) 127 CZ ( ) ?
1 1 1 1 1
—b — —(p-29-20) =b —a =(p-29+
o o 12 d 12 18('0 %) 6 % 247 (o %)
B (2w +w+0) Lo 1y i(—2 -20+0) L. 1y
v 6 ¥ T 2%
1 1 1 1 1 1
= Z(A-28+60) -— o —(-24-28+60) —
6 % 9( ) 24° 12" 18( ) 127
11 1 1 1
=b -—a (p-29+ —b -—ay —(p-29-2
| b 28 olPm28+a) Sbr TG W)_

(102)
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1 1
—w+o+6 — -— —(w-20+86 - -—
v+o+0)  — > (v -20+0) Ty
1 2 1 1 1 1
— —(A+8+0) -— -= —(-24+8+0 -
12C 9( ) 12a 6CZ 9( ) o
1 1 2 1 1
-— -— - 8 -— -= = 9-2
12 12° 9(er +a) 24 64 (p+8-20)
ky, = 1 1 1
—(v-20+0) -- -— “wv+o+6) -— -
(v —20+6) cx 4 (v +o+0) 12c >
1 1 1 1 2 1
- —(-24+89+0) -- -— —(A+9+6 —
6CZ 9( ) % 12c 9( ) 12
1 1 1 1
-—b>b - —(p+8-20) -—b — —(p+9+
24 6 x (p a)) 12 12 ? (,0 a))_
(103)
I 1 1 1 1 1
-——(W+o+6 -—— —b —(-2y+w-20) -— —b
(l// @ ) 24C 24 ( vre ) 120}[ 12
1 1 1 1 1
-— -—(1+9+40 — — —(4-29-20 -—
24c ( ) 24a 12c;( 8( ) 12a}(
1 1 1 1 1
— —a -—(p+9+ —b — —(-2p-29+
oo 24 24 (p+d+a) 2 1% 18( p )
o —(-2p +w-20) Lo L -—(y+o+06) 1o =N
v 12 a4 12 v 24 24
1 1 1 1 1
-— —(4-29-20 — — -—(A+9+46 -——
120}{ 18( ) 125% 24c ( ) 24a
1 1 1 1 1
— -—ay —(-2p-28+w) —b -— -—(p+9+
12 lZaZ 18( P a)) 4 24 (p a))_
(104)
[1 1 1 1 ]
~(y+w-20 — ~b —(w-20-20) — —b
9(W @ ) 24c 6 4 (V/ @ ) ZCZ 12 z
1 1 1 1
— —(A+9-20 = -—— —(-24+9-20 -
54° ( ) ay X ( ) a
1 1 1 1 1
-=b -Zay  —(-2p+8 -—b -——a —(-2p+9-2
6~ 674 (-2p+5+0) 2* 12° 18( p+9-20)
e Ly-20-20) -Lc Loy lyre-) -Leo 1y
v 12 x 12 4 v 24 6 Z
1 1 1 1 1
— —(-24+9-20) — -—— ~(A+9-26 -=
12CZ ( ) 2 24c ( ) 6aZ
1 1 1 1 1
-—b —a —(-2p+9-20) -=b = ~(-2p+9+
b7 2 g2pt8-20) ~=by o 2ptdro) |
(105)
kis=ki (106)
ko3 =ks, (107)
k33 =k (108)
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ki3 =k, (109)
K=k (110)
Ky =ky (111)
K=k (112)
Ky =ki4 (113)
sendo:
=220
a
ac
A=—(1-v
(1 - 0)
ab
p=—(@1-0)
C

1
V=7 20 . (FAGLIONI, 2006, p.72 a 75)

4.4 MATRIZ DE MASSAS

A matriz de massas de acordo com a equacéo (60) é definida por:
m=| p¢' gdVe
- Jdve ~ -

m= IVe pg{ﬁT pdxdy.dz (114)

Com base na definicdo das coordenadas adimensionais dada pela equacao
(90) é possivel escrever:
dx=déa
dy =dnb
dz=d{c
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Substituindo na equacédo (114) determina-se a matriz de massas em termos

de coordenadas adimensionais:

(115)

" g de-dnde

1
-1

Substituindo-se a matriz de forma ¢ dada pela equagéo (96) em (115) e,

1
-1

p-a-b.cj

m=

(@]
S ©
8 © o
O
= © o o
o
M_A.v ©® O o <
m © O o < o
5 £ ©® O O < o o
y—
c - ©® OO < O o N
S
n ) © OO O O N O
m ©® OO < OO0 N O O
% ® OO < O o NO O <
S © OO OO WNO O O
®©
e WO O T OO NOOTT O O
% OO NOOCHOOONOO <
N ® OO NOOHOONOOS<S O
 —
T WO O NOOdOONOOTSTO O
m ) 0 OO < OO0 400 NOO <O O
-
e% W OO T OO 40O NOOSSTOON O
n c
5 = WO O <O O 400 NOO <O O N O O
P —
wb 0O O T OO NOONOOSSTOONOO H
c O
Cw WO OO O NOONOOSTOONOO A O
.
~%0 WO OO ONOONOOSTOONOOHO O
qravm W OO <O O NOOFTOOFTO O NOOHAOG O N
— \(©
wm WO O OO NOOFTOO O ONOOHOO N O
—= U
.m.m © O O YOO NOOYTOOYTOONOOHOON OO
[&)
ao o~
n £
Lo Il
(@]
.mm £
C
c O
Wm
fb
O o

(116)



75

4.5 MATRIZ DE AMORTECIMENTO

“c”, dada pela

A dificuldade em determinar a matriz de amortecimento

equacdo (61), esta no obstaculo em obter-se a magnitude do parametro de

amortecimento viscoso “u .

“O grande obstaculo esta relacionado com a determinacdo da magnitude do
parametro de amortecimento viscoso “x” do material, HALLAN et al. (1978),sem o

[{ PRt

qual a matriz “c
Segundo Cook et al (1989), citado por Waidemam (2004, p.43) tal

fica indeterminada.” (RODRIGUES, 1997, p. 109).

procedimento é impraticavel, pois as propriedades de amortecimento dos materiais
nao sao suficientemente definidas para que se permita uma analise deste tipo.

Para contornar tal dificuldade utiliza-se neste trabalho, dentre os métodos
existentes, o método de amortecimento modal, também conhecido como
amortecimento Rayleigh, onde o amortecimento viscoso € introduzido por meio de

fracOes especificas do amortecimento critico.

4.5.1 Frequéncias naturais de vibracgao

Dado um sistema estrutural com comportamento linear, livre de
carregamentos externos, e desprovido de qualquer tipo de mecanismo de
amortecimento, pode-se particularizar a equacéo (64) que rege 0 comportamento

dindmico estrutural da seguinte forma:
MDB™+KD=0 (117)
onde “9 ” € o0 vetor nulo.
A solucéo analitica da equagéo (117) é dada por:

II} = )5 senowt (118)

D® = w X cos wt

D" = — w? X senat
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Nesta equagdo, “X” é um vetor chamado de autovetor, formado pelas

maximas amplitudes dos deslocamentos nodais, € “»” € um escalar que quantifica a
frequéncia natural de vibracao da estrutura.
Substituindo-se a solucdo dada pela equacéo (118) na equacéo diferencial de

vibracao livre sem amortecimento (117) obtém-se:

[-M X @® + K X enct =0

Para que tal produto seja nulo, uma vez que a parcela “ senat ” pode assumir

qualquer valor, é necessério que faca a seguinte imposicao:

M X o® =K X (119)
Multiplicando-se ambos os membros por “ lf_l ”, obtém-se:
4 4 1
(K M )X =K K| X—
- - R )
K*M)x=xA
onde “A” é o autovalor dado por:
1
A:—2
) (120)

Devido o produto “K™M"” resultar em uma matriz nio simétrica, sera

desenvolvida a equacdo (117) primeiramente aplicando-se a decomposicdo de

Cholesky na matriz “K”, tem-se:
K=LL (121)
onde “L” & uma matriz triangular superior nao singular.

Utilizando-se a matriz “ L ” para transformar os autovetores tem-se:

1 X

=LX
mpk (122)

ou
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11y
X=L7X (123)

-1
Multiplicando-se a equagédo (119) por “{LT} ” e substituindo as equacbdes

(122) e (123) obtém-se:

el 120

Substituindo-se a equacéo (121) na equacao acima, obtém-se:
(RIS ) FRNES 9!

[LT }1 MLEX = XA (125)
Segundo Bathe (1996), citado por Rodrigues (1997, p.112), o produto

-1
“[LT} MLY” resulta uma matriz simétrica, permitindo-se a utilizagcdo do método de

Jacobi que € indicado para a obtencédo dos autovalores e autovetores de tal matriz.
Uma vez obtido cada um dos autovalores “A”, pode-se calcular as

frequéncias naturais de vibracdo da estrutura através da equacao:

o= |— (126)

4.5.2 Amortecimento Rayleigh

‘O amortecimento Rayleigh é definido pela combinacédo linear entre as
matrizes de rigidez e de massas, CLOUGH et al. (1975), sendo que tal
amortecimento € dado por:” (RODRIGUES, 1997, p.113)

C=AM+A4K (127)

onde “A,” e “4” sédo constantes da matriz de amortecimento e quantificam a

proporcao existente entre as matrizes de massas e de rigidez.

“A relacdo existente entre as constantes de amortecimento “1,,” e “4,” e a
fragdo do amortecimento critico “¢” para uma dada frequéncia natural de vibracao “

o”, € dada pela equacgéo (128), COOK et al. (1989).” (RODRIGUES, 1997, p.113)
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1 A
Si=5| A += (128)

W
As constantes de amortecimento podem ser determinadas utilizando-se

fracbes do amortecimento critico para duas diferentes frequéncias naturais de

vibracéo:
Cfl:% /lka)1+/l—m
0
(129)
& =% A3 =
)
Resolvendo o sistema (129) obtém-se:
A _2&mp =)
(@3 -of)
(130)
PR (S0, =S50
m-— 2 2
(a’z ! )

Usualmente, os valores das freqiiéncias naturais sdo tomados da seguinte forma,

COOK et al. (1989): para “w;,” adota-se a menor freqiiéncia natural de vibracdo da
estrutura e para “w,” adota-se uma frequéncia relacionada com o carregamento
externo de maior importancia ou “w,” a frequéncia subseqiente a “o
” (RODRIGUES, 1997, p.114)
Com relagéo as fragbes do amortecimento critico, as mesmas sao dadas em
funcdo do tipo de material e do tipo de sistema estrutural empregado, lembrando-se

que o amortecimento critico é dado pela relacdo “&=1". Portanto para estruturas
convencionais o valor de “&” € sempre menor que a unidade (amortecimento
subcritico).

J& a condicdo de amortecimento critico pode ser descrita como sendo uma
pequena quantidade de amortecimento, necessaria para que ndo ocorra oscilacao,

na resposta de um sistema livre de carregamento externo.
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4.6 FORCAS NODAIS EQUIVALENTES

Quando o carregamento externo atuar fora do né estrutural, € necessaria a
obtencao de forgcas nodais equivalentes do elemento.

As forcas nodais equivalentes do elemento para carregamento no volume, na
superficie do elemento e, concentrado fora do noé estrutural, sdo determinadas

utilizando-se a equacao (63):

f_ = T sdVve. D"
~E —[/e ? ﬁ ~ € p~Ve (131)
fo = [ _¢" ¢dse. P .. (132)

4.6.1 Forcas nodais equivalentes para carregamento na superficie

Para resolver a integral dada pela expressao (132) € necessario encontrar a

matriz do carregamento 4 , que sera determinada na sequencia. A figura 21

~-p
representa o carregamento superficial na direcdo do eixo z, onde com os valores de

P1, P2, P3 e P4 deve-se formar um plano.

Figura 21 - Carregamento superficial no elemento finito prismatico regular linear

i Z,W
P3-

]

- X,U

Fonte: Elaboracgédo do préprio autor.
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As componentes dos esfor¢cos superficiais na forma matricial foram dadas na

equacao (3):

p' ={S, S, S, | ©)
~ Se

-
0)
Pl
@)

o

T
N

(134)

OOOOOOOOOOOOEOOBOO

Serao encontrados os coeficientes do polinémio:
S,(X,Y,Z) =y + X+, Y + 2 + o, XY + A XZ + o YZ + o, XyZ (135)
Substituindo os valores conhecidos do carregamento no polindbmio (135):

o, + oy + a,b + € + ,ab + aac + o be + a,abe = P1



o, + g+ a,.(-b) + o, + a,.(—ab) + eac + . (—bc) + «,.(—abc) = P2
o, + ay.(—a) + a,.(-b) + o, + ,ab + o..(—ac) + a.(—bc) + a,abe = P3
o, + o.(—a) + a,b + a,C + ,.(—ab) + a.(—ac) + e bc + a,.(—abc) = P4
o, + aya + a,b + a,.(—C) + @b + o .(—ac) + . (-bc) + o, .(—abc) =0
o, + ya+ a,.(-b) + a,.(—C) + a,.(—ab) + a.(—ac) + o bc + ,abc = 0
a, + a,.(-a) + a,.(-b) + a,.(—C) + o,ab + aac + e bc + o, .(—abc) =0
a, +a,.(-a) + a,b + a;.(—C) + ,.(—ab) + aac + . (—bc) + a,abc = 0

Resolvendo o sistema:
P1+ P2 + P3 + P4

o=

B 8
P1+ P2 —P3 — P4
%1= 8a
P1— P2 —P3+ P4
%2= 8h
P1+ P2 + P3 + P4
¥3= 8c
P1—- P2+ P3 — P4
Y= 8ab
P1+ P2 - P3 — P4
¥s= 8ac
P1—- P2 —P3 + P4
%6= 8bc
P1—- P2+ P3 — P4
%7= 8abc

Para o caso particular de P1=P2=P3=P4=P:

P
To=
P
a3=2—C
A=, =0, =0s=0Qg=a; =0
P Pz
Sz(x,y,z)_5+2—C

Na forma matricial os esfor¢os superficiais podem ser escritos como segue:

81
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Il
o o o
o o o
N|FRPO O
o o o
o o o
N[jNho o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o

0
0
P
0
0
P
0
0
P
0
0
P
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
_O_

7

Entdo a matriz de forma do carregamento em coordenadas adimensionais é

dada por:
00 00O OOOOOOOOOOOOGOOS®OSOSOODO
=0 00 OO O 0O0O0OOOOOOOOOOOOOOOTO 0O
~p00%00%000000000000000000
(136)

Substituindo as equacgbes (96), (134) e (136) na integral (132) séao
determinadas as forgcas nodais equivalentes para o carregamento superficial
aplicado (para P1=P2=P3=P4=P):

fe = [..¢" ¢ dse. p,

11 1

fe=ab[[| [¢"¢ dddrdg P,

—1-1 -1
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2Pab

N
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N
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(op

fe

!
T
90O OW

o

QO OOO‘

T
o

(137)

90O OW

T
o

QO OOO‘

T
o

w ‘

4.6.2 Forcas nodais equivalentes para esfor¢co concentrado

O esforgo concentrado foi definido pela expresséao (4):

pT :{Cx Cy Cz}
~C

Serdo determinadas as forcas nodais equivalentes, com base no

carregamento concentrado dado na figura 22.



Figura 22 - Carga concentrada no elemento finito prismatico regular linear
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LZ,W

Y,V

- X,U

Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

A matriz do carregamento concentrado da figura 22 é:

0
0

~C —P

(138)

As expressdes (96) e (138) serdo substituidas na (133) para determinacao

das forgas nodais equivalentes em coordenadas cartesianas (X,y,z):

=9 P
N -~ ~C
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(139)

Para o caso particular da forca P estiver na linha situada entre oné 3 e o n6 2

(x=x; y=-b; z=c), as forcas nodais equivalentes para o carregamento concentrado

ficam representadas por:
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(140)

N

-
_
O x|®

OO0 0000000000 O0OO0OO0o

fe
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5 ASPECTOS COMPUTACIONAIS
5.1 GENERALIDADES

Para ilustrar o funcionamento do software desenvolvido na linguagem
MATLAB no decorrer deste trabalho, apresenta-se neste capitulo uma visdo geral do
codigo computacional, referente a implementacdo do método de Newmark na
andlise dinamica de placas.

A estrutura do programa computacional foi realizada em médulos, permitindo

uma facil adaptacéo para andélise de outros elementos estruturais.

5.2 MONTAGEM DO SISTEMA DE EQUACOES

Como a maior parte das matrizes estruturais sdo simétricas, somente ha
necessidade de se armazenarem os coeficientes pertencentes a parte triangular

superior, ou inferior, e os coeficientes da diagonal principal, como ilultra a figura 23.

Figura 23 - Esquematizagdo de matrizes simétricas

Kyq sup.

com kmn = knm

kmn eeoe

inf. k

Fonte: Elaboracgédo do préprio autor.
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5.2.1 Processo de expansao e acumulacao

A matriz de rigidez global “Ks” de uma estrutura € obtida pela contribuigao
das matrizes de rigidez de cada elemento, conforme mostra a equacédo (141). Entédo

bY

cada coeficiente da matriz “Ks“ corresponde a somatéria das contribuicdes dos

varios elementos da matriz de rigidez de cada elemento, que concorrem a um
mesmo no, formando uma matriz simeétrica.

Ks=) ks (141)
1=1

5.2.2 Armazenamento computacional da matriz de rigidez

O armazenamento da matriz de rigidez da estrutura foi realizado com a
técnica de altura efetiva de coluna ou skyline, que permite armazenar dentro de um
vetor as colunas da parte triangular superior da matriz e os elementos da diagonal
principal, a partir do primeiro elemento ndo nulo de cada coluna. Este
armazenamento é realizado em forma sequencial por coluna, de cima para baixo. O
vetor auxiliar IPOS é necesséario no armazenamento skyline, pois tem como funcao
indicar as posicdes dos elementos da diagonal principal da matriz.

A partir do armazenamento da matriz de rigidez da estrutura em skyline, foi
determinada a matriz de rigidez da estrutura, no formato de matriz quadrada e
simétrica.

5.3 CONDICOES DE CONTORNO

Para resolver o sistema de equacdes:

G.AD =R(Dy) (142)

E necessario considerar os vinculos fazendo com que a matriz C? deixe de

ser singular.
Neste trabalho sera utilizado a técnica dos zeros e um, que utiliza o artificio
de substituir em uma diregao restringida “i”, todos os coeficientes “ G, ” da linha

{1t
|

3

com j#i, e da coluna ", com j=i, por zeros, e o coeficiente “ (5. " da diagonal

principal por um, conforme mostra a equacéo (143), e no vetor de residuos substitui-
se o coeficiente “ R. " por zero.
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Gll Glz w0 Gln _ADl_ Rl
GZl Gzz - 0 Gzn ADz Rz

0 0 . 1. 0 |AD/||O e

Gnl an - 0 é.nn__ADn_ Rn

Da equacéo (143) em sua linha i:
ADi =0 , foi realizada a restricao.

5.4 SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES
A resolucao do sistema de equacdes foi realizada pelo Método de Cholesky.

O objetivo é resolver o sistema de equacdes determinando o A [?k .

GAD =R(Dy) (142)
Inicialmente faz a decomposicdo da matriz de rigidez global em duas
matrizes:
T
G=G/G, (144)

onde Gt € uma matriz triangular superior.

Substituindo a expresséo (144) em (142):
G .G A D =R(D,)
- ~t ~ ~

GtTY = E{(D}) (145)

Determina-se Y~da equagao (145) correspondendo a um processo de

substitui¢ao.
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~t ~k ~

O processo de retrosubstituicdo resolve o sistema (146) determinando o

AD
~k

5.5 ESQUEMA GERAL DE CALCULO

O esquema geral de célculo é ilustrado pela figura 24 para analise estatica,
pela figura 25 para andlise estatica com carregamento incremental, e pela figura 26
para analise dindmica, que esta em conformidade com a figura 13 — Diagrama de
blocos do método de Newmark, sendo que cada bloco contém o nome de uma sub-

rotina especifica, cuja funcao € descrita no item 5.5.1 deste trabalho.
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Figura 24 - Etapas das sub-rotinas do programa para calculo da andlise estatica

Informagdes iniciais
I.BANCO DE DADUS

Geometria, coracteristicas fisicas dos materials,
restricoes de apoio, solicitacoes

Montagem do sistema de equagdes

PMATRIZ DE RIGI- A MATRIZ DE RI- SMATRIZ DE

DEZ DO ELEMENTDT]' GIDEZ DA ESTRU- = RIGIDE/Z DA
- TURA — SKYLINE ESTRUTURA

LB‘VETD@ [POS

e}

DA MATRIZ DE RI- = DAIS EQUIVA-
GIDEZ LENTES

GTPIHGULHPI,AQ;D% / FORCAS NIO-

SKYLINE

Resolugdo cdo sistema
cde equactes

8. SUBSTITUICAD 7

L” 9 RETRUOSUBSTITUILAD

10 DESLOCAMENTOS 1ILFORCAS

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

As sub-rotinas 10.DESLOCAMENTO e 11.FORCAS foram determinadas com
base na expressao:

KD=F (65)

Para determinar a sub-rotina 10.DESLOCAMENTOS foi utilizada a sub-rotina
“4.MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA - SKYLINE”, com as condi¢cbes de
contorno da estrutura, com a técnica dos zeros e um.

A sub-rotina “11. FORCAS” tém como objetivo determinar as reacdes de
apoios, onde se utilizou da sub-rotina “5. MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA”,
em forma quadrada e sem as condi¢des de contorno da estrutura.
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Figura 25 - Etapas das sub-rotinas do programa para calculo da andlise estatica com

carregamento incremental

Informagdes iniciais

1.BANCO DE DADOS

Geometria, caracteristicas fisicas dos materiais,
restricoes de apoio, solicitactes

Montagem do sistema de equactes

cMATRIZ DE RIGI- 4AMATRIZ DE RI-

DE/Z DO ELEHENTDW(
L> SNVETUR IROS

SMATRI/Z DE
GIDE/Z DA ESTRU- RIGIDE/Z DA
TURA — SKYLINE ESTRUTURA
6 TRIANGULARIZACAD 7FORCAS NO-
DA MATRIZ DE RI- = DAIS FQUIVA-
GIDEZ — SKYLINE LENTES j

ALﬂ

L—» 8.DESLOCAMENTO INICI

\:F;:“}EDHTADDR’ DO N° DE CAR’F?EGAHEHTDS)—W

Fl

10.PREVISAD DOS

DESLOCAMENTOS

11.

RESTDUD

Resolugdo do sistema de equagoes

o

12, SUBSTITUICAD

I3RETROSUBSTITUICAD

Le» 14 CORRECAD DOS DESLOCAMENTOS

—~

Fonte:Elaboragédo do préprio autor.
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Figura 26 - Etapas das sub-rotinas do programa para calculo da analise dindmica

Informacoes iniciais

Geometria,

1.BANCL DE DADUOS

tri caracteristicas fisicas dos materiais,
restrictes ce apolo, solicitacbes

Montagem co sistema de equagtes

S MATRIZ DF RIGIH SMATRIZ DE RI- 7MATRIZ DE
MENT GIDEZ DA ESTRU- RIGIDEZ DA

- DEs Do BLEMEN DE} TURA — SKYLINE ’1 FSTRUTURA 41
3.VETOR IPOS ———!W - -

- ‘ - SMATRIZ DE
AMATRIZ DE MAS-— {,ﬁiMATRIZ o MASf {iV,, , .
<A D0 ELEMENTD SAS DA ESTRUTU MASSA DA

RA — SKYLINE FSTRUTURA |
9 FREQUENCIAS 10MATRIZ DE AMOR- 11T.MATRIZ DE
= NATURAIS = L CIMENTO DA ES— = AMORTECIMENTD
TRUTURA-SKYLINE ESTRUTURA

[g ]

12 MATRIZ

| GLOBAL
DA ESTRUTURA -
| SKYLINE |

13 TRIANGULARIZA-
Cal DA MATRIZ
GLOBAL -SKYLINE

14 FORCAS NODAIS
— ™EQUIVALENTES

i

19 PARAMETROS INICIAIS

e

16 ACELERALAD

INICTAL

-

2N

17.CONTADOR DO N° DE INTERVALOS DE TEMPO ﬁ;i““"*Fi”‘

I8 PREVISAD DOS
PARAME TROS-EQUA-
COES DE NEWMARK

-

19.RESIDUD

'

/ AN
/ AN -
COCONDICAD Y—
DE EQUI-
N\ /

,] TV

el.SUBSTITUICAO

Resolugdo do sistema de equactes

E%V

22 RETROSUBSTITUICAD

~

L c3.CORRECaO DUS PARAMETROS

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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5.5.1 Descricao das sub-rotinas

A descricdo das funcdes de cada sub-rotina contida na figura 26 é
apresentada a seguir. A determinacdo de cada sub-rotina deve ser determinada

respeitando-se a ordem de sua numeracao.

Sub-rotina “1.BANCO DE DADOS”
No banco de dados séo fornecidos os seguintes dados: caracteristicas fisicas

dos materiais, geometria, vinculagéo e solicitacdo da estrutura.

Sub-rotina “2.MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO”

Determina a matriz de rigidez do elemento finito prismatico regular linear “k “,

de acordo com a equacao (97) dada no item 4.3.

Sub-rotina “3.VETOR IPOS”
O vetor auxiliar IPOS armazena as posi¢coes dos elementos da diagonal
principal da matriz de rigidez ou de massa da estrutura.

Sub-rotina “4.MATRIZ DE MASSAS DO ELEMENTO”
Determina a matriz de massas do elemento finito prismatico regular linear

“m”, conforme a equacao (116) dada no item 4.4.

Sub-rotina “5.MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA-SKYLINE”

A matriz de rigidez da estrutura “K” é calculada com a somatoéria das

contribuicdes dos varios elementos da matriz de rigidez que corresponde a um
mesmo no.

Foi armazenada a matriz de rigidez da estrutura “K” com a técnica de altura

efetiva de coluna ou skyline.

Foram aplicadas na matriz de rigidez da estrutura “K” as condi¢cdes de

contorno da estrutura, com a técnica dos zeros e um.
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Sub-rotina “6.MATRIZ DE MASSAS DA ESTRUTURA-SKYLINE”

A matriz de massas da estrutura “M ” é determinada fazendo a somatoéria das

contribuicdes dos vérios elementos da matriz de massas que correspondem a um
mesmo nd. O armazenamento da matriz de massa da estrutura foi realizado pela
técnica skyline.

Na matriz de massas da estrutura “M ” foi aplicada as condi¢des de contorno

da estrutura.

Sub-rotina “7.MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA”
E determinada a partir da sub-rotina “5.MATRIZ DE RIGIDEZ DA
ESTRUTURA-SKYLINE”. A matriz de rigidez da estrutura “K” tem forma quadrada e

simétrica, e com a aplicacdo das condi¢cdes de contorno da estrutura.

Sub-rotina “8.MATRIZ DE MASSAS DA ESTRUTURA”
E determinada a partir da sub sub-rotina “6.MATRIZ DE MASSAS DA
ESTRUTURA-SKYLINE”. A matriz de rigidez da estrutura “M " tem forma quadrada

e simétrica, e com as condi¢des de contorno da estrutura.

Sub-rotina “9.FREQUENCIAS NATURAIS”
Calcula os valores das frequéncias naturais de vibracdo da estrutura.

Os valores de “w,” e “w,” sao determinados conforme descrito no item 4.5.1

com o auxilio da equacao (126).

Sub-rotina “10.MATRIZ DE AMORTECIMENTO DA ESTRUTURA-SKYLINE”

Calcula a matriz de amortecimento global “Cc ” da estrutura, conforme equacao

(127) do item 4.5.2 deste trabalho. A matriz de amortecimento da estrutura foi
determinada utilizando as matrizes de rigidez e de massa na forma skyline, portanto

a matriz “c ” tem formato de um vetor, e tem as condi¢cbes de contorno da estrutura.
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Sub-rotina “11.MATRIZ DE AMORTECIMENTO DA ESTRUTURA”

Calcula a matriz de amortecimento global “c” da estrutura em formato de

matriz quadrada simétrica, conforme equacgdo (127) do item 4.5.2 deste trabalho. A
matriz de amortecimento da estrutura foi determinada a partir da Sub-rotina
“7.MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA” e da Sub-rotina “8.MATRIZ DE MASSAS
DA ESTRUTURA”, e tem as condi¢des de contorno da estrutura.

Sub-rotina “12.MATRIZ GLOBAL DA ESTRUTURA -SKYLINE”
Com base na equacao (85) dada no item (3.5.1), € determinada a matriz

global da estrutura “G ” dada por:

G=M1+C7/+K

~ |- At - pat -

A matriz global da estrutura G foi determinada utilizando as matrizes de
rigidez, de massa, e de amortecimento na forma skyline, portanto a matriz “G ” tem

formato de um vetor, e tem as condi¢bes de contorno da estrutura.

Sub-rotina “13. TRIANGULARIZACAO”
A equagdo (144) demonstra a decomposi¢cdo da matriz de rigidez

global em duas matrizes.

G= GET GE (144)

A etapa de triangularizacdo determina a matriz GE , que € a matriz triangular
superior.
Sub-rotina “14.FORCAS NODAIS EQUIVALENTES”

Calcula as for¢cas nodais equivalentes, conforme as equacdes (137) do item
4.6.1 e a (140) do item 4.6.2.



97

Sub-rotina “15.PARAMETROS INICIAIS”

Para o instante inicial toséo fornecidos o deslocamento inicial I?o e a

aceleracdo inicial [ .

Sub-rotina “16.ACELERACAO INICIAL”

Para obter as aceleragbes “D, " utiliza-se a equacédo de equilibrio (64) na

seguinte forma:
Dy=M ‘1{FE (0)-CDy-K DO}

As matrizes “C” e “K”, utilizadas para a determinacédo de “D,”, sao

guadradas.

Sub-rotina “17.CONTADOR DO N° DE INTERVALOS DE TEMPO”

Fornece o numero de intervalos de tempo.

Sub-rotina “18.PREVISAO DOS PARAMETROS — EQUACOES DE NEWMARK”

” “*

Faz uma previsdo dos parametros “D, ", « € “Dk” através das equacbes

dadas no item 3.5.1:

I:'jk =Dy
Dk = Dk_l-l-(l—]/)At Dk_l-i-]/At Dk (74)
D, =Dy _;+At Dk_l+6_ ﬂ)mz Dy 4+ A2 D, (75)

Sub-rotina “19.RESIDUQ”

Calcula o residuo “ R(ij ” com auxilio da equacgéao (72) dada no item 3.3:
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~

R(DKJ:FE (t)-M D, ~CD, -K D, (72)

As matrizes “M " “C” e "K” séo quadradas.

Sub-rotina “20.CONDICAO DE EQUILIBRIO”

A condicao de equilibrio é realizada atraves da relacao:
R©o|

. —

|[FE_(nat) |

onde ¢ € atolerancia a ser informada ao programa computacional.

Sub-rotina “21.SUBSTITUICAQ”

Determina-se Y~da equacao (145) correspondendo a um processo de

substituicao.

GtTY~ = E{(D}) (145)

Sub-rotina “22.RETROSUBSTITUICAQ”

Determina-se o A [?k do sistema (146):

G AD =Y (146)

Sub-rotina “23.CORRECAO DOS PARAMETROS”

Efetua-se a corre¢do dos parametros “D,” e “D«” e “D,” através das

equacdes dadas no item 3.5.1:

Dk = Dk +A Dk

~ (corrigido) ~ ~



Dy
~ (corrigido)
Dy

~ (corrigido)

= Dk +LAD

~

ZDk-I-

BAt

1
BAt?

~

AD,
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6 ANALISE NUMERICA
6.1 GENERALIDADES

O objetivo deste capitulo € analisar o comportamento linear estatico e
dindmico de placas, através do elemento finito prismatico regular linear. A analise
sera realizada por varios exemplos elucidativos, fazendo a comparacdo dos
resultados obtidos deste trabalho com o elemento finito de placa retangular, da
dissertacdo do Waidemam (2004). Os apoios da placa aplicados nos exemplos estdo

representados pela figura 27.

Figura 27 — Apoios das bordas da placa discretizada em 2x2x2

1.BORDOS APOIADOS NA ALTURA MEDIA DA PLACA

10 ’11 \12

Nos restritos: 10,11,12,13,15,16,17 e 18.

2.BORDOS APOIADOS NA BASE DA PLACA

|
|

3.BORDOS ENGASTADOS

Nos restritos: 1,2,3,4,6,7,8,9,
10,11,12,13,15,16,17,18,
19,20,21,22,24,25,26 e 27.

> 3

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Para a placa discretizada em 2, 4, 6 e 8 camadas, os deslocamentos
determinados neste trabalho referem-se aos nos localizados na altura média da
placa. Para a placa discretizada em 1 camada, foi realizada a média aritmética dos
deslocamentos dos nos situados nas superficies da base com a do topo da placa.

6.2 EXEMPLO 1 — ANALISE ESTATICA DA PLACA QUADRADA COM CARGA
DISTRIBUIDA

A placa deste exemplo possui védos com dimensdes iguais a “a”, espessura

* ”

igual a “t” e um carregamento “q” agindo de forma uniforme em toda a sua area,

conforme ilustrada pela figura 28.

Figura 28 — Placa quadrada com carga distribuida

i Z

a (cm)

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

A placa tem como caracteristicas fisicas, modulo de elasticidade longitudinal
igual a “E” e coeficiente de Poisson igual a 0,25.

A placa serd analisada estaticamente com todas as bordas simplesmente
apoiadas, restringindo os nés situados na altura média da placa, e também com as
bordas engastadas. Visando estudar a influéncia da discretizacdo dos elementos
finitos serédo realizadas nos exemplos varias discretizacdes de malhas no plano xy, e
com 1, 2, 4 e 8 camadas discretizas na direcao z.

Os resultados obtidos estdo apresentados na sequéncia, juntamente com 0s

valores fornecidos pelas tabelas de Bares (1972), representadas pelas expressoes
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(147) que sera utilizada para as bordas simplesmente apoiadas na altura média da
placa, e a (148) para todas as bordas engastadas.

d =0,0457 ga*/Et’ (147)

d =0,0143 ga*/Et® (148)

No programa desenvolvido em linguagem MATLAB foram fornecidos os
seguintes dados:

E=29x10°kN/cm® ; ©=0,25; a=500cm; q=0,001kN/cm?; e quatro
espessuras com valores de 5 cm (“t/a”’=1/100), 20 cm (“t/a”’=1/25), 50 cm (“t/a”=1/10)
e 100 cm (“t/a”=1/5).

Substituindo os valores nas expressfes de Bares (1972) representadas pelas

expressodes (147) e (148), os valores dos deslocamentos no ponto central da placa
dados por Bares (1972) sao de:

d = 0,0457 ga*/Et® = 7,879310345 cm para as bordas apoiadas e t/a de 1/100;

d = 0,0143 qa*/Et® = 2,465517241 cm para as bordas engastadas e t/a de 1/100;
d = 0,0457 ga*/Et® = 0,123114224 cm para as bordas apoiadas e t/a de 1/25;

d = 0,0143 ga*/Et® = 0,038523707 cm para as bordas engastadas e t/a de 1/25.

As respostas obtidas pelo programa MATLAB encontram-se nas tabelas que
seguem, onde relacionam o deslocamento em “cm” em func¢@o do nimero da malha
no plano xy e da camada na direcdo z. No plano xy foram determinadas malhas de
2x2=4, 4x4=16, 8x8=64, 16x16=256, 20x20=400, 24x24=576, 32x32=1024,
42x42=1764, 50x50=2500, 56x56=3136, 64x64=4096, 80x80=6400. Na dire¢do z a
placa foi discretizada com 1, 2, 4 e 8 camadas respectivamente. As ordenadas dos
graficos com o deslocamento adimensional, determinado pela divisdo do
deslocamento em “cm” pelo fator “ga*/Et®”, para comparar com os valores de Bares
(1972). Para placas espessas, segundo a classificacdo de (VAZ, 2011), os
deslocamentos tem unidade de “cm”, representados pelas ordenadas dos gréficos,
onde as respostas obtidas pelo elemento finito prismatico regular linear ficaram sem

parametro de comparacao.
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Tabela 1 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/100 e carga
distribuida, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da placa

MALHA XY PLACA PRISMATICO
RETANGULAR 2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS

N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 6,699175000 0,016139331 0,016139567 0,016139559
4x4=16 7,624776700 0,067483309 0,067493725 0,067495888
8x8=64 7,817788200 0,262776480 0,262970608 0,263017550
16x16=256 7,861681500 0,952551233 0,955231780 0,955899725
20x20=400 1,391207605 1,396974199 1,398418448
24x24=576 1,855453679 1,865774304 1,868368875
32x32=1024 2,777079557 2,800412020 2,806311914
42x42=1764 3,793681633 3,837587807
50x50=2500 4,458828668
56x56=3136 4,874361600
64x64=4096 5,332349419

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 29 — Grafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/100 e

carga distribuida, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da

placa
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Fonte: Dados do préprio autor.
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Tabela 2 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/100 e carga
distribuida, considerando-se todas as bordas engastadas

MALHA XY PLACA PRISMATICO
RETANGULAR| 1 CAMADA 2 CAMADAS | 4 CAMADAS | 8 CAMADAS

N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 2,859161500| 0,004040948| 0,004040881| 0,004040830| 0,004040818
4x4=16 2,712183300| 0,015278956| 0,015283095| 0,015283365| 0,015283377
8x8=64 2,526390300| 0,055571210| 0,055659609| 0,055679896| 0,055684875
16x16=256 2,472644800| 0,202107815| 0,203493118| 0,203838618| 0,203925160
20x20=400 0,299344529| 0,302479160| 0,303270193| 0,303468793
24x24=576 0,405914830| 0,411801617| 0,413300353| 0,413677314
32x32=1024 0,629504002| 0,644070161| 0,647832739| 0,648782123
42x42=1764 0,896671780| 0,926928618| 0,934863505| 0,936872862
50x50=2500 1,084522625| 1,129401845
56x56=3136 1,207620761| 1,263740079
64x64=4096 1,348773968
80X80=6400 1,563979411

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 30 — Grafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/100 e

carga distribuida, considerando-se todas as bordas engastadas
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Tabela 3 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/25 e carga

distribuida, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da placa

MALHA XY PRISMATICO
2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS
N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 0,003946144 0,003947111 0,003947105
Ax4=16 0,015051295 0,015085807 0,015093063
8x8=64 0,043909544 0,044278633 0,044369442
16x16=256 0,084709298 0,086192998 0,086573917
20x20=400 0,095471473 0,097380251 0,097873930
24x24=576 0,102604112 0,104823774 0,105400453
32x32=1024 0,110924650 0,113532877 0,114213905
42x42=1764 0,116067894 0,118927030 0,119675910
50x50=2500 0,118326347 0,121297445 0,122076836
56x56=3136 0,119463200 0,122491079 0,123286069

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 31 — Grafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/25 e
carga distribuida, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da

placa
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Tabela 4 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/25 e carga

distribuida, considerando-se todas as bordas engastadas

MALHA XY PRISMATICO
1 CAMADA 2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS

N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 0,001010237 0,001009968 0,001009766 0,001009715
4x4=16 0,003580339 0,003594671 0,003596002 0,003596173
8x8=64 0,010408011 0,010601292 0,010651365 0,010664066
16x16=256 0,021804202 0,022820279 0,023114082 0,023190610
20x20=400 0,025208184| 0,026615174 0,027029944| 0,027138498
24x24=576 0,027557675 0,029279324 0,029793239 0,029928195
32x32=1024 0,030385071 0,032540129 0,033192946 0,033365192
42x42=1764 0,032171385 0,034636395 0,035390175 0,035589909
50x50=2500 0,032962235 0,035575426 0,036377998 0,036591268
56x56=3136 0,033361180 0,036052195 0,036880558 0,037101110
64x64=4096 0,033737560 0,036504187 0,037357744| 0,037585551
80X80=6400 0,034191446 0,037052568 0,037937884

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 32 — Gréfico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/25 e

carga distribuida, considerando-se todas as bordas engastadas
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Tabela 5 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/10 e carga

distribuida, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da placa

MALHA XY PRISMATICO
2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS
N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 0,001414447 0,001416931 0,001417147
4x4=16 0,003851308 0,003891431 0,003900246
8x8=64 0,006494206 0,006637213 0,006673543
16x16=256 0,007938094 0,008160424 0,008219186
20x20=400 0,008171188 0,008407296 0,008470241
24x24=576 0,008307557 0,008552090 0,008617778
32x32=1024 0,008452572 0,008707167 0,008776642
42x42=1764 0,008536444 0,008798543 0,008871727

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 33 — Grafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/10 e

carga distribuida, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da

placa
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Fonte: Dados do proprio autor.



108

Tabela 6 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/10 e carga

distribuida, considerando-se todas as bordas engastadas

MALHA XY PRISMATICO
1 CAMADA 2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS
N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 0,000404095 0,000403422 0,000402918 0,000402793
4x4=16 0,001092494 0,001111594 0,001115851 0,001116908
8x8=64 0,001879572 0,001963454 0,001996116 0,002005271
16x16=256 0,002333425 0,002485032 0,002549588 0,002568251
20x20=400 0,002404848 0,002570540 0,002641839 0,002662660
24x24=576 0,002445699 0,002620161 0,002695662 0,002717902
32x32=1024 0,002487859 0,002672123 0,002752323 0,002776281
42x42=1764 0,002511269 0,002701425 0,002784469 0,002809599
50x50=2500 0,002520946 0,002713663 0,002797958 0,002823664
56x56=3136 0,002525679 0,002719682 0,002804611 0,002830632

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 34 — Grafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/10 e

carga distribuida, considerando-se todas as bordas engastadas
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Tabela 7 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/5 e carga
distribuida, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da placa

MALHA XY PRISMATICO
2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS
N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 0,000542873 0,000546462 0,000547235
4x4=16 0,000948152 0,000967934 0,000972669
8x8=64 0,001173131 0,001209069 0,001218698
16x16=256 0,001267689 0,001312037 0,001325212
20x20=400 0,001283299 0,001330286 0,001345111
24x24=576 0,001292799 0,001342055 0,001358604
32x32=1024 0,001303339 0,001356194 0,001376223

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 35 - Grafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/5 e
carga distribuida, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da

placa
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Fonte: Dados do préprio autor.
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Tabela 8 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/5 e carga

distribuida, considerando-se todas as bordas engastadas

MALHA XY PRISMATICO
1 CAMADA 2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS
N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 0,000202047 0,000200709 0,000199707 0,000199460
4x4=16 0,000347810 0,000359250 0,000364707 0,000366520
8x8=64 0,000414847 0,000435493 0,000449349 0,000453920
16x16=256 0,000436782 0,000462511 0,000480832 0,000487153
20x20=400 0,000439620 0,000466185 0,000485189 0,000491864
24x24=576 0,000441182 0,000468237 0,000487641 0,000494546
32x32=1024 0,000442751 0,000470325 0,000490155 0,000497332

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 36 — Gréafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/5 e
carga distribuida, considerando-se todas as bordas engastadas
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Fonte: Dados do préprio autor.

Analisando as figuras 29 e 30, que representam os deslocamentos da placa

para as bordas simplesmente apoiadas na altura média e engastadas da placa com

“t/a” de 1/100, é possivel verificar que o numero de elementos finitos de placa

retangulares (malha 16x16) necessarios para coincidir com a solugdo dada por

(BARES, 1972) € menor, comparado com o numero de elementos finitos prismaticos
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regulares lineares. Para que a solucdo dada pelo elemento finito prismético regular
linear de “t/a” de 1/100 se aproxime da solugcdo fornecida por (BARES, 1972), é
necessario fazer um namero maior de discretizagdo da placa no plano xy do que o
realizado neste trabalho. Este procedimento néo foi realizado devido a dificuldade no
processamento computacional em solucionar o sistema de equacdes dado por (65).
A equacao que fornece o numero de equacdes do sistema é dada por:

NEQ=NDN.NNODS (149)
NDN é o numero de deslocamentos em cada ponto nodal, para o elemento finito
prismatico regular linear o NDN é 3;

NNODS ¢é o numero de pontos nodais da estrutura.

Na solucao obtida com 8192 elementos ilustrada pela tabela 1, com a malha
de 64x64 no plano xy e 2 camadas na direcdo z, o numero de pontos nodais da
placa NNODS ¢é 12675 (65.65.3). O computador solucionou um sistema de equacdes
de 38025x38025 elementos.

Para “t/a” de 1/25 as solucfes estdo representadas pela figura 31 para as
bordas simplesmente apoiadas na altura média da placa, e pela figura 32 para as
bordas engastadas. Os graficos ilustram que o elemento finito prismatico regular
linear convergiu para a solucdo de (BARES, 1972) com 4 camadas na direcao z,
com uma malha de 56x56 para as bordas apoiadas na altura média da placa, e
malha de 80x80 para as bordas engastadas.

As figuras 33 e 34 ilustram as respostas para “t/a” de 1/10, onde o elemento
finito prismatico regular linear convergiu com 4 camadas na direcdo z, malha de
32x32 para as bordas apoiadas na altura média da placa, e malha de 56x56 para as
bordas engastadas.

Para “t/a” de 1/5 o elemento finito prismatico regular linear convergiu com 8

camadas na direcao z, e malha de 24x24, conforme demonstram as figuras 35 e 36.

6.3 EXEMPLO 2 — PLACA QUADRADA COM CARGA CONCENTRADA EM SEU
PONTO CENTRAL

Neste exemplo serdo aplicadas as analises estatica e dinamica, definido por
uma placa quadrada sujeita a uma forga “F” igual a 1000 kN concentrada em seu

ponto central, conforme ilustra a figura 37.
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Figura 37 — Placa quadrada com carga concentrada em seu ponto central

500 cm

Fonte: Elaboracéo do préprio autor.

6.3.1 Anélise estéatica

As caracteristicas fisicas do material sédo dadas por:

E=25x10% kN/cm? : v=0.20.

6.3.1.1 Todas as bordas simplesmente apoiadas na altura média da placa e todas as

bordas engastadas

Este item sera desenvolvido para a placa descrita na figura 37, com a
espessura “t” de 25 cm.

Para todas as bordas apoiadas na altura média da placa foram realizadas
sete discretizagcdes no plano xy: malha 2x2, malha 4x4, malha 8x8, malha 16x16,
malha 20x20, malha 24x24 e malha 32x32. Na espessura na direcdo de z foram
discretizadas em 2, 4, e 8 camadas.

Na analise de todas as bordas engastadas foram feitas oito discretizagdes no
plano xy: malha 2x2, malha 4x4, malha 8x8, malha 16x16, malha 20x20, malha
24x24, malha 32x32 e malha 42x42. Na espessura na direcdo de z foram
discretizadas em 1, 2, 4 e 8 camadas respectivamente.

Os resultados obtidos sdo comparados com os valores fornecidos por Danson
(1980), que apresenta resultados tedricos e numéricos obtidos via método dos
elementos finitos e de contorno, e também com os de Waidemam (2004) com o
elemento finito de placa retangular.
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Na sequencia serao apresentadas as tabelas, que relacionam o deslocamento

em “mm” do eixo central da placa para y=2,50 m em funcédo da distancia “x

6y ,"

em “m”.

Com as tabelas foram realizados os gréaficos que relacionam em sua ordenada o

deslocamento em “mm”, e em sua abscissa a distancia “x” em “m” da placa.

Tabela 9 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga
concentrada, malha de 2x2 no plano xy e todas as bordas apoiadas na altura média

da placa
Distancia Deslocamento (mm)
2 camadas 4 camadas 8 camadas
x (m) 8 elementos 16 elementos 32 elementos
0,0 0,000000000 0,000000000 0,000000000
2,5 0,556249982 0,556536942 0,556611731

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 38 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e
carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da
placa, e malha de 2x2 no plano xy
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X {m)

—s=—NMEC (DANSON,1980) —+—Tedrica

—/—EFPR 20x20 (WAIDEMAM, 2004) —0—EFPRL(2,4 e 8 camadas)

Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 10 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 4x4 no plano xy e todas as bordas apoiadas na altura média

da placa
Distancia Deslocamento (mm)
2 camadas 4 camadas 8 camadas
X (m) 32 elementos 64 elementos 128 elementos
0,00 0,000000000 0,000000000 0,000000000
1,25 0,968005838 0,969797301 0,970269337
2,50 1,551529576 1,554356145 1,555103233

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 39 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da

placa, e malha de 4x4 no plano xy

9

Deslocamento {mm)

x{m)

—=—MEC (DANSON, 1980) —+—Tedrica
—A—EFPR 20x20 (WAIDEMAM, 2004) —0—EFPRL (2,4 e 8 camadas)

Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 11 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 8x8 no plano xy e todas as bordas apoiadas na altura média

da placa
Distancia Deslocamento (mm)

2 camadas 4 camadas 8 camadas
X (m) 128 elementos 256 elementos 512 elementos
0,000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
0,625 1,251115094 1,259419983 1,261632931
1,250 2,408484556 2,424054878 2,428175267
1,875 3,368147723 3,388824369 3,394331006
2,500 3,903923351 3,928063602 3,934535546

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 40 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da

placa, e malha de 8x8 no plano xy

9

Deslocamento {mm)

—s=— MEC (DANSON, 1980)

x{m)

—e+—Teorica

—A—EFPR 20x20 (WAIDEMAM, 2004) —0—EFPRL(2,4 e 8 camadas)

Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 12 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 16x16 no plano xy e todas as bordas apoiadas na altura

média da placa

Distancia Deslocamento (mm)

2 camadas 4 camadas 8 camadas

X (m) 512 elementos 1024 elementos 2048 elementos
0,0000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
0,3125 1,070287267 1,083976238 1,087704331
0,6250 2,120924421 2,147359410 2,154519808
0,9375 3,136546094 3,174941653 3,185313862
1,2500 4,097433846 4,146823924 4,160125446
1,5625 4,978195242 5,037263754 5,053194497
1,8750 5,739861365 5,807596627 5,825783996
2,1875 6,341650795 6,415130909 6,435044877
2,5000 6,693284199 6,775337010 6,797847509

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 41 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da

placa, e malha de 16x16 no plano xy

L ¥ L =) s L B Y=

Deslocamento (mm)

—a—MEC (DANSON, 1980)

—o—EFPRL(4 e 8 camadas)

x{m)

——Teodrica

—+—EFPR 20x20 (WAIDEMAM, 2004 ) —A—EFPRL (2 camadas)

Fonte: Dados do préprio autor.
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Tabela 13 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 20x20 no plano xy e todas as bordas apoiadas na altura

média da placa

Distancia Deslocamento (mm)

2 camadas 4 camadas 8 camadas

X (m) 800 elementos 1600 elementos 3200 elementos
0,00 0,000000000 0,000000000 0,000000000
0,25 0,939476956 0,952919414 0,956608106
0,50 1,866171613 1,892208288 1,899307330
0,75 2,773165117 2,811260633 2,821609236
1,00 3,651159189 3,700587308 3,713979159
1,25 4,488803607 4,548771419 4,565001057
1,50 5,271164763 5,340909904 5,359736529
1,75 5,979482936 6,057694942 6,078874349
2,00 6,584153734 6,670437852 6,693674564
2,25 7,062087220 7,153086682 7,177870371
2,50 7,348375754 7,450638270 7,478944210

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 42 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da

placa, e malha de 20x20 no plano xy
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—a—MEC (DANSON, 1980)

—o—EFPRL (4 e 8 camadas)
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——Teodrica

—+—EFPR 20x20 (WAIDEMAM, 2004) —A—EFPRL (2 camadas)

Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 14 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 24x24 no plano xy e todas as bordas apoiadas na altura

média da placa

Distancia Deslocamento (mm)
2 camadas 4 camadas 8 camadas
X (m) 1152 elementos 2304 elementos 4608 elementos
0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
0,208333333 0,827623450 0,840272726 0,843767178
0,416666667 1,645771169 1,670293557 1,677014930

0,625000000

2,451420037

2,487451241

2,497283341

0,833333333

3,239454031

3,286424889

3,299208368

1,041666667

4,004088522

4,061456853

4,077039186

1,250000000

4,738035644

4,805226226

4,823441800

1,458333333

5,432226166

5,508530559

5,529214266

1,666666667

6,074902476

6,159754765

6,182695235

1,875000000

6,652015392

6,744080602

6,769098605

2,083333333

7,140243907

7,239888593

7,266761437

2,291666667

7,529792076

7,632854606

7,661034890

2,500000000

7,765420910

7,882678971

7,915409475

Fonte: Dados do préprio autor.

Figura 43 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da

placa, e malha de 24x24 no plano xy

Deslocamento {mm)

MNow Ry 00 W

—=—MEC (DANSON, 1980)

x{m)

—+—Teorica

—+—EFPR 20x20 (WAIDEMAM, 2004 ) —A—EFPRL (2 camadas)

—o—EFPRL (4 e 8 camadas)

Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 15 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 32x32 no plano xy e todas as bordas apoiadas na altura

média da placa

Distancia

Deslocamento (mm)

2 camadas

4 camadas

8 camadas

x (M)

2048 elementos

4096 elementos

8192 elementos

0,00000

0,000000000

0,000000000

0,000000000

0,15625

0,659409348

0,670237832

0,673269246

0,31250

1,312283967

1,333222608

1,339013834

0,46875

1,958914099

1,989831431

1,998332062

0,62500

2,597124374

2,637639292

2,648743312

0,78125

3,224950804

3,274739065

3,288349773

0,93750

3,839953757

3,898680889

3,914703360

1,09375

4,439255351

4,506574677

4,524912161

1,25000

5,019408783

5,094954600

5,115505767

1,40625

5,576280012

5,659651839

5,682313961

1,56250

6,104872965

6,195658815

6,220308658

1,71875

6,599188569

6,696832058

6,723376460

1,87500

7,051638443

7,155910249

7,184156729

2,03125

7,454153623

7,563548135

7,593475264

2,18750

7,790845656

7,907469895

7,938901945

2,34375

8,070150133

8,187184956

8,219438420

2,50000

8,231127199

8,369149677

8,408274727

Fonte: Dados do préprio autor.
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Figura 44 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e
carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na altura média da
placa, e malha de 32x32 no plano xy

Deslocamento (mm)
%] [¥5] =Y (¥} (=] ~J co e}

x{m)

—a—MEC (DANSON, 1980) —+—Teorica
—+—EFPR 20x20 (WAIDEMAM, 2004 ) —A—EFPRL (2 camadas)

—o—EFPRL(4 e 8 camadas)

Fonte: Dados do préprio autor.

Tabela 16 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga
concentrada, malha de 2x2 no plano xy e todas as bordas engastadas

Distancia Deslocamento (mm)
1 camada 2 camadas 4 camadas 8 camadas
x (M) 4 elementos 8 elementos| 16 elementos| 32 elementos
0,0 0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
2,5 0,144000000 0,143797595 0,143848214 0,143860870

Fonte: Dados do préprio autor.
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Figura 45 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas engastadas, e malha de 2x2

no plano xy
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Fonte: Dados do préprio autor.

Tabela 17 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 4x4 no plano xy e todas as bordas engastadas

Distancia Deslocamento (mm)
1 camada 2 camadas 4 camadas 8 camadas
x (M) 4 elementos 8 elementos| 16 elementos| 32 elementos
0,00 0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
1,25 0,227562886 0,228050834 0,228094356 0,228110617
2,50 0,568578068 0,568613498 0,568897232 0,568981859

Fonte: Dados do proprio autor.
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Figura 46 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas engastadas, e malha de 4x4

no plano xy
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Fonte: Dados do préprio autor.

Tabela 18 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 8x8 no plano xy e todas as bordas engastadas

Distancia Deslocamento (mm)

1 camada 2 camadas 4 camadas 8 camadas

X (m) 64 elementos| 128 elementos| 256 elementos| 512 elementos
0,000 0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000

0,625 0,190925432 0,191867462 0,192677666 0,192895591

1,250 0,632046519 0,639204013 0,641609765 0,642241249

1,875 1,169477452 1,186005359 1,190226996 1,191374553

2,500 1,570784026 1,585846661 1,592430161 1,594252937

Fonte: Dados do proprio autor.
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Figura 47 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas engastadas, e malha de 8x8

no plano xy
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Fonte: Dados do préprio autor.

Tabela 19 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 16x16 no plano xy e todas as bordas engastadas

Distancia Deslocamento (mm)

1 camada 2 camadas 4 camadas 8 camadas

X (M) 256 elementos| 512 elementos| 1024 elementos| 2048 elementos
0,0000 0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
0,3125 0,108441122 0,108259956 0,109794448 0,110209347
0,6250 0,377469605 0,385306556 0,388924806 0,389915658
0,9375 0,760096531 0,779437046 0,786429705 0,788315460
1,2500 1,216711612 1,250314380 1,261469548 1,264447294
1,5625 1,709549497 1,759036809 1,774673502 1,778881252
1,8750 2,195412991 2,258920157 2,279558652 2,285037577
2,1875 2,623589873 2,704955268 2,729158263 2,735777479
2,5000 2,938876766 3,004864376 3,036915595 3,045936674

Fonte: Dados do proprio autor.
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Figura 48 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas engastadas, e malha de 16x16

no plano xy
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Fonte: Dados do préprio autor.

Tabela 20 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 20x20 no plano xy e todas as bordas engastadas

Distancia Deslocamento (mm)

1 camada 2 camadas 4 camadas 8 camadas
x (m)| 400 elementos| 800 elementos| 1600 elementos| 3200 elementos
0,00 0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
0,25 0,082595009 0,081702377 0,083342929 0,083790135
0,50 0,288379115 0,294589836 0,298104652 0,299084491
0,75 0,587450743 0,603738749 0,610340517 0,612137074
1,00 0,955079381 0,984371501 0,994770674 0,997576405
1,25 1,369305388 1,413456935 1,428201519 1,432169053
1,50 1,808636498 1,868516025 1,888062050 1,893282353
1,75 2,249753956 2,325875920 2,350073908 2,356616179
2,00 2,664005933 2,752931026 2,782500520 2,790370925
2,25 3,016783446 3,124867055 3,157540742 3,166523170
2,50 3,294338420 3,375910126 3,419311184 3,431671295

Fonte: Dados do préprio autor.
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Figura 49 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas engastadas, e malha de 20x20

no plano xy
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Fonte: Dados do préprio autor.

Tabela 21 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 24x24 no plano xy e todas as bordas engastadas

Distancia Deslocamento (mm)

1 camada 2 camadas 4 camadas 8 camadas

x (m)| 576 elementos| 1152 elementos| 1728 elementos| 2304 elementos
0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
0,208333333 0,064469247 0,062994073 0,064668196 0,065128068
0,416666667 0,224959206 0,229607327 0,232903074 0,233838100
0,625000000 0,461385250 0,474562851 0,480579755 0,482233940
0,833333333 0,757078012 0,781494945 0,790829339 0,793374074

1,041666667

1,097596758

1,135119779

1,148344695

1,151922081

1,250000000

1,469624348

1,521586430

1,539114883

1,543830506

1,458333333

1,859940677

1,927125808

1,949183928

1,955125054

1,666666667

2,254382062

2,336761317

2,363665351

2,370860516

1,875000000

2,636697106

2,734297136

2,765562468

2,774062935

2,083333333

2,986650338

3,095043482

3,131864667

3,141672203

2,291666667

3,279761625

3,408385573

3,447415364

3,458203088

2,500000000

3,529158148

3,618656429

3,671479451

3,686708540

Fonte: Dados do préprio autor.
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Figura 50 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e
carga concentrada, considerando-se todas as bordas engastadas, e malha de 24x24
no plano xy
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Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 22 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 32x32 no plano xy e todas as bordas engastadas

Distancia Deslocamento (mm)

1 camada 2 camadas 4 camadas 8 camadas

x (m)| 1024 elementos| 2048 elementos| 4096 elementos| 8192 elementos
0,00000 0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
0,15625 0,042155823 0,039892705 0,041548863 0,042009792
0,31250 0,146137415 0,148399077 0,151226308 0,152058460
0,46875 0,301749783 0,310047131 0,314966904| 0,316347844
0,62500 0,500339442 0,516791036 0,524183948 0,526242854
0,78125 0,734421196 0,760597684 0,770945334| 0,773789222
0,93750 0,997331939 1,034541584 1,048195281 1,051921155
1,09375 1,282923733 1,332182622 1,349445806 1,354131320
1,25000 1,585282415 1,647333854 1,668444236 1,674152955
1,40625 1,898457112 1,973768210 1,998897069 2,005681723
1,56250 2,216184891 2,304917762 2,334199384 2,342085540
1,71875 2,531591765 2,633624089 2,667029299 2,676067293
1,87500 2,836849233 2,951462637 2,989275115 2,999412030
2,03125 3,122786930 3,249777911 3,290994770 3,302345839
2,18750 3,378405740 3,512285592 3,559509401 3,572033512
2,34375 3,590748944|  3,747170694 3,794073173 3,807220084
2,50000 3,803676362 3,893355867 3,961002313 3,980954687

Fonte: Dados do préprio autor.
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Figura 51 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e
carga concentrada, considerando-se todas as bordas engastadas, e malha de 32x32
no plano xy
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Tabela 23 — Deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e carga

concentrada, malha de 42x42 no plano xy e todas as bordas engastadas

Distancia Deslocamento (mm)

1 camada 2 camadas 4 camadas 8 camadas

x (m)| 1024 elementos| 2048 elementos| 4096 elementos| 8192 elementos
0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000 0,000000000
0,119047619 0,027548005 0,024766938 0,026361529 0,026809506
0,238095238 0,094287499 0,094706158 0,097071738 0,097803626
0,357142857 0,195098397 0,199594532 0,203528723 0,204661161
0,476190476 0,325514250 0,335605383 0,341301095 0,342932626
0,595238095 0,481604124 0,498471753 0,506292549 0,508492126
0,714285714 0,659861516 0,684546472 0,694758970 0,697602325
0,833333333 0,857105253 0,890492151 0,903342545 0,906890310

0,952380952

1,070390495

1,113224139

1,128923965

1,133231534

1,071428571

1,296927250

1,349818802

1,368549773

1,373664772

1,190476190

1,534003876

1,597434386

1,619348726

1,625312017

1,309523810

1,778913047

1,853233071

1,878454173

1,885299830

1,428571429

2,028877616

2,114303093

2,142925293

2,150681023

1,547619048

2,280973525

2,377577103

2,409666736

2,418352783

1,666666667

2,532046543

2,639745860

2,675335548

2,684970743

1,785714286

2,778619374

2,897149762

2,936265870

2,946844460

1,904761905

3,016786604

3,145715725

3,188255461

3,199836337

2,023809524

3,242102834

3,380569843

3,426868162

3,439305818

2,142857143

3,449502349

3,597330585

3,645937534

3,659571302

2,261904762

3,633542183

3,784928653

3,840476554

3,854964722

2,380952381

3,788280623

3,964840777

4,016057451

4,030883972

2,500000000

3,976180512

4,050364798

4,132849970

4,157579948

Fonte: Dados do préprio autor.
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Figura 52 — Grafico do deslocamento do eixo central da placa com “t/a” de 1/20 e
carga concentrada, considerando-se todas as bordas engastadas, e malha de 42x42
no plano xy
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Fonte: Dados do préprio autor.

Analisando-se os graficos ilustrados pelas figuras 38, 39, 40, 41, 42, 43 e 44,
que tratam do comportamento estatico com carregamento concentrado da placa,
considerando-se todas as bordas simplesmente apoiadas na altura média da placa,
€ possivel verificar que as malhas de 2x2, 4,x4, 8x8, 16x16, 20x20 e 24x24
elementos no plano xy, a precisdo do elemento finito de placa retangular (malha
20x20) foi maior comparado com o elemento finito prismatico regular linear, e
guando a malha foi de 32x32 elementos no plano xy e 4 e 8 camadas, 0s resultados
atingidos pelo elemento finito prisméatico regular linear ficaram mais proximos da
curva teorica, do que os obtidos pelo elemento finito de placa retangular (malha
20x20).

Com os gréficos das figuras 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51 e 52 que se referem
para todas as bordas engastadas da placa, € possivel constatar que nas malhas de
2x2, 4,x4, 8x8, 16x16, 20x20, 24x24 e 32x32 elementos no plano xy, o elemento
finito de placa retangular (malha 20x20) apresentou maior precisdo do que o
elemento finito prismético regular linear. Com a malha de 42x42 elementos no plano
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Xy, a curva do elemento finito prismético regular linear de 4 e 8 camadas com 0s
valores de x entre 2 e 2,5 metros, ilustrada pela figura 52, esta mais proxima da
curva MEF do que a curva do elemento finito de placa retangular (malha 20x20).

6.3.1.2 Todas as bordas simplesmente apoiadas na base da placa

Neste item serdo determinados os deslocamentos no ponto central da placa,
descrita na figura 37, para as espessuras “t” de 25 cm (t/a=1/20), “t” de 50 cm
(t/a=1/10) e “t” de 100 cm (t/a=1/5).

Para todas as bordas apoiadas na base da placa foram realizadas dez
discretizacbes no plano xy: malha 2x2, malha 4x4, malha 8x8, malha 16x16, malha
20x20, malha 24x24, malha 32x32, malha 42x42, malha 50x50 e malha 56x56. Na
espessura na direcdo de z foram discretizadas em 1, 2, 4, e 8 camadas.

As respostas obtidas pelo programa MATLAB se encontram nas tabelas que
seguem, onde relacionam o deslocamento em (cm) em funcdo do nimero da malha

no plano xy e da camada na direcéo z.

Tabela 24 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/20 e carga
concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na base da placa

MALHA XY 1 CAMADA 2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS
N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 0,050708104 0,050807458 0,050845109 0,050854760
4x4=16 0,125029757 0,125979970 0,126253347 0,126324547
8x8=64 0,265353322 0,270635168 0,272376195 0,272841118
16x16=256 0,418201117 0,432217028 0,438444420 0,440218551
20x20=400 0,455084144 0,471626622 0,480004069 0,482481611
24x24=576 0,479123803 0,497159201 0,507467271 0,510641515
32x32=1024 0,506998602 0,525999855 0,539573471 0,544117885
42x42=1764 0,524432624 0,542607908 0,559450697 0,565648112
50x50=2500 0,532320432 0,549093034 0,568130408 0,575564386
56x56=3136 0,536420035 0,551948329 0,572468875 0,580759542

Fonte: Dados do proprio autor.
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Figura 53 — Grafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/20 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na base da placa
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Fonte: Dados do préprio autor.

Tabela 25 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/10 e carga
concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na base da placa

MALHA XY 1 CAMADA 2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS
N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 0,019574560 0,019761873 0,019848632 0,019871311
4x4=16 0,038323802 0,038975150 0,039300638 0,039392260
8x8=64 0,060142178 0,061676329 0,062962381 0,063348129
16x16=256 0,073794160 0,074624055 0,077720953 0,078798893
20x20=400 0,076345710 0,076239942 0,080079282 0,081497578
24x24=576 0,077985869 0,076822408 0,081348006 0,083086811
32x32=1024 0,079997060 0,076674560 0,082502436 0,084781364
42x42=1764 0,081465049 0,075677613 0,083089322 0,085809602

Fonte: Dados do préprio autor.
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Figura 54 — Grafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/10 e

carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na base da placa
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Fonte: Dados do préprio autor.

Tabela 26 — Deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/5 e carga

concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na base da placa

MALHA XY 1 CAMADA 2 CAMADAS 4 CAMADAS 8 CAMADAS
N° Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm) Desloc.(cm)
2x2=4 0,006321355 0,006470972 0,006603993 0,006640071
4x4=16 0,010496889 0,010427072 0,010759579 0,010866627
8x8=64 0,013356792 0,012549961 0,013438996 0,013753623
16x16=256 0,015123686 0,012042545 0,014006608 0,014702349
20x20=400 0,015564655 0,011455593 0,013996757 0,014802204
24x24=576 0,015899635 0,010889040 0,014017190 0,014870039
32x32=1024 0,016397002 0,009910098 0,014173174 0,014975402

Fonte: Dados do proprio autor.
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Figura 55 — Grafico do deslocamento do ponto central da placa com “t/a” de 1/5 e
carga concentrada, considerando-se todas as bordas apoiadas na base da placa
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Fonte: Dados do préprio autor.

Através das figuras 53, 54 e 55, que ilustram o deslocamento do ponto
central, com carga concentrada, e considerando-se todas as bordas apoiadas na
base da placa, é possivel afirmar que o elemento finito prismatico regular linear
convergiu com a solucdo de 8 camadas na direcdo z. No plano xy a malha
necessaria para a convergéncia foi de: 50x50 para “t/a” de 1/20; 32x32 para “t/a” de
1/10; e 24x24 para “t/a” de 1/5.

6.3.1.3 Todas as bordas simplesmente apoiadas na altura média e na base da placa

Este item foi desenvolvido com o objetivo de analisar as respostas
encontradas pelos os dois modos de bordas apoiadas: na altura média e na base da
placa. As tabelas 27, 28 e 29 e a figura 56 referem-se a malha de 32x32 no plano
Xy, e 2 camadas na direcdo z, onde foram determinados os deslocamentos em “cm”

dos nos localizados em y=2,50m da placa, ilustrada pela figura 37.
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Tabela 27 — Deslocamentos dos pontos da placa para y= 2,50m e z=0, “t/a” de 1/20,
carga concentrada, malha de 32x32 no plano xy, com 2 camadas na dire¢édo z, e
com todas as bordas apoiadas na altura média e na base da placa

Todos os bordos simplesmente Todos os bordos simplesmente
apoiados na altura média da apoiados na base da placa
placa
Deslocamento (cm) Deslocamento (cm)
NO Dx Dy Dz Dx Dy Dz
529| -0,0521991| -2,35E-15| -0,0002357| 0,0000000{ 0,0000000( 0,0000000
530| -0,0520871| -3,25E-15| -0,0657931| -0,0062784| 2,75E-15| -0,0242017
531| -0,0516177| -6,13E-15| -0,1310747| -0,0105131| 5,11E-15| -0,0526086
532| -0,0510156| -8,99E-15| -0,1956539| -0,0142040| 7,59E-15| -0,0840228
533| -0,0502544| -1,22E-14| -0,2594042| -0,0174148| 1,02E-14| -0,1181370
534| -0,0493096| -1,54E-14| -0,3221087| -0,0201276| 1,28E-14| -0,1544113
535| -0,0481463| -1,78E-14| -0,3835262| -0,0223541| 1,58E-14| -0,1923246
536| -0,0467221| -1,97E-14| -0,4433665| -0,0240889| 1,88E-14| -0,2313714
537| -0,0449842| -2,15E-14| -0,5012831| -0,0253127| 2,18E-14| -0,2710303
538| -0,0428669| -2,18E-14| -0,5568593| -0,0259896| 2,49E-14| -0,3107461
539| -0,0402871| -2,27E-14| -0,6095939| -0,0260637| 2,81E-14| -0,3499088
540| -0,0371362| -2,30E-14| -0,6588706| -0,0254509| 3,03E-14| -0,3878181
541| -0,0332720| -2,22E-14| -0,7039744| -0,0240313| 3,20E-14| -0,4236952
542| -0,0284396| -2,27E-14| -0,7438172| -0,0215709| 3,30E-14| -0,4564052
543| -0,0227462| -2,15E-14| -0,7778643| -0,0181962| 3,37E-14| -0,4853794
544 -0,0135224| -1,80E-14| -0,8041761| -0,0112561| 3,50E-14| -0,5086559
545 0,0000000| -1,40E-14| -0,8150736| 0,0000000{ 3,61E-14| -0,5185430
546 0,0135224| -9,62E-15| -0,8041761| 0,0112561| 3,75E-14| -0,5086559
547 0,0227462| -4,45E-15| -0,7778643| 0,0181962| 3,80E-14| -0,4853794
548 0,0284396| -2,32E-16| -0,7438172| 0,0215709| 3,80E-14| -0,4564052
549 0,0332720| 2,54E-15| -0,7039744| 0,0240313| 3,78E-14| -0,4236952
550 0,0371362| 4,48E-15| -0,6588706| 0,0254509| 3,67E-14| -0,3878181
551| 0,0402871| 5,87E-15| -0,6095939| 0,0260637| 3,49E-14| -0,3499088
552| 0,0428669| 7,08E-15| -0,5568593| 0,0259896| 3,25E-14| -0,3107461
553| 0,0449842| 7,84E-15| -0,5012831| 0,0253127| 2,96E-14| -0,2710303
554| 0,0467221| 7,72E-15| -0,4433665| 0,0240889| 2,59E-14| -0,2313714
555 0,0481463| 7,16E-15| -0,3835262| 0,0223541| 2,22E-14| -0,1923246
556 0,0493096| 6,01E-15| -0,3221087| 0,0201276| 1,83E-14| -0,1544113
557 0,0502544| 5,19E-15| -0,2594042| 0,0174148| 1,46E-14| -0,1181370
558 0,0510156| 3,77E-15| -0,1956539| 0,0142040| 1,09E-14| -0,0840228
559 0,0516177| 2,46E-15| -0,1310747| 0,0105131| 7,04E-15| -0,0526086
560( 0,0520871| 1,19E-15| -0,0657931| 0,0062784| 3,33E-15| -0,0242017
561| 0,0521991| 9,84E-16| -0,0002357| 0,0000000{ 0,000000{ 0,0000000

Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 28 — Deslocamentos dos pontos da placa para y=2,50m e z=12,5cm, “t/a” de

1/20, carga concentrada, malha de 32x32 no plano xy, com 2 camadas na dire¢ao z,

e com todas as bordas apoiadas na altura média e na base da placa

Todos os bordos simplesmente Todos os bordos simplesmente
apoiados na altura média da apoiados na base da placa
placa
Deslocamento (cm) Deslocamento (cm)
NO Dx Dy Dz Dx Dy Dz
1618| 0,0000000{ 0,0000000| 0,0000000( 0,0144432| 5,68E-16| 0,0003962
1619| -7,39E-06| -8,10E-16| -0,0659409( 0,0144272| 1,56E-15| -0,0237620
1620| -1,19E-05| -1,36E-15| -0,1312284( 0,0130557| 2,83E-15| -0,0520728
1621| -1,64E-05| -1,88E-15| -0,1958914( 0,0116753| 3,86E-15| -0,0835942
1622| -2,15E-05| -2,42E-15| -0,2597124| 0,0103977| 4,81E-15| -0,1178112
1623| -2,71E-05| -2,82E-15| -0,3224951| 0,0091863| 5,67E-15| -0,1541780
1624| -3,34E-05| -3,64E-15| -0,3839954( 0,0080466| 6,34E-15| -0,1921870
1625| -4,06E-05| -3,98E-15| -0,4439255 0,0069795| 7,02E-15| -0,2313328
1626| -4,92E-05| -4,20E-15| -0,5019409( 0,0059828| 7,79E-15| -0,2710969
1627| -5,98E-05| -4,56E-15| -0,5576280( 0,0050523| 8,50E-15| -0,3109278
1628| -7,33E-05| -4,37E-15| -0,6104873| 0,0041817| 9,08E-15| -0,3502178
1629| -9,10E-05| -4,35E-15| -0,6599189( 0,0033634| 9,72E-15| -0,3882834
1630| -0,0001204| -4,35E-15| -0,7051638( 0,0025821| 1,03E-14| -0,4243025
1631| -0,0001795| -3,73E-15| -0,7454154| 0,0018113| 1,10E-14| -0,4574212
1632| 0,0000243| -3,80E-15| -0,7790846( 0,0013341| 1,17E-14| -0,4860175
1633| -0,0022289| -3,47E-15| -0,8070150( -0,0015793| 1,21E-14| -0,5109126
1634| 0,0000000| -2,76E-15| -0,8231127( 0,0000000| 1,26E-14| -0,5259999
1635| 0,0022289| -2,78E-15| -0,8070150( 0,0015793| 1,25E-14| -0,5109126
1636| -0,0000243| -2,52E-15| -0,7790846( -0,0013341| 1,20E-14| -0,4860175
1637| 0,0001795| -2,85E-15| -0,7454154( -0,0018113| 1,16E-14| -0,4574212
1638| 0,0001204| -3,29E-15| -0,7051638( -0,0025821| 1,11E-14| -0,4243025
1639| 9,10E-05| -3,82E-15| -0,6599189( -0,0033634| 1,06E-14| -0,3882834
1640| 7,33E-05| -4,29E-15| -0,6104873| -0,0041817| 1,00E-14| -0,3502178
1641| 5,98E-05| -4,54E-15| -0,5576280( -0,0050523| 9,44E-15| -0,3109278
1642| 4,92E-05| -4,45E-15| -0,5019409( -0,0059828| 8,47E-15| -0,2710969
1643| 4,06E-05| -4,62E-15| -0,4439255| -0,0069795| 7,72E-15| -0,2313328
1644| 3,34E-05| -4,41E-15| -0,3839954( -0,0080466| 6,60E-15| -0,1921870
1645| 2,71E-05| -4,05E-15| -0,3224951( -0,0091863| 5,83E-15| -0,1541780
1646| 2,15E-05| -3,48E-15| -0,2597124| -0,0103977| 4,87E-15| -0,1178112
1647| 1,64E-05| -2,93E-15| -0,1958914( -0,0116753| 3,79E-15| -0,0835942
1648| 1,19E-05| -2,19E-15| -0,1312284( -0,0130557| 2,53E-15| -0,0520728
1649| 7,39E-06| -1,40E-15| -0,0659409( -0,0144272| 9,93E-16| -0,0237620
1650| 0,0000000{ 0,0000000| 0,0000000( -0,0144432| -6,37E-16| 0,0003962

Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 29 — Deslocamentos dos pontos da placa para y=2,50m e z=25cm, “t/a” de
1/20, carga concentrada, malha de 32x32 no plano xy, com 2 camadas na dire¢ao z,

e com todas as bordas apoiadas na altura média e na base da placa

Todos os bordos simplesmente Todos os bordos simplesmente
apoiados na altura média da apoiados na base da placa
placa
Deslocamento (cm) Deslocamento (cm)
NO Dx Dy Dz Dx Dy Dz
2707| 0,0521846| 1,40E-15| -0,0002372| 0,0342942| -1,49E-17| 0,0007854
2708| 0,0520721| 1,80E-15| -0,0657901| 0,0350045| 5,62E-16| -0,0240430
2709| 0,0515942| 3,56E-15| -0,1310735| 0,0365321| 5,36E-16| -0,0519041
2710| 0,0509827| 5,25E-15| -0,1956527| 0,0375820| 2,31E-16| -0,0834071
2711| 0,0502114| 6,88E-15| -0,2594030| 0,0382198| -3,89E-16| -0,1175535
2712| 0,0492554| 8,73E-15| -0,3221075| 0,0385066| -1,38E-15| -0,1538453
2713| 0,0480796| 1,06E-14| -0,3835250| 0,0384524| -2,63E-15| -0,1917735
2714| 0,0466408| 1,22E-14| -0,4433653| 0,0380517| -4,55E-15| -0,2308312
2715| 0,0448858| 1,30E-14| -0,5012818| 0,0372809| -6,04E-15| -0,2704979
2716| 0,0427473| 1,40E-14| -0,5568581| 0,0360959| -7,89E-15| -0,3102190
2717| 0,0401406| 1,43E-14| -0,6095926| 0,0344284| -9,32E-15| -0,3493851
2718| 0,0369520| 1,45E-14| -0,6588697| 0,0321761| -1,09E-14| -0,3872969
2719| 0,0330362| 1,39E-14| -0,7039630| 0,0292009| -1,09E-14| -0,4231647
2720| 0,0281528| 1,38E-14| -0,7438642| 0,0252659| -1,05E-14| -0,4559336
2721| 0,0217660| 1,37E-14| -0,7779566| 0,0198357| -1,05E-14| -0,4849533
2722| 0,0145959| 1,14E-14| -0,8000487| 0,0136289| -1,01E-14| -0,5040101
2723| 0,0000000{ 7,77E-15| -0,8476223| 9,26E-15| -1,14E-14| -0,5505734
2724| -0,0145959| 3,27E-15| -0,8000487| -0,0136289| -1,22E-14| -0,5040101
2725| -0,0217660| -2,51E-16| -0,7779566| -0,0198357| -1,40E-14| -0,4849533
2726| -0,0281528| -3,93E-15| -0,7438642| -0,0252659| -1,50E-14| -0,4559336
2727| -0,0330362| -9,36E-15| -0,7039630| -0,0292009| -1,55E-14| -0,4231647
2728| -0,0369520| -1,20E-14| -0,6588697| -0,0321761| -1,53E-14| -0,3872969
2729| -0,0401406| -1,54E-14| -0,6095926| -0,0344284| -1,45E-14| -0,3493851
2730| -0,0427473| -1,61E-14| -0,5568581| -0,0360959| -1,34E-14| -0,3102190
2731| -0,0448858| -1,77E-14| -0,5012818| -0,0372809| -1,20E-14| -0,2704979
2732| -0,0466408| -1,70E-14| -0,4433653| -0,0380517| -1,03E-14| -0,2308312
2733| -0,0480796| -1,61E-14| -0,3835250| -0,0384524| -8,47E-15| -0,1917735
2734| -0,0492554| -1,44E-14| -0,3221075| -0,0385066| -6,62E-15| -0,1538453
2735| -0,0502114| -1,23E-14| -0,2594030| -0,0382198| -4,80E-15| -0,1175535
2736| -0,0509827| -9,52E-15| -0,1956527| -0,0375820| -3,19E-15| -0,0834071
2737| -0,0515942| -6,63E-15| -0,1310735| -0,0365321| -1,90E-15| -0,0519041
2738| -0,0520721| -3,66E-15| -0,0657901| -0,0350045| -1,15E-15| -0,0240430
2739| -0,0521846| -2,56E-15| -0,0002372| -0,0342942| -2,12E-15| 0,0007854

Fonte: Dados do préprio autor.
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Tabela 30 — Forgas nos pontos da placa para y= 2,50m e z=0, “t/a” de 1/20, carga

concentrada, malha de 32x32 no plano xy, com 2 camadas na direcdo z, e com

todas as bordas apoiadas na altura média e na base da placa

Todos os bordos simplesmente Todos os bordos simplesmente

apoiados na altura média da apoiados na base da placa

placa

Forca (KN) Forca (KN)
N6 |Fx Fy Fz FX Fy Fz

529 -3,41E-13| -1,28E-13| -1,11E-12| 99,3360974| -1,73E-11| 22,5228580
530 1,25E-12| -5,68E-14| -3,98E-13 2,70E-13| -1,07E-13| -8,24E-13
531 2,56E-13| -4,26E-13 1,09E-11 1,42E-14 3,69E-13| -2,02E-12
532 3,69E-12| -1,14E-12 2,61E-12 1,99E-13| -1,99E-13| -3,18E-12
533 9,66E-13 6,25E-13| -1,14E-13| -1,14E-13| -3,98E-13| -1,09E-11
534 9,09E-13| -2,73E-12 4,27E-11 2,84E-14 455E-13| -1,92E-11
535 1,08E-12 2,84E-13| -1,61E-11 3,41E-13 1,53E-12| -1,78E-11
536 0| -1,93E-12| -2,00E-11] -6,82E-13 1,82E-12| -5,12E-11
537| -5,68E-13| -1,14E-12 7,44E-11| -1,08E-12 2,84E-12 2,50E-12
538 3,07E-12 3,52E-12 8,05E-11| -9,09E-13 3,41E-12 1,44E-11
539 1,02E-12| -2,27E-13 7,12E-11 2,84E-12 2,27E-12| -591E-11
540 1,48E-12| -6,25E-12 1,43E-10| -8,53E-13 2,27E-13| -2,15E-11
541 4,21E-12| -1,25E-12 1,66E-10 1,71E-12| -3,13E-12| -1,89E-11
542 591E-12| -9,09E-13 4,96E-11 7,96E-13| -2,39E-12 2,73E-12
543 2,16E-12| -5,91E-12 8,09E-11 1,48E-12| -1,71E-12| -4,05E-11
544 1,48E-12| -2,84E-12 1,66E-10 5,68E-13 3,18E-12 1,98E-11
545 6,48E-12 3,98E-12 2,19E-10 3,07E-12 3,18E-12 9,28E-11
546 8,19E-12| -9,09E-12 2,02E-10 3,41E-12| -1,36E-12| -1,41E-11
547 9,44E-12 1,82E-12 1,20E-10| -5,12E-13 7,39E-13| -3,87E-12
548 477E-12| -2,61E-12 7,48E-11 2,27E-13 2,79E-12 5,62E-11
549 6,25E-12| -1,02E-12 1,00E-10 4,60E-12| -1,14E-12 591E-12
550 4,89E-12| -5,00E-12 9,19E-11| -1,14E-13 1,48E-12 9,09E-12
551 6,37E-12| -2,96E-12 5,39E-11 9,09E-13 3,98E-13 6,71E-12
552 7,05E-12| -1,02E-12 3,73E-11 1,71E-12| -1,36E-12| -525E-11
553 4,49E-12| -3,07E-12 1,67E-11| -3,41E-12 1,19E-12| -1,77E-11
554 -2,16E-12 1,14E-12 514E-11| -9,95E-13 7,11E-13| -1,34E-11
555 6,82E-13| -2,56E-12 3,04E-11 7,11E-13| -142E-13| -1,39E-11
556 4,32E-12| -3,13E-12 4,66E-11| -1,65E-12 2,84E-13| -1,04E-11
557 3,81E-12| -1,19E-12 1,40E-11| -1,49E-12 6,25E-13| -1,46E-11
558 2,90E-12 1,42E-13| -4,55E-12| -4,62E-13 2,27E-13| -1,92E-11
559 -1,78E-12 156E-13| -1,10E-11| -3,98E-13| -1,03E-13| -7,19E-12
560 -7,82E-13| -1,14E-13| -3,98E-12| -5,96E-13 8,67E-14| -2,48E-12
561 2,42E-13| -1,56E-13| -4,26E-13|-99,3360974| -1,25E-11| 22,5228580

Nota: Os valores demarcados serdo utilizados na figura 57.
Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 31 — Forgas nos pontos da placa para y=2,50m e z=12,5cm, “t/a” de 1/20,

carga concentrada, malha de 32x32 no plano xy, com 2 camadas na direcao z, e

com todas as bordas apoiadas na altura média e na base da placa

Todos os bordos simplesmente
apoiados na altura média da

Todos os bordos simplesmente
apoiados na base da placa

placa
Forca (KN) Forca (KN)
N6 |Fx Fy Fz FX Fy Fz
1618| 0,2419940 1,32E-11| 19,7799074| -2,13E-12| -3,91E-14 1,80E-12
1619| -2,81E-12| -6,54E-13 3,85E-11| -5,35E-12| -9,52E-13 8,20E-12
1620| -4,41E-12| -1,34E-12 1,09E-11| -5,26E-12| -1,42E-13 2,81E-12
1621| -1,02E-11| -5,12E-12 588E-11| -6,37E-12 1,45E-12 3,13E-12
1622| -8,75E-12| -9,09E-12 1,04E-10| -9,46E-12 6,25E-13 1,86E-11
1623| -1,64E-11 2,05E-12 1,98E-10| -8,84E-12| -3,78E-12 1,09E-10
1624| -2,98E-11| -6,14E-12 1,68E-10| -1,93E-11| -6,65E-12 1,01E-10
1625| -7,16E-12 3,07E-12 1,12E-10( -8,87E-12| -4,43E-12 1,14E-10
1626| -6,37E-12| 0,0000000 7,98E-11| -3,07E-12| -6,14E-12 9,37E-11
1627| -2,36E-11| -1,33E-11 1,91E-11| -1,89E-11| -3,18E-12 1,10E-11
1628| -3,87E-12 1,10E-11 2,08E-10| -1,19E-11| -3,64E-12 1,66E-10
1629| -8,07E-12 2,05E-12| -2,75E-11| -3,69E-12| -2,27E-13 2,29E-10
1630| -2,13E-11| -3,52E-12 3,27E-10| -8,64E-12 3,64E-12 1,50E-10
1631 -2,13E-11 8,30E-12 2,74E-10| -1,17E-11| -2,96E-12 1,34E-10
1632 3,87E-12| -8,98E-12 2,07E-10 6,25E-12 3,41E-12 1,27E-10
1633| -4,77E-12 5,46E-12 1,75E-11 1,00E-11 3,75E-12| -2,16E-11
1634 5,23E-12 9,32E-12 2,84E-10| -1,27E-11| -1,13E-11 9,21E-11
1635| -4,20E-11| -1,07E-11 1,86E-11| -1,51E-11| -1,93E-12 1,11E-10
1636 -2,65E-11 1,84E-11 1,35E-10 2,96E-12| -4,49E-12 8,07E-11
1637| -6,82E-12| -5,68E-13 1,70E-10| -1,53E-12| -7,56E-12 1,14E-10
1638 1,06E-11| -2,17E-11 1,51E-10| -5,17E-12| -1,33E-11 9,83E-11
1639| -4,32E-12 6,48E-12 3,97E-10 7,05E-12| -5,80E-12 2,24E-10
1640| -1,25E-12 9,09E-13 2,37E-10| -6,08E-12| -5,29E-12 2,84E-12
1641 7,05E-12| -2,05E-12 4,14E-11 1,08E-11 6,03E-12 1,89E-10
1642 1,43E-11| -2,27E-13 1,38E-10 1,61E-11| -591E-12 4,60E-11
1643 529E-12| -9,49E-12 3,52E-11 1,11E-11 1,19E-12 5,48E-11
1644 1,55E-11| -8,19E-12 6,34E-11 6,93E-12| -8,55E-12 9,09E-13
1645 1,13E-11| -1,07E-11 3,21E-11 1,08E-11| -7,76E-12 1,12E-11
1646 4,69E-12| -1,14E-12 2,96E-12 519E-12| -5,19E-12 8,90E-12
1647 1,31E-12| -597E-12 5,53E-11 7,33E-12| -1,63E-12 3,68E-11
1648 1,72E-12| -4,68E-12 5,98E-11 8,26E-12| -1,65E-12 8,19E-12
1649 6,04E-12| -1,91E-12 2,82E-11 567E-12| -1,67E-13 7,41E-12
1650| -0,2419940 2,41E-11| 19,7799074 2,57E-13| -3,22E-14 1,24E-12

Nota: Os valores demarcados serdo utilizados na figura 57.

Fonte: Dados do proprio autor.
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Tabela 32 — Forgas nos pontos da placa para y=2,50m e z=25cm, “t/a” de 1/20,

carga concentrada, malha de 32x32 no plano xy, com 2 camadas na direcdo z, e

com todas as bordas apoiadas na altura média e na base da placa

Todos os bordos simplesmente Todos os bordos simplesmente

apoiados na altura média da apoiados na base da placa

placa

Forca (KN) Forca (KN)
N6  [Fx Fy Fz Fx Fy Fz

2707| -2,00E-12| -3,02E-13| -3,57E-13| -5,22E-12 5,24E-14 2,65E-12
2708| -1,15E-11 2,84E-13 9,59E-12 -6,44E-12| -3,22E-13 7,21E-12
2709 -1,42E-11 2,83E-12 6,38E-12 -1,38E-11 1,52E-12 1,93E-11
2710| -1,18E-11 2,73E-12 3,49E-11 -1,30E-11 2,95E-12 2,95E-11
2711 -1,04E-11| -1,34E-11 3,94E-11| -7,38E-12 4,42E-12 1,31E-11
2712 -2,95E-11| -1,77E-11] -2,99E-11| -1,21E-11| -4,69E-13 1,27E-11
2713| -2,05E-11| -8,55E-12 3,76E-11| -1,74E-11 4,40E-12 3,90E-11
2714 -2,17E-11 4,89E-12 6,56E-11 -1,66E-11 2,13E-13 2,62E-11
2715 -2,26E-11 -3,34E-12 5,33E-11 -2,86E-11 2,96E-12 6,58E-11
2716| -1,45E-11 1,77E-11 9,99E-11( -1,28E-11| -5,03E-12 7,46E-11
2717] -2,18E-11| -1,96E-12 8,98E-11 5,34E-12 8,24E-12 511E-11
2718 1,68E-11| -3,24E-12 3,12E-11| -1,10E-11| -4,58E-12 2,31E-11
2719 2,69E-11| -9,44E-12| -7,18E-11| -1,29E-11 4,92E-12 5,66E-11
2720 -1,62E-11 -3,17E-11 -2,66E-11 -1,40E-11 9,18E-12 4,06E-11
2721 -2,34E-11| -1,92E-11| -4,22E-12| -1,09E-11| -5,47E-12 2,81E-11
2722 9,61E-12| -5,40E-13 3,56E-11 -9,52E-13 4,31E-12 8,28E-11
2723 157E-11| -4,43E-12 -1000 4,48E-12| -9,35E-12 -1000
2724| -3,18E-11| -1,03E-11| -1,42E-10( -1,10E-11 1,22E-11 5,20E-12
2725 1,19E-11 1,76E-11| -5,52E-11 597E-13| -8,28E-12| -3,50E-11
2726 -4, 72E-12 4,06E-11 4,14E-11 1,93E-11 -1,26E-11 3,52E-11
2727 1,48E-11| -4,15E-12| -8,08E-11 1,97E-11| -5,60E-12 4,33E-11
2728 1,47E-11 3,33E-12| -1,04E-10 7,65E-12 1,71E-13 4,13E-11
2729 5,68E-14 -1,85E-11 2,75E-11 1,88E-11 5,68E-12 3,40E-11
2730 1,97E-11 1,61E-12 1,58E-11 2,26E-11 1,10E-11 3,10E-11
2731 2,70E-11| -1,87E-11| -2,01E-11 7,22E-12 8,04E-12 3,89E-11
2732 1,19E-12 -9,15E-12 -1,84E-12 1,62E-11 1,09E-12 7,58E-11
2733 1,51E-11| -2,12E-12 7,97E-11 1,35E-11 2,93E-12 6,52E-11
2734 1,58E-11| -1,12E-11 5,50E-11 1,40E-11| -1,03E-13 5,02E-11
2735 2,41E-11| -4,79E-12 3,81E-11 1,60E-11| -1,30E-12 3,59E-11
2736 2,02E-11 1,28E-13 4,14E-11 1,68E-11 5,06E-13 2,62E-11
2737 1,56E-11 2,05E-12 1,67E-11 1,23E-11 4,86E-13 1,87E-11
2738 1,84E-11 1,38E-15 1,03E-11 1,44E-11 6,10E-14 9,71E-12
2739 1,27E-11 7,75E-13 4,78E-12 543E-12| -4,48E-14 2,24E-12

Nota: Os valores demarcados seréo utilizados na figura 57.
Fonte: Dados do préprio autor.
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Figura 56 — Deslocamentos dos pontos da placa para y=2,50m e “t/a” de 1/20, carga
concentrada, malha de 32x32 no plano xy, com 2 camadas na dire¢cdo z, e com
todas as bordas apoiadas na altura média e na base da placa
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 57 — Forcas nos pontos da placa para y=2,50m e “t/a” de 1/20, carga
concentrada, malha de 32x32 no plano xy, com 2 camadas na direcdo z, e com
todas as bordas apoiadas na altura média e na base da placa
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22,5228580 kN 22,5228580 kN

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

A figura 56 revela que a placa teve uma maior deformacdo com 0s apoios
restritos em sua altura média, comparada com a deformacdo obtida pela restricao
dos apoios na base da placa. Isto ocorre porque 0s apoios restritos na altura média
da placa permitem que a rotacdo ocorra com movimentos livres de translacdo nos
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nés superiores e inferiores da placa; quando a restricdo dos apoios é feita na base a
rotacdo ocorre com impedimento de translacdo nos noés localizados na base da
placa.

A figura 57 mostra que a reacdo de apoio horizontal € maior para a placa
apoiada em sua base, que foi de 99,3360974 kN, comparada com a reacao
horizontal da placa restrita em sua altura média, onde foi determinado o valor de
0,2419940 kN. Podem-se justificar as diferencas dos valores das reacfes de apoios
de forma analoga ao efeito mensionado no paragrafo anterior.

6.3.1.4 Carregamento incremental considerando todas as bordas engastadas

A analise estéatica com carregamento incremental sera efetuada para a placa
descrita na figura 37, para a espessura “t” de 25 cm (t/a=1/20). Esta andlise foi
realizada neste trabalho com o objetivo de preparar a estrutura do programa
computacional para a analise dinamica, pois para a analise linear estatica com
carregamento incremental o grafico deve ser uma reta.

A discretizacdo da estrutura foi efetuada com uma malha de 42x42 no plano
Xy, e na dire¢do z com duas camadas.

A analise estatica incremental foi realizada através do acréscimo da forca de
100 KN em 10 passos. A tabela 33 e o grafico representado pela figura 58 ilustram a
resposta da analise estatica com carregamento incremental.

Tabela 33 — Deslocamentos do ponto central da placa com “t/a” de 1/20, carga
concentrada, malha de 42x42 no plano xy, com 2 camadas na dire¢do z, todas as
bordas engastadas, e com carregamento incremental

Forca |Deslocamentos
(KN) (mm)

0| 0,000000000
100/ 0,405036480
200/ 0,810072960
300 1,215109440
400| 1,620145919
500/ 2,025182399
600| 2,430218879
700| 2,835255359
800| 3,240291839
900| 3,645328319

1000| 4,050364799

Fonte: Dados do préprio autor.
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Figura 58 — Grafico dos deslocamentos do ponto central da placa com “t/a” de 1/20,
carga concentrada, malha de 42x42 no plano xy, com 2 camadas na dire¢ao z, todas
as bordas engastadas, e com carregamento incremental
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Fonte: Dados do préprio autor.

O gréfico da figura 58 apresentou uma reta, que esta de acordo com analise
estrutural linear desenvolvido neste trabalho, permitindo concluir que a estrutura do
programa computacional esta correta.

E o deslocamento obtido para forca de 1000 KN de 4,050364799 mm, que
esta na tabela 33, confere com o deslocamento obtido pela analise estéatica do item
6.3.1.1, que se encontra na tabela 23 para “x” de 2,5 m e 2 camadas.

6.3.2 Andlise dinamica

A analise dinAmica sera realizada para a placa descrita na figura 37 para a
espessura “t” de 25 cm (“t/a’=1/20).
A discretizacdo da estrutura foi efetuada com uma malha de 42x42 no plano

Xy, € com 2 camadas na dire¢éo z.

As caracteristicas fisicas do material sdo dadas por:

E=25x10° kN/cm?:0=0,.20: 7 = 2,557022 x10™° kN/cm?: z = 0,001 -
p=114; y=1/2.
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A analise dinamica sera realizada com amortecimento & de 0%, 12,5% e 50%.

A determinacdo adequada do parametro At é de fundamental importancia
para uma analise dinamica, para evitar instabilidade numérica na resolucdo de
sistemas de equacdes (BATHE et al.1973 citado por RODRIGUES, 1997, p. 169).

O valor de Até proposto por Warburton (1976) representado pela expressao

(150), citado por RODRIGUES (1997, p. 169).
At <0,551T (150)

onde “T” é o periodo necessario para a estrutura realizar um ciclo completo de
vibracéo.
27

T=2
) (151)

O valor da frequencia natural @l é determinado com o auxilio da equacao
(126).

1
(()i_ —

A
wl=335,5848rad /s
T =18,72.10%s

Seré adotado o At =0,5.10"°s .

A tabela 34 e a figura 59 representam a resposta dinamica da placa quadrada

com carregamento concentrado.
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Tabela 34 — Deslocamentos do ponto central da placa com “t/a” de 1/20,

carga concentrada, malha de 42x42 no plano xy, com 2 camadas na dire¢ao z, todas

as bordas engastadas, e com analise dinamica

Tempo Deslocamento (mm) Tempo Deslocamento (mm)

n (ms) 0% 12,50% 50% (ms) 0% 12,50% 50%
0 0,0/0,000000{0,000000(0,000000 31| 15,5/2,721045|3,656093|4,263831
1 0,5/0,270165|0,181994|0,107003 32| 16,0]1,999782|3,384619|4,217427
2 1,0/0,740509|0,598838| 0,386345 33| 16,5/1,483909|3,146738|4,173858
3 1,5/1,137753|1,026027|0,729498 34| 17,0]1,216972|2,948260|4,133795
4 2,0/1,567619|1,422385|1,074336 35| 17,5/1,104602|2,792222|4,097748
5 2,5/1,965685(|1,813763|1,413024 36| 18,0/1,036080|2,679160|4,066014
6 3,0]2,385352|2,190957|1,739305 37| 18,5/1,009774|2,608201|4,038765
7 3,5|2,777417|2,557667|2,055185 38| 19,0/1,057681|2,577641|4,016000
8 4,0/3,165988|2,914618| 2,360545 39| 19,5/1,240977|2,585751|3,997629
9 4,5|3,509426|3,275197|2,655691 40| 20,0|1,330868|2,630758|3,983438

10 5,0|3,862691|3,652552|2,938284 41| 20,5|1,242020(2,710900| 3,973164
11 5,5|4,292923|4,055767|3,205743 42| 21,0|{1,194675|2,823859|3,966456
12 6,0|4,874851|4,478583| 3,454389 43| 21,5|1,419967|2,966540|3,962951
13 6,5|5,521692|4,903965| 3,681236 44| 22,0{1,895189|3,134639|3,962236
14 7,016,104127|5,306604| 3,883505 45| 22,5|2,509339|3,322785| 3,963910
15 7,5/6,622143|5,660981|4,059633 46| 23,0|3,263990|3,524618|3,967553
16 8,0|7,116927|5,944478|4,208703 47| 23,5|4,020846|3,733359|3,972777
17 8,5(7,478228|6,143296|4,330927 48| 24,0(4,628267|3,942155|3,979196
18 9,0|7,559778|6,253437|4,427067 49| 24,5|5,179316|4,144671|3,986469
19 9,5|7,4540076,281525|4,498673 50| 25,0/5,700334|4,335268|3,994268
20| 10,0/7,215082|6,240474|4,547592 51| 25,5/6,057336|4,509301|4,002318
21| 10,5/6,859962|6,145660|4,576121 52| 26,0/6,323665|4,662992|4,010368
22| 11,0/6,486656|6,009646|4,586627 53| 26,5|/6,513765|4,793473|4,018214
23| 11,5/6,298626|5,840575|4,581676 54| 27,0/6,655518|4,898540|4,025680
24| 12,0/6,220089|5,641606|4,563745 55| 27,5|6,783442|4,976670|4,032639
25| 12,5/6,099963|5,413562|4,535341 56| 28,0/6,994107|5,026870|4,038981
26| 13,0/5,745045|5,157010|4,498775 57| 28,5|7,240083|5,048796|4,044644
27| 13,5/5,223901|4,874971|4,456281 58| 29,0|7,410463|5,042718|4,049582
28| 14,0/4,641756|4,573523|4,409837 59| 29,5|7,342275|5,009677|4,053783
29| 14,5/4,067129|4,262147|4,361274 60| 30,0(7,174802|4,951430(4,057246
30| 15,0|3,416397|3,952270|4,312147 61| 30,5/6,924741|4,870514|4,060002

Fonte: Dados do proprio autor.



147

Continuacdo da tabela 34 — Deslocamentos do ponto central da placa com “t/a” de

1/20, carga concentrada, malha de 42x42 no plano xy, com 2 camadas na direcao z,

todas as bordas engastadas, e com analise dinamica

Tempo Deslocamento (mm) Tempo Deslocamento (mm)

n (ms) 0% 12,50% 50% n (ms) 0% 12,50% 50%
62| 31,0/6,430632|4,770075|4,062084 92| 46,0/7,280238|4,444001|4,048588
63| 31,5/5,652665|4,653806|4,063544 93| 46,5|7,518754|4,477564|4,048797
64| 32,0/4,848437|4,525692|4,064438 94| 47,0/7,592560|4,498037|4,049013
65| 32,5/4,208298|4,389902|4,064833 95| 47,5|7,442831|4,505402|4,049232
66| 33,0/3,813793|4,250551|4,064792 96| 48,0(7,042401|4,499991|4,049445
67| 33,5/3,493409|4,111640|4,064387 97| 48,5/6,617409|4,482490|4,049651
68| 34,0/3,179794|3,976887|4,063681 98| 49,0/6,327270|4,453870|4,049842
69| 34,5/2,749072|3,849735|4,062741 99| 49,5/6,105092|4,415381|4,050018
70| 35,0/2,289440|3,733238|4,061625| 100| 50,0|5,835427|4,368472|4,050175
71| 35,5/1,983834|3,630087|4,060391| 101| 50,5|5,518373|4,314776|4,050314
72| 36,0[1,688794|3,542513|4,059087| 102| 51,0|5,178256|4,256029|4,050432
73| 36,5/1,229982|3,472303|4,057760| 103| 51,5|4,849366|4,194048|4,050530
74| 37,0/0,810442|3,420706|4,056445| 104| 52,0|4,345609|4,130654|4,050609
75| 37,5/0,549589|3,388449|4,055176] 105| 52,5|3,608213|4,067644|4,050670
76| 38,0/0,449630]|3,375669|4,053977| 106| 53,0(2,769484|4,006724|4,050713
77| 38,5/0,553432|3,381970|4,052871| 107| 53,5|2,024806|3,949484|4,050741
78| 39,0/0,848689|3,406393|4,051868| 108| 54,0/1,508186|3,897340|4,050754
79| 39,5/1,267082|3,447524|4,050983| 109| 54,5/1,241241|3,851520|4,050756
80| 40,0(1,817119|3,503508|4,050216| 110| 55,0{1,063658|3,813016|4,050747
81| 40,5/2,407919|3,572182|4,049573| 111| 55,5/0,940102|3,782589|4,050730
82| 41,0[2,921351|3,651106|4,049047| 112| 56,0{0,930946|3,760738|4,050706
83| 41,5/3,318379|3,737702|4,048638| 113| 56,5|1,027642|3,747714|4,050677
84| 42,0/3,621253|3,829278|4,048335| 114| 57,0|1,116626|3,743507 |4,050644
85| 42,5/3,903160|3,923151|4,048132| 115| 57,5|1,232414|3,747876|4,050609
86| 43,0[4,229949|4,016668|4,048017| 116| 58,0]{1,408467|3,760346|4,050573
87| 43,5/4,725110|4,107311{4,047981| 117| 58,5|1,520567|3,780251|4,050538
88| 44,0/5,367087|4,192719|4,048011| 118| 59,0|{1,581914|3,806738|4,050503
89| 44,5/6,064205|4,270776|4,048098| 119| 59,5|1,866638|3,838819|4,050470
90| 45,0/6,632028|4,339628|4,048230| 120| 60,0|2,357123|3,875383|4,050439
91| 45,5/6,994392|4,397762|4,048397

Fonte: Dados do proprio autor.
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Figura 59 — Grafico dos deslocamentos do ponto central da placa com “t/a” de 1/20,
carga concentrada, malha de 42x42 no plano xy, com 2 camadas na dire¢éo z, todas
as bordas engastadas, e com andlise dinamica
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Fonte: Dados do préprio autor.

Os deslocamentos da estrutura, com comportamento linear dinamico, oscilam
em torno da solucdo obtida pela analise estatica. A solucdo dindmica com
amortecimento convergira para a solucéo estatica apés um tempo. Com o grafico da
figura 59 é possivel afirmar que quanto maior for o amortecimento da estrutura
menor sera a sua oscilacao.

Para o amortecimento de 50% com o tempo a partir de 49,5 ms o
deslocamento da placa € de 4,05 mm, convergindo com a solugao estatica.
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7 CONSIDERACOES FINAIS
7.1 CONCLUSOES

O presente trabalho teve como objetivo a analise estrutural linear estéatica e
dindmica de placas, com a utilizacdo do elemento finito prismatico regular linear. Os
resultados determinados neste trabalho sendo comparados com os de Waidemam
(2004) para validacdo e comparacado da resposta obtida pelos diferentes elementos
finitos.

Primeiramente foi apresentada toda a teoria, as analises estatica e dinamica
linear via método dos elementos finitos, o0 método de Newmark para integracédo
numeérica da equacao do movimento. Do elemento finito prismatico regular linear foi
citada sua matriz de rigidez, foi deduzida a matriz de massas utilizando-se a
formulagdo em coordenadas homogéneas, a matriz de amortecimento caracterizada
pelo método de Rayleigh, e determinadas as forcas nodais equivalentes para os
carregamentos concentrado e distribuido.

Depois de estabelecida toda a teoria, foi desenvolvido o programa
computacional capaz de solucionar as analises linear estatica e dinamica,
possibilitando o entendimento estrutural da placa.

O problema relativo a analise dindmica com amortecimento demonstrou a

importancia dos parametros de amortecimento “&,”, uma vez que esses possuem

influéncia direta nos deslocamentos maximos e no tempo para cessar a vibracao.

O numero de discretiza¢des do elemento finito prismético regular linear para
obter a solucédo esta relacionado com o valor de “t/a” da placa, quanto maior for “t/a”
menor sera a malha a ser discretizada no plano xy, e maior sera o nimero de
camadas a serem discretizadas na diregao z.

Para “t/a” de 1/100 com carga distribuida neste trabalho ndo foi determinada
a malha necessaria do elemento finito prismatico regular linear para chegar a
solucédo, devido a dificuldade computacional. Portanto para “t/a” de 1/100 deve-se
utilizar elemento finito de placa retangular, que obteve a solugdo com uma malha de
16x16 no trabalho de (WAIDEMAM, 2004).

Para “t/a” de 1/20 com o carga concentrada a resposta do elemento finito
prismatico regular linear convergiu com 4 camadas na direcdo z, e com uma malha

de 32x32 para os apoios fixos na altura média da placa, e malha de 42x42 para o
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engaste nas bordas. O elemento finito de placa retangular alcancou a solugdo com
uma malha de 20x20.

Os problemas desenvolvidos no capitulo 6 para placa delgada, segundo a
classificacdo de (VAZ, 2011), mostram que as malhas do elemento finito prismatico
regular linear necessarias para a solugdo dos problemas, foram maiores do que as
malhas desenvolvidas pelo elemento finito de placa retangular. Portanto a aplicacao
do elemento finito de placa retangular proporciona economia no processamento
computacional.

As funcdes interpoladoras do elemento finito prismatico regular linear tem
variacéo linear nos lados do prisma, este fato explica a necessidade de uma maior
discretizacdo de sua malha para a precisao dos resultados finais, pois a deformacéo
da placa proveniente da flexdo ndo é uma funcéo linear.

O elemento finito prismatico regular linear apresentou um diferencial em
relacdo ao elemento de placa retangular, que é a possibilidade de restringir a placa
por apoios fixos em pontos distintos na altura da placa, neste trabalho foi
desenvolvido com os apoios fixos na altura média e na base da placa. Este fato
possibilita ao projetista estrutural definir o ponto de aplicacdo dos apoios fixos que
fardo a restricdo da placa, que melhor representar o encontro da viga com a placa na
estrutura. A deformacéo da placa proveniente da restricdo com 0s apoios na base é
menor, comparada com a determinada com 0s apoios na altura média. Em relacéo a
reacdo de apoio horizontal, com a placa apoiada em sua base o valor obtido foi
maior do que a reac¢ao horizontal obtida pela placa apoiada em sua altura média.

Pelo o fato do elemento finito prismatico regular linear ser um elemento sélido,
recomenda-se a sua aplicacdo nos problemas de placas espessas, conforme
classificacdo dada por (VAZ, 2011), ao invés do elemento finito de placa retangular.
Os problemas resolvidos pelo elemento finito prismatico regular linear para “t/a” de
1/10 e de 1/5 mostrou-se malhas menores no plano xy necesséarias a solugéo,
guando comparadas com as malhas da placa delgada, viabilizando assim sua
aplicacao em placas espessas.

Com o decorrer do tempo, a tendéncia € que o desenvolvimento da
informatica continue ocorrendo, fazendo com que a aplicagdo dos elementos finitos
sélidos tenha uma maior aplicagdo nos projetos de engenharia estrutural,

principalmente em elementos estruturais com geometrias tridimensionais.
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7.2 PROPOSTAS DE DESENVOLVIMENTO

Uma proposta de desenvolvimento € a aplicagdo de outros elementos finitos
sélidos no software desenvolvimento neste trabalho, como o elemento finito
prismatico regular parabdlico que tem 20 nds, onde a poténcia de seus monémios
gue formam a sua funcéo interpoladora é maior, comparada com a do elemento finito
prismatico regular linear.

Como perspectiva futura pode-se fazer a analise da néo-linearidade, fisica
e/ou geométrica de sistemas estruturais, uma vez que 0 programa computacional

desenvolvido pode fazer a adaptacao faciimente.
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