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Resumo

Neste trabalho, faremos um estudo sobre as recém-introduzidas coordenadas vestidas na
abordagem de integracdo funcional, segundo a interpretacao de Dirac-Feynman para a teoria
quantica. Estas coordenadas s@o introduzidas no modelo de um oscilador harmonico acoplado
linearmente a um conjunto de modos normais de um campo escalar ndo-massivo e permitem
uma descricao nao-perturbativa e unificada do processo de radiagdo de um dtomo numa cavi-
dade arbitrariamente dessintonizada, generalizando a descri¢cdo segundo o modelo de Jaynes-
Cummings, amplamente utilizado em CQED (Eletrodinamica Quantica em Cavidades). As
coordenadas vestidas também permitem uma descric¢ao fisicamente aceitdvel da estabilidade do
estado de vacuo do sistema, sem necessidade de apelar para a conhecida aproximacdo de onda
girante.

Mostraremos que, neste modelo, as coordenadas vestidas se manifestam através de uma
transformacao linear ndo-ortogonal de coordenadas que preserva a medida de integracao fun-
cional, o que viabiliza e simplifica os calculos nessa abordagem. Também faremos uma gene-
ralizacdo da estratégia de regras de soma, introduzida recentemente para facilitar os cdlculos
de probabilidades de transicao. Finalmente, veremos que, no caso limite de uma cavidade in-
finitamente grande, recuperamos a bem conhecida taxa exponencial de decaimento espontaneo
de um atomo no espaco livre. Por outro lado, para uma cavidade suficientemente pequena, o
modelo diz que o oscilador pode permanecer quase estivel em seu estado 1-excitado.

Palavras-chave: integracdo funcional, coordenadas vestidas, regras de soma, CQED

Areas do conhecimento: teoria geral de particulas e campos; Optica quantica



Abstract

In this work, we will study the just-introduced dressed coordinates in the path-integral
approach, according to the Dirac-Feynman interpretation of quantum theory. These coordinates
are introduced in the model of a harmonic oscillator coupled linearly to a set of normal modes
of a massless scalar field, and will allow a non-perturbative and unified description of an atom
radiation process in an arbitrarily detuned cavity, generalizing the description according to the
Jaynes-Cummings model, largely used in Cavity QED. The dressed coordinates also give a
physically acceptable description of the system’s vacuum-state stability, without necessity of
appealing to the known rotating wave approximation.

We will show that, in this model, the dressed coordinates reveal themselves through a non-
orthogonal linear coordinate transformation preserving the path-integral functional measure,
which makes it possible and simplifies the calculations in this approach. We will also generalize
the sum rules strategy, recently introduced to make calculations of transition probabilities easier.
Finally, we will see that, in the limiting case of an infinitely large cavity, we recover the well-
known exponencial rate of spontaneous decay of an atom in free space. On the other hand, for a
sufficiently small cavity, the model says the oscillator can remain almost stable in its 1-excited
state.

Keywords: path integrals, dressed coordinates, sum rules, Cavity QED
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Introducdo

A motivagio para este trabalho é uma drea de pesquisa em Optica Quéntica conhecida como
Eletrodindmica Quantica em Cavidades, oun CQED'. A CQED estuda os processos fundamen-
tais de interagdo entre &tomos e campo eletromagnético, confinados em uma cavidade refletora.
Descrever teoricamente tais processos de um modo geral € algo bastante trabalhoso e, na mai-
oria dos casos, s6 é feito perturbativamente (método de Weisskopf-Wigner”). No entanto, para
alguns casos especiais, existem modelos que fornecem solugdes nao-perturbativas para um sis-
tema atomo-campo numa cavidade, a saber: o modelo de Rabi, que descreve a interacdo dipolar
entre um dtomo de dois niveis e um campo cléssico oscilante, e 0 modelo de Jaynes-Cummings,
que difere do modelo de Rabi por considerar o campo quantizado, com apenas um modo normal

(um laser, por exemplo).

Nao obstante sua simplicidade, os modelos supracitados vem sendo largamente aplicados,
sobretudo a partir da década de 1990, com o advento dos experimentos em CQED no chamado
regime de acoplamento forte. No entanto, ambos os modelos somente admitem solugdes exatas
quando se faz a chamada aproximagdo de onda girante no hamiltoniano do sistema. No caso
semi-classico, tal aproximacao é razodvel quando a freqiiéncia do campo € ressonante, ou quase-
ressonante, com a transi¢ao entre os dois niveis atdmicos em questdo. No caso puramente
quantico, no entanto, a aproximacdo de onda girante acaba “jogando para debaixo do tapete”
uma inconsisténcia do modelo de Jaynes-Cummings, a saber: aquilo que esperamos ser o estado
fundamental do sistema (o 4&tomo em seu estado de mais baixa energia e o campo em seu
estado de vacuo) deixa de ser estavel (fétons poderiam surgir do nada) quando nao fazemos
essa aproximacdo — ou, dito de outra forma, o estado fundamental do sistema, segundo o
modelo de Jaynes-Cummings sem a aproximacdo de onda girante, ndo corresponde ao vacuo

que esperamos.

Um trabalho introduzido em 2001 [2] surgiu como uma alternativa para se resolver pro-
blemas como os que surgem em CQED. A proposta deste trabalho era desenvolver um modelo
exatamente soltivel para descrever a interagdo entre &tomo e campo na cavidade, sem a necessi-

dade de se tratar o problema perturbativamente. Podemos caracterizar o modelo estudado nesse

Do inglés Cavity Quantum Electrodynamics.
2¢f secdo complementar Cyyy de [1].
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trabalho como uma extensao do modelo de Jaynes-Cummings, em que o atomo € tratado como
um oscilador harmonico e se acopla a um ntimero arbitrariamente grande de modos normais do
campo quantizado. Além disso, neste modelo, é possivel resolver o tal “paradoxo de Jaynes-
Cummings” por meio de uma mudanca nas coordenadas que descrevem o oscilador e o campo.
As novas coordenadas, denominadas vestidas ou renormalizadas, fornecem uma representacao
quantica na qual o vacuo do sistema é, por definicao, estaciondrio, sem a necessidade de se fazer
a aproximacdo de onda girante. Com isso, as solu¢gdes obtidas nessa representacao sao vélidas

também para sistemas fora de ressonancia.

Os trabalhos originais sobre coordenadas vestidas utilizam o tratamento hamiltoniano ha-
bitual da Mecanica Quantica. Nossa proposta com este trabalho € fazer uma revisao dos mes-
mos, utilizando o formalismo lagrangeano, por meio de integrais funcionais (Dirac-Feynman),

baseando-nos no trabalho pioneiro [3]. A organizacdo do texto € a seguinte:

e para deixar o texto mais auto-contido, dedicaremos os capitulos 1 e 2 para introduzir e
rever alguns tépicos de integracdo funcional em Mecanica Quantica, necessarios para se

compreender o desenvolvimento a ser feito nos capitulos seguintes;

e no capitulo 3, faremos uma breve revisdao sobre os modelos de Rabi e Jaynes-Cummings,

com o intuito de melhor inserir o nosso trabalho no contexto da CQED;

e 0 capitulo 4 é dedicado a apresentacao, andlise e diagonalizacdo do modelo de acopla-
mento linear entre um oscilador € um conjunto de modos normais de um campo, nosso

objeto de estudo;

e por fim, no capitulo 5, discutiremos o problema da estabilidade do vacuo no modelo de
acoplamento linear, introduziremos a representacdo das coordenadas vestidas e calcula-

remos as probabilidades de transi¢do previstas pelo modelo.
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1 A interpretacdo de Dirac-Feynman
para a Mecanica Quantica

1.1 O papel da acao na Mecanica Classica

Como veremos, no desenvolvimento do formalismo de integrais funcionais para a Mecanica
Quantica, a acdo desempenha um papel central. Para uma melhor contextualizagao deste de-
senvolvimento, recordaremos aqui alguns topicos importantes da Mecanica Classica. Para mais

detalhes, recomendamos [4].

1.1.1 O principio de Hamilton

Uma das formas mais elegantes de se descrever a evolucdo temporal de um sistema mecani-
co classico € através do principio de Hamilton. Segundo este principio, todo sistema mecanico
com s graus de liberdade — denotemos as coordenadas por qi,qs,...,ds € 0 conjunto de todas
elas por gq° — € descrito por uma funcgio .Z(Q°*,§°,t), denominada lagrangeana do sistema em

questdo, que satisfaz a seguinte condicao:

Dentre todas as possiveis trajetdrias pelas quais o sistema pode evoluir de posi¢oes
determinadas Q}, num instante t;, para outras posi¢des determinadas ¢35, num ins-

tante t,, a que € efetivamente seguida € tal que o funcional
19 .
Slg*(1)] = | "2(@(0).4°(0) 1) dt. (1L.1)
Y

denominado ag¢do lagrangiana, ou simplesmente acdo, assume um valor extremo.

Resolvendo a condi¢do acima utilizando Calculo Variacional, obtemos as conhecidas equa-
coes de Euler-Lagrange para o movimento do sistema:

422 r
dt 0g; 0q;i

1,2,...,s (1.2)
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1.1.2 As equacoes de Hamilton

Dada a lagrangeana de um sistema, na qual as coordenadas e as velocidades figuram como
variaveis independentes, podemos, na maioria dos casos, construir uma fungao alternativa em
que as coordenadas e os momentos desempenham tal papel. Para tanto, calculamos uma trans-

formada de Legendre substituindo as velocidades pelos momentos.

A diferencial total da lagrangeana é

1+Z—dql (1.3)

Definindo os momentos p; := 0.2 /9q; e utilizando as equacdes de Lagrange, podemos

reescrever (1.3) como

dﬁf:zm in+ZPidfh- (1.4)
i i
Escrevendo agora o segundo termo de (1.4) como

Zpiin=d<ZDiQi> —> gidps (1.5)

e substituindo em (1.4), obtemos:
d(ZPidi—i”) Z—Zbiin-FZQidpi- (1.6)
i i i

A expressao sob o diferencial no primeiro termo de (1.6) é a fun¢do que procuramos, deno-

minada hamiltoniana do sistema:

H(Q°,p°,t) Zplql : (1.7)

Da equacao
A==} pidait) ddps, (1.8)
i i

obtemos as conhecidas equacoes de Hamilton,

6= i1 (1.92)
opi

. o

Pi=— (1.9b)

0qi
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que sdo as equacdes de movimento do sistema expressas neste novo formalismo.

Neste desenvolvimento, a dependéncia temporal foi omitida por simplicidade. Incluindo-a,

obteriamos

o _ L

ot ot
Além disto, é facil verificar — tomando a derivada total da hamiltoniana em relacao ao
tempo e utilizando as equagdes (1.9) — que a derivada total da hamiltoniana em relacao ao

tempo reduz-se a

ds oA
dt ot
E possivel obter as equagdes (1.9), via Célculo Variacional, a partir de um principio de

Hamilton modificado:

Suponhamos que, nos instantes t; e t;, o sistema ocupa posi¢des determinadas, que

indicaremos pelos conjuntos de coordenadas Qj € g3, € momentos correspondentes
S S : s . . o . .

p} € p3, respectivamente. Dentre todas as possiveis trajetorias pelas quais o sistema

pode evoluir de (q5,p3.t1) a (05.P5.t2), a que é efetivamente seguida € tal que o

funcional
t
S[Q*(t),ps(t)] = L [ PiQi—%<qs(t),ps(t),t>] dt
t) '
~ | X pidai- (a0 po(0) ) a (1.10)
g

assume um valor extremo.

Por analogia a (1.1), o funcional dado por (1.10) costuma ser denominado acdo hamiltoni-

and.

1.1.3 Transformacoes canonicas

A forma das equacodes de Euler-Lagrange (1.2) € invariante por transformacdes de coor-
denadas do tipo Q; = Qi(Q,t), chamadas transformagdes puntuais. Do mesmo modo, existe
uma classe de transformagdes de coordenadas e momentos, Q; = Q;(q,p,t) e P; = Pi(q,p,t),
que deixa invariante a forma das equacdes de Hamilton (1.9). As transformagdes pertencen-
tes a essa classe sdo conhecidas como transformagoes canonicas. Claramente, transformacoes

puntuais sao casos particulares de transformagdes candnicas.

Nas novas varidveis Q° e P*, temos uma nova hamiltoniana %", da qual extraimos as se-
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guintes equacoes de Hamilton:

Qi= 3P’ i=12,...,s (1.11a)
. ox
Pi=——+- 1.11

bem como a seguinte expressdo para a acao hamiltoniana:

S[Q(t),P(t)] = Jtz > PudQi—# (Q(t),P(1), t) dt. (1.12)
t 3

O principio de Hamilton aplicado a (1.12) € equivalente aquele aplicado a (1.10). No en-

tanto, esta equivaléncia estabelece a seguinte relacdo:
Y PidQi—.# dt=) pidqi— s dt—dFy, (1.13)
i i

onde F; é uma funcdo das antigas e das novas coordenadas, bem como do tempo. Como F,
determina completamente uma transformacao canonica, é chamada funcdo geratriz da trans-

formacdo em questdo. Isolando dF; em (1.13), segue
dFy(q,Q.t) =) piddgi—) PidQi+ (X —)dt, (1.14)
i i

donde obtemos as seguintes equagdes:

3R

P (1.152)
_9F

Pi=—30. (1.15b)

=t 20 (1.15¢)

ot
Ademais, para que F; defina, de fato, uma transformacao canonica (g°,p%) — (Q°,P®), é ne-
cessario que esta seja inversivel. Logo, a matriz hessiana de F; deve ser também inversivel, ou

seja,

det<D2F1> £0, onde <D2F1>ij = 6212;23]

Um exemplo ilustrativo de fun¢do geratriz do tipo F; € o seguinte:
F1(0.Q) =) aQ: (1.16)
i

Calculando (1.15) para (1.16), encontramos Q; = p; € P = —qj. Esta transformacao candnica é

conhecida como transformagdo de dualidade, pois leva, a menos de um sinal, coordenadas em
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momentos e vice-versa.

Podemos ainda, aplicando transformadas de Legendre apropriadas em F;, encontrar mais

trés fungdes geratrizes, que denotaremos por F,, F3 e F4:

F2(9,P.t) =F, (q Q(P )+ZP Qi(P (1.17a)
R
Pi= 5y (1.17b)
R
Qi= ap; (1.17¢)
oF,
H o=+ 2 (1.17d)
Fa(p.Q.t) = Fi (a(P).Q.t) = 3 piai(p) (1.182)
= (1.18b)
opi
 0R
Pi=-35. (1.18¢)
_ oF3
H =+ (1.18d)
F4(p,P,t):F1<q(p),Q(P),t>+ZP Qi(P Z]olqI (1.192)
g =4 (1.19b)
opi
)
Q=73 (1.19¢)
a =t U4 (1.19d)
_ = .

Transformagdes puntuais sao um caso particular de transformagdes canodnicas cuja fungao

geratriz € do tipo F,. Com efeito, a partir da seguinte funcao geratriz:
»(9,P,1) Z fi(g,t) Py,

onde f; s@o fung¢des diferencidveis das antigas coordenadas e do tempo, encontramos, aplicando
(1.17¢) & (1.17d), 0s resultados Q; = f;(q, t) e P = ( 3

temos Q; = q; e P; = p;, que nada mais € do que uma transformacao de identidade.

~1
) pi- Em particular, para f;(q,t) = qj,
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1.1.4 A equacao de Hamilton-Jacobi

Assim como as equagdes de Euler-Lagrange e de Hamilton, a equacao de Hamilton-Jacobi
constitui um novo ponto de partida para um método geral de integracdo das equacdes de mo-
vimento. A novidade € que a grandeza que desempenha o papel central no formalismo de
Hamilton-Jacobi, é a agdo (ou uma agio, conforme a linha de raciocinio que seguiremos').
Além disso, a equacdao de Hamilton-Jacobi guarda uma estreita relacdo com a equacdo de

Schrédinger independente do tempo.

Procuramos uma transformagdo candnica (q,p) — (Q,P) tal que as novas coordenadas e
momentos sejam constantes — nao necessariamente constantes de movimento, mas constan-
tes de integracdo das equagdes de movimento. Escolheremos, como as novas varidveis, as
condi¢oes iniciais para as posi¢des e momentos, Q = q(0) =qg e P =p(0) = py. Precisamos
agora encontrar a nova forma para a hamiltoniana .7 (Q, P,t). Como Q; e P; sdo constantes, as
equacoes de Hamilton reduzir-se-ao a

oA oA
9Q; 0P;

Logo, a nova hamiltoniana nao pode depender nem de Q, nem de P, mas apenas do tempo.
Tal dependéncia pode ser absorvida por um termo aditivo dependente do tempo na fungio ge-
ratriz, sem prejuizo de suas outras propriedades. Assim, podemos tomar, sem perda de ge-
neralidade, .7~ = 0, donde segue, de qualquer uma das equagdes (1.15¢), (1.17d), (1.18d) ou
(1.194d),

%(q,p,t)—i—% =0, (1.20)

onde F € a funcdo geratriz da transformacdo que buscamos. Por conveniéncia, escolheremos
uma funcio geratriz do tipo F, e a denotaremos por S, por razdes que ficardo mais claras a

seguir. Por (1.17b), obtemos

0S
pi(qa pO’t) — aq (q’pO’t) (1213)
e, por (1.17¢),
0S
i0==—1(Q,Po,t). 1.21b
dio apio(q Po,t) ( )

lcf §2.1 da referéncia [5].
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Combinando (1.20) e (1.21), obtemos a chamada equag¢do de Hamilton-Jacobi:

a
#(4,V8(Q,po.t) ) + 55(0,po,t) =0, (1.22)

onde (VS); = aa_qsi- Vemos que (1.22) é uma equagdo diferencial parcial de primeira ordem, nao-
linear, a s+ 1 varidveis, t,q;,dz,...,(s. Assim, uma solucao completa desta equacao depende de
s+ 1 constantes de integragdo. Por outro lado, haja vista que S figura na equagao apenas através
de suas derivadas, uma destas constantes deve ser um termo aditivo na solu¢do completa, fixado
por uma escolha apropriada do valor inicial de S(qg,Po,t). E razoavel considerar que as outras
s constantes sejam os novos momentos Py. A fungdo S(qo,pPg,t) € conhecida como funcdo

principal de Hamilton.

Uma vez conhecida a funcao principal de Hamilton, as equagdes (1.21b) permitem expres-
sar as coordenadas g° em fun¢do do tempo e de 2 s constantes, Qg € Po. A partir dessas relagdes,
portanto, podemos obter as equacdes de movimento do sistema. Em seguida, com o auxilio das

equagoes (1.21a), podemos obter os momentos em funcdo do tempo.

Um ponto a ser observado aqui € que a func¢ao principal de Hamilton €, de certo modo, uma

“acdo”. Com efeito,

dS oS oS | .
FrarYa : a—qi%——«%ﬂ‘F;pl%—

=2 (a(00.Po.t),6(0.Po, 1), ). (1.23)
Integrando (1.23), encontramos:

t
S(q» p()’t) _SO = ‘[O$<q (QO’ po’t/) aQ(QO, po’t/) 7t/> dt/’ (124)

onde Sy = S(Qo,Pp,0) é uma constante a ser fixada. Constatamos aqui o “parentesco’” entre
S—S, e a acdo lagrangeana (1.1). E possivel mostrar que a acio lagrangeana também é solucio
de uma equag¢do de Hamilton-Jacobi e, por conseguinte, fun¢do geratriz de uma transformacgao
canodnica que fornece as equacdes de movimento. A principal diferenga entre as duas, entre-

tanto, é que S — S € unica, enquanto a acdo lagrangeana, em geral, ndo o é.
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1.2 Operadores de evolucao temporal. Propagadores

Lembremos que, na descricdo de Schrodinger para a Mecanica Quantica, os vetores de

estado [ (t)) evoluem de acordo com a equacdo de Schrodinger,

2 (1) = H (1)), (125)

Por simplicidade, nosso foco estard em hamiltonianas que ndo dependam explicitamente do

tempo, H = H (p,q). Neste caso, a solucao formal da equagao de Schrodinger é

i

(1) =exp( Litoty) H) ). (1.26)

onde o) = [1p(to)).
O operador linear U(t,tg) : (pg) — [P (t)) é denominado operador de evolugdo temporal:

i

U(t,ty) := exp( h(t_tO)H) . (1.27)

Este operador € unitério, pois H é hermiteano. Também é claro que uma composi¢ao de
operadores de evolugdo para intervalos de tempo consecutivos € igual ao operador de evolugdo

para o intervalo de tempo composto, i.e.,

U(ts,t2) U(ta, t1) = U(ts,t). (1.28)

Uma vez que U(t,ty) € uma fungdo apenas de t —t(, obtemos:
U(At;) U(Aty) = U(At] +Aty) = U(At,) U(AtL), (1.29)

ou seja, operadores de evolucdo temporal U (At) comutam para todo At.

No autoespago do operador posicdo q, o estado [(t)) é descrito por uma fungdo de onda

V(q,t) dada por:

D(a.t) = (q[9(t) < (L)) =ju)(q,t) a) da, (130)

onde |q) € o autoestado do operador ¢ com autovalor q.

O operador de evolugdo temporal mapeia uma funcio de onda inicial P (q,ty) em P(q,t),

que pode ser expressa como

P(a,t) = (qlU(t,to) [Wg) =
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= <q ‘ U(t, to) (E:|QO> (dol d%) ‘1P0> =

+00
:j (alU(t.to) | 4o} (do|bo) dgo =

+0o0
=j K(q.tldo.to) $(qo.to) dgo, (131)
onde a fungao
K(q,tlqo,.to) :=(qlU(t,to)[qo), (1.32)

denominada propagador?, é o elemento de matriz do operador de evoluco temporal na base dos
autoestados de g. O propagador € interpretado como a amplitude de probabilidade da transicdo

entre um estado inicial [{pg) e um estado final {(t)).

Uma propriedade muito importante do propagador, que serd utilizada nas préximas secdes,
¢ a seguinte: consideremos trés instantes t; < t, < t3 e, a cada instante t;, associemos uma

posicao gi. De acordo com (1.31), podemos escrever:

r+oo
P(ds,t3) = K(d3,t3ld2,t2) W(q2,t2) dgs =

oo oo

— [ Ktantlante) || Kiatsian ) blant) dai des =
uj:; 400 o

= U K(d3,t3lq2,t2) K(da, t2[qr, t1) dfh} ¥(qgr,ty) dq; <=
Voo L)oo

< K(ag3,t3lq1,t1) =] K(q3,t3lq2,t2) K(qz, t2/q1, 1) daa, (1.33)

ou seja, a amplitude de probabilidade para o intervalo de tempo [t;,t3] se decompde numa
soma sobre as infinitas possibilidades de se introduzir um estado intermedidrio no instante t; e

se construir a composicao das amplitudes de probabilidade nos intervalos [t;,t,] € [t;, t3].

1.3 O propagador como uma integral funcional

1.3.1 Buscando uma formulacao lagrangeana para a Mecanica Quantica:
uma breve histéria sobre o trabalho de Feynman

Integragdo funcional constitui uma terceira representacdo da Mecénica Quantica, além das
representacoes de Heisenberg (operadores) e Schrodinger (fungdo de onda). Elas sdo devidas

a Feynman, que desenvolveu, na década de 1940, uma abordagem que Dirac considerou bre-

2Feynman introduziu a notagio K(q,t|qo,ty), pois o propagador aparece como o niicleo (kernel) da equacio
integral (1.31).
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vemente em 1932. Nesta se¢do, vamos discutir as motivagdes que levaram Dirac e Feynman a
associar integrais funcionais — cujo integrando é exp([i/h]S), onde S é a acio — a Mecanica

Quantica.

Na Matematica, Wiener ja estudara integrais funcionais na década de 1920, mas estas pos-
suiam, como integrando, uma exponencial real. As integrais de Wiener sao integrais funcionais
euclideanas que estao bem definidas matematicamente, mas as integrais de Feynman, por car-
regarem uma exponencial imagindria, ndo possuem uma fundamentacdo matemadtica sélida.
N3ao obstante, as integrais de Feynman vém sendo utilizadas com sucesso em diversas dreas da

Fisica, como Fisica de Particulas, Fisica Atdmica e Molecular, Optica e Mecanica Estatistica.

Em diversas aplicacdes, integrais funcionais sao utilizadas em Teoria de Perturba¢do — em
particular, para aproximacdes semicldssicas — e, nestes casos, ndo ha problemas matemaéticos
sérios. Em outras aplicacdes, como o célculo de matrizes densidade em Mecanica Estatistica,
sdo usadas integrais funcionais euclideanas e, aqui, estas coincidem com as integrais funcionais
de Wiener. Contudo, para os calculos ndo-perturbativos de integrais funcionais em espacos de
Minkowski, ainda falta uma fundamentacdo matematica completamente rigorosa. Os problemas
aumentam para dimensdes maiores que quatro. Feynman estava ciente deste problema, mas as
idéias fisicas que surgiram das integrais funcionais sdo tdo convincentes que ele — e outros

pesquisadores — ndo consideraram este problema preocupante.

Nossa breve historia comega com Dirac, que escreveu, em 1932, um artigo para um jour-
nal soviético® [6], no qual ele tentou encontrar uma descri¢io da Mecénica Quantica baseada
no formalismo lagrangeano, em vez do atualmente utilizado formalismo hamiltoniano. Todos
os trabalhos da época em Mecanica Quantica — incluindo o trabalho em Teoria Quantica de
Campos — comecaram com a equacdo de Schrodinger ou com os métodos de operadores de
Heisenberg, nos quais a hamiltoniana desempenha um papel central. Para a Mecanica Quantica,
ndo havia problemas, mas para teorias de campos relativisticos, uma abordagem baseada na ha-

miltoniana tinha o inconveniente de se perder a invaridncia manifesta de Lorentz”.

Dirac considerou o propagador (1.32) e levantou a questdo sobre a possibilidade de se en-
contrar uma expressao para este elemento de matriz na qual figurasse a acdo em vez da ha-
miltoniana. Ele sabia que, na Mecénica Classica, a evoluc¢do temporal de um sistema pode ser
escrita como uma transformacgao candnica, da qual a agdo cldssica S[q(t);ty,tg], calculada ao
longo da trajetoria classica comecando no ponto qr, no instante tj, € terminando no ponto qr,

no instante tr, é a funcdo geratriz (¢f. §1.1.4). Em seu artigo de 1932, Dirac escreveu que o

30 artigo foi recebido em 1932, mas publicado em 1933.
4Embora, para a Eletrodindmica Quantica, tem-se mostrado que resultados fisicos sdo, ndo obstante, relativis-
ticamente invariantes.
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propagador corresponde a exp(% Slq(t) ;tI,tF]). Ele usou as palavras “corresponde a” para ex-
pressar que deve haver correcdes de nivel quantico, de tal modo que a igualdade entre os dois
termos nao se verifica. Embora Dirac tenha escrito essas idéias em 1932, elas foram por muito
tempo ignoradas, até que Feynman comecasse seus estudos sobre o papel da acdo na Mecanica

Quantica.

No final da década de 1930, Feynman comegou a estudar como formular uma abordagem da
Mecanica Quantica baseada na acdo. Sua motivacdo era um trabalho desenvolvido com Whee-
ler, seu orientador de Doutorado: uma teoria de Eletrodindmica Quantica da qual o campo ele-
tromagnético fora eliminado. Deste modo, eles esperavam evitar problemas de autoaceleragao
e autoenergia infinita de um elétron, devido as interagdes deste elétron com o campo eletro-
magnético, e que Lienard, Wiechert, Abraham e Lorentz tentaram, em vao, resolver. A “teoria
de Feynman-Wheeler” [ 7] resultante surgiu em uma descricao das interagdes entre dois elétrons
na qual ndo se fazia referéncia a nenhum campo. Esta € chamada de feoria de acdo a distdncia,
na qual esta demora um intervalo de tempo finito e ndo-nulo para percorrer a distancia entre um

elétron e os outros. Essas teorias sdo ndo-locais no espago e no tempo.

Schwarzchild [8], Tetrode [9] e Fokker [10, 11, 12] estudaram tal teoria de acdo a distancia
€ uma expressao para a acdo cléssica deste sistema foi encontrada, eliminando o problema de
autoenergia infinita. Feynman e Wheeler passaram entdo a quantizar este sistema, mas Feynman
notou que um tratamento hamiltoniano era desesperancosamente complicado. Assim, Feynman
comegou a procurar por uma abordagem da Mecanica Quantica em que ele pudesse evitar o
uso da hamiltoniana. O objeto natural a ser usado era a acdo. Naquela ocasido, Feynman foi
informado sobre o trabalho de Dirac de 1932 e, obviamente, ficou intrigado sobre a expressao
misteriosa “corresponde a”’. Com seu espirito pragmaético, tipicamente norte-americano, ele
testou a hipétese de Dirac para um exemplo muito simples: uma lagrangeana do tipo
m

-2
5 d —V(q) (1.34)

Z(4,q) =

e um intervalo de tempo t,,; | —tn = € muito pequeno. A linha de raciocinio adotada na préxima
secdo segue o desenvolvimento original de Feynman, que pode ser encontrado, por exemplo, na

secdo 4.1 da referéncia [ 13].
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1.3.2 Uma formulacao lagrangeana para o propagador a tempos curtos

Para o exemplo supracitado, Feynman escreveu a evoluciao temporal da fun¢do de onda

P(g,t) como
1 [t i - +
1l)(anrl’tThLI) = j_\rJoo eXp {ﬂ €$<qn+1€ qn’ qn+12 qn)} w(qn’tn) dqn =
:lj—'_ooex ime dn+1 —dn 2 ex _i_ev qn+1+qn ll)( t ) d
N P o c P75 2 fnotn) G-

(1.35)

onde N(e) € um fator de normalizacdo que pode, em principio, depender de €. Introduzindo a
varidvel x = g1 — qn na integral, obtemos:
1 [T im , ie X
Y(dnti-tnte) = — exp| 53 —x" | exp ——V(qn+—) PY(dng1 —x,t) dx.  (1.36)
NJ_ o € h 2
No trabalho original [13], utiliza-se, neste ponto da deducao, o argumento de que apenas
valores pequenos de x contribuirdo significativamente para a integral em (1.36), o que justi-
ficaria as expansdes de baixa ordem em x que faremos a seguir. Vamos mostrar, entretanto,

que tal argumento ndo € necessario e que aquelas expansdes em x surgem naturalmente quando

expandimos (1.36) até primeira ordem em €.

Com efeito, fazendo expansoOes de ordem arbitrdria em x na Eq. (1.36), teremos uma
combinagdo linear de integrais do tipo [ x™ exp(—ax?) dx, com a:=m/(2ihe) e n € Z.

Estas integrais podem ser calculadas explicitamente’ e seu valor é

+00 5 0, se n € impar
J x" exp(—ax ) dx = 02 , (1.37)
—00 (n—l)!!ﬁ(zl—a) , semnépar

onde k!! denota o duplo fatorial de k — para k > 1 impar, temos k!! =k x (k—2) x (k—4) x
x5 x3x1.

Substituindo o valor definido anteriormente para a, temos:

Lo . . . k
J xzkexp(%x2> dx = (2k— 1)1/ 22The <1h—€> vk € Z. (1.38)

oo m m

Para n fmpar, o cdlculo é trivial. Para n par, o cdlculo pode ser feito facilmente utilizando o seguinte “truque’:

J+Oox2k exp(—axz) dx = (—1)* 0 JJrooexp(—axz) dx.

k
oo 0a* ) oo
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Vemos aqui que, para mantermos os termos de primeira ordem em €, devemos preservar
apenas os termos das expansdes em x que resultem em integrais do tipo (1.38) com k < 1.
Olhando com cuidado o membro da direita em (1.36), concluiremos, sem muita dificuldade,
que devemos fazer uma expansio de segunda ordem em \(qgy4| — X, tn) € uma de ordem zero®

em V(qn+5%).

Procedendo as expansdes em (1.36) e substituindo o resultado obtido em (1.38) , vem:

0
q)(qn-‘rl’tﬂ)—{_ea_lf(qn-i—l’tn) -

1 [T ) )
= NJ eXP( The Xz)[l—% V(gn)] {ﬂ)[anrlatn)_x %(anrl,th‘% ingllg)(qn+l’tn):| dx =
—00
1 [2imhe i ihe 9%
= m [1—ﬁ€V(CIn)} |:1|)(qn+1, n)‘i‘ma—qz(qnﬂ,tn)] . (1.39)

Desprezando o termo de segunda ordem em e e rearranjando os demais termos, obtemos:

ie 1 [2imthe
—w Vi) + 5y — 1

Multiplicando ambos os membros de (1.40) por ihi/e e tomando o limite para e — 0, obte-

o ihe 0%
€¥(Qn+1,tn) =5 m a_qz(Qn-l—latn) +

ll)(qn+l’tn)‘ (1-40)

mos, finalmente,

) h? 02
a_l;l:(qn,tn) = _w(qn7tn)+

i _h7
' 2m 0q?

e—0 € m

V(qn)+ih lim 1 (% 2imhe 1)] P(qn,tn),
(1.41)

que nada mais € do que a equagdo de Schrodinger para o problema considerado, contanto que

a seguinte condicao seja satisfeita:

11 /2imhe
lim - | — —1]=0. 1.42
LH(N m ) 0 (.42

A condigdo (1.42) restringe muito as possiveis escolhas para o fator de normaliza¢do N(e),

mas ndo € forte o bastante para determina-lo univocamente. Discussdes a parte, uma escolha

N = ,/Z”The. (1.43)
m

®Cumpre ressaltar aqui que, como faremos uma expansio de ordem zero no potencial de ponto médio

trivial para o fator de normalizacgdo é

X - _ .
V(M), escolher um dos valores V(qyn ) ou V(q,, 1) para a expansdo torna-se uma mera questdo de abi-
trariedade. Ao longo deste trabalho, usaremos um valor ou outro, conforme nossa conveniéncia.
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Assim, verificamos que o propagador a tempos curtos estd, de fato, diretamente relacio-
nado a exp (%S[q(t)]), como Dirac havia suposto. Em particular, fazendo a escolha (1.43),

concluimos que

[/ m irm
K(qn+1,tn+1‘qn,tn) ~ mexp(ﬂ [Z (qn+1 _qn)z_ev(qn)]> . (1.44)

1.3.3 O propagador a tempos longos: uma formulacao lagrangeana para
a integral funcional

Agora que ja conhecemos uma expressdao para o propagador a tempos curtos em fungao
da lagrangeana (1.34), uma pergunta natural a se fazer € a seguinte: como extender aquele
resultado para um intervalo de tempo arbitrdrio? Para construir tal extensdo, faremos uso

combinado de (1.44) e do importante resultado (1.33) na pigina 21.

Consideremos um sistema unidimensional que evolui de uma posi¢do i, num instante
t;, para uma posicdo gr, num instante tp. Dividamos o intervalo [t;,tf] em N subintervalos
[tn,tne1), onde tg:=1t, th =tg+neVn e ZnN[0,N] e e = (tf —t;) /N <« 1 — posteriormente,
tomaremos o limite para N — oco. Além disso, para cada instante t,, associemos uma posi¢ao

dn, lembrando que as posi¢des qq := qr € qn = qr sdo fixas.

Utilizando a propriedade (1.33) recursivamente para N subintervalos de tempo, chegaremos

ao seguinte resultado:

+oo ptoo +oo p+oo N=1
K(qF,tF|QI,tI):]\}£20J J J J HK(qn+1’tn+l|Qnatn)dQNflqufZ"'dql,

—00 J—00 —00 J—00 T'L:O
(1.45)
que denotaremos, por simplicidade, por
N-1 N-1
Klar.trlqr.ti) = lim J [T Kansistastlan. ta) [ | dax (1.46)
0 k=1
Substituindo (1.44) em (1.46), vem:
K 1i m N/2 i o m 2 v N
(artranto) = fim (55) ™ [eso 1 3 [35 (anen—an*=eVian] ) [T ea
(1.47)

Introduzindo uma func¢do interpoladora diferencidvel q(t) tal que q(tn) = qn VN € ZnN

[0, N], podemos, ao tomar o limite para N — oo, substituir o somatdrio no argumento da expo-
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nencial em (1.47) por uma integral em t:

2
v dn+1—9qn .
leﬂthel () ~vian

_ %J:F [%1 4%t~ V(a)| dt (1.48)

Além disto, no limite para N — oo, obtemos uma medida de integracdo de dimensao infinita

que é simbolicamente denotada por:

Zlq(t)]:= lim (2lm€)N/2quk (1.49)

N—oo

Introduzindo estes novos elementos, denotaremos (1.47) por:

q(tr)=qar

K(qr, telar, tr) :J

em(%s[q(t)]) Z(q(t)]. (1.50)
q(tr)=qx

Cumpre ressaltar aqui que (1.50) é apenas uma maneira formal de representar a expressao

(1.47), a qual deveremos recorrer sempre que precisarmos calcular essas integrais.

A expressao (1.50) subentende uma integragdo sobre infinitos valores intermedidrios qq,.
Podemos, entdo, interpretd-la naturalmente como uma integracdo sobre todas as funcdes q(t)
tais que q(t;) = qr e q(tf) = qr ou, ainda, sobre fodas as possiveis trajetorias pelas quais
um sistema pode partir da posi¢cdo qp, no instante t;, € chegar a posi¢cdo gf, no instante tr
— esta, alids, € a interpretacdo original de Feynman. Por esta ou aquela interpretacdo, uma
integral como (1.50) é comumente denominada integral de trajetoria (do inglés path integral)

ou integral funcional, respectivamente’.

A expressao (1.50) também € conhecida como formula de Feynman-Kac, pois foi o ma-
tematico Kac que demonstrou que uma integral andloga a essa, mas com um argumento real
para a exponencial, estd rigorosamente bem definida do ponto de vista matemético. Integrais
desta ultima classe tém aplicagdes em outras dreas, como Mecanica Estatistica (integral de
Feynman para a matriz densidade) e Processos Estocdsticos (integral de Wiener). Um ponto
que pode parecer controverso € o resultado (1.43). Até aqui, duas questdes permanecem em

aberto:

1. O resultado (1.43) é passivel de demonstracao? Lembremos que, nos nossos calculos,
era necessdrio apenas que aquela igualdade se verificasse assintoticamente, mas acabamos

impondo a igualdade irrestrita em (1.43).

"Nos trabalhos de lingua inglesa, é mais comum encontrar a expressio integral de trajetéria, enquanto que, nos
de lingua portuguesa, a expressao integral funcional é mais utilizada.
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2. Existe uma forma de se calcular o fator de normalizacao N para uma lagrangeana
qualquer? Para o cilculo que acabamos de fazer, partimos de uma lagrangeana “simples”

(1.34) na pagina 23.
Sobre a questio 2, Feynman escreveu, no final de sua tese de doutorado [14]:

A point of vagueness is the normalization factor, N. No rule has been given to
determine it for a given action expression. This question is related to the difficult
mathematical question as to the conditions under which the limiting process of

subdividing the time scale (...) actually converges.

Na verdade, a resposta para esta questdao € um tanto desapontadora, como veremos mais adi-
ante. Por ora, vamos responder a questao 1 (a saber: a resposta € sim) €, a0 mesmo tempo, mos-
trar que € possivel deduzir o resultado (1.50) a partir do formalismo de operadores da Mecénica
Quantica, estabelecendo completamente a equivaléncia entre este novo formalismo e os demais
jé conhecidos. Como ilustragdao, vamos introduzir, no desenvolvimento que segue, uma ferra-
menta matematica muito tutil em problemas de integracdo funcional: a formula do produto de

TrotterS.

1.3.4 A integral funcional deduzida a partir do formalismo de operado-
res. A formula do produto de Trotter

Nesta se¢do, seguiremos essencialmente o desenvolvimento feito no capitulo 1 da referéncia

[16]. Um desenvolvimento similar pode ser encontrado na secdo 1.4 da referéncia [17].

Vamos recordar o significado do propagador no formalismo de operadores da Mecanica

Quantica. Combinando as equacdes (1.27) na pagina 20 e (1.32), temos:

K(qr, telar, ti) = <CIF

exp(—%(tF—tI)H(p,qQ

Cl1> (1.51)

Para o exemplo que tratamos, a lagrangeana (1.34), o operador hamiltoniano correspon-

dente é

1
H(p.q) =ﬁp2+wq) (1.52)

que, para simplificar, denotaremos por

H=T+V, (1.53)

8Alguns trabalhos, como [15], referem-se a essa formula, extendida a outros contextos, como de Lie-Trotter.
Outros ainda, como de Kato-Trotter.
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O proximo passo seria, naturalmente, decompor a exponencial acima num produto de ex-
ponenciais a tempos curtos. Além disso, para o nosso exemplo, gostariamos de separar as expo-
nenciais de T e V, mas ndo podemos fazer isso de maneira irrestrita, pois T ¢ V ndo comutam.

Nao obstante, o seguinte resultado, que usaremos agora, permanece valido:

Teorema 1.1 (Férmula do produto de Trotter). Sejam A e B dois operadores auto-adjuntos.

Entdo vale:
) 1 1
exp(A+B) :]\}gréo {exp(m A) exp(N B)] (1.54)
Aplicando (1.54) em (1.51) e introduzindo € := (tf —t;) /N, temos:
ie ie N
[exp <—€ T) exp <—€ V) }

Assim como fizemos na deducdo da propriedade (1.33), introduzamos aqui, entre as re-

K(qr, trlgr, t1) = lim <qF
N—oo

q1>. (1.55)

peticdes do operador exponencial, N — 1 decomposicdes da identidade na representacdao das

coordenadas,

+00
I:J |qn><qn‘ quL TL=1,2,...,N—1,

—00

de modo que (1.55) fica reduzida a

N—-1

K(gr, telar, tr) = ]\}EI;OJ 11 <Qn+1

n=0

. . N—1
ie ie
exp(—g T) exp <—€V> ‘qn> H dqy, (1.56)
k=1
onde qg := g1 € qn := qf. Para reduzir o operador de energia cinética, introduzamos N decom-
posicoes da identidade na representacao dos momentos,

+o0
IZJ ‘pn><pn| del n:0a1’29~"5N_1-

—0o0

Com isto, (1.56) fica:

N—-1 N—1

K(qr. trlar, t1) = ]\}EIgOJ' H <qn+1 ‘ e n T ‘pn> <pn ‘ e nV ‘ qn> dpn ]]<:[1 dgx =

N—1
:NIL“;JHe 5B V) (g, [pn) (Pl i) dpnlnlqu (1.57)

Introduzindo o j4 conhecido resultado para a fun¢do de onda do momento na representagao

de coordenadas,

(qlp) = \/—heXp< pq>,
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em (1.57), vem:
K(ar, telqr ty) =
= ie pn? ie 1 .
= ]\}ggoJHeXp (—g %) exp <—g V(qn)> Tt eXp(1t1 [dnt1—dnl pn) dpn H dqy =
. . i i€ pn? ie dpn
~ lim u‘loexp (E (An qnhongm) exp (HV(%O don H da. (158)

As integrais nas variaveis de momento py, em (1.58), sdo do tipo gaussiano e podem ser

calculadas explicitamente:
o L 1€ Pn dpn
J—oo eXp(% [qn+1 N qn] h 2m> 21th -
=X [ ]2 J+ooex — ie _h_m( _ ) 2 de'L o
= exp 2h dn+1—0qn . p hm Pn c dn+1—dn i
= exp The dnt+1—dn R
_ m im o
_Wexp(%e [dn+1— dn ) (1.59)

Substituindo (1.59) em (1.58), vem:

) N—1
. 2 1€
K(gr, telgr, tr) = ]\}gn [ \/ 217'che < [dnt1—anl”— gW%))] <£[1 ko> ,

(1.60)

0 que, apds alguma manipulacio, conduz precisamente ao resultado (1.47). Logo, o resultado
imposto em (1.43) € correto para o propagador dado pelo hamiltoniano (1.52) e corresponde a

integracdo nas variaveis de momento.

Para concluir esta se¢io, notemos que o desenvolvimento feito até (1.57) vale ndo s6 para o
hamiltoniano (1.52), mas para qualquer hamiltoniano da forma H(p,q) = T(p) + V(q). Neste

caso, a partir de (1.57), teriamos:

N—1 N—1
o dpy
K(qr, trlqr, t1) —nggojexp< Z{pn (dny1—dn)— (pn)+V(qn)]}> <k_0 27'ch> H dqy,
(1.61)

que seria, entdo, a forma mais geral para o propagador como uma integral funcional construida
a partir de um hamiltoniano do tipo H(p,q) = T(p) + V(q). No entanto, como veremos na

proxima sec¢do, o resultado (1.61) pode ser extendido para uma classe ainda maior de hamilto-
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nianos (que, virtualmente, compreende todos os casos).

1.3.5 O propagador a tempos longos: a formulacao hamiltoniana para a
integral funcional

Comecamos com a conjectura de Dirac, passamos pelo trabalho de Feynman, que justifica
aquela conjectura, e, até este ponto, conseguimos justificar as idéias de Feynman com base
no consagrado formalismo de operadores da Mecanica Quantica, estabelecendo a equivaléncia
entre a descricdo geométrica de Dirac-Feynman e as conhecidas descri¢oes algébrica de Hei-
senberg e analitica de Schrodinger. Nesta se¢do, vamos generalizar nossos resultados para uma
classe muito maior de hamiltonianos (o que, como dito anteriormente, engloba praticamente

todos os casos) e, indiretamente, dar uma resposta aquela questao 2.

Mais precisamente, vamos mostrar que € possivel encontrar uma expressao andloga a (1.61)

para qualquer hamiltoniano da forma®’

Hp.a)=) «p9q” o¢eC, {ja.b;}CZ, (1.62)
j

ou que possa ser colocado nesta forma com um reordenamento os operadores p e ¢, valendo-
se, quando necessdrio, da relacdo de comutagao [q, p] = ih |l — por exemplo, um hamiltoniano

H = q p? q seria reescrito como H = p2 q2+2ihpq.

Num caso mais geral que o tratado na sec¢do anterior, a férmula do produto de Trotter
mostra-se inutil. Mesmo assim, € possivel utilizar a propriedade (1.28) na pagina 20 e seguir
um desenvolvimento andlogo ao que conduziu a (1.57). Neste caso, obtemos:

N—-1

. N—1
. ie
K(ar. trlar, t1) = T\}E}QOJ’ H (An+1lPn) <Pn exp <—g H(PJI)) ‘ Qn> dpn H dgy. (1.63)
n=0

k=1

Calcular o elemento de matriz (py |exp(—*£H(p,q)) | dn), em geral, ndo ¢ tarefa facil.
N3ao obstante, fazer este cdlculo no limite para € — 0 € relativamente simples. Com efeito, neste

limite, podemos expandir as exponenciais até primeira ordem em e:
i€
<pn exp (‘{ H(p,q)> ’qn> ~ <pn
ie b
= (pnldn) — H <pn Z 9 pY qb] qn> =
j

9F possivel deduzir o mesmo resultado para outras escolhas de ordenamento do hamiltoniano, mas para 0 nosso
desenvolvimento, optamos pelo ordenamento (1.62).

ie
|-~ H(p.q) ’ qn> =
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= l__Z(X] pn nbj <pn|qn>:

= |:1 — % H(pn, qn):| <pn|qn> ~

~ em(—%e H(pn,qn)> (Pnldn). (1.64)

Substituindo (1.64) em (1.63), temos:

N-1
K(dr, telar, tr) ZIJEI;OJH (dnt11pn) (Prldn) eXP<—€H Pn,dn > dPnH day =

. i ie dpn 1
:]\}gréojgeXpG—Lpn [dnt1 —qn]) eXp<—€ H(pn,qn)> o H dqx,

o que, apOs alguma manipulacao, conduz ao resultado definitivo:

. N—1 - _
. i dpy
K(artrlartr) :nggojexp<ﬁ1;)[pn(qn+l dn) = €H(pn, dn) ) H—hlj de. (1.65)
que denotaremos formalmente por
q(tr)=q 1 [t
Kartsiant) = [ Vexp( ] "paa-Hip@ ) ZpwIglawl. 66
q(tr)=ar Ry

Esta é a forma mais geral para o propagador, no formalismo integral funcional, para um
sistema cujo hamiltoniano nao depende explicitamente do tempo. Note que a expressao no ar-
gumento da exponencial € uma “a¢do hamiltoniana”. Além disso, as condi¢des de contorno para
p(t),q(t) s@o aquelas que figuram no enunciado do principio de Hamilton. Integrais funcionais
para os propagadores calculadas a partir da acdo hamiltoniana s3o comumente citadas como
integrais funcionais sobre o espaco de fases do sistema, enquanto que as calculadas a partir da

acdo lagrangiana sdo ditas integrais funcionais sobre o espago de configuracoes do sistema.

Ao final desse desenvolvimento, concluimos que o formalismo integral funcional €, de
fato, um método de quantizacdo, uma vez que ele define as amplitudes de transi¢do quanticas
[W(tr)) — [b(ty)) diretamente através da hamiltoniana “classica” H(p, q), sem a necessidade de

utilizar funcdes de onda ou operadores p,q.

Observemos que, em (1.65), a integracdo nos momentos se dd sempre em uma dimensao a
mais do que a integracdo nas coordenadas. Devido a isto, a expressao (1.66) para o propagador

ndo € invariante por transformacdes canonicas.

Neste ponto, ja podemos dar uma resposta a questdo 2, deixada em aberto por Feynman:
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e Se 0 hamiltoniano tiver a forma (1.52), quadrética em p, € possivel derivar a formulagcao
lagrangeana (1.50) para o propagador, a partir de (1.66), integrando explicitamente sobre

0S momentos.

e Porém, se o hamiltoniano contém termos que nao sdo quadraticos em p, é impossivel
derivar uma formulagdo lagrangeana para o propagador a partir de (1.66). A formulagao

hamiltoniana € a Uinica disponivel para estes casos.

1.3.6 Integrais funcionais para sistemas com varios graus de liberdade

Todo o desenvolvimento que realizamos refere-se a sistemas com apenas um grau de li-
berdade. No entanto, valendo-se do formalismo de operadores (e de sua extensdo tensorial),
podemos generalizar os resultados para sistemas com vérios graus de liberdade, lembrando que
alguns sistemas requerem um cuidado especial devido a possibilidade de haver estados emara-

nhados. Por ora, vamos tratar apenas de estados ndo-emaranhados.

Para fixar idéias, consideremos um sistema com s graus de liberdade. Recordemos que,
de acordo com o formalismo de operadores, a cada grau de liberdade do sistema corresponde
um espaco de estados — que denotaremos por H,H,,...,Hs — e que o espago de estados do

sistema como um todo, I, € o produto tensorial dos espacos referentes a cada grau de liberdade,

ou seja,
S
H=3H0H, @ @Hs = Q) Ha (1.67)
a=1
Se o sistema parte de uma configuragao q; := (qgl], q%z), ey q§5)> num instante ty, e evolui
para uma configuracio Qr := (q(Fl], qg), cees q(FS)> num instante ty, o propagador que descreve

esta evolucdo pode ser escrito como

S

K(aF, trlqr. t) = ®<q1(:m’ GXP<—%(’£F—’CI)H> (@’quv) (1.68)
=1

p=1

Procedendo analogamente ao caso de sistemas com um grau de liberdade, ou seja, dividindo
o intervalo de tempo [tr, tr] em N subintervalos [tn, t, 1], decompondo o operador de evolucao
temporal como um produto de operadores em cada subintervalo e introduzindo resolucdes da

identidade no espacgo das coordenadas e dos momentos,

S

|=J ®‘q1&”> <®<q${")(> ﬁdqg] n=12,...N-1 (1.69)
v=1 j=1

o=1
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:J<®‘p@>> ( S <p£3)) <f[dp£f)> n=0,1,....N—1 (1.70)
5=1 y=1 =1

podemos escrever

K(qgr, telar, t1) =

J{ﬁexP(%eH(p,q)) [ﬁ<qml ) (ool ] } (HH) )

- [{Ton(- o) |[low(s et ]50") i | (T TTeat ) -
Jexp(%NZl{i[qiw)l Qﬂ Y eH(pA)})f{(eodpg)(r[lqu) (1.71)

n=0 | y=l1

O resultado (1.71) guarda a mesma forma do resultado (1.65) obtido para sistemas com um

grau de liberdade. Por isso, vamos denoté-lo formalmente de uma maneira similar:

K(qF,tquI,tI)—Jq(tF) " eXP( L ZP dq'™ ~H(p.q) dt)Hg[ 8] 2]a").

q(tr)=q: I k=1 =1
(1.72)
Em particular, para uma hamiltoniana da forma
S pv)?
H(p.,q) = +V(a), (1.73)
. 2my)
’Y:

a integracdo nas varidveis de momento em (1.71) pode ser feita explicitamente, o que nos da:

s (o) V2
K(Qr, telqr, t1) = H <2mhe>

j=1

Jexp<,r'lz {Zn;—[ Ay iy q%)]zeV(qn)}) <ﬁ dq,@). (1.74)

Como no caso anterior, a integral funcional em (1.74) guarda a mesma forma daquela

em (1.47) na pagina 26. Assim, vamos denota-la formalmente de um modo similar:

K(Gr, telds, tr) = Jq(tF):quXp (%EF {Z mzm [q(ﬂr } dt) H@[ 0] @75

q(tl)*ql 'y:l
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1.3.7 Transformacoes de coordenadas em integrais funcionais: alguns co-
mentarios

Como podemos intuir, o calculo de integrais funcionais €, em geral, uma tarefa bastante
ardua, haja vista que apenas algumas classes de integrais funcionais podem ser calculadas exa-
tamente. Métodos de integracdo tipicos de integrais comuns nem sempre podem ser adaptados
para o calculo de integrais funcionais porque, nestas, o integrando e a medida de integracdo
estdo, de certo modo, “amarrados”. Na expressao (1.47), por exemplo, os limites para o inte-
grando e para a medida de integracdo ndo podem, em principio, ser tomados de modo inde-
pendente. Por isso, o simbolo Z[q(t)] que figura em (1.50) ndo tem sentido préprio — pelo

contrario, ndo passa de uma simples notacgao.

Para ilustrar esta dificuldade, vamos considerar o método de integragao mais fundamental
que conhecemos: o método de mudanca de varidveis. E possivel implementar um método
de transformacao de coordenadas para o cdlculo de integrais funcionais? Vamos discutir aqui
apenas as integrais sobre o espaco de configuracdes e veremos que, para estas, desenvolver um

método de transformacdo de coordenadas pode ser algo bastante complexo.

Para integrais comuns, o método de mudanca de varidveis € muito bem estabelecido: se
temos uma integral expressa nas variaveis xp,Xs,...,Xs € queremos expressa-la em termos de

novas variaveis yi,ys,...,Ys, devemos fazer:

Jf(XhXZ’-"’XS) dX] dX2"‘dXS = Jf(UIaUZ,---,Us) |det3|dyl dUZ---dUs, (176)
onde J é a matriz jacobiana da transformacao (y1,ys,-...,Ys) — (X1,X2,...,Xs), Cujos elementos
- dxi
sdo dados por Ji; = 5t

Uma tentativa ingénua de adaptar este método a integracdo funcional consiste, essencial-
mente, em encontrar um andlogo a matriz jacobiana. Se temos uma integral funcional expressa
em termos das coordenadas 'V (t),q@® (1),...,q¥(t) e queremos expressa-la em termos de no-
vas coordenadas ! (t), v (t),...,r8)(t), devemos esperar que o andlogo a matriz jacobiana,

que deve aparecer em (1.47), seja a seguinte matriz:

gt = o , (1.77)
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onde os blocos J7i* sdo definidos por

dqum
(n )i = 7 (1.78)

orn
e os indices subscritos referem-se a discretizacdo temporal das coordenadas, rotuladas pelos
indices sobrescritos. E razodvel supor aqui que as varidveis discretizadas q%) sejam indepen-
dentes de TQJ se forem tomadas em instantes diferentes, ou seja, se m # n. Admitindo esta
hipétese, as matrizes J;' sdo nulas para m # n e J* assume uma forma diagonal por blocos

(para eliminar redundancias, os indices sobrescritos dos blocos J' serdo omitidos no que se-

gue):

31 0s><s 0s><s

05)(5 OSXS .
J* = & < |detJ*| = Hldetﬁn\. (1.79)
n=1

Seguindo essa linha de raciocinio, temos que o elemento de integracdo em (1.47) deve

transformar-se, sob a mudancga

(aV0,a®11), a9 (1) = (FD 1) D)t ),

como
N—1 s N—-1 s
TTITdaw — []idetanl T ark?. (1.80)
n=1 a=1 n=1 a=1

No entanto, como dissemos no inicio, esta abordagem € ingé€nua, pois nao leva em conta
o integrando, e fracassa para a maioria das transformacdes de coordenadas usuais, como a
transformacao de coordenadas retangulares para esféricas — para se ter uma idéia da dificuldade
em se implementar transformagdes de coordenadas em integrais funcionais, indicamos, como
exemplo, a referéncia [18]. Nao obstante, ela funciona para um caso muito especial, a saber:
quando a transformacao { ql® } — {r("‘) } ¢ linear. Neste caso, as matrizes J, sdo todas iguais
e independentes de n. Em particular, se a transformagdo de coordenadas tiver determinante 1

(como € o caso das transformagdes ortogonais), teremos

N—1 s N—1 s
TTITaaw — [T ]ar- (1.81)
n=1 a=1 n=1 a=1

Podemos dizer entdo que a medida de integracao funcional sobre o espaco de configuracdes €

invariante sob transformagdes lineares de coordenadas cujo jacobiano vale 1. Este resultado,
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apesar de ser muito restritivo, nos serd de muita valia quando calcularmos o propagador do

sistema de osciladores harmdnicos acoplados.

1.4 Integracao funcional e o principio de Hamilton

Como ja vimos, na Mecanica Cldssica, apenas uma trajetéria ligando os pontos (tg,qp) e
(tr, qF) € relevante: a que extremiza a acdo. Por outro lado, o formalismo integral funcional da
Mecanica Quantica traz consigo a idéia de que todas as possiveis trajetdrias ligando os referidos
pontos contribuem para a amplitude de transi¢cao quantica (q,t| qr,tf) — € contribuem com
igual peso. O que diferencia a contribui¢do de uma possivel trajetdria para outra € a fase, dada

pela agdo calculada para aquela trajetoria.

Entao, como podemos obter o resultado classico a partir deste formalismo? Aproximamo-
nos do limite cldssico quando a acdo S > h. Neste caso, uma pequena variagio (pequena no
sentido cldssico) da acdo ao se mudar de uma possivel trajetéria para outra implicard uma grande
variagdo na fase da contribuicdo daquelas trajetorias para a amplitude de transicao quantica.
Assim, no limite classico, as contribuicdes de todas as trajetdrias para as quais a acdo difere
de seu valor extremo tendem a um cancelamento mutuo, de modo que apenas as trajetorias
vizinhas daquela que extremiza a a¢@o contribuirdo significativamente. Este resultado é o mais

proximo que podemos chegar, com este formalismo quantico, do principio de Hamilton.

Hé também uma formulagdo andloga a do principio de Hamilton baseada no formalismo de

operadores para sistemas quanticos. Esta, devida a Schwinger, pode ser encontrada em [19] ou

[20].
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2 Alguns exemplos de aplicacao das
integrais funcionais

Neste capitulo, aplicaremos o formalismo integral funcional para calcular o propagador
em alguns exemplos conhecidos: a particula livre, o oscilador harmo6nico simples, o oscila-
dor harmonico for¢ado e o sistema de osciladores harmdnicos acoplados. Introduziremos um
método para o calculo das integrais funcionais que se mostra muito ttil para estes exemplos,

em que o potencial é linear ou quadrético nas coordenadas.

Daqui para diante, quando necessdrio, fica subentendido que as condi¢des de contorno ado-

tadas sdo q(t;) = q1 e q(tf) = g, onde tomaremos, com freqiiéncia, t; =0e tr =T.

2.1 Alguns resultados tteis

Antes de tratarmos dos problemas em si, demonstraremos aqui algumas proposi¢cdes que

nos serao uteis.

Teorema 2.1. Seja um sistema unidimensional descrito por uma lagrangeana & = %qu —
V(q). Para uma possivel trajetoria q(t), seja Q(t) = q(t) — qqi(t), onde q(t) € a trajetoria
cldssica do sistema, ou seja, aquela que satisfaz ao principio de Hamilton. Seja ainda V(qq, Q)

uma fungdo definida como:

- oV
V(qcl,Q):V(q)—V(qcl)—Qa— (2.1
q q=dc1
A agdo calculada para a trajetoria q(t) pode ser escrita como
tr m ., -
S=Sa+ | [5 Q@ ViaQ)| ¢t 22)
tr

onde S| € a acdo calculada para a trajetoria cldssica q¢(t).

Demonstracdo. Por defini¢do, temos Q(t;) = Q(tf) =0. A agdo calculada para q(t), escrita em
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func¢do de q¢ e Q, fica:

tr ' ‘
S :J [% q21+%1Q2+ch1Q—V(qcl+Q)} dt. 2.3)
tr

Introduzindo a identidade Gy Q = % (4 Q) — 4 Q em (2.3), temos:

, Frm , m. y
szquQﬁHJ 5 a4+ 5 QP -midaQ—V(da+Q)| at (24)
T tI

Introduzindo (2.1) em (2.4), temos:

(tF | m m . - Vv
S=| |=a3—V(ga)+ = Q*—V(4e, Q) —Q | Moy + =— dt =
It 2 2 aq q=dc|
I RS
[t rm Yorm . -
_ m.> m -2 _
-] [T e viaw] et | [F @ Viaa 0] ac
tr m . -
—Sa+ | [5QVi@a.Q) e =
tr

Corolario 2.1. Nas condicoes do teorema 2.1, se a funcdo energia potencial é da forma V(q) =
Vo(q)+i(t) g, entdo, fazendo a expansdo q(t) = q¢(t)+Q(t), a acdo calculada para q(t) pode

ser escrita como (2.2), onde

V(4e, Q) = Vola) — Volqa) — Q 20

34 (2.5)

q=dc|

Demonstracdo. Basta provar que, neste caso, a funcao V(qcl, Q), definida em (2.1), reduz-se a

(2.5). Com efeito:

- ov
V(qe,Q) =V(g)—V(qq) —Q Frl =
q=dc|
) ) oVp )
= Vo(q) +ij(t) a—Vo(de) —i(t) g —Q 3 +ij(t)| =
q=dc1
oV,
=Vola)~Volae) ~Q 52| —i(t)[a—qa—Ql=
q=dc|
oV,
= Vol) = Volaa) ~Q 5 m
q=dc|

O corolario 2.1 nos diz algo interessante: segundo a descri¢do de Dirac-Feynman, a in-
fluéncia de uma forca externa j(t) na amplitude de problemaabilidade de um sistema quantico

manifesta-se apenas na acao calculada para a sua trajetoria cldssica.
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O teorema 2.1 € particularmente util para o cédlculo de propagadores apenas em alguns
casos, a saber: quando o potencial V(q) for constante, linear ou quadratico em q. Isto se deve

ao seguinte resultado:

Teorema 2.2. No contexto do teorema 2.1, para um potencial do tipo
V(g)=) calt) g, (2.6)
a funcdo V(qy, Q) independe de qq se, e somente se, cn(t) =0 VYn > 3.

Demonstracdo. Procedamos ao calculo de V(q, Q) neste caso:

V(de, Q) ch (da+Q)" Zcm an — Zm =
=3 a3 (3)aet S entt a3 e o=

= ch(t) > (’;) ay *Q*—af—mal’ Q] =
n=0 Lk=0

) (’;) q;ka] . @.7)
Lk=2

Vemos em (2.7) que, para os termos de ordem n > 3, a dependéncia de q persiste. Logo,

|
L[s
g
S
M-

para que V(qg, Q) ndo dependa de g, devemos impor cn(t) =0 V¥n > 3. Il

Neste capitulo, trataremos apenas de exemplos que satisfacam ao teorema 2.2, os quais
envolvem formas quadraticas. Para o cdlculo de integrais funcionais desta classe, os dois s a

seguir mostram-se bastante uteis.

Lema 2.1. Sejam Q uma matriz n x 1, com entradas Q1,Q>,...,Qn, e A, uma matriz simétrica

n x n (ambas matrizes reais). Entdo, para qualquer parametro complexo «, vale

Jexp( o« Q AQ)HdQI_(—>n/2 Jdleﬁ' 2.8)

Demonstracdo. Como A € simétrica, entdo, de acordo com um conhecido da Algebra Linear,
existe uma matriz ortogonal J que diagonaliza A. Assim, fazendo uma mudanca de varidveis

Q—Qem que J € a matriz jacobiana, Q =J Q, obtemos:

n n n
exp(—oa QT AQ dQ; = Jexp —x )\-@2 ldetd| | |dQ; =
J ( ) 11_11: i ]Zl )X \“’-/11—]1: 1

1
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n rtoo o\ —
= HJ exp (—oc)\i Qi > dQ;,
onde Aj,Ay,...,An sdo os autovalores (ndo-nulos) de A. Cada uma das integrais acima nos da:
“+o00
— 2\ — Tt

oy .)d = | =
J'_OO exp( oA Qj Q; oA

Substituindo este resultado no produtorio acima, temos:

~1/2

few(-ara0) [Too= (3" (TIn] (5" 7 ©

Em particular, para os problemas tratados neste capitulo, a matriz A assume a forma

1 -d 0 0 O 0

-d 1 —-d 0 O 0
0O -d 1 —-d 0 - 0

0

A=]10 0 —-d 1 -—d ,de R (2.9)
—d 1 -d
0 0 —-d 1

nxn

Para esta classe de matrizes, mostraremos o seguinte resultado:

Lema 2.2. O determinante de uma matriz An da forma (2.9) vale'

1
i’ sed=
n

detAn = }\211-1—1_}\ n+1 , ondeAy =
a7

Bof—

1++v1-44d2

> (2.10)

Bof—

Demonstragdo. Desenvolvendo o determinante de A,, segundo o método de Laplace, encontra-

remos a seguinte relagdo de recorréncia:

detA; =1; (2.11)
detA, =1—d>; (2.12)
detA, =detA, | —d>detA, ,  Vn>2. (2.13)

Verifica-se facilmente, com o auxilio do de L’Hospital, que

lim )\+n+1 7}\_n+l B Tl+1
d—1/2 Ap—A_ AL
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Para d =1/2, o valor de det A, pode ser facilmente verificado por indug@o a partir de (2.13).

O caso d # 1/2, por outro lado, demanda um pouco mais de esforco.

Primeiramente, notemos que as relacoes (2.11), (2.12) e (2.13) podem ser unificadas na

seguinte equagdo matricial:

n—1
det A, 1 —d?\ [detA,_, 1 —d? 1
= = , Yn > 1 (2.14)
detA,_; 1 0 det A, _» 1 0 1

Para d # 1/2, a matriz

¢ diagonalizavel. Sua forma diagonal €

~1
D= M O — Pl = A" 0
0 A o Al

e uma possivel matriz P que a diagonaliza €

A A 1 —A
p.— " — Pl = ! .
1 1 A=A\ =1 AL

Podemos agora calcular B™!:

—1
gl _ppnlgp-i_ 1 Mo A (AT 0 b=
A=A\ 11 0 A \—1 Ay

| AP A A FALAT )

)\+ —A_ 7\+n—l o }\_n—l _}\+TL—1 A+ 7\+ 7\_TL—1

B 1 )\+n A _)\+ A [7\+an o )\,nili| B

7\+ —A_ }\+n—l o }\_n—l _}\+ A |:)\+n—2 o }\_n—2:|
B 1 }\+n A _dZ |:)\+TL—1 . }\_n—l:| (2 15)
- 7\+ —A_ )\+Tl—1 _ 7\711—1 _d2 {}\+n—2 . )\711—2} :

Substituindo (2.15) em (2.14) e notando que Ay — d? =2, temos:

det Ay 1 AToAr 2 [Aﬁ—l —7\,“—1} 1
det‘Anil B Ay —A_ }\+T1*1 _ A,nil _d2 |:)\+an _)\7_[172} | =
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1 (A A hdz])

= 7\+ A 7\+n—2 P\+ o dZ} _}\_n—Z P\_ . d2]

1 7\+n+1 o A_TH»I
TA A A

0 que nos remete imediatamente a segunda parte de (2.10). [

2.2 A particula livre

A lagrangeana para a particula livre € dada por

&= % . (2.16)
O propagador, dado por (1.50), fica
q(T)=ar i Mm
Kar.Tlan0l = | exp( 3 | Feta) Ziaru. @.17)
a(0)=q1 o

Pelo teorema 2.2, fazendo a expansdo q(t) = q¢(t) + Q(t), podemos escrever o propagador

como?

- QT)=0 C T
K(dr. Tla1,0) =exp<%scl) JQ(O)O exp (% | %det> QW) @18

A trajetoria classica da particula é dada por:

. ar—(q
Ga=0 = galt) =~ t+ar. (2.19)

A acdo S calculada para a trajetoria classica (2.19) fica:

qr —q1)*. (2.20)

Para calcularmos a integral funcional em (2.18), dividamos o intervalo de tempo [0, T] em

ZNota-se que, com a mudanca de “varidvel” q(t) = qq(t) + Q(t), a medida de integracdo funcional fica

2[q(t)] = 2[Q(1)].
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N partes iguais:

T
th =Te, €= n=Q(tn)
Qo=0Qn=0

A integral funcional fica:

QM=0 L i
JQ(O)() °xP (ﬂ Jo 5 Q dt) 21Q(t)] =

m N/2 im ! Pt
o PSRy _
_ng%o (2'17[’r1e) JCXP<2he > (Qn+1—Qn) ) []daQc=
n=0 k=1
. M AN [ (020,00 Qs Qs 2 Qn 2Qn 14w 1Y TT
:I\}EEO(Zinhe> ghelxl 12772 723 T2 ENTa NS - Hko'
k=1
2.21)

A expressao entre colchetes em (2.21) pode ser colocada na forma matricial Q' AQ, onde
An_1 € da forma (2.9) com d = 1/2. A integral funcional pode entdo ser facilmente calculada

com o auxilio dos lemas demonstrados anteriormente:

m -2 . m m -7
xp| — _Q dt 9(2’( = lim Xp —Q Q | IdQ =
JQ(O)__O © <fL J() 2 ) [ ( )] Nlﬂo()(z‘i,ﬂe) Je (T‘LE A ) ol K

N-—1
m N/2 fimthe\ 2 1
lo 1 2.1 =1 - —
pelo fema NEI;O <2i7r’he) ( ) /detAn_|

pelo lema 2.2

/2N 1
N—»oo 217rhe
= lim \/—
 Nooo \ 2imthNe

m
2imthT’

(2.22)

Substituindo (2.20) e (2.22) em (2.18), obtemos finalmente:

m im
Klar. Tlar.0) = /- e p(th (ar— 1) ) (223)

que € precisamente o resultado conhecido para o propagador da particula livre, que pode ser

obtido muito mais facilmente a partir do formalismo de Schrodinger.
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2.3 O oscilador harmonico simples

2.3.1 Oscilador livre

Comecamos pela lagrangeana para o oscilador harmoénico, dada por

Mmoo 202
Z =3 (q w?q ) (2.24)
Fazendo a expansio q(t) = q¢(t) + Q(t), temos, pelo teorema 2.2,

- QT)=0 Mo
K(ar. Tla1.0) =exp(%scl) JQ(O) exp(;“,; Q- QZD 71Q(t]. (2.25)

Para calcular S, precisamos encontrar a equacgdo da trajetéria cldssica q¢(t). Resolvendo

a equacdo do movimento, encontramos:

o+ w? e =0 <= qq(t) =A cos(wt)+Bsen(wt) (2.26)

Apliquemos as condi¢des de contorno a (2.26):

qa(0) =q1 <= A=qp

qr qrcos(wT)

T)= T)+B T) = B= - -
qa(T) =qr < qrcos(wT)+Bsen(wT) =qr <= sen(wT)  sen(wT)

Logo,

qal(t) = {qrsen[w (T—t)]+qgrsen(wt)} =

sen(wT)

= Galt) = {ar cos[w (T—1)]+ qr cos(wt)}. (2.27)

w
sen(wT)

Calculemos a acdo S para a trajetoria dada por (2.27):

maw? T
S = WJ {qI cos[2w (T—1t)] 4 qr cos(2wt) — 2 qg g cos[w (T—Zt)]}dt:
T
zsen 2w (T—1)] rsen(2wT) senfw (T—2t)] |
256n2 wT { L L T2drdr 2w o
4sen2 o) [qlz sen(2wT) +qF sen(2wT)—4q1qF sen(wT)} =
ZSen wT qu +qr )cos wT)— 2q1qF]. (2.28)

Resta-nos calcular a integral funcional em (2.25). Dividindo o intervalo de tempo em N
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partes iguais, do mesmo modo e com a mesma notagdo do problema anterior, podemos escrever:

Q(T)=0 1M [ o L i
JQ[O) exp(2h {Q —w Q }) 2[Q(t)] =

N/2 . N—1 o 2 N—1
= (21:’he) exP(? HZO !M_“&Q“ZD Hko:
. m N/2 1m Nt 2 2 2 Nl
= lim (=) Texp F;}[Qm ~2Qui1 Qut (1-w?e?) Qu?] Eko:

) m N/2 im (z_wzez)[Q 2 2Q1Q2 Q2 Q2Q3 bt Q }
— lim ( : ) elhe L N1 Hko (2.29)
N—oo \2i7the ol

A expressao entre colchetes na ultima passagem de (2.29) pode ser colocada na forma
matricial QT AQ, onde A é da forma (2.9) com d = 1/ ( —ezw ) De acordo com o lema 2.1,

podemos escrever:

Q(M)=0 im [ - i
JQ(O):O eXp<2’h [Q - Q D 21Q(1)] =

N-—1

: 1

vdetAn_1 -

_ lim( m )N/Z 2imthe
T Nooo \2imhe m (2—e2w?)

m
= li 2—e*w? 2.
N\ 2imthe detAn_q ( ew ) > (2:30)
onde, de acordo com o lema 2.2, temos (lembrando que, neste problema, d > 1/2):
N N . 2
—A_ 1+iyv4d4—1
detAy =~ o, 1Evad ol (2.31)
A —A_ 2
Expandindo A até primeira ordem em torno de € = 0, obtemos>:
./ _ 3 33 B ey 2 9
442 — w€—|—8we+128we—|—1024 e+O(e):>
== )\i:#—i—(‘)(é) %%exp(j:iw €). (2.32)

Substituindo (2.32) em (2.31), vem:

1 exp(iwNe)—exp(—iwNe)

3Chama a atengio o fato de a expansio de v/4d2 — 1 em torno de e =0 ser impar, embora a funcio, ela mesma,
seja par. Ocorre que a funcdo em questao nao € diferencidvel em € =0 e que, nessa vizinhanca, comporta-se como
| el.
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=" - (2.33)

Substituindo (2.33) em (2.30), vem:

Q(M=0 im ., PP ) m  2N-l e ) 5 LN
JQ(O):O exp<ﬁ {Q —w”Q D 7(Q(t)] Zl\}gr;o e senioT) (2—(» c ) _

- =0 . 1_w2e2 e
\/2imhsen(wT) N—oo 2 N

1

maw
- \/2irrh sen(wT)’ (2.34)

Substituindo (2.28) e (2.34) em (2.25), obtemos finalmente:

K(qF,TIqI,O):\/ Uk tme ) [(q12+qF2) COS(wT)—2q1qFD-

2ithsen(wT) P <2h sen(wT
(2.35)

Notemos que o propagador (2.23) para a particula livre é obtido de (2.35) no limite para

w — 0, como era esperado.

2.3.2 Oscilador sujeito a uma forca externa dependente do tempo

Para um oscilador harmonico simples sujeito a uma forca externa j(t), a lagrangeana é

.z:%l (qz—w2q2>+jq. (2.36)

Fazendo a expansao q(t) = q¢(t) + Q(t), temos, pelo teorema 2.2,

- QT=0 i
Klar.Tar0) =exp(5a ) [ exo( 5 [@2-w?@7] ) 20100 -

mw i
por (2.34) = \/Zinh sen(wT) exp<1;—L Scl> . 2.37)

Mais uma vez, para calcular S, precisamos encontrar a solugdo q.(t) da equagdao do mo-

vimento

Mo +maw?qq =j(t). (2.38)

A equacdo (2.38) e as condi¢gdes de contorno nao-homogéneas q.(0) = q; e qu(T) = qr

constituem um problema de Sturm. Para resolvé-lo completamente, devemos encontrar, pri-
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meiramente, a solucdo qg(t) do problema de Sturm definido por (2.38) e pelas condigdes de

contorno homogéneas qg(0) = qg(T) =0.

Para determinar qg(t), devemos tomar duas solucdes linearmente independentes w;(t) e
u,(t) da equagdo homogénea it + w?u = 0, satisfazendo as condi¢des de contorno homogéneas

uy(0) =0 e uy(T) =0. Por exemplo, podemos tomar

u;(t) =sen(wt) (2.39)
Uy (t) =senfw (T—1t)] (2.40)

e, com elas, construir a fungio de Green G(t,t’)dada por

g (t) up(t’)

mW(t
u (t') up
mW(t

, para 0<t<t'<T

G(tt)) = » : (241)
)

, para 0<t/'<t<T

/

em que W(t) é o wronskiano definido por W(t) = u;(t) w)(t) —uj(t) up(t). Para u;(t) =

sen(wt) e uy(t) =senfw (T —1t)], temos:

W(t) =sen(wt) (—w)cos[w (T—1t)] —w cos(wt) senfw (T—1t)] =
=—w {sen(wt) cos[w (T —1t)]+cos(wt) senfw (T—1)]} =
=—wsenlw (t+T—1t)] =
=—wsen(wT). (2.42)

Substituindo (2.39), (2.40) e (2.42) em (2.41), obtemos:

_sen(wt) sen[w (T—t')]

T , para 0<t<t'<T

N mw sen(w
G(t,t) sen(wt’) sen[w (T —1)] , ’ (2.43)
— , para 0<t'<t<T
maw sen(wT)

Conhecendo-se a func¢do de Green do problema de Sturm em questdo, o de Green atesta que

a solucdo qg(t) que procuramos é dada por

;
as(t) :J G(t.t')i(t') at’ (2.44)

0
Uma vez que determinamos a solu¢do do problema de Sturm com condi¢des de contorno
homogéneas, para encontrar a solugdo completa do nosso problema, poderiamos partir de uma
func¢ao arbitraria h(t), duas vezes diferencidvel, que satisfaca as condi¢des de contorno nao-

homogéneas h(0) = q; e h(T) = gf. Para simplificar, vamos exigir, além disso, que h(t) seja
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solucdo da equagio homogénea h+ w?>h = 0 — que, a propésito, ja determinamos quando
resolvemos o oscilador livre: a funcio dada por (2.27), que denotaremos aqui por qg(t). Assim,

a solucdo completa q.j(t) do nosso problema é

T

[qr sen[w (T —1)]4 qf sen(wt)] —i—JO G(t,t')j(t") at’.

del(t) = qu(t) +qs(t) = sen(wT)

(2.45)

Calculemos a acdo S para esta trajetoria:

Sl _J;{%L [(qu+Q§+2qus) —w? (q%+q§+2qus)} +i(t) (qH+qS)} dt =

T
= mdy Cls|g+J {% (63—w?a})—mas <'C'IH+w2 qH)+% (q§7w2q§)+i(t)(qn+qs)} dt =
—— 0 -~ 7
0 0
T

.
m .

— Sasas], + | {2 -orat)-% [mqs+mw s —i(6)| i) (an+ ) b dt =
— 0

0

. mw
- 2sen(wT)

[<QI2+QF2>COS(CUT 2quF J
1
)

JJ j(t) G(t,t) j(t') dt’at. (2.46)

Substituindo (2.46) em (2.37), obtemos finalmente:

K(qr, Tlq1,0) = Ko(qr, Tlq1,0)

i (7 o (T T
xexp(% JO qu(t)j(t) dt) exp(zlh JO L](t)G(tt) (t') at’ dt), (2.47)

onde Ko(qr, T|qy,0) é dado por (2.35).

2.4 O conjunto nao-degenerado de osciladores harmonicos
acoplados

Como exemplo de sistema com varios graus de liberdade, consideremos um conjunto nao-
degenerado de s osciladores harmonicos acoplados. No caso geral, a lagrangena de tal sistema
¢ dada pela seguinte forma quadratica:

1 [dx ax 1.7
L= (E) Mr =5 XTKX, (2.48)
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em que o fator 1/2 foi explicitado por conveniéncia. X, ; é a matriz das coordenadas de cada
oscilador — os deslocamentos em relagdo as respectivas posi¢oes de equilibrio. Mgy € Ksxs
sdo matrizes simétricas e positivas definidas (tomemos, por simplicidade, M diagonal; neste
caso, suas entradas ndo-nulas, que denotaremos m, my, ..., Mg, sa0 as massas dos osciladores).
Como X € simétrica, o sistema pode ser desacoplado por meio de uma transformacao ortogo-
nal de coordenadas X = JQ, onde Jsxs € a matriz ortogonal que diagonaliza K. As entradas
da matriz Qg 1, que denotaremos Q;,Q»,...,Qs, sdo chamadas coordenadas normais do sis-
tema (Qq(t) = Aget@at). As entradas nio-nulas da matriz diagonal g7 K J serdo denotadas

Qa2/2, ax=1,2,...,s, cujos termos Q, sdo as freqiiéncias dos chamados modos normais
de vibracdo do sistema. A lagrangeana do sistema desacoplado, expressa em termos das suas

coordenadas normais, fica:

=y I« ('g—QazQaz). (2.49)

Conforme mencionado anteriormente, transformagdes ortogonais de coordenadas sdo via-
veis de se implementar em integrais funcionais, além de deixar invariante a medida de integra-
cao funcional. Assim, o propagador para este sistema pode ser obtido facilmente em termos das

coordenadas normais, com o auxilio do resultado (2.35) na péagina 47:

XtR)=XF & (tp[(ax\TyrdX T °
K(DCF,tFQCI,tI)ZLq Ly e”‘ftl[(dt) Mige—X Kx]dtH.@[Xoc(t)] —
tI =A1 (XZI
S Q(tr)=QF 1im
= K(QF,tF|QI,tI):HJQ( - exp( 2h“J <Q2 oc2(20(2) dt) P1Qu(t)] =
tr1)=91

a=1

(X

_H 217Thsen(Q T)

X exp (#@m [(Qar? +Qur?) cos(QT) —2QaIQaF]> .

(2.50)

A grande dificuldade em se resolver este exemplo para o caso geral € justamente o cdlculo
das freqiiéncias normais Q. Para alguns casos particulares, no entanto, é possivel obté-las com

certa facilidade. Por exemplo, consideremos uma cadeia de s osciladores harmonicos idénticos.
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Neste caso, teremos m; =my =--- =g = m e
2 —1 0 0 0
-1 2 -1 0 o --- 0
0O —1 2 -1 0
K=mw?>| 0 0 -1 2 -1 0 (2.51)
-1 2 -1
0O —1 2

SXS

A matriz ortogonal J que diagonaliza K € tal que suas entradas sdo dadas por

2 Tj &
I Bt 2.52
Jja s+lsen<s+1> (2.52)

e as freqiiéncias normais sdo dadas por

TX
Qa:2wsen[2(s+l)}. (2.53)

Obter estes resultados diretamente pela diagonalizagdo de K pode ser muito trabalhoso. Em

vez disso, vamos obté-los resolvendo as equacdes de movimento dos osciladores,

%54+ w* (<% +2%—%11) =0 j=1,2,...,s (2.54)
XO - XS-I—] — 07 (255)

introduzindo o seguinte ansditz:

;1% (1) = sen(j po) Ag et (2.56)

Substituindo (2.56) em (2.54), temos:

Aget®t (_roz sen(j po) +w? {—sen((j—1) dal +2 sen(j bo) —sen[(j+ 1) (I)oc]}) =0 =

2
= 0= —Sen‘(‘; 37 (25en(i o) —senl(i— 1) dal —senl(j+ 1) hal} =
) senfjba) — 2 sen(j ) cos b
= — «) —2sen(j oy) coshyl =
sen(j ¢ [2sen(j ¢ )
=2w? (1 —cosdy) =4 w? sen’ <%> , (2.57)
onde o parametro ¢ € obtido pela condi¢ao (2.55):
TTX

sen[(s+1) do) =0 < Py = a=1,2,...,s. (2.58)

s+1
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A solucao geral € entdo dada por

S S . S
)=y x¥w=3 sen(:jroo AgetOat = 3 T AgetOat, (2.59)
a=1 a=1 =1

Na expressao acima, podemos, sem perda de generalidade, introduzir um fator de norma-
lizacdo N de tal modo que a matriz g, cujos elementos sdo definidos por J;, = \/NTj os S€ja
ortogonal. Valendo-se da seguinte identidade*:

> ) & il s+1
Zsen<s+1> sen<s+1> :Téje, (2.60)
a=1

. _ 2
concluimos que N = #;.

4cf. apéndice D, férmula (D3b), de [21].
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3  Topicos em COED: os modelos de
Rabi e Jaynes-Cummings

H4 61 anos, uma pequena observacio publicada por Edward Purcell! [22] abriria as portas
para uma nova area de pesquisa em Fisica Quantica. Pela primeira vez, cogitou-se a hipotese
de que o acoplamento entre a matéria e o vacuo poderia ter seu comportamento alterado se
confinarmos o dtomo numa cavidade refletora. Tal idéia foi retomada e complementada na
década de 1980, com um trabalho de Daniel Kleppner [23] em que se discutem as possibilidades
de se conseguir uma facilitacao (enhancement) ou inibicao (inhibition) da emissao espontanea
de 4tomos confinados em cavidades refletoras com elevado fator de qualidade. A este trabalho,
sucederam diversos resultados experimentais em que se observou tal fendbmeno, hoje conhecido

como efeito Purcell, tanto no dominio? de microondas como no dominio optico.

O trabalho pioneiro de comprovacao do efeito Purcell encontra-se em [24], em que se obser-
vou uma facilitacdo da emissio espontanea no dominio de microondas. A inibi¢ao da mesma foi
observada pouco tempo depois, ainda no dominio de microondas, em trabalhos como [25, 26].
O primeiro trabalho de observacdo, no dominio 6ptico, da inibi¢cdo da emissdo espontanea,

encontra-se em [27].

Nascia assim a Eletrodindmica Qudntica em Cavidades, ou CQED (do inglés Cavity Quan-
tum Electrodynamics), um ramo da Optica Quéntica que tem produzido interessantes resultados
até hoje. Mais detalhes sobre os trabalhos em CQED na década de 80 podem ser encontrados

em [28].

'Prémio Nobel de Fisica em 1952.

2Classificaremos 0s experimentos como pertencentes ao dominio 6ptico ou de microondas conforme as
freqiiéncias de radiagdo envolvidas (relacionadas a uma dada transicio atdmica, por exemplo) estejam na faixa
do visivel ou de radiofreqiiéncia (microondas), respectivamente.
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3.1 O problema de um conjunto de cargas interagindo com
um campo eletromagnético

Consideremos o problema de um conjunto de particulas carregadas interagindo com um

campo eletromagnético. A lagrangeana e a correspondente hamiltoniana de tal sistema sdo

dadas por
1 .
%5 —chu1+§qa [Fo- A(ra,t) — U(rq, t)] 3.1)
Pog = Mala+ quA(ry,t) 3.2)
Hy =) Pay—daAet)]’ +Voou+ Y daU(ra.t), (33)
04 [0 8

onde cada particula, indexada por «, t€m massa my, carga qq, € estd localizada em r,. O campo
€ descrito pelos potenciais U e A e o termo V¢, € a energia potencial de interacdo coulombiana

entre as particulas.

3.1.1 Transformacoes de gauge e representacoes quanticas alternativas

Uma propriedade interessante deste sistema diz respeito a como a lagrangeana (3.1) se
transforma frente a uma mudancga de gauge. Consideremos uma transformac¢ao definida por

uma fung¢do x que dependa apenas dere t,

A'(r,t) =A(r,t)+ Vx(r,t) (3.4)
0
u'(r,t) = U(r,t) atx( t). (3.5)

Aplicando a transformacdo definida por (3.4) e (3.5) em (3.1), teremos:

szocr VCoul""Zq(x Fo- Al (g, t) — U/(l‘(x,t)] =
—g‘I’Zqoc |: X(ro,t) +Fo - V(rg,t ):| =

Z daX(ra,t)

_$+— (3.6)

Vemos em (3.6) que a nova lagrangeana, obtida pela transformacdo de gauge definida por
x(r,t), difere da original por uma derivada total em relagcdo ao tempo. Como € conhecido
da Mecanica Classica, .Z e £’ sdo ditas equivalentes, no sentido de que ambas descrevem a

mesma dinamica, pois geram as mesmas equagoes de movimento. Os momentos canonicamente
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conjugados as coordenadas rytransformam-se do seguinte modo:

| (PR :mai'oc+qocA/(roc,t) =Poy +da VX(Ta,t). (3.7)

Os novos momentos, portanto, diferem dos antigos. Ou seja, apesar de .Z e £’ serem
equivalentes, cada uma define seu proprio espago de fases — e, conseqilientemente, sua propria
representacdo [quantica]. Denotemos por sobrescritos (1) e (2) as representagdes definidas a

partir de .Z e .£’, respectivamente.

Segundo a descri¢do de Schrodinger, os operadores fundamentais que satisfazem as relacoes
candnicas de comutacdo sao X, =ry |l (posi¢ao) e P, = —ihV, (momento). Em termos destes

operadores e levando em conta a relagdo (3.7), temos, para a representagao (1),

rc(xl) :X(x
M _p (3.8)
poc.,?_ x '

pfxlo)rg/ =Py +9u Vx(Xa,t)

e, para a representacao (2),

rc(x2) :Xoc
P’ = Pa—da VX(Xet) - (3.9)
pgg/ — ch

E possivel mostrar que se passa da representacio (1) para (2) por meio da seguinte trans-

formacao unitaria:

—exp< anx Xoc,t> (3.10)

Por exemplo, € possivel verificar diretamente, aplicando (3.10) em (3.8) e (3.9), que:

r((xz) :Tr((xl)T_1 :r&”

2)
Py =TpLy T

2
Py =Tpyy T

3.1.2 A aproximacao de grandes comprimentos-de-onda

Nos exemplos de nosso interesse, a extensao espacial do conjunto de particulas é muito me-

nor que as distdncias que caracterizam as variagdes espaciais de U e A, como o comprimento-
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de-onda da radiacdo incidente. Nestas condicoes, € vélida a chamada aproximagdo de gran-
des comprimentos-de-onda, em que expandimos a expressdo da lagrangeana do sistema em
poténcias de r, — 0 que gera uma expansao multipolar para o sistema de cargas em torno da
posi¢cao R do conjunto de particulas, que trataremos como um parametro —, retendo apenas os
termos de ordem mais baixa. Com a hipétese adicional de que a carga total do sistema € nula,
restar-nos-4 apenas termos de ordem dipolar na lagrangeana. O momento de dipolo [elétrico]

do conjunto de cargas € dado por

d:quX(rOC_R)'

o4

Com esta aproximacao, a lagrangeana e a hamiltoniana ficam reduzidas a

1 |
L =) smat— Ve +d-AR ) —d-VURY) 3.11)
04
2.7
Pay = o My fo+daA(R,1) (3.12)
X

. 1
Hy =) Pazba=Z =) 5—IPaz—daARE +Voou+d-VURY.  (3.13)
04 04 @

3.1.3 O gauge de Goppert-Mayer

Podemos simplificar consideravelmente as expressdes acima escolhendo criteriosamente
um gauge no qual teremos novos potenciais U’(r,t) e A’(r,t) tais que A’(R,t) = 0. Este,

conhecido como gauge de Goppert-Mayer>, é determinado pela seguinte funcio:

x(r,t) =-r-A(R,t).

Com esta mudanca de gauge, os potenciais se transformam do seguinte modo:

A'(r,t) =A(r,t)—A(R,1) (3.14)
u’(r,t) :U(r,t)+r~%A(R,t). (3.15)

Na origem, os novos potenciais ficam reduzidos a

A'(R,t)=0 (3.16)

VU'(R,t) = VU(R,t) + %A(R,t) =—E(R,t). (3.17)

3Maria Goppert-Mayer, prémio Nobel de Fisica em 1963.
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Substituindo (3.16) e (3.17) em (3.11), (3.12) e (3.13), vem:

d I
L' =L+ m [—d-A(R)] = % zmari—VC0ul+d-E(R,t) (3.18)
Poy’ = Maly (3.19)
pocf’z
J@,:% o +Veou —d-E(R,t). (3.20)

Observando as equagdes (3.18), (3.19) e (3.20), fica clara a praticidade do gauge de Gop-
pert-Mayer para tratarmos de sistemas em que a aproximacdo de grandes comprimentos-de-
onda € valida, pois, além de simplificar as equagdes, o termo de interacao na hamiltoniana do
sistema assume uma forma muito conveniente, explicitando o acoplamento entre 0 momento
de dipolo e o campo elétrico. A representacdo quantica associada ao gauge de Goppert-Mayer
nessa aproximacao €, por vezes, denominada representacdo de Goppert-Mayer (ou de dipolo

elétrico).

3.1.4 Reformulacao do problema para um campo quantizado

O tratamento feito acima pode ser estendido para o caso em que o proprio campo é um
sistema quantico, com sua propria dinamica. Neste caso, € comum partirmos do gauge de

Coulomb, no qual o hamiltoniano do sistema se escreve como

1 5 I
H= % T [Pe— daAlra) +chu1+;hwj (ajT aj+ 5) : (3.21)

!
j
com freqii€ncia wj e vetor de onda k;, e

onde a; e aj sdo, respectivamente, os operadores de criacdo e aniquilacdo de fétons no modo j,

h . 1 . A
A(r) = ; TV (a]— exp(ikj-r) +a; exp(—ik; r)) é,

onde &; sdo versores ortogonais a k; e V € o volume do dominio em que o campo e as cargas

estao situados.

Para todos os modos em que a aproximacao de grandes comprimentos-de-onda ¢ valida,
temos [K;-ry| < 1, 0 que nos permite substituir A(ry) por A(R) em (3.21). Inspirados pelos
resultados (3.18), (3.19) e (3.20) no caso semi-classico, faremos uma mudanca de representagao

andloga a transformacao de Goppert-Mayer, dada pelo seguinte operador unitario:

T =exp (-% Zq(xra-A(R)> _exp<—%d-A(R)> =
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—ep( Y [Ara-nal] | (3.22)
j
com
i,

—ej.d
\/Zeohwjv

E possivel mostrar — indicamos, como referéncia, a secio complementar Apy, §2, de [29]

A =

— que, na nova representa¢do [de dipolo elétrico], o hamiltoniano do sistema se escreve como:

2 I D'(R)
r_ x . (ala+2)_d.
H = E‘x 5 “+VC0ul+edlp+ Ej hw; (aj a]+2> d 0 (3.23)

~~

H/

Cc

=~

onde eg;, € a auto-energia do dipolo e D’(r) € o deslocamento elétrico. E possivel mostrar ainda
que o operador que descreve o deslocamento elétrico na representacdo de dipolo €, a menos

da constante €(, o mesmo que descreve o campo elétrico transverso* E | (r) na representacio

original:
D'(r) D(r) _ hw; _ ; _ R
=T T =E = E ~ ki-r)—al —ik;- .. (3.24
€0 o J_(r) 1 : 2€0V <a] eXp (‘L ) r) a) eXp( 1 j I‘)) e] (3 )

Por isso, muitos autores costumam escrever (3.23) como

H’:H]’Q+Hé—d-EL(R). (3.25)
Mas hé que se ter cuidado com a notacdo introduzida em (3.25), pois o operador E | (R) nao
descreve, nesta representacao, o campo elétrico transverso em R.

Vemos, portanto, que o hamiltoniano (3.23) na representacdo de dipolo assume, como no
caso semi-cldssico, uma forma muito conveniente, em que temos explicitamente o hamiltoniano

das particulas (H;,), o do campo livre (H,) e o de interagdo dipolar, que € linear no campo.

3.2 O modelo de Rabi

O modelo de Rabi é uma versao simplificada do resultado obtido em (3.20), em que teremos,
em vez de um conjunto de particulas, um tnico dtomo de dois niveis, |g) (fundamental, com

energia nula) e |e) (excitado, com energia hwg), e um campo elétrico classico oscilante, da

4Dizemos que um campo vetorial F(r) é transverso se V-F(r) = 0 — ou longitudinal, se V x F(r) = 0 — para
todo r. Todo campo vetorial F(r) pode ser escrito, de maneira dnica, como F(r) =F, (r) +F(r),em que F (r) €
transverso e F| (r), longitudinal.
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forma E(R,t) = Eg cos(wt). O hamiltoniano do sistema é dado por:

H=huwyle)(e][—W cos(wt), W :=d-E,.

O estado geral do sistema € dado pelo vetor

WB(t)) = Cq(t) Ig) + Ce(t) e *¥0t [e). (3.26)

Substiuindo (3.26) na equacdo de Schrodinger, encontraremos as seguintes equacgdes para
Cge Ce:

Cog=—1Q et cos(wt) Ce = —%Ql [ei(“’oﬂ“)t—k ei(“’(”“’)t} Ce
| . | | .62
Ce=—1Qre ' cos(wt) Cg = ) 0, [e_l(“’o_“’)tJre_l(woJ"”]t] Cq

onde Q; := ,rll (e|W|g), a constante de acoplamento do sistema atomo-campo, ¢ suposta real.

Na situacdo de quase-ressonancia, ou seja, quando w =~ wy, a contribuicdo dos termos
que oscilam com freqiiéncia (wg+ w) no sistema (3.27) é desprezivel frente aos que oscilam
com (wy— w). Assim, é comum, nesta situacdo, fazermos a chamada aproximacdo de onda
girante (RWA, do inglés rotating wave approximation), que consiste em desprezar os termos
que oscilam com (wq+ w). Integrando (3.27) na aproximacgao de onda girante e escolhendo a

condicao inicial (p(0)) = |g), encontraremos:

onde 6 := wy— w € denominada dessintonia e

Q:=1/0,%+82

€ a freqiiéncia de Rabi do sistema (varios autores costumam chamar Q) de freqiiéncia de Rabi
generalizada, reservando o nome freqgiiéncia de Rabi para o termo Q). Nessas condi¢des, a
probabilidade de se encontrar o atomo no estado |e) no instante t, para uma dada dessintonia 6,
¢ dada por

2 2
Po(t) = [Ce(t)]? = (%) sen2<%> - (%) [“%S(Qt)] . (3.28)

Vemos, em (3.28), que a probabilidade de se encontrar o &tomo no seu estado excitado oscila
no tempo, com freqii€ncia Q, o que € conhecido como oscilagdo de Rabi. Ainda, na situagdo

de ressonancia (& = 0), vemos que max(Pg) =1, o que € a situacdo ideal para se observar as
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oscilagdes de Rabi.

3.3 O modelo de Jaynes-Cummings

Podemos dizer que o modelo de Jaynes-Cummings [30] estd para (3.25) assim como o
modelo de Rabi estd para (3.20). Este modelo trata da situacdo mais simples, em que temos
o mesmo 4tomo de dois niveis do caso anterior, agora acoplado a um tnico modo normal do
campo eletromagnético quantizado, com vetor de onda k e freqiiéncia w (denotaremos por 1)
o estado de Fock® do campo com n fétons). Levando em conta a expressao (3.24) e escolhendo

a origem do sistema de coordenadas de tal forma que k-R = —m, o operador E, (R) se escreve

E, (R) :HZZ:)V (a+ aT) é.

Como o operador de dipolo d descreve uma grandeza vetorial — ou seja, que se transforma

como

como um vetor sob transformagdes de paridade —, devemos ter (g|d|g) = (e|d|e) = 0. Por
outro lado, vamos supor que (e|d|g) =: d¢gy seja real, de modo que possamos escrever d =
deg (le) (gl+1g) (el). Atribuindo a energia do estado |g) o valor 0, o hamiltoniano do dtomo

livre é dada por H, =hwy le) (el.

O hamiltoniano completo do sistema € dado, entdo, por:

(le) (gl +]g) (e]) (a—l— aT). (3.29)

|
=hwy le) (e|+hw (aT a+—) —degy-€

hw
2 2€0V

E mais conveniente reescrever a expressao (3.29) do seguinte modo:

H:hw0‘€> (e|+’hw (a*a+%>+HRWA+H’, (3.30)

onde

Hrwa := 9 (le) (gl a-+1g) (el a')

H:=g (I9> (ela+le) (gl a*)

hw n
T\ 2eov e ®

sendo g a constante de acoplamento do sistema (ndo confundir com o estado |g)). Podemos

g:

Scf §A.2.
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interpretar os hamiltonianos de interagao Hrwa ¢ H’ do seguinte modo:

e Hgrwa descreve o decaimento do 4tomo com a emissdo de um féton, ou a excitacdo com

a absor¢do de um féton.

e H’ descreve o decaimento do 4tomo com a absor¢ao de um féton, ou a excitacao com a

emissao de um féton.

O hamiltoniano H’ descreve, portanto, um comportamento “estranho” do sistema. N&o obs-

tante, na situacdo de [quase-]ressonancia, a contribuicdo deste — que oscila com freqiiéncia

(wo + w), segundo a descri¢do de Heisenberg — € desprezivel em comparagao com a de Hrwa

— que oscila com freqiiéncia (wy— w). Assim, € razoavel aqui, nessa situacdo, fazermos uma

aproximagao que consiste em desprezar H em (3.30). Tal aproximagdo é andloga a RWA no

modelo de Rabi e, por isso, € tratada pelo mesmo nome. Com esta aproximacgao, o hamiltoniano
do sistema assume a seguinte forma, conhecida como hamiltoniano de Jaynes-Cummings:

|
H=huwyle) (e +hw (aT a+ 5) +g (Ie) (gla+1g) (el aT) . (3.31)
O termo de interagdo em (3.31) acopla os estados |e) ® [n) e |g) @ |n+ 1), com um elemento

de matriz (e|® (n|Hrwa lg) @n+1) = (g|® (n+ 1|Hgrwale) @n) =gvn+1.

Calculando as autoenergias de (3.31), encontraremos:

ELx(m)=h [(n—l—%) w—%i?],

onde Q(n) = \/52+Q12 (m+1), Q1 =2ge d=w—wyp sdo andlogos aos termos de mesma
notacdo introduzidos na secdo 3.2. Note que a freqiiéncia de Rabi generalizada do sistema €
proporcional a diferenga entre as suas autoenergias:

By -E

Qn) =

(3.32)

Os autoestados do sistema, denotados aqui como |1(n)) e [2(n)) (com autoenergia E;(n) e

E_(n), respectivamente), sdo dados em termos de |e) ® [n) e |g) ® [n+ 1) como:

I1(n)) =senb |g) @n+1)+cosb [e) @) O<9<g
2(n)) =cosb |g)®n+1)—senbd|e) @ n),
com cotg(20) = —5/Q. Os estados |1(n)) e [2(n)) s@o conhecidos na literatura como estados

vestidos do sistema e este processo de diagonaliza¢do do hamiltoniano (3.31), como método do
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dtomo vestido.
Resolvendo este sistema para um estado inicial [{p(0)) = |e) ® [n), encontraremos, para um
instante t qualquer, a seguinte expressao para o estado [ (t)):

5 L0t Lomt

(1)) = e ® H [p(0)) = etlln+3) w=5]t [e* T cosO|1(n)) —e 2 sene|2(n)>}:

1i0Q(n)t

. 10Q(n)
—eil(n+3)o—3]t {(e_ T cos20te 2 sen26> le) ®n)

i sen<Q(2n) t) sen(20) |g) @ n+ 1)] ) (3.33)

Para o caso particular de dessintonia nula (6 =0 <= 0 =m/4), a expressao (3.33) assume

uma forma mais simples:

hb(t)) —ei(nti)at [cos<QlTn+lt> le) ®mn) —1 sen(QlTn—HQ |g>®n—|—l>].

(3.34)

A probabilidade de se encontrar o sistema no estado |e) ® [n) num instante t, para o caso

ressonante, é dada por:

(3.35)

Qvn+1 t) _ I+cos(Qpvn+1t)

Pe(t) =[({el®@ (n[Y(t))[” = cos ( 2 2

Vemos, de (3.35), que o sistema experimenta oscilacdes de Rabi, assim como no caso semi-
classico. Em cada oscilacdo de Rabi, o &tomo emite um féton na cavidade e o reabsorve. Uma
conseqliéncia imediata — e muito interessante — deste resultado € que tais trocas de energia no
sistema ocorrem mesmo se 0 campo na cavidade estiver inicialmente em seu estado de vicuo.
Por esta razdo, o termo Q; é freqiientemente chamado de fregiiéncia de Rabi do vdcuo. E
possivel mostrar ainda que, se o campo estiver inicialmente num estado coerente |cxe_i“’t>, com
nimero médio de fétons (n) = o2, podemos tratar o campo classicamente, como no modelo de

Rabi, dado que:

<oce’i°"t ’ E, (R) ’ oce’i“’t> =Ejcos(wt), Eg=/ ZT::;UV (2 (n)) é.

Um comentério final sobre o modelo de Jaynes-Cummings sem a aproximacdo de onda

girante: fazendo um tratamento perturbativo do termo de interacao em (3.30), obtemos, no caso
nao-ressonante, um deslocamento das energias dos estados |g) ® [n+ 1) e [e) ® [n), conhecido

como deslocamento de Bloch-Siegert, deduzido na se¢cdo complementar Ayy, §4-b, de [1].
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3.4 Experimentos em CQED no regime de acoplamento forte

O modelo de Jaynes-Cummings € o mais empregado para descrever a dindmica de siste-
mas em CQED realizados em laboratério atualmente. O modelo de Rabi, por sua vez, tem
uma importante aplicacdo no chamado interferdmetro de Ramsey® [31, 32, 33]. Estes mode-
los pressupdem a auséncia de emissao espontanea do dtomo enquanto estiver interagindo com
o campo na cavidade. Experimentalmente, podemos satisfazer, ao menos durante um certo
tempo, esta condicao preparando-se o sistema de tal modo que sua constante de acoplamento
— em outras palavras, sua freqii€éncia de Rabi — seja suficientemente maior do que a taxa de
emissdo espontanea do atomo na cavidade. Assim, o &tomo experimentara algumas oscilacdes
de Rabi antes de decair espontaneamente. Tal regime de acoplamento entre o 4tomo e o campo

na cavidade € denominado regime de acoplamento forte.

A década de 1990 marca, em CQED, o advento dos experimentos no regime de acoplamento
forte. Em particular, para um acoplamento quase-ressonante, podemos tratar o 4&omo como um
sistema de dois niveis acoplado a um tnico modo normal do campo e aplicar o modelo de
Jaynes-Cummings para descrever sua evolugdo temporal. Diga-se de passagem, esta é uma
das mais importantes realizacdes experimentais de um sistema de dois niveis, importancia esta
ja atribuida aos sistemas de spin 1/2, e sé vem corroborar a afirmagao de que tais sistemas,
os mais simples da Fisica Quantica, ndo se limitam ao seu carater didatico e ndo devem ser

menosprezados por um estudante de Fisica.

Como exemplo de “caso de sucesso” do modelo de Jaynes-Cummings, podemos citar o
grupo do prof. Serge Haroche, do Laboratoire Kastler Brossel” [34], que é hoje o que mais se
destaca em CQED no dominio de microondas. Com seus trabalhos no regime de acoplamento
forte, este grupo conseguiu desenvolver, a partir do fendmeno das oscilagdes de Rabi e com o
auxilio do interferometro de Ramsey, toda uma técnica para produzir e explorar estados emara-
nhados dtomo-campo. Dentre os frutos desta técnica, podemos citar a produgdo de estados EPR
atomo-atomo [35] e a medicdo ndo-destrutiva de um unico féton (SP-QND, do inglés single
photon quantum nondemolition) dentro da cavidade [36], cuja dinamica condicional pode ser
explorada para demonstrar uma porta légica quantica [37].% Os trabalhos do grupo na década

de 90 estdo bem documentados em artigos de revisdo como [39] e [40].

®Norman Ramsey, prémio Nobel de Fisica em 1989.

TLaboratoire Kastler Brossel (UMR 8552) é uma Unité mixte de recherche da Ecole normale supérieure, da
Université Pierre et Marie Curie e do CNRS.

8Por outro lado, na linha de interacdes fora de ressonincia, encontra-se a grande contribuicio do grupo na
década de 90: a preparagdo de superposicdes de estados coerentes do campo (sistema mesoscopico) na cavidade
— como no paradoxo do(a) “gato(a) de Schrodinger” — e a observagdo de sua descoeréncia [38].
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4 O modelo de acoplamento linear

4.1 Apresentacao do modelo

Nosso objeto de estudo para o que segue € um modelo de acoplamento linear entre um
oscilador harmdnico, cuja coordenada € q((t) e cuja freqii€ncia natural é @,, € N modos nor-
mais de um campo, descritos por coordenadas qy(t) e freqiiéncias wy, onde k =1,2,...,N. O

hamiltoniano quéntico deste sistema é dado por:
N

H :1(p02‘|’w02‘102>‘|‘%

N
7 (Pk2+ wkZka)_QOZCka’ 4.1
k=1

k=1

E comum reescrever um hamiltoniano como (4.1) introduzindo operadores de criacdo, a L,

e aniquilagdo, a,, de quanta de energia (cf. apéndice A). Neste modelo, tais operadores sdo

qozwz—;o<a$+ao> Qk:\/z_l<a1t+ak>
pozi\/@@g—ao) pk:i\/%@i—ak).

Fazendo esta substitui¢ao em (4.1), temos:

N
| |
H=hw, (a(];ao—l-z) + E hwy (a,tak+§>
k=1

definidos como

—+

N
h c
—3) = —(ajatapal+aa+ajal). (42
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Para N = 1, esperamos obter resultados similares aos do modelo de Jaynes-Cummings.

Os autoestados do hamiltoniano (4.1) na auséncia de acoplamento, ou seja, para ¢, = 0 VKk,
sdo estados de Fock |ng) ® In;) @ ny) ®--- @ Inn), onde ng € o nimero de quanta de energia do
oscilador (ng = 0 corresponde ao seu estado fundamental) e ny (k=1,2,...,N) € o nimero de

fétons no modo k. As fungdes de onda correspondentes sdao dadas por
Wrhonnynn (0, 15925+, aN) = (4ol @ (a1 @ (a2l @ --- @ (an M) @) @IMp) @ --- @ nN) =

N N
= T{auinw) =] [¥n.(an), (4.3)
u=0 u=0

onde P, (q,) € dado por (A.15) na pdgina 105.

Como o hamiltoniano (4.1) é quadriatico nos momentos e nio apresenta vinculos, po-
demos expressar o propagador do sistema como uma integral funcional sobre o espaco de

configuragdes:

it N

KOGt = [exp(1 | 2 at) [T Zlautel, (4.4)
tr u=0

onde a matriz Xy, () tem entradas do.di,q2,....qNn € £ € a lagrangeana do modelo em

questdo, dada por:

N N
Z = > (qkz_wkz Qk2> +do ) Crdk. (4.5)

k=1 k=1

(q 2 w2 GI02>+

| =

1
2

A lagrangeana (4.5) pode ser obtida a partir de um modelo de acoplamento linear entre o 0s-
cilador harmonico (qg(t),@() e um campo escalar ndo-massivo, estando o conjunto confinado
numa cavidade esférica de raio R, centrada na posi¢ao de equilibrio do oscilador (c¢f. apéndice

B). Naquele caso, teremos:

Wy = _kTR“‘ (4.62)
Ck =MWy (4.6b)

n= ,/2190, (4.6¢)

onde g € a constante de acoplamento do modelo e c € a velocidade da luz no vacuo. Esta escolha

de parametros mostrar-se-4 tutil para calculos no limite para N — oo.

A lagrangeana (4.5), por ser uma forma quadratica, pode ser reescrita na seguinte forma
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matricial:

1 /ax\"ax 1
L=5 (E) 3 XX, (4.7)

onde Kny1)x(n+1) € dada por

Wy —C1 —C —CN
—Cq (,Ul2 0 0

K==, 0 wy? - 0 ) 4.8)
—en 00 wn?

Uma propriedade importante de K € a seguinte:

Teorema 4.1. O determinante de X vale:
N2 N
detX = | @2 — —t w2 4.9
w3 (&) | T @)
=1 k=1
Para tanto, mostremos um resultado auxiliar:

Lema 4.1. Seja X, 0 menor de ordem p +1, p <N, de X definido como:

- 2

Wo —C —C -+ —Cp
—cy w12 o - 0
Kp=|-ca 0 wy? 0

O determinante de X, vale:

P 27 p
=2 Cy 2
det %, — [wo _%(JJ ]ﬂwk .

Demonstracdo. Para p =0, este resultado € imediato. Para qualquer outro p < N, mostremos o

resultado por inducdo:

2

Wp~ —Cp  —Cp - —Cp
—cy w12 o - 0
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—; wi? 0
—Cy 0 wy?
(1P (=Cp) oo =
—cp—1 O wp,lz
Cp 0 0 0

i =1 k=1 —
i ) p c 21 » ,
- (8) | TTe :
L =1 k=1
Demonstragdo do teorema 4.1. Tomando p = N no lema 4.1, obtemos o resultado (4.9). O]

4.2 Transformacao para coordenadas normais

A lagrangeana (4.5) pode ser diagonalizada introduzindo coordenadas normais Q,,, que de-
notaremos coletivamente pela matriz Q, obtidas a partir da transformagao ortogonal apropriada

T, cujas entradas denotaremos por t!:

X =79 (4.10a)
TTSKT::D:diag(Qoz,le,sz,...,QN2> (4.10b)

Procedamos agora ao cdlculo de T e das autofreqiiéncias Q.2 (autovalores de X). Apli-

cando a transformacao (4.10) a (4.5), obtemos:

PN
"?:EZZ to(QrQs_wO QrQs)

r=0 s=l

iii [tit]i (Qr Qs— wszr Qs> + e (to tg + i ty) Qr Qs} =

k= r:OS:O
1 N
:EZ { tTtO—I—Ztrtk)QTQS
T= S

+
NI*—‘

+

N
—wozt6t6+z (— wkztﬁtﬁcktgtﬁckt;tg)] QTQS} =
k=1
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N N N N N
{Z 023y [(woztg_zcm) G4 (0t —ot) ti] QrQs}-

=0 =0 s=0 k=1 k=1
@.11)

Para efetivarmos a diagonalizac¢do da lagrangeana, € necessario que o termo entre colchetes

em (4.11) seja reduzido a Q.2 .. Para tanto, a transformacio T deve satisfazer as equagdes

N
W th— D ety = Q. (4.12a)
k=1

Wil th — e th = Q2. (4.12b)

De (4.12b), obtemos:

Cx

= ——— 1t 4.13
k wkz_Qrz 0 ( )

Por outro lado, como T € ortogonal, podemos escrever:

N
() + Y () =1 (4.14)
k=1

Substituindo (4.13) em (4.14) e isolando t},, obtemos:

~1/2
N 2

Ck
th=|1+) S (4.15)
k=1 (wkz— Qrz)

A transformacao T fica entdo completamente determinada pelas expressoes (4.13) e (4.15),

bem como pela equacgdo das autofreqii€éncias Q,, que encontraremos a seguir.

4.3 A equacao das autofreqiiéncias

Substituindo (4.13) em (4.12a) e cancelando t; — que € estritamente ndo-nulo — nos dois

membros, encontramos a seguinte equac¢io em Q2

N

2
) 2 Ck
k=1
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cujas raizes sdo as autofreqiiéncias g, Q1,Q5,..., Q. Introduzindo o seguinte parametro:

N 2
_ C
wo? = 02_Z<w_‘;> , (4.17)

k=1
podemos escrever (4.16) de outro modo:
N 2 2
2 2 Ck Ck
—0?% = — =

0 ];<wk2—Q2 wk2>

N c 2
=Q? K . (4.18)

g wy 2 (wk2 _Qz)

Com a defini¢do (4.17), obtemos, de (4.9), uma relacdo muito importante entre as auto-

freqiiéncias Qy, Q,Q5,...,Qy e as freqliéncias wg, wi, wy,...,wy, a saber:
N N
[[ow=]] (4.19)
u=0 r=0

Facamos uma breve discuss@o sobre as possibilidades para as autofreqiiéncias:

1. Se wy? >0, entdo a equacio (4.18) admite apenas raizes nio-negativas'. Em particular,
se wp? > 0, entdio teremos apenas raizes estritamente positivas e neste caso, o sistema

oscila harmonicamente em todos os seus modos.

2. Por outro lado, se w(? < 0, a equagdo (4.18) possui uma tnica raiz negativa. Para com-

provar esta afirmacao, introduzamos, para simplificar a notacao, a seguinte fung¢ao:

N 2
B(Q_2> — wy?- Q2 1+; wkz(:)tz_ﬂz) . (4.20)
De imediato, verificamos que
B(0) = wy? < 0, por hipétese (4.21)
Jim B (Qz) — (4.22)
Jim B (Qz) = +o0. (4.23)

De (4.21), (4.22) e (4.23), concluimos que B possui pelo menos uma raiz negativa. Para

ICom efeito, se supusermos Q% < 0, veremos que o segundo membro de (4.18) é negativo, enquanto o primeiro
membro, ndo. Logo, Q% < 0 nio pode ser raiz da equacio.
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verificarmos que ela € tnica, analisemos a derivada de B:

N 2 N 2
a Ce _ 02 Ck _
doz — 1 ngZ(wEZ_Q2) QZ -
N

= w2 (wk2 _Q2)2

2
Ck 2
=—1- E — < 0,VO-.
k=1 (wk2_Q2)2

Logo, a fun¢dao B € monotonicamente descrescente e, portanto, possui uma unica raiz.

O caso 2 ndo nos interessa, pois ndo admite estados estacionérios. Assim, daqui para frente,

assumiremos wqy = \/ o2 — Z}j:l (cx/wy)* >0 para garantir que todas as autofreqiiéncias se-

jam estritamente positivas.

Um dltimo ponto a ser levantado aqui diz respeito a convergéncia da equacao (4.18) no li-
mite para N — oo, que estd condicionada a forma das constantes de acoplamento cy,cy,...,CN.
Ha uma discussao sobre isso (§I1 da referéncia [41]) para o caso em que essas constantes assu-
mem uma forma geral do tipo cx =1 wy ™. Nessa discussdo, € mostrado que, paran > 1, faz-se
necessdria uma renormalizacdo na freqiiéncia @y do oscilador para eliminar as divergéncias
na equagdo das autofreqiiéncias. No entanto, essa freqii€ncia renormalizada coincide com wy,

definida em (4.17), apenas no caso n = 1, que nos remete imediatamente a (4.6b) na pagina 65.

Para o que segue, consideraremos apenas o €aso Cy =1 Wy.

4.4 A representacio quantica das coordenadas normais

O operador hamiltoniano do sistema, na representacao das coordenadas (e momentos) nor-

mais, S€ €screve como

H.=

N =

N
> (P2+0.%Q.?),
=0
ou ainda, em termos de operadores de criagdo e aniquilacao coletivos,

Ar = —(QTQT‘—I_iPT)

1 .
AI = ———(0;Q;—1iP;),
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S€ expressa como

N

|

H.=) hQ, (AIAT+§>. (4.24)
r=0

Identificamos, de (4.24), que os estados estaciondrios do sistema (autoestados de H.), sdo

estados de Fock coletivos, que denotaremos por [Ng). ®[Nj), ®@[Np), @ ®|NN),.. As fungdes

de onda correspondentes a tais estados sdo dadas por produtos de fun¢des do tipo (A.15) na

pagina 105 com b = Q,:

v HNf<\/%Qr> < QrQrz)
exp| — ,

N
(DNONINZ"'NN(QO’QI’Q27°"’QN):H<7_[_1;> \/W

2h
=0
(4.25)
cujas respectivas autoenergias sao
a 1

ENONINZ'”NN :Zhﬂr (NT+§> . (4.26)

=0

Aplicando a transformacdo J ao propagador do sistema, dado por (4.4), obtemos
N Lot
K(Qr,tel01, 1) = [ | J exp<2hJ (&~ Qrzdt)> Z0Q1). (@27
tr

r=0

Substituindo o resultado para o propagador de um oscilador harmoénico unidimensional
(2.35) em (4.27), vem

N

=

10,
XexP(Zhsen[Qr(tp—tI)] {(er + Qur )COS [OQr (tr —t1)] _2QrIQrF})}~ (4.28)

4.5 As autofreqiiéncias e a matriz de transformacao em al-
guns casos particulares

Para concluir este capitulo, vamos calcular explicitamente a matriz de transformacgdo e as
autofreqiiéncias do modelo para dois casos particulares: o caso N = 1, por sua simplicidade
e proximidade ao modelo de Jaynes-Cummings, € o caso N — oo, que sera util no final do

capitulo 5.
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451 CasoN=1

A situacdo mais simples para o modelo em questdo se dd quando N = 1, ou seja, quando
o oscilador estd acoplado a um tnico modo normal do campo. Neste caso, a lagrangeana (4.5)

fica reduzida a

«5/”:% [('Io2+ (w02+112> qoz] +% (CI12+ w2 cI12> +nwiqoqi- (4.29)

A equacdo das autofreqii€ncias (4.18) se escreve como:
N wi>
W 2_02

<= Q4—(w02+n2—|— w12>Q2+ wozwlzzo,

wo?+n2—-0Q%— 0 —

cujas solucdes sao

2422 2 2.2 2\ 2

QOZ\ Wo *”2“”1 _\/<‘“0 *”2““1 ) — wp? w2 (4.30a)
2422 2 2.2 2\ 2

QIZ\ Wo +”2+“’1 +\/<“’0 +”2+‘“1 ) — wo? w2 (4.30b)

A matriz de transformacdo para coordenadas normais, dada por (4.13) e (4.15), por sua vez,

se escreve da seguinte forma:

w2 — Q2 w2— 0,2
2)? 2)?
<w12—00> +1% w2 (wlz_Ql ) +n% w;?
T , (4.31)
nwi nwi

2 2
\/<w12—Q02> —|—T]2 w12 \/((,UIZ—Q12> —|—T]2 w12

onde Qg e Q; sao dadas por (4.30a) e (4.30b), respectivamente. Note que, como T € ortogonal,

devemos ter t8 = t% e t(l) = —t(l).

4.5.2 CasoN — oo

Supondo que os parametros do modelo sejam dados por (4.6), € possivel calcular o segundo
membro da equagao (4.18) no limite para N — oo, com o0 auxilio da seguinte férmula:

> 1 1 —7tx cotg(mx)
= ) 4.32
]; k2 —x2 2x2 (432)
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Com efeito, introduzindo (4.32) em (4.18), onde tx = RQ,/c, vem:

Q Ul [ RO RO

2 0 2 22 T T T

(|)O — :T] —_——Q~ — —/— 1— COtg( >:| ’
' k=1 wi =02 2 ¢ ¢

ou ainda,

cot RO, _2cQT+ c 1_2(»02 B
8¢ )T 2 "RO, 2 )=

0Oy c Rw02
_7TQ+RQ1~ <1— ngc>' (4.33)

E possivel ainda calcular, no limite para N — oo, o termo t; em (4.15). Para tanto, basta

notarmos que

> wy 2 ad 1 Q, d [& 1
Flo =2 =L o0 2 w0\ e

k=1 (wkz—Qr2> =1 Pk

Substituindo (4.32) em (4.34), temos:

1 RQ, RO\ Qr d [ 1 R RQ,
FQ,) = 1— = = - =
0= g =" e (5)|+ 5 dnlrar - maee ()|,

R RO, R\? > (RO,
=TI cotg< c )—I—(zc) {l—l—cotg< . . (4.35)

Subtituindo (4.33) em (4.35) e fazendo alguma simplificacdo, vem:

1 RZ 2 2 2 4 ) 2
=0 -0 M el (4.36)

F(Q,) = + — — +
( r) 2T12 42 n4 21,]2 Qr2 n4 Qrz n

Introduzindo (4.36) em (4.15) e fatorando, obtemos finalmente:

—1/2
3 RIn?Z 2wp? w2 wp? Q.2
li tT: - — — = 437
NE};O 0 2+ 42 nZ 2-O-r2+n2-Qr2+ T]2 ( )
—-1/2

_ 1 2 )2, 1 2 LS P _

=on [ (w0t 02) 1 300 w) T al] -

_ R 2 )2, 1 2 2\, moR o]

As entradas t; (k=1,2,...) de T sdo obtidas substituindo (4.38) em (4.13):

—1/2
m = MO 1o 02V G020 g2) 1 B g
Jim ] = [nz (wo?=0:?) +5 (302 —wo?) + 5 @2 . (439)
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5  Formulagdo das coordenadas vestidas

5.1 O problema da estabilidade do vacuo e a aproximacao de
onda girante

Recordando o que foi visto na se¢do 3.3, no modelo de Jaynes-Cummings, o hamiltoniano

do sistema era dado por
s |
H:hw0‘€> (e|+’hw <a' a+§>+HRWA+H’, (3.30)

onde

Hrwa =9 (|€> (gla+1g) (el aT)

H =g (I9> (ela+e) (gl a*).

Um fato importante a ser observado aqui é que o estado |g) ®|0), que corresponde ao es-
tado fundamental do sistema sem interacdo, € autoestado do hamiltoniano com interacdo —
e, portanto, estdvel — na aproximacdo de onda girante, mas nao no caso geral, uma vez que
Hgrwa lg) ®10) =0, mas H|g) ®|0) # 0. Ora, a instabilidade do estado |g) ®|0) significaria que,
em principio, de acordo com (3.30), fétons poderiam ser “criados do nada”, o que contradiz a

experiéncia.

A resposta para este aparente paradoxo € que o estado |g) ® |0) nao é o verdadeiro es-
tado fundamental (vicuo) do sistema interagente, cujo hamiltoniano € (3.30). Nao obstante,
no dominio de validade da aproximacao de onda girante, o estido de vacuo do sistema pode
ser descrito aproximadamente por |g) ® [0). Ecnontrar a expressdo para o verdadeiro estado
fundamental do sistema no modelo de Jaynes-Cummings sem a RWA pode ndo ser uma tarefa

facil — para tanto, talvez tenhamos de recorrer a expansoes perturbativas no termo H'.

Consideremos agora o hamiltoniano (4.24) na pagina 71, do modelo que estamos estudando.

A experiéncia nos diz que, se o estado do sistema for [n) ®[0) ®[0) ® --- ® |0), este é instavel,
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sendo que o oscilador pode, eventualmente, decair para estados menos excitados, distribuindo
a energia liberada entre os modos do campo (emissdo espontanea). Podemos tentar descrever
este processo introduzindo os termos de acoplamento entre o &tomo e os modos do campo que

figuram em (4.1).

Procedendo assim, a instabilidade do estado [n) ®10) ® [0) ® --- ®0) fica evidente — pois
este ja ndo € mais autoestado do hamiltoniano completo —, mas surge um impasse: o estado de
vécuo, descrito por [0) ®[0) ®[0) ® - --®10), ou seja, o oscilador em seu estado fundamental e o
campo em seu estado de vacuo, também € instavel. Portanto, surge aqui a mesma inconsisténcia

comentada para o modelo de Jaynes-Cummings.

Para corrigir este problema sem abandonar completamente o modelo, a primeira providén-
cia que poderiamos tomar € fazer a aproximacao de onda girante, desprezando os dois ultimos
termos dentro do somatorio em (4.2). Fazendo isto, no entanto, acabamos limitando a apli-
cabilidade do modelo a um dominio em que a aproximacdo de onda girante seja véilida —
paralelamente, no modelo de Jaynes-Cummings, a aproximagdo de onda girante é vélida para

um campo quase-ressonante com a transi¢ao atdmica.

A motivacao para introduzir as coordenadas vestidas consiste, justamente, em resolver este
impasse: como modificar o problema, sem a necessidade da aproximagao de onda girante, para
que o estado de vacuo — ou melhor dizendo, aquilo que esperamos ser o estado de vacuo — do

sistema seja estavel?

5.2 Proposicao das coordenadas vestidas

Para resolver o problema da estabilidade de vacuo discutido anteriormente, Malbouisson et
al. propuseram as chamadas coordenadas vestidas' [2, 41, 42], ou renormalizadas® [43, 44].

Aqui, as duas denominag¢des serdo tratadas como sindnimos.

A proposta consiste no seguinte. Partindo da hipétese inicial de que as coordenadas nor-
mais (coletivas) provém uma representacdo quantica correta para o modelo, buscaremos um
novo conjunto de coordenadas, as coordenadas vestidas, denotadas aqui por G, q1,02,---» qNs
que descreva corretamente, no lugar das coordenadas originais g, q1,d2,.-..,qN, 0S estados in-
dividuais do oscilador e do campo. Concomitantemente, nesta nova representacao, o estado
de vacuo deve ser autoestado do hamiltoniano completo (i.e., com os termos de interacdo) do

sistema. Desse modo, interpretaremos as coordenadas qg,qy,dz,---, N COMO as verdadeiras

IN#o confundir com a idéia de 4tomo vestido, mencionada na secdo 3.3.
ZPor analogia aos métodos de renormalizagio em Teoria Quantica de Campos.
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coordenadas fisicas que descrevem o oscilador e o campo, se estes interagem entre si de acordo

com 0 modelo de acoplamento linear.

Nesta nova representacdo, identificada pelo subscrito d, os estados que descrevem separa-
damente o oscilador e o campo sdo estados de Fock [ng); @ Inj); ®ny)y ® -+ ®nn)4. Para
tal estado, temos o oscilador em seu estado ny-excitado e cada modo normal k =1,2,...,N do

campo com mny fotons.

Analisando o hamiltoniano (4.1), vemos que os parametros do modelo que caracterizam
individualmente o oscilador e o campo sdo as freqiiéncias wq, w,wy,...,wy. Assim, gos-
tarfamos que a fun¢do de onda associada ao estado [ng) 4 ®In;)y ®Ny) @ - ®@Mn)4 seja da

seguinte forma:

N
(ol ® o(@| ® (@l @ ® g(@nIng)g @)@ M) g® - @mn)g = [ (T ) =
u=0

N
= Hll)nu (ap,) = Wnonl ny---MN (al?a27' .. ’aN) s (Sla)
u=0

onde y,, (q,,) sdo dadas por (A.15) na pagina 105 com® b = wy:

@) - (&)]/4 Hnu<\/¥au> exp (_‘”u_auz> _ (5.1b)

5.3 Determinacao das coordenadas vestidas

As coordenadas vestidas sdo determinadas impondo-se as seguintes condigdes:

e a fun¢do de onda do vacuo do sistema, WYooo...o(do,q;1,d2,-- -, qn) deve

— ser uma das autofun¢des do hamiltoniano do sistema;

— corresponder a um estado de energia minima;

e na auséncia de acoplamento (n = 0), as coordenadas vestidas devem convergir para as

coordenadas originais.

Estas condi¢des sao satisfeitas impondo-se que as funcdes de vacuo das familias (4.25) e

(5.1) sejam, ao menos, proporcionais entre si, i.e.,

Y000.-0(d1,d2,--->AN) X Poo..0(Q1,Q2,...,QN) =

3Note que usaremos o parimetro wy (e niio W) para rotular a funcdo de onda referente ao oscilador.
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u=0 r=0
N N
= > w0, =) O, Q+A, (5.2)
u=0 =0

onde A é uma constante, que podemos tomar igual a 0, sem perda de generalidade. Definindo
matrizes diagonais de ordem N + 1, D, e D, cujos autovalores sejam, respectivamente, ,/w,,
e v/, bem como uma matriz T(NH)X 1> cujas entradas sejam qp, q;, o, ---, N, podemos rees-

crever (5.2), na forma matricial, como

X' Dy DX =09TDyDg Q. (5.3)

A igualdade (5.3) € satisfeita se DX e D Q estiverem relacionadas por uma transforma-

cdo ortogonal M:

DX =MDpQ = X =D, 'MDgQ. (5.4)

Lembrando que, na auséncia de acoplamento, as coordenadas originais, normais e vestidas
devem coincidir, vemos que existe uma restri¢do sobre a escolha da transformacao M, a saber:
naquelas condicdes, esta deve convergir para uma identidade. Qualquer transformacgado do tipo
UTU T ouug! U_l, onde U é uma matriz ortogonal, atende a essas exigéncias. Por uma
questdo de simplicidade — e respeitando a analogia entre as novas coordenadas X e as anti-
gas X — escolheremos M = TJ. Substituindo em (5.4), chegamos a uma transformacao, que

denotaremos como T, relacionando diretamente as coordenadas normais e vestidas:

— =

Q=T X; T=Dy, 'TDq. (5.5)

Podemos interpretar T como uma versdo “corrigida” da transformagio 7, “correcdo” esta
necessdria para obtermos as coordenadas vestidas que resolvem o nosso paradoxo. Uma con-
seqiiéncia imediata de (4.19) e da ortogonalidade de T € a seguinte:

detDn =detDy, _
= detT =1,
detT =1
ou seja, a transformagdo T deixa invariante a medida de integraciio funcional. No entanto, T

- - .o==T _ _ _
nao é uma transformacgdo ortogonal — com efeito, TT = Dy, 1‘I®Q2 -1 Dy '=c=¢T
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difere da matriz identidade. Denotaremos as entradas da matriz C recém-definida como

N
1
= Q. thtY .
CM‘V wuwv% TY Y (5 6)
e as de sua inversa € !, por
th Y
Zyv = \/72 (5.7)
Com essa definicao de C, obtemos a seguinte relagcdo auxiliar:
T DT ' =D, 7' Do Do* Dy ' TD, =
— D, (Dw Dw”) 71 Dgzv(fpw*@w) Dy, =
:Dw2<Dw’1 g pﬂzfmuﬂ) Dy? =
= Dy?CDw?, (5.8)
=T, - . =T\ ! .. =—1\T
onde 7 € uma notagdo abreviada para (T ) — que, por sua vez, é igual a (‘I ) .
Substituindo X = ‘Ti_rfl X na expressio (4.4) e utilizando (5.8), podemos escrever:

— = [ i (] /dX\ —-T~—1dX —
K(Xr, te| X1, t1) = — bl I S e, oLy Satl o I T8 X(t)]| =
(Cr, te|Xr, t) |exp 2th1 (dt) It dt | 7[X(t)]

P L[ ax\ 1 dX T oo -
= — — T — =X Dy CDL,X|dt X(t)| =
P 2th1 (dt) ST €D X | dt | Z[X(t)]

tIuOvO

t N
= |exp %JFZZ 0y — Cuywuwyq, a4y ] dt | [T 2[@.(0)].
u=0
(5.9)

Aplicando a transformagao (5.5) diretamente em (4.28), obtemos a seguinte expressao para

o propagador do sistema:

N 1/2
K(XF’tﬂxl’tI E{anhsenﬂ (tF—tI)]}
. N N N Wy
A/ v st
X exp (thZZ senlQ, (tr—11)] {(AurAyr +du1Ty1) coslQs (tr —t1)] 2%%})
s=0 u=0v=0

(5.10)
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Observando a forma de (5.9), identificamos que a lagrangeana do sistema, escrita em termos

de coordenadas vestidas, é dada por:

1 X _ _
(s ) -3[(§) e -

dt dt
| NN
:EZZ [Z,v G, 0y — Cuv w v T, G, ] - (5.11)
u=0v=0

O momento canonicamente conjugado a coordenada q, pode ser obtido de (5.11) como

N

0

=Y 7,4, (5.12)
aqu v=0

Podemos inverter a relagdo (5.12), obtendo:
N

A=) Cuvby- (5.13)
v=0

Assim, com o auxilio de (5.13), podemos calcular a transformada de Legendre de (5.11),

obtendo a hamiltoniana do sistema em coordenadas vestidas:

N N N N
Ha=Y P zd_zpqu Y Y 2@ty Y Y ChvtuwnT,d, =

u=0 u=0v=0 1=0v=0
Pu
1 N 1 N N
525 qy +§ZZCHVwHwVapaV =
pu=0 u=0v=0
1 N N
EZZ wv pppv+wuwv qp,qv) (514)

O operador hamiltoniano correspondente a .73 na representacao das coordenadas vestidas

se escreve, entdo, como

N N
1 _ _
Hd:§ E E Cuv (pppv“i'wuquuqv)- (5.15)
u=0v=0

Introduzindo operadores de criacao, EL, e aniquilacdo, a,,, nessa representacdo, o hamilto-

niano (5.15) se escreve como

1Y [V (aw) (3L -3) + YO (sl (sl va)| -

u=0v=0
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N N N N N
=33 3 Covammy (alaraal) =33 ) Y row (alaraal) -
u=0v=0 u=0v=0 r=0
N N , |
_ éhgr {% [(wﬁ 5L5H+§Htk‘t¥ (alav+a.al) |+ 5} : (5.16)

Fica evidente aqui, com a expressao (5.16), que o estado de vdcuo, na representacao de
coordenadas vestidas, [0); ®10)4 ® --- ®[0)4, € um autoestado do hamiltoniano completo do
sistema e, portanto, estaciondrio, precisamente como buscdvamos. E nessa representacio que
devemos, portanto, calcular amplitudes e probabilidades de transicao, por exemplo. Isto sera

feito a seguir.

5.4 Calculo das amplitudes de transicao

Seja o estado inicial do sistema, no instante t = 0, dado por [M), := ®]::0 my,) 4. Qual é

a amplitude de probabilidade de o sistema ser encontrado, num instante t arbitrario, no estado

Omng Imy - Ny ,
0:mg Limy - Nemyy (t), ¢é dada por

s(py, e

Introduzindo duas decomposi¢des da identidade em termos de autoestados de posi¢ao em

IN) 4 := ®§:0 Iny)4? Tal amplitude, que denotaremos por A

0:mg 1imy - Nomyy

AO:nO Im; - Nimy (t) _ <N
d

coordenadas vestidas, que denotaremos coletivamente por XeV, podemos reescrever (5.17)

como
Ong Imy - N:
g, o TN 1= [ (Y1), (9

=J (gwm (m))

onde P, (x,) € ¥, (Uy) sdo dadas por (A.15) na pdgina 105 e K(y, t[%,0) € dado por (5.10).

expGH) ’x> (T[N, dX Y =
d
(meu Xu ) dXdy.  (5.18)

Calculemos inicialmente as amplitudes de transi¢do do tipo Ag;g ::: ﬁ?n o N 0( t), que de-

notaremos abreviadamente por Aﬁ?nzg( ). Neste caso, teremos:

d<mM>d = ﬁ (%)1/4_ L\/%%Oexp (%i “p Xp 2) (5.19a)

N
>exp —%Z 2B g,2). (5.19b)

{9 = | TT G
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Substituindo (5.19) em (5.18) e fazendo a transformagdo (5.5) para coordenadas normais,

vem:

N N
w0 vin .y Wo 1 Q,
Al (t) = (g\/ﬂh) V2mrminl !—NJCXp<% 2h(x +Y, ))K(y,ufx,m

x Hn (Z \/7 ) Hun (SNZO \/%XS) dxdy, (5.20)

onde K(Y,t|X,0) é dado por (4.28). Calculemos os dois primeiros termos da integral em (5.20):

N
exp(Z ?h(X +Y, ))K(y,ux,m:
=0

N Q, N ricos(Qt) 0, N0, XY
- (H \/27Tih sen(Qﬁc)) P (% [ sen(Q,t) 1] 2h (X Y ) 70? sen(QJ)) B
N o N Q. { 10,1t (xr2+vr2)—2xrvr}
- <!_£ 2nihsen(Qrt)>eXp % 2hsen(Qt) - 52D

Substituindo (5.21) em (5.20) e fazendo a mudancga de varidveis x, = 1/ %Yr, &= %Xr,

obtemos, com o auxilio de (4.19):

N
AuO VI 4)
pemevo () = [Hn\/leen \/2m+“m'n’

. N 10t N
1 e rt
J (E tVXT> eXP<§§ sen(OL 1) )Fu(XO7X1,X2,~--7XN,t)| |dxr, (5.22)
=0

=0
onde
N . N 10t 2 N
1 e r E.r _2XT‘EY
F =|H s — _
o) = (L6 oo § 3 € e
N N N
0 1 €1QTt E.rz—erE.r
=H t5 1 Q.t) — — . 2

Calculando as integrais gaussianas em (5.23), obtemos

o[

50t
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Utilizando a identidade (40) de [45],

leAn] r=0

Aln] = { (10,11, 1, ..., In) € NN

ihzn},

r=0

e substituindo (5.24) em (5.22), vem:

Apo Vn(t) _ . —(N+1)/2 7721. 0Qrt m!'n! Z )lr (t[l)sr I (5 25)
wm~v:0 - 2m+n 1:!s;! brsr |2 .

seAlm]leAn] r=

onde
ietOrty 2 . d fe-iOrty 2
I, = JCXP (m) Hy, (xr) Hs, (1 sen(Q;t) o [CXP <—m>] dxr =
. i0cty, 2 L i0ty, 2
= |ex’H €T Xy, 9 _tet i xe”
Je t (xr) {exp( 2sen(Q,t) s | Esen(Ort) OXr “xp 2sen(Q;t) dxr-

Repetindo os cdlculos acima, mas integrando primeiro nas coordenadas x, obteriamos um

resultado andlogo a (5.25), mas com [y ¢ substituida por
A I S
L= [ M ()
ie—iQTt arZ 0 ie—iQTt (i‘rz
——— | Hy (1 Q.t) — - . 2
% {exp( 2sen(Q;t) b (l sen(Qrt) 6£T> P 2sen(Q;t) dér. (3:27)

Como o resultado final deve ser indenpendente da ordem de integragcdo, concluimos que

Ii,s, = I{r s, Por outro lado, comparando (5.26) e (5.27), concluimos que Iy 5, =I5 1,.

Para calcular I ¢, valemo-nos do teorema A.l na pagina 104. As expressoes entre chaves
em (5.26) e (5.27) sdo polindmios de grau s, em X, € &, respectivamente. Se 1, > s,, teremos,
por teorema A.1, que Iy ¢ = 0. Por outro lado, como Iy s =I; 1 , concluimos que, para L. < sy,

também teremos I; ;. = 0. Assim, a tinica integral ndo-nula € aquela em que 1, = s,.

Ainda valendo-se do teorema A.l, vemos que o tnico termo entre chaves em (5.26) cuja
contribui¢do é ndao-nula é o de grau maximo. Uma vez que o mondmio de maior grau em Hy, (x),
de acordo com o coroldrio A.1, é (2x)", temos:

s, = [Zisen(ﬂrt)]srjexrzHl (xr)exp fe ity o exp ietrty? dxr =
TSt T 2 sen(Qrt) aXTST 2 SCH(Q t)
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St
f 10t f it
_ Q.11 e J —x 21y H ie _
[21isen(Q,t)] ( —2sen(Qrt)> e 1, (Xr) Hs, —ZSen(QTt)Xr dxr

— ¢ tsrQrtpsy Jesz le (Xr) X *" dxr =

— e st tosrs 1 /mEy s, (5.28)

onde, na segunda e terceira passagens, utilizamos a seguinte propriedade, obtida a partir do

lema A.1:

n
e (5] & = (-Va) H(vax) ~ (20 <"
Substituindo (5.28) em (5.25), obtemos:

w0 vin 7iZN Ot m!n! 2 z INI (tI/)lr (tL)Sr Sy ,—1Qrspt
AumVO (t) =e 2 r=0-T W TZ Te e 6LTS1- .
r!

Alm] Aln] r=0

Na equagdo acima, temos deltas de Kronecker dentro de um produtério. Este, portanto,
serd nulo a menos que 1, = s, para todo r, o que implica, nesta mesma equagdo, n = ZrN:O L=

Zl\jzo sy =m. Em suma, Aﬁom v (1) =0 se n #m, enquanto que, para n = m, teremos, utili-

zando mais uma vez a identidade (40) de [45]:

N
Aii?ng(t) =exp| —= ZQrt

= exp —%ZQrt

)

— exp —%Zﬂrt) n—izﬂ ﬁ [( wty -
)
)

. N
1
= exp (—5 Z Ot
ou, de modo mais sucinto,

. N
AH:O V:n(t) = exp <_% Z Q, t> [fu—w(t)]n dmn =

wmv:0

=exp <—1E°°T°t) [f ey (£)]™ S, (5.29)

fuoy(t) =) tthe Ot (5.30)
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E importante notar que (5.29) é nula para n # m. Isto significa este modelo de acoplamento
linear prevé uma espécie de regra de selecdo que proibe, por exemplo, que um 4tomo no seu

segundo estado excitado decaia para o seu estado fundamental emitindo um dnico féton.

Vemos, de (5.29), que [f, . (t) |2 ¢ a probabilidade de ocorrer uma transicao de um quantum

de energia do modo p para o modo v (note que f,_.(t) =fy_(t)). Isto é corroborado pela

N
( ts ts iQs > <Z tILtI/ eiQrt) _
s=0

i ei(Qs—QT tr s Ztr ts _
=0

seguinte propriedade de f, . (t):

N
D Ifu v (t)]
v=0

cHjl\/]z ||I\/]z

5
N
:Z(ql)zzL (5.31)
=0
ou ainda, escrita de um modo mais sugestivo,
N
oo+ lfo_x(t) =1 (5.32)
k=1
2 A 2
|fi,—o(t)| "+ Z |fi, 1, (V) =1 (5.33)
k=1

5.5 Asregras de soma

A probabilidade de que o sistema, inicialmente no estado |M)4 seja encontrado, num ins-

tante t, no estado |N),, serd denotada por

2
Omg Imy - Nimy | a0ng Imy - Niny
O:mg Limy - Nemyy (t) - AO:m() Lmy - Nompyy (t)

Tomando p=v =0em=mn=1em (5.29), obtemos PY!(t) = Ifo_o(t)|* para a probabi-
lidade de o 4tomo permanecer no seu primeiro estado excitado. Analogamente, IP’g(l)}j(l)(t)
|f0_>k(t)|2 ¢ a probabilidade de o 4tomo decair do seu primeiro estado excitado, emitindo um

foton no modo k. Obviamente, para este caso, temos:

PYOKN(t) = 1, (5.34)

M z

M)+

i
I
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que € precisamente o resultado (5.32). Do mesmo modo, podemos escrever (5.33) como

p01 ki:0 pki0 kil
00k1 —I_ Z ky: 1k20 1 (535)
k=1
onde ]P’g (l) 1]21 (1) (t) = |fk1_)0(t) ‘2 ¢ a probabilidade de o 4tomo, em seu estado fundamental, absor-
0 ky: 2 - )
ver um féton do modo ki, bem como Ptig? g;(l)(t) = |fkﬁkz(t)\ ¢ a probabilidade de o atomo
permanecer no seu estado fundamental, espalhando um féton do modo k; para um outro modo

k.

Observemos que as equacdes (5.34) e (5.35) foram obtidas utilizando apenas o fato de que
J € uma transformacgdo ortogonal. Esta mesma estratégia pode ser empregada para calcular

outras probabilidades.

Por exemplo, se 0 4tomo estiver inicialmente no seu segundo estado excitado e 0 campo, no
seu estado de vacuo, hé trés possibilidades para a evolugdo do sistema até um instante t, haja

vista a regra de selecdo prevista pelo modelo, sobre a qual discutimos anteriormente:

e 0 dtomo permanece no seu segundo estado excitado — com probabilidade Pgi%(t);

e 0 atomo decai para o seu primeiro estado excitado, emitindo um féton num modo ar-

bitrario k — com probabilidade Pg é ]ﬁ(l)( );

e 0 idtomo decai para o seu estado fundamental, emitindo dois f6tons em modos arbitrarios

0:0 k;:1 ko:1 (t)

ki € ko — com probabilidade P, K10 ko:0

Obviamente, devemos ter

N
2 01k 0:0k;:1 k
t)+ZPO:2kO +Z ZPOZk:Okio t)=1. (5.36)
k=1 k=1

Tomando o quadrado de (5.35), encontramos:

N
(P8§}(t)>2—|-2IP> (1) PEYEN) + Z Z Pt ot Py i2ig(t) = 1. (5.37)
k=1

ki =1ky=1
Podemos agora identificar (5.36) com (5.37). Fazendo isso, obtemos:
. . 2
PY2(0) = (PgH(1) = Ifo_o(t)/
k:
k:

PO (1) = 2P0 (1) PRV KD (1) =2 [fo_o(t) fo_x (1)

OOk] 1k2 1 . 0:0 k]Z 0:0 k211 o 2
Poa 010 (t) = Pop o (t) By o (8) = [fo, (8) foi, (1]
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Consideremos ainda um segundo exemplo, em que, inicialmente, o 4tomo estd no seu pri-
meiro estado excitado e ha um féton num modo k; do campo. As possibilidades de evolugao

deste sistema sdo as seguintes:

e 0 dtomo absorve aquele féton, indo para o seu segundo estado excitado — com probabi-

lidade ]P’g%t‘ (1)

e 0 idtomo permanece no seu primeiro estado excitado, espalhando o féton para um outro

modo k, — com probabilidade szi 112(1) Ei(l)(t)'

e 0 atomo decai para o seu estado fundamental, emitindo um f6ton no modo k, e espalhando

P s 0:0 k1:0 ko:1 k3:1
o outro foton para um modo k3 — com probabilidade Py K1 ko0 ks o(t)

Devemos ter:

02k1 01k120k2 00k10k21kg _
Foriga +ZP01k1:1k20 +Z ZPOIkllkzokgo(t) 1. (5.38)
ky=1 ky=1k3=1

Por outro lado, tomando o produto de (5.34) por (5.35), vem:
0:1 0:1 k:0 0:1 k1:0 ko:1 0:1 k:0 0:0 kr:1
PO (1) P iy () + > [PO:l () Pyt a0 (8 +Poo e, (V) Py k;:O(t)] +

0:0 k k :0 ks:1
Z Z ]P)Olkio ki:lkz;o(t) =1. (5.39)
ky=1k3=1

Como fizemos antes, podemos identificar (5.38) com (5.39) — tomando o cuidado de sime-

trizar o Ultimo termo no primeiro membro desta em relacdo aos modos k; e k3. Fazendo isso,

encontramos:
0:2 k1:0 0:1 0:1k 0 2
Py e (1) =Pt (1) Poig e (1) = [foo(t) fo, (t)]
0:1 k0 ky:1 0:1 14y k10 kail 0:1 k10, y 0:0 ki1
01 k-1 ka0 (8) = Fop (1) Py 2o (8) + P i (B) Py oo (t) =

= |foo(t) fig, -k, ( t)|2+ |fi,—0(t) f0—>k2(t)‘2

00k 0kpl kgl oy L (00Kk:1 K1:0 ks:1 0:0 ky:1 k1:0 ko:1 B
Pot k11600 ky0(t) = 5 <P0:1 0B P iao () + P00t )Pklzlkzzo(t)> =

- % (\fow(t) eyt (0] + [ o (1) fk]_,kz(t)‘z) _

Empregando essa estratégia extensivamente, podemos obter as probabilidades associadas
a qualquer processo de radiacdo, ou absor¢do, do sistema. Esse raciocinio foi introduzido em

[43], em que foi denominado regras de soma. Assim
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Para concluir este capitulo, aplicaremos os resultados obtidos até aqui a dois exemplos em

CQED. Daqui para diante, adotaremos a escolha de parametros (4.6) na pagina 65.
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5.6 Oscilador ‘“confinado’ numa cavidade arbitrariamente
grande

O primeiro trabalho sobre coordenadas vestidas [2] trata o exemplo de um oscilador (par-
ticula) “confinado” numa cavidade de raio R arbitrariamente grande e acoplado ao campo ele-
tromagnético, o que deve fornecer, no caso limite, os mesmos resultados — ou , a0 menos,
resultados muito préximos — dos ja conhecidos para a particula livre. Consideraremos aqui o
caso particular em que o atomo estd inicialmente no seu primeiro estado excitado e o campo na

cavidade, no seu estado de vacuo.

Lembrando que n = /2 gAw, onde Aw = 7tc/R e notando que, no limite para R — oo, 0 es-
pectro de freqiiéncias torna-se continuo, ou seja, temos Aw — 0 com (AQ/Aw) — 1, obtemos,

de (4.38) na pagina 73, o reguinte resultado para t;:

) ) V290 VAQ
lim ty = lim 92

R—o00 AQ—0 5 2 5 '
(Qr — w02> +m2g2Q),

(5.40)

Como vimos em (5.29), a amplitude de probabilidade de o &tomo permanecer excitado €, a

menos de uma fase, dada por

fo_o(t) =) (tp)7 e, (5.41)

r=1

No limite para R — oo, utilizando o resultado (5.40), podemos transformar o somatério em

(5.41) numa integral:

0 2 ,—i0,t 00 2 ,—i0t
2g0Q HrtAQ 2gQ
lim fo_o(t) = lim 9ot — J Sl a0
(5.42)
A partir deste ponto, serd util introduzir um pardmetro k definido como
2 42
=1/ wol— ”Tg. (5.43)

Podemos desenvolver a integral em (5.42) em termos de k, obtendo os seguintes resultados:

k250

fOHO(t) — <1 _‘L27'T_Kg> e*(ﬂ9/2+iK)t+2iI(t),
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k2 =0
t
foal) = (1-75%) e 702 4 2110),
K2 <0
foo(t) = | (1479 etmorztiet (1 4 29 ) o—(mo/2-IkNt| L o4(y),
2wy PAIY
onde

J(t):=2

00 UZ eyt
9 2
0 <y2_|_w02) + 72 QZUZ
Os casos extremos k> > 0 e k> < 0 correspondem, respectivamente, as situacdes que de-
nominaremos acoplamento fraco (g < wy) e acoplamento forte (g > wy) entre o0 dtomo € a

cavidade. A integral J(t) pode ser calculada na aproximacdo para tempos longos (wgt > 1),

com o auxilio do teorema de Cauchy, resultando em

49
1)~ ———.
J(t) RTE

Nesta aproximagao, a probabilidade de decaimento reduz-se a um dos seguintes resultados:

K250
2 2 2
2 _ ™9 —mgt 89 g _ t/2 169
[fo_o(t)]” = (1+4w02) e 9 T ot [sen(Kt)—l—ﬂ COS(Kt)] e "9 +w08t6’
(5.44)
k2 =0 )
2 _ﬂgt —mgt 1692
foolt) —( rot ) ety 08
K2 <0
2 2
1
[fo_o(t)]? = {cosh(lKlt) - % sinh(Klt)] eIty w§89t6. (5.45)

Para um acoplamento fraco, obtemos de (5.44) que a probabilidade de a particula permane-

cer excitada apds um tempo t > 1/w obedece a conhecida lei de decaimento exponencial,

foo(t)]> ~ e 9%,

Por outro lado, para um acoplamento forte, obtemos de (5.45), uma outra lei de decaimento

2
2 [ Wo 2wy
[fo—o(t)” =~ <ﬂ2—92) exp(— pp t>~

exponencial:
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5.7 Oscilador confinado numa cavidade pequena

Consideremos agora um sistema em que a particula é colocada no centro de uma cavidade
de raio R (ou entre dois espelhos planos separados por uma distancia L = 2R) muito menor
que o comprimento de coeréncia, R < c¢/g. Uma andlise numérica sobre o espectro de auto-
freqii€ncias revela que, para valores pequenos de R, todas as solucoes de (4.33), exceto Qy,
estdo muito préximas dos valores correspondentes as assintotas da curva cotg (Q,.R/c) — que
correspondem aos modos wy = 7tck/R do campo. Quanto maior o valor da solugdo em questao,
mais proxima ela estd da assintota correspondente. Assim, para resolver (4.33) na pigina 73
para as autofreqiiéncias maiores, é razodvel expandir a fungdo cotg (Qy R/c) em torno dos va-

lores correspondentes as assintotas. Podemos escrever, entdo,

Or="C(ktep), k=1, O<e<l (5.46)
em (4.33), obtendo:
cotg(mey) = ¢ (k+ex) + ! I—Rwo2 (5.47)
STk ~ gR Tkt ep) nge )’ '
Expandindo (5.47) até primeira ordem em €y, encontramos:
1 k1 R wp?
cotgnekz—zc——i—— 1 2P0 +0(ey) —
mex gR  mk mgc
mgcRk N mgcRk

= €= (5.48)

mc2k2+mgeR— w2 R2 "~ m2c2k2 — w2 R2’

Para resolver (4.33) em relagdo a (), assumiremos, por ora, que esta satisfaz a condi¢ao
RQy/c < 1. Podemos entdo expandir a equagdo em Q) e reter os termos de até segunda ordem,

obtendo:

RTQO g RQy mgc
— Qp= 20 (5.49)
14728

Para garantir consisténcia entre o resultado (5.49) e a condicdo RQg/c < 1, a seguinte

condi¢do deve ser satisfeita:

RO Rw
0 _ 0 <]l =

c V2 +mgceR

— wy’R*—mgcR—c? <0,
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que € equivalente a esta:

2 2
R« Ef’ f= E (i) 1+ 1+i (ﬂ) s (550)
g 2 \wy ™\ g

0 que, por sua vez, € consistente com a hipétese inicial de que a cavidade € pequena.

Calculemos agora a probabilidade de que a particula, inicialmente no seu primeiro estado
excitado com a cavidade no seu estado de viacuo, permaneca excitada. Calculando o médulo

quadrado de (5.41), vem:
4 >0 2 2
oo = (1) +2 3 (18) (t) coslx—00) 1
k=1

+ii (t'é)z (tﬁ)zcos[(ﬂk—ﬂe) tl. (5.51)

k=1 (=1

E interessante notar que os termos oscilantes em (5.51) o fazem com respectivas freqiiéncias
que sdo sempre dadas por uma diferenca entre duas autofreqii€ncias do sistema. N6s obtivemos
um resultado parecido quando calculamos a freqiiéncia de Rabi de um sistema descrito pelo
modelo de Jaynes-Cummings (cf. §3.3 na pagina 60). Naquela ocasido, constatiramos que
a freqii€éncia de Rabi era proporcional a diferenca entre as autoenergias do sistema. Assim,
podemos dizer que o sistema aqui estudado também evolui, de certo modo, por “oscilagdes de
Rabi”.

Acoplamento fraco Para um acoplamento fraco, uma situacdo fisicamente interessante
surge. De (4.38) e (4.13), valendo-se dos valores aproximados das autofreqiiéncias obtidos

para cavidades pequenas (5.46) — desprezando-se o termo corretivo € dado por (5.48) — e

(5.49) — posta sob a forma QOZ ~ wp? —, obtemos:
2
(1) ~o L g TR (5.52)
14 7[29(: 2c
2 2 2gR
(1) ~ ~ 29 (5.53)

mel 434 1ok el
Utilizando (5.52) e (5.53) em (5.51), obtemos:

2 2 00
[fo_o(t)* = (1 —%6> +4 (§—5—> Z 1 cos[(Q — Q) t]
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onde 8 =Rg/c < 1. Com o passar do tempo, a probabilidade de que a particula permaneca

excitada oscila, chegando a um valor minimo dado por

St 14n? 31 1
in[fo_o(t)P=1—"2-8+——8"> = > .
min/fo_o(t) o+ g8t >
Podemos observar aqui que, nessas condi¢des, a probabilidade de que a particula decaia é
pequena: para wq ~ 4 x 10*Hz (vermelho visivel), R ~ 107®m e § ~ 1072, esta probabilidade
¢ de apenas 3%! Este resultado € consistente com as observagdes experimentais de inibi¢ao da

emissdo espontanea na década de 1980.

Acoplamento forte Neste caso, podemos deduzir, de (5.49) e (5.50), que Qg =~ w( e obtemos
de (4.38) e (4.13):

0\2 1 2
()"~ =
0 14288 2478

(5.54)

enquanto para (tg)2 ainda vale a aproximacio (5.53) do regime de acoplamento fraco. Substi-

tuindo (5.53) e (5.54) em (5.51), obtemos:

) 2\ 2 & 25
[fo—o(t)]” = T +2+7c6 E —) cos[(Qx — Qo) tI+
k=1

4 Hhe v |
8 ) o cosl(On—0u) . (5.55)
k=1 t=1

Vemos em (5.55) que a probabilidade de que a particula permaneca excitada, como no caso

anterior, oscila, assumindo um valor minimo dado por

2 2 2 s 7262
: 2_ [ _ = . no o
minffo_o(t)] _(2+716> <2+716) 3 9 - (5.56)

A condicdo de ndo-negatividade de (5.56) impde, para valores fixos de g e wg, um limite
superior para & — que denotaremos por dmax —, 0 que corresponde a um limite superior para o
raio R da cavidade, acima do qual nossa aproximagdo perde seu sentido fisico. Diferentemente
do que ocorre no regime de acoplamento fraco, neste caso, a particula pode decair completa-

mente.
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Conclusodes e perspectivas

Apresentamos aqui um modelo de acoplamento linear entre um oscilador harmonico e
um conjunto de modos normais de um campo escalar nao-massivo, estudado em trabalhos
como [2, 42]. Diferentemente destes, a abordagem utilizada aqui foi a de integrais funcionais
(interpretacdo de Dirac-Feynman), tal como foi introduzida em [3], que nos permitiu utilizar o

formalismo lagrangiano para obter as propriedades quanticas do modelo.

Fazendo um paralelo com o modelo de Jaynes-Cummings, amplamente aplicado em CQED
e ao qual nosso modelo se assemelha quando consideramos o acoplamento com um tnico modo
normal do campo, discutimos o problema da estabilidade do estado de vacuo do sistema, pro-
blema este que surge quando partimos da representacdo quantica das coordenadas originais
do sistema, i.e., das coordenadas com que escrevemos inicialmente sua hamiltoniana cléssica.
Mostramos que neste caso, porém, contornamos o problema reescrevendo as equacgdes pertinen-
tes a0 modelo numa nova representacao quantica — a representacdo das coordenadas vestidas,
devidamente introduzidas no texto —, a qual postulamos ser a verdadeira representagdo que
descreve individualmente os estados do oscilador e do campo. Com isso, pudemos descrever o

sistema sem a necessidade de recorrer a aproximagdo de onda girante.

De acordo com a nossa interpretacdo a respeito das coordenadas vestidas, podemos dizer
que a representacdo das coordenadas originais nao estd propriamente errada, mas descreve al-
gum grau de emaranhamento entre o oscilador e o campo, tal como temos na representacao de
coordenadas normais que diagonalizam o hamiltoniano do sistema, em vez de descrevé-los indi-
vidualmente. Nao obstante, vimos que a representag@o das coordenadas vestidas converge para

a das coordenadas originais quando “desligamos” o acoplamento entre o oscilador e o campo.

Uma vez conhecido o propagador do sistema, pudemos calcular as amplitudes de transic¢ao.
Fazendo estes cdlculos, pudemos desenvolver uma estratégia de regras de soma, com a qual
computamos probabilidades de transi¢do mais complexas como composicoes de probabilidades
de transicao de 1 foton, sem precisar calcular diretamente as integrais que nos dao as amplitudes

de transi¢do (que envolvem produtos de diversos polindmios de Hermite).

Como exemplo de aplicagdao em CQED do que foi desenvolvido aqui, consideramos um

sistema, confinado numa cavidade esférica, constituido de um oscilador, inicialmente em seu
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estado 1-excitado, acoplado a um campo, inicialmente em seu estado de vacuo, e computamos
a probabilidade de o oscilador decair para seu estado fundamental, em duas situacdes. Por
um lado, para uma cavidade infinitamente grande, obtivemos a conhecida taxa de decaimento
exponencial de um atomo livre. Por outro lado, para uma cavidade suficientemente pequena,
observamos que o oscilador permanece quase-estavel sem decair, resultado este compativel com

as observacgoes experimentais de inibicdo da emissao espontanea de um dtomo numa cavidade

pequena [25, 26, 27].

Para dar continuidade a este trabalho, sugerimos alguns caminhos:

e Estudar mais detalhadamente o exemplo do oscilador confinado numa cavidade pequena
e verificar se o modelo de acoplamento linear prevé a facilitacio da emissao espontanea,

verificada experimentalmente pela primeira vez em [24].

e Estudar mais detalhadamente a versao simplificada do modelo de acoplamento linear no
caso N =1 (oscilador acoplado a um tnico modo normal do campo), calcular as pro-
babilidades de transi¢do neste caso, a0 menos para um acoplamento quase-ressonante, €

comparar os resultados com os do modelo de Jaynes-Cummings.

e Estender o tratamento feito aqui para um modelo de acoplamento ndo-linear (os primei-
ros passos dados neste sentido foram dados em [46, 44], para um termo de acoplamento
de quarta ordem). Neste caso, inevitavelmente, serd necessario recorrer a uma expansao
perturbativa na integral funcional (diagramas de Feynman) para o propagador do sistema.
Uma possivel abordagem neste caso, diferentemente do que foi feito nos trabalhos supra-
citados, seria introduzir o termo de acoplamento ndo-linear diretamente no hamiltoniano

(5.15) na representacdo de coordenadas vestidas e ai fazer a expansao.

e Obter e estudar a matriz densidade reduzida do modelo através das coordenadas vestidas.
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APENDICE A - Operadores de criacdo/aniquilacéo
e estados de Fock

A.1 Ponto de partida: a relacao canonica de comutacao

Uma das equacdes mais fundamentais na Mecanica Quantica € a relacdo candnica de
comutagdo. Dadas duas grandezas fisicas canonicamente conjugadas — descritas pelos ope-

radores hermiteanos q e p, respectivamente — a relagdo candnica de comutagdo diz que

[q,pl:=qp—pq=ihl. (A.1)

Por conveniéncia, vamos introduzir versdes adimensionais dos operadores q e p, dadas,
respectivamente, por X = \/g geP = ﬁ p, onde b € um parametro com a dimensao apropri-
ada — por exemplo, para um oscilador harmoénico unidimensional, em que q e p descrevem a
sua posicdo e seu momento, respectivamente, b € o produto de sua massa pela sua freqii€ncia

natural de oscilacao.

Em termos de X e P, a equacgdo (A.1) se escreve como

[X,P] =il. (A.2)

A.2 Os operadores de criacao/aniquilacao. Estados de Fock

A partir dos operadores X e P dados acima, definamos um novo operador, que denotaremos

por a, como

1 .
a:%(X—HP). (A.3)

O operador a definido em (A.3) ndo € hermiteano. De fato, seu adjunto é dado por

at=— (X—iP) (A.4)

Sl -
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e satisfaz a seguinte relacdo de comutagdo, facilmente dedutivel a partir de (A.2):

[a,aq —1. (A.5)

A utilidade dos operadores a e a' aparece quando procuramos os autovalores n, e autove-
tors associados [n) tais que (n|n) = 1, do operador hermiteano n:= a' a, i.e., que satisfacam 2

equagdo

alam)=nin). (A.6)

Dado algum estado que satisfaca a esta equacao, obtém-se facilmente, utilizando (A.5), que

alaa’n)=al (aT a+|) n)=(n+1)an)
alaan) = <a aT—I) an)=a (aT a—I) In)=(n—1)any,
ou seja, al n) e a|n) também sdo autovetors do operador n, com autovalores n = 1, respectiva-

mente. Logo, os autovetors normalizados [n + 1) sdo obtidos a partir de [n) aplicando uma vez

o operador a' ou a, respectivamente:

n+1) = \/:;—H In)
mn—1)= % n).

Uma conseqiiéncia do resultado acima € que o espectro de n deve ser o proprio conjunto IN.

Com efeito, impondo-se a ndo-negatividade da norma de a [n), obtemos

<n‘ aTa‘n> =n=>0.
Por outro lado, se existir um autovalor n ndo-inteiro, seria possivel, aplicando sucessivamente
o operador a ao autovetor |n), obter um autovetor com norma negativa, o que seria um absurdo.

O autovetor |0), correspondente ao menor autovalor de n, é tal que a|0) é o vetor nulo
e, portanto, encerra nossa seqiiéncia descendente de autovalores e autovetores. A partir deste

autovetor, podemos obter qualquer outro aplicando sucessivamente o operador a':

(af)"”
=272 0, Ve, (A.7)

Podemos interpretar os objetos matematicos acima do seguinte modo:

e Os autovalores n correspondem ao numero de quanta (de energia, por exemplo) num
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dado estado, associado aos operadores a € a f

e O operador a aniquila um guantum no estado em questdo. O operador af, por sua vez,

cria um quantum neste mesmo estado.

e O operador n € tal que seu valor esperado, calculado num de seus autovetores, revela o
numero de guanta contidos em seu respectivo estado. Um autovetor de n descreve um

sistema cujo nimero de guanta no estado associado aquele operador € bem definido.

Por esta interpretacdo, a' e a sdo denominados operadores de criacdo e aniquilacdo bosonicos',

respectivamente, enquanto n € denominado operador niimero. No contexto do oscilador harmo-
nico unidimensional, os quanta mencionados acima correspondem as oscilacdes elementares.
Em Teoria Quantica de Campos, esses quanta sdo associados a bésons descritos pelos respecti-

vos campos (e.g., fétons).

Damos o nome de espaco de Fock ao espago de Hilbert onde os vetores |n), bem como os
operadores a, al e n, estdo definidos. Os autoestados de n sdo denominados estados de Fock.
Em particular, o estado |0) € denominado estado de vdcuo, ou simplesmente vdcuo, do sistema

em questao.

A.3 Operadores de criacao/aniquilacao na representacao de
Schrodinger

Na representagdo de Schrodinger, um estado [1p) de um sistema unidimensional € descrito
por uma fungdo 1, denominada fungdo de onda, dada por P (x) = (x|1), onde |x) € um autoes-
tado de um dos operadores g ou p mencionados na se¢ao A.l. Por conveniéncia, considerare-
mos |x) como um autoestado de q. A acdo dos operadores q e p no estado [\) é descrita, nesta

representacdo, do seguinte modo:

(xIalb) = xb(x)
(xlpl) = —ih S x).

'Em Teoria Quantica de Campos, é comum definirmos também operadores de criagdo, b, e aniquilacao, b,
fermionicos. Estes diferem dos andlogos bosonicos pela relacdo de comutacdo a que satisfazem:

{b,bf}::bbubszl.
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Do mesmo modo, para os operadores adimensionais X e P, temos:

(XX ) = X(X)

oy
(XIP ) ==L ().

onde X = \/g x. Para os operadores de criagdo, aniquilacdo e contagem, temos:

(X|alp) = % <X+ &) b(X) (A 8a)
g = L (x_ 4
<X’a ]¢>_ﬁ<x dX>¢(X). (A.8D)
2
(X|n|p) Z%(X—%J <X+(;LX>1|)(X) :% <x2—1—%> W(X). (A.8¢)

A.4 Estados de Fock na representacao de Schrodinger. Po-
linomios de Hermite

De posse do resultados (A.8), podemos obter as fun¢des de onda dos estados de Fock.

Primeiramente, determinemos a func¢io de onda do vacuo, P (X) = (X|0):

1
(X]al0) :ﬁ <X+d%<> Po(X) =0 —
— %erq)o =0. (A.9)

A solucdo, normalizada na varidvel X, da equagao (A.9) é

1 1/4 2
IPO(X):(—) e /2,

Tt

enquanto que a mesma solucao, agora normalizada na varidvel original x, é

1/4 2
Polx) = (%) exp(—%) -

Vamos agora aos demais estados de Fock. A equagado correspondente a (A.6) na representa-

cdo de Schrodinger € dada por:

(XInIn) =n(X|n) =ny(X) =

d2
<X2_1_W> V(X)) =nPn(X) <=

<:>l
2
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a2\,

e = X2Pn+(2n+1)py =0. (A.10)

—

Fazendo a substitui¢do ¢n(X) = eX*/2 Pn(X) em (A.10), obtemos para ¢, a equacao

d%dn ddn B
e —ZXWJanq)n_O. (A.11)

A equacgdo (A.11) é a conhecida equacdo de Hermite da Fisica-Matematica. Suas solugdes

sao os conhecidos polinomios de Hermite:

Alguns polindmios de Hermite sdo dados abaixo:

Ho(X) =1
H;(X) =2X
H,(X) =4X*>—2

H;(X) =8X>—12X
Hy(X) = 16X*—48X>— 12
Hs(X) =32X> —160X3 — 120 X.

Uma maneira ilustrativa de se construir os polindmios de Hermite € considerando a equagao

(A.7). Escrita na representacdo de Schodinger, ela nos da:

1 a\" N4 a\" s
X = (xS ) w0 = (1) e (X )
1/4
(L enpen(y o 4\ xen]
us V2hn! dX

O termo entre colchetes em (A.12) € precisamente o polindmio de Hermite de grau n,

H, (X). Isto pode ser visto com o seguinte lema:

Lema A.1.

X2 /2 d\" xp noxe db oy
e X—a e =(—1)"e dX“e = Hn(X). (A.13)
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Demonstragdo. Consideremos as transformagoes

O):f— eX/2 (X—dix> [e_XZ/Zf(X)}
Oy:f— —eXQ% [e_xz f(X)] .

Para O, temos:

01 (X)) = XF(X) - (—Xf(X) + j—i)

I
N
[\)
X
|

o,
><|’-‘“
N——
Pl
>

enquanto que, para O,, temos:

Oz<f(X)) — (—ZXf(X) +§—>f<> - <2x—d%<> £(X).

Logo, para qualquer fun¢do f ao menos n vezes diferencidvel,

04(f) =0x(f) = O0"(f) = O "(f).

Em particular, para f = Hy = 1, obtemos a igualdade (A.13). Por outro lado, o segundo
membro da primeira igualdade de (A.13) é a conhecida férmula de Rodrigues para os po-

lindbmios de Hermite (cf. §10.2.3 de [47]), o que nos remete a segunda igualdade. [

Em suma, aplicando o lema A.l em (A.12), podemos escrever, para as autofungdes

normalizadas em X,

_ Ha(X) (I HLX) e
)= D g0 = (1) e (A14)

A.5 Propriedades dos polinomios de Hermite: relacao de re-
corréncia e teoremas integrais

Uma conseqiiéncia imediata do lema A.1 € a seguinte:

Corolario A.1 (Relagio de recorréncia entre polindmios de Hermite).

. dHn

X (X), Vvn>0.

Hn(x) = 2XHn—1 (X)

Além disso, o monémio de maior grau de H, (X) é (2X)™.
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Demonstragdo. Na demonstracdo do lema A.1, obtivemos o resultado

d n
Ha(X) = (2x—a> Ho(X). *)
com Hy(X) = 1. Logo,
d a\"! dH,,
Hn(X) = <2x—d—X) (2X—&> Ho(X) = 2XHy 1 (X) — =5 (X).

Por outro lado, no desenvolvimento do segundo membro de (*), obteremos diversos termos
com derivadas de diversas ordens, que resultardo em mondmios de grau inferior a n. Assim, o

tinico mondmio de grau n em (*) € aquele em que nio figuram derivadas, a saber: (2X)". [

Uma tultima propriedade dos polindmios de Hermite que estudaremos aqui, e que € utilizada
na secao 5.4, diz respeito a uma certa classe de integrais envolvendo polindmios de Hermite.
Aqui, esta propriedade sera util para obtermos a relacdo de ortogonalidade entre polindmios de

Hermite, necessaria para uma correta normalizac¢do das autofuncdes P (x).

Teorema A.1.

0, sek<n
+oo n!y/m, sek=n
J e X" XFH,(X)dX =
e 0, se k>1ek—néimpar
(k—n—1)!! ,
! _
2(k—“)/2(k—n)!k'ﬁ’ sek>mnek—népar

Demonstragdo. Utilizando a férmula de Rodrigues para os polindmios de Hermite e integrando

por partes uma vez, vem:

+00 32 ok n +oo 5 an 2
e X X H, (X) dX = (—1) X e X X =

—00 —00

+00

d‘n—l 5 “+o00 dTL—l 5
= (=)™ Xk e X +(—1 “HkJ Xl — e X ax.
( ) deL—l . ) s an—l
0

Integrando por partes sucessivamente até um total de £ < min (k,n) vezes, obtemos:

e X ax. (*)

rooe—xzka (X)dX = (-1 k! rooxk—“ dr
—o0 " B (k—0)!)_« dxnt



Se k < n, entdo, tomando { = k em (*), encontramos:

J+00 e—X2 XkH (X) dX = ( 1)T‘L+kk‘J+oo dnik e—X2 dxX — ( 1)n+kk' dnikil
e n - . e dX n—k - . dxnfkfl
Por outro lado, se k > n, obtemos de (*), para { =n,
+o0 k! +o0
J e X XK H, (X) dX = —J X< e X gx =
—00 (k_n)' —00
0, se k—n € impar
= (k—m—1)!! | ,
2 (k)] k!y/m, sek—mné par.

Por fim, se k = n, temos, tomando { = n em (*),
oo 2 00 2
J e X X" H, (X) dX:n!J e X dX =n!,

—00 —00

0 que encerra a demonstragao.

Corolario A.2 (Relacio de ortogonalidade entre polindmios de Hermite).

+o0
J Hy (vax) Hn (vVax) e~ dx = 2" n! \/§5kn, VaeC.

—00

105

Demonstracdo. Mudando a varidvel de integragio para X = /ax e combinando o corolério A.1

com o teorema A.l, obtemos o resultado desejado.

]

De acordo com o coroldrio A.2, vemos que, de fato, as autofuncdes 1, dadas por (A.14)

estdo devidamente normalizadas em X. Para obtermos a normaliza¢do correta das mesmas na

varidvel x = \/g X, basta utilizar o coroldrio A.2 para a = \/g . Fazendo isso, encontramos:

o= (5) W w( 52)

mh NGy - 2h

(A.15)
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APENDICE B - Derivacio da lagrangeana (4.5) a
partir de um modelo
oscilador-campo

B.1 Apresentacao do modelo

O modelo a seguir condidera um oscilador harmonico, descrito pela coordenada’ qg(t),
centrado na origem e com freqiiéncia natural @, acoplado linearmente a um campo escalar
nao-massivo ¢(r,t), o sistema inteiro estando confinado em uma cavidade esférica de raio R,

também centrada na origem. Segundo o modelo, a lagrangeana deste sistema é dada por

L= % (qoz—w()Z qoz) +J Baud)(r,t) oM (r,t)+27m\/gcqgod(r,t) 5(1‘)] d’r =

I T S

(B.1)
onde c € a velocidade da luz e g € a constante de acoplamento do sistema.
As equacdes de Euler-Lagrange obtidas a partir de (B.1) sdo:
do—I—woqu:Zn\/ﬁJcb(r,t) §(r) d3r (B.2)
C%%f—v%:zn@qo(t)é(r). (B.3)

I'Por simplicidade, a massa m do oscilador estd absorvida na coordenada qo. No desenvolvimento que segue, a
massa pode ser recuperada, a qualquer momento, pela transformagao canénica

qo — ﬁ%
Po

pO'_’ﬁ-



107

B.2 Expansao do campo em modos normais

O campo ¢ deve satisfazer a condi¢do de contorno ¢(RF,t) =0, Vt. Podemos expandir
¢(r,t) numa base ortonormal de fungdes uy(r) (modos normais de oscilagdo do campo) do
seguinte modo:

o0

brt)=c ) aqrlt) wr), (B.4)

k=1

onde as funcdes de base devem satisfazer a condi¢ao de contorno
ug(R#) =0 Vk. (B.5)

Podemos escolher estas fungdes como sendo solugdes da seguinte equacdo de Helmholtz:

2
V(1) + =5 wi(r) = 0. (B.6)

Uma vez que o oscilador encontra-se sempre numa vizinhanca em torno do centro da ca-
vidade, ele sente os efeitos do campo praticamente da mesma forma em todas as dire¢des, ou
seja, podemos considerar que nosso problema possui simetria esférica. Levando em conta esta

simetria, a equacao (B.6), escrita em coordenadas esféricas, reduz-se a

1 2
d <r2 duk(r)> N Wy

T_Z a ar 02 LLk(T‘) =0. (B7)

As solucdes de (B.7) (c¢f. §16.1.2 de [47]), que ndo devem divergir na origem, sdo funcdes

de Bessel esféricas de ordem O definidas no intervalo 0 < ||r|| < R:

1 sen(“x||r|)

L sen{7firll) B.S
Ne S [fr] ®-5)

1 . [ Wk
w(r) = o (SF ) =
onde Ny sdo fatores de normalizacdo. Note que

Juk(r) §(r) &r= lig(l)uk(r) = Nik

Aplicando a condicao de contorno (B.5) a (B.8), obtemos a seguinte relacao:

k
%R:kn = wkzﬂ.
c R

A relagdo de ortogonalidade entre uy (r) e u(r) € dada por:

1 R o /km \ . [«
Juk(r) w(r) &r= NN, Jo )0(?r> jo <?r) 4’ dr =
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4mR3 (1, ,

= NN J'o jo(kmz) jo(lmz) 22 dz =
47R3 1 (! 27mR3 8y

= — k 4 dz=—F—5 —. B.9
NN ke Jo sen(k7tz) sen({7z) dz 2 N, (B.9)

1
78k

Fixando os fatores de normalizacao Ny de tal modo que o resultado (B.9) seja igual a &y,

obtemos:

R
Introduzindo (B.10) em (B.8), vem:
sen(X%|r|)
u(r) = ———=. B.11
K= R (B

Fazendo a expansdo (B.4) em (B.1), segue:

321(q02—502%2> +

2
%”Zquqm(r) F- Y Y aaTudr) Vulr)

k=1 (=1 k=1 (=1

d3r

+2mcy/gcqo qu Juk(r) §(r) d®r. (B.12)
k=1

1/Ny

Integrando por partes o termo com o duplo gradiente em (B.12) e levando em conta a

condicdo de contorno (B.5), temos:

1/ B 1 00 00
XZQ(CIOZ—CUOZQO ) iZZJ[quwk wp(r) + ¢ gy gy () Vzue(l')] d3r
ke dx
+27 . (B.13
\/_CIOZ = (B.13)

Substituindo VZuy pelo segundo membro da equacdo (B.6) em (B.13) e simplificando,

obtemos finalmente:

o1 (('102—502 %2) +% > > (que—wkz GIka) Juk(r) ug(r) dr

2
k=1 t=1

Sk
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R
k=1
Leoo a0y, Lo 2.2 N
ZE(QO — o~ do >+§Z(qk—wk Qk>+TIGIOZwkCIk- (B.14)
k=1 k=1
onde n := %. Vemos, portanto, que o nosso problema inicial, descrito pela lagrangeana

(B.1), devido a condi¢do de contorno imposta ao campo ¢(r,t), torna-se bem mais simples me-
diante uma expansao do campo em modos normais, reduzindo-se a um problema de osciladores

harmonicos acoplados.
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