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Resumo

Em 2000, Killeen e Taylor definiram a maquina de somar estocastica em base
2. Eles mostraram que o espectro do operador de transigao (agindo em [*°(N)), asso-
ciado a essa maquina, ¢é igual ao conjunto de Julia cheio de uma fun¢ao quadratica.
Nesse trabalho, estudamos outras propriedades espectrais e topoldgicas da maquina
de Killeen e Taylor, e também das suas extensoes a [*°(Z) e a outras bases nao con-
stantes. Esse estudo envolve conjuntos de Julia de funcoes quadraticas e também
conjuntos de Julia cheios de endomorfismos de C2. Finalmente estudamos algumas
propriedades aritméticas e topoldgicas de uma classe de fractais de Rauzy. Em
particular estudamos o azulejamento periddico do plano complexo C induzido por

eles.

Palavras chave: Maquina de somar, cadeias de Markov, operador de transicao,

Espectro, conjuntos de Julia, Fractal de Rauzy.



Abstract

In 2000, Killeen and Taylor defined the stochastic adding machine in base
2. They proved that the spectrum of the transition operator (acting in [*°(N))
associated to this machine is equal to the filled Julia set of a quadratic polynomial
map. In this work, we study other spectral and topological properties of Killeen
and Taylor machine, and also of its extensions to (*°(Z) and to other non constant
bases. This study envolves Julia sets of quadratic maps and also filled Julia sets of
endomorphisms of C2. Finally we study some arithmetical and topological properties
of a class of Rauzy fractals. In particular we study the periodic tiling of complex

plane C induced by this class.

Key words: Adding machine, Markov chains, transition operator, Spectrum, Julia

sets, Rauzy Fractal.
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Introducao

O objetivo desse trabalho é estudar alguns problemas em torno das areas de
Sistemas dinamicos, Teoria dos ntimeros, fractais de Rauzy e Processos estocasticos.
Esse estudo envolve: Mdquinas de somar estocasticas, Espectros de operadores de
transicoes associados a cadeias de Markov, Conjuntos de Julia de endomorfismos de
C? e Fractais de Rauzy.

A méquina de somar estocastica foi definida por Killeen e Taylor [34] da seguinte
maneira: Seja N um inteiro natural escrito na base 2 como N = ngg) gi(N)2!, onde
g; = 0 ou 1. Existe um algoritmo (maquina de somar) que calcula os digitos de N +1.
Podemos descrever este algoritmo introduzindo uma variavel auxiliar “vai 17, ¢;(N),

para cada digito €;(N), da seguinte maneira:

Fazemos ¢_1(N 4+ 1) =1 e para todo i > 0,

gi(N+1) =¢;(N)+ci_1(N + 1)mod(2)

gi(N) +¢i1(N+1)

G(N+1)=] 5

].

Generalizamos esta descricao para incluir uma méaquina de somar estocastica
considerando uma familia {e;(n) : ¢ > 0,n € N} de varidveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas parametrizadas pelos ntimeros naturais i, n,
tomando o valor 0 com probabilidade 1 —p e o valor 1 com probabilidade p. Fazendo

¢ (N +1) =1 e para todo i > 0,

gi(N 4 1) = £(N) + e;(N)e;_ (N + 1)mod(2)

11
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(V) + e N)Gy (N +1),
: |

Killen e Taylor [34], estudaram também o espectro do operador S associado a

GV 1) =

méquina de somar estocastica na base 2, agindo em [*°(N) e provaram que ele estd
relacionado com o conjunto de Julia de f : C — C definida por f(z) = (%0)2.
Abdalaoui-Messaoudi [6] estudaram o espectro do operador S agindo em outros
espagos de Banach cléssicos, Cy(N) e [7(N), ¢ > 1.

Nesta tese consideramos uma outra maneira de construir a maquina de somar
estocastica via automatos ou “transdutores”, e vamos considerar a matriz de trun-

camento 5,, do operador S, onde
(Sn)iyj =S, VO<i,j<n

e o conjunto dos autovalores de S,, denotado por 0(S,). A idéia da méquina de
somar estocdstica usando transdutores foi apresentada por Messaoudi-Smania [43].
Depois estendemos a méaquina de somar em base 2 para o conjunto dos ntimeros
inteiros, Z. Com isso obtemos dois tipos de operadores agindo em [*°(Z).

Consideramos também, em vez da base 2, uma sequéncia recorrente (F,),>o dada
por

Fn+2:aFn+1+bFna vnzoa

com condigoes iniciais

FOZ].,F1:CLF0+].:(I+1,

onde a, b sao inteiros naturais tais que a > b > 1.

Nesta base, usando o algoritmo fominha, é possivel escrever todo inteiro natural
N de forma tnica, como N = ngg) £i(N)F;, onde os digitos ; sdo inteiros naturais
satisfazendo:

€i€i—1 <iez ab, para todo 1 > 1,

onde <., é a ordem lexicografica.
A partir destas consideragoes vamos provar varios resultados novos. Em parti-

cular provaremos:
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Teorema 1: Seja E = (|J,—,0(S+))". Entao E satisfaz as seguintes propriedades:

1) Se 0 < p < 1, entdo dJ.(f) C E.
2) Se 0 <p<1/2, entao E = dJ.(f).
3) Se1/2 <p<1,entao E C J.(f).

onde A’ denota o conjuntos dos ponto de acumulacao de A.

Teorema 2: O espectro do operador de transi¢ao S agindo em [*°(Z) é igual ao

espectro pontual de S e é igual ao conjunto de Julia da fun¢ao quadratica f(z) =
<z—(1—p>>2
- :

Teorema 3: O espectro pontual de S agindo em [*°(N)) associado a maquina de
somar estocastica em relagdo a base quadratica (F),),>o estd contido no conjunto
K, =4{X € C,(M\,\) € J(f)}, onde J.(f) é o conjunto de Julia cheio da funcao

1 1
f: C? — C? definida por f(z,y) = (]?(a: —1+p)*(y—1+p)’,x)el = ()";{11—_,11)1?.

Teorema 4: O conjunto K, satisfaz as seguintes propriedades topolégicas:

i. C\ K, ¢ um conjunto conexo.

ii. Se b =1ea > 1, entdo existe d < 1/2 tal que K, ndo é conexo para todo

0<p<d.

O trabalho estd dividido em cinco capitulos. No primeiro capitulo damos algumas
defini¢oes e resultados basicos sobre a Teoria Espectral dos operadores continuos,
Processos estocasticos e cadeias de Markov, Conjuntos de Julia de fungoes polino-
miais e fractais de Rauzy.

No segundo capitulo definimos a maquina de somar em base 2 usando o transdu-
tor e mostramos alguns resultados novos ao considerarmos a matriz de truncamento
S, do operador S.

No terceiro capitulo estendemos a méquina de somar para o conjunto dos niimeros

inteiros Z obtendo desta forma dois tipos de operadores agindo em I%°(Z), S; e Ss.
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No quarto capitulo, construimos o transdutor da méquina de somar estocéstica
considerando a base quadrética recorrente (F},),>o € mostramos que o espectro pon-
tual do operador S, 0,:(S) estd contido no conjunto IC,. Finalmente Estudamos
algumas propriedades topoldgicas do conjunto /C,.

No quinto capitulo estudamos as propriedades topolégicas de uma nova classe
de fractais auto-similares gerados por um sistema de numeracao. Estes conjuntos
foram introduzido por G. Rauzy em 1982 e estao relacionado com varias areas como
Sistemas Dinamicos, Sistemas de Numeracao Complexa, entre outras. Em particu-
lar, temos que ele é compacto, conexo, com interior simplesmente conexo e induz

um azulejamento peridédico do plano complexo médulo Z + Za.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo daremos algumas definicoes e resultados cldssicos sobre: Espectro
de operadores lineares em espagos de Banach, Processos estocasticos e cadeias de

Markov, Conjuntos de Julia e Fractais de Rauzy.

1.1 Espectro de un Operador Linear (ver [16], [37], [58])

Definicao 1.1.1 Sejam E um espaco de Banach sobre C e T': E — F um operador
linear continuo. O conjunto

O(T)={\ € C,T — Al nao é bijetivo}

é chamado de espectro do operador linear 7'.

Proposicao 1.1.1 0(T') é um conjunto nao vazio e compacto de C. Além do mais,
0(T) c D(0,[|T]), onde [|T]| = sup{|Tz|, |z| < 1} e D(0,||T]]) = {z € E,|z] <
IT[}-

Classificacao do Espectro

O espectro de um operador T': E — FE é particionado em 3 subconjuntos:

(i) O espectro pontual 0,,(7'), ou o conjunto dos autovalores do operador 7', isto

¢,
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Ox(T) ={X € C,T — Al nao ¢ injetivo}.
(ii) O espectro continuo 0 .(7T'), definido como o conjunto dos pontos do espectro
de T que nao pertencem ao espectro pontual e tal que Im(T — AI) é densa em E,
isto é,
O.(T)={X e C,T — X éinjetivo, (T —N)E=E, (I'—X)E # E}.
(ii) O espectro residual é o conjunto 0,.(T') = O(T) \ (O(T)U O.(T)), isto é,

0,.(T)={\e€ C,\[ —T éinjetivo, (A\[ —T)E # E}.

Exemplo 1.1.1 Seja E = [*(N) e considere o operador T' : E — E definido por

T(Q’Il,xg,xg, .. ) = (0,1’1,1’2,%‘3, .. )

Se A € C éum autovalor de T', entao existe um autovetor nao nulo (z1, xg, x3,...) €
I2(N) tal que:

(O, T1,T2,T3, .. ) = (/\1'1, )\1’2, )\ZL‘37 PN )
Se A =0 entao r1 = x9 = x3 = ... =0, absurdo.

Se A # 0, entao x; = 0 e pela segunda condigao temos xo = x3 = ... = 0, absurdo.

Portanto, 7' ndo tem autovalores. Logo O ,(T) = 0.

1.2 Processos Estocasticos e Cadeias de Markov

1.2.1 Processos Estocasticos (Ver [45], [52])

Um processo estocastico é um processo aleatério que evolui com o tempo. Mais
precisamente, um processo estocastico ¢ uma colecao de varidveis aleatérias X, in-
dexadas pelo tempo que assumem valores em um conjunto denominado o espago
de estados. Este espaco de estados pode ser um subconjunto dos inteiros nao neg-
ativos {0,1,2,...} ou um subconjunto de [0,00), os nlimeros reais nao negativos.
No primeiro caso temos um processo estocastico discreto e no segundo um processo

estocédstico continuo. Nesta secao vamos considerar o espaco de estados discreto,
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isto é um conjunto finito ou enumeravel.

Definicao 1.2.1 Um processo estocdstico {X (¢),t € I} ¢ uma cole¢ao de varidveis
aleatorias, classificadas mediante um parametro ¢, que varia no conjunto I, onde

I =Noul=][0,+00). O conjunto I é chamado o conjunto de indices do processo.

Definimos o espaco de estados de um processo estocastico como o conjunto de

todos os possiveis valores que as varidveis aleatérias X (¢) podem assumir.

1.2.2 Cadeias de Markov

Um Processo de Markov X (¢) é um processo estocdstico tal que, a distribui¢ao condi-
cional de um estado futuro X, 1 nao depende dos estados passados X, X1, ..., X1
mas so do estado atual, X,,, isto é, sempre que o processo esteja no estado X,, =1
existe uma probabilidade fixa p;; de que esse estado passe para o estado X, 11 = J.

Formalmente,
P{Xpi1=71Xn =0, X1 =tp-1,...,. X1 =01, X0 =0} = pyj
para todos os estados ig,%1,...,7,_1 € todo n > 0.
Para uma cadeia de Markov teremos:
i) Um espago de estados indexado por inteiros ndo negativos: {0, 1,2,...}.

ii) Para cada dois estados i e j, uma probabilidade de transi¢do do estado i ao
estado j, denotada por p;; = P{X(n+ 1) = j|X(n) = i} que designa a

probabilidade que o estado ¢ transite para j.

iii) A matriz de transi¢cdo do processo dada por,

Poo - * Pon---

Prno - DPnn---
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o0

Além do mais, Zpij = 1, para todo i e p;; > 0, para todo %, j. Logo, a matriz
j=1

de transicao é uma matriz estocdstica. A matriz de transicao é duplamente

estocastica se a soma dos coeficientes de cada coluna assim como a soma dos

coeficientes de cada linha é 1.

Proposicao 1.2.1 Um Processo de Markov esta completamente definido quando

sua matriz de probabilidades de transigao e seu estado inicial X (ou, mais generi-

camente, a distribuigdo de probabilidade de Xj) estao especificados.

Definicao 1.2.2

1)

(n)

Um estado j ¢ dito ser acessivel desde um estado i se F;;” > 0, para algum

n > 0.

Dois estados i e 7 sao comunicaveis se cada um deles for acessivel ao outro
(Notagao i <> j). Entao, se dois estados i e j ndo sdo comunicdveis, Pi(f) =0

otu(f):O, Y n>0.

Um conjunto de estados E em uma cadeia de Markov é uma classe de co-
municagao se nenhum estado fora de E é acessivel por qualquer estado em
E. Se a cadeia inteira é formada por uma tnica classe, isto é, todos os estados

sao comunicaveis, a cadeia é dita irredutivel

Um estado s; é periédico com periodo T' > 1 se T' é o menor nimero tal que
todos os caminhos que levam do estado s; de volta para s; tem comprimento
multiplo de T'. Se um estado recorrente nao é periédico, entao ele é dito

aperiodico.

1.2.3 Classificagao de Estados

Definicao 1.2.3 Dada uma cadeia de Markov irredutivel e um estado X,, = ¢

denotamos por f; a probabilidade de que, comecando no estado i, o processo retorne
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infinitas vezes ao estado i. Dizemos que o estado 7 é recorrente se f; = 1 e transiente

se f; < 1.

Definicao 1.2.4 Seja ¢ um estado recorrente e 7' o tempo de primeiro retorno para
1, isto é,

T =inf{n>0| X, =i}.
Dizemos que o estado i é:

1) recorrente positivo se E[T] < oo

2) recorrente nulo se E[T] = oc.

Proposicao 1.2.2 Um estado 7 ¢ :

&9]
1. recorrente se e somente se g PZ(Z”) = 00.

n=1

o0
1i. transiente se e somente se Z Pi(in) < 0.
n=1
Definicao 1.2.6 Seja X uma cadeia de Markov com matriz de transicao P e u €
[*(N). Dizemos que u é uma probabilidade (ou distribuigao) invariante de X se

uP = u.

Teorema 1.2.1 [45] Uma cadeia de Markov homogénea com matriz de transi¢ao
P possui uma tnica probabilidade invariante u se e somente se ela tem exatamente

uma classe de comunicagao recorrente positiva C. Neste caso, temos

L seieC

0 , caso contrario.

Teorema 1.2.2 [45] Seja X uma cadeia de Markov homogénea irredutivel com
matriz de transicdo P. Seja R a matriz obtida a partir da remocao de uma linha e

uma coluna de P. Para que X seja recorrente é necessario e suficiente que o sistema

u=Ru, 0 <u<l,
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tenha como tnica solugao u = 0.

1.3 Conjuntos de Julia (ver [21], [23], [55))

Seja f : C — C uma funcao polinomial de grau n > 2 com coeficientes complexos,
isto é f(2) = ap + a1z + ...+ a,z", para todo z € C. Denotamos por f* a k-ésima

composta fo f...o f da funcao f.
k

Definicao 1.3.1 Sejam z € C um ponto periddico de f de periodo p € Ne A =
(7 (2)I.

i. Se A > 1, dizemos que z é um ponto repulsor.
ii. Se A =1, dizemos que z é um ponto indiferente.

iii. Se 0 < A < 1, dizemos que z é um ponto atrator.

Definicao 1.3.2 Definimos o conjunto de Julia de f como o fecho dos pontos

periédicos repulsores de f, isto é,

J(f) ={z € C, z é um ponto periédico repulsor de f}.

O complementar do conjunto de Julia é chamado conjunto de Fatou e é denotado

por F.

Exemplo 1.3.1 Seja f(z) = z2. Os pontos periddicos de f sdo os pontos que
satisfazem 2z?" = z,z # 0. Entdo z2"~! = 1, logo z é uma raiz da unidade e
|z] = 1. Vamos verificar que os pontos sao repulsores. Temos que f?(z) = 2%", entao

(fn),(z) =2"z2" e portanto |(f")/(z)| — 2”’2‘2"—1 —on 1.

Se z = 0, é possivel verificar que z é um ponto fixo superatrator e portanto nao
pertence ao conjunto de Julia. Entao temos que J(f) C {z € C, |z| = 1} e tomando

o fecho temos a igualdade.

Definigao 1.3.3 Sejam U € C aberto e {gx}r>0 uma familia de fungoes analiticas

complexas de U em C. Dizemos que a familia {gi}r>0 é normal em U se toda
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sequéncia de funcgoes escolhida de g, possui uma subsequéncia que converge uni-
formemente em cada subconjunto compacto de U, ou para uma funcao analitica
limitada ou para infinito.

A familia {gx }r>0 ¢ normal no ponto w de U se existe algum subconjunto aberto

V de U contendo w tal que {gx}r>0 ¢ uma familia normal em V.
Teorema 1.3.1 O conjunto de Julia de f, J(f), satisfaz as seguintes propriedades:

i. J(f) é nao vazio e compacto.

i J(f) = f(I(f) = I
iii. Se z € J(f), entdo J(f) = U5 f+{z}.

iv. J(f) ={z € C, afamilia {f*};>¢ ndo é normal em z}.

3
5
f

i G
AT NS

Fig. 01 O Conjunto de Julia da funcao f(z) = 23 —i
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Fig 02 O conjunto de Julia da fungao f(z) = 22 + €5 2

Definicao 1.3.4 O conjunto de Julia cheio de f é definido por

Jo(f) ={2€ C: (f"(2))n>0 ¢ limitada}.

Fig. 03 O Conjunto de Julia cheio da fungao f(z) = 22 — 1/4

Fig. 04 O Conjunto de Julia cheio da funcao f(z) = 2% + 0.36 — 0.63i

Proposigao 1.3.1]23] O conjunto de Julia cheio é compacto, nao vazio e dJ.(f) =

J(f)-
No caso f.(z) = 2% + ¢, c € C, obtemos o seguinte resultado cléssico.

Teorema 1.3.2 [21] Seja f.(z) = 22+ ¢, ¢ € C. Os seguintes resultados sao validos:
1) Se 0 € J.(f), entdao J.(f) é conexo

2) Se 0 & J.(f), entao J.(f) é homeomorfo ao conjunto de Cantor.
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1.4 Fractais de Rauzy (ver [8, [32] [36], [39], [40])
Seja (Ty)n>0 a sequéncia de definida por Ty = 0,77 = 0,1y = 1,115 = Tphio +
Tyo1 + T, V0 > 0.

E possivel provar, usando o algoritmo “fominha” (greedy), que todo inteiro na-
S N
tural n pode escrever-se de maneira tnica como n =) ", ¢;T;, onde, ¢; € {0,1} e

€i€i1€ira 7 111,V > 3.

3

Considere o polinomio P(x) = 2® — 2% — x — 1. Este polindmio possui uma raiz real

B > 1 e duas raizes complexas A e X de médulo estritamente menor que 1.

Podemos associar a este polinomio o conjunto & C C definido por:

+oo
E= {Z e\ g, €{0,1} e gig5 1819 <pep 111,V i > 3},

i=3
onde <, ¢ a ordem lexicografica sobre as palavras finitas definida por: se a; ... a,,
by ...b, sao palavras finitas sobre um alfabeto finito munida de uma relacao de
ordem ¢ < 7, dizemos que aj ...a, <jey b1...b, se existe ng € {1,...,n} tal que

(py < by, € a, = by, para todo n < ny.

O conjunto € é chamado Fractal de Rauzy Cléssico. Foi introduzido por
G. Rauzy em 1982 e esta relacionado com varias dreas como Sistemas Dinamicos,
Sistemas de Numeragao Complexa, entre outras. Em particular, sabe-se que ele
¢ compacto, conexo, com interior simplesmente conexo e induz um azulejamento

periédico do plano complexo médulo Z + ZA.

Fig. 05 Fractal de Rauzy Classico

Teorema 1.4.1 O conjunto € possui as seguintes propriedades:
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e £ é compacto.
e £ é conexo

e £ induz um azulejamento periédico de C médulo Z + Z ), isto é

C=U,ez(Etp+ M)

e para todo p,q,r, s € Z, int(E+p + g\) N (E+r + s\) # 0 implica que p =1 e

q=s.

Fig. 06 Azulejamento peridédico do plano C médulo Z + ZA



Capitulo 2

Maquina de Somar Estocastica em

Base 2

Neste capitulo estudamos a maquina de somar estocastica em base 2 definida
por Killen e Taylor e consideramos uma outra maneira de construir esta maquina
via automatos. Também estudamos os autovalores da matriz de truncamento .S,, do

operador de transi¢ao, S, associado com esta maquina, agindo em [*°(N).

2.1 Maquina de somar

Dado um numero natural N é possivel escrever ele de forma tunica, usando o algo-
. . k(N ; ~ /e

ritmo “fominha”, como N = Ziio) £i(N)2" onde (g;);>0 sao os digitos de N na base
2 e assumem os valores 0 ou 1. Existe um algoritmo (mdquina de somar) que calcula

os digitos de N + 1.

Exemplo 2.1.1 Consideremos o processo de somar 1 ao numero N = 215 =

11010111. Temos:

11011%1'71 111
+1
1101 1 0 00
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adicionamos 1 ao 1 da parte superior direita em 11010111 e obtemos 10, escrevemos
o zero debairo e levamos 1 denotado como super indice no sequndo 1 e assim por

diante.

Podemos resumir este processo em termos de um sistema de equagoes de evolucao,
introduzindo uma variavel auxiliar “vai 17, ¢;(NV), para cada digito ¢;(N), da maneira

seguinte:
Sejac_1(N+1)=1e

(N +1) = £(N) + ciy (N + 1)mod(2)

gi(N)+ci1(N+1)
2

a(N+1) =] ]

onde i > 0 e [z] denota a parte inteira de z € R.

P. R. Killeen e T. J. Taylor [34], generalizaram esta descri¢do para incluir uma

maquina de somar falivel da seguinte maneira:

Seja {e;(n) : ¢ > 0,n € N} uma familia de varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas parametrizadas pelos nimeros naturais 4, n, tomando o
valor 0 com probabilidade 1 —p e o valor 1 com probabilidade p. Seja N um inteiro.
Dada uma seqiiéncia (g;,(IN));>o de 0 e 1 tal que ;(N) = 1 para um ntmero finito
de indices 4, consideramos as seqiiéncias (g;(N + 1))iso e (¢;(N + 1));>_; definidas

por ¢_;(N +1) =1 e para todo i > 0

(N +1) =&(N) + e;(N)e;_ (N + 1)mod(2)

gi(N) +ei(N)ei (N +1)

G(N+1) =] 5

)

+00 +oo
Com isto temos que um nimero Z g;(N)2" transita para o niimero Z gi(N+1)2"
i=0 i=0
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Em particular, um inteiro N com representagao binéria da formae,, ...g,011...11
—

k
transita para €, ...£,+1100...00 com probabilidade p**! e um ntimero com repre-

k
sentacao binaria da forma ¢, ..., 11...11 transita para ¢, ..., 00...00 com pro-
k k

babilidade p*(1 — p).
A maquina de somar estocastica estd definida por Killeen e Taylor e tem aplicagoes

na psicologia (ver [35])

2.2 Transdutor e Maquina de somar Estocastica

Uma outra maneira de definir a maquina de somar é via automatos ou “transdu-

tores”. A vantagem deste método é que pode ser generalizado a outras bases.

Seja A um alfabeto finito. Um autémato em A, denotado por A = (Q, A, E,I,T),
é um grafo orientado cujas arestas estao etiquetadas com elementos de A, sendo @)
um conjunto finito de estados, I C @) um conjunto de estados iniciais, 7’ C ) um

conjunto de estados terminais e ¥ C () X A X () o conjunto das arestas.

Um elemento (p,a,q) € E é também denotado por ¢ ¢ p. Um caminho finito c,

no automato A é por definicaio uma seqiiéncia finita de arestas consecutivas, isto é,

¢ = (Pnyn-1,Pn-1) - - - (P2, a1, p1)(P1, G0, Do)

Seja B um outro alfabeto finito. Seja A* (resp. B*) o conjunto das palavras

finitas escritas com o alfabeto A (resp. B).

Um Transdutor em A* x B* é um automato finito onde as etiquetas sao elementos
de A* x B*. Uma aresta de T que liga um estado p a um estado ¢ e que tem como
etiqueta (u,v) € A* x B* é denotada por ¢ ki p. Dizemos que T 1é a palavra de
entrada em A* e a transforma em uma palavra em B*. (Maiores referéncias [9], [13],

[14]).
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Os automatos usados nesta tese tem 2 estados, um estado inicial e outro terminal.

Além do mais, eles sao deterministicos, isto é, se (p,a, q) e (p,a,q’) € E entdo ¢ = ¢'.

2.2.1 Maquina de Somar em Base 2

A adigao de 1 na base 2 pode ser representada por um transdutor finito (ver Figura

7) formado por dois estados, um estado inicial I e um estado terminal 7". O estado

inicial estd conectado a si mesmo por uma flecha etiquetada por (1/0).

Existe

também uma flecha saindo do estado inicial para o estado terminal. Esta flecha esta

etiquetada por (0/1). O estado terminal esta conectado a si mesmo por uma flecha

etiquetada por (z/x).

Suponha que N = ¢,...g9. Para achar os digitos de N + 1 vamos conside-

rar o caminho finito ¢ = (pgr1, ar/bk, pr) - - - (P2, a1/b1,p1)(p1, ao/bo, po), onde p; €

{IaT},po = I,pk+1 = T, ai,bi c A*.

dis il I
\/ \/
X/ x 1/0

Figura 7: Transdutor da maquina de somar em base 2

Além do mais ...0...0ay...ag=...0...0e,...¢&9.

Logo N+ 1=¢, ...y, onde

0. bp.. bp=...0...0c ...

Exemplo 2.2.1 Se N =11 = 10115 entao N corresponde ao caminho

(T,1/1,T)(T,0/1,I)(I,1/0,1)(I,1/0,1).

Logo N +1 = 1100, = 12.
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Se N =13 = 11015 entdo N corresponde a caminho
(T, 1/1,T)(T,1/1,T)(T,0/1, 1)(I,1/0,1).

Logo N +1 = 1110, = 14.

2.2.2 Maquina de Somar Estocastica em Base 2

Agora vamos definir a maquina de somar estocastica na base 2 usando o transdutor.

Essa idéia foi apresentada por Messaoudi-Smania [43].

Seja (po, ao/bo, p1)(p1,a1/b1,02) - .. (P, @n /by, pny1) um caminho finito associado
a N, entdo N = a,, ...ag. Construimos um transdutor probabilistico 7, (ver Figura

8), onde 0 < p < 1, da seguinte maneira:

Os estados de 7, sdo I e T'. As etiquetas sdo da forma (0/0,1),(1/1,1), (a/b,p)
ou (a/a,1 — p), onde a/b é uma etiqueta e, 7. Se (p;, a;/b;, pi+1) é uma aresta em
T, onde p; = I, entao (p;, (a;/bi,p), pi+1) € (pi, (aifai, 1 —p),T) sdo arestas em 7.
Se (pi,a;/a;, piy1) € uma aresta em T onde p; = T, entao (p;, (a;/a;, 1)piy1) é uma
aresta em 7.

Seja (Pnt1, (@n /b, tn), Pn) - - - (p1, (a0 /bo, to), po) um caminho em 7, onde py = I
e pni1 = 1. Dizemos que o numero a, ...ao transita para o nimero b, ...by € a

probabilidade de transicao é t,t,_1...tp.

(1/1,1-p) (170,p)
A (0/1,p) /\‘
T I

\f (0/0, 1- p)

(x/x, 1)

E

M

Figura 8: Transdutor da maquina de somar estocastica em base 2
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Exemplo 2.2.2 Se N = 11 = 10115, entdo no transdutor da mdquina de somar,

N corresponde ao caminho,
Na maquina de somar estocdstica, temos os sequintes caminhos:

(a’) <T7 (1/17 1>’T)(T7 (0/07 1)7 T)(T7 (1/17 ]-)7 T)(Ta (1/17 ]-_p)? I) Neste caso N =
1011 transita para 1011 com probabilidade 1 — p.

() (7, (1/1,1), T)(T, (0/0, 1), T)(T, (1/1, 1~ p), I)(I, (1/0,p), I). Neste caso N =
1011 transita para 1010 = 10 com probabilidade p(1 — p).

(¢) (T, (1/1,1), T)(T, (0/0, 1 — p), (I, (1/0,p), I)(I, (1/0,p), T). Neste caso N =
1011 transita para 1000 = 8 com probabilidade p*(1 — p).

(d) (T,(1/1,1),T)(T,(0/1,p), I)({,(1/0,p), I)(I,(1/0,p), I). Neste caso N = 1011
transita para 1100 = 12 com probabilidade p>.

Usando o transdutor 7,, podemos provar o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.1 Seja N um inteiro nao negativo, entao os sequintes resultados

sao validos.

1. N transita para N com probabilidade 1 — p.

it. Se N =¢...e10,k > 1 (N par), entao N transita para N+1 com probabilidade
.

iii. Se N=¢p...01...1,s>1,k>t>s+1 (N impar), entio N transita para

S

N+1=¢p...610...0 com probabilidade p*™* e N transita para N —2™+1 =

ep...c,01...10...0,1 <m < s com probabilidade p™(1 — p).

sS—m m



31

Demonstragao:

(i) Se N =¢j...£10 entdo N corresponde ao caminho (na maquina de somar em
base 2)
(T,er/er, T)...(T,e1/e1, T)(T,0/1,1).

Na maquina de somar estocéastica N corresponde aos seguintes caminhos:

(A) (T, (ex/ex, 1), T)...(T,(e1/e1,1), T)(T, (0/0,1—p), I). Neste caso N tran-
sita para N com probabilidade 1 — p.

(B) (T, (ex/ex, 1), T) ... (T, (e2/e2,1),T)(T,(0/1,p), I). Logo N transita para
N + 1 com probabilidade p.

(ii)) Se N =¢f...60]1...1 entdo N corresponde ao caminho

s

(T,er/er, T) ... (T,ee/er, T)(T,0/1,1)(1,1/0,1)...(I,1/0,I). Na maquina de

N

v~

S
somar estocastica em base 2, N corresponde aos seguintes caminhos.

(A) (T, (ex/er, 1), T) ... (T, (e¢/es, 1), T)(T,(0/0,1),T)
(T,1/1,1),T)...(T,(1/1,1 — p), IZ. Neste caso NN transita para N com

v~

probabilidade 1 - .

(B) (T’ (ex/ex, 1), T) ... (T’ (er/er, 1), T)(T, (1/0,p), 1)
(£,(0/1,p),I)...(I,(0/1,p),I). Neste caso N transita para N + 1 com

N

'
S

probabilidade p**+1.

(C) (T, (5k/€ka 1), T) e (T> (St/gta 1>7T)(T7 (O/Oa 1), T)
\(T, (1/1,1),T)...(T,(1/1,1), T)(T,(1/1,1 —p),I)

...(1,(1/0,p), I). Neste caso N transita para N —2"+1 =

J

(L.(1/0.p).1)...(

€r...01...10...0 com probabilidade p™(1 — p).

sS—m m
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Usando a proposicao 2.2.1, construimos o grafo de transicao,

P

Figura 9: Grafo de transicao de maquina de somar em base 2

Observacao 2.2.1 Podemos notar que o grafo de transi¢cao é auto-semelhante pois

ele é formado por blocos que se repetem de maneira periodica.

O operador de transicao .S, associado ao grafo de transigao é

Observagoes 2.2.1

1) Podemos verificar que a soma dos coeficientes de cada linha (resp. de cada coluna)

de S € igual a 1. Logo, a matriz de transi¢dao, S, € duplamente estocdstica.
: : L=p p L
2) Observamos que existe uma matriz A = que se repete infini-
p(l—p) 1-p
tamente na regiao diagonal.
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3) Como S € estocdstica, € facil verificar que S(I°°) C I*°. De fato, se v = (v;) € [*®

ent@o |Sv|. = sup |Sv;| = sup | ZSijvj] < |]oo-
ieN ieN 55

4) E fdcil verificar que ||S|| = 1, logo pela proposi¢io 1.1.1, 0(S) C D(0,1).

5) Se p=1, entdo a matriz S, € definida por

S;=0, j#i+1

i T

Temos S |y | = | zo |- Nesse caso a matriz S, corresponde ao operador shift. Se

p # 1 o operador S, pode ser visto como uma perturbagao estocdstica do operador

shift.

Proposicao 2.2.2 Para 0 < p < 1, a cadeia de Markov € irredutivel, periddica de

periodo 2 e também recorrente nula.

Demonstracgao: E f4cil verificar que a cadeia € irredutivel, periddica de periodo 2.
Seja u uma probabilidade invariante de S, entao é facil verificar que v = (1,1, ....),
que nao é uma probabilidade, logo pelo Teorema 1.2.2 o processo nao é positivo

recorrente.

Por outro lado, seja u € [*(N) tal que Ru = u,|u,| < 1 para todon € Ne

suponha que p # 0. E facil verificar que u = *(uq, %, %""’z%’ Z—S,...).

Logo,
lu| <1 se e somente se ug = 0 e pelo Teorema 1.2.3, temos que a classe de Markov

e nula recorrente. O

O resultado principal de Killen e Taylor [34] é o seguinte:

Teorema 2.2.1 O espectro de S em [*(N) € igual ao conjunto de Julia cheio da

(1 — 2
func¢ao quadrdtica f(z) = (M) , isto é
p
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0, ={2€C,(f"(2))n>0 € limitado}
onde f"=fofo...of, VneN.
——

Observagao 2.2.2 Considere o operador de transi¢io S = (S—(1—p)I)/p. S tem
periodo 2 e o operador S? se decompoe em dois grafos de transicao, um deles age
sobre 0s numeros naturais pares e o outro sobre os numeros naturais impares sendo

cada grafo isomorfo ao grafo de transicao de S.

Figura 10: Grafo de transicao da maquina de somar estocastica sobre os naturais pares

Figura 11: Grafo de transicao da maquina de somar estocdstica sobre os naturais impares
Para provar o teorema 2.2.1 precisamos dos seguintes resultados.

Proposicao 2.2.3 Sejam E e O duas aplicagoes em 1*°(N) definidas por E(v) =
(vo,0,v1,0,va,...) e O(v) = (0,v9,0,v1,0,v2,...), para todo v = (v;);>0 € I*°(N).

Entao as sequintes propriedades sao validas
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1) SOv = FEv e SEv = 0S5v.
2) S?2=8® S, i.e. para todo v = (v;);>0 € I°°, temos

§2(U) = ES(?J(),UQ, ey U2py .- ) + 05(1)1,?)37 ey U241y - - )

3) 0(S?) = 0(S) = f(O(S)).

Demonstragao:

1) Seja w = (w;)iso € I®(N), logo (S(Ow)); = +°° 0 Sw

Quando ¢ = 2k, pela Proposicao 2.2.1, temos S; ;11 = p, logo §m~+1 =1le gza =0
para todo 0 < j # i + 1. Logo, (S(Ov); = v,. Quando i é fmpar, entdo §i72j+1 =
0, V j, logo (g(Ov)) = 0, para todo j > 0,7 # ¢,j impar. Logo SOv = Fv.

Por outro lado, como (Ev),, = 0 para todo n impar, entao para todo i > 0,
ZSZ 2] EU ZSz QJUJ

Se i é par, entao 51',23' = 0. Logo (S(Ewv)); = 0.

Se i = 2k + 1 é impar, entao §2k+172j = Sk (pois Sakt1,2j = pSk,;), logo

+oo +o0
Ev))i =) Sai1205 = Skv; = (Sv
J=0 =0

Logo SEv = 0Swv.

2) S2(v) = S2(vg,0,vs,0,04,...) + S2(0,01,0,v5,...) = S2E(vg, va, ..., Vs, ...) +

§20(1}1, UV3y...,Von+1, - - )
Por outro lado, pelo item 1 temos,
§2E(U0,U2, ey U2py . ) = SOS(’U(),UQ, vy Vapy e ) = ES(U(),UQ, ey U2py . )

Temos também pelo item 1, §O(v1,v3,...,v2n+1,...) = FE(v1,V3,...,Vop41,.-.)-

G2 - g —
LOgO7 S O(Ul,vg, ey Uopt1,y - - ) = SE(Ul,Ug, vy Uopt1y - - ) = OS(Ul,Ug, ey U2ty e e o)



36

3) Seja A € C, logo pelo item 2 da Proposi¢ao 2.2.3, para todo v = (v;);>0 temos

(S2 — )\I)(U) = E(S — )\I)(Uo, V2y...,U2n, .. ) + O(S - AI)(Ul,Ug, ey Vopt1,y - - ) (21)
Afirmamos que S2 )\ é bijetivo se e somente se S — Al também é.

Com efeito, se S — AI ndo ¢é injetor, entdo existe v = (v;);>0 # 0 em [*°(N) tal
que (S — AI)(v) = 0. Logo por (2.1), deduzimos que se w = (vg, Vg, - . . , Un, Un, - - .),
entdo (52 — AI)(w) = 0. Assim, 52 — A ¢ injetor.

Suponha agora que S2 — A ndo é injetor, entao existe v = (v;);>0 # 0 tal
que (52 — M)(v) = 0. Logo, por (2.1), temos E(S — XI)((vo, v, ..., Vs, ...) =
O(S — M) ((v1,v3, ..., Vaps1,...) = 0. Logo (S — A)(vo, v2,...,Vp,...) = (S —

M) (v1, 03, ..., Vapy1, . ..) = 0. Assim, S — Al nao é injetor.

Suponha agora que (S — AI) é sobrejetor. Seja w = (w;);>o € (*°(N), logo existe

v = (13)iz0,V" = (1})iz0 tal que (S — A)v = (wo, Wy, ..., Wap,...) e (S — X' =

!

(w1, ws, ..., Wony1,...) e v #0ouv' #0. Sejav” = (vg,Vy, ..., VUn, Uy, ...), logo
(52 = AI)(v") = E(S — M)v + O(S — X)v' = (wp, w1, ...) = w.
Assim 5% — A é sobrejetor.

Suponha agora que S? — Al é sobrejetor. Seja w = (w;)i>o0 € [*°(N) e considere
w' = (W, Wo, Wi, Wi, ..., Wy, Wy, .. .), logo existe v = (v;);>0 € [*(N) tal que (52 —

A (v) = w'.

Por (2.1) deduzimos que:
(S=AI)(vg, 2y -y Vap, .. .) = (S=AI)(v1,v3, ..., Vopi1,--.) = (Wo, W1, ..., Wy,...) = w.
Logo S — AI é sobrejetor. |

Proposicao 2.2.4 O espectro de S agindo en [*°(N) estd contido no conjunto de

Julia cheio da funcao f.
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Demonstracao: Pelo item 3) da proposigao 2.2.3, temos f(0(S)) =0 (S). Como
§? = (S=DD)2 = #(S) entdo T(S?) = £(0(S)). Seja z € O(S), entdo f(2) €
0 (5), portanto f"(z) € 0(S), para todo n € N. Como O(S) é compacto, entao

z € J(f). O

Proposigao 2.2.5 O espectro pontual de S, 0, (5), agindo en [*(N) € igual ao

conjunto de Julia cheio da funcgdo f,.

Demonstragao: Seja A um autovalor de S associado ao autovetor v = (v;);>0 €
[*(N). Como a probabilidade de transicao de qualquer inteiro ndo negativo i para
algum inteiro i + k, k > 2 é p;;+x = 0 (pela proposicao 2.2.1), o operador S satisfaz

Sii+r = 0 para todo ¢,k € N com k > 2. Logo, para todo inteiro k£ > 1, temos

k
Zpk—l,ivz‘ = AUg—1 (2.2)
=0

Logo, podemos provar por indugao sobre k£ que para todo inteiro k > 1, existe

um numero complexo g = qx(p, ) tal que

Uk = QiU (2.3)

Usando a proposicao 2.2.1, podemos provar que para todo inteiro n > 0,

-1 L
Von = » ) ((1 i )\)Ugn_l —+ Zpl(l — p)UQn_Qi (24)

=1

Por outro lado, temos

1 .
onde A = E((l —p— )\)U2n71+(2n71_1) + sz(l — p)Uzn—1+(2n—1_21).

i=1
Pela autosimilaridade de S, podemos provar que a probabilidade de transicao de
i para j,2" 1 <4, j < 2" éigual & probabilidade de i — 2"~ ! para j — 2", de modo

que

1 1
Vgn = — (on—-1Ugn—1 — (_ - 1) Vo- (25)
P p

Usando (2.3) e (2.5), temos
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1 1
QQn = — q§n71 — (— — ].> ,Vn Z 1, (26)
p p
onde
1—p—2A
oo = = —————.
p

Entao, ¢o» tem sua formula de recorréncia de acordo com a fungao quadratica

z 1—p
o)=L
p p

A aplicacao g é conjugada a f mediante a aplicacao

I—p

=

Y

isto é

h™togoh(z) = f(2),Vz € C.

Temos h™'(g0) = A. Segue que a seqiiéncia gon é limitada se e somente se \

pertence ao conjunto de Julia cheio de f.

Por outro lado, A € 0 ,(S) se e somente se (g, )n>0 ¢ limitado. Logo, para provar
a proposi¢ao basta mostrar que se a sequéncia (gan ),>0 ¢ limitada entdo a sequéncia

(¢n)n>0 é também limitada.

De fato, suponha que (gan),>0 é limitada. Logo, para todo n > 0,|gen| < 1,

pois se |gax| > 1 para algum inteiro nao negativo k, usando a relagao (2.6) e a
1

desigualdade triangular, temos |gox| — 1 > —(|gax| — 1). Entao para todo n € N,
p

temos
1 n
el =13 (3) (] = 1)

Logo, lim |gok+n| = 400, que é absurdo.

Assim, para n € N arbitrario, existem k inteiros nao negativos ny < ng < ... <

ny, tais que n = 2™ + ... 4 2™ B possivel provar (veja [16]) que

dn = q2m - - gork.
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Portanto |g,| < 1. Logo (¢n)n>0 € limitada.

Das proposigoes 2.2.4 e 2.2.5 deduzimos que O (S) = O,(S) = J.(f). O
Outro resultados relacionados com o operador de transicao S:

Teorema 2.2.2 (Ver [56]) O operador S, estd bem definido nos espagos de Banach
cldssicos, Cy(N) e l9(N),q > 1. Em particular, o espectro do operador S, agindo
em Co(N) (resp. 19(N),q > 1) € igual ao espectro continuo de S,, igual ao conjunto
de Julia cheio de f, J.(f). Em I*(N), o espectro pontual de S, € vazio, o espectro

residual contém um subconjunto enumerdvel e denso em OJ(f). O espectro continuo

¢ igual a J.(f)\O.(S).

2.2.3 Novos Resultados

Nesta secao apresentamos alguns resultados novos obtidos a partir do operador de
transicao da maquina de somar estocastica em base 2. Vamos considerar n um

inteiro natural, e denotamos por S,, a matriz n X n onde
(Sn)i,j = Sija V0 S Z,] S n

S, é a matriz truncamento de S. O0(S,,) denota o conjunto dos autovalores de S,,.

O nosso principal resultado é o seguinte:
Teorema 2.2.3 [56] Seja E = (| J;—,0(Sor)). Entio E satisfaz as sequintes pro-
priedades:

i. Se0<p<1, entio dJ.(f) C E.

ii. Se 0 < p<1/2, entao E = 0J.(f).

iii. Se 1/2 <p <1, entao E C J.(f).
Para provar o teorema 2.2.3 precisamos de varios resultados ([56]).

Proposicao 2.2.6 Seja k € N, entdo O (Sor) = {X € C,qor(N\) = 0}, onde (¢n)n>1

€ a sequéncia definida na proposicao 2.2.5.
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Demonstracao: Seja A € O(Sy), entao existe v = (v;)o<icor_1 € c?* \ {0} tal
que (Sqor — M )v = 0. Pela proposicao 2.2.5 temos que v; = qug,V 1 <i<2F—1e
além do mais

2k_2

Z pgk,lﬂ'vi + (1 —p— )\)'U2k71 = 0. (27)
=0

Por outro lado, considere o sistema

)
(1 —p—XNwo+pw; =0

p(1 —p)wo + (1 —p— Nwy + p?ws =0

2k —2
Z Pok—1,;Wi + (1 = p — A)Wak_1 + Por_q o6 Wor = 0
L =0

onde wy = vy.

Assim, temos, w; = v; = q;vo,V 1 < i < 2871 e wor = gorpwy = Gorp.

Logo,
2k—2 2k —2
0= Z por—13Vi — (L =p— ANvgry = Z Par—1,W; — (1 = p = Nwar 4
=0 1=0
= —P2k_12kWok = —Pok_1 9k(2kVy = Pk+1(}2kvo-

Logo, gox = 0. Portanto 0 (Sgx) C {\ € C, gox(A) = 0}.

Por outro lado, gor(A) = 0 implica que (2.7) vale. Portanto, obtemos o resultado.

a

Lema 2.2.1 £ = {z € C,3 (wy,)i>0 C C,wy,distintos 2 a 2 tal que lim w,, =
- 1—00
z e f"(wy,,) = 0}.

Demonstragao: Seja A € C, entao f()\) = ¢(\). Logo

SN = @ (N), Yne N (2.8)
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Seja z € E, entdo existe uma sequéncia (wy, );>0 C (J; 250 (Sor) tal que lim, o w,, =

z. Para todo i € N existe n; — 1 € N tal que
QQ"i_l(wni) = 0.
Logo, por (2.8) temos f"i(w,,) = 0.

A outra inclusao é clara.

Proposicao 2.2.7 Os sequintes resultados sao vdlidos:

i. 1€0J.(f).
. 1 e F.
iii. f(E)C E.
w. f[7Y(E)CE.

Demonstracgao:

i, Temos f(1) = <#) e lf(1)] = \%(1 _(1=p))|=2> 1. Logo

1 é ponto fixo repulsor de f e portanto 1 € 9J.(f).

ii. Consideremos a seqiiéncia w,, definida por
wy=1=-pwy=1—p+py1—pw,=1—p+pJ/w,_1, Vn > 2.

Afirmacao: (w,,),>0 ¢ convergente e lim,, o w, = 1. Além do mais, f"(w,) =

0, Vne N

De fato: (wy)n>0 € claramente crescente e w,, < 1, Vn € N*. Seja L € R tal
que limw, = L. Temos L = 1 —p+pvV/L, portanto f(L) = L. Os pontos fixos
de fsaole (1 —p)? Mas (1—p)*<1—p<w. Logo, L =1.

2
Por outro lado, temos f(w;) = <1_p+1_p)) = 0. Suponha que f" !(w, ;)=
0. Temos, f(w,) = w,_1, para todo n € N* e pelo Lema 2.2.1, deduzimos que

leE.
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1il.

1v.

Seja z € F, logo, existe uma sequéncia (wy, ),>0 que converge para z e tal que

f™i(wy,) = 0. Como f é continua, 'liin flwn,) = f(2).

’

Seja w;i_l = f(wy,). Logo w;li_l converge para f(z) e além do mais, [~ (w, _,) =

fmi(wy,,) = 0. Portanto, f(z) € E.

Seja z € f7Y(F), entao f(z) € F e portanto existe uma sequéncia Wy, que

converge para f(z) e tal que " (w,,) =0. Como

o) = (702

p

entao, existem x,,, y,, € C tais que f~H(wy,) = {xn,, yn, } € portanto

f(@n,) = wn, — f(2), [(Yn;) = wn, — f(2).

Temos,

_ <xmp— z) (a:n 4z —pz<1 —p))

converge para zero quando ¢ tende para +o0.

Por outro lado,

T, = £Py/Wn; + (1 = p),
Yn, = :vawni + (1 _p>'

Logo

Ty — Yn;, = E2p\ /W, — £2p\/ f(2) (2.9)

Suponha que para toda subseqiiencia (n;) de (n;) temos ambos (z,/) e (y,/)

7 7

nao convergem para z. Entao
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limz, = —2+2(1—-p)e limy, = —2+4+2(1 —p) (2.10)

Logo,

limz r—y =0 (2.11)

Caso 1. Se f(z) # 0, entao por (2.9) e (2.11) deduzimos que existe uma

subseqliéncia (n;);>o tal que limz,, = z ou limy,, = z.

Suponha que Aliin T,, = z, entao fritl(z,) = f"(w,,) =0. Logo z € E e
1—+00

portanto f~(E) C E.

Caso 2. Se f(z) =0, entdo z =1 —p. (2.12).

Como f(z) € E, entdo existe uma subseqiiéncia w,, que converge para 0 e tal

que [ (w,,) =0. Além do mais, f~!(w,,) = {Zn,, Yn,} € f(zn,) = w,, — 0.
Por (2.10) e (2.12), temos limz,,, = z e limy,, = z.

Fazendo z,,, = x,, ,,, temos limz,, ,, = z e tal que f"*!(z, ,,) = f"(wy,,) =0

e portanto z € F.

Isso acaba a prova da proposicao 2.2.7.

Lema 2.2.2 0 € J.(f) se e somente se p > 1/2.

Demonstragao: Suponha 1/2 < p < 1, logo

0<f(0):(%—1)2<1,

0< f2(0) = (f(O) —]7(1—p)>2<17

Continuando com este processo, deduzimos que 0 < f™(0) < 1, para todo n € N.
Logo a sequéncia (f™(0)),>1 ¢ limitada e portanto 0 € J.(f).

Suponha p < 1/2; entao f(0) > 1. Como O(S) = J.(f) € D(0,1), logo f(0) &
J.(f) e portanto 0 & J.(f). O
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Proposicao 2.2.8 Se p < 1/2, entao E(\J.(f) C 0J.(f).

Demonstracgao:

Afirmacao: Vn € N*, 0(S2) () Je(f) = 0.

De fato, suponha por absurdo que existem um inteiro n € N e um ntmero
complexo z € J.(f) tais que f"(z) = 0. Como 0 & J.(f), f™*"(2) = f™(0) tende
para infinito quando m cresce. Mas como z € J.(f), (f™"(2))m>0 ¢ limitado,

absurdo. Logo, a afirmacao ¢ vélida.

Portanto,

o0

Jo SN =0 (2.13)

n=1

Para mostrar a proposicao basta provar que nao pode existir nenhum elemento
z em EJ.(f) tal que z € int(J.(f)). De fato, se existir tal elemento z, entao
existe uma subseqiiéncia (wy,) de elementos distintos 2 a 2 de |J,~ ;0 (Sa2n) tal que

limw,, =z e f™(w,,) = 0.

Além do mais, como z € int(J.(f)), existe um r > 0 tal que B(z,r) C J.(f).
Logo, como limw,,, = z, existe um inteiro natural /N tal que para todo i > N,w,, €

B(z,r) C J.(f). Mas isto contradiz (2.13). Portanto, temos o resultado. O

Demonstracao do Teorema 2.2.3

i. Pelos itens ii. e iv. da proposi¢ao 2.2.7, temos f~"{1} C F, para todo n € N.
Logo ;;Og f{1} C E = E, pois o conjuntos dos pontos de acumulacio ¢
fechado. Como 1 € 0J.(f), obtemos, pelo item iii. do teorema 1.3.1, que

0Je(f) = Upzo f {1} C E.
ii. Suponha que p < 1/2. Vamos mostrar que E C 9J.(f).

Seja z € E e suponha que z ¢ 0J.(f). Logo, pela proposigao 2.2.8, temos
z & J.(f). Portanto liIJ’I_l |f"(2)| = +o0.
n—-+0o0o
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Por outro lado, como z € FE, existe uma sequéncia de nimeros complexos

(wy, )i>o que converge para z e tal que f™(w,,) = 0, para todo ¢ € N.

Como z ¢ 0J.(f), entdao a sequéncia de fungoes (f"),>1 é normal em z. Logo,
existe uma subseqiiéncia (n;) de (n;) tal que f™ converge uniformemente para
uma func¢do ¢ analitica limitada ou ¢ = 400 em alguma bola B(z,7) com

centro z € C e raio r > 0. Isto é,

Ve >0,3N €N, Vi> N,Vz € B(z,r), |f"(z) — g(z)| < e.

Em particular, se x = w, /, entdo g(w, ) converge para 0. Mas, como lim w,,, =
z e g é continua, entdo, g(z) = 0. Portanto g é limitada. Mas isto nao pode

ser verdade pois lim |f"(z)| = +00. Logo z € 9J.(f) pois |f™(z)| — oo.
1—00

iii. Suponha que p > 1/2, entdao 0 € J.(f). Logo, para todo inteiro n € N,
O (San) C J.(f).

Logo,
Jo(S2n) € Jl).
n=1

Portanto,

E = (Jo(S2)) C (Llf)) = J(f).

Observagao 2.2.3 Para p =1 temos E = {0} e parap=0,E = {1}.

Pergunta: Para p > 1/2 existe z € J.(f) \ 0J.(f) tal que z € E?

As imagens mostram que sim.
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Imagens de F para 1/2 <p < 1:

Imagens de F para 0 < p < 1/2:
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Capitulo 3

Extensoes da Maquina de somar

em Base 2 para Z

Nesse capitulo vamos definir duas extensoes da méquina de somar em base 2 para
o conjunto dos niimeros inteiros, Z. Com isso obtemos dois tipos de operadores em

1=(Z).

3.1 Primeira Extensao

Vamos considerar o conjunto dos niimeros inteiros Z como sendo um subconjunto
de {0,1}Y (conjunto das sequéncias com termos 0 e 1). Entdo, dado um ntimero

inteiro n é possivel escrever ele, de forma tnica da seguinte maneira:

e Sen >0, entao n = ...00e...€9, onde €, ...¢ é a representagao de n > 0

na base 2.

e Se n < 0, considere —n = ¢ ...go (representacao na base 2). Temos, 0 <

n + 2F1 < 2kl e considere n + 28 = @y, . . . ay (representagio na base 2).

Por outro lado, —n + (n + 281) = 281 = ¢ . gy + ax ... ap. Logo,

n=...111a;...aop,



49

pois

n+(—n)=...1lag...ap +&x...eo = 11120...0 = 0.

k—vezes

Desta forma, se n € N, entao sua representacao é a mesma obtida pelo algoritmo
“fominha”. Se n € Z~, entao sua representacao tem uma sequéncia infinita de 1’s
a esquerda. Para achar os digitos de N 4+ 1 na base 2, usamos o mesmo transdutor

definido no capitulo 1.

0/1
i I

\/ \/

X/ x 1/0

Figura 12: Transdutor da méquina de somar em base 2

Exemplo 3.1.1 Sen = —1 entdo sua representa¢io é —1 = ... 11111115. De fato,

ao somarmos 1 obtemos

111 11 11
+1
00 0 00

Exemplo 3.1.2 Se n = —2 entao —2 = ...11111105. De fato, ao somarmos 1

obtemos

11111 110
+1
1 1 1 11

Logo —2+1=—1.

Usando o transdutor probabilistico 7, da maquina de somar em base 2 definido

no capitulo 1 podemos provar o seguinte resultado.
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Proposicao 3.1.1 Seja N € Z, entao os sequintes resultados sao validos.

1. N transita para N com probabilidade 1 — p

it. Se N >0e N =¢p...e00,k > 1 (par), entao N transita para N + 1 com
probabilidade p

iii. Se N >0e N =¢...e,01...1,s > 1,k >t > s+ 1, (impar) entdo N
transita para N +1 =¢5,...6,10...0 com probabilidade p*T* e N transita para

N—-2"4+1=c¢p...01...10...0,1 <m < s com probabilidade p™(1 — p).

w. Se N <0eN=..1lg,...e10,k > 2, entao N transita para N + 1 com
probabilidade p

v. Se N<0OeN = ...115k...5t0u,s >1,k>t>s+1, entao N transita
para N +1 = ... 1lg.. .gtlu com probabilidade p*T* e N transita para
N-=2"4+1=...1l¢g.. .gtO\l;;u, 1 <m < s com probabilidade p™(1 —
p)- 0

Demonstragao: As partes (ii) e (i7i) ja foram mostradas na proposicao 2.2.1 do

capitulo 2.

(iv) Se N = ...1leg...10, entdo N corresponde ao caminho (na maquina de

somar em base 2)

(T, 1)1, T)(T, &4/, T) ... (T,e1 /21, T)(T,0/1, I).

Na maquina de somar estocéastica N corresponde aos seguintes caminhos:

(A) ...(T,(1/1,1), (T, (e /e, 1), T) ... (T, (e1/€1, 1), T)(T,(0/0,1 — p), I).
Neste caso N transita para N com probabilidade 1 — p.

(B) ... (T,(1/1,1),T)(T, (ex/ex, 1), T) ... (T, (1/e1,1), T)(T, (0/1,p), I). Logo

N transita para N + 1 com probabilidade p.
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(v) Se N=...1lgg...e01...1, entdo N corresponde ao caminho
—

S

(T YLT)(T enfer, T) . (Tyee /e, T)(T,0/1,1) (1,1/0,1) ... (1,10, ).

.

v~
S

Na maquina de somar estocastica em base 2, N corresponde aos seguintes

caminhos.

(A) ... (T,(1/1,1), T)(T. (e/ex, 1), T) ... (T, (21 /21, 1), T)(T, (0/0,1), T)
(T, (1/1,1),T)...(

N

T,(1/1,1 —p),I). Neste caso N transita para N com

J

probabilidade 1 — p.
(B) ... (T,(1/1,1), T)(T, (ex/ex, 1), T) ... (T, (¢ /1, 1), T)(T, (0/1, p), T)

(1,(1/0,p),I)...(1,(1/0,p),I). Neste caso N transita para N + 1 com

N

a"'g

probabilidade pSS“.
(C) ...(T,(1/1,1),T)(
(T,(1/1,1),T).

N

T, (en/er, 1), T) ... (T, (e1/1, 1), T)(T, (0/0,1),T)
T,(1/1,1),T)(T,(1/1,1 —p), I)

/

—m—1

(1,(1/0,p),I)...(I,(1/0,p),I). Neste caso N transita para N —2™+1 =

... 1leg...01...10...0 com probabilidade p™ (1 — p).

|

Usando a proposi¢ao 3.1.1, construimos o grafo de transicao desta primeira ex-

tensao.

Figura 13: Grafo de transigdo da primeira extensao da maquina de somar em base 2
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Observacao 3.1.1 O grafo de transicdo desta primeira extensao € formado por dois

grafos transicao em base 2 para ZV e 7.

O operador de transicao S; associado ao grafico de transicao é:

Observacao 3.1.2 O operador de transicio, S1 ¢ duplamente estocdstico.

Teorema 3.1.1 O espectro de S em [®(Z) € igual ao espectro pontual de S; e é

tgual ao conjunto de Julia cheio de f.

Demonstragao: Seja A um autovalor de S; associado ao autovetor v = (v;);cz €
1=(Z). E possivel provar por inducao sobre k que para todo inteiro k existe um

nimero complexo qx = qx(p, A) tal que

Uy = qrUo, V k>0 (3.1)
v = q_i+1v,1, Vk<O (3.2)

Suponha v_; = 0 e vy # 0. Seja A € J.(f), entdo ¢,(A) é limitado e portanto
A € 0,4(S1) pois v = (...0,0,v0, q100, G200, - - -)- Logo, J.(f) C O ,(S1).

Por outro lado, temos S; = S@ 1S, isto é S1(...v_1,v0,v1,...) = S(vo,v1,...) +
ES(...v_g,v_1), onde 'S(...,v_9,v_1) = (v_1,v_9,...)S. Como O('S) = O(S),
obtemos que 0(S;) = 0(S) = J.(f). O
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Fig. 14 O conjunto de Julia cheio de f para p = 0.7

Fig. 15 O conjunto de Julia cheio de f para p = 0.8

Fig. 16 O conjunto de Julia cheio de f para p = 0.9
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3.2 Segunda Extensao

Dado um ntmero negativo N escrito na base 2, de forma tnica, como

k(N)
N=- Z g;(N)2" onde (g;)i>0 € {0, 1},
i=0

vamos definir um transdutor finito (ver Figura 17) para achar os digitos de N + 1
quando somamos 1 na base 2. Este transdutor é formado por dois estados, um estado
inicial I e um estado terminal 7. O estado inicial estd conectado a si mesmo por
uma flecha etiquetada por (0/1). Existe também uma flecha saindo do estado inicial
para o estado terminal. Esta flecha estd etiquetada por (1/0). O estado terminal

estd conectado a si mesmo por uma flecha, etiquetada por (z/x).

170

—
r

X% 0/1

Figura 17: Transdutor da maquina de somar em base 2 para Z~

Observacgao 3.2.1 FEsse automato é o dual do automato dado pela figura 12 no

sentido que as flechas conectando os estados estao etiquetadas de forma inversa,

(1/0) por (0/1) e vice-versa.

Exemplo 3.2.1 Se N = —11 = —1011, entaéo N+1=—-11+1=—(11—-1) e N

corresponde ao caminho
(T,1/1,T)(T,0/0,T)(T,1/1,T)(T,1/0,1).
Logo N +1=—(11—-1) = —10 = 1010,.
Se N = —12 = —11004, entao N +1 = —-12+1= —(12—1) e N corresponde ao

caminho

(T,1/1,T)(T,1/0,1)(1,0/1,1)(1,0/1,1).
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Logo N +1=—(12—-1) = —11 = 1011,.

3.3 Maquina de Somar Estocastica

Construimos o transdutor “probabilistico” 7,7, 0 < p < 1, da seguinte forma:

0,
(0/0, 1- p) (/\P}
Y (100,p) |
T L |
\f S (1,1-p)
(x/x, 1)

Fig. 18: Transdutor da maquina de somar estocastica para Z~

Exemplo 3.3.1 Se N = —11 = —10115, entao no transdutor da mdquina de somar,

N corresponde ao caminho
Na maquina de somar estocdstica temos 0s sequintes caminhos:

(a) (T,(1/1,1),T)(T,(0/0,1), T)(T,(1/1,1),T)(T,(1/1,1—p),I). Neste caso N =
—11 transita para -11 com probabilidade 1 — p.

(b) (T, (1/1,1), T)(T, (0/0, 1), T)(T, (1/1, 1), T)(T, (1/0,p), I). Neste caso N =
—11 transita para —10 com probabilidade p.

Exemplo 3.3.2 Se N = —12 = —1100,, entao no transdutor da maquina de somar,

N corresponde ao caminho
(T.1/1,T)(T. 1/0,1)(1,0/1,1)(1,0/1,1).

Na mdquina de somar estocastica temos 0s sequintes caminhos:
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(a) (T,(1/1,1),T)(T,(1/1,1),T)(T,(0/0,1),T)(T,(0/0,1—p),I). Neste caso N =
—12 transita para -12 com probabilidade 1 — p.

(b) (T, (1/1,1), T)(T, (1/1,1), T)(T, (0/0, 1~ p), I)(T, (0/1,p), ). Neste caso N =
—12 transita para —1101 = —13 com probabilidade p(1 — p).

(¢) (T, (1/1,1), TY(T, (1/1,1 = p), )(Z, (0/1, p), Y1, (0/1,p), ). Neste caso N =
—12 transita para 1111 = —15 com probabilidade p*(1 — p).

(d) (T, (1/1,1), T)(T, (10, p), D)(I, (0/1,p), I)(I,(0/1,p), T). Neste caso N = —12
transita para 1011 = -11 com probabilidade p>.

Usando os transdutores 7, e 7,7, temos o seguinte resultado.
Proposicao 3.3.1 Seja N € Z, entao os sequintes resultados sao validos.

. N transita para N com probabilidade 1 — p.
1. Se N =¢p...610,k > 1, entao N transita para N + 1 com probabilidade p.

1. Se N =¢p...¢01...1,s > 1,k >t > s+ 1, entao N transita para N +

1 =¢p...610...0 com probabilidade p*™ e N transita para N — 2™ 4+ 1 =

s

ep...c,01...10...0,1 <m <s com probabilidade p™(1 — p).

sS—m m

iw. Se N =—¢p...e11,k > 2, entao N transita para N + 1 com probabilidade p.

v. Se N = —¢;...¢10...0,s > 1,k >t > s+ 1, entao N transita para N +

1 =¢...601...1 com probabilidade p*** e N transita para N — 2™ 4+ 1 =

S

€p...510...01...1.1 <m <s com probabilidade p"(1 — p).

sS—m m

Demonstracao: As partes (ii) e (ii) ja foram mostradas na proposicao 2.2.1 do

capitulo 2.
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(iv) Se N =¢g...e11, entdo N corresponde ao caminho (na maquina de somar em
base 2)
(T,er/er, T) ... (T e1/e1, T)(T,1/0,1).

Na maquina de somar estocastica, N corresponde aos seguintes caminhos:

(A) (T, (ex/ex, 1), T)...(T,(e1/e1,1), T)(T, (1/1,1—p), I). Neste caso N tran-
sita para N com probabilidade 1 — p.

(B) (T, (ex/ex, 1), T) ... (T, (e2/e2,1), T)(T,(1/0,p), I). Logo N transita para
N + 1 com probabilidade p.

(v) Se N =c¢p...510...0, entao N corresponde ao caminho

S

(T,er/er, T) ... (T ee/er, T)(T,1/0,1)(1,0/1,1)...(1,0/1,I). Na maquina de

.

v

S
somar estocastica em base 2, N corresponde aos seguintes caminhos:

(A) (T, (ex/er, 1), T) ... (T, (g¢/e, 1), T)(T, (1/1,1),T)
(T,(0/0,1),T)...(T,(0/0,1 — p),I). Neste caso N transita para N com

N J
v~

probabilidade 1 — p.

(B) (T’ (5143/8167 1)7 T) s (T7 (gt/gta 1)7 T)(T7 (1/0,]?), I)
(1,(0/1,p),I)...(1, (O/l.p),lz. Neste caso N transita para N + 1 com

N

-~

probabilidade ;S“.
(C) (T7 (5k/5ka 1)a T) s (Tv (5t/5ta 1)7 T)(Ta (1/17 1)’ T)
(1,(0/0,1),7)...(T,(0/0,1), T)(T, (0/0,1 = p), I)

S
'
S—m

(
1
.(1,(0/1,p), I). Neste caso N transita para N —2"+1 =

i

(1.(0/1.p).])

€r...€00...01...1 com probabilidade p™(1 — p).

sS—m m

Usando a proposicao 3.3.1, construimos o grafo de transicao:
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Fig. 19: Grafo de Transicao da maquina de somar estocastica para Z

O operador de transicio S» associado ao grafo de transicao é:

'8 5
A= " ] i ] [} il i i} i i 0 0 | e
cespll=p) Ll=p e 0 il i il il 1} i il i} o 0.,
.| | i} l=p P i (1] il i (1] i (] L] (1] 0.,
cepfl=p) 0 pll=pl 1-p o ] il il ] il ] 0 ] 0..
] i i i 1-p P i i i} 0 i ] i} 0
, 0 0 fl 0 pll=p) 1=p P il 1] il i i ] 0...
5 (1] il 0 (1] 0 (1] (1 —=p) P 1] i i (1] (1] ..
S=|.0-n o0 0 0 =g 0 pli=p) I-p » 0 0 0 0 0.
. . 0 i 0 0 0 0 il pll=p) 1=p P f 0 ] 0...
(1] il i (1] i (1] i i 1] l-p P (1] 1] L1
] il i 0 ] ] il Pil=p) 0 pll=p) 1=p T ] 0..
(1] i} 0 (1] 0 (1] 0 0 1] 0 0 l=p P (1]
0 i 0 0 ] 0 il ] 0 0 0 pll-p) 1-p
1] i i (1] i (1] (1] i 1] il i (1] (1] Il-—p
L J

Observagao 3.3.1 A soma dos coeficientes de cada uma das colunas do operador
Sy € 1 e a soma dos coeficientes de cada uma das linhas (exceto a linha zero cuja

soma € 1+p) é 1.
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Imagens do Conjunto o ((S3);;) (—2" <i,j <2



Capitulo 4

Maquina de Somar Estocastica em

Bases Quadraticas

Neste capitulo contruimos a maquina de somar estocastica para bases quadraticas
(F)n>0 formadas por sequéncias recorrentes de ordem 2. Este trabalho ¢ uma
extensao do trabalho desenvolvido por Messaoudi-Smania, [43] (no caso Fibonacci).
Estudamos também espectro do operador de transi¢ao associado a maquina de somar

estocastica na base quadratica (F},)n>0.

4.1 Bases Quadraticas

Sejam a, b inteiros naturais tais que a > b > 1 e considere a seqiiéncia (F,),>0
definida por:

Foio =aF, .1 +bF,, Yn >0
com condigoes iniciais

F0:1,F1:aF0+1:a—|—1.

Usando o algoritmo fominha, é possivel escrever todo inteiro nao negativo N de

forma tnica (ver [26], [28], [46]), como

k(N)
N =) &(N)F,
1=0
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onde os digitos €; sao inteiros naturais satisfazendo:
€i€i—1 <iex ab, para todo 7 > 1
e <jex ¢ a ordem lexicografica sobre palavras finitas.

A relagao anterior ¢ chamada de representagao de N na base (F},),>0. A palavra

Ek(N) - - - €0 r € chamada a expansao de N na base (F,)p>0.

Exemplo 4.1.1

1. Sea =0b=1, entdo o numero N = 30 tem sua representa¢ao na base F,, como

N = 10100001F.

1. Sea=2,b=1, entao o numero N = 35 tem sua representacdao na base F, como

N = 2001 .

4.1.1 O Caso Fibonacci

Vamos considerar o caso a = b = 1. Entao a sequéncia (F},),>o ¢ chamada a

sequencia de Fibonacci e é definida por

Fo=1F"=2F,=F,_1+F, 3 Yn2>2.

Usando o algoritmo fominha podemos escrever todo inteiro nao negativo N, de

forma tnica, como
k(N)
N =) &a(N)F,
i=0

onde €;(N) = 0 ou 1 e satisfazem ;6,41 <jep 11, para todo 0 < ¢ < k(N) ou

simplesmente ¢;e; 1 # 11.

Maquina de somar de Fibonacci
Sabemos que a soma de 1 na base (F},),>o (chamada méquina de somar na base
de Fibonacci) é dada por um transdutor finito. Este transdutor estd formado por

dois estados (um estado inicial I e um estado terminal 7'). O estado inicial estd
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conectado a si mesmo por duas flechas. Uma delas esta etiquetada por (10,00) e a
outra por (1,0). Existem também duas flechas saindo do estado inicial para o estado
terminal. Uma destas flechas estd etiquetada por (00, 01) e a outra por (001,010). O

estado terminal estd conectado consigo mesmo por uma flecha etiquetada por (x,x).

{10/00)

(00/01)

A

T l

\/ \/

(x/x) (1/0)

Fig. 20: Transdutor da maquina de somar de Fibonacci

Observacao 4.1.1 O transdutor acima € um pouco diferente daquele definido por

Messaoudi-Smania em [43] por:

Fig. 21: Transdutor da méquina de somar definido em [43]
Exemplo 4.1.2 Se N =12 = 10101, entao N corresponde ao caminho
(T,0/0,7)(T,0/1,1)(1,10/00,1)(1,10/00,1)(I,1/0,1).
Logo N + 1 = 0100000 = 100000 = 13.
Suponha que N = ¢; ...y entao,

1) Se e1g9 =00 entdo N + 1 = e ...e901. Neste caso N corresponde ao caminho

(T,ex/ex, T)...(T,e3/e3, T)(T,ea3/e2,T)(T,00/01,1).
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2) Seeieg =10entdao N+1 =¢g...e911. Como Fy+ Fy = F;, fazemos 5/15/0 =00

e fazemos o vai 1. Logo

(a) Se e3e9 = 00, entdo N + 1 = ¢...£40100. Neste caso N corresponde ao

caminho (T, eg/ex, T) ... (T,e4/e4,T)(T,00/01,1)(I,10/00,1).

(b) Se e3eo = 10. Seja m o numero inteiro tal que ;6;_; = 10 para todo

1 <1 <meepioemer = 00. Entao N +1 = ¢...€,23010000...00.

m+1
Neste caso N corresponde ao caminho (7', ex /e, T) ... (T, emi3/Emas, T)

(T,00/01,1) (1,10/00, 1) ... (I,10/00, I).

(m+1)/2

3) Seep=1entdao N+ 1=c¢...c12. Como 2Fy = F, fazemos 52) = 0 e fazemos

o vai 1. Logo

(a) Se eze1 = 00, entdo N + 1 = g;...e3010. Neste caso N corresponde ao

caminho (T, ey /ex, T) ... (T,e3/e3,T)(T,00/01,1)(1,1/0,1).

(b) Se e9e7 = 10. Seja m o numero inteiro tal que €;6;_; = 10 para todo

2<i<meeniocmsr = 00. Entao N+1=¢;...£,.30100...00. Neste

m
caso N corresponde ao caminho (T, e /er, T) ... (T, em+3/Em+3,T)

(T,00/01,1)(1,10/00,1)...(I,10/00,1)(I,1/0,1).

N i

(m/2

Maquina de somar estocastica de Fibonacci
Da mesma maneira que definimos no caso da base 2, temos o transdutor proba-

bilistico, 7,, 0 < p < 1, da méquina de somar estocéstica de Fibonacci dado por:
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Fig. 22: Transdutor da maquina de somar estocastica de Fibonacci

Exemplo 4.1.3 Se N = 12 = 10101, entdo no transdutor da mdquina de somar

de Fibonacci, N corresponde ao caminho
(T,0/0,7)(T,0/1,1)(110/00,1)(Z,10/00,1)(1,1/0,1).
Na mdquina de somar estocastica de Fibonacci temos os sequintes caminhos:

(a) (T,(10/10,1),T)(T,(10/10,1),T)(T,(1/1,1 —p),I). Neste caso N = 12 tran-
sita para 12 com probabilidade 1 — p.

(b) (T,(10/10,1),T)(T, (10/10,1 — p),I)(I,(1/0,p),I). Neste caso N = 12 tran-
sita para 10100F = 11 com probabilidade p(1 — p).

() (T, (0/0, 1), T)(T, (10/10,1 — p), T)(Z, (10/00, p), I)(T, (1/0,p), T). Neste caso
N = 12 transita para 10000p = 8 com probabilidade p*(1 — p).

(d) (T, (0/0,1),T)(T,(0/0,1=p), I)(1, (10/00, p), I)(Z, (10/00,p), I)(Z, (1/0,p),I).
Neste caso N = 12 transita para 0000000 = 0 com probabilidade p*(1 — p).

(3) (T, (0/0, 1), T)(T, (0/1,p), T)(I, (10/00, p), T)(I, (10/00, p), I)(I, (10, p), T). Neste
caso N = 12 transita para 100000x = 13 com probabilidade p*.

4.2 Maquina de Somar em Base Quadratica

Como no caso de Fibonacci, a adigao de 1 na base (F},),>0 ¢ dada por um transdutor

finito formado por dois estados, um estado inicial I e um estado terminal T e arestas
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etiquetadas por elementos de A* x A* onde A = {0,1,...,a}. O estado inicial estd
conectado a si mesmo por duas flechas. Uma delas esté etiquetada por (a(b—1)/00)
e a outra por (a/0). Existe também uma flecha saindo do estado inicial para o

estado terminal. Esta flecha esta etiquetada por (e160/€1(g9 + 1)) e com condigoes

€180 <iex ab, 160 # a(b—1),e9 < a. Isso vem do fato que se N = ...e3e9a(b — 1)
entdo N+ 1 =...e9(e2+1)00 ese N = ...e9c1a entdo N +1=...e9(e1+ 1)0 e se
N = ...e180, onde £16¢ <jep ab,e160 # a(b—1) egg < aentdo N+1=...g1(g9+1).

Fig. 23: Transdutor da maquina de somar em base quadratica

Para obter os digitos da representacao na base quadrética (F),),>0 a regra é a
seguinte: Se N = ¢j,...c0, entdo N + 1 = ¢,...¢,, onde os digitos ¢; sdo definidos

da seguinte maneira:
1) Se e160 = a(b — 1), entdo €,e, = 00 e fazemos o vai 1.
2) Se gy = a, entdo g, = 0 e fazemos o vai 1.
3) Seecieg#alb—1)eco#a, entdo g, ...y =cp...c1(g0 + 1).

Exemplo 4.2.1 Seja N = 12 e considere a = 2,0 = 1. Entao N = 112p e N

corresponde ao caminho:
(7,0/0,T)(T,11/12,1)(1,2/0,1).

Logo N + 1 = 01205 = 1205 = 13.
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4.3 Maquina de Somar Estocastica

O transdutor probabilistico, 7,, 0 < p < 1, da maquina de somar estocastica em

bases quadraticas é dado pela figura seguinte:

Fig. 24: Transdutor probabilistico da maquina de somar em base quadratica

Exemplo 4.3.1 Se N =12, ea=2,b=1, temos N = 112r. Logo N corresponde
ao caminho

(T,0/0, T)(T,11/12, 1)(,2/0, I).

Na maquina de somar estocdstica temos 0s sequintes caminhos:

(a) (T,(1/1,1),T)(T,(1/1,1),T)(T,(2/2,1—p),I). Neste caso N = 112 transita
para 10010x com probabilidade 1 — p.

(b) (T,(0/0,1),T)(T,(11/11,1 — p),I)(L,(2/0,p),I). Neste caso N = 112p tran-
sita para 110F = 10 com probabilidade p(1 — p).

(¢) (T,(0/0,1),T)(T, (11/12,p), I)(I,(2/0,p),I). Neste caso N = 112p transita
para 120 = 13 com probabilidade p*.

Usando o transdutor 7, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.3.1 Seja N um inteiro nao negativo, entao os sequintes resultados

sao wvalidos.
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i) N permanece em N com probabilidade 1 — p.

ii) Se N =¢p...e0 come16g # a(b—1) e ey < a, entdo N transita para N + 1

com probabilidade p.

iii) Se N = eg...e(a(b—1))° coms > 1 ek >t > 2s, entao N transita para
N + 1 com probabilidade p*™* e N transita para N — Fo, + 1,0 < k < 5 com
probabilidade p*(1 — p).

iv) Se N =¢p...e(a(b—1))%a, s >2 ek >t >2s+ 1, entdao N transita para
N+1 com probabilidade p**? e N transita para N — Fa,_1+1, com probabilidade

PH(1—p).
Demonstragao:

(ii) Se ergg #a(b—1) e g # a , entdo N corresponde aos caminhos:

(a) (T7 (gk/gka 1)7 T) te (T7 (82/827 1)7 T) (T7 ((8150/81807 1_p)7 [) LOgO N tran-
sita para N com probabilidade 1 — p.

(b) (T, (ex/ek,1),T)...(T,(2/e2,1), T)(T, (e160/€1(c0 + 1),p),I). Logo N
transita para N + 1 com probabilidade p.

(iii) Se N =¢p...g(a(b—1))%, entdo N corresponde aos caminhos:

(a) (T’ (ex/ex, 1), T) .. . (T, (er/er, 1), T)(T (a/a, 1), T)(T, ((b—1)/(b—1),1),T) ...
(T, (a/a, 1), TNT, ((b—1)/(b—1),1), )T, (a(b—1)/a(b—1),1—p), I).
Neste caso IV transita para N com probabilidade 1 — p.

(b) (T7 (gk/gkv 1)’ T) cee (T7 (515—1/515—1’ 1)7 T)(T’ (575/(575 + 1),]9), I)

, (a(b—1)/00,p),I)...(I,(a(b—1)/00,p),I). Neste caso N transita

g

para N + 1 com probabilidade p**!.

(c) (T, (er/er, 1), T) ... (T, (g¢/e1,1),T)
(T7 (a/av 1)>T)(T7 ((b - 1)/(b - 1)7 1)>T) s (T7 (a/aa 1)7T)(T7 ((b - 1)/(b - 1)a 1)7T)

25s—2m—2
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(T, (a(b—1)/a(b—1),1—p),I) (I, (a(b —1)/00,p),I)... (I, (a(b— 1)/00,p),[l.

(.

~~

Neste caso N transita para N — Fy,, + 1 com probabilidade p™(1 — p).
(iv) Se N =¢...e(a(b—1))%a. Neste caso N corresponde aos caminhos:

(a) (T, (en/ex, 1), T) ... (T, (et/e, 1), T)(T' (a/a, 1), T)(T, ((b—1)/(b—1),1),T) ...
.. (T, (a/a, 1), T)(T,(b—1)/(b—1),1),T)(T,(a/a,1—p),I). Neste caso
N transita para N com probabilidade 1 — p.

(b) (T> (5k/5kza 1)a T) s (Tv (515/(515 + 1),]9), I)
(I, (a(b—1)/00,p),I)...(I,(a(b—1)/00.p), I)(I, (a/0,p),I). Neste caso

J

g

N transita para N + 1 com probabilidade p**2.

(c) (T, (ex/er, 1), T)... (T, (e¢/er, 1), T)

(T7 (a/aa 1)> T)(T7 ((b - 1)/(b - 1)7 1)7 T) s (T7 (a/aa 1)7 T)(T7 ((b - 1)/(b - 1)a 1)7 T)
25—2m—3

(T, (a(b—1)/a(b—1),1—p),I) (I, (a(b—1)/00,p),I)... (I, (a(b—1)/00,p),I)

(. 7
g

m—1

(I,(a/0,p),I). Neste caso N transita para N — Fy,, 1 +1 =

ek ...cpalb—1)...a(b—1)00...00 com probabilidade p™(1 — p).

-—
25—2m—1 2m+1

Para o caso a = b = 1, construimos o grafico de transicao de Fibonacci:

Fig. 25: Grafico de Transicao da maquina de somar estocatica de Fibonacci
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O operador 5, associado ao grafo de transicao de Fibonacci é o seguinte:

l=p P 0 1]
pll=p) 1=p 0
pll =p) 0 1=p pt

] ] 0 1-p
pPll-p) 0 0 pll=p) 1
0 0 0 0
] ] 0 ]
Pll=p 0 i ]
] 0 i ]
0 ] 0 0
] ] 0 ]
] ] 0 ]
Pll=p) 0 il ]
(] ] 1] ]

Para o caso a = 2,0 =

(P%)n207

0 ] ] 1] ] 0 0 1] ] 0
n 0 1] 0 o 0 0 0 1] 0

a o 1} 0 o o a 0 1] o

p 0 0 i 0 0 0 0 0 0o

-p o ] il ] ] 0 o 1} ]

0 L-p p 0 0 0 0 0 i i

0 pll—p) 1-p 5 ] 0 0 i ] 0

0 pil=p) 0 1=p P ] ] ] ] ]

0 1] 0 il l-p P ] il (] 0

i 0 0 il plil-p) 1-p il 0 i

o ] 0 0 pll—p) 0 l-p P ] 0

[ 0 ] ] 1] 0 0 1-p P 0

] il ] il 221 =p) i il pll=p) 1=p .

a o 1} 0 o o a 0 1] l=p...

1, construimos o grafo de transicao na base quadratica

Fig. 26: Grafo de transicdo da méaquina de somar estocética para a = 2,b =1

O operador de transicao associado ao grafo de transicao para o caso a = 2,b=1 ¢

o seguinte:
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Observacao 4.3.1 F fdcil verificar que a matriz de transicdo € estocdstica mas nao
duplamente estocdstica. A soma dos coeficientes das colunas € limitada por uma

constante fiza k. E'fdcil verificar que a cadeia de Markov € irredutivel e aperiodica.
Usando a proposicao 4.3.1, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.3.2 Sejam i,5 € N* tais que F,, < i,7 < F,.1 — 1, entao a probabi-
lidade de transicao de i para j € igual a probabilidade de v — F,, para j — F,,, isto €,

Pij = Di—F,,j—F,-

Demonstracao: Se i = j, entao pela proposicao 4.3.1, temos p; j = pi—r, j—F, =

1 — p. Vamos supor entao que i # j e p; j > 0.

i. Se i =¢,...6160 com €1y <je; ab, g9 < a, entao pelo item (ii) da proposigao
431,] =1+1= En ..o 81(€0+1) €pij; =D LOgO Z—Fn = €Ep-1---E1€0, j—Fn =

(€n — 1)57171 ce 81(50 =+ 1) (§] pi*Fn,j*Fn =p= pi,j-

ii. Se i = e,...e(a(b— 1)) com s > 1, entdo, pelo item (ii7) da proposicao

431, j = ep... (e +1)0...00 ep,; = pouj =i—Fy+1=
2s
€n--eealb—1)...a(b—1)0...00,1 <m <sep;; =p"(1—p)

2s—2m

2m
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Como F,, <1,j < F,y1 — 1, entao as expansoes de i e j sS40 ¢ = €¢,_1...Cg €
j=eéd,_1...dy,come € {1,2...a}. Logo no primeiro caso existe um inteiro
t < ng < ktal que ¢,, = ¢, e g, = 0 para todo inteiro ng < i < k. Assim,
temos i — F,, = (€, —1)...ee(a(b—1))? e j—F, = (ep, —1)... (. +1)0...00

2s

_ s+l
€ Di—F,,j—F, =D

= Dij-

No segundo caso, existem um inteiro ng tal que ng = 2s—1out < ng < k; com
Eny = € = a, € &, = 0 para todo ng < i < k. Logo, obtemos i — F,, = (&,, —
1)...e(a(b—1))* (nocasot <my<k)oui—F,=(a—1)(b—1)(a(b—1))5!

(nocason0:2s—1)ej—Fn:(5n0—1)...5t9(b—1)...a(b—1)0...000u

~
25—2m 2m

j—F,=(@-1)(b-1alb-1)...a(b—1)0...00.

J

~
2s5—2m 2m

Logo, pi-r, j-r, = P"(1 = p) = pi;-
iii. O caso N =¢y...e(a(b—1))%a, s > 1 se faz exatamente da mesma maneira.

a

Proposicao 4.3.3 Sejam i,j,n € N* = N\ {0} tais que 0 < i < F,, < j, entao
Pji = 0.

Demonstragao: Seja n o ntmero inteiro tal que 0 < i < F,, < j < F,41, logo as
expansoes de ¢ e j na base (F,),>0 sao0

/

. . ’
J =€EnEn—1...€0,0 =¢€,_1---€g (4.1)

onde para todo i = 0,...,n,€i,6; € {0,1...a} e g;418; <jex ab para cada 0 <
i < n — 1. Suponha que p,; # 0, entao pela Proposicao 4.3.1 e o fato que i < j,
deduzimos que j = ¢ ...g(a(b—1))°coms > lek >t >2s+2,¢i=j—Fy,+1 =

ek...eealb—1)...a(b—1)0...00, 1 <m <s,ouj=cg...ealb—1))°a, s>2¢
28:,2771

k>t>2s+1,i=j—Fyp1+1l=¢r...60a(b—1)...a(b—1)0...00, 1 <m < s.
2m—1

2m

25s—2m

Em ambos casos, obtemos uma contradigao devido a relagao (4.1). a
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Defini¢ao 4.3.1 Sejam n € N e A € C. Definimos (g,(A\))n>0 uma sequéncia de
numeros complexos dada por

n=an() == (AU gy = e (Do) = en e (Do),

p

1. 1 )
anZ, an(A):];an—1Q%n—2_ (5_1)7 vnEN,QN:qF%Q?;,
onde N = """ &;F;. (representacio na base F,,)

Teorema 4.3.1 O espectro pontual de S, O, (S), em [®(N), € igual ao conjunto
{N € C, gu(N) € limitado}, onde g, = qn(p,\) € C € a sequéncia definida acima.
Em particular O ,(S) estd contido no conjunto K, = {\ € C, (A1, \) € J.(f)} onde
A\ = (%)GH e f:C?* — C?% ¢ a funcao definida por f(x,y) = (]%(:1: -1+
p)(y — 1+ p)® 2), para todo (z,y) € C2.

Demonstracao: Seja A um autovalor de P associado ao autovetor v = (v;);>0 €
[*(N). Como a probabilidade de transi¢do de qualquer inteiro ndo negativo ¢ para
qualquer inteiro i +k, k > 2 é p; ;1 = 0 (ver proposigao 4.3.1), o operador S satisfaz

Sii+r = 0 para todo i,k € N com k > 2. Logo para todo inteiro k£ > 1, temos

k
Zpk—l,wi = AUg—1. (4.2)
=0

Logo, podemos provar por inducgao sobre k£ que para todo inteiro £ > 1, existe um
nimero complexo 5y = Bi(p, A) € C tal que
v, = Brvo (4-3)

Assim, se A € 0,(5), entao o autovetor associado v = (v;);>0 € [*®(N) é da

forma v = (;v9)i>0. Logo, a sequéncia (3;(A));>o € limitada pois v € [*(N).

Para concluir a prova do Teorema 4.3.1 precisamos dos seguintes lemas.

o 1, 1
Lema 4.3.1 BFO =d4r, = (#)) ) ﬁFl =dqr = 5QFE)H - (5 - 1) .
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Demonstracao: Por (4.2) temos para k = 1:

P0,0V0 + Po,1V1 = AVp.

Logo, (1 — p — Nwvg + pv; = 0 e portanto v; = — (1_p_’\) vo. Logo, por (4.3)
/BFO = QFO - <#)>

Por outro lado, é facil verificar que v; = q}}ovo para todo 2 < ¢ < a. Tomando

k=F; =a+ 1 eusando (4.2) temos

p(l - p)UO + (1 2 )‘)'Ua +p2va+1 = 07

qa+1 1 . 1
logo vp, = (FTU — (% — 1)) vy € portanto fBr, = qp = Z_gqF;rl _ <]_9 _ 1) 0

Lema 4.3.2 Sejam m,n er € Nyn > 0 tais que m+1rF, < F,.1 (0 <m < F,4 —
rF,), entao ¢p4m = Q5 Gm- Em particular, se n = Zf\io b;F;, onde bbi_1 <jes

ab, V1 <i <N, entio q, = (qr,)"™ - .. (qry ).

Demonstragao: Suponha r = 1. Para todo inteiro k£ > 1 temos por (4.2),

k
Zpk—l,ivi = AUg—1. (4.4)
=0

Fazendo k = F,, + j, 1 < j < m, entao pela Proposi¢ao 4.3.3, temos py_1, = 0

para todo inteiro 0 <17 < F),.

Logo, para todo inteiro 1 < j < m temos

Fn+j

Y Pry il = NE, 1.

i=Fy

Pela proposicao 4.3.2, deduzimos que para todo 1 < j < m,

Fn+j J
E Dj-1,i-F,Vi = E Pj—1,iVFp4i = AVF, +j—1- (4.5)
i—Fn =0

Seja (w;)o<i<; definida por w; = vp, 4, logo, o sistema (4.5) é equivalente ao

sistema:

j
ij—l,iwi = wj_1,1 <53 <m.
i=0
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Logo, w,, = gnwo, isto é, v, +m = qmvE,. Como Vg, = qp, Vo € Vg, +m = qF,+mV0

obtemos ¢r,+m = ¢r, gm-

Suponha agora que r > 1 e que o resultado é vélido para r = k:

Vamos provar o resultado para r = k+1. Pela hipdtese temos m+ (k+1)F,, < F,11.

Logo, usando (4.5) temos

q(k4+1)Fp+m = F,+(kFn+m) — 4F,QkFy+m = QEIQm-
Portanto temos o resultado. O
Final da prova do Teorema 4.3.1.

Fazendo k = F5, na relagao (4.2) e usando o fato que Fy, — 1 =a(b—1)...a(b—1)

e

2n
e o item (i77) da proposicao 4.3.1, obtemos para todo inteiro n > 0,
-1 n
VR, = W((l —p—=Nvm, 1+ >0 (1= p)vm, - p,) (4.7)

k=1

Escolhendo k = F5,, 1 e usando o fato que Fy, 1 —1=a(b—1)...a(b—1)aeo

201
item (iv) da Proposigao 4.3.1, obtemos para todo inteiro n > 0,
_1 n+1
UFpni1 = W((l - P )\)UFQn+1_1 + Zpk(l - p)UF2n+1_F2k—1>' (4'8)
k=1

1 1
Assim, temos vp,, ., = (1 — —)vg + —A, onde
p p

-1
pn+1

((1 —DP— )‘)VbFanlJraFQn*l + Zpk<1 - p)va2n—l+aF2n*F2k71>'
k=1

A=

Usando a relagao (4.3) e o lema 4.3.2, temos

— _ a—1_0b
UbF2n71+aF2n_1 - qu2n71+aF2n_1fU0 - qFQn qF2n71UF2n71

. b—1
paratodo k = 1,...,n. Obtemos também vyr,, ,tar,—Fy_, = Ay, Apy,, Vs 1 —Fapoy -
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Logo, usando a relagao (4.8), obtemos A = q%%q%;:_lz)p%_l. Portanto

1.,
UFonp1 = ]_gngnq%‘Qj,lsznfl - (]_? - 1)7]0 (49)

Logo, por (4.3) e (4.9), temos

1 1
qF2n+1 = I_DQ%%Q%%,I - (5 - 1)7vn Z 1 (4]‘0)

Usando o lema 4.3.1 e as relagoes (4.3) e (4.7), temos

1, 1
APy = =y Apy , — (= —1),¥n > 1 (4.11)
p p
1—X— 1 1
onde qr, = q1 = _—p7 ar = Gor1 = —¢i7 — (‘ - 1), sea>1le
p p p

1—A—p 1 1
QFOIQ1:_—7QF1:—Q%—(——1>,Sea:b:1.
p p p

Logo 0,(S) = {\ € C, (g,())) ¢ limitada}.

. 'y’ 1—p
Por outro lado, seja g(z,y) = ( — ,x). Temos, para todo k > 1,
p p
(97, 7_,) = 9" (am, ar)- (4.12)

1-— 1-—
Seja h : C* — C? definida por h(z,y) = (f S A p),
p p b p

Entdo,
h=togoh(x,y) = f(x,y),Vr,y € C (4.13)

onde
fa9) = (5o = 1+)"(y = 1+ p,a) (4.14)

Temos também h~'(qr,qr) = (M, A). Logo, pelas relagoes (4.12), (4.13) e
(4.14), a seqiiéncia (gp,) é limitada se e somente se (A;, \) pertence ao conjunto de

Julia cheio de f. Portanto 0 ,(S) C K,,. O
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Observagao 4.3.2 Conjecturamos que O (S) = O (S), isto € O.(S) = 0,.(5) =10

como no caso da base 2.

4.3.1 Relacao entre 0,(S) e o conjunto K,
Pelo Teorema 4.3.1 temos que

Opt(S) ={X € C: (¢u(N))n>0 € limitado}

K, ={X € C: (¢p,(N))n>0 é limitado}.

Foi provado que 0,(S) C K,. Surge uma pergunta natural. Serd que K, =
O,t(S)? No caso da base 2 temos O (S) = {A € C,g,(\) é limitado} = {\ €

C, gon é limitado}. No caso a = b = 1 temos o seguinte resultado:
Proposigao 4.3.4 Supomos que a =b =1, entdo se p < /2 — 1, O (S) # K,.

Demonstragao: Temos

1, 1 1 1
W(2) =2,qr,(2) = —2"—(=—1), qr,(2) = —qr, ,(2)qr, ,(2) — (= —1), Vn >2.
a0 (2) = 2,4r(2) = 227 = (0= 1), ar(2) = 2ar 1 (2)ak, . (2) = (0= 1)

Suponha ¢p,(z) = z, logo (¢r, (2))n>0 ¢ periddica pois

1 1
QF3(Z) =2z, ry = 522 - (5 - 1) =dqFry,---

Logo qr, (2) = qr,+3(2), Yn > 1.

Por outro lado, gr,(z) = z implica que

1 1.1 1
22— =(=-1z—(=—-1) ==z (4.14)
p pp p

As raizes da equagdo (4.14) sdo z; = 1,29 = —p,z3 = —1 + p e satisfazem,

1] <1, Vi =1,2,3.

Seja k € Nen = Zf:o Fi 3. Pelo Lema 4.3.2 temos ¢,(z) = Hf:o qr . (2) =

1 1 g
(—22 — (— — 1)> . Vamos provar que (g,(22))n>0 ndo é limitada. Para isto é
p p N
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suficiente provar que ]%z% — (% —1)|=1|p—1/p+1] > 1,isto é [p* +p— 1] > p. Isto

acontece se e somente se 0 < p < V2 —1.

Logo (gn(22))n>0 néo é limitada e portanto, 0,(S) # K, pois zo € K, e
V) ¢0-<S> ]

Conjectura: Conjecturamos que quando p — 1 entdo 0 ,(S) = K, isto ¢, existe

0 < ¢ < 1 tal que para todo p > ¢ temos 0, (S) = K,,.

4.4 Propriedades de K,
Teorema 4.4.1 O conjunto K, satisfaz as sequintes propriedades topoldgicas:

i. C\IKC, € um conjunto conezxo.

ii. Seb=1ea > 1, entio existe d < 1/2 tal que K, nao é conexo para todo

0<p<d.

Para provar o Teorema 4.4.1 precisamos de alguns resultados.

Seja (fn)n>0 uma seqiiéncia de fungoes definida por:

11 (2)fna(2)
p

fo(2) =z, fi(z) = %zaﬂ te, ful2) = n—1

+c,Vn > 2 (4.15)
onde ¢ = —(1 — p)/p. Pelas equagoes (4.9) e (4.10) temos que

qr, = fa(qr,),¥n > 0.
Seja G =G, = {z € C, f,(2) é limitado } = {z € C, (%Z“Jrl +c,z2) € J(9)}
Podemos provar que K = ¢(G), onde 9(z) = pz + 1 — p, para todo z € C.

Lema 4.4.1 Supomos que existe um inteiro k tal que | f,,(2)| > 1 paran € {k, k+1},

entio a seqiéncia (fn(z))n>0 ndo € limitada.
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Demonstracao: Como |f,(z)| > 1, para n € {k,k + 1}, temos por (4.15) e a

desigualdade triangular

rae)] = 1) ~ (1) 2 LR DG~ 1-p)] > S ()= 541

Logo
frsal(2) = 1> %(\ka(z)w 1) }) e (2)] — 11,

entao |frin(2)] —1 > # (Ife(2)] = 1)]), para todo n € N*. Portanto (f,(z)) nao é
limitada.

|

Proposigao 4.4.1 Existe um nimero real R > 1 tal que se |fi(2)| > R para algum

inteiro k, entao a seqiéncia (fn(2))n>0 nao € limitada.

~ . 2 , )
Demonstragao: Seja R > — — 1 > 1 um nimero real suficientemente grande tal
p

(pR — |c|) R/

[p(1 + |c])]*/
algum inteiro k, entdo (f,(z))n>0 é uma seqiiencia nao limitada. Pelo Lema 4.4.1 a

que > R’ e provemos por inducio sobre k que se |fi(2)| > R, para

propriedade é valida para k =0e k = 1.

De fato: Se |fo(z)| > R > 1 entao |fi(z)| > }9 - (}j — 1> > 1. Logo pelo Lema
4.4.1 (fn(z)) nao é limitada. Se |fi(2)| > R entdo se |z| < 1 temos |fi1(2)| <2/p—1,
absurdo. Logo |z| > 1 e portanto (f,(2)) nao é limitada.

Vamos supor que a propriedade é valida para inteiros 2 < n < k e que
[fe(2)] > R (4.16)
Pelo Lema 4.4.1, podemos supor que |f,(z)] < 1paran=k—1ek + 1.

Pela relagao (4.16) e a desigualdade triangular, temos

1
12 |fra(z)| > Z—D(R“If;?_l(Z)l) — el
Logo

VH(1 el
Ra/b

fia(2)] < 2 (4.17)



79

Por outro lado, usando a desigualdade triangular, temos

plfe(z)] = I¢]

b (2
e (2)] 2 | fizi(2)]

Logo, usando as relagdes (4.16) e (4.17) e a condicao inicial sobre R, deduzimos que
Ra2 /b

pa e

[fia(2)] > (PR — |c])

Logo, (fn(2))n>0 ¢ uma seqiiéncia nao limitada. O

Proposicao 4.4.2 Existe um nimero real R > 0 tal que G = (.2, [, D(0, R),

onde D(0, R) € o disco fechado de centro 0 e raio R. Em particular G € compacto.
Demonstragao: E uma consequiéncia direta da proposicao 4.4.1 O

Observacao 4.4.1 Temos também que se |f,(z)| > R para algum inteiro k, entdo

(fu(2))nz0 € uma seqiiéncia nao limitada. Logo G = (.2, fo 'D(0, R).

Para provar o item 7. do Teorema 4.4.1 precisamos precisamos do seguinte Lema.

Lema 4.4.2 Seja ¢ : C — C uma fungao polinomial e X C C um conjunto com-

pacto. Se C\X € conexo, entio C\¢~*(X) também é conexo.

Prova do item . do Teorema 4.4.1

Pela proposicao 4.4.1, existe um nimero real R > 0 tal que

C\G= GC\f,;lD(o,R).

Pelo Lema 4.4.2, para todo n > 0,C\ f,D(0, R) é conexo.

Como para cada n, C\f,*D(0, R) contem uma vizinhanca do infinito, deduzimos

que C\ G é conexo. O
Proposicao 4.4.3 Euiste um nimero real R > 0 tal que G = (=5 f7'D(0, R) e

fihD(0,R) C £,'D(0, R),Vn > 1.

n
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2
Demonstracao: Seja R > — — 1 > 1 grande tal que
p

(PR — |e[)R*/"
[p(1 + [e])]*/*
Pela proposicao 4.4.2 G = :::8 —1D(0, R). Provemos por indugao que para todo
keN, fi.4uD(0,R) C f,'D(0,R).

> R

Suponha que é vélido para todo k = 0,...,n—1,n > 1. Seja z € f, ., D(0, R), entao
| fnt1(2)| < R. Suponha que |f,(z)] > R. Usando a relacao (4.15) e a desigualdade
triangular, temos

R> |funa(9)] 2 2R fua() el
Logo,

1/b 1/b
p /(e + R 1—a
“A,a/b "o (4.18)

[fa-1(2)] <

PP (R + |e])"/?
Ra/b

Escolha R suficientemente grande tal que < R, entao | f,-1(2)| < R.

Logo, pela hipotese de indugao,
|fe(2)| < R,VE=0,...,n—2. (4.19)

Por outro lado, usando (4.15) e a desigualdade triangular, temos

ful2)] < %Ifn—l(Z)!“Ifn—z(Z)lb 1.

Logo usando (4.18),

Se 1 <b < a, entdao a? — a > b?> — b. Escolhendo R suficientemente grande tal que

+b

042—(1/
R<O <R 2 ), temos | f,—2(z)| > R. Isto contradiz a relagao (4.19). Por tanto,
para todo k > 2, f,;rllD(O,R) C f'D(0, R). Supomos a = b, entdo pelas relacoes
(4.15), (4.18) e (4.20)

p<|fn_1<z>+|c|>>i_ ( )i_ ()
oeale)] < (LD o (gm ) —o (= (421
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Usando as relagoes (4.15), (4.20) e (4.21), deduzimos

P fual2)] - |c|>>i o rTE
|fn—4(z)| > ( ‘fnﬁ‘s(z)la =0 a37a47b§¢12b+ab -

a47u3+3a2b72ab+b2 a4+2a37a2 .
:O<R v =O(R < ), poisa=>0.

a4+2a37 2

Escolhendo R suficientemente grande para R < O (R T ), temos | fr_a(2)] >

R. Isto contradiz a relagdo (4.19). Por tanto, para todo k > 4, f,;rllD(O, R) C

fi'D(0, R). Agora, provaremos que é vélido para k = 0, 1,2, 3.

i) Seja z € fi'D(0, R), entdo |2 — (2 —1)] < R. Logo |2| < ((R+Ilo_1)p)#1_
Escolhendo R suficientemente grande tal que ((R + Il) - l)p)#l < R, obtemos

o resultado.

ii) Seja z € f,'D(0,R), entdo |f2(2z)] < R e usando (4.15) e a desigualdade
triangular, |f1(2)|*[fo(2)|" < (pR + plc]). Logo

|f1(2)] < (PR + ple])** ou | fo(2)| < (PR + plc]) /.

Caso 1: Se |fi(2)] < (pR + p|c|)*/?*, entdo escolhendo R suficientemente

1/2a

grande tal que (pR + plc|)'/** < R temos o resultado.

Caso 2: Se |fy(2)| < (pR+plc|)Y? entdo |z| < (pR+p|c|)V/?. Logo |f1(2)] <

a+1

%(pR + ple]) v + |¢|. Escolhendo R suficientemente grande tal que %(pR +

ple) T + |¢| < R, temos o resultado.

iii) Se |f3(2)] < R = [f2(2)|*[f1(2)]" < (PR + ple|). Logo

[fi(2)] < (PR + ple)) ou | fo(2)| < (PR + ple])/*

Caso 1: Se |fa2(2)] < (pR + plc|)/??, entdo escolhendo R suficientemente

grande tal que (pR + p|c|)'/?* < R temos o resultado.
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1

Caso 2: Se |fi(2)| < (pR + plc|)/?, entdo |z| < (p(pR + p|c|)*/?* + |c|) 1.

Logo

a

1 1 b
[Fo(2) < PR+ plel)> (p(pR + plel)? + [e]) = + ]
Escolhendo R grande, temos |f»(z)| < R. Logo f; *D(0,R) C f,'D(0, R).

iv) Se | fa(2)| < R, entdo | fo(2)| < (pR +plc])/* ou |f3(2)] < (PR + ple])"/*

Caso 1: Se |f3(2)] < (pR + plc|)*/?*, entdo escolhendo R suficientemente
grande tal (pR + plc|)'/?* < R, temos o resultado.

Caso 2: Se |fa(2)| < (pR + ple|)*/??, entdo, como foi no caso iii) escolhendo

um R apropriado, obtemos |f3(z)| < R e portanto temos o resultado.

|

Proposicao 4.4.4 Seja E, = {z € C|f,(2) = 0}. Se para cada inteiro n > 0, o
conjunto E, estd contido em f,'D(0, R), entdo G € conexo. Em particular, se para

todo inteiro n, E, C G, entdo G € conexo.

Para demonstrar a proposicao 4.4.4 precisamos do seguinte lema, que é um caso

particular da férmula de Riemann-Hurwitz.

Lema 4.4.3 Seja ¢ : C — C uma funcgao polinomial. Seja R > 0, entdo ¢~ (D(0, R))

¢ um conjunto conexo se e somente se C = {z € C|¢ (2) = 0} € ¢~ 1(D(0, R)).

Demonstracao da Proposicao 4.3.4: Seja R o niimero real definido na Proposicao

4.4.3. Pela proposicao 4.4.2 e a observagao 4.4.2 temos
“+o0o +0o0
G=(/'DO0.R) = () £,'D(0, R).
n=0 n=0

Logo

+oo
G=()/"D(O0,R) (4.31)
n=0
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Suponha que para todo inteiro n > 0, E, C f,'D(0,R). Logo, pelo Lema 4.4.3,
[71D(0, R) é conexo. Assim, f-1D(0, R) também é conexo. Pela proposicao 4.4.3
e a relagao (4.31) deduzimos que G é a interseccao de uma seqiiéncia decrescente de

conjuntos conexos compactos, portanto G é conexo. d

Observacao 4.4.2 Os resultados anteriores valem para o conjunto F, = {z €
C,g"(h(z),2) € limitado}, onde h é um polinomio qualquer nao nulo. Em parti-

cular C\ Fj, € conexo e existe R > 1 tal que

Fp = ﬂ ©1D(0, R),
onde $7'D(0,R) > @, D(O,R), ¥ 1 € N ¢ o) = 2,p1(2) = h(=), ¢n(z) =
11,903—1802—2 - (% —1).

Teorema 4.4.2 Seja h(z) = a2® + ... a,2", ag,...a, € R. Sep < 1/2, entio F;,

nao € conexo.

Demonstracgao: E facil verificar que 0 é um ponto critico de todos os p,,n > 1.
Por outro lado ¢2(0) = ¢3(0) = ce |c| > 1 se e somente se p < 1/2. Logo se p < 1/2,

entao a sequéncia (¢,(0)) nao é limitada, portanto 0 ndo pertence a Fp,.

Se 0 & F, entdo existe um inteiro n > 1 tal que para todo k > n,0 & ¢, ' D(0, R),
onde R é um ntimero real definido na observacio 4.4.2. Como ¢, (0) = 0,Vn > 1,
deduzimos pelo Lema 4.4.3 que go,;lD(O,R) nao ¢ conexo para todo k > n. Logo

pela observacao 4.4.2, temos o resultado. O

Caso a = 1:
Teorema 4.4.3 Supomos a = 1, entdo G nao € conexo para 0 < p < 1/2.

Demonstragao: Temos

folz) =z, fi(z) = 2, fa(z) = %z2 +e f3(2) = ]%23 + gz +e, ...
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1
Supomos —22 +c=2z,entdo z=1louz=p—1. Logo 1,p—1€G.
p

Suponha p < 1/2; logo pelo teorema 4.4.2, 0 ¢ G. Vamos provar que ix &
g, VreR
De fato: Seja z € R\ {0}. Temos,

1 1
foliz) = —=a2" +c¢ e fs(iz) = ——iz® + iz +e.
p p p

1
Como p < 1/2, entao fo(iz) < c= — <— - 1) < —1, logo | fa(iz)| > 1.
p

Temos também |fs(iz)| > ,/% —1 > 1, logo pelo Lema 4.4.1, (f,(iz)) ¢ uma

sequéncia nao limitada e portanto iz € G. Logo G nao é conexo. O

Casoa>1,0=1:

Teorema 4.4.4 Seb =1 e a > 1, entao existe 0 < d = d(a) < 1/2 tal que para

todo 0 < p < d,G nao € conexo.
Demonstracao: Temos
1 a+1 1 a+1
fo(z) =z, fi(z) = =2""" +c= 2z, folz) = =2"7 +c= 2
p p
Logo fn(z) = z para todo n > 1.

Por outro lado, fi(z) = z implica que z = 1 ou9(2) = 24241 +.. . 2+1-p = 0.
Logo 1 pertence a G.

Caso a impar: Temos,

»(0)=1—p>0e lim ¢(z) = —o0,

Z——00

logo existe zg < 0 tal que ¥(zy) = 0. Temos 1,2y € G.
Afirmagao: Sep < 1/2entao iz € G, ¥V z € R.

De fato: como p < 1/2, entao |f1(0)| = |f2(0)] = |¢| = % — 1> 1. Logo, (f.(0)) nao
¢ limitada (pelo teorema 4.4.2). Por tanto 0 ¢ G.
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Caso 1: Supomos a = 1mod(4), entao

1 1
folix) =iz, fi(iz) = —=2""" 4 ¢, foliz) = ——ia"*' + Sizte, ...
p p p

1
Como p < 1/2, fi(ix) < ¢ = — (— — 1) < —1, logo | fi(iz)| > 1.
p
1
Por outro lado, |fao(iz)| > |¢| = — — 1 > 1, logo pelo lema 4.4.1 (f,(ix)) é uma
p
sequéncia nao limitada e portanto iz ¢ G. Como 1 € G, zy € G(z9 < 0) eix € G

para todo z € R, entao G nao é conexo.

Caso 2: Supomos a = 3mod(4), entao
1 1 1 c
foli) =i, f(i) = =i re=1, fo(i) =—i4c f3(1) = =i+ —+4c ...
0() 1() D 2() D 3() pQ P

Temos |fo(i)] > 1/p—1>1e [f3(i)| > —c— £ >1,logo i ¢ G. Da mesma maneira
—i¢g.

Por outro lado, como C\ G é um conjunto aberto, existe r > 0 tal que B(i,r) C

C\ G e B(—i,r) c C\ G. Logo, existe A < 1 tal que se ix € G entdo |z| < A.

Vamos provar que existe 0 < d < 1/2 tal que se p < d entao iz ¢ G, para todo

r € R.

a+1

1 1= Aa+1 _
—} Logo, se p < d < — entao

3’ 2

1
ZAGH (1 — 1) < —1.
p p

Seja x € R tal que iz € G, logo |x| < A. Como a + 1 é par, temos

De fato: basta escolher d = min {

1 1
filiz) = =" fe< —A"T o< —1
p p

Como no caso anterior, temos que (f,,(ix)) é uma sequéncia nao limitada e portanto

ix € G, para todo x € R.

Caso a par: Temos,

fol2) = 2, filz) = % e folz) = %fl(Z)“fo(Z) e
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Supomos f1(z) = z, entdo temos z =1 ouY,(z) =2...+1—p=0

a+1

Sep=0,1(2) =2"+...+1= —~ 1 = 0 implica 2%*! = 1. Entao quando

p — 0, as raizes de 1),(2) estdo préoximas as de ¢y(z), logo existe A < 0 tal que se

p < A entao ,(z) possui pelo menos uma raiz z, cuja parte real é menor que 0.
Além do mais (f,(2)) é periédica pois
1
fo(z) = 2, fi(2) = ];Zaﬂ + ¢ fo(2) = f3(2) = 2, fa(2) = f1(2), f5(2) = fe(2) = 7, ...

Logo, 2z, € G.

Por outro lado, 1 € G e temos

1 1
foliz) =iz, fi(iz) = =" 4+ c= Z4i% " ¢, ...
p b

Caso 1: Supomos a = 0mod(4), entao

1 1
foliz) =iz, fi(ixz) = 52@““ + ¢, foliz) = —Ex‘”l - ]%m: +e, ...

Temos |fi(iz)| > |% — 1] > 1 pois p < 1/2.

1 1 1
Caso 1.1: Se z > 0, entdo |fa(z)| > (— - 1) + —2£L‘a+1 > (— - 1) > 1. Logo
p p p
ir € G.
Caso 1.2 Se x < 0, entao existe 0 < A < 1, tal que se —A < x < 0 entao ix € G.

_ a+1
Escolhendo d = min { %7 (A)%

1 1 1 1
e (1) A (D)<
p p p p

Logo, |fi(iz)| > 1 e portanto iz & G.

}. Logo, se p < d entao

Caso 2: Supomos a = 2mod(4), entao

1 1
foliz) = iz, filiz) = —Ema“ te, foliz) = Elﬁﬂ - ]f?m te ...

Logo, |fi(iz)] >+ —1> 1.

1
p
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1 1
Caso 2.1: Se x < 0 entao |fa(iz)| > <— — 1) + =2t > 1. Logo, iz ¢ G.
p p

Caso 2.2 Se x > (0 entao existe A < 1 talquese 0 <z < A)ix € G.

1 _ Aa+1 _ Aa+1
Escolhendo d = min {g, pT} Logo,se p<d < b entao
1 1 1 1
—2$a+1 — (— — 1) < —2Aa+1 — (— — 1) < —1.
p p p p
Logo, |fa(iz)| > 1 e portanto iz & G. O

Teorema 4.4.5 Se a > 1, o espectro de S é desconezxo.

Demonstracao: Como a > 1, pelo teorema 4.4.1, o conjunto K, ¢ desconexo.

Logo, o espectro de S é também desconexo, pois O(S) C K. O

4.4.1 Propriedades da fronteira de G

Proposigao 4.4.5 0G = {z € C, (f,,)n>0 nao € normal em z}.

Demonstracao: Seja z € 0G, entao a sequéncia ( f,(2)),>0 € limitada e para toda
vizinhanga V' de z existe w € V tal que | f,,(w)| — +o0. Logo (f,) ndo é normal em
z.

Por outro lado, se z € 0G entdao z € int(G) ou z € G. Se z € int(G) entdo
existe uma vizinhanca U de z tal que U C G. Logo (f,) é normal em z pois ela é
limitada em U. Se z ¢ G entao existe uma vizinhanga W de z tal que W ¢ G. Logo

|fu(z)| = 400, V x € W. Assim (f,,) converge para +00 e portanto é normal. O

Proposigcao 4.4.6 1 € 0G.

Demonstracao: Temos 1 € G pois f,(1) =1, Vn € N. Como G C D(0,1) entao
1€0g. O

Proposigao 4.4.7 0G D |, —, [ {1}
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Demonstragao: Sejamn € Ne z € f,1(1). Logo fu(2) =1e fi(z) =1, Vk > n,

portanto z € G.

Seja V' uma vizinhanca de z, existe € V tal que |f,(z)] > 1 e |for1(z)| > 1,

logo (fx(z)) nao é limitada, portanto z ¢ G. Logo z € 0G. O

Pergunta: Serd que 0G = J f,71{1}7

Generalizagao

Consideremos a sequéncia (F},),>o dada pela relagao
Foiag=aFhig 1+ ... +aqF,, Yn>0,
e com condicoes iniciais
h=1F,=aF,_1+...+a,Fy+1, V1<n<d,
onde a;,1 <17 < d sao inteiros nao negativos que satisfazem as relacoes
ar > as > ...>aqg > 1.

Usando o algoritmo fominha, podemos escrever todo inteiro natural N, de forma

tnica, como N = ngg) ei(N)F;, onde os digitos €;(V) satisfazem a relagao

Ei€i1 - Eimdrl <lex Q102 ...aq, V1 > d — 1.

Seja p(z) = 2 —a2% ' — ... —a4 12 —ag o polindmio caracteristico da sequéncia

(F)n>o0- E f4cil provar que esse polindmio tem uma raiz dominante 3y > 1.

Sabemos que a soma de 1 na base (F},),>0 ¢ dada por um trandutor finito (ver
por exemplo [22]). Usando a mesma construgao como no caso das bases quadréticas,
podemos definir a méquina de somar estocastica associada a sequéncia (F},),>o
e podemos mostrar também que 0, = {A € C,(g,(\)) nao é limitada}, onde
qr,(A),0 < i < d sdo polinomios fixos em lambda, ¢, = iq}%_lqﬁd CqE =
<% — 1), para todo n > d e qn(A) = ¢ ... ¢z, para todo n € N tal que N =
Yo o€ (greedy representacao).
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Imagens do conjunto ¢

Caso a=2,b0=1:
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Casoa=0b=1:
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Capitulo 5

Propriedades Topoldégicas de uma

Classe de Fractais de Rauzy

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades topoldgicas e aritméticas de

uma classe de fractais de Rauzy.

5.1 Introducao

S_ax?—x—1.

Seja a > 2 um inteiro natural e considere o polinémio P,(z) =z
E fécil verificar que P,(x) possui uma raiz real 3 > 1 e duas raizes A e A complexas
conjugadas de médulo estritamente menor que 1.

Ao polinémio P,(z) podemos associar um conjunto £, C C, definido por:
—+00

Ea= {Z 81‘/\1, Vi> 2,6, =0,1,...,a,6i€i_16i_9 <pex all, €369 <jer al, g9 < CL},
=2

onde <., é a ordem lexicografica.

O mais conhecido dos conjuntos £, é o conjunto £, chamado Fractal de Rauzy
Classico. Foi introduzido por G. Rauzy em 1982. Posteriormente foi estudado por

vérios matematicos como A. Messaoudi [40], P. Arnoux [7] S. Ito e M. Kimura [32],
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entre outros. O Fractal de Rauzy esta relacionado con diversas areas da matematica
como sistemas dinamicos, teoria dos ntimeros, entre outras. Em particular, sabe-se
que ele é compacto, conexo, com interior simplesmente conexo e induz um azuleja-

mento periddico do plano complexo moédulo Z + Z\.

Fig. 27 Fractal de Rauzy Classico

3 _ax?—br—1,

Neste trabalho vamos considerar os polinomios do tipo P, ,(z) = x
onde a e b sdo inteiros satisfazendo a > 1 e b = a + 1. P,,(x) possui uma raiz real
B > 1 e duas raizes A e # com mbdulo estritamente menor que 1. De modo analogo
ao Fractal de Rauzy cldssico, associamos ao polinémio P, () o conjunto definido

da seguinte maneira:

Considere a sequéncia recorrente (F,),>o definida por Fop = 0,F; =0,F, =1 e
para todon € N, F,.3 =aF, .o + bF,,1 + F,,ondea>1eb=a+ 1.

Usando o algoritmo ”Fominha” podemos provar que todo ntimero inteiro se es-
N

creve de maneira inica comon = Z giF;,ondee; € {0,1,...,a} ecig; 16128 384 <iex
i=2
(CL -+ 1)00a1,V 7 > 6,556483&72 <lex (CL —+ 1)00@,848382 <lex (CL + 1)00,8382 <lex

(a+1)1,e9 < a, onde <, é a ordem lexicografica.

Chamamos ey ...9 = (&;)2<i<y de F-representagdo de n ou simplesmente F

representacao.

Definimos o Fractal de Rauzy associado a (F,,) por
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+oo
Eap = {Zeigoi, V' N, (gi)2<i<n ¢ uma F representagéo},

=2

onde ¢’ = (A, 0") se A\ e Re o' = A se A € C\R.

Vamos supor por simplicidade que A € C\R. O conjunto €,;, C C é chamado

fractal de Rauzy associado a sequéncia (F},),>o-

A fronteira do fractal de Rauzy clédssico foi estudada primeiro por S. Ito e M.
Kimura [32]. Eles mostraram que é uma curva de Jordan gerada pelo método de
Dekking para construir objetos fractais. Em [39] Messaoudi mostrou que a fronteira
de € é gerada por um automato finito. Usando este fato mostrou que a fronteira
de € é uma curva de Jordan e um quasi-circulo. B. Loridant, A. Messaoudi, J.
Thuswaldner, P. Surer [36] estudaram propriedades do Fractal Rauzy associados a
polindomios x® — ax? — bx — 1,a > b > 1. T. M. Rodrigues [49] estudou o caso

2 —ax?+x—1,a>2

O estudo da fronteira de £, esta intimamente relacionado com o estudo dos
a-desenvolvimentos, ou seja, a representagao de niimeros complexos na base a. O
objetivo deste capitulo é estudar algumas propriedades da classe £,;. Existem
varios métodos para se construir o Fractal de Rauzy, um deles é via Sistemas de

Numeracao e beta-expansoes que descrevemos na seguinte secao.

5.2 Sistemas de Numeracao

5.2.1 [-Numeragao

A [-numeracao foi apresentada por Rényi em 1957. Serve para representar nimeros
reais na base (3, de forma tnica, com digitos que sao inteiros naturais, usando o

algoritmo “fominha”.

Definicao 5.2.1 Seja f > 1 um numero real. Uma representac¢do de um miumero
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r € RN[0,00] na base B é uma sequéncia infinita (x;)i<k, k € N, z; € Zy tal que
_ k k—1 -1 -2
r=x0" + a8+ Bttt B+
Esse numero é representado pela sequéncia * = TpXp_1...T1ToT_1T_o. . ..

Denotamos por |z| e {z} a parte inteira e a parte fraciondria do nimero z,
respectivamente. Obtemos uma [-representacao ou [-expansao usando o algoritmo
“fominha”. Existe um ntmero k € Z tal que % < z < ¥ Seja x;, = Ed
er, = {g}. Entao para i <k, seja x; = |[fris1] uma férmula de recorréncia e

ri = {Briz1}. Temos entao
v =apf +m B+

se k <0 (x <1), colocamos g =x_1 = ... =z = 0.

Se uma [-representacao termina com uma infinidade de zeros, omitimos esses
zeros e dizemos que ela é finita. Se § é inteiro, os digitos x; pertencem ao conjunto

{0,...,8 — 1} caso contrério pertencem ao conjunto A = {0,...,|3]}.

5.2.2 [(-representagao de Rényi

A B-representacao de Rényi, pode ser definida da seguinte maneira: Sejam 3 > 1 e
T:10,1] — [0,1]
uma transformacao dada por Ts(y) = {Sy}, onde {} denota a parte fracionaria.

Se 0 < x < 1, a expansao definida acima coincide com a [-representacao de
Rényi. Se z € [0, 1] temos z_; = LﬁTgfl(x)J. Todo nimero real x > 0 pode ter o

seguinte desenvolvimento,
o0
T = E T B7"
n=0

onde x, é definido da seguinte maneira: se x > 1 entdo xg = |x]| e T,y =

|8T™(x)|,n e Nese 0 <z <1entdoxzg=0ez,41=[BT"(x)],n €N.
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Se x = 1, os dois algoritmos ficam diferentes. A [-expansao de 1 é 1 =
1,000..., enquanto a fS-representacao de Rényi de 1 é d(1,5) = .t_41t_5..., onde
ty=BTS(1)]. V) > 1.

Defini¢ao 5.2.2 Seja Fin(B) o conjunto dos nimeros reais nao negativos que pos-
suem uma [-expansdao finita. Dizemos que [ tem a propriedade de Finitude ou que

B satisfaz a propriedade (F') se
Z[B) N[0, +oo[C Fin(p),
onde Z[f] € o anel gerado por Z e (5.

Defini¢ao 5.2.3 (Ver [1], [2]) Dizemos que B é um nimero de Pisot se 5 é um
inteiro algébrico com conjugados em relacao a Galois com modulo menor do que 1.

Além disso, se

X4 by X4+ by

€ polinomio minimal de B entao B € dito unidade de Pisot se by = 1.

Definigao 5.2.4 Definimos Finy(8) o conjunto dos nimeros reais positivos cuja

B-representacao satisfaz xi, = 0 para todo k < N.

Sabe-se que a classe dos nimeros de Pisot que possuem a propriedade (F') é igual
a classe dos nimeros reais que sao exatamente as raizes dominantes do polindmio

da forma (com coeficientes inteiros):
2 —ar?—br—1,a>0e —1>b>a+1.
(se b = —1 adicionamos a restrigao a > 2).

A ([-representagao de Rényi de 1 em relagao a esse niimeros é dada pela proposi¢ao

seguinte:

Proposicao 5.2.1 Seja B um niumero de Pisot ciubico unitdrio e que satisfaz a
propriedade (F) com polinémio minimal x® — azx* —bx — 1. Entdo uma das sequintes

possibilidades abaizo ocorre:
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Se0>b>a, entao d(1,5) = .abl,
Seb=—1ea>2, entaod(1,5) = .(a—1)(a—1)01,
Seb=a+1, entao d(1,5) = .(a+1)00al.

5.2.3 Sistema de Numeracao sobre os Inteiros

Vamos descrever um sistema de numeracao sobre os inteiros induzido pelas (-
representagoes da seguinte maneira: supomos que d(1, 5) = .a_y...a_;onde a_; # 0.

Seja (R,)n>0 & sequéncia de nimeros inteiros definida por:
Ro = 1,R1 = a,RQCLZ + b,

Rn+3 = CLRn+2 -+ bRn+1 + Rn,Vn 2 0.

1 3

Como o polinomio Q(z) = ' —a_12*"' — ... a_; é miltiplo do polinémio x* —

ar? —bxr — 1, a sequéncia (R, ),>o satisfaz
Royy=a 1Ry +asRyy 1 +...+aR,,Vn > 0.

Proposicao 5.2.2 todo nimero inteiro n tem uma unica R-representac¢ao (€;)k(n)>j>0

tal que n = Zf(:%) ejR; come; > 0. Em particular:

a) Sea >b >0 ea # 0 entao para todo i > 2, a palavra €;g; 18; 2 <jex

ab17€150 ~lex Clb, €0 <lezx @,

b) Se b = —1 e a > 2 entdo para todo i > 3,6;;_18i—28i—3 <iex (a — 1)(a —

1)01,826180 <lex ((l — 1)(@ — 1)0,5160 <lex (CL — 1)((1 — 1),80 <lez @,

c) Seb=a+1ea > 1 entio para todo i > 4,66, 16;_28; 361 — 4 <jer (a +

1)00al, 396160 <iex (a+1)00a, 96180 <ier (a+1)00, €180 <jex (a+1)1, 60 < a,

d) Se a = 0 eb =1 entdo para todo i > 4,e;6; 16i_26i_38i—4 <iex 10001 e

Eo=€1=¢€g=€3=¢€4 =¢5 =0.

Demonstragao: Os digitos (&;)kmn)>;>0 sdo obtidos aplicando o algoritmo “fo-

minha” para inteiros.
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a) Sea>0b>0ea#0, entdo (R,),>0 ¢ uma sequéncia crescente de inteiros
naturais. Logo, pela definicao do algoritmo “greedy”, é facil provar que para

todo 0 < j < k(n), ZLO e;R; < Rj4,. Portanto,
€j€j—1 -+ Ej—t+1 <lex G—10_2 . .. a_y,Vj>t—1 (51)

Pela relacao (5.1) e a Proposicao 5.2.1, temos €;6;_16;_2 e abl. Como
n_ng) giRi=¢ec)Ry=¢g < Ry =ae n—Zf@ 1R +egRy < Ry = a®>+b =

aRi + bRy, obtemos gy < a e e16¢ <jez ab.

b) Se b= —1e a > 2, entdao usando o mesmo argumento do caso 1, obtemos que
para todo i > 3, g6, 16;_26;_3 <iex (a — 1)(a — 1)01. As outras condi¢oes sao
obtidas, pois egRy < Ry = a,e1R; + egRy < Ry = (a — 1)R1 + (a — 1)Ry e
goRy + 1Ry +e9Ry < Ry = (a—1)Re + (a — 1) R;.

c) Seb=a+1ea>1entao pelo mesmo argumento do caso (a) temos para todo
i >4 88016 98 38i—4 <iex (@4 1)00al. As outras inclusoes sao obtidas pois

R1 = CLRU,RQ = ((I + 1)R1 + R(),R3 = (a + ].)RQ (§] R4 = (CL + 1)R3 + aRo.

d) Se a=0eb=1 entao a relacdo (2.1) e a proposi¢ao 5.2.1 implicam que para
todo 2 > 4,¢e,6;_1€;_9€i_36i_4 <iex 10001. Por outro lado, temos Ry = Ry =
Ry =Ry =1R =0,R; = Rg = 2. Entao temos eg =1 =69 =¢€3 =¢4 =

6520.
O

O caso a > b > 1 foi estudado por B. Loridan, A. Messaoudi, P. Surer, J. M.
Thuswalder [36], e o caso b = —1, por T. M. Rodrigues [49].

5.3 Propriedades do Fractal de Rauzy

Notacgoes: Seja L = {(&;)i>k, k € Z,¥Y n > k, (;)k<i<n ¢ uma F' — representacao},
isto é, para todon > k+4,e,60_16n—26n—36n—1 <iex (@+1)00al, e y36k126k116k <iex
(a+ 1)00a, er26kr16k <tew (@ + 1)00, epp16k <pex (@ + 1)1, &4 < a.

Denotamos por Ny = {(€;)k<i>n, k.7 € Z, (£;)p<i<n ¢ uma F — representacao}.
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Teorema 5.3.1 O Fractal de Rauzy, €,y induz um azulejamento periddico do plano
C, isto ¢, C = Up’qez(éa,b + p+qX) e para todo p,q,r,s € Z,int(Eap +p +
g\) N (Eap + 7+ 8A\) # 0 implica que p=gq er =s.

Para provar o Teorema 5.3.1 precisamos do seguinte resultado cléssico (veja [1],

[49]):
Lema 5.3.1 As sequintes afirmacgoes sao validas:

(i) Para todo n > 2, temos " = F,3? + (F,_y + bF, 1) + F,_1. Em par-
ticular, se (€;)a<icy € (N)g, entdo SN, &8 = nf? + r(n)B + s(n), onde
n=3 ek r(n) =3, c(0F + Fig) e s(n) = Y0, eiFi.

(ii) Seja z € ZIB) NRY entdo existe (g;)1<i<y € Ny tal que z =S &3,

(i) Sejam (a;)i<i<n € Ny € (bi)y<icoe € L tais quea; > 0 eby > 0. Se Zf\il a\ =
Z?iz/ b\ entao l =1 e para todo i > N,b; =0 e para todo | <i < N,a; =,

(iv) Seja (g;)2<i<y € N. Entao, vazz g\ € int(€). Em particular, 0 € int(E).

(v) Sejam c,d € R tais que \* = ¢+ d)\, entdo 1,c e d sao Q-Linearmente Inde-

pendentes.

Demonstracao do Teorema 5.3.1: A idéia da prova é exatamente a mesma feita
em [49] e ela se generaliza a uma larga classe de Fractais de Rauzy associados com

polinomios cuja raiz dominante ¢ um numero de Pisot satisfazendo a propriedade

(F). .
Proposicao 5.3.1 C =, s (€ap + P+ qN).

Demonstracao: Seja z € C, vamos provar que existem m,n € 7Z tais que z +
m—+n\ € ga,b-
Seja A2 = ¢+ \d, ¢,d € R. Pelo item (v) do Lema 5.3.1, 1, ¢, d sao Q-linearmente

independentes. Logo, pelo teorema de Kronecker, o conjunto {n\? + p\ + ¢,n €



100

N,p,q € Z} é denso em C. Logo, dado € > 0, existe uma sequéncia (z;)r > 0 tal
que

2k = A + ppA + g, € Ny pr,qr € Z

e para todo k > ko, |z — 2| < €.

Seja Ay = npA? +1r(ng) X + s(ng), onde r(ny) e s(ny) sdo definidos no item (7) do

Lema 5.3.1. Temos Ay, € E4p.

Por outro lado,

Ak = Zk —l—tk)\—i—mk,

onde ty = r(ng) — pr € my = s(ng) — ri. Logo, zx + txA + my € E.
Como £ é compacto, temos para todo k > ko,
|2+t A+ my| < |z — 2] + |2 + X + M| < e+,

onde d = max{|z|,z € E}.

Como Z + ZA é um reticulado, B(z, € + d) contém somente um nimero finito de
tkA + my, logo existe uma sequéncia crescente (k;);>1 de numeros inteiros tal que
para todo 7, j, € Nty A+1y, = tg, + 7%, Logo, existem ¢,r € Z tais que ty, = ty, =t e

Tk =r, para todo 7,j € X. Como zj, +tp, A +my, € €, 2z, — 2 e £ é fechado,

K3

temos que z +tA+1r €& o

Proposicao 5.3.2 Para quaisquer u,v € Z+ZA temos int(€,p + u)N(Eqp + v) # 0

mmplica que u = v

Demonstracao: Basta provar que se int(€,p + w)N € 4p # O,u € Z + ZA
entdao u = 0. Assuma por absurdo que existem inteiros p,q € Z e um elemento
2= 0, EN\ € Eqp tal que z + p 4 g\ € int(€,y). Logo existe um inteiro ng > 0

tal que para todo n > ng

ZamianJrq)\ €€ (5.3)

=2

Caso 1: O conjunto {i > 2,¢; # 0} é infinito.
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Neste caso, se f > 1 existe um inteiro N > ng tal que Zf\; g +p+qB > 0. Pelo

item (ii) do Lema 5.3.1 deduzimos que
Y e +p+ab=>)_ df’ (5.4)
i=2 i=l
onde (di)lgigM € Nf, l, MeZ
A partir de (5.3) e (5.4) temos que S.n &N 4+ p+gh = S e = SV AN €

Assim, pelo item (iii) do Lema 5.3.1, existe um inteiro K < M tal que e; = 0

para todo ¢ > K. Logo
K K M
Z&'ﬁl +p+aB= Z e = Zdzﬂl-
i=2 i=2 i=l

Pelo item (i) do Lema 5.3.1 temos que

nB? + (r(n) +q)8 + (s(n) +p) = 16° +r()B + s(I)
onde n = Zz]\ig gl el = ZfiQ e;F;. Assim, | = n e g; = e; para todo i (devido a

unicidade na base F;). Portanto, p = ¢ = 0.

Caso 2: O conjunto {i > 2,¢; # 0} é finito.
Seja N = max{i > 2,¢; # 0}. Se Zf\iQ gi8* + p+ qB > 0 entdo usa-se 0 mesmo
argumento que no Caso 1.

Vamos supor agora que ZZ]\LQ g3 +p+qB < 0. Temos que
N 9]
Y eN+pragr=) dX,
i=2 i=2
onde (di)iZQ S £

Pelo item (iv) do Lema 5.3.1, 3., g,\' € int(€). Logo existe um inteiro nao

negativo M tal que

—p— g+ M AN =, e\ € €.
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Como —p — qB + SN, dif" > 0 entdo —p — qf + S, d;f" = S8, fif, onde
(fihici<x € Ny. Logo,

M K o)
P gA+ > AN =D N =D e
=2 i=l =2

onde (f;)i<i<k € Ny e, K € Z.

Pelo item (iii) do Lema 5.3.1 deduzimos que existe um inteiro L tal que e; = 0

para todo ¢ > L e pelo mesmo argumento usado no Caso 1 temos que p =¢ =0. O

Teorema 5.3.2 A fronteira de € satisfaz as sequintes propriedades:
1) oe= | Je N(€ +u) (ver fig. 28 e 29)
u€A
onde A € um conjunto finito contido em Z + \Z, cuja cardinalidade € par e
maior ou igual a 8 e {\,14+ b\, 2+ (a + D)\, 1+ a\, =\, —1 —b\, -2 — (a +
b)A, —1 —ar} C A.

2) Seja z € OE, entdo existem (g;)i>2 € (5;)i2l € L,l <2 tais que z = jzozo g N =

+0o '\j ’
iz €A eg #0.
Demonstragao:

1) Seja z € 0€ = €\int(€). Entao existe uma sequéncia (z,),>o tal que

lim z,=zez,¢&,VYn>0.

n——+oo

Pela Proposi¢ao 5.3.1, existe uma sequéncia (p,),>o de elementos de Z + \Z
tal que para todo n > 0,2z, € € + pp,¥n > 0. Logo (pn)n>0 ¢ limitada.
Como Z + AZ é um grupo discreto, entao (py,)n>o possui um numero finito de
termos. Logo, existe uma subsequéncia (pg, )n>0 de (pn)n>0 tal que para todo

N, Pr, =p € L+ ZA\.

Como zi, € € + p temos que z = limz,, € € + p (pois € + p é fechado).

Portanto,
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occ |JenEe+np).

PELALA

Por outro lado, se z € € N (€ + p),p € Z + ZX\{0}. Logo, pela proposi¢ao
5.3.2, z € int(€), portanto, z € 9€. Assim, 0€ = |, cz,20 € N (€ +p) =
Upca EN(E +p)yonde A={pe€Z+Z\ EN (€ + p)#0}.

Vamos provar que A é finito. De fato, seja p € A entao existem x,y € € tais que
p=x—y. Logo |p| <2M, onde M = max{|z|,z € E}. Assim, A C B(0,2M).
Portanto, A é finito pois A C Z + Z\. Finalmente a cardinalidade de A é par

pois se u € A, entao —u € A.

Vamos provar agora que {\, 1 +b\, 2+ (a+b)\, 14+aX, =\, —1—b\, —2— (a+
b)A, —1 —al} C A.

Podemos verificar facilmente que
A2 = 1 (@A 4 (a+ 1A
= A+ (@—DA+ (@ + (a+ 1A
= 140+ (a— DA+ 3 (@A 4 (a+ 1)A*F2)
= —1—a\+ Y 2(aN2 + (a+ 1))

Logo, —A\2 € EN(E + A)N(E + 1+bX\)N(E —1 —al). Portanto, A\, 1+b\ e
—1—a)e A

Dai, =X —Xe &N (€ -NN(E+1+a\)N(E —1-DN).
X —1-bAEEN(E-1-DNN(E —1—a\)N(E =2 —(a+Db)N).

Logo, =2 — (a + b)A € A. Assim, o conjunto {£A, £(1 + bA),£(2 + (a +
b)A), £(1 + aX) estd contido em A.

Seja z € 0. Entao
+o0 A +o0 -
z = n+p)\+25i)\’ = ZS;)\Z,
i=2 i=2

onde (&;)i>2, (E;)izg €(L)en,peZ.
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Seja z, = n + pA + ZZ 9 gi\t. Temos que limy_yoo2k = 1+ pA + i 2 TN =
Z+°° £;A" = z. Por outro lado, para todo k,z, = Zl L Z,C)\Z, ,Lk € D> e
5zk,k > (0, com [, < 2, pois caso contrario n = p = 0. Além do mais, existe

s€Z,s <l,Vk € N (pois z; é limitado).

E possivel provar que cada €; é compacto de forma andloga a que foi feita para
€. Logo, ULS&} é compacto, e portanto fechado. Entao, z = limy_ 102k €

Ui:s&“t. Assim, z = +°l° 5”)\Z ( )l<,<+oo e L, l<2.

|

Azulejamento do plano C com oito vizinhos (caso a =1 e b = 2:)

Fig. 28: Fractal de Rauzy

Azulejamento do plano C com oito vizinhos (caso a =2 e b = 3:)

Fig. 29: Fractal de Rauzy
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