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Resumo

Neste trabalho, serd considerada uma familia de mapeamentos nao lineares bi-
dimensionais descritos em termos das variaveis de acao e angulo. O mapeamento é
parametrizado por um parametro de controle, que regula a intensidade da nao line-
aridade; por um parametro que determina o grau de dissipagao; e por um expoente
dinamico. Para determinadas escolhas desses parametros, bem como da nomeacao
das variaveis de acao e angulo, é possivel recuperar diferentes mapeamentos ja conhe-
cidos na literatura. Nosso principal objetivo de pesquisa sera analisar a convergéncia
das orbitas para o estado estacionario por meio de uma descricao fenomenoldgica
robusta da abordagem de escalonamento nas bifurcacoes, o que nos permitira ob-
ter um conjunto de expoentes criticos que definem classes de universalidade para
bifurcacoes. Avancaremos nos estudos utilizando expoentes de Lyapunov para ca-
racterizar o caos e investigaremos com cuidado o fenomeno conhecido como crise de
fronteira, a fim de analisar o cruzamento entre variedades estaveis e instaveis.

Palavras-chave: Sistemas nao lineares, Mapeamentos bidimensionais, Expoentes
de Lyapunov, Atratores cadticos.



Abstract

A family of two-dimensional nonlinear mappings described in the action and
angle variables will be considered. The mapping is parameterized by a control
parameter that controls the intensity of nonlinearity, by a parameter controlling the
amount of dissipation, and by a dynamical exponent such that for certain choices
of its values and naming the action and angle variables, we will recover different
mappings known in the literature. Our main research focus will be to analyze
the convergence of orbits to the steady state through a robust phenomenological
description of the scaling approach at bifurcation, which will lead us to obtain a
set of critical exponents that define universality classes of bifurcations. We will
advance our studies using Lyapunov exponents to characterize chaos and carefully
investigate the phenomenon known as boundary crises to analyze the crossing of
stable and unstable manifolds.

Keywords: Nonlinear systems, Two-dimensional mappings, Lyapunov Expo-
nents, Chaotic Attractors.



No fundo do sistema cadtico,
mudancas sutis na estrutura quase
sempre causam vastas alteracoes no
comportamento.

Comportamento complexo e
controldvel parece suprimido. -
Stuart Kauffman
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Introducao

A Dinamica é uma &area da Fisica caracterizada pelo estudo de sistemas que
evoluem no tempo e andlise de seu comportamento [1]. A teoria de sistemas dinami-
cos nao lineares, que teve suas raizes fincadas no final do século XIX, por volta de
1880, foi impulsionada pelos esforcos do renomado fisico e matematico francés, Henri
Poincaré (1854 - 1912). Poincaré, através de seus estudos meticulosos sobre drbitas
planetérias, observou a emergéncia de comportamentos notavelmente complexos e
irregulares em sistemas dinamicos. Poincaré voltou sua atencao para o intrigante
problema dos trés corpos e, em suas investigacoes, chegou a conclusao de que a evo-
lugao do sistema era irregular, com as trajetérias variando rapidamente, indicando
uma sensibilidade aos dados iniciais que tornava impossivel obter uma previsao clara
para tempos longos.

Em outras palavras, ele descobriu que havia uma dependéncia sensivel nas con-
digoes iniciais, o que tornava impossivel fazer previsoes precisas a longo prazo. Este
fenomeno é o que hoje conhecemos como caos. Além disso, Poincaré percebeu que
até mesmo as menores perturbagoes nos estados iniciais do sistema poderiam levar
a estados finais drasticamente diferentes. Esta descoberta revolucionou nossa com-
preensao dos sistemas dinamicos e abriu caminho para o desenvolvimento da teoria
do caos.

Com a descoberta de sistemas sensiveis a condicgoes iniciais, advindos dos resulta-
dos de Poincaré, estudos em dinamica nao linear e caos aumentaram muito ao longo
das tultimas décadas. Posteriormente, durante a década de 1960, Edward Norton
Lorenz (1917-2008), em seus estudos pioneiros sobre previsao do tempo, percebeu
que o programa que utilizava estava arredondando as casas decimais dos numeros
de seis para trés casas. Esta pratica resultou em diferencas significativas nos resul-
tados finais. Lorenz descobriu, através da imprevisibilidade nos sistemas dinamicos
nao-lineares, as consequéncias do caos deterministico. Até entdo, acreditava-se que
o estudo de métodos lineares era suficiente para entender e formular respostas acerca
da meteorologia [2].

Em 1963, Lorenz publicou um artigo seminal [2] no qual concluiu que a previsao
meteoroldgica a longo prazo era impossivel, a menos que se conhecessem as condigoes
atuais com precisao absoluta. Dada a imprecisao e a incompletude das observacgoes,
ele argumentou que a previsao precisa a longo prazo era inviavel, pois pequenos
erros nas condicoes iniciais poderiam levar a resultados drasticamente diferentes em
tempos longos. Este fenomeno ficou conhecido como Efeito Borboleta: a ideia de
que uma borboleta agitando o ar no Brasil poderia, no més seguinte, alterar sistemas
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de tempestades no Texas.

Lorenz, ao estudar uma série de equagoes de movimento de fluidos, mais especi-
ficamente para a convecgao, simplificou seu modelo ao maximo, eliminando todos os
termos que poderiam ser considerados irrelevantes. Ele acabou por encontrar trés
equagoes para descrever o comportamento do seu sistema [3, 4]. Este sistema, que
mais tarde ficou conhecido como Sistema de Lorenz, é descrito por:

& =o(y—u),

y=rr—y—zxz, (1)

z=uzy — bz.

: (d)

O I ‘ ! ! | I _30 ! | I | I | I ‘ I

-30 20 -10 O 10 20 30 0 10 20 30 40 50
Y t

Figura 1: Atrator de Lorenz para os parametros o = 10, r =28 e b = g; (a) z vs. x,
(b) y vs. x, (¢) z vs. y e (d) y vs. t. Figura retirada da referéncia [5].

Neste contexto, os parametros de controle s@o representados por o (associado ao
coeficiente de difusividade do fluido em estudo), r (diferenga de temperatura entre os
dois extremos do fluido) e b (razdo entre a altura e a largura do fluxo convectivo). A
nao linearidade que se manifesta nas equagoes (1) é de natureza quadratica, atribuida
aos termos cruzados xz e Xy.
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O sistema em questao revelou um mapa bastante complexo, esbocando uma
forma reminiscente de uma espiral dupla em trés dimensoes. Esta forma, semelhante
a uma borboleta com suas duas asas estendidas, pode ser observada na Figura 1.1
utilizando os parametros descritos na legenda da figura. Este fendomeno é conhecido
como atrator de Lorenz.

Um atrator é definido como um ponto ou conjunto de pontos invariantes no es-
paco de fases, para os quais as Orbitas proximas convergem apds um periodo de
tempo suficientemente longo. Ou seja, duas condigoes iniciais muito préoximas diver-
gem exponencialmente uma da outra. No caso do atrator de Lorenz, este apresenta
uma complexidade imensa, demonstrando a rica dinamica do sistema, apresentando
geometria complexa de dimensao nao inteira (fractal).

No contexto dos sistemas dinamicos, é essencial compreender sua definicao e
as propriedades que os caracterizam. Esses sistemas sao denominados dinamicos
porque existe uma relagao matematica que, a partir de um estado configuracional
inicial em um dado instante (frequentemente chamado de condigao inicial), permite
determinar o estado em instantes de tempo futuros. Em outras palavras, trata-se de
sistemas cuja evolucao das variaveis de estado depende do tempo como uma variavel.

Esses sistemas podem ser classificados de diversas formas, sendo uma delas ba-
seada no uso do tempo como uma variavel continua ou discreta. Quando o tempo é
tratado como uma variavel continua, os sistemas sao descritos por equagoes diferen-
ciais, e suas solugoes, conhecidas como fluxos, representam a evolucao continua do
sistema. Ja no caso de sistemas com o tempo representado de forma discreta, suas
solugoes, chamadas orbitas, sao obtidas por iteracoes sucessivas de um mapeamento
3, 4].

Além da categorizacao como continuos ou discretos, os sistemas dinamicos tam-
bém podem ser classificados como lineares ou nao lineares. Nos sistemas lineares,
as equagoes que descrevem sua dinamica possuem apenas termos de primeira or-
dem. Em contrapartida, os sistemas nao lineares apresentam termos com poténcias
de grau superior a um, ou mesmo funcoes como seno, cosseno, exponencial, entre
outras. Esses sistemas geralmente possuem parametros de controle que desempe-
nham um papel crucial na evolugao do sistema, influenciando fenomenos como caos,
sensibilidade as condigoes iniciais e estabilidade [5].

Sistemas dinamicos discretos, também chamados de mapeamentos ou simples-
mente mapas, sao ferramentas iteis na andlise e caracterizacao da evolugao temporal
de sistemas dinamicos. Eles oferecem uma abordagem mais simples em comparagao
com as equacgoes diferenciais das quais derivam. A complexidade dos mapas é de-
terminada pelo nimero de variaveis e pelos parametros de controle que influenciam
seu comportamento.

Ao investigar a evolugao dinamica de um sistema, partimos de um estado inicial
e analisamos a sequéncia de estados subsequentes gerados ao longo do tempo. Essa
sequéncia é denominada orbita e descreve a dinamica temporal do sistema sob uma
condigao inicial especifica. Mudando-se a condigao inicial, um novo conjunto de
estados é gerado, resultando em outra drbita distinta. O conjunto de todas as
érbitas possiveis constitui o chamado espago de fases [5].
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Desta maneira, entendemos como sistema dinamico um conjunto de equagoes en-
volvendo os mesmos conjuntos de varidveis que evoluem ao longo do tempo a partir
de uma regra matematica bem determinada, entende-se por caos a imprevisibilidade
e a sensibilidade do sistema as condigoes iniciais [1, 6]. O estudo de sistemas dina-
micos tem ganhado cada vez mais destaque nas ultimas décadas, contribuindo para
o entendimento da dinamica de problemas de diversas areas como Biologia, Fisica,
Matematica, Quimica, entre outros ramos do conhecimento. Diferentes aplicacoes
deste formalismo leva a aplicacoes que podem ser observadas em diversos estudos,
como tokamaks, guias de ondas, acelera¢do de Fermi e bilhares cléssicos [7, 8, 9, 10].

Através de equacoes matematicas, é possivel realizar estudos sobre os processos
de evolucao, para ter melhor compreensao e visualizacao de um determinado sistema
dinamico no decorrer do tempo.

Um sistema nao linear e cadtico pode ser descrito por meio de equagcoes diferen-
ciais (estas continuas no tempo, geralmente nao lineares) e de mapas (que descrevem
a evolugao temporal discreta em func¢ao das iteragoes das varidveis do sistema).

Neste interim, vale ainda destacar a contribuicao do matematico e fisico russo,
Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918), que revolucionou a andlise de siste-
mas dinamicos ao desenvolver uma abordagem pioneira para o estudo da estabilidade
[3], ao final do século XIX. Seus trabalhos abriram caminho para a investigagao tanto
de sistemas lineares quanto nao lineares, proporcionando uma base solida para a com-
preensao de sistemas com comportamento cadtico. Uma de suas contribuicoes mais
notaveis foi a introdugao de um “coeficiente caracteristico” que permite quantificar
a dinamica desses sistemas, atualmente conhecido como “expoente de Lyapunov”.

Para melhor expressarmos as nossas intengoes. organizamos este trabalho da
seguinte maneira: no Capitulo 1, apresentamos uma familia de mapeamentos dissi-
pativos bidimensionais. O espaco de fases apresentado é misto, com a coexisténcia
de ilhas de periodicidade, mares de caos e curvas invariantes spanning. Apresenta-
mos suas propriedades, como o espaco de fases, a matriz Jacobiana com as derivadas
parciais e os pontos fixos. No Capitulo 2, estudamos o diagrama de 6rbitas e os ex-
poentes de Lyapunov, além das propriedades de invariancia de escala. No Capitulo
3, sera apresentado o conjunto de variedades estaveis e instaveis, assim como as
bacias de atracao. Por fim, apresentamos as conclusoes e perspectivas de trabalhos
futuros.

Todas as simulagoes numéricas realizadas para a construgao dos espacos de fase,
dos diagramas de bifurcacao, das bacias de atracao e dos demais diagramas apresen-
tados ao longo do texto foram computadas utilizando a linguagem de programacao
FORTRAN, em um ambiente Linux. As figuras foram geradas com o auxilio do
software Grace.
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Capitulo 1

O mapeamento

Este Capitulo é dedicado a apresentacao do modelo do mapeamento que sera o
objeto de estudo desta dissertacao. Através do desenvolvimento do espaco de fases,
serao abordadas algumas caracteristicas importantes do modelo.

1.1 Obtencao

Sistemas Hamiltonianos descrevem uma grande gama de fenémenos fisicos.
Portanto, para a constru¢ao do mapeamento bidimensional, consideremos o Hamil-
toniano a seguir:

H([la [27 91702) = H()(Il>[2) + 6Hl<[17[2761792)7 (11)

sendo € e [ varidveis angulo-acao. O parametro e trata-se de um pré-fator que
controla a transigao da integrabilidade do sistema (¢ = 0), para nao integrabilidade
(e # 0). Assumimos que 6, é constante (mod 27).

Além disso, a parte integravel estd representada por Hj, ao passo que H; diz
respeito a parte nao integravel. O sistema é dito integravel quando se tem tantas
constantes de movimento quanto graus de liberdade. Quando essa condicao for
satisfeita, o espaco de fases apresenta dinamica regular e estd confinado superficies
toroidais. Se tal condicao nao é satisfeita, o sistema passa a ser nao integravel: as
superficies toroidais serao destruidas e surgirao ilhas periédicas e o mar cadtico, que
comecaram a coexistir no mesmo espago de fases [11].

O sistema Hamiltoniano considerado possui dois graus de liberdade. Se for inte-
gravel, sua Hamiltoniana H é escrita nas variaveis angulo-acao 6 e I. Tal Hamilto-
niana ¢ independente do tempo, logo, a energia do sistema ¢é constante e a dimensao
do espaco de fases pode ser reduzida de quatro para trés variaveis dinamicas. Desta
maneira, podemos remover uma variavel, como, por exemplo, I e reescrever a Ha-
miltoniana sem ela. Assim, teremos um mapeamento bidimensional que enuncie
qualitativamente o comportamento da equacao anterior, sendo descrito da seguinte
maneira [1, 5]:
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T - { ]n+1 = In + eh(e'rm ]n-‘rl)? (12)

9n+1 = [Qn + F(]n-i-l) + Ep(env In+1)] mod (271’),

sendo h, F' e p fungoes nao lineares de suas variaveis, onde o indice n denota a
enésima iteracao do mapeamento. Para que o mapeamento apresente preservagao
de volume no espago de fases, as expressoes de h(0,, I,,+1) € p(0,, [,1+1) devem se
relacionar como:

ap(gna In—i—l) + ah(gn) ]n—‘rl)
a0, I

A seguir, na secao 1.2, serao apresentadas algumas caracteristicas do comporta-
mento do sistema conservativo.

=0, (1.3)

1.2 Caso conservativo

Para que a equacao (1.3) tenha sua drea preservada no espago de fases, as fun-
coes h(0n, Ih+1) € p(On, Iny1) devem obedecer a algumas relagdes inerentes, onde
consideramos o determinante da matriz Jacobiana:

8In«i»l aIn«l»l
g (Jn Ju) S T
n+1 n+1 )
Jo1 Jag oL 5,
onde os coeficientes da matriz J sao obtidos a partir das derivadas parciais em

relacdo as varidveis dinamicas. A partir dos elementos de tal matriz, encontramos
que seu determinante é dado por:

1 + Eap(ggéInJrl)
Det] = 5ot (1.4)
— € 8IrH»l

Analisando o determinante, é possivel concluir que havera preservacao no espaco
de fases quando:

ap(ena In+l) + 8h(9n7 [n-i-l)
a6, RIA

desta forma, o mapeamento serd conservativo.

A escolha das funcoes F', h e p é feita conforme o modelo a ser investigado.
Podemos citar diferentes aplicagoes encontradas na literatura, ao considerarmos
P(On, Iny1) =0 e h(0,, I,41) = sin(6,), como por exemplo:

=0 (1.5)

o F(Ip41) = L1 + EI2,,, 0 mapa logistico twist [12];
o F(I,11) = I,41, o mapa de Taylor-Chirikov [13];

o F(l,+1) = &I, com £ constante, o modelo bouncer [14];
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o F(l,41) = ﬁ, o modelo Fermi-Ulam [15].
Desta maneira, para o desenvolvimento deste trabalho, considerando um mapa
nao linear bidimensional:

. {InH = I, + esin(0,), (1.6)

_ 1
9n+1 = Qn + m mod(27r),
onde v e € sao os parametros de controle do sistema, as variaveis angulo-acao sao
representadas por 6 e I, respectivamente. O parametro € controla a intensidade da
nao linearidade da seguinte maneira:

e ¢ = (), o sistema ¢ integravel, apresentando uma dinamica regular;

e ¢ # 0 o sistema passa a ser nao integravel, a regularidade anteriormente ob-
servada serda aniquilada e o espaco de configuracoes exibe uma composicao
mista.

Uma vez conhecidas as equagoes do mapeamento, o proximo passo ¢ investigar se
ocorre ou nao a preservacao da area no espaco de fases. Para isto, é preciso obter o
determinante da matriz Jacobiana, como definida pela equagao (1.4), onde teremos:

=i

Jis = 681791_: = ecos(0,,),

T = Ot = e sl - S,

Jos = 8%:1 =1- m - sgn(lnia) - aaiezl,
onde sgn(l,41) = { _11’ ﬁ:i z 8 )

Tendo encontrado os elementos da matriz Jacobiana, obtemos que o determinante
¢ dado por:

detJ =1 (1.7)

Consequentemente, de acordo com o Teorema de Liouville [16], podemos afirmar
que ocorre a preservacao de volume no espaco de fases. Isto significa que, mesmo que
ocorram mudancas no espaco de fases, o volume que os pontos ocupam permanece
inalterado.

Na secao 1.3, discutiremos algumas propriedades relacionadas ao caso dissipativo.
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1.3 O modelo dissipativo

Para o desenvolvimento deste projeto, ao introduzirmos de forma genérica uma
dissipac@o § na componente a¢ao do sistema, a equagao (1.6) passa a ser escrita da
seguinte maneira:

1.8
Opir =0, + 7 mod(2m), (18)

\In+1|7

T {]n+1 =01, + esin(6,),

onde o parametro § € [0, 1] controla a dissipagdo. O parametro € controla a intensi-
dade da nao linearidade da seguinte maneira:

e quando e =0 e d = 1, o sistema é integravel,
e ¢ 20 e d =1 gera um espaco de fases misto.

O médulo sendo necessario para prevenir que a variavel acao I tome valores negati-
vos. Além disso, se:

e 0 = 1, o sistema conservativo é recuperado, tal que ha uma preservacao de
volume no espaco de fases, comportamento andlogo a uma colisao eléstica;

e 0 < 0 < 1 significa que hé violagdo do teorema de Liouville, com det(J) # 1,
sendo J a matriz Jacobiana;

e 0 = 0 comportamento andlogo a uma colisao inelastica.

Apoés estabelecermos as equacoes do mapeamento e compreendermos o desenvolvi-
mento do algoritmo, um dos aspectos a ser investigado é a preservacao da area no
espaco de fases. Para isso, é crucial calcularmos o determinante da matriz Jaco-
biana, definida anteriormente pela equacao (1.4). Para o mapeamento definido na
equacao (1.2) os coeficientes da matriza Jacobiana serao:

Jin = a;’}: - =4,

Jip = 85;2:;1 = ecos(0,,),

Jo = 527}:1 = —vm - sgn(Lny1) - ag}:l,

Jog = 82g:1 =1- m ~sgn(lni1) - a@i@:l’
onde sgn(I,41) = { _117 211 i 8 )
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Calculando o determinante encontramos:

DetJ = 6. (1.9)

Para 6 = 1, o sistema conservativo é recuperado e o determinante DetJ = 1,
resultando na preservacao de volume no espago de fases [17]. Em contrapartida,
para § # 1, de acordo com o Teorema de Liouville [16], a drea no espago de fase nao
é preservada.

1.4 Espaco de Fases

A figura 1.1 mostra o espago de fases para v = 1: (a) § = 1 e e = 0,01; (b)
§=0,99ee=0,01;e(c)d =0,87ee=0,001. Foram realizadas 107 iteragoes e, ao
aplicar um transiente, as 1ltimas 850 colisoes foram registradas. Podemos observar
que a figura 1.1(a) mostra o espaco de fases para o sistema conservativo com uma
estrutura mista composta por um mar de caos em volta de ilhas periddicas e limitado
por curvas invariantes spanning ao passo que as figuras 1.1(b) e (¢) mostram o espago
de fases para o sistema dissipativo. Podemos observar, ainda, que devido a escolha
dos parametros de controle, a estrutura mista observada para o caso conservativo
é destruida, convergindo a dérbita para atratores cadticos. Para outras escolhas dos
parametros de controle, é possivel notar observar a convergéncia de érbitas para
atratores pontos fixos no espaco de fases.

Tendo em vista que neste trabalho investigaremos a convergéncia de érbitas para
o estado estacionario proximo as bifurcacoes, consideraremos em nossas investigacoes
o sistema dissipativo.

1.5 Pontos Fixos

Os pontos fixos do mapeamento (1.8) s@o obtidos através da condigao:

[n+1 = ]n = I*y
Oy = 0, = 0 + 2m,

onde m = 1,2, .... Desta forma, substituindo tais condi¢oes na equacao do mapea-
mento 1.8, encontramos:

1
Organizando os termos da equagao (1.10), temos:
esin(0)
1—06

Analogamente, para encontrar o outro ponto fixo:

I =

(1.11)
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Figura 1.1: Espago de fases para o mapeamento (1.8), considerando vy = 1: (a) § =1
e, e=0,01;(b) 6=0,99¢,e=0,01; e (c) §=0,87 ¢ e = 0,001

0 (60 — 1) = —esin(0"). (1.12)

Levando em consideracao as condigoes do termo angular sin e adicionando a expres-
sao (1.11) temos duas expressoes para 6%, sdo elas:

07 = arcsin =0y, ) =1, (1.13)
€ (2mm)~
05 = m—arcsin L0y, W) : (1.14)
€ (2mm)~

Desta forma, as coordenadas dos pontos fixos serao:

o /1= 1\~ 1\~
( 1,] ) = arcsin ( c ) . (M) ,:l: (M) s
1 1
1—-96 1 kl 1 kl
“ 1) = |7 — arcsi A — +(— 1.1
0= (o[ (20 ()] 2 (2)).
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onde a equagao (1.15) apresenta os pontos fixos assintoticamente estaveis e a equacao
(1.16) apresenta os pontos fixos do tipo sela [18].

1.6 Convergéncia para o ponto fixo

Visto que investigaremos a convergéncia de orbitas para o estado estaciondario
préximo as bifurcagoes, precisamos considerar a distancia ”d” da condigao inicial até
o ponto fixo. Sendo assim, temos que, para tempos de convergéncia suficientemente
curtos n < n,, supomos que:

d(n) « dg, (1.17)

enquanto para tempos suficientemente longos n > n,, supomos que:

d(n) o n”. (1.18)

O tempo caracteristico n, marca o regime do decaimento da mudanga, de forma
que:

Ny X dg. (1.19)

As trés hipoteses de escala acima permitem descrever a convergéncia de érbitas
para o ponto fixo através de uma funcao homogeénea generalizada, sendo esta uma
funcao que deve satisfazer:

[z, y) = 1f(1%, 1y), (1.20)

onde [ é um fator de escala e a e b expoentes caracteristicos. No nosso caso, escre-
vemos:

d(n, dy) = 1d(1°n, I°dy). (1.21)

Como [ é um fator de escala, podemos escolher [*n = 1, assim:

'n = 1, (1.22)

1
1\« 1
[ = (—> — l=n"a,
n

Levando a equagao (1.22) na expressao (1.21), podemos escrever:

((n=%)n, (n™=)*dy), (1.23)

d(n,dy) = na
é (1 n75d0>

d
d(n,dy) = n ad
Assumindo que a fungdo (1.24) é constante para n < n, e comparando com a
primeira hipétese de escala dada pela equacao (1.17) podemos concluir que:
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din) = nP, (1.24)

din) = nou

Logo, podemos escrever que [ = - % Em seguida, escolhendo 1°dy = 1, temos:

’dy = 1, (1.25)
1 _1
(d—) l=dy",
Substituindo agora a expressao (1.26) na equacao (1.21) temos:
dln,do) = dg "a((d "), (dy )1, (1.26)

a

d(n,do) = dyPd(dyn,1).

Assumindo agora que a expressao (1.27) seja constante para n > n, e compa-
rando com a segunda hipétese de escala dada pela equagao (1.18), podemos concluir
que:

din) = dg, (1.27)
_1
din) = d,°*.
Logo, temos que o = - % Analisando as duas expressoes para o fator de escala, ou
seja, as equagoes (1.25) e (1.27), e sendo o = —% e = —%, concluimos que:
_1 1
dy" = n e, (1.28)
s = n?

Dessa forma, podemos escrever que:

n’ = ds, (1.29)

n, = dg.

Comparando com a terceira hipdtese de escala dada pela equagao (1.19), finalmente
definimos a lei de escala como:

(1.30)



Capitulo 2

Diagrama de Bifurcacao

Neste Capitulo, investigaremos os efeitos da introducao de dissipagao em um
sistema, explorando as propriedades resultantes dessa modificacao. A partir dessa
analise, sera possivel realizar um estudo sobre o decaimento das orbitas para um
atrator cadtico.

2.1 Diagrama de drbitas

Compreendido o procedimento para a obtencao de pontos fixos, é possivel in-
troduzir o conceito de diagrama de érbita. Esse diagrama ilustra o comportamento
assintotico de uma trajetéria a partir de uma condicao inicial zq, variando o para-
metro de controle. A regiao do espago de fase para onde as trajetérias convergem
assintoticamente é denominada atrator.

Quando uma pequena variagao em um parametro de controle produz uma mu-
danca repentina no comportamento do fluxo de solugoes do sistema, ocorre uma
bifurcacao. As bifurcacoes podem ser classificadas em locais e globais. As bifurca-
¢oes locais ocorrem quando uma variagao em um parametro de controle resulta na
mudanca de estabilidade de um ponto fixo, afetando diretamente o comportamento
local do sistema. Ja as bifurcagoes globais acontecem quando conjuntos invariantes
(como atratores cadticos, por exemplo) colidem com variedades instaveis, levando a
destruicao do atrator cadtico. Esse tipo de destruicao provoca uma mudanca pro-
funda no sistema, que nao pode ser prevista unicamente pela analise da estabilidade
dos pontos fixos [5]. Um exemplo classico de bifurcacao global sao as chamadas crises
de fronteira, fenomeno em que o comportamento do sistema muda drasticamente,
muitas vezes de forma imprevisivel, a medida que diferentes estruturas dinamicas
entram em interacao. Neste capitulo, focaremos nas bifurcagoes locais.

Quando v = 1, a Figura 2.1 mostra o comportamento do diagrama de érbitas
para o mapeamento (1.8), considerando § = 0,75. Como condigao inicial, foi es-
colhido (Iy, 8y) = (0,01, 7). Tal condicdo foi iterada 10° vezes e, ao aplicar um
transiente, as ultimas 100 colisoes foram registradas.

Uma ampliagao das Figuras 2.1 (a,c) é apresentada nas Figuras 2.1(b,d), consi-
derando 7 = 1, § = 0,75. A Figura 2.1(a) ilustra o diagrama de érbitas I vs. € e
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2.1(b) representa 6 vs. e.

0.6 T T T T T T T
0.4 0.2
0.2
~ 0
0.2 0,15
-0.4 R _
0.6 [ by oy
0,095 0.1 0,105 0,11
(a) (b)
6 2T T T T T T T
3 'C \
4 0.8 - =
@3 0.6 \ x
2 0.4 3
& 43
L - \ T
0 o 1 1~
0,07 0,08 0,09 0.1 0.11
(c) (d) E

Figura 2.1: Diagrama de 6rbitas para o mapa (1.8), considerando 6 = 0,75 e v = 1.
Em (a) and (b), temos I vs. €, enquanto (c) e (d) mostram 6 vs. €.

A presenca de perturbacoes externas, como a dissipacao, ocorre em diversos
contextos fisicos, sendo um tema amplamente abordado na literatura. Sistemas nao
lineares dissipativos, descritos por equacoes diferenciais ou mapeamentos discretos,
podem apresentar a coexisténcia de multiplos atratores simultaneamente, sejam eles
periédicos, cadticos ou, em muitos casos, ambos [5].

Nesta secao, destacamos uma caracteristica importante do efeito da dissipacao
no sistema. Quando introduzimos uma dissipacao de magnitude muito pequena, o
sistema passa a exibir um comportamento dominado pelo surgimento de atratores
de pontos fixos com diferentes periodos [18, 19]. Para construir a Figura 2.2, foram
realizadas 10* iteragoes, no intervalo de condigoes iniciais I € [22 x 1072,22 x 10?]
e 6 € (0,27]. As cores indicam o periodo de cada atrator e cada periodo tem seu
proprio caractere.

A figura 2.2 ilustra os atratores ponto fixo com periodos superiores a 1, obtidos
para os parametros 0 = 0,999, ¢ = 0,18 e v = 1. As cores indicam os periodos
de cada atrator: em preto, érbitas de periodo 2; em vermelho, o6rbitas de periodo
5; em verde, Orbitas de periodo 6; e, em azul, 6rbitas de periodo 35. E importante
observar que atratores de formatos distintos, mas representados por uma mesma cor,
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correspondem ao mesmo conjunto periédico.

Podemos observar uma simetria, que decorre da natureza trigonométrica da di-
namica, cuja estrutura periédica e propriedades impares (como sin(—6) = — sin(6))
geram reflexdes e repeticoes no espago de fase. Além disso, a matriz Jacobiana do
sistema, ao conservar certas estruturas (como drea ou tragos de reversibilidade),
impoe restrigoes nos autovalores que se refletem na simetria das orbitas periddicas.

T T T I |*w_ I |_)ﬁ. [ T I T
*
045 * —
* = |Ps ~ 1 P35
i e = .
02+ —
— [ —
02 —
. ﬁ » L T
- 8% 4 P35 g

04— P53 w £ —

¥ | ’%‘% I L | L | L I ! | 1
0 1 2 3 4 5 6 7

&

Figura 2.2: Orbitas periddicas obtidas aplicando os parametros 6 = 0,999, e = 0, 18
ey=1

2.2 Expoentes de Lyapunov

O célculo do expoente de Lyapunov baseia-se na andalise de um par de trajetérias
proximas no espaco de fase, medindo a taxa de divergéncia ou convergéncia entre elas
ao longo do tempo. Em sistemas cadticos, pequenas diferencas nas condigoes iniciais
podem se amplificar significativamente ao longo do tempo. Esse comportamento é
evidenciado por um expoente de Lyapunov positivo, que caracteriza a sensibilidade
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Figura 2.3: Divergéncia entre duas condigoes iniciais. Figura retirada da referéncia
[22].

as condigoes iniciais. Ja nos pontos de bifurcagao, o expoente de Lyapunov assume
valor nulo, refletindo a transicao entre diferentes regimes dinamicos [20, 21].

Sendo um dos indicadores mais comuns para a dinamica cadtica, os expoentes de
Lyapunov quantificam a sensibilidade as condigoes iniciais de sistemas dinamicos,
isto é, a contracao ou expansao exponencial média ao redor de um ponto no espaco
de fases. Conforme a evolucao de um sistema dinamico no tempo, é descrita a
velocidade com a qual dois pontos préximos das condigoes iniciais do sistema se
aproximam ou se afastam exponencialmente [20, 21]. Na Figura 2.3, temos uma
exemplificacao da divergéncia entre duas condi¢oes iniciais vizinhas, sendo estas
xo e yo. Além disso, Jy representa uma distancia infinitesimal [22]. Caso um dos
expoentes encontrados for positivo, a orbita é dita cadtica. Os expoentes ainda
possibilitam obter informacoes acerca da estabilidade de um atrator de acordo com
suas diregoes de contragao (A < 0) e de expansao (A > 0).

Desta maneira, nesta secao serd utilizado o cédlculo do expoente de Lyapunov
para a caracterizacao do comportamento cadtico encontrado no espaco de fases dos
modelos conservativo e dissipativo. Para sistemas unidimensionais o calculo é feito
através das derivadas das equagoes diferenciais que governam a evolucao temporal
do sistema ao longo da érbita, da mesma forma que para a obtencao da estabilidade
do sistema através da equagao [5, 23

N-1

1

A= Azo) = Jim — > In|F'(x)], (2.1)
=0

onde a fungao F' fornece o mapeamento discreto unidimensional.
Para o caso bidimensional, os expoentes de Lyapunov sao obtidos a partir da
seguinte expressao [23]:

N—oo

1
A; = lim Nzn\Ag.N)\, i=1,2, .., (2.2)
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em que |A§~N)| representa os autovalores da matriz M definida por:

N

M =[] 71 6:), (23)

j=1
sendo J; é a matriz Jacobiana do mapeamento avaliado ao longo da érbita (1;,6;).
E importante ressaltar que a aplicacao direta de um algoritmo computacional para
avaliar a equacao traz consigo profundas limitagdes na obtengao da matriz M. No
contexto da convergéncia, que se manifesta em grandes ordens de magnitude (N),
o acumulo dos produtos das matrizes (J;) pode resultar em um répido crescimento
dos coeficientes, o que desencadeia problemas numeéricos significativos. Esses pro-
blemas, por sua vez, tornam a implementacao do algoritmo desafiadora, dificultando
a estimativa de \.

Para lidar com essas dificuldades, optaremos pela utilizacao do algoritmo de
triangularizagao, proposto por J.P. Eckmann e D. Ruelle [23]. Tal algoritmo envolve
a decomposi¢ao da matriz (J) em um produto de uma matriz triangular (7") por
uma matriz ortogonal (0), ou seja:

J =0T,

sendo (J) a matriz Jacobiana. Vale ressaltar que uma matriz ¢ dita ortogonal quando
sua inversa € igual a sua transposta, isto €,

o l=0".

Considerando a definicao anterior, torna-se evidente que a matriz (M) pode ser
reescrita da seguinte maneira:

M = JyJp1dng.dody = Jydn1dn_2...J20107 1.

Definindo T} = @fl J1 e o produto Jo, ©1= J,. Seguindo o mesmo raciocinio podemos
escrever

M == Jan_l, ceey J3@2@2_1j2T1.

Analogamente, para obtermos Ty = ©,'.J, e assim sucessivamente. Assim, ava-
liando a diagonal principal da matriz triangular (7"), composta pelos elementos 77,
e Tyy. Em seguida, devemos encontrar os coeficientes deT} = @1_1 J1, 0s quais sao

eXPressos por:
o — (cos(@) —sin(9)) g <j11 j12>
! sin() cos(9) )7 ! J21 J22

(S50 ) Gy = ().

Desenvolvendo o produto das matrizes, teremos:
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jll COS(Q) + jgl 8111(9) jlg COS(&) + jgg Sln(e) _ T11 T12
—j11 8in(0) + jo1 cos(0) —jiasin(f) + joo cos(0) 0 T,

sendo Ty = 0, 0 que resulta em —jp1 sin(f) + jog cos(f) = 0, obtemos a seguinte
relacao:

ja _ sin()
i cos(d) (2.4)

J21
Ju
funcao que acarreta em um custo computacional indesejado. Para contornar essa
questao, é preferivel utilizar as expressoes de sin(f) e cos(#) diretamente de J, o que

simplifica o processo e evita a necessidade de calculos adicionais. Assim,

Pode-se observar que ao empregar 6 = arctan( ), nos deparamos com uma

. J21
sin(9) = —22 (2.5)
Vit +Jn
cos(f) = ——IL (2.6)

/2 2
Ji1 2
Por fim, podemos derivar as expressoes para os elementos na diagonal principal

da matriz (T') conforme mencionado anteriormente. Isto é, ao expressar Tj; =
J11 €os(0) + 721 8in(0) e Tog = Jog cos(f) — jiosin(f), obtemos:

2 2
JintJ
T, = uth 27)
Vi1t Ja
Vit + 5

Com base nos autovalores 177 e Th, podemos calcular numericamente os expoen-

tes de Lyapunov para uma orbita cadtica no espacgo de fases do modelo de interesse.
Uma das principais e mais interessantes caracteristicas dos expoentes de Lyapu-

nov € a de que para sistemas conservativos, que € este caso, devemos ter A\; + Ay = 0,
N

ou seja, »_ A; = 0 onde N identifica o nimero de equagoes do mapeamento discreto
i=0
investigado [5].

A Figura 2.4 mostra a evolucao temporal do expoente de Lyapunov para o mo-
delo conservativo. Para seu desenvolvimento foram usadas cinco condig¢oes iniciais
diferentes, conforme mostra na legenda da figura, iteradas 5 x 10% vezes. Podemos
perceber que apesar de condigoes iniciais diferentes, as orbitas convergem para um
valor constante apés um nimero suficiente grande de iteragoes e através desse de-
senvolvimento calculou-se a média dessas cinco condigoes iniciais e encontramos o

Ty = (2.8)
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Figura 2.4: Comportamento do expoente de Lyapunov para o caso conservativo.
Cinco condicoes iniciais foram escolhidas e cada uma foi iterada 10% vezes. Os
parametros utilizados foram § =1,y =1e e =0,01.

valor do expoente de Lyapunov médio, tal qual, aqui, de A =1,69+0,005. O erro
+0,005 representa o desvio padrao das cinco curvas.

Analogamente, para o caso dissipativo, obtemos também o comportamento do
expoente Lyapunov positivo e negativo médio em funcao do parametro de controle
€.

O estudo e desenvolvimento das caracteristicas acerca dos espacos de fases, do
estudo da matriz Jacobiana e também da investigacao acerca dos expoentes de Lya-
punov para os dois modelos de investigacao proporcionaram uma base, uma refe-
réncia para o desenvolvimento avaliado nas proximas se¢oes. Podemos perceber que
ao introduzir a dissipagao no sistema ha a presenca de atratores no espaco de fases
e buscaremos analiséd-los e caracterizar alguns exemplos que podem ser obtidos a
partir desse modelo.

A Figura 2.5 ilustra o comportamento dos expoentes de Lyapunov referente ao
mapeamento (1.8). Para a construcao das curvas visualizadas no diagrama, os para-
metros de controle utilizados foram ¢ = 0,001, 6 = 0,87 e v = 1. Foram escolhidas
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Figura 2.5: Curva do comportamento do expoente de Lyapunov com os parametros
de controle € = 0,001, 6 = 0,87 e v = 1. Cinco condigoes iniciais foram escolhidas
e cada uma foi iterada 10% vezes. A Fig. 2.5(a) mostra o comportamento dos
expoentes de Lyapunov positivos e a Fig. 2.5(b), dos negativos. Em (c), a soma das

médias dos expoentes.
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cinco condicoes iniciais diferentes, como representadas na figura, e cada uma das
condigoes foi iterada 10% vezes. A Fig. 2.5(a) mostra o comportamento dos expo-
entes de Lyapunov positivos e a Fig. 2.5(b), dos negativos. A soma das médias dos
expoentes é da mesma magnitude que 1 —§ =1 — 0,87 ~ —1071.

Para investigar o comportamento da convergéncia para o estado estacionario, na
bifurcacao e préximo a ela, é necessario um estudo meticuloso utilizando a estabili-
dade de periodo um, junto ao expoente de Lyapunov. Isto resulta em uma bifurcagao
de duplicagao de periodo, como podemos observar em €, = 0,09717528573. A figura
2.6(a,b) mostra o diagrama de 6rbitas para o mapa (1.8) enquanto 2.6(c) mostra o
comportamento do expoente de Lyapunov em funcao de e.

T T T T R — —
(a) — _ :f/ )
1 | 1 | 1 -h| ----------- P e L |
0,097 0,0971 0,0972 0,0973 0,0974 0,0975
T T T T T T T T T T
e | o B
I | . | . e S B
0,097 0,0971 0,0972 0,0973 0,0974 0.,0975
0 T T T T T T T T T T
© 05 ]
=< 01 —
015+ |
C 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | .
0,097 0,0971 0,0972 0,0973 0,0974 0,0975

Figura 2.6: (a,b) Mostra os diagramas de drbitas para o mapa (1.8), enquanto (c)
mostra o comportamento do expoente de Lyapunov em fungao de €. Os parametros
de controle utilizados foram 6 = 0,75 e v = 1.

2.3 Propriedades de escala

Nosso objetivo ¢ analisar o comportamento da convergéncia para o estado estaci-
onario proximo a uma bifurcacao. Ao se observar um par de trajetérias préximas no
espaco de fase e medir a taxa de divergéncia ou convergéncia entre elas ao longo do
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tempo, determina-se o expoente de Lyapunov. Em sistemas cadticos, pequenas dife-
rencas nas condigoes iniciais podem resultar em grandes disparidades futuras. Esse
comportamento ¢é evidenciado por um expoente de Lyapunov positivo, refletindo a
sensibilidade as condigoes iniciais. Ja em um ponto de bifurcacao, o expoente de
Lyapunov assume um valor nulo. Esta investigacao revela uma bifurcacao de dupli-
cacao de periodo em €, = 0,09717528573, sendo este o parametro examinado neste
estudo. [24, 25]

A dinamica d em funcao de n, para diferentes condic¢oes iniciais, considerando e,
e o = 0,75 é apresentada na Figura 2.7. Podemos observar que a convergéncia para o
estado estaciondrio ¢ medida por d,, = v/(I,, — I*)? + (6,, — *)2, como observado na
figura a seguir, para os parametros de controle 6 = 0.75, v = 1ee. = 0,09717528573.
As curvas apresentadas na Figura 2.7 exibem o seguinte comportamento: por um
curto intervalo, n < n,, as curvas permanecem em um plato estacionario, que pode
ser descrito pela relagao d o< dj, onde « representa a saturacao e a = 1, pois o plato
se encontra constante estacionado sobre dy por um longo intervalo de n.

Eventualmente, a dinamica do sistema abandona o platdo apés um nimero de
iteracoes n, e entra em um regime de decaimento caracterizado por d(n) oc n”, onde
n > n, e [ é um expoente critico que fornece o decaimento para o ponto fixo. Um
ajuste de lei de poténcia da figura 2.2 mostra § = —0.494(1). Isso indica que, uma
vez fora do plato, o valor de d(n) diminui com uma taxa inversamente proporcional
a raiz quadrada do nimero de iteracdes, n~'/2.

Por ultimo, o nimero de iteracoes de transi¢ao é dado por n, o dj, sendo z outro
expoente critico. O crossover, que marca a mudanca do regime de platoé constante
para o decaimento em lei de poténcia, e o terceiro expoente critico descreve como o
ponto de transicao n, que depende do valor inicial dj.

Estas hipoteses de escala nos da a seguinte lei:

A figura 2.7 (b) exibe uma sobreposicao de todas as curvas mostradas na figura
2.7 (a) em uma unica curva universal apos as transformagoes d — d/d§ e n — n/dg,
representando a invariancia de escala para a convergéncia para o ponto fixo.

2.3.1 Expoentes Criticos

A evolucao para o estado estacionario na bifurcacao de duplicacao de periodo
¢é conhecida por ser descrita por uma funcao homogénea e generalizada, que leva
a uma lei de escala. Ao focarmos no parametro critico €., que marca o inicio da
duplicagao de periodo, identificamos trés expoentes criticos: «, 3 e z, que governam
as leis de escala da convergéncia para o atrator.

Os resultados obtidos mostram boa concordancia com estudos anteriores sobre
o modelo de Fermi-Ulam [25]. No entanto, a classe de universalidade associada
ao mapeamento (1.8) apresenta um leve desvio em relacdo aquela relatada para o
modelo Fermi-Ulam, cujos expoentes sao o = 1, f = 1/2 e z = 2. Essa comparagao
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evidencia distingoes sutis entre os dois modelos e reforca a importancia de investigar
tais variacoes nas classes de universalidade no contexto de sistemas dinamicos.

Notavelmente, embora os expoentes obtenham um leve desvio em relagao aos
valores reportados na literatura, eles ainda guardam uma forte semelhanca com
aqueles encontrados em mapeamentos unidimensionais [26, 27, 28, 29] que passam
por bifurcagoes semelhantes, indicando uma forma de universalidade que transcende
a dimensionalidade [5, 30, 19].

O expoente z pode ser obtido de duas maneiras. A primeira é através da equagao
(2.9), onde:

1

- —0,494
ou por um ajuste numérico. A Figura 2.8, ilustra a determinacao numérica do expo-
ente z por meio de um ajuste de lei de poténcia do niimero de iteragoes de transigao
n, em fungao da condigao inicial dy. O expoente z ~ —1.94(9) estd em concordancia
com as previsoes tedricas e confirma a robustez do comportamento de escala. Tal
resultado reforca a ideia de que a dinamica de convergéncia proxima a bifurcacoes
do tipo duplicagao de periodo pertence a uma classe universal, independentemente
da complexidade dimensional do sistema subjacente [5, 19].

A evolugao para o estado estacionario que leva aos mesmos expoentes para o
caso bidimensional precisa de transformacoes de escala adequadas, sendo elas:

2 ~ —2,024, (2.10)

d—d/dg,
n — n/dg.

Tais transformacoes causam a sobreposicao de todas as curvas mostradas na
figura 2.7(a) e provam a invariancia de escala para a convergéncia para o ponto
fixo. Esses achados nao apenas fortalecem as conexoes entre sistemas dinamicos de
baixa e alta dimensao, como também fornecem uma base solida para a extensao das
analises de leis de escala a modelos mais complexos e realistas. Tal universalidade
¢é essencial para compreender o panorama mais amplo dos fenéomenos nao lineares,
desde mapas simples até modelos com motivagoes fisicas.
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Figura 2.7: Comportamento de convergéncia de diferentes distancias para os pon-
tos fixos em (a) e em (b) a sobreposicao de todas as curvas para uma universal

apds as transformacoes de escala apropriadas. Os parametros utilizados foram
€. = 0,09717528573, vy =1¢e 6 =0, 75.
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Figura 2.8: Ajuste em lei de poténcia fornecendo o expoente z. Tal expoente ca-
racteriza a relagao n, o dj, onde n, marca a transicao de um plato constante para
o decaimento em lei de poténcia, e dy é a distancia inicial até o atrator. O ajuste
confirma o comportamento esperado e fornece uma estimativa de z consistente com
o resultado analitico dado por z = /.
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Capitulo 3

Crise de Fronteira

Neste Capitulo, caracterizamos uma crise de fronteira e apresentaremos as va-
riedades estaveis e instaveis. A partir delas, serd possivel analisar a construcao de
bacias de atracao para diferentes valores do parametro ¢.

3.1 Obtencao das Variedades

Ao variarmos o parametro de controle, ocorre a mudanca de estabilidade entre os
pontos fixos [5, 31]. Tal mudanga pode acarretar em alteragdes drésticas no espago
de fases, como destruicao, criagao, contracao ou expansao de atratores cadticos.

No Capitulo 2, estudamos as bifurcacoes locais do sistema. Neste Capitulo,
estudaremos uma bifurcagao global: a crise de fronteira, caracterizada a partir do
cruzamento de variedades estaveis e instaveis, oriundas do mesmo ponto de sela. Tal
cruzamento resulta em uma colisao das fronteiras da bacia de atragao do ponto fixo
assintoticamente estavel com a da bacia de atracao do atrator cadtico.

Uma crise de fronteira ocorre quando uma variedade estavel intercepta uma
variedade instavel. Sabemos que um nico cruzamento entre essas variedades resulta
em um numero infinito de cruzamentos [31]. Como consequéncia, um atrator caético
¢é abruptamente destruido e substituido por um transiente cadtico.

Isso significa que, se uma condicao inicial for definida na regiao onde o atrator
caotico existia antes da crise, a dinamica permanece naquela regiao por um certo
tempo. Eventualmente, a particula encontra uma trajetéria que a leva a escapar
desse dominio, movendo-se em direcao a outro atrator, que, no caso analisado, cor-
responde a um ponto fixo atrativo.

Para a construgao das variedades instaveis, utilizando o mapeamento (1.8). Apds
obtermos os pontos fixos, apresentados na equagao (1.16), partimos de um conjunto
de condicoes iniciais suficientemente proximas do ponto de sela, mas ao longo de
autovetores cujos autovalores serao maior que 1 em modulo. A evolugao da dinamica
levara a érbitas que se afastam do ponto de sela. Com o passar do tempo, as
variedades instédveis se afastarao do ponto fixo [32].

A variedade instavel associada ao ponto de sela possui dois bragos distintos. Um
deles afasta-se do ponto fixo do tipo sela e converge assintoticamente para o ponto
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fixo estavel, descrevendo uma trajetéria em espiral no sentido anti-horario. Ao
longo do tempo, a amplitude do movimento diminui gradualmente, até que, apés um
tempo suficientemente longo, a dinamica atinge o estado estacionario, permanecendo
confinada no ponto fixo assintoticamente estavel por todo o tempo futuro. O segundo
braco também se afasta do ponto de sela, mas, diferentemente do primeiro, dirige-
se em direcao ao atrator cadtico, mergulhando na complexidade da dinamica nao
linear.

Em contrapartida, as variedades estaveis sao obtidas pela iteracao do mapea-
mento inverso e as condigoes iniciais escolhidas deverao estar alinhadas aos auto-
vetores correspondentes aos autovalores menores que 1 em moédulo. As variedades
estaveis se aproximarao do ponto fixo ao decorrer do tempo [32].

Para obtermos o mapeamento inverso, é necessario determinar, a partir das va-
ridveis conhecidas no instante (n-+1), os respectivos valores no instante n. Desta ma-
neira, em vez de iterarmos diretamente o mapa na forma 7'(1,,0,) = T (141, 0nt1),
devemos encontrar a funcao inversa de T'. Assim, a expressao para o mapa inverso
¢ dado por:

(3.1)

K
—
>
3
O’IHA

Oni1 — m> mod(2m),
I, = 5 [I41 — esin(6,)],

Como as variedades estaveis se expandem predominantemente na componente
associada a agao (ou seja, a velocidade da particula), o fenémeno de colisoes su-
cessivas nao é observado nesse regime. Dessa forma, a construgao do mapeamento
inverso considera apenas as colisoes indiretas, em que h&d um intervalo de tempo
entre os impactos sucessivos.

A Figura 3.1 apresenta um grafico das variedades estaveis e instaveis associadas
aos mesmos pontos fixos do tipo sela da equagao (1.15), representados por estre-
las na figura. As duas variedades estaveis delimitam a bacia de atracao, dentro da
qual as condigoes iniciais convergem, e sao representadas em vermelho e preto. Os
parametros de controle utilizados foram € = 0,05 e § = 0, 85 para a figura 3.1(a), re-
ferentes a dinamica antes da crise, e § = 0, 8799 para a figura 3.1(b), correspondente
a dinamica imediatamente posterior a crise de fronteira.

Em vermelho e preto, temos as variedades estaveis, enquanto as variedades ins-
taveis estao representadas em turquesa e violeta. Além disso, os pontos fixos assin-
toticamente estaveis sao representados por circulos, também nas cores vermelho e
preto. Em 3.1 (a), antes da crise de fronteira, as variedades estavel e instavel nao
se intersectam, e o atrator cadtico permanece intacto. Em contraste, em 3.1 (b),
observam-se miultiplas intersecoes entre as variedades estavel e instavel, uma evidén-
cia da crise de fronteira, levando a destruicao do atrator cadtico e ao surgimento de
um transiente cadtico.
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Figura 3.1: Variedades estaveis e instaveis produzidas a partir dos mesmos pontos de
sela, representados por estrelas na figura. Os pontos fixos assintoticamente estaveis
estao representados por circulos em vermelho e preto. Os parametros de controle
utilizados foram e = 0,05, 6 = 0,85 para 3.1(a), correspondentes a dinamica antes
da crise e 6 = 0,8799 para 3.1(b), referente a dindmica imediatamente apés a crise
de fronteira. As variedades estaveis estao representadas em vermelho e preto e as
variedades instaveis, em turquesa e violeta.
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3.2 Bacias de Atracao

Denominamos bacia de atragao a regiao do espago em que os pontos convergem
para um determinado atrator. O atrator para qual o ponto convergird é imprevisivel
caso o sistema apresente sensibilidade as condic¢oes iniciais.

A presenca de duas ou mais bacias no espago resulta em uma regiao denominada
fronteira das bacias de atracao, isto é, a regiao em que tais bacias se encontrarao.
Ao introduzir dissipacao no mapeamento, o mar de caos é destruido e passa a ser
substituido por um atrator cadtico. Torna-se, entao, possivel a construcao das fron-
teiras das bacias de atracao dos pontos fixos através dos autovetores das variedades
instaveis e estaveis do ponto de sela [31, 33].

A Figura 3.2 apresenta uma sobreposigao das variedades estdveis e das bacias
de atracao, utilizando v = 1, € = 0,05 e 6 = 0,8799, correspondentes a dinamica
imediatamente posterior a crise de fronteira. Foram realizadas 10® iteracoes. Apos
a crise de fronteira, o atrator cadtico é substituido por um transiente caotico, isto
é, uma condicao dentro da bacia referente a este atrator nao permanece na mesma
regiao apos certo tempo, e a orbita passa a ser, entao, atraida para um dos pontos
fixos assintoticamente estéveis [34]. Em vermelho, temos a bacia de atracao para
o ponto fixo (65,1*) > 0 e em azul, a bacia do ponto fixo (63,1*) < 0, ambos
encontrados anteriormente na equacao (1.15).

A Figuras 3.3(a,b,c,d,e,f,g,h,i) apresentam o cendrio dinamico da evolugao das
bacias de atracao [35] para v = 1, e = 0,05 e diferentes valores de ¢, variando entre
0,8791 a 0,8799. Em preto, temos a bacia referente ao atrator cadtico; em vermelho,
a bacia de atragao para o ponto fixo (67, I*) e em azul, a bacia do ponto fixo (67, [*),
ambos encontrados anteriormente na equacgao (1.15).

Na Figura 3.3(a), observa-se que a bacia de atragao associada ao atrator cadtico
ocupa a maior parte do espaco de fase, sendo representada pela regiao preta. As ba-
cias dos atratores regulares, em azul e vermelho, permanecem confinadas as bordas,
com fronteiras bem definidas e estaveis. As poucas trajetorias que escapam do do-
minio cadtico convergem para esses atratores regulares. Em 3.3(b), surgem indicios
iniciais da fragmentacgao do atrator cadtico, com pontos dispersos vermelhos e azuis
se infiltrando na regiao anteriormente homogénea. Esse processo se intensifica em
3.3(c), onde a presenca crescente de trajetdrias regulares indica que o caos comega a
ser erodido pelas bordas, sugerindo a emergéncia de instabilidades locais e a gradual
substituicao da dinamica cadtica por comportamentos mais ordenados.

Na Figura 3.3(d), observa-se um aumento expressivo na densidade de pontos
pertencentes as bacias dos atratores regulares. Esse comportamento indica um pro-
cesso de fragmentacao da bacia associada ao atrator cadtico, cuja estrutura deixa
de ser continua. Pequenas regioes isoladas, correspondentes aos atratores regulares,
emergem no interior da bacia cadtica, caracterizando uma transicao gradual rumo a
dominancia dos estados ordenados. Em 3.3(e), observa-se uma intensa competicao
entre as bacias de atracao associadas aos diferentes atratores. O sistema apresenta
alta sensibilidade as condigoes iniciais, refletindo um regime dinamico transicional
no qual pequenas perturbacoes podem direcionar a trajetéria para distintos estados
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Figura 3.2: Sobreposicao das variedades estaveis e das bacias de atracao do mape-
amento, usando ¢ = 0,05 e = 0,8799, correspondentes a dinamica imediatamente
apos a crise de fronteira. A regiao vermelha corresponde a bacia de atragao do ponto
fixo com 6, > 0, enquanto a regiao azul representa a bacia do ponto fixo com 6, < 0,
ambos encontrados anteriormente na equagao (1.16).
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Figura 3.3: Bacias de atracao para ¢ = 0,05, v = 1 e ¢ variando entre 0,8791 e
0,8799, mostrando a evolucdo das bacias de atracao, apés um transiente de 10%. As
bacias referentes ao atrator cadtico estao representadas em preto. Em vermelho,
temos a bacia de atragdo do ponto fixo assintoticamente estavel (61,1) > 0, e em
azul, a bacia do ponto fixo (61, I) < 0, ambos encontrados anterioremente na equacao
(1.15).



finais. Na Figura 3.3(f), nota-se uma reducao significativa da regiao correspondente
ao atrator cadtico, enquanto as bacias dos atratores regulares se expandem progres-
sivamente, indicando um processo de estabilizacao do sistema.

Em 3.3(g), embora ainda se observe a presenca de regioes associadas ao atrator
caotico, sua estrutura encontra-se visivelmente fragmentada e diminuida, indicando
um colapso progressivo da bacia correspondente. Na Figura 3.3(h), essa tendéncia
se intensifica: os atratores regulares passam a ocupar quase todo o espaco de fase,
com as regides em azul e vermelho assumindo papel dominante. Por fim, em 3.3(i),
o atrator cadtico é praticamente extinto, restando apenas as bacias dos atratores
estaveis. As fronteiras entre essas regioes apresentam uma morfologia complexa,
possivelmente de natureza fractal, refletindo a memoria estrutural da dinamica caé-
tica previamente dominante.

Para otimizar o tempo computacional durante a geragao dos arquivos de saida,
aumentamos a tolerancia numérica para salvar os pontos na saida de 107° para
1073, Essa mudanca afeta apenas a resolucao do efeito visual final, e nao a dinamica
subjacente ou a analise. Portanto, enfatizamos que a figura 3.2 nao é mais precisa
do que a figura 3.3; ambas representam dinamicas equivalentes, mas foram geradas
com parametros de tolerancia diferentes por questao de eficiéncia.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais
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Consideracoes Finais e Perspectivas

Neste trabalho, estudamos algumas propriedades dinamicas referentes a uma
familia de mapeamentos bidimensionais discretos dissipativos. O mapeamento foi
obtido a partir de um Hamiltoniano perturbado, através do qual foi possivel recupe-
rar diversos mapeamentos encontrados na literatura. No espaco de fases, para o caso
conservativo, foi possivel observar a presenca de ilhas e curvas invariantes spanning.
A introducao de dissipacao mudou a estrutura do espaco de fases, criando atratores.

Para o mapeamento escolhido, foram calculados os expoentes de Lyapunov, obti-
dos a partir do processo de triangularizacao de matrizes. Foram, também, construi-
dos os diagramas de bifurcacao. O parametro €. = 0,09717528573 identifica uma
bifurcacao de duplicacao de periodo. A partir do conhecimento de €., estudamos o
comportamento da convergéncia para o estado estacionario, identificando trés ex-
poentes criticos «, 5 e z. A partir deles encontramos uma lei de escala, provando
assim uma universalidade deste comportamento.

Por tltimo, construimos as variedades a partir do mapa 7T e sua inversa 7!
para observar uma bifurcagao global, caracterizando uma crise de fronteira. Os
parametros de controle envolvidos foram v =1, ¢ = 0,05 e § = 0,8725. Em seguida,
para o mesmo conjunto de parametros, encontramos as bacias de atracao do atrator
caotico e dos pontos fixos assintoticamente estaveis. Fizemos uma sobreposicao das
variedades estaveis e das bacias de atracao.

Como perspectiva de continuidade, esperamos investigar o expoente de transi-
ente na investigacao da crise de fronteira e as leis de escala para valores diferentes do
parametro . Esse parametro desempenha um papel crucial na estrutura dinamica
do sistema: quando v = 1, recuperam-se as propriedades caracteristicas do mapea-
mento de Fermi-Ulam. No entanto, ao variar v e renomear as variaveis agao e angulo,
é possivel recuperar modelos diferentes conhecidos na literatura, tais como: o mapa
de Kepler, o modelo de guia de ondas corrugado entre outros. Essa generalizagao
nos permitird definir as classes de universalidade das bifurcagoes e mapeamentos
bidimensionais discretos.
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