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1. Resumo

Neste Relatório Cient́ıfico Final (RCF), pretendemos descrever as principais atividades cient́ıficas,
de ensino e de extensão realizadas pelo candidato durante o estágio pós-doutoral contemplado pelo
Edital PROPG 06/2024. Destacamos que o resultado do projeto submetido foi publicado e que, em
conjunto com o supervisor e o pesquisador Paulo Santana (também doutorando do IBILCE), iniciamos
um novo estudo no qual buscamos estender o λ-Lemma, resultado que trata do emaranhamento entre
variedades estáveis e instáveis de pontos periódicos, no caso de mapas, e de órbitas periódicas, no caso
de campos vetoriais, para o contexto de campos vetoriais não suaves. Nosso principal objetivo com
esse trabalho é demonstrar, de forma anaĺıtica, a existência de comportamento caótico em campos
vetoriais não suaves quando as variedades estáveis e instáveis de órbitas periódicas se intersectam
transversalmente.

Além disso, salientamos que o bolsista realizou outras atividades acadêmicas, as quais serão detal-
hadas ao longo deste relatório, tais como: participação em congressos, pareceres para periódicos de
impacto, atuação nos seminários do grupo de pesquisa e lecionamento da disciplina de Álgebra Linear
no curso de verão do Mestrado em Matemática do IBILCE.
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2. Introdução

De acordo com as normas previstas no Edital 06/2024 do Programa UNESP de Pós-doutorado, a
seguir descrevemos as informações e atividades referentes ao Projeto de Pesquisa “Toros Invariantes e
Estabilidade global de soluções em osciladores não suaves”

3. Objetivo

Inicialmente, o projeto de pesquisa intitulado ”Toros Invariantes e Estabilidade Global de Soluções
em Osciladores Não Suaves” teve como objetivo o estudo da limitação de todas as soluções da equação
diferencial descont́ınua de segunda ordem

(1) ẍ+ sgn(x) = εp(t)

em que sgn denota a função sinal usual, ε é um parâmetro real de perturbação e p(t) é uma função
anaĺıtica e σ-periódica. Esse resultado, desenvolvido em colaboração com os pesquisadores Tere Seara
e Jordi Villanueva, da Universitat Politècnica de Catalunya, foi publicado na Journal of Differential
Equations, conforme referência [10].

partir desse trabalho, deu-se ińıcio a uma nova linha de investigação dedicada à extensão do λ-
Lemma, um resultado clássico demonstrado por J. Palis em [6], que trata do emaranhamento entre
variedades estáveis e instáveis de órbitas periódicas, para o contexto de sistemas dinâmicos não suaves.
Esse novo estudo, intitulado “A Piecewise Smooth λ-Lemma”, encontra-se em fase final de redação e
será submetido em breve a uma revista de alto impacto na área. A seguir, descrevemos brevemente os
principais resultados obtidos até o momento.

3.1. Resultados parciais. O resultado obtido é referente a campos vetoriais suaves por partes onde,
ao menos numa vizinha da conexão homocĺınica ou heterocĺınica, possui somente soluções costurantes,
cuja definição pode ser conferida a seguir.

Definição 1. Sejam hi : Rn → R, com n ⩾ 2, i ∈ {1, . . . , N}, N ⩾ 1, funções suaves, e defina-
se Σi = h−1

i (0), em que 0 não é necessariamente um valor regular. Definimos o a variedade de
descontinuidade como Σ = ∪N

i=1Σi, e sejam A1, . . . , Ak, com k ⩾ 2, as componentes conexas de

Rn \ Σ. Para cada j ∈ 1, . . . , k, seja Xj
0 = Xj

0(x) um campo vetorial autônomo e suave definido em

uma vizinhança de Aj. Dizemos que Xj
0 é uma componente do campo vetorial autônomo por partes

suave Z0 := (X1
0 , . . . , X

k
0 ).

Definição 2 (Ponto de costura). Seja Z0 um campo vetorial autônomo por partes suave com conjunto
de descontinuidade Σ. Dizemos que x0 ∈ Σ é um ponto de costura de Z0 se as seguintes condições
forem satisfeitas:

(i) Existe um único i ∈ 1, . . . , N tal que x0 ∈ Σi;
(ii) ∇hi(x0) ̸= 0;
(iii) Xa

0hi(x0)X
b
0hi(x0) > 0, em que Xa

0 e Xb
0 são as únicas duas componentes de Z0 definidas em

x0;

Aqui, Xhi(x0) := ⟨X(x0),∇hi(x0)⟩ denota a derivada de Lie de hi na direção do campo vetorial X no
ponto x0.

Dado um ponto x0 ∈ Rn, a dinâmica de Z0 é a seguinte. Se x0 ̸∈ Σ, então existe um único
j ∈ {1, . . . , N} tal que x0 ∈ Aj . Assim, a trajetória local de Z0 em x0 é dada pela trajetória local de

Xj
0 , no sentido clássico. Se x0 ∈ Σ é um ponto de costura, então, pela Definição 2, existem exatamente

duas componentes, Xa
0 e Xb

0, de Z0 definidas em x0, e as trajetórias locais associadas a esses campos
são transversais a Σ e possuem a mesma orientação. Portanto, a trajetória local de Z0 em x0 é
definida como a concatenação das trajetórias locais de Xa

0 e Xb
0, seguindo a orientação dada, a qual é

determinada por sign(Xa
0hi(x0)) = sign(Xb

0hi(x0)).
Este breve resumo trata apenas do caso de conexão homocĺınica, como ilustrado na Figura 1. Seja

p0 ∈ Rn \ Σ um ponto de sela hiperbólico de Z0, com variedades estável e instável locais W s
loc(p0) e

Wu
loc(p0), respectivamente. Como, em geral, campos vetoriais por partes suaves não possuem unicidade

de soluções, os conjuntos estável e instável globaisW s,u(p0) são definidos como a saturação deW s,u
loc (p0)

pelo fluxo de Z0, isto é, a união de todas as órbitas de Z0 cujas condições iniciais pertencem a W s,u
loc (p0).
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p0

Γ

Σ

Figure 1. Ilustração da conexão homocĺınica Γ de Z, no caso n = 2.

Para cada componente suave Xj
0 de Z0, consideramos o campo vetorial estendido X j

0 dado por

(2) ẋ = Xj
0(x), ṫ = 1,

definido numa vizinhança Aj × S1, onde S1 := R/TZ para algum T > 0. Ao definir Hi : Rn ×
S1 → R como Hi(x, t) = hi(x), observamos que (2) descreve um campo vetorial suave por partes
Z0 := (X 1

0 , . . . ,X k
0 ) em Rn × S1, com Ω = ∪N

i=1Ωi sendo seu conjunto de descontinuidade, em que
Ωi := H−1

i ({0}) = Σi × S1. Mais ainda, se x ∈ Σi é um ponto de costura de Z0 para as componentes
Xa

0 e Xb
0, então (x, t) ∈ Ωi é um ponto de costura de Z0 para X a

0 e X b
0 , para cada t ∈ S1. Além disso,

se Φ0(τ ;x, t) denota a solução de Z0 com condição inicial Φ0(0;x, t) = (x, t), então obsevamos que a
mesma pode ser expressa por

Φ0(τ ;x, t) = (φ0(τ ;x), τ + t),

onde φ0 é a solução de Z0. Note que a sela hiperbólica p0 ∈ Rn \ Σ de Z0 agora corresponde a uma
órbita periódica

(3) γ0 := {(x, t) ∈ Rn × S1 : x = p0} ⊂ (Rn × S1) \ Ω,
do tipo sela de Z0 (i.e. W s,u(γ0) \ γ0 ̸= ∅). Mais ainda, a interseção entre os conjuntos estáveis
e instáveis W s(γ0) e Wu(γ0) contém a superf́ıcie cilindrica Γ × S1, cuja interseção com Ω consiste
somente em pontos de costura, veja Figure 2(a).

Γ× S1

γ0

Ω t = 0

t = T

(a)

γε

Ω t = 0

t = T

Wu(γε)

W s(γε)

(b)

Figure 2.

Dado um conjunto aberto U0 ⊂ Rn×S1 e t0 ∈ S1, definimos U t0
0 := U0∩{t = t0}. Sob determinadas

condições, o mapa tempo-T (mapa de Poincaré) associado a Z0, definido em U t
0, que, essencialmente

devolve o ponto em que a solução de Z0 estará após o tempo τ = T , está bem definido para cada
t ∈ S1 e é dado por

(4)
P t
0 : U t

0 −→ V t
0

(x, t) 7−→ Φ0(T ;x, t),

com V t
0 := P t

0(U
t
0) ⊂ Rn × {t}.
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Para ε > 0 suficientemente pequeno, e para cada 1 ≤ j ≤ k, consideramos uma pequena perturbação
de Z0 definida por

(5) Zε(x, t) :=
(
X1

0 (x) + εX1
1 (x, t), . . . , X

k
0 (x) + εXk

1 (x, t)
)
,

com cada X1
i (x, t) suave e T -periódica em t. De maneira análoga, consideramos o campo vetorial

estendido Zε := (X 1
ε , . . . ,X k

ε ), em que X j
ε é dado por

(6) ẋ = Xj
0(x) + εXj

1(x, t), ṫ = 1,

é uma pequena perturbação de Z0. Deste modo, a solução de Zε com condição inicial Φε(0;x, t) = (x, t)
é dada por

(7) Φε(τ ;x, t) = (φε(τ ;x, t), τ + t).

Então, para ε suficientemente pequeno, o mapa tempo-T P t
ε : U

t
ε → V t

ε := P t
ε(U

t
ε) associado a Zε e

dado por

(8) P t
ε(x) = Φε(T ;x, t)

está bem definido para cada t ∈ S1 numa vizinhança U t0
ε de Γ× {t = t0}.

Visto que γ0 não intersecta Ω, segue do Teorema da Função Impĺıcita para P t
ε que Zε tem uma

única órbita T -periodica do tipo sela, γε, próxima a γ0. Logo, γε não intersecta Ω para ε > 0 pequeno
o bastante.

Seja pt0ε := γε ∩ {t = t0}, que por sua vez é uma sela hiperbólica de P t0
ε , para todo t ∈ S1, cujas

variedades estáveis e instáveis W s,u
loc (γε), associadas a Zε, estão bem definidas e próximas de W s,u

loc (γ0),
veja Figura 2(b).

A seguir, apresentamos o nosso principal resultado relativo ao emaranhamento homocĺınico sob
condições de transversalidade em campos vetoriais suaves por partes. Uma vez que toda a discussão
feita até aqui foi considerando ε > 0 suficientemente pequeno, assumimos que existe ε∗ > 0 tal que
todos os objetos e condições dependentes de ε permanecem válidos para 0 < ε < ε∗.

Teorema 1 (λ-lema para campos vetoriais suaves por partes - emaranhamento homocĺınico). Sejam P t
ε

o mapa tempo-T definido em (8), e ptε o respectivo ponto fixo. Suponhamos que para algum 0 < ε0 < ε∗

e t0 ∈ S1, existe um u-disco (vizinhança fechada homeomorfa a uma bola fechada de dimensão u)
∆ ⊂ Wu(pt0ε0) ∩ U t0

ε0 que intersecta W s(pt0ε0) ∩ U t0
ε0 transversalmente em um ponto qt0ε0 ∈ U t0

ε0 \ Ωt0 .
Então, para cada u-disco D ⊂ Wu(pt0ε0) ∩ U t0

ε0 tem-se que

∞⋃
n=0

(P t0
ε0 )

n(∆)

contém u-discos arbitrariamente próximos na topologia C1 (resp. C0) de D quando D ∩Ωt0 = ∅ (resp.
D ∩ Ωt0 ̸= ∅).

A ilustração para o resultado acima pode ser conferida na Figura 3 (a). Com relação ao emaran-
hamento dos conjuntos W s(γε) e W

u(γε), destacamos o seguinte resultado, que nos assegura o referido
comportamento entre os conjuntos supracitados, veja Figura 3 (b).

Proposição 2. Se Wu(pt0ε0) e W s(pt0ε0) intersectam transversalmente em um ponto qt0ε0 ∈ U t0
ε0 \ Ωt0

para algum t0 ∈ S1, então para todo t ∈ S1, exceto possivelmente uma quantidade finita, tem-se que
Wu(ptε0) e W s(ptε0) intersectam transversalmente em algum ponto qtε0 ∈ U t

ε0 \ Ωt.
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p

q

W s(p)

Wu(p)

Σ

∆

D

(a)

γε0

Ω t = 0

t = T

Wu(γε0)

W s(γε0) qt0ε0

qt
∗

ε0

(b)

Figure 3.

A demonstração desses resultados requer uma análise rigorosa da regularidade dos mapas P t
ε e um

controle preciso das vizinhanças das conexões homocĺınicas. Essas demonstrações não serão discutidas
aqui, a fim de manter o relatório conciso.

Destacamos ainda que tais resultados serão posteriormente aplicados a fim de determinar compor-
tamento caótico em sistemas dinâmicos não-suaves de forma anaĺıtica.

4. Principais ações realizadas

Os certificados e comprovantes de participação e execução das atividades a seguir podem ser encon-
tranados anexados ao final deste relatório.

4.1. Artividades de pesquisa.

4.1.1. Artigos publicados e em elaboração.

• T. Seara, L.V.M.F. Silva, and J. Villanueva,
On the boundedness of solutions of a forced discontinuous oscillator,
Journal of Differential Equations. 412:529–567 (2024).

• C. Buzzi, P. Santana, and L.V.M.F. Silva,
A piecewise smooth λ-lemma,
Preprint

4.1.2. Participação em eventos.

• I Encontro de Sistemas Dinâmicos da FCT/UNESP,
Ouvinte,
7 e 8 de Novembro de 2024 - UNESP - Presidente Prudente-SP.

• Workshop on Dynamical Systems - MAT80,
Poster: On the boundedness of solutions of a forced discontinuous oscillator,
25 a 29 de Novembro de 2024 - UNICAMP - Campinas-SP

• Seminários de Sistemas de Dinâmicos,
Palestrante: On the application of KAM theory to non-smooth oscillators,
17 de Abril de 2025 - UNESP - São José do Rio Preto-SP

4.1.3. Revisões de artigos.

• Communications in Nonlinear Science and Numeric Simulations,
Peer-review

• Journal of Nonlinear Science,
Peer-review
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• MathScieNet,
Review

• zbMath,
Review

4.2. Atividades de ensino.

• Curso de Álgebra Linear para Pós-Graduação,
Professor,
Verão (8 de Janeiro a 28 de Fevereiro de 2025) - UNESP - São José do Rio Preto-SP.

4.3. Atividades de extensão.

• XXXVI Congresso de Iniciação Cient́ıfica da UNESP,
Avaliador da área de Ciências Exatas e da Terra,
01 e 02 de Outubro de 2024 - UNESP - São José do Rio Preto-SP.

5. Descrição do uso dos recursos financeiros

A mensalidade da bolsa foi utilizada para a permanência do bolsista na cidade onde foi desenvolvido
o projeto de pesquisa.

6. Atuação do parceiro internacional

Embora estivessem previstas reuniões com os parceiros internacionais Joan Torregrossa e Rafael
Ortega para os meses de abril, maio e junho, a finalização antecipada do projeto impossibilitou sua re-
alização conforme o cronograma original. Ressaltamos, no entanto, que colaborações futuras continuam
em discussão e deverão se concretizar em novos projetos de pesquisa.

7. Colaboração da bolsa de iniciação cient́ıfica

NÃO SE APLICA

8. Produção bibliográfica ou art́ıstica e cultural elaboradas

• T. Seara, L.V.M.F. Silva, and J. Villanueva,
On the boundedness of solutions of a forced discontinuous oscillator,
Journal of Differential Equations. 412:529–567 (2024).

• C. Buzzi, P. Santana, and L.V.M.F. Silva,
A piecewise smooth λ-lemma,
Preprint

9. Apresentação de resultados em eventos cient́ıficos

• Workshop on Dynamical Systems - MAT80,
Poster: On the boundedness of solutions of a forced discontinuous oscillator,
25 a 29 de Novembro de 2024 - UNICAMP - Campinas-SP

10. Plano de Atividades para o Próximo peŕıodo

NÃO SE APLICA
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