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1. RESuMO

Neste Relatério Cientifico Final (RCF), pretendemos descrever as principais atividades cientificas,
de ensino e de extensao realizadas pelo candidato durante o estdgio pés-doutoral contemplado pelo
Edital PROPG 06/2024. Destacamos que o resultado do projeto submetido foi publicado e que, em
conjunto com o supervisor e o pesquisador Paulo Santana (também doutorando do IBILCE), iniciamos
um novo estudo no qual buscamos estender o A-Lemma, resultado que trata do emaranhamento entre
variedades estaveis e instaveis de pontos periédicos, no caso de mapas, e de érbitas peridédicas, no caso
de campos vetoriais, para o contexto de campos vetoriais nao suaves. Nosso principal objetivo com
esse trabalho é demonstrar, de forma analitica, a existéncia de comportamento cadtico em campos
vetoriais nao suaves quando as variedades estaveis e instaveis de orbitas periddicas se intersectam
transversalmente.

Além disso, salientamos que o bolsista realizou outras atividades académicas, as quais serao detal-
hadas ao longo deste relatdrio, tais como: participagao em congressos, pareceres para periddicos de
impacto, atuagao nos seminarios do grupo de pesquisa e lecionamento da disciplina de Algebra Linear
no curso de verao do Mestrado em Matematica do IBILCE.
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2. INTRODUCAO

De acordo com as normas previstas no Edital 06/2024 do Programa UNESP de Pés-doutorado, a
seguir descrevemos as informacoes e atividades referentes ao Projeto de Pesquisa “Toros Invariantes e
Estabilidade global de solugoes em osciladores nao suaves”

3. OBJETIVO

Inicialmente, o projeto de pesquisa intitulado ” Toros Invariantes e Estabilidade Global de Solugoes
em Osciladores Nao Suaves” teve como objetivo o estudo da limitagao de todas as solugoes da equagao
diferencial descontinua de segunda ordem
(1) i+ sgn(z) = ep(t)
em que sgn denota a fungao sinal usual, € é um parametro real de perturbagao e p(¢) é uma funcao
analitica e o-periddica. Esse resultado, desenvolvido em colaboragao com os pesquisadores Tere Seara
e Jordi Villanueva, da Universitat Politecnica de Catalunya, foi publicado na Journal of Differential
Equations, conforme referéncia [10].

partir desse trabalho, deu-se inicio a uma nova linha de investigacao dedicada a extensao do A-
Lemma, um resultado cldssico demonstrado por J. Palis em [6], que trata do emaranhamento entre
variedades estaveis e instaveis de orbitas periddicas, para o contexto de sistemas dinamicos nao suaves.
Esse novo estudo, intitulado “A Piecewise Smooth A-Lemma”, encontra-se em fase final de redacao e
serd submetido em breve a uma revista de alto impacto na area. A seguir, descrevemos brevemente os
principais resultados obtidos até o momento.

3.1. Resultados parciais. O resultado obtido é referente a campos vetoriais suaves por partes onde,
ao menos numa vizinha da conexao homoclinica ou heteroclinica, possui somente solucoes costurantes,
cuja definicao pode ser conferida a seguir.

Definicao 1. Sejam h;: R® - R, comn > 2,4 € {1,...,N}, N > 1, func¢ides suaves, e defina-

se ¥; = hi_l(()), em que 0 nao é necessariamente um valor reqular. Definimos o a variedade de
descontinuidade como ¥ = UX,%;, e sejam Ai,...,Ag, com k > 2, as componentes conezas de
R"\ X. Para cada j € 1,...,k, seja X} = X} (x) um campo vetorial autonomo e suave definido em

uma vizinhanga de A;. Dizemos que X} é uma componente do campo vetorial auténomo por partes
suave Zg = (X3, ..., XE).

Definicao 2 (Ponto de costura). Seja Zy um campo vetorial auténomo por partes suave com conjunto
de descontinuidade Y. Dizemos que rg € X € um ponto de costura de Zy se as sequintes condi¢oes
forem satisfeitas:

(i) Existe um tnico i € 1,..., N tal que xg € X;;
(i1) Vhi(zo) # 0;
(iii) X§hi(x0)Xhi(z0) > 0, em que X& e X¢ sdo as nicas duas componentes de Zy definidas em
Zo;
Aqui, Xhi(xo) = (X (z0), Vhi(z0)) denota a derivada de Lie de h; na diregdo do campo vetorial X no
ponto xq.

Dado um ponto xg € R", a dindmica de Z; é a seguinte. Se zg ¢ X, entdo existe um tnico
je{l,...,N} tal que zy € A;. Assim, a trajetéria local de Zy em x é dada pela trajetéria local de
Xg, no sentido classico. Se zy € ¥ é um ponto de costura, entao, pela Definigao [2], existem exatamente
duas componentes, X¢ e X}, de Zy definidas em xg, e as trajetérias locais associadas a esses campos
sao transversais a X e possuem a mesma orientagao. Portanto, a trajetéria local de Zy em z( é
definida como a concatenagao das trajetérias locais de X§ e X¢, seguindo a orientacio dada, a qual é
determinada por sign(X§hi(xo)) = sign(Xghi(xo)).

Este breve resumo trata apenas do caso de conexdo homoclinica, como ilustrado na Figura[l] Seja
po € R™\ ¥ um ponto de sela hiperbélico de Zy, com variedades estédvel e instével locais WS (po) e
W .(po), respectivamente. Como, em geral, campos vetoriais por partes suaves ndo possuem unicidade
de solugdes, os conjuntos estavel e instével globais W**(pg) sao definidos como a satura¢do de W,)* (po)

pelo fluxo de Z, isto é, a unido de todas as drbitas de Zy cujas condigdes iniciais pertencem a W, (po).
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FI1GURE 1. Tlustragao da conexao homoclinica I' de Z, no caso n = 2.

Para cada componente suave Xg de Z;, consideramos o campo vetorial estendido Xg dado por
(2) i=X)(z), t=1,

definido numa vizinhanga A; x S', onde S! := R/TZ para algum T > 0. Ao definir H,;: R x
S' — R como H;(x,t) = h;(x), observamos que descreve um campo vetorial suave por partes
Zy = (X¢,..., XL) em R" x St com Q = UY,Q; sendo seu conjunto de descontinuidade, em que
Q; = H;l({O}) = 3; x St. Mais ainda, se z € ¥; é um ponto de costura de Zy para as componentes
X8 e X8, entdo (x,t) € Q; é um ponto de costura de Zy para ¢ e X2, para cada t € St. Além disso,
se ®o(1;,t) denota a solugdo de Zy com condigdo inicial ¢ (0;z,t) = (x,t), entdo obsevamos que a
mesma pode ser expressa por

Po(752,t) = (po(T32), 7 + 1),
onde ¢g é a solugdo de Zy. Note que a sela hiperbdlica py € R"™ \ ¥ de Z; agora corresponde a uma
orbita periédica
(3) 70 :={(2,t) ER" x S*: x =po} € (R x S1)\ Q,

do tipo sela de Zy (i.e. W*"(y0) \ 70 # 0). Mais ainda, a interse¢io entre os conjuntos estéveis
e instdveis W*(vyg) e W"(0) contém a superficie cilindrica I' x S!, cuja intersecio com  consiste
somente em pontos de costura, veja Figure a).

t=T t=T

FIGURE 2.

Dado um conjunto aberto Uy C R™ xSt e tg € S, definimos UL® := UyN{t = to}. Sob determinadas
condigoes, o0 mapa tempo-T (mapa de Poincaré) associado a Z, definido em U}, que, essencialmente
devolve o ponto em que a solucdo de Z; estard apés o tempo 7 = T, estd bem definido para cada
t € St e é dado por

P Ub — Vi

(4)
(x,t) — Do(T;x,t),

com V{ := PYU{) C R™ x {t}.
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Para € > 0 suficientemente pequeno, e para cada 1 < j < k, consideramos uma pequena perturbagao
de Zy definida por

(5) Z.(z,t) = (Xg(z) + X (2,t), ... X8 () + EXf(x,t)),

com cada X} (x,t) suave e T-periédica em t. De maneira andloga, consideramos o campo vetorial
estendido Z, := (X21,..., XF), em que X7 é dado por

(6) i = X)(2) +eX](x,t), t=1,

é uma pequena perturbacao de Zy. Deste modo, a solugéo de Z. com condicao inicial . (0; z,t) = (z,t)
é dada por

(7) O (152,t) = (pe(T32,8), 7 + ).

Entao, para e suficientemente pequeno, o mapa tempo-T P!: Ul — VI := P!(U!) associado a Z. e
dado por

(8) P(z) = ©(T;2,t)

estd bem definido para cada t € S! numa vizinhanga U de T' x {t = to}.

Visto que 7y nao intersecta (2, segue do Teorema da Fungao Implicita para P! que Z. tem uma
Unica érbita T-periodica do tipo sela, 7., proxima a vy. Logo, 7. nao intersecta {2 para € > 0 pequeno
o bastante.

Seja plo := v. N {t = to}, que por sua vez é uma sela hiperbdlica de P!, para todo t € S!, cujas
variedades estdveis e instédveis W) (7.), associadas a Z., estdo bem definidas e préximas de W' (7o),
veja Figura 2f(b).

A seguir, apresentamos o nosso principal resultado relativo ao emaranhamento homoclinico sob
condigoes de transversalidade em campos vetoriais suaves por partes. Uma vez que toda a discussao
feita até aqui foi considerando € > 0 suficientemente pequeno, assumimos que existe ¢* > 0 tal que
todos os objetos e condigoes dependentes de ¢ permanecem vélidos para 0 < & < &*.

Teorema 1 (\-lema para campos vetoriais suaves por partes - emaranhamento homoclinico). Sejam P!
o mapa tempo-1' definido em , e pL o respectivo ponto fizo. Suponhamos que para algum 0 < ey < *
ety € S, ewiste um u-disco (vizinhanc¢a fechada homeomorfa a uma bola fechada de dimensdio u)
A C W (plo) N UL que intersecta W*(plo) N ULC transversalmente em wm ponto ¢ € Ul \ Q.
Entao, para cada u-disco D C W*(plo) N UL tem-se que

U (P (&)

n=0

contém u-discos arbitrariamente proximos na topologia Ct (resp. C°) de D quando D N = (resp.
DNQlo£0).

A ilustragao para o resultado acima pode ser conferida na Figura 3| (a). Com relagdo ao emaran-
hamento dos conjuntos W#(~.) e W*(~,), destacamos o seguinte resultado, que nos assegura o referido
comportamento entre os conjuntos supracitados, veja Figura (3| (b).

Proposigao 2. Se W"“(plo) e W5(plo) intersectam transversalmente em um ponto ¢t € U0 \ Q'
para algum tg € S', entdo para todo t € S', exceto possivelmente uma quantidade finita, tem-se que
W (pt,) e W*(p,) intersectam transversalmente em algum ponto ¢t € Ul \ Q'
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FIGURE 3.

A demonstragao desses resultados requer uma andlise rigorosa da regularidade dos mapas P! e um
controle preciso das vizinhancas das conexdes homoclinicas. Essas demonstracoes nao serao discutidas
aqui, a fim de manter o relatério conciso.

Destacamos ainda que tais resultados serao posteriormente aplicados a fim de determinar compor-
tamento cadtico em sistemas dinamicos nao-suaves de forma analitica.

4. PRINCIPAIS ACOES REALIZADAS

Os certificados e comprovantes de participagao e execugao das atividades a seguir podem ser encon-
tranados anexados ao final deste relatério.

4.1. Artividades de pesquisa.

4.1.1. Artigos publicados e em elaboragdo.
e T. SEARA, L.V.M.F. SiLvA, AND J. VILLANUEVA,
On the boundedness of solutions of a forced discontinuous oscillator,
Journal of Differential Equations. 412:529-567 (2024).
e C. Buzzi, P. SANTANA, AND L.V.M.F. SiLva,
A piecewise smooth \-lemma,
Preprint

4.1.2. Participacdo em eventos.

e I ENCONTRO DE SISTEMAS DINAMICOS DA FCT/UNESP,
Ouwinte,
7 e 8 de Novembro de 2024 - UNESP - Presidente Prudente-SP.

e WORKSHOP ON DYNAMICAL SYSTEMS - MATSO0,
Poster: On the boundedness of solutions of a forced discontinuous oscillator,
25 a 29 de Novembro de 2024 - UNICAMP - Campinas-SP

e SEMINARIOS DE SISTEMAS DE DINAMICOS,
Palestrante: On the application of KAM theory to non-smooth oscillators,
17 de Abril de 2025 - UNESP - Sao José do Rio Preto-SP

4.1.3. Revisdes de artigos.
o COMMUNICATIONS IN NONLINEAR SCIENCE AND NUMERIC SIMULATIONS,
Peer-review
e JOURNAL OF NONLINEAR SCIENCE,
Peer-review
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o MATHSCIENET,
Review

e ZBMATH,
Review

4.2. Atividades de ensino.

e CURSO DE ALGEBRA LINEAR PARA POS-GRADUACAO,

Professor,
Verao (8 de Janeiro a 28 de Fevereiro de 2025) - UNESP - Sao José do Rio Preto-SP.

4.3. Atividades de extensao.

e XXXVI CONGRESSO DE INICIAGAO CIENTIFICA DA UNESP,
Awaliador da drea de Ciéncias Ezxatas e da Terra,

01 e 02 de Outubro de 2024 - UNESP - Sao José do Rio Preto-SP.

5. DESCRIGAO DO USO DOS RECURSOS FINANCEIROS

A mensalidade da bolsa foi utilizada para a permanéncia do bolsista na cidade onde foi desenvolvido
o projeto de pesquisa.

6. ATUAGAO DO PARCEIRO INTERNACIONAL

Embora estivessem previstas reunides com os parceiros internacionais Joan Torregrossa e Rafael
Ortega para os meses de abril, maio e junho, a finalizagdo antecipada do projeto impossibilitou sua re-
alizacao conforme o cronograma original. Ressaltamos, no entanto, que colaboragoes futuras continuam
em discussao e deverao se concretizar em novos projetos de pesquisa.

7. COLABORAGAO DA BOLSA DE INICIAGAO CIENTIFICA

NAO SE APLICA

8. PRODUQAO BIBLIOGRAFICA OU ARTISTICA E CULTURAL ELABORADAS

e T. SEARA, L.V.M.F. SiLvA, AND J. VILLANUEVA,
On the boundedness of solutions of a forced discontinuous oscillator,
Journal of Differential Equations. 412:529-567 (2024).
e C. Buzzi, P. SANTANA, AND L.V.M.F. SiLvA,
A piecewise smooth \-lemma,
Preprint

9. APRESENTACAO DE RESULTADOS EM EVENTOS CIENTIFICOS

o WORKSHOP ON DYNAMICAL SYSTEMS - MATSO0,
Poster: On the boundedness of solutions of a forced discontinuous oscillator,
25 a 29 de Novembro de 2024 - UNICAMP - Campinas-SP

10. PLANO DE ATIVIDADES PARA O PROXIMO PERIODO

NAO SE APLICA
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Abstract

We study the global boundedness of the solutions of a non-smooth forced oscillator with a periodic and
real analytic forcing. We show that the impact map associated with this discontinuous equation becomes a
real analytic and exact symplectic map when written in suitable canonical coordinates. By an accurate study
of the behaviour of the map for large amplitudes and by employing a parametrization KAM theorem, we
show that the periodic solutions of the unperturbed oscillator persist as two-dimensional tori under condi-
tions that depend on the Diophantine conditions of the frequency, but are independent on both the amplitude
of the orbit and of the specific value of the frequency. This allows the construction of a sequence of nested
invariant tori of increasing amplitude that confine the solutions within them, ensuring their boundedness.
The same construction may be useful to address such persistence problem for a larger class of non-smooth
forced oscillators.
© 2024 Elsevier Inc. All rights are reserved, including those for text and data mining, Al training, and
similar technologies.
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A PIECEWISE SMOOTH A-LEMMA
CLAUDIO BUZZI', PAULO SANTANA', AND LUAN V. M. F. SILVA'

ABSTRACT. In this paper we provide extensions of the A-Lemma (also
known as Inclination Lemma) for piecewise smooth vector fields and
diffeomorphisms. In order to achieve our main result, we investigate the
regularity of time-7-maps of piecewise smooth vector fields defined at
crossing orbits. We prove that these maps are homeomorphisms and
also piecewise smooth diffeomorphisms.

1. INTRODUCTION

The understanding of a dynamical system often requires identifying the
existence of invariant sets in the phase space, such as fixed points, singu-
larities, invariant tori, and periodic orbits. The presence of chaotic sets is
equally important in such analysis, as it directly influences the system’s pre-
dictability. A key tool for studying this phenomenon is determining whether
the dynamical system exhibits a hyperbolic structure. In such cases, the
classical theory asserts that if there is a transversal intersection between the
stable and unstable manifolds of a fixed point (in the case of maps) or a
periodic orbit (for vector fields in dimension greater than two), then chaos
is present. This result is formalized in the Birkhoff-Smale theorem [25].
Nowadays one of the keystones in the proof the Birkhoff-Smale theorem
(see [14, Theorem 5.2.10] and [18, Proposition 2.5]) is the theorem known
as A\-Lemma [19] (and also as Inclination Lemma [20]).

When dealing with piecewise smooth maps or piecewise smooth vector
fields, determining the existence of chaotic sets through this classical method
becomes more complex. The lack of smoothness complicates the application
of traditional (smooth) tools in such analysis.

Therefore the main goal of this paper is to provide an extension of the
A-Lemma for Poincaré maps of piecewise smooth vector fields, in particular
for those following the Filippov convention [9], also known as Filippov vector
fields.

In order to clarify the objects and concepts discussed here, we first intro-
duce them in the classical context before adapting it to our specific setting.

2020 Mathematics Subject Classification. Primary: 37C29. Secondary: 34A36 and
34C37.
Key words and phrases. A-Lemma; Inclination Lemma; Piecewise smooth vector fields;
Piecewise smooth diffeomorphisms; Homoclinic and heteroclinic connections.
1
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Title: On the application of KAM theory to non-smooth oscillators

The KAM theory, named after Kolmogorov, Arnol’d, and Moser, is a set
of results about the persistence of quasi-periodic motions in analytic and
smooth systems, under certain non-degeneracy and Diophantine conditions.
The most well-known results are the KAM theorem, the Moser Twist Map
Theorem, and Arnol’d’s Theorem.

In this talk, we aim to present the main results of KAM theory, along
with an application to a discontinuous oscillator described by the Duffing-
type equation

¥ —sgn(z) = 0z +ep(t),

where sgn is the usual sign function, 6 and ¢ are real parameters, and p(t) is a
o-periodic function of class C%. The most interesting aspect of this application
is dealing with the lack of smoothness caused by this sign function. To
handle this, we build a sequence of coordinate changes that allow us to fit
the problem into the conditions required by KAM theory. As a result, we
prove the existence of infinitely many invariant tori whose interiors together
cover the whole phase space for small enough . This guarantees that all
solutions of the differential equation remain bounded.

Key words: KAM theory, non-smooth systems, invariant tori, parame-
trization method.
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ministrou/ministra aulas aos discentes do Programa de Pos-graduacgédo desta Unidade Universitaria, conforme

abaixo descrito:

Programa: Matemética

Disciplina Ano Dt.Inicio Dt.Término Curso Discentes Hr/Aula

Algebra Linear 2025 08/01/2025 28/02/2025 MD 12 120

Sao José do Rio Preto, 30 de abril de 2025.

- ™ /‘-":_/‘-:'
Silvia Emiko Kazama
Supervisor Técnico de Sec¢do
Secédo Técnica de P6s-Graduagao

Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas - Campus de S&o José do Rio Preto -
Cristévao Colombo, 2265, 15054000, S&o José do Rio Preto - S&o Paulo
Pagina de Internet: http:/www.ibilce.unesp.br. Telefone Comercial: 17-3221-2200. CNPJ: 48.031.918/0011-04.
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