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Resumo

Neste trabalho sao feitas anélises sobre quando as condigoes de existéncia dos teoremas
apresentados por (GUEDES, 2015), que propoem condigoes necessdrias e suficientes para
a estabilidade de sistemas nao lineares de tempo continuo descritos através de modelos
fuzzy Takagi-Sugeno (TS), que transformam sistemas nao lineares em um conjunto con-
vexo de sistemas lineares a partir de regras se-entao, baseadas em Funcgoes de Lyapunov
Fuzzy (FLF), sao satisfeitas. Primeiramente, sao analisados os casos particulares de 3 e 4
modelos locais. Logo apds, sao tratados casos genéricos, com quantidades de regras tanto
pares quanto impares, identificando quando as condigoes impostas pelos teoremas citados
sao satisfeitas. Para os casos nos quais as condigcoes nao sao satisfeitas, é proposto tam-
bém um algoritmo para obtencao do “pior caso” possivel, varrendo todas as possibilidades
que o sistema apresenta. Este algoritmo oferece condigbes necessarias e suficientes para o
problema e também pode ser utilizado quando as condigoes exigidas pelos dois teoremas
apresentados em (GUEDES, 2015) sao satisfeitas. Por fim, sdo analisadas as contribuicoes
do uso do algoritmo, onde sao considerados parametros como numero de LMIs, ntimero
de varidveis matriciais simétricas NXnsimétricas utilizadas na resolucao das LMIs e tempo
computacionalmente necessario.

Palavras chave: Politopo. Modelos fuzzy Takagi-Sugeno. Fungoes de Lyapunov
fuzzy. Desigualdades matriciais lineares (LMIs). Estabilidade. Sistemas nao lineares.



Abstract

In this work, the required conditions for the theorems presented by (GUEDES, 2015),
which propose necessary and sufficient conditions for the stability of continuous-time
nonlinear systems described by Takagi-Sugeno (TS) fuzzy models based on Lyapunov
fuzzy functions (LFF), are analysed. First of all, the cases with 3 and 4 local models
are considered. After that, generic cases are studied, with odd or even number os rules,
identifying when the conditions imposed by these theorems hold. If the conditions are
not satisfied, an algorithm is proposed as way of finding the “worst case scenario” for the
system, considering all possible options. This algorithm offers necessary and sufficient
conditions for solving this problem and also can be used when the conditions for the
application of the theorems presented in (GUEDES, 2015) hold. Finally, the algorithm’s
contributions are analyzed, considering parameters such as number of LMIs, number of
symmetric matricial variables used on solving the LMIs and computational time.

Keywords: Polytope. Takagi-Sugeno fuzzy models. Fuzzy Lyapunov functions.
Linear Matrix Inequalities (LMIs). Stability. Nonlinear systems.



10

11

Lista de Figuras

[lustragao da aproximagao obtida por modelos fuzzy TS. . . . ... . ...
Numero de LMIs fornecidas pelos Teoremas 3, 4 e 5 para 1<r<6. . . . .

Numero de LMIs fornecidas pelos Teoremas 3, 4 e 5 para 7<r <10 . . . .

Areas de estabilidade @'s iguais para r = 3 Teorema 1 (.), Teorema 2 (.,0),

Teorema 3 €5 (LO,X). . . o o oL

Areas de estabilidade @'s iguais para r = 4 Teorema 1 (.), Teorema 2 (.,0),

Teorema 3 €4 (L,O,X). . . . oL

Fluxograma para obtencao do “pior caso”. . . . . ... ... ... .....

Numero de LMIs de acordo com o niimero de regras r e a posicao | do termo

alterado. . . . .

Area de factibilidade para I = 3, X para o Teorema 5 e 0 para o algoritmo.

Area de factibilidade para I =4, X para o Teorema 4 e 0 para o algoritmo.

Area de factibilidade para I =5, X para o Teorema 5 e 0 para o algoritmo.

Area de factibilidade para I =5, X para o Teorema 3 e 0 para o algoritmo.

63

64



Sumario

1 Introducao

2 Sistemas fuzzy Takagi-Sugeno
2.1 Modelagem

2.2 Fungoes de Lyapunov

2.2.1 Funcao de Lyapunov Quadratica

2.2.2 Funcao de Lyapunov Fuzzy

3 Estabilidade de sistemas nao lineares usando modelos fuzzy TS via

hiper-retangulos e politopos para intervalos de h
3.1 Condicoes Relaxadas para a Estabilidade através de Hiper-retangulos
3.2 Condicoes Relaxadas para a Estabilidade através de Politopos
3.2.1 Exemplos numéricos

3.3 Conclusoes parciais

4 Analise sobre condicoes de relaxamento para estabilidade e esta-

bilizacao de sistemas nao lineares fuzzy TS
4.1 Novas propostas para analise das condigoes propostas para as LMIs
4.2 Teorema da utilizagao dos limites

4.3 Numero de LMIs

4.4 Exemplos Numéricos

4.5 Conclusoes Parciais

5 Conclusoes e continuagao do trabalho
REFERENCIAS

10

10

13

13

14

15

18

21

25

26

26

37

45

23

66

68

70



7.1

7.1.1

7.1.2

Artigos submetidos a periddicos

Apéndice
Provas dos Teoremas 4 e 5
Teorema 4 (caso r par)

Teorema 5 (caso r impar)

75

76

76

76

79



1 Introducao

No mundo real e nao idealizado, a enorme maioria dos sistemas dinamicos encontrados
tém uma natureza nao linear. Tal caracteristica dificulta a analise desses sistemas, uma vez
que varias ferramentas matematicas utilizadas na classe de sistemas lineares sao ineficazes,
ja que equacoes nao lineares em geral nao podem ser resolvidas analiticamente, e as
transformadas de Laplace e Fourier nao sao aplicaveis a estes sistemas. Apesar dessa
dificuldade, existe uma vasta gama de ferramentas para anélise e projeto de controle para
sistemas nao lineares (SLOTINE; LI, 1991).

Um dos estudos mais importantes na area aconteceu gracas ao matemaético russo
Aleksandr Lyapunov (LYAPUNOV, 1992), no final do século XIX. Apesar da data do
estudo, as teorias de Lyapunov demoraram muito para chegar ao ocidente, comecando a
serem estudadas a fundo somente nos anos 50 e 60, fato que permitiu a Russia, entao

URSS, grande avango tecnoldgico.

Lyapunov conseguiu desenvolver teorias que analisavam sistemas dinamicos nao line-
ares através de sua “energia” ou localmente, linearizando o sistema. No primeiro caso, a
teoria oferece técnicas baseada em uma funcao que é positiva fora do ponto de equilibrio e
que representa a “energia” do sistema analisado, a chamada funcao de Lyapunov. Assim,
é possivel analisar a estabilidade desse sistema a partir do comportamento dessa funcao
“energia” em funcao do tempo. Se a “energia” decrescer, ou seja, se a derivada da fungao
de Lyapunov for negativa, o sistema tende a ficar num ponto de equilibrio quando sua
funcao energia atingir o ponto de equilibrio X = 0. Dessa maneira, tem-se uma anélise

geral de comportamento de sistemas dinamicos.

J& no segundo caso, é escolhido um modelo local em torno de um ponto de equilibrio
do sistema. Ao redor desse ponto, quando possivel, o sistema nao linear é representado
através de uma aproximacao linear, fazendo valer todas as ferramentas e caracteristicas

existentes e estudadas na drea de controle linear (OGATA, 2011).

Além das teorias de analise de sistemas, outra area que ganhou grande atencao da
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comunidade cientifica nas ultimas décadas foi a de descricao de sistemas, com a teoria
de logica fuzzy (ZADEH, 1965). No caso especifico da drea de controle de sistemas nao

lineares, a adaptacao mais importante da légica fuzzy foi a dos sistemas Takagi-Sugeno

(TS) (TAKAGI; SUGENO, 1985).

Desde quando foi apresentada, a logica fuzzy possibilitou enorme avanco em técnicas
de processamento de dados, trazendo uma nova abordagem nas especificagoes das varia-
veis, antes bindrias. Era questao de tempo até que essa representacao chegasse as teorias
de controle (MAMDANT, 1974). A partir de um conjunto de regras se-entao, a légica fuzzy
permite que sejam modelados varios sistemas diferentes e que, associando esses sistemas a
funcgoes de pertinéncia, seja um sistema mais fiel ao real estudado. Essa abordagem ajudou
muito a andlise de sistemas complexos, como os nao lineares, permitindo grande avanco
nas técnicas de projeto, aumentando a gama de sistemas controlaveis e possibilitando
o estudo de sistemas robustos e controladores chaveados (SOUZA et al., 2013; FARIA;
VALENTION; OLIVEIRA, 2013). As aplicacoes de tais técnicas sao as mais diversas,
de robos a automdveis modernos, uma vez que o grande avanco tecnologico possibilitou
que técnicas de processamento de dados avancados fossem inclusas em aparelhos do dia
a dia (ABDELMALEK, 2009; KING et al., 1988; MAMDANI, 1977; OSTERGAARD;
HOLMBLAD, 1982; TANAKA; NISHIMURA; WANG, 1998; TSOUKALAS; UHRIG,
1996; YASUNOBU; MIYAMOTO; SUGENO, 1985; WILL; TEIXEIRA; ZAK, 1997).

Pode-se dividir a representacao de sistemas em modelos fuzzy de duas maneiras: os
modelos Mamdani e os modelos fuzzy TS. Os modelos TS demonstraram através do
tempo que oferecem uma representacao da planta mais exata do que o modelo Mamdani,
e até por isso é o mais utilizado em pesquisas relacionadas a controle utilizando logica
fuzzy, apesar da intuitividade dos modelos Mamdani. Enquanto os modelos Mamdani sao
mais adaptados para o entendimento humano, os modelos fuzzy TS sao mais eficientes
computacionalmente, além de trabalharem melhor com métodos de otimizagao, estratégias
lineares de controle e andlises matematicas. A passagem de uma regra para outra é feita,
em geral, por uma transicao suave nos modelos TS, ou seja, uma interpolacao entre as
regras (ABDELMALEK, 2009). Softwares de processamento de dados, como o Matlab®,

apresentam até fungoes internas de conversao entre esses dois sistemas.

Com a evolucao dos processadores, que permitiram maior processamento de dados
em menos tempo, especialmente nos anos 90, novas técnicas de controle foram adotadas,
porém criando novos problemas, tanto em andlise de sistemas quanto na resolucao de

equagoes, ou até inequacoes, para projeto dos controladores. Assim, foi necesséria a cri-
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acao de uma nova e poderosa ferramenta: as desigualdades matriciais lineares, ou LMIs,
do inglés Linear Matriz Inequalities (BOYD et al., 1994; WANG; TANAKA; GRIFFIN,
1996). As LMIs sao extremamente eficientes e poderosas na literatura de programagao
matemdatica (GAHINET et al., 1995; PEAUCELLE et al., 2002), o que permitiu que,
em certas classes de sistemas nao lineares, os modelos fuzzy TS apresentassem uma mo-
delagem exata e os projetos baseados em LMIs ampliassem a possibilidade de encontrar
solucoes factiveis, por exemplo através de generalizagoes dos procedimentos apresentados

inicialmente em (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996).

Durante a modelagem de sistemas fuzzy TS, sao obtidas as fungoes de pertinéncia dos
modelos locais em relagao ao vetor de estados (hj(x(t))). Em (TANAKA; HORI; WANG,
2003), foi proposta a utilizagdo de uma fungao de Lyapunov fuzzy, a partir de vérias
matrizes simétricas definidas positivas Pj, sendo que a funcao de Lyapunov fuzzy ¢ definida
como V (X(t)) = i hj (x (t))xT (t)P; X(t), possibilitando assim um relaxamento na busca
por solucgoes de s;;clemas fuzzy TS. Essa nova abordagem permitiu avangos em relacao aos
sistemas fuzzy TS (MOZELLI et al., 2009; ESTEVES, 2011). Porém, introduziu também
um novo problema na anélise dos sistemas descritos por fuzzy: o tratamento das derivadas

das fungoes de pertinéncia.

Utilizando-se teorias como a regiao de operagao (ALVES et al., 2016; CHEN et al.,
2015), é possivel definir limitantes superiores e inferiores para essas fungoes de pertinén-
cias, assim como para suas derivadas em relacao ao tempo (hJ (X(t))). Atualmente as
técnicas de andlise de estabilidade e estabilizagao de sistemas fuzzy TS através da funcao
Lyapunov fuzzy ainda se apoiam nesses maximos e minimos, sem nenhuma adaptacao dos
mesmos (WANG; ZANG; LIU, 2016; ZHAI et al., 2017, MARQUEZ et al., 2017). Tal
caracteristica torna conservativa a busca por uma solugao, uma vez que podem estar sendo
considerados casos que nao nunca poderia acontecer, dada a principal caracteristica da
funcao Lyapunov fuzzry: a somatoria das derivadas no tempo das fungoes de pertinéncia

é igual a 0, ou seja, ¥ h j(X(t)) =0, sendo r o niimero de regras que descreve o sistema.
=

Neste texto, sao feitas andlises sobre condicoes de existéncia dos teoremas apresentados
em (GUEDES, 2015) que, quando satisfeitas, oferecem condigoes necessérias e suficientes
para a estabilidade de sistemas nao-lineares descritos por modelos fuzzy TS. Foi provado
que, considerando a condigao inicial proposta (somatéria das derivadas no tempo das
fungoes de pertinéncia é igual a 0), entao para os casos de r =1, 2, 3 e 4, as hipdteses ap-
resentadas em (GUEDES, 2015) para a obtengao das LMIs sao sempre satisfeitas. Porém,

para os casos de I > 4, nao necessariamente as hipoteses apresentadas serao satisfeitas,



1 Introducdo 9

necessitando assim uma analise um pouco mais detalhada sobre os maximos e minimos
que os limites de hj (X(t)) podem assumir, que resulta na procura do “pior caso”, varrendo

todos os casos possiveis, como serd mostrado no Capitulo 4.

No Capitulo 2, sera realizada uma revisao da modelagem de sistemas fuzzy TS e
dos tipos de funcao de Lyapunov abordadas nessa dissertacao. No Capitulo 3, serao
apresentados os teoremas utilizados no trabalho realizado, propostos por (MOZELLI et
al., 2009; ESTEVES, 2011; GUEDES, 2015), e uma comparacao, mostrando os avangos
proporcionados pelas condigoes destes teoremas. No Capitulo 4, serao analisadas as
condigoes de existéncia impostas por (GUEDES, 2015) para seus teoremas. Nos casos
em que essas condigdes nao sao satisfeitas, é proposta uma abordagem generalizada, com
condigoes necessarias e suficientes para andlise de estabilidade de sistemas nao-lineares T'S
utilizando-se fungoes Lyapunov fuzzy. Através dos exemplos numéricos, é possivel con-
cluir que o presente trabalho traz contribuigoes a teoria apresentada em (GUEDES, 2015),
principalmente no nimero de LMIs necessarias para a analise de estabilidade, no niimero
de variaveis e no tempo computacional. Por fim, no Capitulo 5, sao feitas conclusoes sobre

o trabalho realizado, bem como propostas para a continuidade do mesmo.

Em todos os capitulos, é interessante ressaltar que Ky ={1,2,3,...,r}.
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2 Sistemas fuzzy Takagi-Sugeno

2.1 Modelagem

Sistemas fuzzy Takagi-Sugeno foram introduzidos nos anos 80 (TANIGUCHI et al.,
2001; TAKAGI; SUGENO, 1985) como uma representacao de uma planta nao linear
através da combinacgao convexa de um certo nimero de modelos locais lineares e invari-
antes no tempo. Em alguns casos, quanto maior o nimero de modelos locais utilizados
nessa representacao, maior a fidelidade com o modelo real. Porém, ao mesmo tempo que
a fidelidade aumenta, paga-se o preco da necessidade de alta capacidade computacional,
ocasionalmente inviabilizando a implementagao do projeto. Assim, deve-se sempre anal-
isar a relagao custo-beneficio do uso de varios modelos locais.

A modelagem fuzzy TS é um método simples, sendo sua principal caracteristica o
conjunto de regras se-entao, em que a descricao das dinamicas locais de cada regra fuzzy
¢ dada por um modelo de sistema linear (ESTEVES, 2011).

Tem-se o seguinte modelo linear local
X(t) = Aix(t) + Bju(t).

Como nesse trabalho, o principal objetivo foi a andlise de estabilidade, sera consi-
derado o sistema nao forgado (u(t) = 0). Portanto, o modelo linear local serd descrito
por

X(t) = Ax(t),
sendo 1 € K; (r é o nimero de modelos lineares) e X(t) € R" o vetor de estado. Assim,
pode ser montado um conjunto de regras se-entao disponiveis que regem o sistema, sendo
que a i-ésima regra tem a forma:

Se 21(t) é M e---e 7(t) E My,

Regra i (2.1)

entdo X(t) = AX(t).
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Tem-se que Mi, com j=1,2,---,p, é o conjunto fuzzy j daregraie z(t), z(t), ---, Zp(1)
sdo as variaveis premissas. Seja u} (zj(t)) o “peso” do conjunto fuzzy Mj' associado & va-

ridvel premissa zj(t), e seja

. p
W (z(t)) = [T Hj(z(1), zt) =[z(t) 22() ... zp()].
Como u} (zj(t)) > O tem-se, para i € Ky,
W(z(t)) >0 e ilvvi(z(t)) >0, ieK;.

Uma escolha conveniente para a obtencao de um modelo fuzzy TS para sistemas nao

lineares é adotar z(t) = X(t), sendo X(t) o vetor de estado do sistema nao linear. Defina
h=lh hy ... h] .

Desta forma, dados [X(t),u(t),z(t)], o modelo matematico final do sistema fuzzy é
inferido utilizando o método do centro de gravidade para a defuzzificagdo (TANIGUCHI
et al., 2001), e é dado por:

Si-a W (z(t)) (AX(t))
Saw(zD)

~ 3 RED)AXD) 22

_ (Zhi(z(t))pq> X(t),
(

= Ah)X(),

X(t) =

sendo que,

W)
i—aW(z()’
Em (2.3), hi(z(t)) ¢ o peso normalizado de cada modelo de regra, também conhecido

como funcdo de pertinéncia do modelo local i, i € Ky (CARDIM, 2009).

hi(z(t)) i c K. (2.3)

E importante observar que, para i € K;, tem-se a combinagao linear convexa dos

modelos, ou seja,

hi(z(t)) >0 e ilhi(z(t)) =1 ieK,. (2.4)

Entao, o sistema (2.2) e (2.4) pode ser descrito pelo modelo fuzzy Takagi-Sugeno



2.1 Modelagem 12

abaixo: r

X(t) = > hj(x(t)Ax(t), (2.5)

=1

sendo que, j € Ky (r é o nimero de modelos lineares), X(t) € R" é o vetor de estado,
Aj € R™" e hj(x(t)) é o peso normalizado do modelo local Aj que satisfaz as seguintes

propriedades:

hj(x(t) >0, 3 hj(x(t) =1, 5 hj(x()) =0, t=0 ¢ jekK. (2.6)

Exemplo

Um bom exemplo da modelagem fuzzy TS de sistemas pode ser encontrado em

(MACHADO, 2003; GUEDES, 2015), como mostra a figura abaixo.

Figura 1 - Ilustracao da aproximagao obtida por modelos fuzzy TS.

1(X) =X
2(X) = agX
f (%)
f
0 = Xo Xl ‘X
f(X) = ff(X) = hl(alx)§+ hz(azx)
1
0 >

Fonte: Machado (2003), Cardim (2009) e Esteves (2011)

Considerando a fungao nao linear f(X) mostrada na Figura 1, nota-se que esta pode
ser aproximada, para X~ Xp = 0, por f1(X) = a1X, que é a reta tangente desta curva em
x=0. Uma aproximacao linear para esta funcao, para X =2 X1, é fa(X) = apx; observe que
esta segunda aproximagcao linear nao é tao boa quanto a primeira aproximacao linear,
pois f2(X) ndo corresponde a reta tangente de f(X) em X=X;. Adotando-se f1(x) e fa(X)
como modelos locais, e as fungdes h1(X), ha(X) definidas na Figura 1 (observe que hy(x)
e hp(X) sdo positivas ou nulas e que hi(X) 4+ ha(x) = 1), um modelo fuzzy TS para f(X)
seria fg(X) = hy(X) f1(X) + ha(X) f2(X), como ilustrado na Figura 1. Pode-se observar que

para X & Xg, entao hy ~ 1 hp~ 0 e ff(X) ~ f1(X) e para X~ X1, entdo hp ~ 1, hy~0e
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fi(X) = f2(x). Finalmente, verifica-se que f¢(X) proporciona uma aproximagao da funcao
f(X) muito melhor do que as fungoes f1(X) (linearizacao em torno de um ponto de opera-
¢ao) ou fa(X), por exemplo para Xg < X < X;1. Esse exemplo simples mostra o potencial dos
modelos fuzzy TS, no tratamento de fungdes e/ou de sistemas nao lineares. Para obter
melhores aproximagoes, é necessério escolher fungoes hy(x) e ha(x) de modo a conseguir
uma aproximagao exata da fungao f(X) utilizando f(x) (CARDIM, 2009; ESTEVES,
2011; MACHADO, 2003; TEIXEIRA; ZAK, 1999).

Baseado em (TANIGUCHTI et al., 2001) e (SOUZA et al., 2013), a representacao do
sistema é realizada considerando os limites inferiores e superiores das nao linearidades do
sistema e também termos lineares incertos, onde esses maximos e minimos formam vér-
tices que descrevem um um politopo. Os limites sao calculados considerando uma regiao
de operacao conhecida do vetor de estado e o conjunto conhecido dos parametros incer-
tos da planta. Os modelos fuzzy TS obtidos com este procedimento apresentam modelos

locais conhecidos e pesos normalizados desconhecidos.

2.2 Funcoes de Lyapunov

Viérios métodos para obtencao da funcao de Lyapunov foram propostos ao longo dos
anos, como a funcao de Lyapnunov quadratica, a funcao de Lyapunov fuzzy, a funcao de
Lyapunov de integral de linha e as fun¢oes Lyapunov por partes (BERNAL; HUSEK, 2005;
CHADLI; MAQUIN; RAGOT, 2000; JADBABAIE, 1999; JOHANSSON; RANTZER;
ARZEN, 1999; OHTAKE; TANAKA; WANG, 2003; TANAKA; HORI; WANG, 2003;
TANAKA; IKEDA; WANG, 1998; TANAKA; SANO, 1994; WANG; TANAKA; GRIF-
FIN, 1996; RHEE; WON, 2006).

Sendo assim, diferentes tipos de funcoes Lyapunov sao utilizadas por diferentes au-
tores na literatura, dependendo da natureza do sistema e de sua complexidade (AB-
DELMALEK, 2009), levando sempre em conta o conservadorismo das suas condigoes de

estabilidade.

2.2.1 Funcao de Lyapunov Quadratica

Lyapunov conseguiu desenvolver teorias que analisavam sistemas dinamicos nao line-
ares através de sua “energia”. A teoria oferece técnicas baseada em uma funcao que é
positiva fora do ponto de equilibrio e que representa a “energia” do sistema analisado,

a chamada funcao de Lyapunov. Assim, é possivel analisar a estabilidade desse sistema
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a partir do comportamento dessa funcao “energia” em funcao do tempo. Se a “energia”
decrescer, ou seja, se a derivada da fungao de Lyapunov for negativa, o sistema tende
a ficar num ponto de equilibrio quando sua fungao energia atingir o ponto de equilibrio

x=0.

Considere o sistema fuzzy TS apresentado em (2.5) e (2.6). A fungao de Lyapunov
mais simples utilizada na literatura, também chamada de Funcao de Lyapunov Quadratica
(FLQ), é dada por:

V(x(t)=x" (t)Px(t), P>0, PT =P (2.7)

SeV < 0, para X(t) # 0, entao o ponto X = 0 é assintoticamente estével para o sistema

descrito em (2.5) e (2.6).

2.2.2 Funcao de Lyapunov Fuzzy

As fungoes de Lyapunov fuzzy (FLF) foram uma nova abordagem proposta para a
andlise da estabilidade do sistema fuzzy TS (2.5) e (2.6), em busca de menos conser-
vadorismo. As FLF podem ser definidas como (JADBABAIE, 1999; LEE; PARK; JOO,
2012; LEE; JOO; TAK, 2014; TANAKA; HORI; WANG, 2003):

V(x(0) = 5 R (O) (O x() 23)

sendo que, B, i € K}, sdo matrizes simétricas definidas positivas.

A analise sobre a derivada da FLF sera feita na Secao 4.2, dentro do Teorema 6.
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3 Estabilidade de sistemas nao lineares
usando modelos fuzzy TS via
hiper-retangulos e politopos para
Intervalos deh;

Neste capitulo, serdao apresentados os resultados obtidos em (GUEDES, 2015) para
analise de estabilidade de sistemas nao lineares. No dado trabalho, todos os resultados

foram comparados com outras formulagoes disponiveis na literatura (MOZELLI et al.,
2009; ESTEVES, 2011).

O método que utiliza funcao quadratica de Lyapunov leva apenas em conta as ca-
racteristicas do politopo que descreve o sistema, deixando de avaliar a sua variacao no
tempo, sem considerar variagao temporal das fungoes de pertinéncia (TOGNETTI, 2011).
Por isso, o método de andlise baseado na funcao de Lyapunov quadratica, que ainda é
utilizado para andlise da estabilidade global do modelo fuzzy, acaba por trazer grande

conservadorismo.

Por esse motivo, novas formulagoes foram propostas através do tempo com o ob-
jetivo de relaxar a formulagao original. Algumas formulagbes mais importantes que
podem ser citadas sao as fungoes de Lyapunov por partes (ARRIFANO; OLIVEIRA;
COSSI, 2006; CAO; REES; FENG, 1996, 1997b; JOHANSSON; RANTZER; ARZEN,
1999; RANTZER; JOHANSSON, 2000; TANAKA; IKEDA; WANG, 1998; TOGNETTI;
OLIVEIRA, 2010; SOUZA et al., 2014) e as fungoes de Lyapunov fuzzy (CAO; REES;
FENG, 1997a; CHADLI; MAQUIN; RAGOT, 2000; HADJILI, 2002; JADBABAIE, 1999;
TANAKA; HORIL; WANG, 2001, 2003; TEIXEIRA; ASSUNCAO; AVELLAR, 2003; TA-

NAKA et al., 2007), aumentando a gama de sistemas para aplicagao.

Os Teoremas 1 e 2, apresentados (MOZELLI et al., 2009) e (ESTEVES, 2011),
propoem condigoes suficientes para a estabilidade de sistemas fuzzy TS (2.5) e (2.6), a

partir de (2.8). Estes teoremas foram utilizados por (GUEDES, 2015) para comparagoes
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numeéricas e sao descritos abaixo.

Teorema 1. Considere que |hk (X(t))‘ < &, K€Ky, sendo que as constantes @ sao co-
nhecidas. O ponto de equilibrio X=0 do sistema fuzzy TS (2.5) e (2.6) € assintoticamente
estdvel se ezistirem matrizes simétricas B, 1 € Ky e X tais que as sequintes LMIs sejam

satisfeitas,
P>0 iek,
R+X>0, ick,, (3.1)

5 1 P . .
Po+5 (A P+PA+AIR+PRA)) <0, i,jeK:, i<],
. r
sendo que Pp= 3 @ (F+X).
k=1
Demonstragao. (MOZELLI et al., 2009). ]

O Teorema 1 apresenta LMIs mais relaxadas em relagao as presentes em Tanaka, Hori
e Wang (2003).

O teorema a seguir apresenta condigoes ainda mais relaxadas para estabilidade, baseadas
na inclusao de varidveis de folga Xj; simétricas e constantes para cada um dos modelos

locais.

Teorema 2. Considere que !hp (X(t))| <@, t >0epek, sendo que as constantes
@ sdo conhecidas. O ponto de equilibrio X =0 do sistema fuzzy TS (2.5) e (2.6) €
assintoticamente estdvel, se existirem matrizes simétricas B e Xij, 1,] € Ky, tais que as

sequintes LMIs sejam satisfeitas:

R>0 ick,
H<+X|j207 i7j7k€Kr7 |<17 (32)

~ 1 . .
Paj +5 (ATP+ PIA+ATR+RA|) <0, i,j €K, <],
~ r .
sendo que Py, = 3 §0p(Pp+Xij)7 ] € K.
p=1
Demonstra¢ao. (ESTEVES, 2011). H

O Teorema 3 apresenta um conjunto de condigoes, baseadas no hiper-retangulo do

conjunto fechado das derivadas temporais das funcoes de pertinéncia, que garantem a
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estabilidade de (2.5) e (2.6), considerando a FLF dada em (2.8). Esta é uma das con-
tribuigoes propostas em (GUEDES, 2015).

3.1 Condicdes Relaxadas para a Estabilidade atraves de Hiper-
retangulos

Teorema 3. Considere que —@p 1 < hp (X(1) < @2, t >0epck, sendo que as cons-
tantes @p1 € @o2 sao conhecidas. O ponto de equilibrio X=0 do sistema fuzzy TS (2.5) e
(2.6) € assintoticamente estdvel, se existirem matrizes simétricas B e Xij, 1,j € Ky, tais

que as sequintes LMIs sejam satisfeitas,
R>0 1iek, (3.3)

Fj— @1 (PL+Xij) — @1 (Po+Xij) — @1 (Ps+Xij)

=@ 21 (B2 X)) — @11 (Ro1+ X)) —@1 (R +Xj) <0,
Fij — @u1 (PL+ X)) — @1 (P2 + X)) — @31 (P +Xj)

o= @21(R2+Xj) —@-11(P-1+Xj) + @2 (R +Xj) <0,
Fij — @1 (PL+Xj) — @1 (P + %) — @1 (P +Xj)

o= @21 (P24 X))+ @12 (R-1+Xj) — @1 (R +Xj) <O,
Fi — @1 (PL+Xj) — @1 (Po+Xj) — @1 (P +Xj)

o= @21(R2+Xj) +@-12(R-1+Xj) + @2 (R +Xj) <0,

(3.4)

Fij + @2 (PL+ X)) + @2 (P2+ X)) + @2 (Ps+Xj)

ot @22 (R2+ X)) —@-11 (R-1+ X)) — @1 (R +Xj) <0,
Fij+ @2 (PL+Xij) + @2 (Po+Xij) + @2 (Ps+Xij)

ot @22(R2+ X)) — @11 (Ro1+ X)) + @2 (R +X;) <0,
Fij+ @2 (PL+Xij) + @2 (P+ X)) + @52 (P3+ X))

ot @22(P2+ X)) +@-12(Ro1+ X)) — @1 (R +X5) <0,
Fij+ @2 (PL+Xij) + @2 (Po+Xij) + @2 (Ps+ Xij)

ot @22 (R—2+Xj) + @12 (R—1+Xj) + @2 (R +Xj) <O.

sendo que o termo Fj € definido por,

1 . o
Hj:E(A,TPj—{—Pin—G—A-{P.—l-RAj), LjeKe, i< (3.5)
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Demonstracao. (GUEDES, 2015) O

Corolario 1. Se as condicoes do Teorema 2 sao factiveis, entdo as condicoes do Teo-

rema 3 sao também factiveis.
Demonstracao. (GUEDES, 2015) O

E possivel observar que, para cada B,i € K, existe um maximo @ > e um minimo @ 1
associado. Como ambos sao utilizados na formulacao das LMIs, onde sao contemplados
todos os casos possiveis de maximos e minimos para cada B,i € K;, pode-se concluir que o
Teorema 3 fornece 2" LMIs, sem considerar as LMIs que definem P, > 0, sendo r o niimero

de regras que descrevem o sistema fuzzy TS.

Mais adiante sao apresentados exemplos que mostram que as condi¢oes do Teorema 3
podem ser mais gerais do que as condigoes do Teorema 2, em termos de areas factiveis.

(GUEDES et al., 2013).

3.2 Condicbes Relaxadas para a Estabilidade através de-Polito
pos

A partir dessa secao e até o final desse capitulo, sao apresentados os teoremas pro-
postos em (GUEDES, 2015), que fornecem condigbes necessarias e suficientes para a es-
tabilidade de (2.5) e (2.6), quando os maximos e minimos de h;, i € K;, satisfazem certas
condicoes. Adicionalmente, estes resultados possibilitam a determinacgao algébrica dos
vértices dos politopos formados pela intersecao dos hiper-retangulos com os hiper-planos
das variacoes das derivadas temporais das fungoes de pertinéncia, no estudo da estabili-

dade de sistemas nao lineares utilizando modelos fuzzy Takagi-Sugeno.

No total, sao apresentados dois teoremas: um para o caso de nimero impar de regras

e outro para o caso de nimero par de regras.

Defina o conjunto

wr:{w:[wlwz-~-wr]TeRr/wl#wz#---#m e 0y, 0 eKr}. (3.6)

Suponha que as constantes @ 1 e @ 2, P € K; sejam positivas e conhecidas, tais que
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— 1< hy < @2, pek. (3.7)

Como hgy, +hgy, + - +hg =1, entao

Teorema 4. Suponha que (3.7) e (3.8) sdo satisfeitas e que t € par.

Considere ainda que para todo w € Yy definido em (3.6), as sequintes condi¢cdes sio sa-

tisfeitas:

_%5+1,1 < ooy + Popy +- - F %571 - %5+2,2 - (pw%+3,2 — T < (p‘*’%ﬂ,z? (3.9)
ou

_(po')%,l < (p(’)l,]_ + (P(;,)Ll + e + (p(d%il’l - (I)(.L)%Jrl’z - %54,22 -t (p&}z < %&72- (310)

Para todo w € Yy dado em (3.6), defina as LMIs abaizo:

(A) Se a condi¢io (3.9) € satisfeita, entdo:

FIJ - %&,1Pw1 - csz,lez -t (pw%,lpw% + <(pw11 + (pwz,l +eeet (Pw%_l (3 11)
_%5+2.2 - (pw%+3,2 - (pwr,2> POJ5+1 + (P(U%+272Pw5+2 + (Pw%&zpw%% +e (pwr,zpwr <0;
(B) Se a condigao (3.10) € satisfeita, entdo:
Fij — QP — PP =+ = Gy Py, + (s + B+ oy,
22 2 (3.12)
By 13— Pog 0~ ) Pag + By s Poog s+ By Poy - PPy <0,
Entao, a partir de (3.5), tem-se
Jj (X) = X" [Fij + Ny Peoy + NooyPeoy + -+ + Ny Py | X < 0, VX #£ O, (3.13)

se e somente se, para todo W € Yy definido em (3.6) as condi¢oes dadas em (3.9) e (3.11)
ou (3.10) e (3.12) sao factiveis.

Demonstracao. Vide apéndice. [l
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Teorema 5. Suponha que (3.7) e (3.8) estao satisfeitas e que r é impar.
Considere ainda que para todo W= [y, Wy, - - - ,oor]T € Y definido em (3.6),
Py < %,1"’%,1"‘"'+(pwr—1l_%r+32_%@2_"'_%ﬁ2 S Py 5 (3.14)
Entao, considerando (3.5), tem-se
3 (%) = XT [Fij + PPy + Ny Pagy -+ g Py ] X < 0, ¥x £, (3.15)
se e somente se,
Flj - (pwl,lpwl - (pwz,lpwz — Qo 1Pwr—l +
Z1l
+ <(p0011 T Qg Tt Py 4 1 Poor 3 2 Poor 45 s T (Pwrz) Pooris (3.16)
+ Qoo .3 ZPerrB + <Pw,+5 ZPwr+5 +eeet (pwr,zpa} < 0;
para todo w= [y, wp, -, x| € Y definido em (3.6).
Demonstracao. Vide apéndice. O]

E importante observar que a principal caracteristica que acaba diferenciando o sistema

descrito por intervalos de h; assimétricos, simétricos e iguais é o nimero de LMIs.

As Tabelas 1, 2 e 3 mostram o nimero de LMIs gerada pelos teoremas apresentados

em funcao do niimero de regras r que descrevem o sistema. Esses resultados também sao

mostrados nas Figuras 2 e 3.

Tabela 1 - Nimero de LMIs fornecidas pelos Teoremas 4 e 5 de acordo com o niimero de regras

nos politopos para @’s assimétricos (—@ 1 < hj < @2) ou simétricos (—@ < hi < Q).

4 5 6 7 8
12 30 60 140 280

r 1 2 3
LMIs 1 2 6

Fonte: (GUEDES, 2015)

A férmula que fornece os nimeros de LMIs apresentados nas Tabelas 1 e 2 sera

deduzida mais adiante, no Capitulo 4.
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Tabela 2 - Ntimero de LMIs fornecidas pelos Teoremas 4 e 5 de acordo com o niimero de regras
nos politopos para @’s iguais (—@ < hj < @).

6 7 8
30 20 140 70

o W
[e20F N
(631

Fonte: (GUEDES, 2015)

Tabela 3 - Nimero de LMIs fornecidas pelo Teorema 3 de acordo com o nimero de regras no
hiper-retangulo para @’s assimétricos (—@ 1 < hi<aq 2), simétricos (—@ < hi < @) ou @’s iguais

(—p<h <9).

4 5 6 7 8
16 32 64 128 256

r

1 2 3
LMIs 2 4 8

Fonte: (GUEDES, 2015)

3.2.1 Exemplos numéricos

Serao apresentados alguns exemplos presentes em (GUEDES, 2015) que demonstram

a eficicia das LMIs. Nesses casos, serdo utilizados ¢'s iguais (—@ < hy (x(t)) < @, p € K).

Exemplo 1 - Para r =3 (trés regras ou modelos locais).

Considere o sistema descrito pelo model fuzzy TS presente em (2.5), (2.6) e (3.6)-(3.8),

cujos parametros sao

Ay =

5 4] 4 4 o[ -3 4
1 a |77 | Y3-2 i3a-4) | |i@2-3) i2a-6)

LMIs resultantes com o hiper-retangulo Teorema 3.

@ (PL+Xj) — @ (P4 X)) — @3 (P +Xj) <
@ (PL+ X)) — @ (P+Xj) + @3 (P +Xj) <
@ (PL+Xij) + @ (P4 X)) — @ (Ps+Xj) <
@ (PL+Xj) + @ (P+Xj) + @ (s + X)) <
F.,+rp1(P1+>§) @ (Po+Xij) — @3 (P3+ X)) <
Fj+ o (PL+Xj) — @ (P+Xj) + @ (B+Xj) <
Fj+ @ (PL+Xj) + @ (P4 Xij) — @3 (Ps+Xij) <
Fi+ o (Pi+Xj) + @ (P+X)) + @ (P+Xj) <
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Figura 2 - Numero de LMIs fornecidas pelos Teoremas 3, 4 e 5 para 1 <r <6

Numero de LMlIs fornecidas pelos Teoremas 3,4 e 5
T T

70 T T T T
— ©& — Teoremas4e5 r
60 - —+ — Teorema 3 /0 E
/7
//
//
50 // -
/7
0 /7
P 4
L 7 _
3 /7
) /7
230t ,j? 8
S s
z ///
‘s
20 P 4
/
A s
-4
10 P .
B i
I
) t“"— ; I I I I
1 2 3 4 5 6

Numero de regras (r)

Fonte: O préprio autor.

Figura 3 - Numero de LMIs fornecidas pelos Teoremas 3, 4 e 5 para 7 <r < 10

Ndmero de LMlIs fornecidas pelos Teoremas 3,4 e 5
1400 T T T T T T T

— & —Teoremas4e5 2
1200 [~ — 4+ — Teorema 3 / E

1000 , ,
/
800 |- , s .

600 - P 4

Numero de LMIs
N
AN

400 - 8
~

200 |- ==

0 1 1 1 1 1 1 1
6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5

Numero de regras (r)

Fonte: O préprio autor.
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LMIs resultantes com o Politopo obtido através do Teorema 5.

Fj+oP.—P)<0
Fj+@(PL—P2) <0
Fj+@(Ps—P1) <0
Fij +@(PL—Ps) <0,
Fij+@(Ps—P) <0
Fj+o(P.—P3) <0

A Figura 4, presente em (GUEDES, 2015), mostra o resultado das regides de fac-
tibilidade obtidas com os Teoremas 1 e 2, com o hiper-retangulo Teorema 3 e com o
Teorema 5, para vérios valores dos pares ordenados (a,b), a € [-20,—5], b€ [0,1350 e
=@ =@p=0¢=0,85 E importante ressaltar que as areas de factibilidade para os
Teoremas 3 e 5 sao iguais, conforme mostrado por (GUEDES, 2015).

Figura 4 - Areas de estabilidade ¢’s iguais para r = 3 Teorema 1 (.), Teorema 2 (.,0),
Teorema 3 e 5 (.,0,x).

Mozelli(.), Esteves(.,x), Hiper(.,x,0) trés regras
:...................: ...... OOXIKXXXXKXK I I
............................ OOXXXXXXXKXK

OXXXXXXXXX

1200 [ *seeessseccetcscscocscacoscaccs OXX XXX KX -1
................................ OOXXIKKXXKXX
................................. OOXXKXXXXX
----------------------------------- OXAKXHKXXXK

1000

800

600

400

200

Fonte: (GUEDES, 2015)

Exemplo 2 - Para r =4 (quatro regras ou modelos locais).

Considere o sistema descrito pelo model fuzzy TS presente em (2.5), (2.6) e (3.6)-(3.8),,

cujos parametros sao
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A 5 —4 A [ —4 —4 A -3 —4
-1 1(3b—2) i(3a-4) i(2b-3) i(2a-6)
2]
b -2
Que, de acordo com o Teorema 3, resultam em,
o (PutXj) — @2 (P4 ) — @3 (Pa+ %) — @ (Pat X)) <
@ (Pt X)) = @ (P2+ X)) — @8 (Ps+Xij) + @ (Pa+Xj) <
@ (PL+Xij) — @ (P X)) + @3 (Ps+ X)) — @ (Pa+Xj) <
@ (PL+Xj) — @ (P+ X)) + @ (P4 Xj) + @ (P +X5) <
@ (PL+Xj) + @ (P2 X)) — 3 (Ps+ X)) — @ (R4 X)) <
@ (PL+X)) + @ (P X)) — @3 (P3+ X)) + @ (Pa+Xj) <
@ (PL+Xij) + @ (P X)) + @ (P4 X)) — @ (Pa+Xj) <
@ (PL+Xij) + @ (P+ X)) + @ (P4 Xj) + @ (Pa+Xj) <
.J+<pl(P1+>Q) @ (P2+Xj) — @3 (P3+ X)) — @ (Pa+Xj) <
Fij+@ (PLt+Xi) — @ (P+Xj) — 8 (Ps+ X)) + @ (Pat+Xj) <
Fij + @ (PL+ X)) — @ (Po+ X)) + @3 (P3+ X)) — @ (Pa+X%j) <
Fij+ @ (P4 X)) — @ (Pa+Xij) + @3 (P3+ X)) + @ (Pa+Xj) <
Fij + @ (PL+ X)) + @ (P2 X)) — @3 (P3+ X)) — @ (Pa+Xj) <
Fi+ o (PL+Xj) + @ (P+ X)) — @ (P3+Xij) + @ (P +Xj) <
Fij+ @ (P4 Xij) + @ (Po+Xj) + @3 (P + X)) — @ (Pa+Xj) <
i+ @ (PL+Xij) + @ (Po+Xij) + @ (Ps+Xij) + @ (Pa+Xij) <

LMIs resultantes com o Politopo obtido através do Teorema 4.

PP+P—-P;—P4) <0

Fj+o )
PP—-P—P3+P) <0
)

Fj+o
Fj+o
Fj+o
Fj+o
Fj+o

(
(
( PL—P+Ps—P1) <0
(—PL—P+Ps+P) <0
(—Pi+P+P3—Py) <0
(—PL+P—P3+P) <0

A Figura 5, presente de (GUEDES, 2015), mostra o resultado das regides de fac-
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tibilidade obtidas com os Teoremas 1 e 2, com o hiper-retangulo Teorema 3 e com o
Teorema 4, para varios valores dos pares ordenados (a,b), a € [-20,—5], b€ [0,1350 e
=@ =@p=m=@=0,85 E importante ressaltar que as areas de factibilidade para

os Teoremas 3 e 4 sao iguais, conforme mostrado por (GUEDES, 2015).

Figura 5 - Areas de estabilidade ¢’s iguais para r = 4 Teorema 1 (.), Teorema 2 (.,0),
Teorema 3 e 4 (.,0,x).

Mozelli(.), Esteves(.,0), Hiper(.,x,0) quatro regras
T T

T
QOXXXIXXXXXXKXX
OOOXXIXXXXXXKXXX

+ QOOOXXXXXXIKXXX XXX
1200 [+ + » OOOOXXXXXXXXXXXK .
----- QOOOXXIXXXXXXKXXK
------- QOOOXXXXXXIXXXX
--------- OOOOXXXXXXXXXXX
1000 [+ e eeeeeeees OOOOXXIKXXXXXKX -
............. OOOOXXXXXXIHKXK
............... OOOOXXXXXXXXXX
.................. OOOXKXKXXHX XXX
800 --------------------- ooo)o(xxxxx)o(x -
...................... [0/000)9.0.9.¢09:¢.9.4
a | treeeereccerecccecceatens [0/0/0]60),0.0.9.9:¢.9.0.¢.4
QOOXKXXXXXXX
OOOXXXXXXXX -
+ + = OOOXXXXXXXX
+ OOOXXXXXXX
+ DOOXXXXXXX

600

400 + + OOOXXXXXX —
' s+ + + OOOXXX XXX
--------------------------------------- woxxx)o(
................................................... OOOXXXXX

10l R S . . OOXXX
............................................................ le)

0 ---------------------------------------------------------------
1 1 1 1
-20 -15 -10 5

Fonte: (GUEDES, 2015)

3.3 Conclusdes parciais

Neste capitulo, foi feita uma revisao bibliografica sobre as teorias que serao mais apro-
fundadas na continuacao deste texto. As condigoes apresentadas por (GUEDES, 2015)
mostraram-se bastante eficazes quando comparadas com os métodos classicos, justificando
a continuacao dos estudos na drea, bem como a utilizagao da fungao Lyapunov fuzzy. O
prosseguimento légico do trabalho seria provar em que as condi¢oes propostas nos teore-
mas em (GUEDES, 2015) sao satisfeitas, propor novos métodos de projeto de reguladores

e/ou observadores, bem como aplica¢do em plantas descritas por modelos fuzzy TS.
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4  Analise sobre condicoes de
relaxamento para estabilidade e
estabilizacao de sistemas nao lineares
fuzzy TS

Como explicado nas conclusoes parciais do capitulo anterior, o objetivo desse trabalho
foi verificar em que situagoes as condigoes presentes em (GUEDES, 2015) sao sempre
satisfeitas, além de tentar encontrar aprimoramentos na teoria, como reducao de niimero
de LMIs geradas e/ou diminui¢do no nimero de varaveis envolvidas nos célculos. Em

todas as andlises abaixo, os vetores w € (, definido em (3.6), como exigido nos Teoremas
4eb.

4.1 Novas propostas para analise das condicdes propostas para
as LMIs

A primeira parte deste trabalho consiste em verificar e estabelecer rigorosamente
através de provas, em quais casos as condi¢oes (3.9) e (3.10) (r par) ou (3.14) (r im-
par), propostas nos Teoremas 4 e 5 sao sempre satisfeitas, dadas as caracteristicas do
sistemas em (2.5), (2.6), (3.7) e (3.8).

Observacao 1. Pode-se facilmente ver que, para os casos de intervalos iguais de @Q’s
(—p< hp (x(1)) < @,p €K ), as condigoes de existéncia dos Teoremas 4 e 5 sao satisfeitas.
Para tal, basta substituir @ e —@ nas equagoes (3.9),(3.10) e (3.14). As equagies (3.9) e
(3.10) resultam em —@< @< @ e —Q < —@Q < @, respectivamente, enquanto (3.14) resulta
em —@ <0< Q. Portanto, as andlises feitas a sequir sobre as condigoes de existéncia dos

Teoremas 4 e 5 consideram sempre casos mais genéricos, com @Q’s assimétricos.

Parar=2:
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Levando-se em conta ¢'s assimétricos (—@p 1 < hp (X(t)) < @2), as condigdes de

existéncia, descritas no Teorema 4, em (3.9) e (3.10), sdo dadas por:

_(pwz,l < Py — (pwz,z < (pwz,z (4-1)
ou
_(pwl,l < (pwl,l - (pwz,z < (pwlz (42)
Dada a caracteristica (3.8)
hy + hz =0,
: (4.3)
hl - _h27

ou seja

(4.4)

Cunr = Punys

Pun 1= Puns-

Subtituindo (4.4) em (4.1) e (4.2)
_(pwz,l < cPwl,l - (pwi,l < cszﬁza (4.5)
_(sz,l < 0 < (pwz.,za
ou

_(pwl,l < Qo1 — (pwz,z < (pwl.,z’ (4.6)

_(Pwl,l <0< %,27

provando assim que as condic¢oes propostas no Teorema 4 sao sempre satisfeitas para casos
der=2.

Parar=3:

Para o caso especifico de 3 regras (r = 3), e levando-se em conta @’s assimétricos

(—@1 < hp (X(t)) < ¢@.2) a condicao de existéncia das LMIs do Teorema 5 é

_(P&m < (Pwm - (p&é,z < %,27 (4-7)
para todo wy € K3, w1 # Wy # ws.

Para provar tal propriedade, deve-se recorrer a uma das caracteristicas do sistema,
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dada em (3.8). Por tal caracteristica, é possivel afirmar que, se algum dos hj assumir o
valor maximo, como a soma de todos hj é nula, entdo a soma deste hj maximo com os

valores minimos dos outros dois hj serd menor ou igual a 0. Ou seja

_(pwl,l - (pwz,l + (pws,z <0,
_q)wz,l < (Pwl,l - q)ws,z'

(4.8)

Além disso, é possivel afirmar também que, se algum dos hj assumir o valor minimo,
como a soma de todos hj é nula, entao a soma deste hj minimo com os valores maximos

dos outros dois h; serd maior ou igual a 0.

Sendo assim

_(pwl,l + (pwz,z + (p&az 2 0
(sz,z Z (pwl,l - (pﬁé,z

(4.9)

Associando (4.8) e (4.9), fica provada que a condigao (4.7) sempre serd satisfeita dadas

as caracteristicas do sistema.
Parar =4

Para o caso especifico de 4 regras, levando-se também em conta @’s assimétricos, as

condicao de existéncia das LMIs do Teorema 4 sao

Py S Py T Py — Py S Py (4.10)
ou

P S Py — Poo — Py S Py (4.11)
para todo w € Ky, w1 # @y # w3 # .

Utilizando novamente a caracteristicas do sistema dada em (3.8), se algum dos h;
assumir o valor méaximo e considerando os outros hj iguais aos seus valores minimos, o

resultado da soma deles é menor ou igual a O:

~Pony — By — Py + Py, <O
“Puns S Qo T Py — Py

(4.12)

Além disso, é possivel afirmar também que, se algum dos hj assumir o valor minimo e

considerando os outros trés h; iguais aos seus valores maximos, o resultado da soma deles
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¢ maior ou igual a 0.

Sendo assim

~ @y + @y o T P p + Py, >0
(pwz,z = (pwl,l - (pw‘sg - (Pa)4’2.

(4.13)

E importante observar que a prova acima apenas comprova uma parte de cada uma
das condigoes apresentadas em (4.10) e (4.11). Porém, é possivel ver que, quando uma

das condigoes que nao pode ser provada é falsa, isso implicard que a outra é verdadeira.

Uma das condigoes que nao foi provada é a descrita em (4.11),

_(pwz,l < q)wl,l - (Pws,,z - %4,2' (4~14)

Supondo que (4.14) seja falsa, isso implica que

_cpwz,l > %4 - cp&b,z - (pw4,2' (4'15)

Rearranjando (4.15), tem-se

Dusp > Pooyg T Doy — Py (4.16)

comprovando assim a condicao que nao havia sido provada anteriormente presente em

(4.10).
Assim, se a condigao (4.11) nao for satisfeita, entdo a condi¢ao (4.10) serd satisfeita.

Analogamente, se a condi¢ao que ainda nao foi provada em (4.10), dada por

Pz Z Pony + Poopy — Py (4.17)

nao for satisfeita, entao

%.z < %71 + quz,l - %4,2' (4~18)

Reescrevendo (4.18), observe que
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_(pwz,l < (pwl,l - (Pws,z - (Pw4.,2 (4‘19)

que é justamente a condigao que faltava para atender as condi¢oes dadas em (4.11).
Desta forma, se a condi¢ao (4.10) nao for atendida, a condi¢ao (4.11) serd atendida.

Portando, fica comprovado que, para o caso especifico de r =4, as condi¢oes propostas

pelo Teorema 4, equagdes (4.10) ou (4.11), sao sempre obedecidas.
Parar > 5.
Caso 1 - Niimero impar de regras.

Nessa sec¢ao, sera provado que para um nimero impar r > 5 de regras, as condigcoes
apresentadas por (GUEDES, 2015) nem sempre sao satisfeitas. Para tal, sera utilizado
método da indugao matemdtica. Assim, é necessario provar que as condi¢oes propostas

por (GUEDES, 2015) nao sao satisfeitas para um numero impar de regras r qualquer.

Suponha um sistema descrito por 5 regras (r =5), em que os limites dos ¢’s sao dados

—1<m <

—1<h

L
NN A
>0 0O 0D
Y
N

&
N

(4.20)

|
NN

N
w
NN
N N R R

Note que, para qualquer valor maximo ou minimo utilizado, os outros limites dos hj,

j € K¢, conseguem levar a soma de todos a 0, respeitando a caracteristica (3.8) do sistema.

Porém, analisando as condigoes de existéncia das LMIs para o Teorema 5, equagoes

(3.14), tem-se:

Condigao 1

(pwl,l + (pwz,l - %4,2 - (pws,z < (pwa,z (4‘21)

Utilizando-se os valores apresentados em (4.20), tem-se

1+1-2-2<1
(4.22)
—2<1
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comprovando entao que a Condicao 1 é obedecida.

Condigao 2

_cpah,l < (pwl,l + CPwM - (pw4.2 - (pws,z (4-23)

Utilizando-se novamente os valores apresentados em (4.20), tem-se

-1<141-2-2
(4.24)
-1<-2
comprovando entao que a condigao 2 NAO é obedecida.

Portanto, fica comprovado que para r > 5, r impar, mesmo com a caracteristica do (3.8)
obedecida, existem casos em que as condigoes necessarias para a estabilidade, propostas

por (GUEDES, 2015), presente nesse texto em (3.14), ndo sao satisfeitas.

A partir desse resultado, seguindo o método da inducao matematica, é proposta uma

analise de um caso genérico com ntimero impar q de regras.

Suponha, portanto, um r = q, g impar e q > 5, respeitando a condi¢ao (3.8), sendo

—@1< hi(x(t) <@z (4.25)
para todo i € Kq.

Considere também que a condi¢ao da esquerda da equacdo (3.14) apresentada pelo

Teorema 5 seja falsa, ou seja

~Qugs | > Pyt Pyt Pog g~ Pogs, — Bogs 0 Py (4.26)
2 Z Z Z

Suponha agora que, para um r = g+ 2, tem-se

—@1< hi(x(t) <@z
—£1< hgra(x(t) <& (4.27)
—£3 < hgr2(x(t))

para todo i € Kq, e sendo que €1, &, &3, €4 > 0.

<&

O primeiro passo para a andlise da condicao estabelecida no Teorema 5 é verificar se a
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somatdéria dos hj continua sendo igual a zero para r = g+ 2, para nao ferir esta propriedade
do sistema. Para tal, basta que nenhum dos novos limites (€1, &, €3 e &) seja maior que
a somatoria dos outros limites. Ou seja, adotando-se os minimos e maximos para hqy1 e

Ng42, tém-se:

. q+2 :
max{hq41} + Z min{h;} | <O,
701 (4.28)
g+2 )
&< — min{h} |,
. a+l .
max{hg2} + (Zl min{hi}) <0,
i=
o (4.29)
&< — (Zlmin{hi}> ,
=
: q+2 :
min{hgy1}+ Zl max{hij} | >0,
i (4.30)
g+2 .
& < max{hj} |,
. q+2 .
min{hg42} + (Z max{hi}> >0,
N (4.31)

g+1 .
& < (lzlmax{hi}> :

Feito isso, é preciso analisar se as condigoes propostas por (GUEDES, 2015) continuam

nao sendo satisfeitas com a introdugao dos novos termos.

A condicao a ser analisada é:

_%q+2+1~1 > Qg t Qg+t Puogin g L Peog. 243 5 %q+2+5_2 T Py
2 z z2 z (4.32)

_(p("’Q+2+1 1 > Qoo + (p"”él teeet cqu+2—1 1 (pwq+2+3 - cqu+2+5 , T E2—&
T? 2 b 2 9 T‘,
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Note que em (4.26), somando —Quqy,5,1 & esquerda e a direita da inequagao e passando

7
0 termo — @, _ bara o lado direito, entao,
a

_(pwq+31
v
>(Panll‘F(ng,l‘f""+(Pcuq_11+%q+11_%q+32—%q+52—"'_Cpah,z—(quJrgl
= Qs+ Py T Pogs |~ Pogs, T P (g s Pugs ) (4:33)
2 AN 2 2

Comparando (4.26) com (4.33), note que como (4.33) ¢é factivel, entdo se —& — &4 =

—@ugs . — Pog.s» (4.26) serd satisfeita também.
T2 W32

Um solucao é adotar & = & = (p(uq+3 . e E&3=&& = (pa)l?z Dessa maneira, (314) nao

sera satisfeita, completando assim a prova por inducao matematica.
Caso 2 - Numero par de regras.

Nessa secao, sera provado que para um numero par I > 6 de regras, as condicoes
apresentadas por (GUEDES, 2015) nem sempre sao satisfeitas. Para tal, serd utilizado

novamente método da indugao matematica, conforme explicado na secao anterior.

Suponha um sistema descrito por 6 regras (r = 6), em que os limites dos ¢’s sao dados

(4.34)

Note que, para qualquer valor maximo ou minimo utilizado, os outros limites dos hj,

j € Ky, conseguem levar a soma geral a 0, respeitando a caracteristica (3.8) do sistema.

Porém, analisando as condigoes de existéncia das LMIs para o Teorema 4, equacgao

(3.9) tem-se:

Condigao 1

_(pw4,1 < %,1 + (pwz,l + (Pﬂé,l - (p&B,z - (Pwa,z < %4,2 (4‘35)
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Utilizando-se os valores apresentados em (4.34), tem-se

-1<1+1+1-2-3<1

(4.36)
-1<-2<1
comprovando entdo que uma parte da condicdo 1 NAO ¢ obedecida.
Agora, considere a segunda condi¢do do Teorema 4, dada em (3.10):
Condigao 2
sy S Py + Popy — Py — P, — Py < Py (4.37)
Utilizando-se novamente os valores apresentados em (4.34), tem-se
-1<1+1-1-2-3<1
(4.38)

-1<-4<1
comprovando entdo que uma parte da Condicdo 2 NAO é obedecida.

Portanto, fica comprovado que para r > 6, r par, mesmo com a condigao (3.8) obede-
cida, existem casos em que as condigoes de existéncia das LMIs, dadas por (3.9) ou (3.10),

nao sao satisfeitas.

O préximo passo é analisar as condigoes para uma quantidade par genérica de regras
Suponha um r = @, q par, respeitando a condigao (3.8), sendo

—@1< hi(x(t) <@z (4.39)

para todo i € Kg.

Considere também que as condigoes da esquerda apresentadas pelo Teorema 4, equacoes

(3.9) e (3.10), sejam falsas. Ou seja

_%92+1.,1 > Qg + ey +ot (Pw%l - (p‘*’%+2,2 - %%M,Z T Qo (4'40)

_(Pw%‘l > (pwl,l + %,l +oet (pw%fl’l - (PCO%H‘Z - (ngﬁz - (qu,z (4‘41)
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Suponha agora que, para um r = q+ 2, tem-se
—@1< hi(x(t) <a@2
—e1 < P (x(1)) <& (1.42)
—&3 < hgi2(X(t)) < &

para todo i € Kq, e sendo que &1, &, &3, £&4 > 0.

O primeiro passo para a andlise da condicao estabelecida no Teorema 4 ¢é verificar se a

somatdéria dos hj continua sendo igual zero para r = q+ 2, para nao ferir esta propriedade

do sistema. Para tal, basta que nenhum dos novos limites (€1, &, €3 e &) seja maior que

a somatoria dos outros limites. Ou seja, adotando-se os minimos e maximos para hqy1 e

Ng42, tém-se:

. q+2 .
max{hgi1}+ Z min{h;j} | <O,
g1

g+2 )
&< — min{hj} |,
2, it
i#0q+1

. g+l .
max{hg2} + <Zl min{hi}) <0,

g+1 .
&< — (-;min{hi}> ,

. q+2 .
min{hg+1} + Z max{hij} | >0,
i=
i£g+1

o+2 _

& < max{hj} |,
2, el
i#0-+1

. q+1 .
min{hg2} + (Z max{hi}> ,>0

g+1 .
&< (lgmax{hi}> :

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)
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Feito isso, é preciso analisar se as condigoes propostas por (GUEDES, 2015), equagoes

(3.9) e (3.10), continuam nao sendo satisfeitas com a introdugao dos novos termos.

_%%z£+1,1 > Py Py et %qﬁ}z,l B (pw%fzﬂ,z B %qﬁ}zw,z T Pz (4.47)
_%#H,l > Py T Ppy o0 (pw%z,l N (pw%zu,z N %%ZHQ TR
€
_(p"-’q+2 1 > (pwi.l + csz,l +eeet (pwq+2_1l - cpwq+2+12 - %Oq+2Jr22 - cpwq+2,2
E R (4.48)
_(pw#,l = Qo T Py T (pw‘l}zfl,l B (pw%zﬂ,z N (p“’q+2+2,2 &

Note que em (4.40), somando —Qug.» . a esquerda e a direita da inequacao e passando
=41

o termo _%g+1.1 para o lado direito, entao,

_%‘L}ZHJ
> Qg+ Poopy oo (p‘*’%ﬂ@ o (p“’%+2,2 - %%%2 o (p“’g+4,2 — T Qg — (p‘*’%+2,1
= oy T Py oo (pwgﬂ.l - (p“’%+3,2 T T Qg T (—(P(U%er - (pw%ﬁ‘z)' (4.49)

Comparando (4.47) com (4.49), note que como (4.49) é factivel, entdo se —& — &4 =

_(p‘*’g+2,1 — %’gu,z’ (4.47) sera factivel também.

Uma solucao é adotar & = & = %g+2,1 e&3=8&&= (Pw%ﬂz- Dessa maneira, (3.9) nao

serd satisfeita.

Agora, note que em (4.41), somando — Qg . a esquerda e a direita da inequagao e
T7

passando o termo —(pw% , bara o lado direito, entao,

Qg2 1
)
> Qg T Py oo (p‘*’g,l - (p(")%+1,2 N (p‘*’%nz - (p“’%+3,2 N %92+4,2 T T Qg (p‘“’%+1,1
= Quoyy + Guopy + o+ (pw%l — (pw%%2 — = (—(pw%%1 — (pw%ﬂz). (4.50)

Comparando (4.48) com (4.50), note que como (4.50) é factivel, entdo se —&x — &4 =

_(p(*)g+1,1 — (pw%ﬂ’z, (4.48) sera factivel também.
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Uma solucao é adotar & = & = Puog ., € E3=E€= Qg Dessa maneira, (3.9) nao
3+L 3+L

sera satisfeita.

Porém, é preciso achar valores para €1, €2, €3 e & que tornem tanto (4.47) quanto (4.48)

factiveis. Para tal, basta que & = & = €3 = & = max{ (p“’g+1,1’ (pw%+172, (p‘*’g+2,1’ (pw%ﬂ’z}.

Ao escolher o méximo entre os termos indicados, nao serd ferida a condigao da soma
dos hj =0, pois 0 maximo de hgy1 serd igual o minimo de hgyo, multiplicando por —1, e
vice-versa. Portanto, se um desses hj assumir seu maximo ou minimo, os outros limites

se adaptarao, levando a soma de todos hi’s a 0.

Assim, fica provado, por indugdo matemaética, que as condigdes propostas por (GUE-

DES, 2015) nos Teoremas 4 e 5 nem sempre sao satisfeitas.

4.2 Teorema da utilizacéo dos limites

Suponha que, para um sistema com mais do que 4 regras (r > 5), as condicoes dos

Y Y s
Teoremas 4 e 5 nao sejam atendidas. Assim, é proposto um procedimento para construir
as LMIs de maneira a contemplar o “pior caso” possivel, como é demonstrado no teorema

a seguir.

Defina o conjunto

W= {wz (@] ER/on# wp# - # wr e W,y @ eKr}. (4.51)
Suponha que as constantes @ 1 e @ 2, P € K; sejam positivas e conhecidas, tais que

—®1<hy <@2,p k. (4.52)

E importante relembrar que:

Ny + Ny + - + gy = 1,
R A (4.53)

Teorema 6. Considere o sistema fuzzy TS (2.5), descrito por:

i t)AX(t), (4.54)
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sendo que hy, i € Ky, satisfaz as condigoes apresentadas em (4.52) e (4.53).

Assim, a partir da FLF presente em (2.8), sendo P =P >0, o sistema (4.54) terd

o ponto X=0 como assintoticamente estdvel, se e somente se

R (x(t)) +J37(x(t)) <0, (4.55)
for factivel, sendo que
1 - S
Fij = 5(ATP+ PA+ATR+RA)).i j €K i > |, (4.56)
J' = _‘Pah,lpah - %,1sz - %(m)fl,lpw(w)fl

+ (pz%(m) P“%(w) + %(w)+1,2p04(w)+1 +ot (pwr,zpwr <0, (4‘57)

para todo &y € Y, definido em (4.51), e Doy 15 Ponys s Py, 08 pesos associados a cada B,
calculados pelo algoritmo proposto na Figura 6 e equagoes (4.58)-(4.67).
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Figura 6 - Fluxograma para obtencao do “pior caso”.
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sendo
I: _
h,, =
M = Ghaz (4.58)
hwrfl = O _1,
1I:
r—2 .
Pory T Py 12+ ( Zlmin{hi}> <0 (4.59)
i=
1II:
r-2. .
<— Y mm{hi}> — @y
q— i=1 )
ey 12
Sea=>0
Entdo hy , = 0@y, (4.60)
r—2 .
(—,Z min{hi}> — Py
Caso contrario {a = — =1 Ny . =—0@y ..}
G 11 ’
hwrfz = 0w 51> hwrfs = 0w 31, 7hw1 — Qo 4
1V:
hwrfz = G5, (4.61)
V:
q . r—3 .
( > max{hi}> + (Z min{hj}> <0 (4.62)
i=r—2 =1
VI:

r-3 .
(_ igl maX{hi}) Qo Cur_12
LANPPY
Sea=>0

a=

Entdo hy , = a@y ,, (4.63)

r—3 .
(_ izl max{hj }) TPy Puan
— By_.2 ;hwrfz = _0%72,1}

ha)r73 = —Quw_31> hwr—4 = Qw415 7h001 = Qun 4

Caso contrario {a = —
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N —3:
heo, = P » (4.64)

<.r;max{|-’li}> — @y, <0 (4.65)

_ (égmax{hi}) + cpwl’l
P,
Sea=>=0

a =

Entdo hey, = 0 @y, (4.66)

_ (i ma,x{hi}) + Quny
=3 Gorp 1 ;hwz - _a%,l}

hwl = —Qu,

Caso contrario {a = —

hwl = @, (4.67)

sendo que N € o numero mdzrimo de passos dado pelo algoritmo, sendo dependente do

numero de regras I .

Observacgao 2. E importante ressaltar que o algoritmo retornard LMIs redundantes para
casos de r > 3, como serd explicado mais adiante. Para eliminar tais LMIs, basta adi-
cionar um passo de verificacao se a LMI resultante da dada iteragao jd existe no conjunto
de LMIs formadas pelas iteracoes anteriores. O numero de LMIs particulares para cada

caso serd analisado mais adiante.

Demonstracao. Suficiéncia: Considerando a candidata a funcdo de Lyapunov fuzzy des-

crita por

r
V(x(t) = Zlhi (x(®)x" ()R x(1), (4.68)
i=
sendo que, B, i € K, sao matrizes simétricas definidas positivas.

Entao,
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Zlhl t)R x(t) + Zh. R x(t)+x" ()R X(t)].

Usando (4.54) e sua transposta, note que

r r r

V() = 3 o (<)X (OB (0 + 3 Y B (x(O)y (<)X (1) [ATR -+ RA (1)
i=1]
Vx®) = 3 B (x©)X (0P, x(t)

i hi (x ))XT (t) [A,TPj—i—Pin +A-J-FP|+P|A]'}X(t).
i=1j=1

Multiplicando o termo i hp (x(t))XT (t) P, x(t) por z z hi (x(t)) hj (x(t)), que € igual a
p=1 i=1j=1

r
1 devido a equacio Y hj(X(t)) =1, e tendo em vista (4.56), tem-se que
=

r r

V(x(t) = Z _Zlh i (x(t) hj (x [Z ho (X (1)) Po +Fj (x(®) | x(t).  (4.69)
i=1j=
Portanto, € possivel ver que V (X(t)) < 0 para X(t) # 0, se

r .

Fij (X(t)) +3(x(1)) < 0,Fj (x) = x(®) TRjx(t),J(x) =x(t) T[S ho (X(t)) Polx(t).  (4.70)
p=1

Porém, ¢ preciso ainda saber se esta contemplado o “pior caso” possivel. Para tal, o

algoritmo processa todas as combinacoes possiveis de Wy, Wy, -+, .

Na primeira iteragao, o algoritmo ird supor que, para um dado X(t),

Py =Pj > 0,i € K, X Py X > X Py _ X > -+ = X PyX > X Py X, (4.71)
sendo que W € Y definido em (4.51), er > 2.

O algoritmo define os pesos de cada P de modo que tem-se:

J*(X(t)):XT[_(PMJPM_%lez_'”_% - P (w)-1
+ By o Pt + P 1Py a o+ PPl 0< @ <10 (4.72)
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sendo que qo;;(w) pode ser igual a — 0@y, OU APy, conforme descrito mno algoritmo

27

representado na Figura 6.

Suponha que ezista uma outra distribuicao dos pesos que multiplicam os Py, de modo

que seja possivel obter um Jij, (X(t)) mator do que o IJ*(X(t)) descrito em (4.72).

Pela construgdao do algoritmo, tem-se que de (4.72):

TPy~ Qupy %(w)fl,l + (p(:kq(@ + %(w)+1,2 +-F Poa, = 0. (4‘73)

Assim, considerando ainda que o termo que multiplica Py, correspondente a hm; per-
tence ao intervalo [~ @y, 1, P, ,l, a forma geral de um novo J(X(t)), a partir de (4.72)

€ a sequinte:

J(x(t)) = XT[(—(Pwl,l + Ny ) Peoy + (— @y + Ne)Peo, =+
(=B )12 T N 1) P2 T (P ) T NP
T (%(w)+1,2 - n‘*%(w)+1)PM(w)+1 T+t (+%,2 — N )Py [X0< a <1 (4.74)

sendo que nwp nwz’ Ty ncq(w_l; rloq(w)ﬂ; ) rlwf 2 0? rle € [07 (pwj’l-i_(pwj’z] para J 6Hgl’;
j#1(W), €Ny, € [—(pa(w) — %(wm,—qo;;(w) + @y, o] Ainda, pode-se dizer que:

As justificativas destas equagoes sequem das condigoes dadas em (4.52) e (4.53).

Substituindo (4.75) em (4.74), considerando -Ney — Ny = = Naygy_y T Naa gy a +°° F
Nex = Nay - tem-se que, de (4.72):

I(X(t)) = I (X(1)) +X" [N (—Pag gy + Paon) + N (—Pag g + Py
+et nﬁ%(m)*l(_Pﬁ%(w) + P@(w)f1) + nﬁ%(w)ﬂLl(P&%(w) - PM(w)H)
+ o+ Nax (P ) — Paxr)]X. (4.76)

Agora, de (4.71), observe que:
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XT[naa(—wa) + Py )X <0, XT[(—Pm(w) +Pup)]X <0,
X (=P + Py )X < O,XT [(Pay ) —Pag 1 )IX <O,

X' [(Py gy —Pa)IX < 0. (4.77)

Logo, a partir de (4.76) e (4.77),

J(x(t)) = J*(x(1)) < 0 (4.78)

J(X(t)) < I (x(1)). (4.79)

Desta forma, J*(X(t)) dado em (4.72) é mdximo. Logo, ndo existe outro conjunto de
pesos que, satisfazendo as condigoes apresentadas em (4.52) e (4.53), produza um J(X(t))

maior do que o obtido pelo algoritmo.

Na iteracao sequinte, o algoritmo permuta os valores de wy, Wy, -+, Wy, € 0 Processo

comeca novamente.

Se as condigoes forem satisfeitas para todo o conjunto w € Yy, entdo o mdzrimo para
qualquer X(t) e wy, wp, ---, W especificados em (4.71) serd contemplado. Assim, as

condigoes apresentadas sao suficientes.

Necessidade: Suponha que

X" (o, Py + Doy Pry + - -+ 4 higg, Py )X < J*(X(1)) (4.80)

para todo by descrito em (4.51)-(4.53), sendo J*(X(t)) definido em (4.72), obtido através
do algoritmo descrito na Figura 6 e (4.58)-(4.67).

Em particular, (4.80) € verificada para Ney = — @y 1, ey = =@y hfﬂ(w)—l =~y 117
h(*%(w) - _a%(w).l ou h"-%(w) - a%(m),z ’ h"%(m)ﬂ = %(w)+1,2’ R hwf = Qo>

Observe que esta escolha para hi, e hy satisfaz hj € [—(mj’l,([)wj’z],Vj € K, e ainda
(4.73) € obedecida. Desta forma, esta condi¢io que € fornecida pelo algoritmo € uma

condicao necessaria. [
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4.3 NuUmero de LMIs

Como o Teorema 3, proposto por (GUEDES et al., 2013), ja apresenta resultados
importantes quanto a factibilidade de sistemas nao lineares, nao foi possivel obter areas
de factibilidade maiores que o mesmo. Analisando os resultados obtidos pelo algoritmo
contido no Teorema 6 em relacao as condicoes de existéncia dos Teoremas 4 e 5, propostos
por (GUEDES, 2015), pode ser que o nimero de LMIs fornecidas seja menor quando

comparados ao numero de LMIs fornecidas pelo Teorema 3.
Pode-se dividir a analise quanto ao nimero de LMIs em duas partes:
1 - Quando as condigoes de existéncia dos Teoremas 4 e 5 sao satisfeitas

Se as condigoes de existéncia dos Teoremas 4 e 5, (3.9) ou (3.10) para o caso de r par
ou (3.14) para o caso de r impar, para todo w € Y, forem satisfeitas, pode-se observar

que o algoritmo funcionara da seguinte maneira:
- Para casos de r impar

A primeira iteracao do algoritmo ira supor que

XT Py X=X Py X > = X PyX > X Py X, (4.81)

Portanto, o primeiro passo do algoritmo, de acordo com o Blocos I e II da Figura 6,

serd verificar se

B+ Py + (TZmin{hﬁ») <0. (4.82)

Observe que, de (3.14),

_(pwr+1 1 < (p&h,l+%&,l+"'+%§£71 - (Pw%’z - (Pw{,zz - (pwrfl,z - (pwr,z;

2

(4.83)
(POJr,z + %71,2 < (pwl,l + (pwz,l +eet (pwr—lAl + (Pw%’1 - (perzr

2

372_"'_%72,2'

A partir de (4.83), é possivel ver que @y, + @y_;, ¢ menor que a soma de apenas

alguns termos minimos. Reescrevendo (4.83):
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r+1
2 .
Qury+ oy _1p < — Zlmin{hi} - z max{hj} . (4.84)
' i= ~ rers
Termos ;egativos Termos positivos

Entao, quando sao considerados todos os termos minimos, pode-se concluir que

o : r—2 .
Gyt Qg1 S — .Z‘min{hi} - | ng max{h;} | < — (.Zmin{hi}> . (4.85)

e, portanto, (4.82) é verdadeira.

Assim, o algoritmo passa para os Blocos IV e V da Figura 6, seguindo o mesmo padrao
para verificar as condigbes propostas, conforme ilustra o algoritmo. Esse procedimento

vai continuar até o termo wri1. Nesse termo, o algoritmo tentara verificar se
2

r—l

Pyt + P %7 Zlmln{h i} | <O. (4.86)

Rearranjando-se os termos

(p‘*’ﬂ 2 < _(pwr,z - (ow,l,z =~ Qg Zlmln{h } ’ (4‘87)
2 22

que ¢ o contrario da condicao da direita mostrada em (3.14) e provando que (4.86) ¢ falsa.

Assim, o algoritmo ira adaptar o limite de (pw%7 de maneira que

% = Qg T Pyt +(Pa) 1, %%,2_%@;_2_"'_%,27 (4.88)

sendo que (ple < [_(pwrﬂ 1’ oy 4 2]‘
e 2 2

A LMI a ser formada nesse caso é

I:ll - (pwl,lpwl Qo 4 1Pwr—1 + (pZ)r+l Pwr+1 + (pwr+3 prr+3 +eeet cPOJr,zP&} < 07 (4'89)

que é exatamente a mesma LMI fornecida pelo Teorema 5.

Portanto, se (3.14) for satisfeita, o algoritmo fornecera nao sé o mesmo nimero como



4.8 Numero de LMIs 47

as mesmas LMIs do Teorema 5.
- Para casos de r par.
A primeira iteracao do algoritmo ira supor que
X Py X > XTPy X+ = X PyX > X Py X. (4.90)

Portanto, o primeiro passo do algoritmo, de acordo com o Blocos I e II da Figura 6,

serd verificar se

Porp+ Q1o+ (T;Zmin{hi}> <O. (4.91)

Observe que, de (3.9),

_(Pw%ﬂ,l < (Pwl,l + (pwz,l Tt Qoor L5 - (Pwr+22 - (owfz,z - %71,2 — Qg 55 (4 92)
(Pﬂ)rz""(pwr 12 X %1"‘%1"‘ +(Pwr +(pwf+11 %%2,2_"'_%72,27
ou, a partir de (3.10),
_(Pw%,l < (pwl,l + (sz,l +oee (pw%,l’l - (P(U%HQ - q)wr_z,z - q)wr—l,z - %2; (4 93)
(Pwr,z + %71,2 < (Pwl,1 + q)wu +eee (Pw%,n + %5,1 - %%HQ - (Pwrfz.z'
Reescrevendo (4.92) e (4.93), tem-se:
5+1 ) r—2 ) r—2 _
Gy + Py _1p < — Z\ min{hj} | — Z max{hj} | <— Zmin{hi} , (4.94)
R i= y j=5+2 i=
Termos ‘r:egativos Term os},) ositivos

r—2

3 . r-2 .
Doyt P15 < (Zlmm{h. ) -1 Z max{hj} | < - <_Zimin{hi}> , (4.95)
= i=

7?4‘1
————

T . vV
€ermos negativos Termos positivos
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e, portanto, (4.91) é verdadeira, independente de qual condicao de existéncia do Teorema

4 tenha sido satisfeita.

Assim, o algoritmo passa para os Blocos IV e V da Figura 6, seguindo o mesmo padrao
para verificar as condigoes propostas, conforme ilustra o algoritmo. Esse procedimento
vai continuar até o termo Wr 41, 1O Caso da condicao (3.9) ter sido satisfeita, ou até Wr , NO
caso da condicao (3.10) ter sido satisfeita. No primeiro caso, o algoritmo tentard verificar

se

3 .
Pyt Py, + (_Zlmin{hi }) <0. (4.96)
i=

No segundo caso, o algoritmo tentara verificar se

1
Pogp+ -+ (Poo%’z + ( Zl min{hi}> < 0. (4.97)
=

Rearranjando-se os termos de (4.96)

p .
(pw%le,Z < _%.2 - %_172 -t (Pw%ﬂz - (I;mln{hd’) s (498)

que ¢ o contrario da condigao da direita mostrada em (3.9) e provando que (4.96) ¢ falsa.

Assim, o algoritmo ira adaptar o limite de q)w%ﬂ, de maneira que

(p(j:)%+1 - (p(l)_]_,]. + %)Z,l + ... + %}%.’1 - %%+272 - (pﬂ)%+3.’2 —_— e — %727 (499)
sendo que <PZ)%+1 € [—(Pw%ﬂﬁla (Pw%ﬂz].

A LMI a ser formada nesse caso é

Fij = Guons Py = = oy Poog ‘P@HF’%H + Qg ,Por o Py <0, (4.100)
que é exatamente a mesma LMI fornecida pelo Teorema 4, a partir da condicao (3.9).

E possivel observar que o algoritmo tem comportamento andlogo caso a condigao

satisfeita seja (3.10). A diferenca é que o termo a ser alterado seria @y, ao invés de @y .-
2 2

Logo, o algoritmo fornece nao s6 o mesmo ntimero de LMIs que o Teorema 4, como
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as mesmas LMIs, casos as condigdes (3.9) ou (3.10) sejam satisfeitas.

2 - Quando as condicdes de existéncia dos Teoremas 4 e 5 NAO sio satis-

feitas
- Para casos de r impar.

Suponha que exista um ¢} € Yy em que a condi¢ao (3.14) nao seja satisfeita. Ou seja

Qo P Qo T Pyt T oy Pz, Pos, T P (4.101)
2 7z = 5
ou
ooy, <Pops T Py T T Qo g, — Py, ~ Pops, 0~ Py (4.102)
2 R =, ==,

Observe que, quando as condigoes de existéncia do Teorema 5 eram respeitadas, o
algoritmo retornava LMIs em que o termo alterado tinha sempre uma posigao central,
com um mesmo nimero de maximos e minimos utilizados para a formulacao da mesma.
Ja a partir de (4.101) e (4.102) e do processo descrito nos casos anteriores, é possivel
observar que, quando o algoritmo chegar no termo central w%, o valor necesséario para
o ajuste do limite @, , sera maior que o maximo ou menor que o minimo. Por tanto,
o algoritmo ird encongar uma solugao onde o termo alterado esteja antes ou depois do

termo central 1.
2

O numero de LMIs particulares fornecidas pelo algoritmo em funcao do ntumero de

regras I e a posicao do termo alterado i é dada por:

r!

(—Dir -

A expressao (4.103) pode ser obtida através da andlise de redundancias nas LMIs a

Qumi = (4.103)

partir do algoritmo. Cada LMI segue o seguinte modelo:

Jiﬂ} (X(t)) =x' [_(Pwl,lpwl - (sz,lpwz - %(w)—l‘lpm(w)—l

J/

A
+ (p(;(w) P(q(@ +fp‘q(w)+17zpf’4(w)+1 +eeet (Pa}vzpwr]x- (4104)

J/

v~

B

Analisando os conjuntos A e B de termos, pode-se observar que, no caso do conjunto
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A, tem-se (i —1) termos que podem ser permutados livremente entre si, nao alterando a
LMI gerada. No caso do conjunto B, sdo (r —i) termos que tem a mesma caracteristica

do conjunto A.

Logo, desconsiderando o termo alterado (qy), tém-se (r —1) termos para serem combi-

nados em 2 grupos: um com (i —1) termos e outro com (r —i). A combinagado matematica
(WAGNER, 2005) tem férmula definida como:

n!

n __
Cm = mi(n—m)!’

(4.105)
onde N é o numero de termos disponiveis e m é o nuimero utilizados por grupo.

Assim, no conjunto A, tém-se (r — 1) termos para combinar-se em grupos de (i —1)

elementos. Portanto
(r-1) (r—1)!

RS i VT o ey (4.106)

Para formar o conjunto B, sobraram (r —i) elementos que podem permutar livremente
entre si, uma vez que a ordem desses termos nao forma LMIs diferentes das anteriores,
j& que, por exemplo, @ ; + @,y = Pupy + Py;- Assim, juntando (4.105) com (4.106) e
considerando que existem r opcoes de g diferentes que podem ocupar o termo alterado

W(w), tem-se

(r—1)! r!
=r— — = — —, 4.107
QUM =T =i~ =D =) (4.107)
Se as condicoes de existéncia do Teorema 5 forem respeitadas, o termo alterado sera
o central e, portanto, a posicao i do termo serd i = % Logo

r!
Qumi = m,

que é exatamente a mesma férmula encontrada por (GUEDES, 2015). Porém, caso as

(4.108)

condigoes de existéncia do Teorema 5 NAO forem respeitadas, o termo alterado nao sera

central. Entao, i = %ij,Zg i<r—-1,jeZ".
. 1 .
Para o caso em que i = 5=+ |:

r! r!

R e N e

Qumi =

(4.109)
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Dividindo (4.108) por (4.109)

j—1 _
rl r=1+2)
r! = ' '
0 (5K

Logo, o nimero de LMIs geradas pelo termo central ¢ maior do que o nimero de LMIs
geradas pelo termo deslocado e, portanto, quando as condigoes de existéncia do Teorema
5 nao sao satisfeitas, o algoritmo gera ainda menos LMIs do que se as mesmas fossem

satisfeitas.
- Para casos de r par.

Suponha que exista um w € Y em que as condigoes (3.9) e (3.10) ndo sejam satisfeita.

Ou seja

P01 > oyt ot op Py, Py, T Py (4.111)
ou

Boog 15 < Pong T Popa T+ Boog = Qo g, — Poog 1~ 0~ Pz (4.112)
(§

Il T L e L e e P P 2 (4.113)
ou

Poog , < Poons T Papa 0 F Py gy~ Qo g, — Py~ P (4.114)

Observe que, quando as condigcoes de existéncia do Teorema 4 eram respeitadas, o
algoritmo retornava LMIs em que o termo alterado tinha sempre uma posicao igual, que
dependia se a condi¢ao (3.9) ou (3.10) era satisfeita. Ja a partir de (4.111)-(4.114) e do
processo descrito nos casos anteriores, é possivel observar que, quando o algoritmo chegar
no termo que antes era alterado (no caso de a condigao (3.9) ser satisfeita, era o termo
Wy 1, e no caso de a condigao (3.10) ser satisfeita, era o termo @), o valor necessdrio
para o ajuste dos limites W1 O Wy sera maior que o maximo ou menor que o minimo
dos mesmos. Por tanto, o algoritmo ird encontrar uma solucao onde o termo alterado

esteja antes ou depois dos termos utilizados anteriormente.

O numero de LMIs particulares fornecidas pelo algoritmo em funcao do nimero de
regras I e a posigao do termo alterado i continua sendo o mesmo apresentado em (4.103),

utilizando-se da mesma andlise, uma vez que o algoritmo nao difere os sistemas em quan-
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4

tidades impares ou pares de regras.

Se as condicoes de existéncia do Teorema 4 forem respeitadas, o termo alterado tera

posigoes i =5 +1 oui=75. Logo

r!
Qi =

()

que é exatamente a mesma férmula encontrada por (GUEDES, 2015). E importante

(4.115)

ressaltar que, apesar do nimero de LMIs ter sido calculado com a posigao | = %, a partir
da condigao (3.10), esse niimero seria o mesmo caso fosse calculado com a posi¢ao i = % +1,

a partir de (3.9).

Porém, caso as condigoes de existéncia do Teorema 4 NAO forem respeitadas, o termo

alterado terd uma posicao diferente. Entéo, i=5+],2<i<r—1,jeZ".
Para o caso em que i = 5+ j:
r! r!
Qumi = — = —. (4.116)

G+i-D—5-1' G+i-DIG-D)!

Dividindo (4.115) por (4.116)

-1
e N A RCR RN
(PN ket
7—'—<+1i1r>!'<2—j>' =T o o
2 2 kl;lo(z— )

Logo, o numero de LMIs geradas pelo termo utilizado quando as condigdes (3.9) ou
(3.10) sao satisfeitas é maior do que o nimero de LMIs geradas pelo termo deslocado e,
portanto, quando as condicoes de existéncia do Teorema 4 nao sao satisfeitas, o algoritmo

gera ainda menos LMIs.

A Tabela 4 e a Figura 7 ilustram os resultados obtidos nessa se¢ao. A Figura 7 mostra

que, quando as condigoes dos Teoremas 4 e 5 sao satisfeitas, o nimero de LMIs é méximo.
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Tabela 4 - Nimero MAXIMO de LMIs fornecidas pelo algoritmo de acordo com o niimero
de regras.

r 23 4 5 6 7 8
LMIs 2 6 12 30 60 140 280

Fonte: O préprio autor.

Figura 7 - Nimero de LMIs de acordo com o nimero de regras r e a posigao I do termo
alterado.

Numero de LMIs em relagédo a posicéo do termo alterado
T T T T T

300 T T T T
P—————— — —© —r=4
/ AR —© —r=5
/ r=6
250 | i N —© —r=7|
/ \ — & —r=8
200 - \. -
s Y N
2 / N
S 150 s . 4
[} / _ -9 < N
; / I I \
b4 7 D/// \\\o\ \
100 - — = S
e ~N
/ _ N \
/ e ~N
/ e ~ \
- ~
{ - ~ )
50 =~ ~ =
O
== ==
b-—— ~—-oe
b——— - —— °
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 25 3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7

Posicéo onde ocorre alter¢cdo do termo

Fonte: O préprio autor.

Comparando as Tabelas 1, 2, 3 e 4, é possivel perceber que, para os casos em que as
condigoes de existéncia dos Teoremas 4 e 5 sao satisfeitas, o valores das Tabelas 1, 2 ¢ 3
coincidem. Também é possivel observar que, nos casos de r < 6, o algoritmo fornece menos
LMIs que o Teorema 3, conforme mostrado também na Figura 2. Porém, apesar de nos
casos I > 7 o algoritmo poder fornecer mais LMIs que o Teorema 3, conforme mostrado
também na Figura 3, ainda serd indicado o uso do algoritmo, como sera demonstrado nos

exemplos numeéricos.

4.4 Exemplos Numéricos

Exemplo 1 -Exemplo de funcionamento do algoritmo

Foi utilizado o mesmo exemplo numérico para o caso geral de r = 5 presente neste

capitulo, foi desenvolvido um programa via Matlab® para que pudessem ser feitas todas
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as rodadas obtidas da permutacao dos @’s, j& que haviam 120 combinagoes diferen-
tes. Essas combinagoes, conforme comentado anteriormente, fornecem LMIs redundantes.
Caso fossem consideradas apenas as LMIs particulares, haveriam apenas 30 combinacoes
diferentes. Porém, como nesse exemplo serda apenas demonstrado o funcionamento do

algoritmo, serao mantidas as 120 combinacoes possiveis.

E importante lembrar que os limites dos @’s que NAO satisfazem as condicdes de
existéncia do Teorema 5 citados na prova de casos impares com r > 5 em (4.20), sdo

dados por:

~1<h; <1
_1<hy <1
—1<h3<1 (4.118)
—2<hy <2
—2<hg<2
Para ilustrar o algoritmo, é suposto um caso em que
XTPsx > XTPyx > X Pyx > X" Pox > X" Pix. (4.119)

Portanto, seguindo o fluxograma, o primeiro passo é colocar os limites superiores em

hs e hys e os limites inferiores para hg, hp e hy, verificando se a soma dos h; ainda é negativa.

I:]5max—|_ |:‘I4max - I;|3min - I.’lzmin - I;]]-min
2+2-1-1-1=1.

(4.120)

Como pode ser visto, o resultado de (4.120) prova que o limite superior de hy nao
pode ser utilizado neste caso, ja que os outros hi’s nao conseguiriam levar a soma de todos

a zero. Portanto, s6 uma parcela dele podera ser utilizado. Sendo assim:
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(4.121)

Nesse caso, a LMI gerada seria

Jj (X(t)) = X" [Fij + Py + hoPo + hgPs + NPy + hsPs] Imaxx < 0,¥x # O,

4.122
F(x(t) =X [Fj + (=DPr+ (—1)P2+ (=1)Ps + (1)Ps+ (2)Ps]x < 0,Vx # 0. (4.122)

Os outros resultados obtidos estao apresentados na Tabela 5, sendo que N é o niimero
da permutacao que esta sendo rodada e a representa aonde o limite superior nao pode
ser aplicado. Por exemplo, para a=4.1, o limite @,,, nao pode ser aplicado, e foi usado
apenas uma parcela do mesmo. Para a=4.2, o limite @,, também nao pode ser aplicado,
porém neste caso foi usado uma parcela do valor de —@,,,. Paraa=3.1ea=3.2, o limite
@z, nao pode ser aplicado, com os indicadores .1 e .2 indicando se foi usado uma parcela
do limite inferior ou superior, de maneira igual ao exemplo a =4 e, finalmente, para
a=21ea=22 foi limite @y, que nao pode ser aplicado, com os indicadores .1 e .2

funcionando de maneira analoga aos outros dois casos.
Exemplo de como ler a tabela:
Na linha onde N=7, tem-se w5 =5, iy =3, w3 =4, wp =2 ¢ wy = 1. Portando,

E possivel observar que o indice a vale 3.2 nessa linha. Portanto, o limite @, = ¢u 2
nao pode ser utilizado. Nao foi possivel utilizar nem uma parcela desse limite superior.
Portanto, foi utilizada uma parcela do limite inferior (—¢u 1), sendo essa parcela o resul-
tado da equacao aX— @4 1. Como a =0,5¢ @1 = —2, o resultado foi —1. Dessa maneira,

é possivel observar que a soma dos hj’s é zero, assim como em todas as linhas.

Observagao 3. Analisando a Tabela 5, fica claro que as primeiras 6 linhas geram os
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mesmos coeficientes (h5 =2, h4 =1, h3 =-1, hz =—-1e hl = —1), sendo essas linhas
apenas permutacgoes livres dos termos wz, Wy e Wy e, portanto, geram a mesma LMI.
Assim, fica demonstrada a importancia da filtragem citada para o nimero de LMIs ser o

minimo possivel.
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Tabela 5 - Resultados obtidos pelo programa de desenvolvido a partir do algoritmo pro-

posto.

a

41105
41105
41105
41105
41105
41105
32105
32105

3.1

3.1

3.1

3.1

3.1

3.1

32105
32105

3.1

3.1

3.1

3.1

3.1

3.1

32105
32105
41105
41105
41105
41105
41105
41105
32105
32105

3.1

3.1

3.1

3.1

3.1

3.1

32105
3.210,5

3.1

3.1

3.1

3.1

3.1

ho

2
2
2
2
2
2
2
2

2
2

2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

2
2

1
1
1
1
1
1
1
1

1
1

1
1

1
1
1
1
1

1
1
1

1
1

10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
27
28
29
30

31

32

33

34
35

36

37

38

39

40

41

42

43

44
45
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a
3.1

32105
32105
32105
32105

3.1

3.1

3.1

3.1

3.210,5
32105

3.1

3.1

3.1

3.1

31105
31105
31105
31105
22105
2.2 105
31105
31105
22105
22105
31105
31105

3.1

3.1

32105
32105

3.1

3.1

31105
31105
311005
31105
2.2 10,5
22105

3.1

3.1

32105
32105

3.1

3.1

hos,

2
2
1
1

1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

1
1

1
1
1
1
1
1

1
1

1
1
2
2

2
2

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

2
2

1
1
1
1
1
1

2
2

N|lws || ws| wp| w|he | N, | Ne | Ney

46

47

48

49

50
ol

D2
23
54
95
o6
57
o8
29
60

61

62

63

64
65

66

67

68

69

70

71

72

73

74
75

76

77

78

79

80

81

82

83

84
85

86

87

38

89

90
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0,5

0,5

0,5

a
22105

2.2 10,5
3105
31105
31105
31105

3.1

3.1

3.1

3.1

3.2 10,5
3.2 10,5

3.1

311005
2.2 105
22105

3.1

3.110,5
22105
22105

3.1

3.110,5
3.110,5
3.110,5

3.1

3.1

3.1

3.1

32105
32105

o,

1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1

1
1

1
1
1
1
1
1

2
2

1
1

1

1
1
1

1
1
1

2
2

N | 5| ay| | w|w|hy | hy| | h

91

92

93

94
95

96

97

98

99
100
101
102
103
104
105

106

107
108
109
110
111

112
113
114

115
116

117
118
119
120

Fonte: O préprio autor.
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Analise de areas de factibilidade e niimero de LMIs
Exemplo 2 - Parar =3
Considerando o modelo Takagi-Sugeno com 3 regras, descrito por:
A -5 4 A -4 —4 A -3 —4
1= y M2 = y M3 =
-1 a i(3b—2) %(3a-4) i(2b—3) %(2a-6)
considerando os limites dos hi como sendo
—0,65< h; <0,85
—0,55< h, < 0,75 (4.123)

—0,95< h3 < 0,45,

e variando os parametros ae b de [—20,—5] e [0,1350, respectivamente, a Figura 8 mostra

que as regioes de factibilidade fornecidas pelo algoritmo e pelo Teorema 5 sao iguais.

Figura 8 - Area de factibilidade para I = 3, X para o Teorema 5 e 0 para o algoritmo.

Area de factibilidade para r=3

1200 222222202202 RRRERe

1000 @222V ARSRAVER

22223RRRSIZRERRRARRRRRRARERERSAIVSRRRIPRIRRRZIIBRRS

800 2eRe

2RIV VAV ISV RAVAIVAACIRIR

600 @3R3 ERRREREREIRRARSRRIZRICIZRSRSIZRARRIRIIRIGIZBIIRRIZRIBR 1
SRR3R/ ISR IZ ISR/ RIJRIRIRBOR

VAVA/LLIVR

400

DRRRBRDR DR

200 222eeARVARSVARES

Fonte: O préprio autor.

e Numero de LMIs particulares fornecidas pelo algoritmo em funcao do termo Fj : 6;

e Numero de LMIs particulares fornecidas pelo Teorema 5 em fun¢ao do termo Fj :

6;

e Numero de variaveis matriciais simétricas n x n utilizadas pelo algoritmo e pelo

Teorema 5 : 3;
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e Nimero de LMIs particulares fornecidas pelo Teorema 3 (Hiper-retangulos), em

funcao do termo Fj : 8;

e Numero de varidaveis matriciais simétricas N x n utilizadas pelo Teorema 3 : 9.

Exemplo 3 - Parar=4

Considerando o modelo Takagi-Sugeno com 4 regras, descrito por:

5 4
A= , Ao=
a

-1

4 4 . 4
13p-2) {Ba-4) | ° |i@2b-3) ia-6)

A 2 —4
b =2/

considerando os limites dos hj como sendo

gl

—0,65< h; <0,85
—~0,55< hp < 0,75
—0,95< h3 < 0,45
—0,7<hs <0,8,

(4.124)

e variando os parametros a e b de [-20, —5| e [0,1350, respectivamente, a Figura 9 mostra

que as regioes de factibilidade fornecidas pelo algoritmo e pelo Teorema 4 sao iguais.

e Nimero de LMIs particulares fornecidas pelo algoritmo em funcao do termo Kj :

12;

U

e Nimero de LMIs particulares fornecidas pelo Teorema 4 em fun¢ao do termo Fj :

12,

U

e Numero de variaveis matriciais simétricas n x n utilizadas pelo algoritmo e pelo

Teorema 4 : 4;

e Numero de LMIs particulares fornecidas pelo Teorema 3 (Hiper-retangulos), em

fungao do termo Fj : 16;

e Numero de varidveis matriciais simétricas n x n utilizadas pelo Teorema 3 : 14.
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Figura 9 - Area de factibilidade para r =4, X para o Teorema 4 e 0 para o algoritmo.

Area de factibilidade para r=4
T T

1200 T

DARRDBRBRRDDER

1000 222X/ SRAJRVARS 2V =

SRR3R/ ZSZAVRIROZOIZIZRSBREY

800 2Ree2eIVAAVGVSVAVZIXIPACIGVSVAVRZJRRD =
2RSS VAVZAIXAAPACIGICNAVRJAVR

600

400

200

Fonte: O préprio autor.

Exemplo 4 - Para r =5, satisfazendo condigoes de existéncia do Teorema 5

Considerando o modelo Takagi-Sugeno com 5 regras, descrito por:

a5 4] 4 4 . 4
o ] CTET 0 Y@0-2) t@a-4) | | i@20-3) L(2a-6)
2 4 3 -4
A4: A5: )
b -2 -3 a

considerando os limites dos h; como sendo

—0,65< h; <0,85
—-0,55< hy < 0,75
—0,95< h3 < 0,45 (4.125)
-0,7<h;<0,8
—0,8<h5<0,8,

N

e variando os parametros a e b de [—20,—5] e [0,1350, respectivamente, a Figura 10
mostra que as regioes de factibilidade fornecidas pelo algoritmo e pelo Teorema 5 sao

iguais.
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Figura 10 - Area de factibilidade para I =5, X para o Teorema 5 e 0 para o algoritmo.

Area de factibilidade para r=5, respeitadas as condigbes do Teorema 5
T

1200 -

1000 -

(1]

L2123

800 reReefe®

FRARVFRRR
22RIRRIVDR
2RI

600 @BRRERRRERERRRER

400

200 222V AJVSIAIARVR

0 [eRERRERARERBVVRVRVE

-20 -15

Fonte: O préprio autor.

30,

Nimero de LMIs particulares fornecidas pelo algoritmo em funcao do termo Fj :

e Nimero de LMIs particulares fornecidas pelo Teorema 5 em fun¢ao do termo Fj :

30,

e Numero de varidveis matriciais simétricas n x n utilizadas pelo algoritmo e pelo

Teorema 5 : 5;

e Numero de LMIs particulares fornecidas pelo Teorema 3 (Hiper-retangulos), em

funcao do termo Fj : 32

e Numero de variaveis matriciais simétricas N x n utilizadas pelo Teorema 3 : 20.

Exemplo 5 - Para r =5, NAO

rema 5

satisfazendo condicoes de existéncia do Teo-

Considerando o modelo Takagi-Sugeno com 5 regras, descrito por:

A I N —4
1: ) 2: Y
-1 a 2(3b—
—2
Aq =
b

-4 A -3 -4
) 3 —
2) i(3a-4) L(2b-3) i(2a-6)
—4 —3 -4
A5: 5
-2 -3 a
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considerando os limites dos hj como sendo

(4.126)

e variando os parametros a e b de [—-20,—5] e [0,1350, respectivamente, a Figura 11

mostra que as regices de factibilidade fornecidas pelo algoritmo e pelo Teorema 3 sao

iguais.

Figura 11 - Area de factibilidade para I =5, X para o Teorema 3 e 0 para o algoritmo.

Area de factibilidade para r=5, NAO respeitadas con

dicdes do Teorema 5
T

1000

[T
Be®

800 [BBBBBS

RRBBEVO®
FRRRRSRVRERE
FRRRRERRRBRERE

600 2e®

WARVAP2AJLAVR

400
2RISR RIDRRRRRIRERERSDE
22ZRRRSIRERRRAPSRRRRIIERERSOIBERR
222233RRRRERRRAZRRRRAISRSRSIIRSRRROY

200 R

Lo deded el daladededepoladabed odedal g obadfodid o obad oot olog o dede bbb e d e g et de e o

Fonte: O préprio autor.

e Numero de LMIs particulares fornecidas pelo algoritmo em funcao

22

e Numero de LMIs particulares fornecidas pelo Teorema 5 em funcao

Nao existe;

do termo Fj :

do termo Fj :

e Numero de variaveis matriciais simétricas n x n utilizadas pelo algoritmo: 5;

e Numero de LMIs particulares fornecidas pelo Teorema 3 (Hiper-retangulos), em

funcao do termo Fj : 32
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e Numero de variaveis matriciais simétricas n x n utilizadas pelo Teorema 3 : 20.

Exemplo 6 - Parar =7

Foi analisado, no Capitulo 3, que, para casos com r > 7, o nimero do LMIs fornecidas
pelo Teorema 3 é menor que o nimero de LMIs fornecidas pelo Teorema 5. Portanto,
dependendo dos intervalos dos @’s o Teorema 3 PODE fornecer menos LMIs que o algo-
ritmo. Sendo assim, é necessaria uma anélise mais detalhada sobre as vantagens das LMIs

geradas pelo algoritmo.

Considerando o modelo Takagi-Sugeno com 7 regras, descrito por:

A -5 —4 A —4 —4 ],AS: [ -3 —4 ]
-1 1(3b—2) i(3a-4) f(2b—-3) i(2a-6)
Ao [—2 —4 Ao -3 —4] _ [ -3 —6 ]
b -2 -3 a £(2b—-4) 3(2a-5)
A7 = 2 _3],
b -4

considerando os limites dos hj como sendo

- Caso 1 - Condigoes de existéncia do Teorema 5 satisfeitas.

—0,65< hy < 0,65
—0,65< hy < 0,65
—0,65< h3 < 0,65
—0,65< hs < 0,65 (4.127)
—0,65< hs < 0,65

N

—0,65< hg < 0,65
—0,65< hy < 0,65.

- Caso 2 - Condicdes de existéncia do Teorema 5 NAO satisfeitas.
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—0,65< h; <0,85
~0,55< h, < 0,75
~0,95< h3 < 0,45
<h;<0,8 (4.128)
~1<hs<1
~0,85< hg < 0,85

—3<h7<3

N\

N

A analise feita sobre o caso r =7 “trava”os parametros a e b em —20 e 50, respectiva-
mente, para factibilidade, e —15 e 500 para nao-factibilidade, diferentemente do que foi
feito nos outros casos, a fim de entender onde as LMIs geradas pelo Teorema 6 apresen-
tam uma melhora sobre as LMIs geradas pelo Teorema 3. Para tal, os programas foram
executados utilizando o pacote LMILab no Matlab®, em Intel® Core i5® 2.4Ghz, com
8Gb de RAM. Os resultados obtidos foram:

Tabela 6 - Resultados comparando os Teoremas 6 e 3.

N° de LMIs N° de VMS* Indicando Factibilidade | Indicando Nao-Factibilidade

Teo 3| Teo 6 | Teo 3| Teo 6| Teo 3 Teo 6 Teo 3 Teo 6
r=3 8 6 9 3 0.5s <<1s 0.6s <<1s
r=4 16 12 14 4 1.9s <<1s 2.66s 0.2s
ra=5| 32 30 20 5 4.8s 3s 11s 6.4s
=5[] 32 22 20 5 5.13s 2.57s 9.16s 4.36s
réa=71| 140 128 35 7 1min02s 36s 3minl9.5s 2minl4s
re=71 140 90 35 7 1lminlls 22,45s 3min20s 1min31s

* Varidveis Matriciais Simétricas nx n, ® Casos em que as condigoes de existéncia dos Teoremas 4 e

5 sao respeitadas, P Casos em que as condicdes de existéncia dos Teoremas 4 e 5 nao sao respeitadas.

4.5 Conclusdes Parciais

Neste capitulo, foram apresentadas anélises baseadas nas teorias propostas por (GUE-
DES, 2015), bem como propostas para generaliza¢ao das mesmas independente do niimero

de regras que o sistema fuzzy TS possa apresentar.

Ficou provado que os teoremas propostos por (GUEDES, 2015) funcionam muito bem
para sistemas que sao descritos por no maximo 4 regras (r < 4), em que suas condigdes de
existéncia sao sempre obedecidas. No entanto, ficou provado também que, para sistemas

descritos por no minimo 5 regras (r > 5), as condigoes de existéncia impostas por (GUE-
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DES, 2015) nem sempre sao obedecidas, necessitando assim de uma nova proposta para

a analise de estabilidade desses sistemas.

Para tal, foi proposto um algoritmo que avalia a utilizacdo dos limites maximos e
minimos das nao linearidades, alterando-os conforme necessario para que a soma dos hj
seja sempre igual a zero. Dessa maneira, o pior caso possivel é sempre contemplado, e
fica provado que, se para esse caso o sistema tem no ponto X =0 o ponto assintoticamente
estavel, entao para qualquer outro caso X =0 também é o ponto assintoticamente estavel
do sistema. Ou seja, foram obtidas condigoes necessarias e suficientes para tratar os
termos correspondentes aos hi,i € K¢, de modo a assegurar a estabilidade assintética do

ponto de equilibrio X = 0 utilizando fun¢oes de Lyapunov fuzzy.

Além disso, foi analisada qual a vantagem do uso do algoritmo proposto para a analise
de estabilidade de sistemas nao lineares e, ficou provado que, além de o algoritmo con-
templar casos que os Teoremas 4 e 5 nao contemplam, o mesmo ainda retorna sempre um
nimero menor de LMIs do que o Teorema 3 para casos de r < 6, sendo que o nimero
maximo de LMIs geradas pelo algoritmo acontece quando as condicoes de existéncia dos

Teoremas 4 e 5 sao satisfeitas, e esse nimero é igual ao obtido por (GUEDES, 2015).

Para os casos r > 7, ficou provado que o algoritmo nem sempre forma menos LMIs
que o Teorema 3, pois esse nimero de LMIs depende dos intervalos dos ¢’s. Porém, foi
mostrado que, mesmo nos casos em que o algoritmo retorna mais LMIs que o Teorema 3,
ainda ha um ganho computacional relevante, uma vez que as LMIs do algoritmo conseguem
ser resolvidas em tempo consideravelmente menor do que as LMIs do Teorema 3, ja que

o algoritmo utiliza muito menos variaveis matriciais simétricas nxn.
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5 Conclusoes e continuacao do
trabalho

Os modelos fuzzy TS (TAKAGI; SUGENO, 1985), que descrevem um sistema nao
linear utilizando a combinacao de um dado ntimero de modelos locais lineares e invariantes

no tempo, obtendo assim seu modelo global, foram analisados a principio.

Com o objetivo de reducao do conservadorismo das relaxacoes baseadas em LMIs
dos sistemas fuzzy TS, foi proposto por (GUEDES, 2015) e revisado no Capitulo 3, um
teorema, que oferece condicoes para a estabilidade de sistemas fuzzy TS, baseado no hiper-
retangulo composto pelo conjunto fechado das derivadas temporais das funcoes de perti-
néncia de sistemas fuzzy Takagi-Sugeno (TS). Utilizando fungoes de Lyapunov fuzzy, via
LMIs, foi considerada uma generalizacao do conceito de limitantes das variagoes tempo-
rais das fungoes de pertinéncia como pertencentes a duplas desigualdades completamente
assimétricas, isto é, —(p1 < hp (X(t)) < @2, p € K, sendo que as constantes @1 € @2
sao conhecidas, que até entao na literatura eram modulares, isto é, baseadas em duplas
desigualdades com extremos conhecidos e iguais em mddulo, mas com sinais trocados.
Com essa andlise generalizada, foi possivel comparar as condigoes de @ ’s assimétricos,
simétricos e iguais, mostrando que no caso de @ ’s iguais, o nimero de LMIs diminui
bastante, tornando o processo computacional de resolucao das mesmas bem mais rapido

e menos suscetivel a erros (GUEDES, 2015).

Em seguida, foram, estudadas as condicoes de existéncia impostas pelos Teoremas
4 e 5, propostos por (GUEDES, 2015), primeiramente para casos particulares com 3 e
4 regras (r =3 e r = 4, respectivamente), e mais tarde para casos gerais (r > 5) com
nimeros impares ou pares de regras. Ficou comprovado que, dadas as caracteristicas
dos sistema, os casos com 3 e 4 regras (e também em casos com 1 ou 2 regras) sempre
obedecem as condigoes propostas e exigidas para aplicagdo dos resultados de (GUEDES,
2015). Entretanto, os casos com r > 5 necessitam de uma andlise um pouco mais profunda,

com casos que, apesar de obedecerem as caracteristicas do sistema, apresentam valores
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fora dos parametros ditados pelas condigoes, tanto para casos de r impar quanto par,

descritas nos Teoremas 4 e 5, propostos por (GUEDES, 2015).

Finalmente, foi proposto um algoritmo para que todos possiveis cenarios apresentados
pelo sistema a ser analisado sejam considerados, de maneira que um desses cendarios ¢ o
critico ou maximo. Portanto, se é possivel afirmar que, diante dos parametros que tornam
o sistema critico, o sistema é estavel, entao pode-se afirmar que, para qualquer outros
parametros apresentados dentro dos limites impostos provisoriamente, o sistema também

sera estavel. Este algoritmo oferece condi¢oes necessarias e suficientes para este problema.

Foi feita também uma andlise para saber o nimero de LMIs geradas pelo algoritmo,
para saber qual era o ganho da teoria proposta em relagao ao Teorema 3, que obteve resul-
tados importantes em relagao a teoremas anteriores (MOZELLI et al., 2009; ESTEVES,
2011). Ficou provado que, caso as condigoes de existéncia dos Teoremas 4 e 5 sejam satis-
feitas, o algoritmo gera o mesmo numero de LMIs que esses Teoremas. Ja no caso em que
as condicdes de existéncia dos Teoremas 4 ¢ 5 NAO séo satisfeitas, o algoritmo gera ainda
menos LMIs, mostrando que, além de contemplar casos em que nao é possivel aplicar os
Teoremas 4 e 5, ainda gera significativamente menos LMIs que o Teorema 3 para os casos
r < 6. Para os casos de r > 7, foi mostrado que, apesar de o algoritmo PODER gerar
mais LMIs que o Teorema 3, ainda sao utilizadas bem menos variaveis matriciais N x n, o
que representa um bom ganho computacional, onde é possivel obter resultados quanto a

factibilidade em consideravelmente menos tempo em relacao ao Teorema 3.

A continuacao desse trabalho terda como objetivo o estudo de métodos de estabilizacao
por meio de realimentacao de estado, podendo esta ser feita por meio de um ganho K tnico
6timo com projeto via LMIs, ou varios ganhos Kj’s, obtidos via LMIs através de projetos
de controladores chaveados, visto que os mesmo trazem bastante beneficios, possibilitando

muitas vezes ampliar as regides de factibilidade e aprimorar a performance dos sistemas

(SOUZA et al., 2013; FARIA; VALENTION; OLIVEIRA, 2013; ALVES et al., 2016).
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7/  Apéndice

7.1 Provas dos Teoremas4eb5

Ambas as provas a seguir estao disponiveis em (GUEDES, 2015)

7.1.1 Teorema4 (casor par)

Suponha que (3.7) e (3.8) sao satisfeitas e que r ¢ par.
Considere ainda que para todo w € Y definido em (3.6), as seguintes condigdes sao satis-

feitas:

_(pw%+l,l < Qen T Py 1 +eeet (pw%.l - q"*’%w,z - (p‘“’%+3,2 T P, S (p(")%+l,2’ (7‘1)

ou

—(Pw%_l < (pﬂh,l—‘_%&ﬁl‘*'""*'%%,l,l — %5+1_2 — (p&,%%2 — = g, < %%,2' (7.2)

Para todo w € Yy dado em (3.6), defina as LMIs abaixo:
Se a condigao (7.1) ¢é satisfeita, entao:

Fij — %&,1Pw1 - %,1sz - (pw%’lpw% + <(Pco11 T Qg+t (Pw%_l (7.3)
_(p‘*’§+2.2 o (p“’%+3,2 T (p‘*’r72> P“’%H + (p‘*’%+272pw5+2 + (p‘*’%+3.2pw5+3 oot QP <0,

Se a condigao (7.2) é satisfeita, entao:

Fij = Gy Py — B Py =+ — oy, Pao_, + (o + Gl + G, o
qo‘*’%ﬂ,z - %g+2,2 - (pwr.z> P‘*’% + (pw%+l.zpw%+1 + (p‘*’%w,zpwgu +eeet %,2Pwr <0.

Logo,
3 (%) = X" [Fj + Mooy Py + NPy + -+ + g Py | X < 0, ¥x #£ 0, (7.5)
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se e somente se, para todo @ € Y definido em (3.6) as condigoes dadas em (7.1) e (7.3)
u (7.2) e (7.4) sao factiveis.

Necessidade: Considere que (7.5) é verdadeira para todos hp p € K, satisfazendo
(3.7) e (3.8). Suponha que para um w € Y dado em (3.6) a condigao (7.1) é satisfeita.
Neste caso, para hwl = — Qo hwz =Py, Noog =~y her (Guony + Py +
+(P‘*)5,1 - (p‘*’%+2.2 - (P‘*’§+3,2 T (pwr-,2>’ I.’]“"%2 - %%JrZ,Z’ ha, Wy 3 (0‘”5+3,2’ o h‘*’r = Pz
que é uma escolha que atende (3.7) e (3.8) tendo em vista (7.1), a condigao (7.5) deve ser
satisfeita. Note que nesta situac@o esta condigao (7.5) é equivalente a condigao (7.3), e
assim esta ¢ uma condi¢ao necessaria.

Considere agora que para um w € Y dado em (3.6) a Condi(;éo (7.2) é satisfeita. Neste
caso, para hwl = Qs hwz = @y, hw% 1 (Pwr 117 | wr = (%a"‘(pwz,l—i_
+%%71,1’_%%+1,2_%5+2,2 | _%2) her %f+12’ W2 T q0""’+22’ o hwf = P2
que ¢é uma escolha que atende (3.7) e (3.8) tendo em vista (7.2), a condicao (7.5) deve ser
satisfeita. Note que nesta situacao esta condigao (7.5) é equivalente a condicao (7.4), e
assim esta é uma condi¢ao necessaria. Como o teorema supde que para todos os w € Y
arbitréarios, (7.1) ou (7.2) é satisfeita, a andlise acima contempla todos os casos e assim a
necessidade esta demonstrada.

Suficiéncia: Observe que, dado um vetor X € R" e matrizes Pp, Py, -+, B € R™" simétricas

e positivas definidas, sempre é possivel encontrar um w € Y definido em (3.6), tal que:

X Py X = XTPy X > - = X Py > X Py X. (7.6)

Considerando que de (3.6) e (3.8), hyy = —hgy — Dy — - — gy, note que (3.13) pode ser

representada como:

3j () = X" [Fj = o (Pay = Pay) = (Mo, +ha) (Paoy = Pooy) —

: : : : : : (7.7)
— (hor +he, +++ Ny ) (P 1 =Py 5) = (Moo +heoy -+ +hey 1) (Pay =Py 1) [
Novamente usando (3.6) e (3.8) e substituindo em (7.7):
- (hwl+hwz+“‘+hwr_z) = Ny + ey,
(7.8)

—(hwl‘f‘hwz‘f’““f‘hw%ﬂ) :hw(‘Fhwr,l—i-'“-i‘hw%ﬂ-
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Observe que (7.7) pode ser reescrita como:
3ij () = X" [Fj = Ny (P, = Pay) = (N + N, (Pay — Pa,)
- (hwl thay -+ hw%> (Pw5+l - P%) + (h@ thg 4ot h%z) (7.9)
X <Pw%+2 _ Pw%H) +oot (g + P ) Py — Pary) + ey (Piy — PQH)} X.

De (7.6) tem-se que:
X' (P, —Py)x>0,i e Kr_g (7.10)

ede (3.7), —@1 < hy < @2, p €K
Agora a andlise sera dividida em duas partes:
a) Suponha que, para um w € Y dado em (3.6), a condigao (7.1) é satisfeita. Nesse caso,

de (3.7), (7.9) e (7.10), um limitante superior para Jjj(x) < 0 é obtido para:

(_hwl)ma"x = Qo 1> (_hwl - h&é)méx = Qg t Qupgs s

(_hwl N hwz S hw5_1>méx - (pml"l * (pwz’l o %%_1’1,
<—hw1—hwz—‘”—hw%> = oyt Pyt Qg
max 2
<h“* e+ h"’%ﬂ) mie fte T Para T oy (7.11)
(hwr + hwrfl + hwr72)rnéx APl AN P ol ANPPY
(hwr + hwrfl)mzix = (pwr,Z + (pwr—l,zﬂ
(hwf)méx - (pwﬂ,z'
Substituindo (7.11) em (7.9) ¢ obtida a relagao:
Jij (X) < X' [FIJ - (Pwl,lpwl - (p&&,lpwz - (Pw%vlpw% + ((pwl.l"' Qo+t %571 (712)
_(p‘*’%uz - q00"5+3,2 T (pwrz) P‘*’5+1 + %5+2,2P‘*’5+2 + %5+3,2Pw%+3 oot %,ZP‘*’r] X

Assim, da (7.3) e (7.12) tem-se que Jjj(X) < O, para X # O, nesse caso.

b) Suponha que para um w € Y dado em (3.6), a condigao (7.2) ¢é satisfeita.

Nesse caso, tendo em vista que de (3.8),

h(,)l‘i‘ha)z‘{“{‘hw% - _hw%Jrl_hw%JrZ_”._hwf’

entao substituindo em (7.9) — <hwl +he, +--+ hw%>, por hw%+1 + hw%+2 + -+ hgy, logo
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de (3.7), (7.9) e (7.10) um limitante superior para Jjj(X) < 0 é obtido para:
(_hwl)méx = (pml,ﬂ <_hwl - hwz)méx = (Pwl,l + %_1;
(“hon =P )= oy ot
(e +Pa s ooy Py ) = o+ Qoo Qo+ G e (7:13)
(hwr thy o+ hw%ﬂ)méx = Gyt Pa ot Py
(hwr + hwr—l)méx = Qo+ Py (hwr)méx = Py o-
Substituindo a (7.13) em (7.9) é obtida a relacao:
Jij (x) < X" [FIJ - (pwl,lpwl - (pwz,lpwz T %5_1,1Pw5_1 + ((P&h.l+ Qopy +- 0+ %5_1727 14)
_(p‘*’gﬂ,z o (p‘*’%+2,2 T %2) P‘*’% + (pw%Jrl,ZPw%Jrl + (p‘*’%u,zpw%ﬁ teeet CPwrzP‘*’f} X.

Assim, de (7.4) e de (7.14) tem-se que Jjj(X) <O, para X# 0, nesse caso.

Como o teorema supoe que para todos os w € Y arbitrarios (7.1) ou (7.2) é satisfeita, entao

os casos a) e b) acima contemplam todas as situagoes e a suficiéncia estd demonstrada.

7.1.2 Teorema5 (caso r impar)

Suponha que (3.7) e (3.8) estao satisfeitas e que r é impar.

Considere ainda que para todo w = [y, (yp, - - ,oor]T € Y, definido em (3.6),

<%ﬁl+%wl+..‘+%L571’1_%L'5§’2_(p0‘)r+5 _.'._cpa)(ﬁ2<%r+l .

= 22 =2

Jj (X) = X [Fij + Dy Py + ey Pr + - + iy Py ] X < 0, VX #£ 0,

se e somente se,

F'J - (pwl,lpwl - (pwz,lpaé - (p(U%JPCO%—}_
+<(P°)L1+%>2,1+”'+(pwr11_%r+32_%r+52_'”_%,2> Poor;1
+(pwr+3 ZPQ)@ +(pwr+5 2Pwr+5 +ee +(pwr72Pwr < 07

2 Zc

2

para todo = [wy, @z, -+, @]" € Y definido em (3.6).

(7.15)

(7.16)

(7.17)
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Necessidade: Considere que (7.16) é verdadeira para todos 0s hp, p € K, , satisfazendo

(3.7) e (3.8). Entao, para hwl =~y hwz = @y, -+, O o = —(pw%‘l,
hOt)LJrzi_ — (Po)lyl ‘|‘(P(,_)271 +--F (p(;)%l - (pfo%z - (p(ﬂb;éz - (pOJ(v27 hw%’z = (pﬂ)%‘za

hw% — %&;.2, e hwr = Gy,

sendo w = [wy, Wy, - - - ,wf]T € Y arbitrario, que é uma escolha que atende (3.7) e (3.8),
tendo em vista a condigao (7.15), a condigao (7.16) deverd ser verificada. Observando
que nesta situagao esta condicdo (7.16) é equivalente a condicao (7.17), para todo w =
(w1, wp, - ,wr]T € U, entao a necessidade estd demonstrada.

Suficiéncia: Note que dado um vetor X € R", e matrizes Py, Py, -+, B € R™" entao sempre

é possivel encontrar w = [wy, Wy, - - ,our]T € Y definida em (3.6) tal que,
X Py X > XTPy X > - = X Py > X1 Py X. (7.18)
Observe que (3.15) pode ser representada como:

3ij (%) = X" [Rj — hoyy (Payy — Pey) — (Deoy + hiy) (Paoy — Py
— (e + N, + M) (Pagy = Pan) = -+ (N, + ey + -+ 0y ) Py, =Py ,)  (7:19)
— (Nen +hay +-+-+hgy ) (Pay =Py )] %
Note que, usando a (3.8), podemos escrever a (7.19), da seguinte forma:
3ij (%) = X" [Rj — hay (Pay — Py ) — (heoy + hiy) (Paoy — Py

— = (han+ha>z+"'+hwr1) (Per —Pwrl) + (hwr+hwr1+'“+hwr+3) (7.20)
2 2 2
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X (Pwr+3 - Pwm) + 4 (Mo _y +ha ) Py —Pay ) + Ny (Pay — Pwrl):| X
2 2
Agora, note que de (7.18),
X' (Py,, —Pu)Xx>0,i€{1,2-,r—1}. (7.21)

Assim, um limitante superior para Jjj(x) dada em (7.20), considerando (7.21) ocorre

quando:

méx = (pwl-,l’ <_ (hwl+hw2>)max = (p(‘-’l,l+%>2,17”' )

(~h

( (ha)l+ha>2+ +hwr 1)) :%71+%ﬁ1+.”+%r:11’
( 2 /[ mix 2 (7.22)
(hey

(ha}"—ha)rl—l— —l—hwr+3)> :%72+%_172+...+%r+327...,
2 max 2

+ hwf)méx - (pwffl,Z + (pwf-,Z’ (hwf)méx = (pwr,Z'
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Substituindo (7.22) em (7.20) é obtida a relagao:

2

Jij (x) < X" [FIJ - (pwl,lpfvl - %02,1sz - %%71Pwr—l + ((p&h,l+ Qupy -0t (Pw%’l
(7.23)

~ P ys 2 Poor ;5 2 @,2) Pors + P prr+3 +oe %71,2Pwr71 + %,2Pwr X.

Logo de (7.23), a condigao (7.17) assegura a condigao (7.16).

Assim, a suficiéncia estd demonstrada.



