- -

v, 1 n, T
1 -I;a-uv-..-.o\ A’n—---»ﬁ-qrgﬁ aman T T "
s L - \..-..\..r AN Sl -.\_1--‘\.4 __._‘____‘ hoall 7 K \.J..lu -J‘A

! & ]
x:v i 'a o . ey - LW T &
™, 3 e | Lae S
ok GO o B, QST e e Go
e, - - - P 3 € “
T8 1 . - i e e T o I o b ot T s b et gl o . 4 .
Doanbkiames de (I nmmplem eniarmedsd
- A e 2 P e s e e A el Ll RS e A« ’
& s o lmias




5

1910001019

AT

6

'unesp

AVA
AVAVAL

‘.l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



s UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

AVAVLY : RS ol e
unesp av Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Fxatas
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE COMPUTAGAO E ESTATISTICA

ESTRATEGIAS PARA A RESOLUGAO DE
PROBLEMAS DE COMPLEMENTARIDADE
LINEAR ESTENDIDA

Liberto de Anunciagao Marcolino Pombal

Dissertacao de Mestrado
Pé6s-Graduagao em Matematica Aplicada
MAP - 059

Rua Cristovao Colombo, 2265

Caixa Postal 136

15054-000 - Sao José do Rio Preto - SP - Brasil
Telefone: (017) 221-2444

Fax: (017) 221-2445

AVA
AVAVAY
a¥

cm 1 2 3 4 5 6 i unesp 1012 13 14 15 16 17 18



Pombal, Liberto de Anunciagio marcolino.

Estratégias para a resolugé@o de problemas de complementaridade
linear estendida / Liberto de Anunciagdo Marcolino Pombal. — Sdo José
do Rio Preto : [s.n.], 2001.

078 f. :il. ; 30 cm.

Orientador: Roberto Andreani.
Dissertag¢do (mestrado) — Universidade Estadual Paulista. Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas.

1. Complementaridade. 2. Programagio nao linear. 3. Condigoes de

otimalidade. I. Andreani, Roberto. II. Universidade Estadual Paulista.
Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas. III. Titulo

CDU -519.0




Liberto de Anunciagcao Marcolino Pombal

Estratégias Para a Resolucao de
Problemas de Complementaridade
Linear Estendida

Dissertagao apresentada ao Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Campus de Sao José
do Rio Preto, Sao Paulo, para a obtencdo do titulo de Mestre em Mateméatica

Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. Roberto Andreani

Sao José do Rio Preto

2001




Liberto de Anunciagao Marcolino Pombal

Estratégias Para a Resolucao de
Problemas de Complementaridade
Linear Estendida

Comissao Julgadora

Dissertagio para obtengado de titulo de Mestre

Presidente e orientador : Prof. Dr. Roberto Andreani - DCCE-IBILCE-UNESP
2¢ Examinador : Profa. Dra. Ana Friedlander - DMA-IMECC-UNICAMP

3¢ Examinador : Profa. Dra. Maria S. N. Rangel - DCCE-IBILCE-UNESP

49 Examinador : Prof. Dr. Alagacone Sri Ranga - DCCE-IBILCE-UNESP

5¢ Examinador : Profa. Dra. Sandra A. Santos - DMA-IMECC-UNICAMP.

Sao José do Rio Preto, 21 de Setembro de 2001.




Resumo

O objectivo desta dissertacao é estudar as diferentes estratégias propostas
para a resolugdo de problemas da complementaridade linear estendida (X LCP),
com énfase no problema da complementaridade linear horizontal (HLCP). E
também feita uma mudanga nas estratégias dos resultados ja existentes, utilizando
as funcoes de Fischer-Burmeister e Fischer-Burmeister penalizada o que resultou
numa adaptacdo natural para o caso linear estendido. Os resultados computa-
cionais de todas as estratégias sugeridas sado também abordados com profundidade

nesta dissertagao.

Palavras-chave: Complementaridade; Minimizacdo com restricoes de caixa;

Condigoes de otimalidade.




Abstract

The purpose of this work is to study different strategies for the resolution
of the extended linear complementarity problems (XLCP), with emphasis on
the horizontal linear complementarity problem (HLCP). A substituition in the
strategies of the existents results, using the Fischer-Burmeister and penalized
Fischer-Burmeister functions is also made. An adaptation of the extended linear
case is a natural consequence. The numerical results of all strategies are also

discussed in this work.

Keywords: Complementarity; Box constrained minimization; Optimality con-

ditions.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho consideramos problemas de complementaridade linear estendida
(XLCP), com énfase no problema horizontal (HLCP). Nos tltimos anos, o
HLCP tem recebido uma grande atengdo por parte de muitos pesquisadores
interessados nos métodos de pontos interiores para resolver programas lineares e
de complementaridade. Este tipo de problema foi introduzido por Mangasarian e
Pang [15], que com o uso de um problema bilinear natural, estabeleceram vérias
propriedades bésicas do X LCP.

O X LCP surge nos estudos de sistemas de eventos discretos [19], como
por exemplo em sistemas de manufactura flexivel, sistemas de processamento
paralelo, redes de trafego subterraneo, redes de telecomunicagoes, possui também
aplicacbes em programacao linear e quadrética [19]; na economia, em problemas
de equilibrio de mercado, problema 6timo do capital invariante de estoques, teoria
de jogos (6], etc.

O problema de complementaridade linear estendida (X LCP), consiste

em encontrar z € R*, y € R", tais que :
(z,y)=0, >0, y>0
Mz - NyeC (1.0.1)
onde M,N € R**" e C CR™. Se N =1 e C = {—q}, entdo o problema resulta

em :
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Mr—-y=—-q=y=Mz+q, 220, y>0, (z,9) = 0. Que
é conhecido como o problema da complementaridade linear LCP (M, q), onde
g € R". Se C = {q}, ¢ € R*, temos o problema horizontal da complementaridade
linear HLCP (M, N,q).

Como esta definido, 0o XLCP ndo é um problema de otimizacdo. A
primeira proposta para a sua resolugdo como um problema de otimizacao foi
feita por Mangasarian e Pang [15], que consiste em resolver o seguinte problema

bilinear de otimizagao :

minimizar (z,y)
sujeita a: Mz — NyeC, - (1.0.2)

z2>0,y>0.

onde C = {z : Az > 0}. Uma solugdo com valor zero da fun¢io objetivo, é
claramente um minimo global do problema (1.0.2) e solugdo do X LC P. Para achar
pontos estacionérios existem métodos eficientes, porém achar minimos globais é
uma tarefa complicada, para a qual existem algoritmos especificos para cada
tipo de problema, mas nao uma teoria geral consolidada. Assim, Mangasarian e
Pang [15], determinaram condigdes para que pontos estacionérios de (1.0.2) sejam
solugoes do X LCP(1.0.1). Estes resultados foram posteriormente estendidos por
Gowda [12] para a mesma reformulagéo.

A reformulacao de problemas de complementaridade, desigualdades varia-
cionais e problemas de equilibrio como problemas de otimizacao é um enfoque que
ultimamente tem sido intensamente pesquisado, assim Solodov [20] introduziu al-
gumas reformulagdes alternativas para o X LCP.

Andreani e Martinez 1], introduziram um problema de otimizagao equi-
valente que coloca o X LC'P como um problema de otimizagao com restrigoes de
caixa. Propuseram também duas defini¢bes para o conjunto C. Neste trabalho re-
formulamos tais conjuntos, reformulando o X LC' P como um problema de otimiza-
¢do sem restri¢oes. Para isto, adaptamos as fungoes de Fischer-Burmeister [11]

e a recentemente introduzida por Chen, Chen e Kanzow [4], Fischer-Burmeister

penalizada, visto que estas fungoes sdo validas para o caso da complementari-

AVA
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dade ndo linear (NCP) e apresentam resultados teéricos e numéricos expressivos.
Além disso propusemos uma nova funcao para a complementaridade baseada nu-
ma fun¢do exponencial, que embora nao tenha as mesmas ‘propriedades tedricas,
foi possivel de ser implementada computacionalmente.

E nosso objetivo reformular os problemas correspondentes para os dois

tipos de conjuntos definidos da seguinte maneira :
O= {(u,z) eR™ :Au—-b-—2=0,2=(2,0),2s R,z > 0}, (1.0.3)

onde A € R*™ b € R'. O problema de otimizagao equivalente para X LCP(M, N, C)

que propémos € :

minimizar ¢(z,y) + p||AMz — ANy — b — 2|

sujeita a: z>0,y>0,2, >0, , (1.0.4)

onde p > 0 é uma constante arbitraria. A segunda definigao para C' ¢ a seguinte:

C = {(w,z) ER™ cw=Lz+q,z2=(21,22),21 €ER’,21 20,22 € R*‘”}1.0.5)

O problema de otimizagao equivalente dado por Andreani e Martinez em [1] para

este caso é :

minimizar ¢(z,y) + p||Mz — Ny — Lz — q||*

sujeita a: z>0,y>0,21 2 0. (1.0.6)

A funcdo ¢ : R* x R* — R, verifica a seguinte condigdo de complementaridade :
>0 ey >0, entio ¢(z,y) = 0 & (z,y) = 0. Para os dois casos dare-
mos condigdes suficientes sob as quais pontos estacionrios destes problemas sao
solugdes do XLCP (1.0.1).

Nesta dissertacdo usamos o fato que o HLCP pode ser formulado como

equivalente a achar o minimo global com valor zero de

minimizar ¢(z,y) + p||Mz — Ny — q||?

sujeitaa: >0, y=>0.
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A vantagem deste tipo de problema é que a fungao objetivo é um polinénio com
grau < 4 e as restrigoes sao de caixa. Serdo propostas para a fungao ¢ (z,y), cinco
estratégias, que definiremos em seguida, para a implementagio computacional da
resolucao do HLCP.

Estas estratégias além de manter as propriedades de nao diferenciabili-
dade, podem ser resolvidas com qualquer método. Elas consistem em :

(z) Estratégias totalmente diferenciaveis [1, 12, 20]
¢1 (z,y) = (z,9)
L e
¢2 ("T$ y) = E(Ia y)

1
b (z,9) = 5 (" - 1)

Estas fungdes cumprem com a condi¢do de complementaridade :

Sex >0, y>0, entdo ¢(z,y) =0« (z,y) =0.

(ii) Estratégias baseadas na fungdo de Fischer-Burmeister [4, 11];

n

1 2
¢rp (7,y) = 35 > (—\/x? +yf -zt y,-)

i=1

n

2
orep(T,y) = (—\/ x? + Yl +zi oy + (), (y;-)+)

i=1
onde a; = max(a,0). Provaremos que o uso da fungdo de Fischer no problema
de otimizacdao, mantém as mesmas propriedades tedricas e caracteristicas fun-
damentais para o X LCP. Neste caso temos a vantagem de que o problema de
otimizagao € sem restrigoes.

Para estabelecer a equivaléncia dos pontos estacionarios de :
minimizar ¢ (z,y) + p||AMz — ANy — g||
e as solucoes do XLCP :

{Mz-NyeC, >0, y>0, z"y=0},
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provamos que a fungdo de Fischer-Burmeister e Fischer-Burmeister penalizada,

satisfazem propriedades que vdo permitir a adaptacido dos resultados tedricos

provados por Andreani e Martinez [1|, para as estratégias totalmente diferen-

ciaveis, com excepc¢ao da exponencial, dando uma sustentacao forte para obtencao
dos resultados computacionais.

A implementac¢ao computacional e a comparac¢iao numérica entre as cinco
estratégias, apresentada no capitulo 4, foi feita usando o software Easy de mini-
mizagao de fungoes, desenvolvido pelo departamento de matematica aplicada da
UNICAMP |[9, 10, 13, 16|, em ambiente Linux.

Os resultados numéricos confirmaram as nossas expectativas quanto ao

bom comportamento da fungao de Fischer-Burmeister penalizada.




1.1 Definigées, Propriedades e Notagdes.

1.1 Definicoes, Propriedades e Notagoes.

Definigao 1.1.1. Ver [17] :
Um subconjunto A € R" é chamado conjunto afim se (1 — \)z + Ay € A, para
todoz,yc Ael€R

1. R"® é o conjunto dos vetores coluna

2. 2% = (01 Bty s Tn) (vetor transposto).

3. (z,y) = 191 + ... + Tpyn ( produto escalar), para todo z,y € R".

4. ||z|| = (:ET.’B)% (norma euclidiana).

5. R™*™ é o conjunto de matrizes reais de m x n. Se A € R™*", denotamos AT
a matriz transposta.

6. I é a matriz identidade (a;; =0 se i # j e a;; = 1).

7. Gradiente de f : 5
o= (z)

2L (2)

Vi) =| ™

ﬂ'(m)

3..":,;

8. Se a matriz A é semidefinida positiva (:::TA.?: > 0), para todo z € R, entdo
escrevemos A > 0. Analogamente se A é definida positiva (z7Az > 0), para
todo z € R™, entao escrevemos A > 0.

9. zoy=(:u, oy Zn¥n) T, para todo z,y € R* é o produfo de Hadamard.

10. Para todo z € R" : z* = (max {0, z,},...,max {0,z,}), 2~ =zt — .

11. Denotamos A; como a i - ésima linha da matriz A , e A; a j - ésima coluna
da matriz A.

12. Seja M; a j - ésima coluna da matriz M. dadas M, N € R™*", dizemos que

{M,N} & um rearranjo de {M, N} se para cada indice ,
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H,‘::M,; e “N_','=N,' ou Hi=N,' e N,'=M,;.

13. (-), projecdo do operador no ortante nio negativo.

Definicao 1.1.2 (politopo, Ver [17]). : Um politopo é o conjunto de solugées

de um sistema finito de desigualdades lineares.

Definigao 1.1.3. : Um subconjunto K C R" é chamado de cone se este € fechado

sob a multiplicagdo de um escalar positivo, isto é Az € K ,quandoz € K e A > 0.

Definicao 1.1.4. : Um cone (no sentido de politopo) é o conjunto das solugées

de um sistema finito de desigualdades lineares homogéneas.

Definicao 1.1.5. : Um subconjunto S C R* € convezo se e somente se para todo

z,y € S, A € 0,1] se verifica que Az + (1 —A)y € S.

Definicao 1.1.6. : Chamamos de cone de recessio C denotado por 0YC, ao
conjunto de todos os vetores y € R* que satisfazem a seguinte condigdo:

Seja C # ¢ um conjunto convezo do R*, se x+ Ay € C para todo A >0 ez € C.
Onde o seu dual é denotado por (07C)*.

Mostraremos abaixo exemplos para ilustrar a defini¢do acima usando
cones de recessao de conjuntos convexos no R? :
Ci={(&,&) 1 &>0,& > ¢},

Cy = {(&1,&) : & > €3},

Cs ={(&1,&) : 1 + & < 1},

Cy ={(&,&2) : & > 0,& > 0} U {(0,0)},

entao temos :

0*Cy = {(&1,&2) : & 2 0,6 > 0},

0*Co = {(&1,&2) : &1 =10,& > 0},

07Cs = {(&1,62) : & = 0=§&} = {(0,0)},

0*Cy = {(&1,&2) : & > 0,6 > 0} U {(0,0)} = Ci.

Definigao 1.1.7. Seja z* um ponto que satisfaz as restrigoes

h(z*) =0, g(z*) <0,
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e seja J o conjunto dos indices j de modo que g;j(z*) = 0. Entdo dizemos que z* ¢
um ponto regular das restrigdes (1.1.7) se os vetores gradiente Vh;(z*), Vg;(z*),

1 <i<m,j € J sio linearmente independente, ver [14].

Definigao 1.1.8. Condigées de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), ver [14]

Seja x* um ponto que minimiza o problema:

minimizar f ()
sujeita a: h(z) =0
g9(z) <0.

Suponha que x* € um ponto regular para as restrigées. Entao eristem dois vetores

AER" e pueRP, com pu >0, tais que :
Vf(z*)+ATVh(z*)+u"Vg(z*) =0
pTg(z*) =0, ATh(z*)=0
h(z*) =0, g(z*) <0.

Exemplo : considere o problema

minimizar 222 + 22,2, + 22 — 10z, = 107,

suajeitoa z2+4+z2<5, 3z + 12 <6.
J 1 2

As condigbes necessarias de primeira ordem, juntamente com as restrigoes, sao:

4zy + 229 — 10+ 2p477 + 3 =0
271+ 229 — 10+ 20+ pe =0
p 20, p22>0
p(zi+22-5)=0

p2(3z) + 2 — 6) =
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Definicao 1.1.9. Matriz da classe P. [7].

Dizemos que M € R™*™ ¢é uma matriz da classe P se para cada vetor

u # 0, existe um indice i tal que (Mu); > 0.

Definicao 1.1.10. Matriz da classe Py. [7].
Dizemos que M € R™ " ¢ uma matriz da classe Py se para cada vetor

u # 0, existe um indice i tal que (Mu); > 0.

Das duas defini¢des acima decorre o seguinte, ver [7).
Se M € P entdo MT € P. Se M € Py entdo MT € P,.

Outra consequéncia importante é,
se M+ MT ¢ definida positiva entdo M € P. Se M + MT é semi definida positiva
entao M € Py.

Definigao 1.1.11. Matriz da classe S. [7].
Dizemos que M € R™*" ¢é uma matriz da classe S se para cada vetor

u#0, u>0, existe um indice i tal que (Mu); > 0.

Definigao 1.1.12. Matriz da classe So. [7].
Dizemos que M € R™ " ¢ uma matriz da classe Sg se para cada vetor

u#0, u>0, existe um indice i tal que (Mu); > 0.

As classes das matrizes S e Sy estao relacionadas com as classes P e Py

da seguinte maneira:
Se M € P,entdo M € S. Se M € Py, entao M € Sy.

Definicao 1.1.13. Matriz suficiente.
Uma matriz € linha suficiente se z;(Mz); < 0 = z;(Mz); =0, V i. Se

MT ¢ linha suficiente, entdo M é coluna suficiente.
As estensdes da definicdo acima sao assim definidas:

Definicao 1.1.14. Coluna-Suficiente estendida, ver [12].
Dadas matrizes M, N € R™*" e C um politopo, dizemos que {M, N} pos-

sut a propriedade de X-coluna-suficiente com respeito a C se a seguinte condi¢do
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se verifica:
Mu—-NveC-C

uov <0

= uov=0.

onde uov = (z,y1, ...,:rnyn)T € o produto de Hadamard. Observe que esta pro-
priedade € invariante sob o rearranjo das colunas de {M, N}, de acordo com a

propriedade 12.

Definicao 1.1.15. Coluna-Suficiente em HLCP.
No caso do problema horizontal descrito na defini¢ao 1.2.4 deste capitulo,

com

(M,N) = (A,B) eC ={q}, esta propriedade resulta em:

Au—Bv =0

uov <0

= uov=0.

Iremos nos referir a esta propriedade como H-coluna-suficiente de { A, B} .
Observe que para o XLCP (M, N, C), sera provado mais adiante, no capitulo 2,
que quando MNT >0 em (0*C)", todo vetor KKT de

minimizar (z,y)
sujeita a: Mz — NyeC

z2>0,y>0,

é solucao de XLCP (M, N, C) . Este resultado é um caso especial de um resultado
mais geral na propriedade de linha-suficiente [12] do par {M, N} com respeito a
C.

Definicdao 1.1.16. Dadas matrizes M,N € R™" e o politopo C, dizemos que
{M, N} possui a propriedade X-linha-suficiente com respeito a C se a seguinte

condigdo € satisfeita:

(MTu) o (NTu) <0
u € (0TC)°

= (MTu) o (NTu) =0
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Observe que esta propriedade [12], é invariante sob {M, N}, isto é para

qualquer rearranjo das colunas de M e N.

Definicao 1.1.17. Linha-Suficiente em HLCP
Para o HLCP descrito na defini¢do 1.2.4 deste capitulo, esta propriedade

resulta em :

(ATu) o (BTu) < 0 = (ATu) o (BTu) =0

Chamaremos esta propriedade de H-linha-suficiente de {A, B} .
Para ilustrarmos de uma forma mais clara, vamos mostrar um diagrama
que mostra a disposicdo das classes de matrizes acima definidas, para M néo

simétrica.

Legenda 1.1.1. S+ — Semi definida positiva,
D+ — Definida positiva;

S — S Matriz;

P — P Matriz;

Suf. — Matriz suficiente;

So —So Matriz;

Po — Po Matriz;
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|

1.2 Exemplos de casos especiais de XLCP.

Definicao 1.2.1. Dadas as sequintes matrizes M, N € IR™ " e um conjunto
C Cc R™, o problema da complementaridade linear estendida associado d M, N e

C, XLCP (M, N,C) consiste em encontrar z,y € IR", tais que:
(z,y) =0
Mz - NyeC
z2>0,y>0

Definigao 1.2.2. Problema da complementaridade linear LCP.

Dada uma matriz B € R**™ e um vetor ¢ € R* o LCP consiste em

encontrar dois vetores z,y € R", tais que:

(z,y) =0
z—By=gq

z20,y20.
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Definicao 1.2.3. LCP Generalizado.
Para A,B € R™" K € R™** ¢ q € R, LCP(A, B, K, q) consiste em

encontrar vetores x,y,w, tais que:

(I,U) =0
Ar+By+ Kw=g¢q (1.2.8)

z2>20,y>20,w>0.

E claro que para C = {g — Kw,w > 0}, este problema resulta no X LCP.

Ja que C' é um politopo, podemos escrever C' = {u : Lu > b}, para alguma matriz
L e algum vetor b. Entao o XLCP (M, N, C) pode ser escrito como (1.2.8), com
A=LM, K =—-1 e g=0>,. Assim o LCP estendido e o LCP Generalizado sao
equivalentes, considerando XLCP (M, N,C).

Definicao 1.2.4. Problema da Complementaridade Linear Horizontal HLCP.
Dadas matrizes A,B € R**" e q € R*, HLCP (A, B, q), consiste em

encontrar ,y € R*, tais que:

(z,y) =0
Az + By =¢q
z2>0,y20.

O termo horizontal é usado para caracterizar a forma geométrica da
matriz [AB] .

E claro que o HLCP é um XLCP com C = {q}. Como m = n, se
A = I, este reduz-se ao LCP(B,q).

Definigdo 1.2.5. Problema da Complementaridade Linear Vertical VLCP.
Dadas matrizes A,B € R™*" ea,b € R™, VLCP(A, B, a,b), consiste em

encontrar ¢ € R", tal que:
((Az + a), (Bz + b)) = 0.

Fazendo y = Az + a e 2 = Bz + b, temos que este VLCP resulta em
XLCP, onde:
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e (0 (2): () or)

Como neste problema assumimos que m > n, entdo torna-se uma generaliza¢ao

do LCP.

Definicao 1.2.6. Problema da Complementaridade Linear Misto MLCP.
Dadas matrizes A € R™", B € R™k, K € R**" ¢ D € RF*F ¢ os
vetoresa € R™ eb € R*, o MLCP (A, B, K, D, a,b), consiste em encontrar os

vetores * € R" e y € R, tais que:

Az +By+a=0
(y,(Kz+ Dy +b)) =0.

Este problema surge nas desigualdades variacionais afins e nos seus as-
pectos de estabilidade, problemas de complementaridade. e numa variedade de

programas matemaéticos, ver [12].
Fazendo z = Kz + Dy+b, o MLCP resulta no XLCP com

e () 2= (0) o={(2)- () e

Observamos que os conjuntos de solugoes do MLCP e do XLCP estao rela-

cionados por uma transformacdo linear. Quando A é uma matriz inversivel o
MLCP é equivalente ao LCP(D — KA™'B,b— KA~ 'a), quando B ¢é inversivel,
é equivalente ao VLCP (K — DB™'A,—B~'A,b — DB~ 'a,—B7'a), e quando K
é inversivel é equivalente a0 HLCP (B — AK™'D,—-AK™', AK~'b —a).




Capitulo 2

Aspectos tedricos e resultados

prévios.

Neste capitulo, trataremos de enunciar aspectos e resultados prévios que sus-
tentam toda nossa abordagem teérica apresentada no capitulo 3 e os resultados

computacionais apresentados no capitulo 4.

2.1 Resultados Prévios

Mangasarian e Pang [15], introduziram o problema X LCP (1.0.1), e formularam

um problema natural equivalente ao problema bilinear : (BLP)

minimizar (z,y)

sujeita a: (z,y) >0; Mz — Nye€C,

onde C = {u € R" : Au > 0} isto &, um politopo em R". Estabeleceram pro-
priedades para o X LC P, e também uma condigao suficiente para que todo ponto
KKT do problema bilinear (BLP) acima seja uma solugdo do XLCP (M, N,C).
Gowda [12], tratou o mesmo problema estendendo os resultados de Mangasari-
an e Pang [15], dando algumas caracterizagoes do X LCP. Introduziu a condi¢io
de X-coluna-suficiente e X-linha-suficiente, sendo estas, estensdes naturais dos

conceitos Matriz-coluna suficiente e linha suficiente, condigoes formuladas para

24
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o (LCP) [5], que sdo mais fracas que a condigio de MNT > 0 (semi definida
positiva no (O*C)*), isto é uT MNTp > 0, para todo u € (O*C)*, referida em
Mangasarian e Pang [15], para a mesma reformulagdo. Com isto os resultados
foram adaptados para as estratégias que apresentaremos nos capitulos seguintes.

O resultado acima é mostrado no seguinte lema :
Lema 2.1.1. Se MNT > 0 no (O*C)*, entdo o par {M, N} é X-linha-suficiente

Prova :

Dado C = {u € R* : Au > b}, onde A € R™*"*, e b € R™, entdo
0*C = {u € R" : Au > 0}, e o seu dual (07C)* = {v € R* : v = ATA, A > 0}.
Sabemos por hipétese que 0 < vT M NTv para todo v € (0*C)*.
Agora, suponha que o par {M, N} satisfaz (MTv)t. - (NTv), < 0, para todo i e
v € (0C)", entdo

n
0 <v"MNTy =) (MTv);(NTv); 0.

i=1

Isto implica que
n

> (MTv);(NTv); = 0. (2.1.1)

i=1

Como (MTv). - (NTv), <0, para todo i, (2.1.1) implica que (MTv);(NTv); = 0.

i

Portanto {M, N} é X-linha-suficiente. o

A reciproca do Lema anterior nao é verdadeira, como mostra o seguinte

Contra exemplo : Seja n = 2,

S (o 0) 4= 0) o= )

temos: C={u€R?: Au>b}={ueR®:u>0},entio 0*C=C
eoseudual (0tC)' ={veR?:v= AT\ ) >0} entdo

(0*C)* = {ve R?:v >0}

Temos : (MTv),(NTv); = —v1v2 <0

(MTv)9(NTv)y = —v2 < 0 = v, = 0 = vyv, = 0, isto implica que se
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(MTv); - (NTv); <0, Vi = (MTv) - (NTv) = 0 Vi, logo o par {M, N} é X-linha

suficiente.

0

Agora MNT = (

0
1), levando v = (3,1) em (0*C)* resulta

vITMNTy = -2 <0, entdo MNT nio é semi-definida positiva em (0*c)*

2.1.1 Equivaléncia com o Problema Bilinear

Mangasarian e Pang [15] provaram que se MNT é semi-definida positiva no

(0*C)*, entao todo ponto estacionario de (problema bilinear):

minimizar (z,y)

sujeita a: (z,y) >0; Mz — NyeC,

é solugdo do XLCP(M,N,C). Gowda [12] introduziu a propridade de linha-
suficiente para o caso do XLCP, como vimos na sec¢ao anterior, e caracterizou

a mesma com 0 seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. Seja L uma matriz e b um vetor, o par {M,N} é X-linha-
suficiente com respeito a C = {u € R™ : Lu > b}, se e somente se para cada
p € R™, e para todo rearranjo {H, W} das colunas de {M, N}, todo ponto esta-

ciondrio de :

minimizar (x,y)

sujeita a: >0, y>0, Mz—NyeC+p,
€ solugdo do XLCP (H,N, C+p).

Prova :

(=) Como C = {u € R™: Lu > b}, entdo 0¥C = {u € R™ : Lu > 0},
e o seu dual (07C)* = {v = LT\, X > 0}.

Para {M, N} X-linha-suficiente a propriedade é invariante se trocarmos
{M, N} por qualquer rearranjo das suas colunas e C no lugar de C'+p, entao, sem

perda de generalidade, podemos provar o resultado para o XLCP (M,N,C).
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Seja (z,y) um ponto KKT para o problema bilinear

minimizar (z,y)
sujeitaa: >0, y>0, LMz— LNy>b.
Entao existem vetores r > 0, s > 0 e A > 0, tais que:
z=—-NT\+s,
y=MTA+r,
(z,7) = (y,8) = AT (LMz — LNy — b) = 0.
Ja que A € R®, A > 0, por hip6tese e pela definigdo de (0tC)", isto implica que
LT/\ =U€E (0+C)t, entao (MT/\)‘ (NT/\)‘ = (y,' - 1",;)'(3,1 - :L‘;‘) =TS8 —YiT; < U,
V i, logo (MTA);(NTA); = —ris; — yiz; = 0, V i, entdo claramente (z,y) = 0.
Desta maneira (z,y) é solugdo do XLCP (M,N,C).

(«<=) Suponha que a propriedade de X-linha-suficiente com respeito a
C = {u € R™: Lu > b}, ndo é valida, entdo 3 u € (0*C)* e 3 k, tal que
(MTU)'. (NTU)': <0,Vie
(MTu), (NTu), <0,
para algum k. Definimos entao :
= (NFu)" 8" = (NTu)+, y* = (MTu)", r* = (MTu)™,

(z*); =0, em outro caso.

(z7)i =0, em outro caso.

Onde s { (")i=2;, sez; <0 - { (z*)i =i, sez; >0

Claramente z* = —NTu+s*, y* = MTu+1r*, (z*9*) >0, (y,r*) =0
¢ (z"8)y=0 i
Vamos escolher um vetor p* apropriado, tal que o par (z*, y*), seja ponto

KKT de :

minimizar (z,y)

sujeitaa: £>0, y>0, Mz-NyeC+p'




2. Aspectos tedricos e resultados prévios.

Ou para o problema equivalente:

minimizar (z,y)

sujeitaa: >0, y>0, LMz-— LNy>b+ Lp*, (2.1.4)

mas nao é solugdo do XLCP (M, N,C + p*). Com efeito :
Definimos : t = L(Mz* — Ny*) — b,
claramente o conjunto {p: Lp <t} # ¢, pois C = {u€ R™: Lu > b} # ¢.
e {p:Lp<t}={p:L(Mz*- Ny*)-b2>Lp}={p: L(Mz* - Ny* —p) > b},
também o conjunto  {A: LTA =u,A >0} # ¢,
porque
u€ (07C)* = ue {v:v=L"\X>0}. (2.1.5)

Agora escrevemos os seguintes problemas :

minimizar ATt maximizar pTu

sujeitaa: LTA=u, A>0 sujeitaa: Lp<t

dado que os conjuntos fativeis, dos problemas acima, ndo sao vazios, entao exis-

tem solugoes do primal A\* e do dual p* tais que
(A"t =(p")"u
Lp* <t,
e pelo teorema das folgas complementares
A (Lp—t)=0, (2.1.6)

de (2.1.5) temos que Lp* < (LMz* — LNy*) —b== LMz* — LNy* — Lp* > b

é factivel, de (2.1.6) temos que

A (LMz* = LNy* — Lp* —=b) =0~ (2.1.7)
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e dado que LT\ = u, obtemos

$*=—NTLT/\+S* ; y'=MTLT/\+T*
(%) = (¥ s") =0

" 20,y*20,7">0,8" >0

logo (2.1.7) e (2.1.8) mostram que (z*,y*) é um ponto KKT mas nio é solucio
do XLCP(M, N, C).o

Outras alternativas para a resolugdo do X LCP, foram introduzidas por

Solodov [20], isto é condigdes suficientes para que todo ponto estacionario de:

minimizar (z,y)

sujeita a: G(Mz— Ny)>g, >0, y>0, (2.1.9)

seja solugdo do XLCP. As propriedades que descrevem este problema bilinear

sao relatadas na seguinte proposicao :

Proposicgao 2.1.1. Suponha que uma das sequintes condigdes € satisfeita:
i) A matriz MNT >0 no (0*C)".
i) MTv <0 e NTv >0 para todo v € (07C)".
ii) (0,0) € C.
Entao todo ponto KKT de

minimizar (z,y)

sujeita a: G (Mz — Ny) > g,z >0,y >0,
€ necessariamente uma solugao de X LC'P.
Prova :

Usando as condigoes de KKT e as variaveis de folga ¢,s € R", temos

Existe u € RF, u > 0, tal que




2. Aspectos teoricos e resultados prévios.

a) 0=(z,t)=(y,s)
b) y—puTGM -t=0=y—t=pTGM
¢) 2+u’GN-s=0=2—s=—uTGN
d) uT(GMz-GNy—-g)=0
e)] GMz—-GNy—-g>0
f) z,9,t,s>0
Por hip6tese MNT > 0, entdo como z > 0, y > 0
0 < (z,y) = (z,9) — (z,t) — (y,5) + (t,8) — (t,5)
=(z-sy—1t)—(ts)
= (—uTGN,u"GM) — (t,s)
= —(uTGN, y)"GM) — (t,s)
= —(uWTGNMT, uTG) — (¢, s)
= —(MNT (GTy), uTG) — (t,s) < 0, pois
MNT >0em (0vC)*, GTu e (0*C)" e t>0,5>0, logo (z,y) =0,
portanto (z,y) é uma solugdo do X LCP.
Agora suponha que a condigao (7) é satisfeita. Temos que

0=(z,y) +(y,s) = (x,y — MTGTp) + (y,z + NTG pu)

= 2(z,y) — (z, MTGT ) + (y, NTGT p). (2.1.10)

Como se verifica que MTv <0 e NTv > 0 para todo v € (0¥C)", segue da nio
negatividade de z e y que cada termo de (2.1.10) é ndo negativo. Portanto eles

sdo todos nulos. Em particular , (z,y) = 0 e (z,y) é solu¢gdo do XLCP.
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Finalmente, supémos a altima condigao (i:z) satisfeita. Ja que (0,0) € C,

segue que 0 > g. De (2.1.10) obtemos:
0= 2(3:,‘1}) = <M$ = NvaTp‘>

= 2(z,y) — (GMz — GNy — g, 1) — (9, ) = 2(z, y) — (9, 1).
Esta ultima igualdade decorre das condigdes de KKT. Pelo fato de que g < 0
quanto p > 0, os termos no lado direito desta tltima igualdade sdo nao negativos.
Logo (z,y) = 0 e (z,y) é solugao do XLCP. o

A primeira condigdo (i) da proposi¢ao acima, foi estabelecida por Man-
gasarian e Pang [15]. As condigdes (i7) e (ii¢) foram introduzidas recentemente
por Solodov [20]. Além disso esta proposi¢ao 2.1.1 garante que se (0,0) € C entao
todos os pontos KKT do problema bilinear (BLP) sao solugoes do X LCP.

2.1.2 Equivaléncia com o problema de otimizacao com

restricoes simples

Andreani e Martinez [1], consideraram duas representagdes diferentes para o con-
junto C. No primeiro caso, C' é definido por um conjunto de igualdades e de-
sigualdades. Assim podemos escrever o conjunto, sem perda de generalidade, da

seguinte forma implicita :

C ={(u,2) ER™ :Au—-b-—2=0, 2=(2,0), z€R, 2z >0},
(2.1.11)
onde A € R*™ be R, 2= (z,0) €R. O problema restrito associado ao

conjunto C acima é :

minimizar (z,y)? + p||[AMz — ANy — b — z||®

sujeitaa: >0,y > 0,2, >0, (2.1.12)

onde p > 0 é uma constante qualquer foi proposto em [1]. Se (z*,y*,2*) é um

minimizador do problema (2.1.12), para o qual o valor da fungdo objetivo é zero,
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isto é :
(«*,9")* + pl|AMz* — ANy* —b—2*||* = 0,

entdo (z*,y*) é um minimizador de

minimizar (z,y)?

sujeitaa: Mz —NyeC, >0, y>0.

Logo temos :
(z*,y")? = 0= (z*,y") = 0.

Entdo (z*,y*) é uma solugdo do XLCP (1.0.1).

Contudo devido a dificuldade de achar o minimo global, muitos algorit-
mos eficientes para resolver problemas restritos como (2.1.12), encontram pontos
estacionarios e nao minimizadores globais. O que nos leva a procurar condigoes
suficientes sob as quais os pontos estacionarios do problema (2.1.12) sejam de
fato solugdes do X LCP (1.0.1).

Andreani e Martinez [1], provaram que a condigdo de X-linha-suficiente
introduzida por Gowda [12], para o problema bilinear de otimizagdo (1.0.2) é
também suficiente para garantir que os pontos estacionérios do problema (2.1.12)
sejam solugdes do X LCP.

Além disso, provaram também o reciproco do teorema, para o caso em
que o politopo é definido por um subespago afim. Em alguns casos o politopo
pode ser definido na forma paramétrica, isto é C pode ser visto como a imagem

de um cone simples em R, nomeadamente:

C= {(w,z) ER"™ :w=Lz+q,z2=(21,22),21 ER", 25 € ]Rs_"'}. (2.1.13)

Definimos agora o seguinte problema restrito associado, que corresponde a equagéao
(2.1.13):

minimizar (z,y)*>+ p||Mz — Ny — Lz — ql)?
sujeitaa: >0, y>0, 2 >0. (2.1.14)

Analogamente ao caso (2.1.11), podemos usar solugdes restritas em caixa para

resolver o problema (2.1.14). Consequentemente, apresentaremos também um
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teorema que estabelece condigoes suficientes sob as quais os pontos estacionarios
do problema (2.1.14) sdo solugdes do X LC'P (1.0.1). Precisaremos para isto de
alguns resultados importantes:

Dado C = {u € R* : Au > b}, entdo 0*C = {u € R* : Au > 0}, logo

(0*C)' ={veR":v=AT)\ ) > 0}.

Se C = {(u,z) ER™!' : Au—b—2=0,2=(2,0),21 € R,z > 0},

onde A€ R*™ be R, z=(z,0) € R,

usando o raciocinio acima, temos que :

0*C = {(u,6) e R™* : Au=4,6 = (6;,0),6, > 0¢€ RP}

e (07C)" = {v ER™u=ATA\ A= (A, A2),\1 20€ IRP}
SeC={weR"/w=Lz+q,z=(2,22),21 € R’, 2, € R°},

temos que : 0C = {u € R™/u = L4,6 = (6,,4) ,01 > 0 € R*}

e (0*C)" = {v e R®"/LTv = A A= (A\,0),\ 20 € R }.

Vamos agora enunciar alguns teoremas que facilitardo a compreensao dos
resultados adaptados no capitulo 3. Teoremas provados por Andreani e Martinez
[1], demonstrando que a condig¢do de linha-suficiente [12], garante que pontos
estacionarios do problema de otimizagdo equivalente (2.1.12) de C' definido em
(2.1.11) sao solugoes do XLCP :

Teorema 2.1.2. Assuma que o par {M,N} possui a propriedade de X-linha-
suficiente com respeito a:

€= {(u,z) eR™ : Au—-b—-2=0,z2=(2,0),2, E R,z > 0}, onde A € R*™,
beR!, z=(2,0) € R. Entdo para cada f € R™ e para todo rearranjo {M,N}
das colunas de {M, N}, tal que (1.0.1), (1.0.2) e (2.1.11) € factivel, todo ponto
KKT de

minimizar (z,y)? + p||AMz — ANy —b— Af — z||2

sujeita a: x> 0,y > 0,21 > 0,
é solugio do XLCP (ﬁ/f_,ﬁ,c-f-f).

Prova : Como a propriedade de X-linha-suficiente é invariante sob {M, N} e
C+f={ueR™: Au—b—Af —2=0,z2=(2,0),21 € R?, 2 > 0}.
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Entao sem perda de generalidade, é suficiente provar o resultado desejado para o
XLCP (M,N,C). Seja (z*,y*, 2*) um vetor KKT e u* = AMz*— ANy* —b—2*.
Entao (z*,y*, z*) satisfaz as condi¢des de primeira ordem em

minimizar (z,y)? + p||AMz — ANy — b — z||?

sujeitaa: >0,y >0,z > 0.

2o0MTAT(AMz — ANy —b—2) + 2(z,y)y— 1 =0,

para (z*,y*, 2*) vetor KKT, obtemos:

0=2pMTAT(AMz* — ANy* —b—2*) + 2(z*,y*)y" — 1 =
= 20MT ATu* + 2(z*,y*)y* — u; =

= 2pM7T (ATu") + 2(z*,y")y" — m =0,
Analogamente:
—2pNT(ATu*) + 2(z*,y*)z* — p2 = 0,
—2p[u’]; = [ps]; =0,i=1,..,p.
(=%, m) =0,
(y*, p2) =0,
([21]", 3) = 0,
g" 2 0,y" > 0,[21]" > 0,41 20,2 20,3 >0,

por (2.1.18), obtemos:

* [,U.3] :
— = —t > =il
[u ]3 2p — 0‘!?’ b} ;lp

também por (2.1.16) e (2.1.17), obtemos :

—2pNT(ATu*) = 2(z*, y*)z* + pa

{ —2pMT (ATu*) = 2(z*,y*)y* — }
= 9
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fazendo o produto obtemos :

407 [MT (AT (—u))], [NT (AT (=u"))], = —4(", 4" [y} ["); — [ [ma); < O,
(2.1.24)
observe que : 2us(z*,y*)y* = 0, pois , (u2,y*) = 0. Analogamente,
2u1(z*, y*)z* = 0, assim AT (—u*) € (O*0)".
E como {M, N} possui X-linha-suficiente, com respeito a C, entdo (2.1.23) e
(2.1.24) implicam que : h
[MT (AT (—u))], [NT (AT (~u))], =0, i=1,...n.
Assim temos:
=4z, v [v); [2*]; — [mal; [pe; = 0=
—4(z*,y")? [y*); [2°); = ()i [pe]; 2 0= —4(z*, 4" ) [y"]; [2*); 2 0 =
Az, ¥ [y']i[2"], < 0=

[y*]; [=*]; =0, (2.1.25)
para todo i=1,...,n. Pela equagdo (2.1.25), nas equagdes (2.1.16)-(2.1.22) resta:
20(AM)Tu* — py =0, (2.1.26)
_20(AN)TW® — iy =0, (2.1.27)
—2pu* — p3 =0, (2.1.28)
(z*, 1) =0, (2.1.29)
(", p2) =0, (2.1.30)
(1] 3) = 0, (2.1.31)
" > 0,y" > 0,[21]" 20,1 > 0,2 20,13 > 0. (2.1.32)

Mas, estas ultimas equacoes siao as condigdes necessérias e suficientes verificadas
para um minimizador global do seguinte problema quadratico de minimizagao

convexa :

minimizar p||AMz — ANy —b—z||

sujeitaa: x>0, y=>0, 2 >0.
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Como o XLCP é fativel, e (z*,y*, 2*) € um ponto KKT de (2.1.15), entdo :
(z*,y")? + pl|AMz* — ANy* —b—2*||* = 0.
Logo,
pl|AMz* — ANy* —b—2*||2=0.

Entao,
AMz* — ANy* —b—2"=0. (2.1.34)

Assim (z*,y*, z*) € o minimizador global de (2.1.33). Por (2.1.25) e por (2.1.34),
temos que (z*,y*) é uma solugdo do XLCP (M,N,C). ¢

O teorema que segue é o reciproco do teorema 2.1.2, para o qual C' é um

subespaco afim.

Teorema 2.1.3. Assuma que C = {u€ R™: Au=>} # ¢ e que para cada
f € R™ e para cada {M,N}, tal que XLCP (M,N,C + f) € factivel, sendo
qualquer que seja o ponto estaciondrio de

minimizar  (z,y)? + p||AMz — ANy — b - Af“g

sujeita a: = > 0,y > 0,

solugdgo do XLCP (M,N,C + f). Entio o par {M,N} possui a propriedade

X-linha-suficiente com respeito a C.

Prova : suponha que o par {M, N} ndo possui a propriedade X-linha-suficiente

com respeito a C. Sem perda de generalidade, podemos trocar as colunas de M;
e N; e trabalhar com {M, N}. Podemos assegurar que existe 7* € R', ndo nulo

e um indice j € {1,...,n}, tal que :
0# [MTATT"]:, >0 e 0# [MTATT*]‘. <0,

para todo i = 1,...,n, mas por suposi¢ao [MTT']J, [NTT‘]J, < 0, para algum j.
Defimos :
Q= {teR/t=AMz — ANy,z >0,y > 0}.

Tomemos :
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u* = AMT — ANY a projecgao ortogonal de r*em 2. Note que o conjunto
2 é convexo, pois :
Seja A€ [0,1] e s€eQteQN=
t=AM3:—ANy,s=AMx—ANy,x20,y20.
As+ (1—=A)t=AAMz — AANy+ (1 - )) (AMz — ANy) =
= MMz — AMANy + AMz — ANy — AMAMz + AANy =
= AMz — ANy € Q.
Entao pela convexidade de €2, temos que :
(r* —u*,AMz — ANy — (AMZT — AN7)) <0
para todo z > 0, y > 0. Portanto:
0> (r*—u*,AMz — ANy — (AMZ — ANY)) =
=(r"-u"AM (z-7)- AN (y-79)) =
= ((MTATr* — M*A*w*) [z — 7] — (NTATr* — NTATu*) [y — 7)) <0
portanto

Zn: ([MTATr*], — [MTATw]) [z - f],.-—i ([NTATr*], - [NTATw*],) [y - ¥}, < 0.

i=1 i=1

para todo z > 0, y > 0. Isso implica que

0< [MTATr*], < [MTATw*],,0 > [NTATr*], > [NTATw'], (2.1.35)

para todoi=1,...,n, e [MTu*]J. [NTu"]J. < 0.

Assim: [MTAT (—u*)] <0, [NTAT(-u%)] >0.
Defimos: 8 = p?((NTAT (—u*))™, (MTAT (-u*))") >0,

(NTAT (—u*))*

Claramente, (z*,y*)

(z*,y*) = <p(NTA5(§_u-)) ’p(M A,s(i—u-))
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= (P(NTAT ()t (MTAT (—u) ) = B (B) = BE > 0.

Além disso
20MT AT (—u*) + 2(z*, y*)y* — 1 =0, (2.1.38)

—2pNT AT (—u*) + 2(z*,y")z* — p = 0, (2.1.39)
(z*, 1) =0, ' (2.1.40)
(y*,m2) =0 (2.1.41)

x Z 01 y‘ Z 0: H1 2 Oa H2 Z 0: (2142)

Ja que C é nao vazio, existe f* satisfazendo:
AMz* — Ny*+ MZT - Ny— f*)=b
Af*= AMz* — ANy* +u* —b.
Assim,
AMz — ANy — Af* = AMz — ANy + AMz* + ANy* —u* +b

=AM (z—z*)—AN(y—y*) —u*+b

=AM (z—-z*) - AN (y—y*) — AMT + ANG+b
=AM (z—z2*-Z)-AN(y—y*—-79)+b

FazendoZ =z*+7Z >0, y=y*+7 >0, obtemos:

AMz — ANy - Af*=AM (z—-2)—-AN(y—-9)+b =
AMZ — ANy — Af*=b.

Assim o XLCP (M, N,C + f*) é factivel. Usando as equagdes (2.1.32)-

(2.1.38) vemos que (z*,y*) é um ponto estacionario de:

2

minimizar (z,y)? + p||AMz — ANy —b— Af*

sujeitaa: >0, y>0

Contudo, vemos que (z*,y*) néo é factivel e ndo complementar para o problema

factivel XLCP (M, N,C + f*). O que completa a prova. ¢
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Observe que o problema restrito (2.1.12) pode ser interpretado como um
simples subproblema penalizado associado a minimizagdo de (r,y)?, sujeita a
Mz — Ny € C,z >0, y > 0. Portanto o teorema 2.1.2 fornece uma condicdo
suficiente simples sob a qual todo ponto KKT de qualquer subproblema deste
tipo, independentemente do parametro de penalizagdo, ¢ um minimizador global
do problema original restrito. Por outro lado o subproblema penalizado associado

ao problema (1.0.2) e a equagédo (2.1.11) é :

minimizar ¢(z,y) + p||AMz — ANy — b — 2||*

sujeitaa: z>0,y>0,z >0. (2.1.43)

Onde ¢(z,y) = (z,y) ou ¢(z,y) = 3(e*'¥ — 1)

Contudo pontos estacionarios da equagdo (2.1.43) ndo sdo necessaria-
mente solugoes do X LC'P (1.0.1) sob as condigdes gerais do teorema 2.1.3

Por exemplo, considere o problema de complementaridade linear monétono
paran=1,C= {(r,y) €ERZ :1-y=0},onde A=1, M =0, N=1,b=—1.

Sob estas condiges o problema de otimizagdo para ¢(z,y) = %(e“T?’ — 1) resta :

1
minimizar 5(6”?” ~1)+p(-y+1-2)>*

sujeitaa: >0, >0, z2>0.
Aplicando as condig¢des de primeira ordem obtemos:
(e¥)=0=y=0

E(e’“’*)-2,q::v(—y+1—::):OP_—-*»:::=0
=20(-y+1-2)=0=2=1

contudo z = 0,y = 0,z = 1 é um ponto estacionério do problema acima, e para
qualquer u € (0*C)" temos (MTu) - (NTu) = 0. Logo a propriedade de linha-
suficiente ¢é satisfeita, mas Mz — Ny € Re C = {(z,y) e R%/1 -y =0} € R%.
Desta forma, nao é solugao do X LCP sob as condigdes do teorema 2.1.3. Para
a ¢(z,y) = (z,y), o resultado segue da mesma forma ver [1, 10]. Contudo vere-

mos mais adiante que para estas duas fungoes, apesar de nao satisfazerem estas
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condicoes tedricas, foi possivel a implementagdo computacional e apresentaram
resultados numéricos satisfatoérios.

Agora vamos analizar os pontos estacionéarios do problema de otimizacao
definido em (2.1.14) relacionado com a defini¢do da equagéo (2.1.13) de C. Deixe-
nos recordar que um caso particular da equagao (2.1.13) corresponde ao caso no
qual z > 0. Este caso é conhecido como LCP generalizado . Além disso, quando
a matriz L é nula, o XLCP com a definigdo da equagdo (2.1.13) é o HLCP.

Assuma que l;,...,l; € R™, sdo as colunas da matriz L de dimensao m X s :

Teorema 2.1.4. Assuma que o par {M,N} possui a propriedade de X-linha-

suficiente com respeito a

C= {(T.U,Z) GRm+3:w=L2+Qaz=(zlaz2)=zl eRvazl 20;z2€Rs_v}:

entdo para cada f € R™ e para toda {H, N}, tal que XLCP (M,N,C + f) €

factivel, todo ponto KKT de

minimizar (z,y)?+ p||Mz — Ny — Lz — q|?

sujeita a: x>0,y >0,z > 0,
é uma solugdo do XLCP (M,N,C + f) .

Prova : Como a propriedade de X-linha-suficiente é invariante sob {H, W} e
C+f={ueR™:u=Lz+q+ f,z1 > 0}.
Entao sem perda de generalidade, é suficiente provar o resultado desejado para o

XLCP (M,N,C). Seja
u*=Mz* - Ny* - Lz* —¢ (2.1.44)
Aplicando as condigdes de primeira ordem em (2.1.14), temos:
20MTu* +2(z*, y*)y* — =0, (2.1.45)

—2pNTu* +2(z*,y*)z* — pp = 0, (2.1.46)

—2)0(!,;,,’&*) - [p'S]i =0,2=1,...,v (2147)
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(li,n*) =0,
(2", m) =0,
(y", p2) =0,
([z1]", u3) = 0,
* > 0,y" > 0,[z]" >0, >0,u2 >0,u; >0,

por (2.1.47) e (2.1.48) e pela forma do O*C no caso (2.1.13), obtemos:
-u* € (0*C)"

Também por (2.1.45)- (2.1.52), obtemos :

4p° [MT (—U‘)],- [NT (—U')],- = —4(2*,y")? [y"); [2*); = [m); [w2); <0,

Para todo i =1,...,n, note que 2us(z*,y*)y* =0, pois, (i, y*) =0.
Analogamente , 2u;(z*,y*)z* =0

Como {M, N} possui a propriedade X-linha-suficiente, com respeito a C, obte-
mos:

[v*); [z*]); =0 (2.1.55)

O resultado segue usando os mesmos argumentos do teorema 2.1.2. o

Como mensionado anteriormente, o HLCP é um caso particular da
equagao (2.1.13), que corresponde a L = 0. Portanto, o problema associado

correspondente é

minimizar (z,y)? + p||Mz — Ny —q||*

sujeitaa: >0, y>0.
Obtemos a condigao suficiente dada pelo corolario que segue:

Coroléario 2.1.1. Seja (z*,y*) um ponto KKT da equagdo (2.1.56), assuma que
o problema da complementaridade linear é factivel e o par {M,N} é H-linha-

suficiente. Entdo (z*,y*) € uma solugio do HLCP. Além disso se para todas
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as escolhas de g € R, e {H, W}, que fagcam o HLCP fativel, todo ponto esta-
ciondrio do problema (2.1.56) é uma solugdo, entdo o par {M,N} é H-linha-

suficiente.

Prova : Seja u*= Mz* — Ny* —q

Aplicando as condigdes de primeira ordem em (2.1.14) com L = 0 temos :

20MTu* + 2(z*, y*)y* — py =0, (2.1.57)

—2pNTu* + 2(z*, y*)z* — pp = 0, (2.1.58)
(z*, ) =0, (2.1.59)

(y*, pu2) =0, (2.1.60)

"2 0,y" >0, > 0,uz >0, (2.1.61)

por (2.1.57) - (2.1.61) obtemos :
4p? [MT (—u")], [NT (—u")]; = —4(z*,4")? [v"); [2"); — [ma]; [); <0, (2.1.62)

para todo ¢ = 1,...,n, Como { M, N} possui a propriedade H-linha-suficiente, com

respeito a C, obtemos :
[y*];[z*]; =0 (2.1.63)

Nas equagoes (2.1.57)-(2.1.61) resta :
20MTu* — yuy =0, (2.1.64)
—2pNTu* — py =0 (2.1.65)
(2 i) =10, (2.1.66)

(y*, p2) =0, (2.1.67)
g 2 O:y‘ Z 01 H1 2 01 H2 > 0: (2168)

que sdo as condigOes necessérias e suficientes verificadas para o minimizador global

do seguinte problema quadratico convexo :

minimizar p||Mz — Ny — q||?

sujeitaa: >0, y=>0.
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Ja que o HLCP é factivel e pelo fato de que (z*,y*) é um vetor KKT de (2.1.56),

isto implica que
pliMz* — Ny* — q|[> = 0 = p||[Mz* — Ny* —¢q|| = 0

Assim (z*,y*) € o minimizador global com valor zero da fungdo objetivo da
equagdo (2.1.69). Portanto (z*,y*) é uma solugdo do HLCP tendo em conta
(2.1.63). o

Concluimos que resolver o X LC P usando o problema (1.0.2), envolve um

problema de programagao quadratica, enquanto que usando os problemas (2.1.12)
ou (2.1.14), requer a minimizagdo de uma fungdo com restrigdes ndo negativas.
Sob o ponto de vista da minimizacéao global, o problema (1.0.2), pode ser reduzido
a minimizacdo de uma quadratica com restrigoes nao negativas. Contudo, as
condigdes sob as quais pontos KKT deste problema sdo minimizadores globais,
sao mais fortes do que as condigoes sob as quais pontos KKT do problema (1.0.2),
sao solugoes do X LC'P. Por outro lado, as condigbes que garantem que pontos
KKT do problema (1.0.2), sdo solugdes globais, também garantem que pontos

KKT da reformulagdo quadratica solucionam o X LCP.




Capitulo 3

Reformulacao como problema de

otimizacao sem restricoes

Neste capitulo adaptaremos os resultados obtidos por Andreani e Martinez [1],
para as duas definigdes do conjunto C, usando na fungdo objetivo a fungao de
Fischer-Burmeister penalizada [4, 11]. E claro que os resultados obtidos com a
fungao de F-B penalizada se estendem para a fungiao de F-B quando p = 0.

Consideraremos neste capitulo os seguintes problemas de otimizacao:

minimizar ¢(z,y) + p||AMz — ANy — b — z||?

sujeitaa: >0, y>0, 2z >0.

minimizar ¢(z,y) + p||Mz — Ny — Lz — q||?
syjeitaa: >0, y=>0, 2z >0.

Como vimos no capitulo anterior podemos usar como estratégia, na fungio ob-
jetivo, a seguinte fun¢do de complementaridade ¢,(z,y) = (27y)?, que foi uma
proposta de Andreani e Martinez 1] e também vimos que os mesmos resultados
ndo podem ser adaptados para ¢,(z,y) = (z7y) e ¢5(z,y) = 3(e*'¥ — 1), observe
que esta ultima fungao é uma proposta nossa. Embora que estas duas estratégias
nao satisfazem certos aspectos tedricos, os seus resultados computacionais, que

mostraremos no capitulo seguinte, sao satisfatérios.

44
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Vamos aqui, de maneira mais detalhada adaptar os mesmos resultados
do capitulo anterior para o X LC'P, usando para isto duas estratégias que podem
ser aplicadas aos problemas de otimizagdo acima. Uma das propostas para a
resolugao dos X LC'P acima é usar como fung¢do de complementaridade a funcao
de Fischer-Burmeister, esta funcgao foi introduzida por Fischer [11], que é assim
definida :

¢rB (z,¥) =z +y— V22 + 92

V (z,y) € R? Esta fungdo foi introduzida no sentido de caracterizar as condiges
KKT para programagao nao linear (NCP) e problemas de complementaridade
linear como sistemas de equagbes. Aqui nés estamos interessados, meramente,
nesta funcao definida da seguinte forma:

n

1
¢rB (T,y) = 52(—\/ 2t + vt ai+ u),

i=1

V (z,y) € R*. Uma outra alternativa baseada nesta fungéio-é a funcdo de Fischer-

Burmeister penalizada (F' — B,), introduzida por Chen, Chen e Kanzow [4]. Esta
nova fungdo - NCP possui todas as propriedades da funcido de F-B para con-
vergéncia local, e sua defini¢ao é dada como segue:

n

¢rep (T,y) = Z(xf W= V -'L‘? + yf +u (33:')4. (y,:)+)2.

i=1

Onde a; = max(a,0). Como os resultados obtidos através desta fungio para

os casos NCP sao excelentes, entdo resolvemos adapata-la para o caso linear

estendido, levando em consideragdo que para u = 0 esta fungdo resulta na fungao
de F-B.

Antes de adaptarmos os resultados do capitulo anterior, para a funcéo

de Fischer-Burmeister penalizada, estabeleceremos algumas propriedades carac-

teristicas desta fungao :
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3.1 Propriedades da funcao de Fischer-Burmeister

Para adaptar a fungao de Fischer-Burmeister penalizada (NCP), para o caso
XLCP, provaremos que esta fungdo mantém as mesmas propriedades teoricas
e no capitulo 4 vamos mostrar que apresenta resultados computacionais expres-
sivos. Com efeito mostraremos entao que esta fungao satisfaz as propriedades que

enunciaremos a seguir :

I. ¢(z,y)>0,Vz>0,y>0;além disso ¢(z,y) =0<= (z,y) =0,
Vz>0,y>0.

IL ¢(z,y) =0<=Vé(z,y) =0 2 (z,9) =0+ Z(z,9) =0.

. >0,y >0,(Veo(z,9),Vyo(z,9)) 0= ¢(z,y) =0

IV. 2;=0,4>0= [Vy¢(z,y)],=0
e
yi=0,2; > 0= [V;¢(z,y)], =0

V. (z,V.¢(z,9)) + (v, Vyo (2,9)) = ch(2,9), ¢ >0
VI. (V.é(z,y),Vy¢(z,y)) >0, paratodoz >0,y >0.

Provaremos agora estas propriedades para a funcao de Fischer penaliza-
da. Com efeito:
I. Por simples inspe¢do da funcdo, ¢p (z,y), temos que ¢prpp (z,y) >0 .
por outro lado se ¢rpp (z,y) = 0, entdo
a) se z = y = 0, claramente (z,y) =0
b) Se (z,y) # (0,0), entdo
orep (7,y) = (—V/22 + 2+ +y+pu(2), (v),) =0
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VB +y:+z+y+p(x), (y), =0
—vm2+y2+:r+y=—ﬂ(:z:)+(y)+.

Se z < 0 entdo (3.1.1) néo se verifica,e dado que :

-V + 2+ |z|+y=—-22+y? - |z|]+y <0

e —u(r)+(y)+ =0, entdo z > 0, com o mesmo critério y > 0,

agoraser >0ey>0

VI2+y2 >z +y = 22 +9? > 2% + 2zy + °

> 2zy<0&=z=00uy=0=(z,y)=0.Vz2 >0, y>0.

II. Se z = y = 0 segue o resultado para ¢rpp (z,y). Se (z,y) # (0,0), é suficiente
mostrar que 22£2E (z,y) = 0 => ¢rpp (z,y) = 0, j& que se ¢rpp (z,y) = 0,

entao todas as igualdades sao satisfeitas, com efeito :

seja a—éé‘:f’—' (z,y)=0e Qfgfﬂ (z,y) = 0, entdo respectivamente temos:

2(—\/$2+y2+$+y+p(:r)+(y)+) (

> 3 +1+,u6($)+ (y)+) =
—\vze+y

Y

Se (—\/xQ +yit+zt+y+plz), (y)+) = 0, a propriedade se verifica

2(—\/$2+y2+$+y+,u(x)+ (y)+) (—L—+1+#($)+3(9’)+)

Agora assuma que (_\/:zTy,‘,-i- 1 +u8($)+(y)+) =0,
el
como ud (z), (y), = 0, temos que e 1>0<=
T 2ler2 Vi e 22+ ey =0 ¢p(z,y) =0,

IL.z>0, y>0, (V.d(z,9),Vyd(z,9) <0=
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t6r0p @) (7 + 1400, 0),) (s + 1440, 000..) <0
= (_\/;Tﬁ+1+p3(:c)+(y)+) <0,0u (_—*\/fﬁ+1+p(x)+3(y)+) <0.

Assuma sem perda de generalidade que

(_\/;Tyz+1+ﬂ6(:n)+(y)+) <0= (_—\/fﬁ+1+p(x)+6(y)+) >0,
c0m0#($)+3(y)+20=>ﬁ.;—120=> \/;721=>3:2 Va2 +y?
= y=0= ¢rppr(z,y) =0.

IV.2; =0,y > 0= [Vy¢rpp (7,9)]; = [2(y—y+0) (§—I+0)] =0,

e segue o mesmo resultado para y; =0, z; > 0 = [V, ¢rpp (z,y)]; =0,

V. (z,V.é(z,y)) + (y, Vyo (z,9)) = cd (z,9), c > 0.

Se x = y = 0, o resultado segue trivialmente. Se (z,y) # (0,0), entdo pode-

mos escrever ";@gfﬁ (z,y) e a—egfﬂ (z,y) respectivamente

2 (~VFFT +a+y+ (o), 0),) (ﬁ et (y)*)

D) (—\/m+x+y+ﬁ(x)+(y)+) (_\/+Ty2+1+p(:z)+3(y)+)

Para a fungio ¢rpp (z,y), temos: zgfglff- (z,y) + yg‘é‘%‘-ﬂ (z,9) =

=2(-VF+ P +o+y+u(), ©),)+

(_\/:;Tyz +z+p0 (), (v)4 (z) + ﬂ/—% Ty +u(),00), (y)) z
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=2 (VAT eyt ulo), (),) (S oty a0 =
=2 (~VAFP +rty+u(), 0),) (~VEF P+ +u(), 0),) =
2¢rBp (2,Y) .

VI. Para ¢rpp (z,y) temos (V.érpp (7,y), Vydrae (z,y)) =

(1600 @) (7 + 140001, 00, ) (i 14000, 01, )

Pela propriedade I resta provar que

(_m+1+ua(z)+(y)+) (_—\/fﬁ+l+6(y)+ (x)+) >0

observe que

ﬁ w2 A, _—h <1, pd(y)+(z)+ > 0, logo a propriedade se veri-

fica.

3.2 Teoremas de equivaléncia

Nesta seccao vamos enunciar e provar trés teoremas que sao uma adaptagao dos
resultados de Andreani e Martinez [1], usando para isto a fung¢do F-B penalizada,

onde as variaveis x e y sao livres,

n

¢rpp(T,y) = Z(Ii +yi— T+ Yy +p (33;').-1- (%))

i=1

Teorema 3.2.1. Assuma que o par {M, N} €é X-linha-suficiente com respeito a
C={(u,2) eR™ :Au—-b-2=0, z=(z,0), 2 €R’, 2 >0},

se e somente se para cada f € R™, e para todo rearranjo {H, N} das colunas
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de {M, N}, tais que os problemas (1.0.1)-(1.0.8) sdo factiveis, todo ponto esta-

ciondrio de

minimizar ¢rpp(z,y) + p||AMz — ANy —b— Af — 2||?
sujeita a: 2z >0,
é solugio do XLCP (M,N,C + f).
Prova : Ja que a propridade X-linha-suficiente é invariante sob {H,W} e
C+f= {(u,z) ER™ :Au—-b—-Af—2=0, z2=(2,0), =z 20},
sem perda de generalidade é suficiente provar o resultado desejado para o

XLCP (M,N,C). Seja u* = AMz* — ANy* — b — 2*, aplicando as condigoes de

primeira ordem em

minimizar ¢ppp (z,y) + p||AMz — ANy — b — 2||?

sujeita a: 2 >0

BQSFBP * kY ‘
6$ (33 1y)_0

a¢’FBP
Oy

=2p[u’]; = [m];=0,i=1,..,p
([z1]" 1) =0

[21]‘ >0, 20,

2pMT (ATu*) +

—2pNT (ATu*) + (z*,y*) =0

por (3.2.3)-(3.2.7), obtemos,

- [u*); = % >04="1, P

—2pMT (ATu*) = 28£82 (g%, y*)
_9pNT(ATu) = 2522 2%,y

AVA
AVAVAY

3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

18
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o produto obtido & : 4p? [MT (AT (—u*))], [NT (AT (-u"))], =

1

0
_ [ (I;;IBP (x,‘y.)]i [3(355;31’ (:r‘,y‘)]_ <o. (3.2.9)

Para todo i = 1,...,n. Assim AT (—u*) € (O*C)", pela prépria defini¢do de O*C,
para este caso e como {M, N} possui a propridade de X-linha-suficiente, com

respeito a C, entdo (3.2.8) e (3.2.9) implicam que,

[MF (AT (=), [NT (AT (-u)]; =

Assim temos — [22£2E (g% y*)]. [an;fﬂ (=% y‘)]

i

Logo [22£22 (z*,y*)] [@gfﬂ (m*,y*)]‘_ =0yt

Pela propriedade II obtemos : [22£22 (g*,y*)]. = ["i‘ﬁgfﬁ (ﬂi’ay*)]

sim
orpp (z*,y*) =0 i=1,..,n.

Deste modo pelas equagdes (3.2.3)-(3.2.7), resta :
20(AM)Tu* =0,

—2p(AN)Tu* =0, | (3.2.12)
—2pu* — py =0, (3.2.13)

([z1]", 1) =0, (3.2.14)
[1]" 2 0,11 > 0. (3.2.15)

Mas, estas tltimas equagoes sao as condigoes necessarias e suficientes verificadas
pelo minimizador global do seguinte problema quadratico de minimizagao con-

vexa:

minimizar p||AMz — ANy — b — 2|

sujeita a: 2z; > 0,
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como o X LCP é factivel, e como (z*,3*, 2*) é um KKT de (3.2.2), entdo
brop (@*,y") + Pl AMz* — ANy —b— 2*|[2 = 0 =
pllAMz* — ANy* —b— 2*||* =0 = p||AMz* — ANy* - b—2*|| =0 =

AMz* — ANy* —b—2"=0 (3.2.17)

Entdo (z*,y*, 2*) € solugao global de (3.2.16). Por (3.2.10) e por (3.2.17), temos
que (z*,y*) é uma solugdo do XLCP (M,N,C). o

Provaremos agora a reciproca do teorema 3.2.1 usando para isso o fato

de C ser um subespago afim e neste caso sem nenhuma restrig¢ao:

Teorema 3.2.2. Assuma que C = {u€ R"/Au=1>} # 0 e que para cada
f € R™ e todo rearranjo de {M, "1\7} das colunas de {M, N} tais que o XLCP
(H, N,C+f ) € factivel, todo ponto estaciondrio de

minimizar ¢rpp (z,y) + p||AMz — ANy — b — Af||?,

€ solugao do XLCP (H, N,C+ f) . Entdo o par {M, N} possui a propriedade

de linha-suficiente estendida com respeito a C.

prova : suponha que o par {M, N} ndo possui a propriedade X-linha-suficiente
com respeito a C. Sem perda de generalidade, podemos trocar as colunas de M;
e N; e trabalhar com {M,N}. podemos assegurar que existe r* € R, ndo nulo
e um indice j € {1,...,n}, tal que :

0# [MTATr*], >0 e 0# [MTATr], <0,

para todo i = 1,...,n, mas por suposi¢ao [MTT’]J, [NTT“]J. < 0, para algum j.

Defimos : Q:{tER’:t=AMx—ANy,:1:20,y20}.

Tomemos : u* = AMT — ANy

a projecgao ortogonal de r*em 2. Note que o conjunto ) é convexo, pois se
Ae€0,1] e seN,teQ=t=AMz - ANy, s=AMz - ANy, z>0,y>0
As+ (1=A)t=AAMz — AANy + (1 — A) (AMz — ANy) =

= MMz — AMANy+ AMz — ANy — AMAMz + AANy =

=AMz — ANy € Q.
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Observe que a convexidade aqui é valida para qualquer z, y, entdo pela convexi-
dade de €2, temos que :

(r* —u*,AMz — ANy — (AMT — AN7%)) < 0 para todo z,e y

Portanto,

0> (r*—u*,AMz — ANy — (AMT — ANY)) =

= (r* —u*, AM (z — %) - AN (y - 7)) =

= ((MTATr* — MTATu*) [z — 7] — (NTATr* — NTATu*) [y — 7)) <0,

portanto

n n

> ([MTATr) = [MTATW] ) [z - 7)) ([NTATr], - [NTATW]) [y - 7] < 0.

1
i=1 i=1

para todo z, y. Isto implica que
0 < [MTATr*], < [MTATw*],,0 > [NTATr*], > [NTATw'], (3.2.18)

paratodoi=1,..,ne [MTu‘]J. [NTu‘]j < 0.
Assim , [MTAT (—u*)] <0, [NTAT (-u*)] > 0.
Definimos , 8 = p?((NTAT (—u*))™, (MTAT (-u*))7) > 0,

Claramente ¢rpp(z*,y*) > 0, pela sua propria defini¢ao e porque

TAT(—y*))* MT AT (—u*))"”
(NTAT(-u")) ,p( (Q ) ) =

B3 B

(z*,9*) = (p

-4 (PP((NTAT (-u))", (MTAT (—u))) =

=j;(g)=5%>0=>(x*)¢0#(y‘)

Além disso

3¢’FBP

T AT (_ . *
20M" A" (—u*) + 5z
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O¢rpp
9y
ja que C é nao vazio, existe f* satisfazendo: A(Mz*— Ny*+MZ—-Ny—f*)=b

Af* = AMz* — ANy* + u* — b. Assim,

AMz — ANy — Af* = AMz — ANy + AMz* + ANy* — u* + b

=AM (z—z*)—AN(y—y*) —u*+b

=AM (zr —2z*) - AN (y — y*) — AMT + ANy +b

=AM (z —2*—-Z)— AN (y—y* —7) + b,

fazendoz =z*+7 >0, y=y*+7 >0, obtemos:

AMz— ANy — Af* = AM (z — 5)— AN (y — ) +b = AMZ — ANj— Af* = b.
Assim 0 XLCP (M,N,C + f*) é factivel. Usando as equagdes (3.2.19)-(3.2.22)

vemos que : (z*,y*) é um ponto estacionario de:

—2pNT AT (—u*) + (z*,y*) =0, (3.2.22)

2

minimizar ¢ppp(z,y) + p “Aﬂx — ANy—-b—-Af"

Contudo, vemos que (z*,y*) nao é factivel e ndo satisfaz a condi¢ao de comple-
mentaridade para o problema factivel XLCP (M, N,C + f*).0O que completa a

prova.o

Para o teorema que apresentaremos agora usaremos a segunda defini¢do
do conjunto C (2.1.13), sugerida por Andreani e Martinez [1], observando que
quando a matriz L é nula, o XLCP, com a defini¢do da equagao (2.1.13), é o
HLCP.

Teorema 3.2.3. Assuma que o par {M,N} possui a propriedade de X-linha-

suficiente com respeito a

C‘:{(w,z)eRm+s:w=Lz+q, z=(2,22), 21 €R’, 2 20, ZQER"“},

entdo para cada f € R™ e para toda {H,ﬁ}, tal que XLCP (H, N,C+f) €
factivel, todo ponto KKT de

minimzar  ¢ppp(z,y) + p||Mz — Ny — Lz — q|°

sujeita a: 2z, > 0,

¢ uma solugdo do X LCP (H, N,C+f).
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Prova : Como a propriedade de X-linha-suficiente é invariante sob {M, N} e
C+f={ueR™:u=Lz+q+ f,z; > 0}. Entdo sem perda de generalidade, é
suficiente provar o resultado desejado para o XLCP (M, N,C). Seja

u*=Mz*—-Ny*' - Lz"—¢q (3.2.24)

Aplicando as condigdes de primeira ordem em (3.2.23) Temos:

O0drpp
oz

a
%;3’“ (a:‘,y‘)] =0, (3.2.26)

=2p{li,,u*) = [m]; =0,i=1,..,,9, (3.2.27)

2pMTu* + [ (x‘,y‘)] = 0, (3.2.25)

—2pNTu* + [

(i, 1*) = 0, (3.2.28)
(1], 1) =0, (3.2.29)
(1] > 0,11 2 0, (3.2.30)

por (3.2.27) e (3.2.28) e pela definigao do O*C no caso (2.1.13), obtemos,
-u* € (0*C)” (3.2.31)

por (3.2.25) - (3.2.30), obtemos,

i

467 (M ()], [V ()] = = (222 )| [2222 )] <0

oz Oy

'(3.2.32)

para todo ¢ = 1, ...,n, Como {M, N} possui X-linha-suficiente, com respeito a C,

obtemos, [MT (—u*)]. [NT (-u*)], =0.

Assim [@g—f—' (z*,y")] [Qég—yﬁ-ﬁ (3" y‘)]i =0

i

e pela propriedade II segue o resultado usando os mesmos argumentos do teorema
3.21. o
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Provaremos o teorema acima para o caso em que L = 0 que corresponde
ao HLCP, principal objetivo dos nossos experimentos camputacionais, onde o

problema de otimizacao equivalente associado é:
N 2
minimizar @rpp(z,y) + p||Mz — Ny — q|| (3.2.33)

Corolério 3.2.1. Seja (z*,y*) um ponto estaciondrio da equagdo (3.2.33), as-
suma que o problema da complementaridade linear € factivel e o par {M,N} é
H-linha-suficiente. Entdo (z*,y*) é uma solugdo do HLCP. Além disso se para
todas as escolhas de g € R", e {_M,N} , que fagam o HLCP factivel, todo ponto
estaciondrio da equagdo (3.2.33) € uma solugdo, entdo o par {M, N} é H-linha-

suficiente.

De fato, seja u* = Mz* — Ny* — g, aplicando as .condi¢bes de primeira

ordem em (3.2.33) com L = 0 temos,

Q,OMT‘U.‘ e [6(32;3!’ (zt’y')] — 0, (32.34)

—2pNTu* + [%?ﬁ (x‘,y‘)] =0, (3.2.35)

por (3.2.34) - (3.2.35) obtemos,

0
a5t (M7 ()], [T (-u)], = = [ 2522 (@, )| | 2522 (o) | <0
' Oz oy
(3.2.36)
para todo i = 1,...,n, como {M, N} possui a propriedade H-linha-suficiente,
com respeito a C, usando a propriedade III e os mesmos argumentos do teorema

anterior obtemos:

oz dy

Brse (a0 == [3"’”’” (x*,y')] . [@iﬁ—P (x',y*)] _0. (3237)

Nas equagoes (3.2.34)-(3.2.35) resta :
20MTu* =0, (3.2.38)

—2pNTu* =0, (3.2.39)
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que sao as condigoes necessérias e suficientes que verificam um minimizador global

do seguinte problema quadratico convexo :
minimizar p||Mz — Ny — q||?, (3.2.40)

como o HLCP é factivel e pelo fato de que (z*,y*) € um vetor KKT de (3.2.33),

temos que
pllMz* — Ny* — q|[> = 0 = p||Mz* — Ny* — g|| = 0.

Assim, (z*,y*) € o minimizador global com valor zero da fungdo objetivo do
problema (3.2.40). Portanto, (z*,y*) é uma solugdo do HLCP tendo em conta
(3.2.37). o

Feita esta abordagem teérica, estamos agora em condigoes de mostrar que
além da funcédo de Fischer-Buremeister penalizada ser bem sucedida na adaptagao
natural dos resultados teéricos, ela também possui uma excelente performance
nos resultados numéricos para o caso XLCP, o que comprova as nossas sus-

peitas, motivadas pelos bons resultados para o caso NCP [4]. Por outro lado,

apesar das fungdes ¢,(z,y) = (z,y) e ¢s5(z,y) = 3(e™¥ — 1), néo satisfazerem

as propriedades tedricas acima, como é o caso da fungdo de Fischer-Burmeister
penalizada, mostraremos no capitulo seguinte que elas apresentam, ainda assim,

bons resultados numéricos.




Capitulo 4

Resultados Numéricos e Conclusoes

4.1 Implementacao Computacional

Neste capitulo apresentaremos os resultados numéricos de um estudo feito para
comparar o desempenho computacional das cinco estratégias propostas nos capi-
tulos anteriores para o caso HLCP. Isto é testamos a eficiéncia das seguintes
funcoes :

(b] (a:,y) = (x,y)

b2 (2,3) = 52,

n 2
¢re (T,y) = %Z (—\/$?+y?+$i+yf)

i=1

n

¢rap (T,9) =) (— VEi v+ Tty t e, (yi)+)

i=1
onde a; = max(a,0).

1
be(@9) = 5 (9 ~1),

esta ultima funcao foi usada para podermos verificar o que realmente acontece
quando a fun¢do minimo penaliza o fato de (z,y) # 0. A nossa fungdo objetivo é
nao negativa para todos os pontos (z,y) € R* x R*, tal que z,y > 0.

Para todos os experimentos foi usado o software EASY, codificado em

Fortran, para resolver problemas de otimizagao linear e nao linear, desenvolvido

58
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pelo Departamento de Matematica Aplicada da UNICAMP, ver [9, 10, 13, 16/,
usando para isto o ambiente Linux.

Numa primeira fase usamos o fato de que se M N7 é semi-definida positiva
no cone g = {v ERT:v=ATA: A eR*\A>0,A¢€ R’““?}, entdao todo ponto

estacionéario de

minimizar (z,y)

sujeitaa: Mz - NyeC:z>0,y>0,
é necessariamente uma solucao de
Mz —-NyeC, (z,y)=0: z>0,y>0.

Para as matrizes M, N, escolhemos matrizes tridiagonais, de Hilbert e Identidade,
esta ultima foi usada para analisarmos também o caso LC P. Posteriormente, tes-
tamos para os casos em que as matrizes M e N foram geradas de modo aleatoério,
para melhor concluirmos nossos resultados.

A fungdo objetivo que implementamos computacionalmente para obter

os resultados numéricos esta definida da seguinte forma,
minimizar ¢(z,y) + || Mz — Ny — q|)?, (4.1.1)

que ¢ o HLCP(M, N, q), com a as restrigdes de caixa, ndo negativas. Usamos
como aproximagoes iniciais os pontos zo = {0,0,0,...,n}, o = {1,1,1,...,n}, e
zo = {1,0,1,0,...,n}, onde n é a ordem da matriz. A fungdo ¢(z,y) é substituida

por alguma das cinco estratégias sugeridas.

4.2 Tabelas e Graficos.

Vamos mostrar, em média, o desempenho de cada estratégia, tendo como parametro
de comparagao entre elas, o tempo de processamento (cpu) para alcangar o ponto
6timo, a precisao do valor da funcao objetivo e a quantidade de vezes em que cada

estratégia achou a solugao do problema proposto, variando a ordem das matrizes,

usando o caso em que se cumprem as condigoes suficientes e caso contrério.
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Do total dos experimentos feitos, analizamos até no maximo 20 problemas
diferentes para n = 5 (tabela 1), n = 20 (tabela 2) e n = 50 (tabela 3), e no
maximo 10 para n = 100 (tabela 4) e n = 200 (tabela 5).

Encontramos casos em que algumas estratégias nao conseguiram achar a
solucao, mas sim o ponto estacionario, enquanto que para estes mesmos casos, a
estratégia de Fischer-Burmeister penalizada foi excelente no seu desempenho na
procura do ponto 6timo, isto pode ser verificado nas tabelas 1, 4 e 5, analizando
o percentual da quantidade de vezes que a estratégia achou a solugao, principal-
mente para o caso aleatorio em que foram geradas matrizes que nao verificam
MNT > 0. Isto foi provocado pelo fato de usarmos matrizes mal condicionadas,
associadas a matrizes de Hilbert e tri-diagonais, o que prejudica, pelo que pode-

mos analizar, o desempenho das estratégias.

Legenda 4.2.1. : Tempo (cpu) - média do tempo de processamento;
Val. f.o. - média do valor da fungdo objetivo, quando a solugdo foi achada;

Sol. - percentual das vezes que a estratégia achou a solugao.

n=3
Aleatoério
Tempo (cpu)
0.016 (seg)
0.012 (seg)

MNT >0
Tempo (cpu)
0.0086 (seg)
0.0124 (seg)

Val. f.o
4.32 x 10712
4.38 x 10~ 11

Val. f.o Sol.
5.7x10"1% | 100%
9.80 x 107%° | 100%

(ﬁ,‘(lﬁ, y)
¢l(z| y)
¢2(I, y)

be(,y)

0.0182 (seg)

2.15x 10718

100%

0.028 (seg)

2.52 x 10717

¢rB(z,y)

0.0242 (seg)

7.24 x 10713

100%

0.026 (seg)

1.45 x 10713

¢FBP(I: y): B = 0.1

0.022 (seg)

1.254 x 10~10

100%

0.018 (seg)

8.75 x 1014

¢rBp(z,y),n=1

0.0242 (seg)

6.64 x 1079

100%

0.020 (seg)

1.67 x 10713

¢rBp(z,y),u =10

0.020 (seg)

1.42 x 10-12

100%

0.012 (seg)

172 %1074

Tabela 1. Resultados médios para no maximo 20 problemas.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16

17

18
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n=20

MNT >0

Aleatério

¢'i($s ?})

Tempo (cpu)

Val. f.o

Sol.

Tempo (cpu)

Val. f.o

¢1 (.“3, y)

5.56 (seg)

1.40 x 10~

100%

7.38 (seg)

4.0 x 1004

¢2(:€| y)

5.96 (seg)

4.08 x 1079

100%

8.15 (seg)

1.20 x 10706

Pe(z,y)

16.02 (seg)

1.40 x 107%

100%

10.12 (seg)

1.54 x 1093

¢rB(z,y)

9.26 (seg)

1.20 x 10799

100%

10.12 (seg)

2.03 x 10-12

¢FBP(I|stP =0.1

7.25 (seg)

1.94 x 10~

100%

9.10 (seg)

4.80 x 10796

drpp(z,y),p =1

3.14 (seg)

32x10°12

100%

6.76 (seg)

3x10799

¢rBp(T,y), u = 10

8.20 (seg)

4.2 x 10~4

100%

10.22 (seg)

1.70 x 10~95

Tabela 2. Resultados médios para no maximo 20 problemas.

MNT >0

n =50

Aleatorio

¢i(xay)

Tempo (cpu)

Val. f.o

Sol.

Tempo (cpu)

Val. f.o

(bl (Ia y)

37.16 (seg)

2.21 x 107

100%

53.24 (seg)

1.26 x 10~13

¢2(z,y)

237.95 (seg)

5.70 x 10706

100%

292.84 (seg)

1.20 x 107°8

Pe(,y)

437.20 (seg)

2.24 x 10706

90%

164.75 (seg)

2.24 x 10708

orB(z,y)

224.68 (seg)

6 x 1079

100%

83.53 (seg)

7.07 x 10710

¢rBp,p = 0.1

181.40 (seg)

4.30 x 10799

100%

57.55 (seg)

4.27 x 10~10

orpp(z,y),p=1

32.36 (seg)

2.60 x 10799

100%

58.3 (seg)

8.54 x 10~

¢rBp(z,y),n =10

162.08 (seg)

1.65 x 10799

100%

44.81 (seg)

1.30 x 10~

Tabela 3. Resultados médios para no maximo 20 problemas.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18
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MNT >0

n = 100

Aleatoério

¢,—{I, y)

Tempo (cpu)

Val. f.o

Sol.

Tempo (cpu)

Val. f.o

¢1 (I, y)

273.55 (seg)

4.61 x 10713

100%

256.37 (seg)

1.08 x 10~20

¢2(I! y)

287.95 (seg)

7.21 x 10718

100%

158.24 (seg)

4.20 x 10~

Pe(,y)

437.20 (seg)

2.24 x 10796

100%

249.02 (seg)

2.24 x 10~

¢rB(z,y)

200 (seg)

2.6 x 10713

100%

32.17 (seg)

2.84 x 1012

¢rp(z,y),u =0.1

180.40 (seg)

1.66 x 10~12

100%

47.67 (seg)

1.20 x 10~12

¢rBp(Z,y),p =1

113.5 (seg)

1.75 x 10798

100%

43.52 (seg)

7.06 x 10~°8

¢rpp(Z,y),n =10

206.68 (seg)

1.07 x 10~13

100%

55.20 (seg)

147 x 10713

Tabela 4. Resultados médios para no méaximo 10 problemas.

MNTZ_O

n = 200

Aleatoério

¢i(xsy)

Tempo (cpu)

Val. f.o

Sol.

Tempo (cpu)

Val. f.o

¢1 (x,y)

372.18 (seg)

2.54 x 10713

100%

354.49 (seg)

3.24 x 10712

$2(z,y)

487.95 (seg)

321 x 1011

100%

248.24 (seg)

2.20 x 10~ 14

¢8(x! y)

537.20 (seg)

2.24 %1051

100%

301.02 (seg)

2:24 x:107 14

oFB (.’B, y)

400 (seg)

5.23 x 10~13

100%

266.17 (seg)

1.48 x 1012

¢rBp(T,y),u=0.1

254.40 (seg)

1.50 x 10~'4

100%

247.67 (seg)

2.10 x 10712

¢rep(z,y),n =1

267.5 (seg)

1:11 %1072

100%

243.52 (seg)

3.06 x 10~11

¢rep(Z,y),n =10

398.68 (seg)

1.53 x 10=18

100%

255.20 (seg)

5.47 x 10718

Tabela 5. Resultados médios para no maximo 10 problemas.

Legenda 4.2.2. : Sequéncial - MNT semi definida positiva;

Sequéncia2 - Matrizes geradas de modo aleatdrio.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15

16
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Semi definida positiva e aleatdria 5x5

<X,y>
<X,y>"2
EXP
F-B
F-Bp

w
3
()]
‘O
e}
o
e
v
L

B Seqiiéncial M Seqiiéncia2

Gréfico 1 - Resultados para no maximo 20 problemas.

AVA
AVAVA

3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15

16

17

18
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Semi definida positiva e aleatoria
20x20

Estratégias
<X,y>
<x,y>"2
EXP

F-B

F-Bp

B Seqiéncial B Seqiéncia2

Grafico 2 - resultados médios para no maximo 20 problemas.
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4. Resultados numéricos.

Semi definida positiva e aleatoéria
50x50

Estratégias
<x,y>
<x,y>/\2
EXP

F-B

F-Bp

B Seqéncial B Seqiéncia2

Grafico 3 - Resultados médios para no maximo 20 problemas.
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4. Resultados numeéricos.

Semi definida positiva e aleatoria
100x100

<X,y>

Estratégias

B Sequéncial M Seqiéncia2

Gréfico 4 - Resultados médios para no maximo 10 problemas.
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4. Resultados numéricos.

Semi definida positiva e aleatoéria
200x200

<X,y>

Estratégias

B Sequéncial WSequéndiaz]

Grafico 5 - Resultados médios para no maximo 10 problemas.
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4.3 Conclusées e consideragées finais.

4.3 Conclusoes e Consideragoes Finais

Ao longo deste trabalho podemos observar que a adaptagao para o caso X LCP, da
funcao de Fischer-Burmeister foi feita de forma natural e com muito éxito, tanto
no aspecto tedrico como no aspecto computacional, o que fica bem evidenciado nos
experimentos numéricos ilustrados pelas tabelas e graficos acima, que mostram
claramente a boa performance da funcao de Fischer-Burmeister penalizada para o
caso horizontal HLCP em termos de tempo de processamento, precisdao do valor
da fung¢do objetivo e quantidade de problemas resolvidos, em relagao as outras
estratégias.

De fato conseguimos adaptar de forma natural a funcdo de Fischer-
Burmeister para o caso X LCP, mantendo desta maneira as suas propriedades
teoricas, usando para tal os resultados citados em [1] e as propriedades da fungao
de Fischer-Burmeister, o que facilitou a demonstragio de cada teorema ilustrado
no capitulo 3.

Tal como esperavamos, devido aos excelentes resultados que ésta funcao
apresenta para o caso nao linear NCP, a estratégia baseada na fungao de Fischer-
Burmeister também apresenta um bom desempenho computacional para o caso
HLCP. O bom desempenho desta estratégia pode ser interpretado como que
longe da solucdo a fungdo de Fischer-Burmeister penalizada é bastante eficiente e
a penalizagdo otimiza a performance desta estratégia para quando estamos perto
da solugao.

A variagdo do valor da penalizagao, foi para mostrar que nao encontramos
uma penalizagio padrao, ou seja tal que podessemos afirmar com toda certeza que
para qualquer tipo de problema ela seria a mais eficiente, contudo é bom salientar
que existem outras penalizagdes para u que favorecem um melhor desempenho
na busca da solugdo para ésta estratégia, dependendo do problema. Por isso para
padronizar da melhor maneira possivel usamos apenas trés valores para p.

Por outro lado a estratégia ¢(z,y) = (z,y), embora nao satisfaca as
condigoes teéricas, ela tem um bom desempenho, principalmente para o caso

MNT > 0, isto deve-se, dentre outras razdes, ao fato da sua simples definicao
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que leva a cometer menos erros computacionais que no caso @,(z,y) = (z,y)?
que é ligeiramente mais eficiente para o caso aleatério. J4 a funciao exponencial
tem um desempenho razoavel ja que a fungdo minimo associada i exponencial,
penaliza fortemente o fato de z7y # 0.

Em determinados problemas de ordem inferior & 50, podemos verificar
que algumas estratégias, principalmente a ¢,(z,y), tiveram um desempenho de-
morado em termos de tempo, e para problemas de ordem superior & 50 um de-
sempenho bem mais rapido (sempre comparando com as outras estratégias), isto
mostra que é uma estratégia a ser considerada.

Por fim, notamos que todas as estratégias apresentam resultados robus-
tos, pois ainda nos casos que nao se verifica as condigoes suficientes, em quase
90% destes casos as estratégias acham a solugao.

No futuro pretendemos trabalhar em cima de critérios que nos levem a
descrever e identificar os tipos de problemas que nos quais as estratégias aqui ap-

resentadas nao funcionam e os respectivos casos em que o desempenho é excelente

na resolu¢io do X LCP. E nosso objetivo também, descobrir novas estratégias e

combinagdes entre elas que possam facilitar a resolucao deste tipo de problemas

e que possuam uma base tedrica sustentéavel.

No apéndice apresentaremos como foi feita a implementagao destas fungoes

usando a linguagem Fortran.
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Apéndice

Neste apéndice mostraremos alguns trechos de como foram implemen-
tadas as estratégias que fazem parte do nosso trabalho. Isto foi permitido usando
de uma maneira simples o programa EASY na linguagem FORTRAN para progra-
magao nao-linear e linear, elaborado pelo grupo de otimizagdo do departamento
de Matemaética Aplicada da UNICAMP. O acesso e uso destes programas é total-
mente livre. Podem ser obtidos por download em http://www.ime.unicamp.br/ mar-

tinez.

subroutine fLeDados(n, m)

implicit double precision (a-h,0-z)

integer ordem, i, j, k

real*8 mat

real*8 aux(ordem)

real*8 matrizM(300,300), MatrizN(300,300), vetorQ(300)

common matrizM, MatrizN, vetorQ, ordem

(comentario) "abre o arquivo da funcdo objetivo e monta o vetor"
open(unit=5, file="vetorQ.dat")
do i=1, ordem
10 read(5,*,end=15) mat
vetorQ(i)= mat
end do
15 continue

close(5)
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(comentério) "abre o arquivo da fungdo objectivo e monta a matriz M"

open(20, file="matrizM.dat")
do i=1, ordem
read(20,*,end=25) aux

do j=1, ordem

matrizM(i,j)= aux(j)

end do

25 continue

end do

close(20)

(comentario) "abre o arquivo da fungdo objectivo e monta a matriz N"
open(45, file="matrizN.dat")
read(45,* ,end=>55) aux
do j=1, ordem
matrizN(i,j)= aux(j)
end do
55 continue
end do
close(45)

subroutine feasy(x, f)
implicit double precision (a-h,0-z)
dimension x(*)
integer ordem, i, j, k
real*8 aux1(300), aux2(300), normal(300), norma, fl
real*8 matrizM(300,300), MatrizN(300,300), vetorQ(300)

common matrizM, MatrizN, vetorQ, ordem
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(comentério) YOUR FUNCTION !

do i=1, ordem
aux1(i)=0.0
aux2(i)=0.0
end do

(comentario) "abre o arquivo da funcdo objectivo e monta a norma"

do i=1, ordem

do j=1, ordem

auxl1(i)=aux1(i) + matrizM(i,j)*x(j)
aux2(i)=aux2(i) + matrizN(i,j)*x(j+ordem)
end do

end do

do i=1, ordem
normal(i)=0.0
end do

do i=1, ordem
normal (i)= aux1(i) - aux2(i) - vetorQ(i)
end do

(comentario) "abre o arquivo da funcdo objectivo e monta a primeira

estratégia"

norma =0.0
f1 =0.0

do i=1, ordem
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norma = norma + normal(i)*normal(i)
fl = f1 + x(i)*x(i+ordem)
end do

(comentario) "abre o arquivo da fungdo objectivo e monta a estratégia

baseada na funcdo de Fischer-Burmeister"

norma =0.0

fl =0.0

do i=1, ordem

norma = norma + normal(i)*normal(i)

fl = f1 + 0.5%((x(i)*x(i)+x(i+ordem)*x(i+ordem))**0.5 - x(i)
- x(i+ordem))**2

end do

(comentério) "abre o arquivo da fun¢ao objectivo e monta a estratégia

baseada na fungao de Fischer-Burmeister penalizada"

norma =0.0

f1 =0.0

do i=1, ordem

norma = norma + normal(i)*normal(i)

fl = f1 + (((x(i)*x(i))+(x(i+ordem)*x(i+ordem)))**0.5

- x(i) - x(i+ordem) + 1.0*x(i)*x(i+ordem))**2

end do

(comentario) "abre o arquivo da fungdo objectivo e monta a estratégia baseada

na fungdo exponencial"

norma =0.0
fl=1

do i=1, ordem




Apéndice.

norma = norma + normal(i)*normal(i)
fl1 = f1 * (EXP(x(i)*x(i+ordem)))

end do

fl = 0.5%(f1 - 1)

f =fl + norma

(comentério) End of Your function

return

(comentério) YOUR CONSTRAINTS !! :

aqui usamos o easy.dat com todas as restrigdes positivas na caixa.

(comentério) End of Your constraints

integer ordem, i, j, k
real*8 matrizM(300,300), MatrizN(300,300), vetorQ(300)

common matrizM, MatrizN, vetorQ, ordem

write(*,*) "Entre com a ordem"
read(*,*) ordem
call fLeDados(n, m)

Aqui mostramos apenas um trecho do programa que faz a leitura das
matrizes, do vetor e executa as estratégias. O gradiente da funcdo objectivo

também é embutido no programa.
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Este programa é executado normalmente com o compilador fortran e usa

o EASY para a resolugdo dos problemas de otimizagao.
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