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Resumo

Este trabalho consiste em apresentar um estudo de um resultado publicado recente-
mente, relacionado ao comportamento de zeros de polindémios perturbados. Utilizando os
métodos numéricos para a solugao de equagoes diferenciais ordinérias, os métodos (K, L)
de Brown e os métodos de Radau (Radau I e Radau II), exemplificamos tal resultado,
mostrando a sua validade para alguns polindmios caracteristicos dos métodos citados.
Além disso, obtivemos uma extensao deste resultado para uma classe de polinémios pa-

lindrémicos, estabelecendo o comportamento de seus zeros em relagao ao disco unitario.

Palavras-Chave: Zeros de polinémios perturbados. Polinémios palindréomicos. Disco

unitario.



Abstract

This work presents a study of a result published recently, related to the behavior of
zeros of perturbed polynomials. Through numerical methods for the solution of ordinary
differential equations, Brown (K, L) methods and Radau methods ( Radau I and Radau
IT), we exemplify this result, showing its validity for some characteristic polynomials of
the mentioned methods. Furthermore, we obtained an extension of this result to a class of
palindromic polynomials, establishing the behavior their zeros of polynomials with respect
to the unit disk.

Keywords: Zeros of pertubed polynomials. Palindromic polynomials. Unit disk.
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CAPITULO

I

Introducao

Em Matematica, os polindmios formam uma classe importante de fun¢oes que, devido
a natureza de sua estrutura, sao muito simples de se avaliar e por consequéncia sao uti-
lizados extensivamente na Anélise Numérica. Historicamente, as questoes relacionadas
aos polindmios dao origem a muitos problemas interessantes. O comportamento dos zeros
dos polinémios, por exemplo, é uma das subéreas classicas da Analise que, além de pos-
suir um vasto campo de aplicagoes em diversas areas do conhecimento, abrange muitos
problemas em aberto. Varias celebridades como Gauss, Cauchy, Hermite, Jensen, Dieu-
donné e Polya contribuiram nessa area e, também, novos pesquisadores tém se dedicado
as pesquisas para novas contribuicoes.

Instigados a provar a validade da Conjectura 1.1, enunciada a seguir (para maiores
detalhes vide [15]), em [3]| os autores demonstraram, a partir de resultados classicos sobre
zeros de polinomios, um resultado que determina a localizagao dos zeros de algumas
classes de polinémios, a partir de um polindémio primitivo, cujos coeficientes satisfazem
algumas condigoes e cujos zeros encontram-se em |z| < 1. Neste contexto, este trabalho
consiste em apresentar um estudo detalhado de tal resultado, onde foram apresentadas
classes de polindmios que satisfazem as condigoes do principal resultado de [3] (polinémios
caracteristicos dos métodos de Radau I e Radau II). Como consequéncia desse estudo, foi

possivel mostrar que os zeros do polinomio S(z) = R(z) 4+ 2", com
R(2) = 12" + 1 (2" 4+ 2" 24 2) 1y,

onde 71,7, > 0ey € (0,00) N [r,_1 — 2r,,00), encontram-se em |z| < 1. Tal resultado

foi apresentado no trabalho [4], submetido para publicagao.



Conjectura 1.1 ([15]). Considere o polinémio
P(z) =) a2, 0<ag<ay<-- <any, a,>0.
=0

Se as raizes da equag¢io P(z) = 0 encontram-se no disco unitdrio e na, > (n — 1)a,_1,
entao os zeros do polinémio perturbado S(z) = P(z) 4+ 72" estao no disco unitdrio, para
todo v > 0.

Com o intuito de facilitar a leitura desta dissertagao, convencionamos as seguintes

nomenclaturas:

(1) |z| <1 refere-se a disco unitdrio;

(17) |z| < 1 refere-se a interior do disco unitario;
(7i1) |z| > 1 refere-se a fora do disco unitdrio;
(1) |z| = 1 refere-se a circulo unitdrio;

(v) polinomio perturbado refere-se ao polinémio cujo coeficiente dominante a,, fora subs-

tituido por a, + vy, v > 0.

Para expor a proposta de trabalho, esta dissertacao encontra-se organizada da maneira
detalhada abaixo.

No Capitulo 2 encontra-se uma revisao bibliografica que retine desde conceitos bésicos
a resultados classicos sobre zeros de polindémios. A principio foi definido um polinémio
de grau n e, em seguida, os teoremas classicos, como o teorema fundamental da algebra
e o teorema da decomposicao, foram enunciados. A primeira se¢ao deste capitulo traz
uma subsecao direcionada as relagoes entre coeficientes e raizes, também conhecidas como
formulas de Viéte. Essas relacoes sao fundamentais para o desenvolvimento deste estudo,
pois sao utilizadas na demonstracao de outros resultados importantes.

A segunda segao do Capitulo 2 consiste de resultados classicos que apresentam regioes
onde estao localizados os zeros de polindmios. Além disso, nessa secao apresentamos
exemplos praticos que sao importantes para a obtencao de novos resultados. Na sequéncia,
a Secao 2.3 traz alguns resultados sobre o numero de zeros de um determinado polinémio
com relagao ao disco unitéario, os quais podem ser encontrados com maiores detalhes em
[13]. Essa sec¢@o tem por finalidade apresentar o estudo de algumas classes de polindmios
a partir dos resultados citados anteriormente.

Para finalizar o Capitulo 2, a Segao 2.4 traz uma abordagem concisa sobre a teoria
dos polinémios ortogonais, enfatizando uma das classes de polinomios ortogonais classi-

cos, os polinomios de Legendre. Como aplicacao dos polindémios ortogonais, nesta se¢ao
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apresentamos alguns resultados sobre as formulas de quadratura. Essa teoria se faz ne-
cessaria, pois serd utilizada na determinacao de expressoes gerais para os coeficientes dos
polindémios relacionados aos métodos de Radau, como veremos no préximo capitulo.

No Capitulo 3 encontra-se um dos principais resultados estudados nesse trabalho,
um teorema, cuja origem esta relacionada aos polindmios caracteristicos associados aos
métodos (K, L) de Brown. No entanto, sua formulagao se verifica apenas para uma classe
de polindémios que satisfazem determinadas condi¢oes que serao apresentadas no decorrer
do capitulo. Para exemplificar tal resultado, serao apresentadas algumas propriedades dos
polinémios caracteristicos relacionados aos métodos (K, L) de Brown e de Radau, que sdo
métodos numéricos para a solugao de equagoes diferenciais ordinarias.

Por fim, o Capitulo 4 consiste em estudar alguns resultados relacionados aos polinomios
palindromicos, definidos no Capitulo 2. Esse ultimo estudo deu origem ao artigo [4],

submetido para publicacao.



CAPITULO

2

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos desde resultados bésicos até resultados classicos sobre
zeros de polindmios. Tais resultados e defini¢oes, fundamentais para o desenvolvimento

desta dissertagdo, encontram-se principalmente nos textos [13] e [16].

2.1 Resultados classicos sobre zeros de polinémios

Dada a sequéncia de nimeros complexos ag,aq,...,a,, consideramos a funcao
P : C+—— C dada por

P(2) = ag + a1z + ag2® + - - - + a,2".

A funcao P é denominada funcao polinomial ou polinémio associado & sequéncia dada.
Os nimeros ag, a1, ..., a, sao chamados coeficientes e as parcelas ag, a1z, as2?,. .., ap2"
sao chamados termos do polinomio P(z).

Seja zp um zero do polindémio P(z). Dizemos que zy ¢ um zero simples de P(z) se zy

tem multiplicidade 1.

O teorema a seguir garante que toda equacao polinomial nao constante com coeficientes

complexos possui todas as solugoes em C.

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio nao-nulo P ()
de grau n com coeficientes complexos a;, 1= 0,1,...,n, tem exatamente n zeros comple-

TOS, 21,22y +.42n-

Como consequéncia imediata do teorema anterior, temos o seguinte resultado.
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Teorema 2.2 (Teorema da decomposicao). Seja P(z) = Zaizi um polinomio de
i=0
grau n, n > 1, com coeficientes complexos a;, i = 0,1,...,n. O polinémio P(z) pode

ser unicamente representado por
P(’Z):an(Z_Zj)(Z—ZQ)...(Z—Zn)’

onde 21, Z2, . .., Z, 860 zeros complexos do polindomio P(z).
As demonstragoes dos Teoremas 2.1 e 2.2 encontram-se em [17].

Teorema 2.3 (Teorema de Rouché). Sejam P(z) e Q(z) fungdes analiticas no interior

de uma curva de Jordan C' simples e fechada. Se P e ) sao continuas em C' e
|P(2)| > |Q(2)|, z¢€C,

entao F(z) = P(z) + Q(z) e Q(z) tém o mesmo nimero de zeros no interior de C.

Note que o circulo unitario é um caso particular da curva C' do Teorema 2.3.

2.1.1 Relagoes entre coeficientes e raizes
n

Sendo P(z) = E a;z" um polinémio de grau n, nesta subsecao mostraremos que é
=0
possivel deduzir relagoes entre seus zeros e seus coeficientes.

Dado o polinomio
P(z)=ag+ a1z + -+ ap 22" >+ an 12"+ an2", a, #0, (2.1)

CUjos zeros sao 21, 22, 23, - . . , 2p. Do Teorema 2.2, podemos escrever (2.1) como

P(z)=an(z —21)(z — 22) (2 — 23) .. . (2 — 2p)-

P(z) = ap2"—an(z1+20+ 23+ +2,) 2" 1

N S

S1
tay (2129 + 2123 + -+ Zp_12n) 272
A NV
Sa

—ay (212223 + 212024 + - + Zn_2Zn_12n) 2"

.

Ss
R (_1)kan5kzn—k + o4 (=1)"apn (212023 ... 2p) -
—_——

Sn



Logo, por (2.1),

Ap—1
Si = stz tazt+tz,=— :
an
Ap—2
Sy = znumt+rzstrzt o+ 212 = ;
-
Sy = 21223+ 212024 + 0+ Zp_2Zn_12n = — . 3
n

Qp—f
Sy = (—1)Fdnk,
k ( ) an )

ap
Sy = 222302, = (—1)"—.
an
As relacoes entre coeficientes e raizes apresentadas anteriormente, sao conhecidas na

literatura como formulas de Viete!.

2.2 Limitantes para as raizes

Nesta secao nao nos limitaremos a interesses teéricos, pois necessitamos também de
exemplos praticos, que sao fundamentais para a obtencao de novos resultados. Neste
contexto, esta secao consiste em apresentar importantes resultados sobre a localizacao de

zeros de polindmios, além de exemplifica-los.

A seguir, sera apresentado um teorema cujo objetivo é determinar uma regiao anelar

que contém todos os zeros de um polindmio complexo.

Teorema 2.4. Sejam P(z) = ap+ a1z + -+ + a,z", onde ag, a, # 0, um polinémio com
coeficientes complexos,

M = max |a;] e M' = max |a,|.
0<i<n—1 1<i<n

Entao, todos os zeros de P(z) satisfazem

|ao|

M
ﬁiﬂ_ifj27 <:|Z|‘< 1+ —.

|an

!Francois Viéte nasceu no ano de 1540 em Fontenay-le-Comte, na Franca, e morreu no dia 13 de
dezembro de 1603 em Paris. Apaixonado por élgebra, esse matemético francés foi responsével pela
introdugao da primeira notacgao algébrica sistematizada, além de contribuir para a teoria das equagoes.
Ficou conhecido como o Pai da Algebra.



Demonstracao: De fato, considere |z| > 1. Assim,

|P(2)] = lag+ a1z + a2 4 -+ - + a, 2"
= |ap2" — (—ap_12" P — - — a1z — ap)|
|an 2™ = |an_12" 1+ -+ a1z + ag|

|anl[2"] = (Jan-a[l2]" 7" + -« + lar[[2] + |aol)

lanl|z"| = M(|2]" 7+ -+ 2] + 1)
M <.

[an 21" (1 “Tay 2= )
nlg=1
M <

> ag|2|" <1——Z!z\ ’“)

‘an|

= |anll2” (1—$)

(AVARAVAR VS

M
Deste modo, se |z| > 1+ Tl entdao P(z) > 0, ou seja, P(z) # 0 para todo z tal que
Qn

M
2| > 1+ —.

|an]

Logo, |z| < 1+ |— ¢ um limitante superior para o modulo dos zeros do polinémio P.
n
Agora, basta determinar um limitante inferior. Para isso, vamos considerar

z

1
Q(z) =2"P (—) =y + Qp_12+ -+ apz".

Ao aplicar o resultado obtido anteriormente, observamos que os zeros do polinémio
/

Q(z) encontram-se em |z| < 1+ 2ol
aop

Mas, considerando z;, um zero de Q(z), entdao — ¢é zero de P(z). Desta maneira,
2k

1 M’ N ’ | > |CLO|
z —_—.
M o + M

Portanto, todos os zeros do polinémio P(z) estao localizados na regiao anelar

|ao| M
A= C|l ————— < <1l+—5.
{z eC| a0+ 0T || + o m

Exemplo 2.1. Seja P(z) = 0.52% 4+ 0.322 — 0.3z + 1. Utilizando o Teorema 2./, deter-

minamos a regiao anelar A = {z € C| 0.67 < |z| < 3}, ilustrada em azul, na qual estio
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localizados todos os zeros do polinémio P(z), representados pelos pontos em vermelho na
Figura 2.1.

Figura 2.1: Localizagao dos zeros do polinomio P(z) = 0.52% + 0.32% — 0.3z + 1.

O resultado a seguir determina um disco que contém todos os zeros de um polinémio

com coeficientes reais.

n

Teorema 2.5. Seja P(z) = ag + a1z + -+ + a,z" um polinémio de grau n, tal que

ap < a; < - < a,q <a, ea,, ag#0. Entao, todos os zeros de P (z) estiao no disco

determinado por

1
Demonstragao: De fato, seja R(z) = z2"Q (—) , onde
z

Q(2) = a2 + (1= 2)P(z) = ap + > _(ar — az_1)2".
k=1
Entao, para |z| < 1,

[R(2)| =

ca()-

n

Z(ak — ak_l)z”_k

k=1

n
apz" + Z(ak —ap_1)2"F
k=1

IN

|aol[2" +
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Logo,

RE) < laol + 3 (ax — arr)
k=1
= lao| + an — ao.

Deste modo,

e assim,
Q(2)] < (laol + an — ao)[2[", com [z] = 1.

Para |z| > 1, segue que
[(z = DP(2)] = l|anz"" —Q(2)]

Janl[2["*" = 1Q(2)]

|anl[2["" = (lao| + an — ao) 2|

Vv

V

= 2" lan]l2] = (lao| = an + ao)]

n ‘a()’—(ln—FCLO
2" an| |l2] = { ———F ]| -
[

Como a,, — ag = |a, — agl, segue que

Note que se |z| > r, entdo |(z — 1)P(z)| > 0. Portanto, P(z) nao possui zeros em

|z| > r, ou seja, todos os zeros de P(z) encontram-se em |z| < r. -

Exemplo 2.2. Seja P(z) = 22° +22% —0.32%2 —0.42 — 0.5 um polinémio cujos coeficientes
satisfazem as hipoteses do teorema anterior. Entao, podemos concluir que todos os zeros
deste polinomio, ilustrados em vermelho, encontram-se no disco |z| < 1.5, como pode ser

observado na figura a sequir.
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Figura 2.2: Localizacao dos zeros do polindmio P(z) = 22° + 22% — 0.322 — 0.4z — 0.5.

O teorema a seguir, resultado classico da teoria da distribuigao de zeros de polino-
mios, é uma consequéncia do resultado anterior, que tem por finalidade localizar zeros de

polinémios. Maiores detalhes desse teorema encontram-se em [13].

Teorema 2.6 (Enestréom-Kakeya). Seja P(z) = ag + a12 + - - + a,2" um polinémio
cujos coeficientes reais a;, i =0, ..., n, satisfazem a, > a,_1 > -+ > ay > ag > 0. Entao,
P(z) nao possui zeros em |z| > 1, ou seja, os zeros de P(z) encontram-se em |z| < 1.

Exemplo 2.3. Dado o polinémio P(z) = 1025 4+ 5.52° + 42% 4+ 2.52% + 1.52% + 2 + 0.75,

cujos coeficientes satisfazem a ordenagao do Teorema 2.6, € possivel concluir que os zeros

de P(z) encontram-se localizados no disco unitdrio |z| < 1.

Figura 2.3: Localizagao dos zeros do polindomio P(z) = 102°+5.52° + 421 +2.523 + 1.5z +
z+0.75.
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O préoximo teorema é um caso mais generalizado do teorema de Enestrom -
Kakeya, que exibe uma regiao anelar contendo todos os zeros de um determinado po-
linémio. Esse resultado encontra-se em [1].

n

Teorema 2.7. Seja P(z) = Zaizi um polinémio de grau n, tal quen > 1 e ax > 0 para
i=0
k=0,1,...,n. Considerando

. Qy Qg
o = min e [ = max ,
0<k<n ak+1 0<k<n ak+1

seque que todos os zeros de P(z) estao na regiao anelar A ={z € C| a < |z| < 8}.

Exemplo 2.4. Seja P(z) = 102% + 5.52° 4+ 42* + 2.523 + 1.52% + 2 + 0.75 0 polinémio
apresentado no Exemplo 2.3. De acordo com o Teorema 2.7, € possivel exibir a regiao

a < |z| < B, onde a e B sao determinados a partir do menor e maior valores, respectiva-

mente, entre os valores dados por

B 75 o067, =06, B=06 X—07c B =05
ai as as ay as ag

Logo, temos a = 0.5 ¢ f = 0.75. Portanto, os zeros do polinémio P(z) estdo em

0.5 < |z] <0.75, como podemos ver na Figura 2.4.

Figura 2.4: Regido anelar 0.5 < |z| < 0.75, que representa a localizagao dos zeros de P(z).

A figura a seguir ilustra uma comparacao entre os Teoremas 2.6 e 2.7, em relacao a
localizagao dos zeros do polinomio P(z) = 1025 + 5.525 4+ 424 4+ 2.52% + 1.52% + 2 + 0.75.
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Figura 2.5: Comparacao entre os Teoremas 2.6 e 2.7, em relagao a localizacao dos zeros

do polinoémio P(z).

Ao analisar a Figura 2.5, nota-se que utilizando o Teorema 2.7 é possivel obter uma
regiao mais refinada do que a regiao obtida pelo Teorema 2.6 para a localizacao dos zeros
de P(z). No entanto, isso nao significa que o teorema de Enestrom-Kakeya seja menos
importante, ja que este resultado é muito utilizado em problemas de estabilidade de
métodos numéricos, onde é necessario analisar se os zeros de um determinado polindémio

estao localizados no disco unitéario.

O lema a seguir relaciona a localizacao dos zeros de um determinado polinémio com
seus coeficientes de menor e maior graus, respectivamente.

n

Lema 2.1. Se o polinémio P(z) = E a;z', a; € R, tem todos os seus zeros em |z| < 1,
i=0

entao |ag| < |an|. Mas, se pelo menos um desses zeros estiver no interior do disco unitdrio,

entdo |ag| < |ay,).

Demonstragao: Sejam 21, 29, ..., 2, 0s zeros de P(z) em |z| < 1. Usando as féormulas
de Viéte, obtemos

Qo
( ) a 2172 “n
Assim,
% = ‘2122 ) ..Zn| = ‘21"22’ o ‘Zn‘ <1
(7%

cuja desigualdade é estrita se pelo menos um dos zeros estiver no interior do disco

unitario. ]
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2.3 Numero de zeros de um polinémio

Nesta secao sao apresentados resultados importantes que permitem determinar o ni-
mero de zeros de um dado polinémio em relacao ao disco unitario, onde esses zeros podem
estar localizados em |z| < 1 ou |z| > 1, ou ainda, em |z| = 1. Além disso, através desses
resultados sera possivel relacionar a quantidade de zeros entre as sequéncias de polindbmios

Pj(z) e P}(z), definidas no decorrer desta segao.

2.3.1 Algumas classes de polin6mios

Seja z — P(z) um polinémio de grau n dado por

n n
P(z) :a0+alz+~--+anz”:Zaizi :anH(z—zj), (2.2)
i=0 j=1
CUjos Zeros $ao zi, za, ..., 2, € a; € R. Vamos denotar por p (p < n) o numero de zeros

que o polinomio P tem em um determinado disco que, sem perda de generalidade, pode

ser tomado como o disco unitario.

Definigao 2.1. Associado ao polinémio P(z), consideraremos o polinémio P*(z), cha-

mado de reciproco de P(z), dado por

n
_ /1
P*(z) = 2"P (- =" + @ 2" -t a,=a [ (2 - %)), (2.3)
z
=1
cujos zeros z;, = — sa0 0s inversos dos zeros zy, de P(z) com relacao ao circulo unitdrio.
2k

Definigao 2.2. Dado o polinomio P(z), se P(z) = P*(z), dizemos que P é um polindémio

auto-reciproco.

A classe de polinomios definida a seguir sera utilizada para exemplificar o principal

resultado estudado nesta dissertacao.

Definigao 2.3. Se o polinomio P(z) é auto-reciproco e, além disso, se seus coeficientes

s@o todos reais, dizemos que P(z) é um polinémio palindromico.

O resultado abaixo é caracterizado por relacionar a quantidade de zeros dos polinémios

P(z) e P*(z), em relagao ao disco unitario, e encontra-se em [13].

Teorema 2.8. Sejam P(z) e P*(z) polinomios de grau n definidos em (2.2) e (2.3),

respectivamente. Entao,
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(1) qualquer zero de P(z) em |z| =1 € também um zero de P*(z);

(i7) se todos os zeros de P(z) encontram-se em |z| > 1, ou seja, P(z) nao tem zeros no

disco unitdrio, entao P*(z) possui todos os seus zeros em |z| < 1;
(13i) supondo que P(z) possuip zeros em |z| < 1, entao P*(z) tem n—p zeros em |z| < 1.
O valor do polinémio P*(z) no circulo unitario ¢ dado por
T (0 1 age™ T(io inf B ,—if
_ = 0 —1 7' __ inl —i
_aOH (e Zj) 7, H —ZzZ;)=e"Pe™).
Jj=1 7=1
Assim,
|P*(e")| = |P(e")]. (2.4)
2.3.2 Sequéncias de polindmios

A partir dos polinémios P(z) e P*(z), é possivel determinar a sequéncia de polinomios

dada pela definicao a seguir.

Definigao 2.4. Dado o polinémio P(z), considere a sequéncia de polinomios P;(z) defi-

nida por
n—j
Pi(z) = a2* onde Py(z) = P(z) e (2.5)
k=0
Pii(2) := APy(2) == a§ Py(2) — al) P!(2), j=0,1,....,n—1, (2.6)

com FPj(z) = P*(2).

Da igualdade (2.6), segue que os coeficientes de P; (%) satisfazem a relacao de recor-

réncia dada por

a,(cjﬂ):déj)a,ij)—a(” a? k=0,1,....n—7 e 7=0,1,...,n. (2.7)

n]ngk’

Definicao 2.5. Em cada polindmio da sequéncia P;(z), o termo constante a(()j) € um

nimero real que serd denotado por 0;. Desta maneira, seque que

N2
91, (2.8)

12
5; (G+1) . ’a(()J) — a9,

+1 = Qg

comj=0,1,2,....n—1.

Os proximos resultados relacionam a quantidade de zeros de Pj(z) e Pj41(z) em relacao

ao disco unitario e serao utilizados na analise dos resultados apresentados no Capitulo 3.
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Lema 2.2. O polinomio Pj(z) satisfaz AP;(z) = —P;41(2), para todo j € N.

Demonstracao: De fato, da Defini¢ao 2.4 temos

s
d.
i
L

Pra(z) = Y af ™k,

i}
o

onde os coeficientes a,(gj ™) sd0 dados pela igualdade (2.7).

Sejam
(2) = aéj) + agj)z oot a? e Pi(z) = aéj)z”_j +aPzit g4 gy

n—j J
Vamos escrever o polinomio P;(z) na forma

Pi(z) = Q(2) = by + iz + -+ + b, ;2" 7, onde b =al _,.
Da Definicao 2.4 é possivel determinar o polinémio

AQ(z) = AP;(z) = b(()l) + bgl)z +oot ble—)j—ﬂn_j_l,

onde os coeficientes bg) sao dados pela expressao (2.7), resultando em

b = boby — by—ibn_js.

Mas, como by = afjlj_k, segue que b,(:) = a,f;janj_j_k - &éj)a,gj). Deste modo, de (2.7),
b,(:) = —a,(jﬂ), o que demonstra o lema. -

Lema 2.3. Se o polindmio P tem p; zeros no interior do disco unitdrio e d;41 # 0, entdo

Pji1 tem

pi, se i1 >0,
P =19 T (2.9)
n—7j—pj st 6j+1 < 07

zeros em |z| < 1. Além disso, os zeros de Pjy sao os mesmos zeros de P; em |z| = 1.

Demonstracgao: Inicialmente mostraremos a validade deste resultado para o caso em
que ;41 > 0.

De fato, da igualdade (2.4), com P(z) substituido por P;(z), e da expressao (2.8),
segue que
, z€C. (2.10)

a,(ﬁjpj(z)‘ < ‘a(()j)Pj(z)
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Vamos tomar € > 0 de tal forma que a desigualdade anterior seja valida para z € C’,
sendo C" a circunferéncia definida por C' = {z € C / |z| =1 — €}, e que Pj(z) # 0 para
l1—e<|z| < L

Do Teorema 2.3 segue que o polinémio Pj;1(2) tem no disco unitario o mesmo nimero
p; de zeros que a(()j)Pj(z). Assim, se sgnd;1 = 1, onde sgn representa o sinal de 0,1, este
nimero é determinado pela equagao (2.9).

Agora, provaremos para o caso em que 041 < 0.

Seja

‘a(()j)Pj(ez‘G)‘ <

aiijP;(ew)‘ . (2.11)

Utilizando o mesmo raciocinio do caso anterior, concluimos que o polinémio Pji;(z) tem
no disco unitario o mesmo ntmero (n — j — p;) de zeros que aiflej*(z) Como para este
caso temos sgnd;; = —1, o nimero de zeros também é determinado pela equagao (2.9).

Por outro lado, da equagao (2.6), vemos que, em |z| < 1, todos os zeros de P;, sendo
também um dos zeros de P}, ¢ um zero de Pjy;. Mas, das desigualdades (2.10) e (2.11),
segue que qualquer ponto no disco unitario, que nao ¢ zero de P;, também nao é zero de
Py,

Portanto, provamos a validade do Lema 2.3 para ambos os casos. ]

Os resultados a seguir se fazem indispensaveis pois serao utilizados na demonstracao

de dois importantes teoremas estudados nesta dissertacgao.

Lema 2.4. Seja P(z) um polindomio com coeficientes reais. Se P(z) tem q zeros em
1z| <1, entdo P,_4+1(2) = 0. Em particular, se P(z) tem todos os seus zeros no disco

unitdrio, entao AP(z) = 0.

Demonstracao: De fato, da ultima afirmacao do Lema 2.3, P,_,+1(2) tem os mesmos
zeros que P,_,(z) no circulo unitario. Utilizando o mesmo argumento, ¢ possivel afirmar
que esse polinémio tem os mesmos zeros que P,_,_; em |z| = 1 e, portanto, tem os mesmos
zeros que P(z) no circulo unitario. Logo, por construgao, P,_,11(2) ¢ um polindomio de

grau menor ou igual a ¢ — 1. Em outras palavras, ele deve se anular. ]

Teorema 2.9. Se 0 < |ag| < |an|, P(z) tem todos os seus zeros no disco unitdrio se, e

somente se, AP*(z) tem também todos os seus zeros em |z| < 1.

Demonstragao: Primeiro mostraremos o caso em que |ag| < |a,|, e os zeros de P(z) e
de AP*(z) encontram-se todos em |z| < 1. Note que d; = |ag|* — |a,|*> < 0. Assim, do
Lema 2.3, segue que pj+1 = n — j — pj. Como os zeros de P(z) estao no interior do disco
unitario, pelo Lema 2.3 temos py = n, donde segue que p; = 0, ou seja, todos os zeros de
Py (z) estao localizados fora do disco unitario. Portanto, os zeros de AP*(z) encontram-se

em |z]| < 1.
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Reciprocamente, se AP*(z) tem todos seus zeros no interior do disco unitério, entao
p1 = 0. Desta forma, do Lema 2.3, py = n. Isso significa que P(z) tem todos os seus zeros
em |z| < 1, o que prova a validade deste teorema para este caso mais simples.

Agora, vamos considerar o caso em que P(z) tem m zeros em |z| < 1 e ¢ zeros no

circulo unitario (m + ¢ = n). Entao, temos
P(z) =a,(z —21)(2 — 22) ... (2 — zy) R(2),

onde z;, i = 1,2,...,q, sdo os zeros de P(z) tais que |z;| =1e R(z) =co+ - -+ cpz™é
um polindmio que tem todos seus zeros em |z| < 1 (consequentemente, R*(z) tem todos
seus em |z| > 1).
Observe que ¢, =1,
(=1)%aq

o=—2""0_ (2.12)
Apz122 ... 24

e 0 < |co| < |eml-

Como P(z) e P*(z) tém os mesmos zeros no circulo unitario, podemos escrever
1
z

P(z) = z"P( ) = )z —2) . (2 — 2)RY(2)

Co
e, assim, P*(z) tem todos os zeros em |z| > 1.
Do Lema 2.3, P(z) tem os mesmos zeros que AP(z) em |z| = 1. Além disso, de (2.6),

podemos escrever

AP(z) = apan(z —21)(z — 22) ... (2 — z,)R(2) — aZjo(z —21)(2 — 22) ... (2 — 2g) R*(2)
- a(;‘oln (z —21)(z = 22) ... (2 — 2g) (G R(2) — e R7(2))
= a(;:n (z = 21)(2 = 22) ... (2 — 2 AR(2).

Deste modo, da equagao (2.12), obtemos

DN (= 2)(z =) (2= 2)AR(2).

AP*(z) = o

Para concluir esta demonstragao, precisamos aplicar o Lema 2.3 no polinémio R(z).
Note que, neste caso, d; = |co|? — |¢n]? < 0. Como, por construgao, R(z) tem todos seus
zeros no interior do disco unitario, ou seja, ro = m, pelo Lema 2.3, r; = 0, para j = 0.

Assim, os zeros de AR(z) estao localizados fora do disco unitario. Consequentemente, os
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zeros de AR*(z) encontram-se dentro do disco unitario e AP*(z) tem todos os seus zeros
em |z| < 1. Reciprocamente, se AR*(z) tem todos seus zeros no interior do disco unitério,
entao r; = 0. Assim, do Lema 2.3, segue que rq = m e, portanto, é possivel concluir que

P(z) tem todos os seus zeros em |z| < 1. -

2.4 Polin6mios ortogonais

Nesta secao apresentaremos alguns resultados relacionados a teoria de polinémios or-
togonais. Esta teoria abrange uma rica fonte de pesquisa que resulta em aplica¢oes nos
mais diversos campos de diferentes areas. Esses polinomios sao ferramentas indispensaveis
para a solugao de muitos problemas, além de possuir uma importante contribuicao para
os estudos relacionados a equagoes diferenciais, fragoes continuas e estabilidade numérica,
por exemplo.

Dentre os polinomios ortogonais, destacam-se os polinomios ortogonais classicos. De
acordo com [8], sdo os chamados polindmios de Jacobi (incluindo os casos especiais de
Legendre, de Chebyshev de 1% e 2% espécies e de Gegenbauer), de Laguerre e de Her-
mite. Neste contexto, a Subsegao 2.4.3 traz uma pequena abordagem de resultados sobre
os polindmios de Legendre, que serao utilizados para exemplificar o principal resultado

estudado neste trabalho, que encontra-se no Capitulo 3.

2.4.1 Sequéncia de polinémios ortogonais

Esta subsecao apresenta alguns resultados relacionados aos polindmios ortogonais, que

podem ser encontrados de forma mais detalhada em [2].

A funcgao definida a seguir assume um papel fundamental na teoria dos polinémios

ortogonais.
Definigao 2.6. Sejam (a,b) um intervalo real, —oo < a < b < 00, e w(z) uma fungao

definida e nao-negativa em (a,b). Vamos supor que

/jw(z)d(z) >0

para qualquer subintervalo [a, ] de (a,b). Toda funcio que satisfaz essa propriedade é

chamada de fung¢ao peso em (a,b).

A integral a seguir define um produto interno entre duas fungoes f e g.
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Definigao 2.7. Sejam [ e g duas fungées definidas em (a,b). Consideramos o produto

interno entre f e g dado por

(f.g) = / F(2)g(2)w(2)dz.

Definigao 2.8. As fungoes f(z) e g(z) sao ortogonais em (a,b) com relagao a fungao
peso w(z) se (f,g) =0.
Definigao 2.9 ( Sequéncia de Polinémios Ortogonais). Dizemos que a sequéncia de

polinomios {P,(z)},—, € uma sequéncia de polindmios ortogonais (SPO) com relagio a

fung¢ao peso w(z) no intervalo (a,b) se
(1) P,(2) € de grau exatamente n, n > 0;

(1) (P, Py — / o) Po(u()ds = ;60 n#m
a pn 720, se n=nm.

b
Note que, neste caso, p, > 0, pois / P2(2)w(2)dz > 0 em (a,b).

a
Todo sistema de polindmios ortogonais satisfaz a relacao de recorréncia dada pelo

teorema a seguir. Para maiores detalhes vide [2].

Teorema 2.10 (Relacao de recorréncia de trés termos). Seja {P,(2)},~, uma

sequéncia de polindmios ortogonais em (a,b) relativamente a fungao peso w(z). Entao,
Pn+1(z) - (7n+1z - ﬁn+1)Pn(Z) - Oén+1Pn71<Z)7 n 2 07

com Po(z) =1, P.1 =0, any1, Bur1, st € R, onde

Apt+1.n Z-Pnypn n PTL;PTL
Yol = = L0, By = ’Yn+1< ) _ Jon_{ )

- € oy = 0.
an,n <Pn7 Pn> i Tn <Pn717 Pn71> 7&

2.4.2 Zeros de polind6mios ortogonais

A seguir serao apresentados dois importantes resultados relacionados aos zeros dos

polinémios ortogonais. Utilizaremos a notacao z,;, ¢ = 1,...,n, para representar os
zeros de P,(z).

Teorema 2.11. Seja P,(z), n > 1, uma sequéncia de polindmios ortogonais no intervalo
(a,b), em relagao a funcao peso w(z). Entao, os zeros de P,(z) sao reais, distintos e

pertencem ao intervalo (a,b).
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Demonstragao: Vamos supor que P,(z) ndo muda de sinal em (a,b). Entao ou

b
P,(z) > 0 (mas nao identicamente nulo) em (a, b) o que implica em / P,(2)w(z)dz > 0,

b
ou P,(z) < 0 (mas nao identicamente nulo) em (a, b) de onde segue que / P,(z)w(z)dz < 0.

Mas, da relacao de ortogonalidade, temos que

/ab P, (2)w(z)dz = /ab 1.2, (2)w(z)dz = 0.

Ora, isso € um absurdo. Assim, P,(z) deve mudar de sinal em (a,b) pelo menos uma vez,
logo existe pelo menos uma raiz real de P,(z) de multiplicidade impar em (a,b).
Suponhamos que 2,1, 2,2, ..., 2,y (1 < n) sdo as raizes distintas de multiplicidade

impar de P,(z) em (a,b). Entao,

Bu(2) = (2 = 200) (2 = 2n2) .- (2 = 20, )Q(2) = R(2)Q(2),

onde R(z) ¢ um polindémio de grau r < n com raizes z,1,2n2,-..,2ns € Q(z) ¢ um
polinémio de grau (n —r) que tem somente raizes complexas ou raizes de multiplicidade
par em (a, b) ou raizes fora de (a,b). Logo, Q(z) ndo muda de sinal em (a,b).

Porém, como r < n, pela relacao de ortogonalidade,

b
/ R(2)P,(2)w(z)dz = 0. (2.13)

Mas, , \
/ R(z)P,(2)w(z)dz :/ R*(2)Q(2)w(z)dz # 0. (2.14)

Por (2.13) e (2.14) temos um absurdo. Assim, P, (z) tem r > n raizes de multiplicidade
impar em (a,b). Mas, como P,(z) é um polindémio de grau n, entdo r = n. Deste modo,

P,(z) tem n raizes de multiplicidade impar em (a,b), da seguinte forma

P,(z) = (z— zn,l)il(z — Zn’g)i2 (2= znn)l”

Como iq,19,...,%, sao indices positivos e fmpares e i; + io + --- + i, = n, temos que

21222:—Zn21 [}
O proximo resultado encontra-se demonstrado em [2].

Teorema 2.12. Seja {P(2)},-, wma sequéncia de polindmios ortogonais. Entao, entre
dois zeros consecutivos do polindomio de graun—1, P,_1(z), existe um unico zero de P,(z),

ou seja, 0s zeros dos polindmios ortogonais sao entrelagados.
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2.4.3 Polindmios de Legendre

Nesta subse¢ao vamos definir os polinémios de Legendre, que é um caso especial dos
polinémios de Jacobi, todos ortogonais em relagao a uma determinada fungao peso w(z).
Esses polindmios serao utilizados na determinacao dos coeficientes relacionados aos mé-

todos de Radau, como veremos no proximo capitulo desta dissertacao.

Em matematica, as fungoes de Legendre sao soluc¢oes da equagao diferencial de Legen-

dre, dada por
d d
—|(1=-2H—P 1)P,(2) =

as quais recebem este nome em homenagem Adrien-Marie Legendre?.

Definicao 2.10. Os polindémios de Legendre, denotados por P,(z), sdo definidos pela
formula de Rodrigues
1 d°

= oo dzn[(z2 —1)". (2.15)

Pu(2)

A seguir temos os cinco primeiros termos da sequéncia P,(z), cujos gréficos estao

ilustrados na Figura 2.6.

Py(z) = 1

Pi(z) = =z

Py(z2) = %(3%—1)

Py(z) = %(5:53—32)
Py(z) = %(35z4—3022+3)

Figura 2.6: Polinémios de Legendre de grau n, n =0,1,2,...,4.

2 Adrien-Marie Legendre nasceu em Paris, em 18 de setembro de 1752. Estudou no Collége Mazarin
em Paris, elaborando sua tese em fisica e matematica em 1770. Legendre fez importantes contribuigoes a
estatistica, teoria dos ntimeros, algebra abstrata e analise matematica. O matemaético francés Legendre
morreu em Paris em 9 de janeiro de 1833, apés uma longa e dolorosa doenca.
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Na Figura 2.6, é possivel observar que os zeros dos polinémios P,(z) encontram-se

entrelagados, conforme o Teorema 2.12.

A seguir, é apresentada uma importante propriedade dos polindémios de Legendre,
que diz respeito a sua ortogonalidade em relagao ao produto interno definido por 2.7, no

intervalo —1 < z < 1.

. 0, se n#m,
(P Py — / Po(2)Po(z)dz = {2
N 2n+1’

se n=m.

2.4.4 Polindbmios quase-ortogonais

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados relacionados a uma classe de polino-
mios, conhecidos na literatura como polindmios quase-ortogonais. Para maiores detalhes

sobre os resultados a seguir, vide [8].

Definigao 2.11. Um polinémio Q(z), nao identicamente nulo, é chamado polinémio
quase-ortogonal de ordem n + 1 se, e somente se, o grau do polindmio Q(z) € no md-

zimon—+1e

Observe que os polindmios ortogonais P, (z) e P,11(2) sdo polinémios quase-ortogonais
de ordem n + 1.

Teorema 2.13. (i) Q(z) € um polinémio quase-ortogonal de ordem n+1 se, e somente

se existem « e 3 constantes, ambas nao nulas, tais que
Q(2) = aP,i1(2) + BP.(2).

(17) Para cada nimero zy, existe um polinémio quase ortogonal de ordem n + 1, Q(2),
tal que Q(z9) = 0. O polinémio Q(z) € unicamente determinado a menos de um

fator arbitrdrio nao nulo, e seu grau é n + 1 se, e somente se, P,(zy) # 0.
A demonstracao do teorema anterior encontra-se em |8].

Teorema 2.14. Os zeros dos polindmios quase-ortogonais reais sao todos reais e simples.

No mdzimo um deles encontra-se fora do intervalo de ortogonalidade (a,b).

Demonstragao: De fato, note que se Q(z) é um polindomio ortogonal, ndo ha nada de
novo para provar. Assim, vamos considerar Q(z) = aP,1(z) + 5P,(z), onde « e 8 sdo

numeros reais diferentes de zero.
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Seja zpy1x zero do polinomio P,1(z), onde k = 1,...,n + 1. Observe que, como
Q(z) = aPuy1(2) + BP,(2), entdao Q(2n+1:) = BPu(zn414). Pelo Teorema 2.12, o sinal
de Q(z) nos pontos z,;, i = 1,...,n + 1, se alterna. Em outras palavras, Q(z) tem n

zeros reais que separam os n + 1 zeros de P,,1(z), ou seja, n zeros de tais polindémios

encontram-se entrelagados e no intervalo de ortogonalidade. m

Os polinémios quase-ortogonais podem ser utilizados para obter uma simples genera-
lizagao das féormulas de quadratura gaussianas, que serao apresentadas na proxima se¢ao

deste capitulo.

2.5 Foérmulas de quadratura

Esta secao traz como uma das aplicagoes dos polinomios ortogonais, as féormulas de
Quadratura Gaussianas, cujos nos sao os zeros de polindémios ortogonais. Com essa escolha
dos nos, a precisao da férmula é a maior possivel.

Vamos considerar integrais da forma

I(f) = / F(2)w(2)dz,

onde w(z) ¢ uma fung¢do peso em (a,b) CR, —oo <a <b < 0.
Sejam a < z,1 < Zpa < -+ < Znn, < b, n pontos distintos em [a,b]. A partir da
formula de Lagrange, construimos o polinémio de interpolagao de f(z) sobre os n pontos

distintos z,, k=1,2,...,n. Assim,

1) = / [Z ) f(zn,k)+Rn_1(Z)] w(z)d

(2= zp )™ (Zn k)

- i{{ﬁl(l /abzi(ikw(z)dz} f(Zn,k)}—i—/abRn_l(z)w(z)dz.

k=1 Znk) '

Logo, podemos escrever

b n
1) = [ @) = 3 Wi ) + Eulf) (216)
a k=1
cujos pesos W, i, k=1,2,...,n, sao dados por

B 1 b 7(2) wo(2)ds
Wi = )/a (2)dz, (2.17)

’ 7 (Zn.k
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€ 0 erro por b
E.(f) = / Ry (2)w(2)dx.

Se o erro é nulo, ou seja, E,(f) = 0, dizemos que a formula de quadratura é exata

para f.

2.5.1 Foérmulas de quadratura gaussianas

Nesta subsecao, serao introduzidas féormulas de quadratura nas quais nao somente os
pesos na formula genérica (2.16) poderao ser escolhidos, mas também as abcissas z,
serao determinadas de tal forma que a quadratura resultante seja mais precisa. Esta
ideia foi inicialmente introduzida por Johann Carl Friedrich Gauss 3. Por esta razao,
estas formulas sao conhecidas como quadraturas gaussianas. Na sua formulagao original,
Gauss utilizou fragoes continuas na obtencao de suas formulas. Em 1826, Jacobi derivou
novamente as formulas gaussianas, agora utilizando polinémios ortogonais.

A ideia bésica consiste em escrever a formula geral de quadratura (2.16) da seguinte

maneira:

b b n
[P = [ W~ Y Wt ),

onde o integrando é escrito da forma F'(z) = W (z)f(z), sendo que W (z) passa a desem-
penhar o papel de fun¢do-peso na formula gaussiana. A escolha da forma de W(z) pode
ser feita de tal modo que o integrando restante, f(z), resulte ser o mais suave possivel,
ou de forma a salientar possiveis singularidades em F'(z). Isto é necessario para que f(z)

possa ser satisfatoriamente aproximada por um polinémio.

Teorema 2.15. A regra de quadratura (2.16), com pesos dados por (2.17), € exata para

polindmios de grau no mdazrimo 2n — 1 se, e somente se,
(1) € interpolatdria;

(ii) w(z) € ortogonal em (a,b), em relagdo a funcao peso w(z), a todo polindmio de grau

menor que n.

Definicao 2.12. As formulas de quadratura com n pontos que tém precisao 2n — 1 sao

conhecidas como formulas de quadratura gaussianas.

3Johann Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30 de Abril de 1777 - Géttingen, 23 de Fevereiro de
1855), foi um matemaético, astronomo e fisico alemao que contribuiu muito em diversas 4reas da ciéncia,
dentre elas a teoria dos niimeros, estatistica, anélise matematica, geometria diferencial, geodésia, geofisica,
eletroestatica, astronomia e 6ptica. Alguns referem-se a ele como “o principe da mateméatica”.
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2.5.1.1 Foérmula de quadratura de Gauss-Legendre

A seguir, apresentaremos um dos exemplos de formulas de quadratura que podem ser

encontrados com maiores detalhes em [2].

Vamos considerar a formula de quadratura dada por

[ 160 =Y ) + B,

onde 2, sao os zeros do polindémio de Legendre P,(z), os pesos podem ser dados por

2
Wp | =

: L k=1,....n, 9.18
F A 2P o) (2.18)

e o erro de truncamento é

22n+1 (TL')4
(2n+ 1)[(2n)!]

E,(f) = ;FE0E), —1<e<1.

Sabemos que os polinomios de Legendre P,(z), definidos em (2.15), s@o ortogonais em
relagao a func¢do peso w(z) = 1 no intervalo [—1, 1].

Logo, para a construgao das formulas de quadratura gaussianas para o caso acima,
devemos utilizar os zeros desses polindmios como nés e calcular os pesos a partir dos
polinémios de Legendre.

Como exemplo, vamos tomar n = 3 e, assim, calcular os pesos e os nés da formula de
quadratura anterior. Sabemos que 0s nés z31, 232 € 233 sao os zeros do polindmio Ps(z).

Da relagao de recorréncia

2n+1 n
Pn - Pn - Pn— 3 > ]-)
+1(2) nt 1 2P (2) ntl 1(z), n
obtemos 5 . . 5
Py(z) = §z2 —5 e Ps(z) = 523 — 5%
Logo,

V15 V15

81= " 232 =10, e 3= 5

De (2.18) segue que os pesos sao dados por

2
(1 — 23 ,)[Py(z38)]?

W3 = k= 1,2,3.
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/ 15 3
Como Py(z) = 322 — 5 obtemos

Portanto, a féormula de quadratura

| G- <—@) +SO)+ o (@) +Ey(f)

¢ exata para polinémios de grau no maximo 5, ou seja, F3(f) =0 se f(z) € Ps.



CAPITULO

3

Zeros de Polindbmios Perturbados

Este capitulo traz uma anélise de um resultado relacionado a zeros de polindémios
perturbados, publicado recentemente em [3]. A origem deste resultado provém de um
problema que encontra-se em aberto em [15|, o qual surgiu a partir de investigagdes
relacionadas aos polindmios caracteristicos associados aos métodos (K, L) de Brown.

Neste contexto, o principal objetivo deste capitulo é apresentar uma analise do resul-
tado citado anteriormente, utilizando alguns dos principais resultados classicos sobre zeros
de polinémios estudados no Capitulo 2. Para esta analise, serao apresentados exemplos

numéricos a partir dos métodos (K, L) de Brown e dos métodos de Radau (Radau I e
Radau II).

3.1 Zeros de Polinébmios Perturbados

Nesta secao apresentamos um dos principais resultados estudados neste trabalho e sua
respectiva demonstragao. Tal demonstracao requer, além dos resultados cléssicos sobre

zeros de polindmios e da Conjectura 1.1 enunciada no Capitulo 1, o resultado a seguir.

Lema 3.1. Seja a sequéncia {b,(j) 1=12,....n—=1; k=0,1,....,n —j} definida por

b =00 =6 6 = (3.1)
onde by, k=0,1,...,n, € uma sequéncia de nimeros reais. Se

b > b > o> 50 0P <P k=23, n—2, e b >,

28
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comr € (0,1). Entao, para j =2,3,...,n — 1, temos

b9 > el >0, (3.2)
o > 0 > > >0, (3.3)
b < rbY . k=23, n—j (3.4)

Demonstracao: Usaremos indugao sobre j para a demonstracao deste resultado. Pri-
meiro observe que a partir das suposicoes do lema, a hipotese de inducao é verdadeira
para j = 2. Vamos supor que a afirmacao seja verdadeira para todo j = 2,3,...,v e,
assim, mostraremos a validade para 7 = v + 1.
Parai=1,2,...,n—v —2,de (3.1) e da hipotese de indugao,
B U = W B~ B,

n—v'n—v—i

= bg/) <b bﬁfl) + bny—u <b£zy)u i—1 b’Ezl/—)V—z> > 0

Assim,
BV St =12 n—v—2. (3.5)
Agora,
(v+1) ) V) 1)
bn—(y+1) b b —(v+1) bn—ubl
> rbl bn_(yﬂ)—bg/_)l,bgu), (usando (3.2)) (3.6)

> bg,,) (Tb,(f_) - bf{’_)y) >0 (usando (3.4)).

(v+1)

Entao, de (3.5) e (3.6),

(v+1)
bl > b —(v+1

) > 0.
De (3.1) e da hipodtese de indugao, segue que

by — b = (02 = (B2 = (b = Y, )
3.7
= B0 ) e, ) >0 D

u+1

Assim, b(()VH) > rbﬁ”“ e, como b > 0, temos

i > 0.
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Entretanto, de (3.1), b(()VH) = (b(()y))2 — (b(yjl))Q- Logo, (b(()u))2 - (b(y) )? > 0.

n—v n—v

Finalmente, de (3.1) e da hipotese de indugao,

b = B B = (6 B8 )

n—v'n—i—v

= bg/) <bz(y) szz)1> + b(V (rbn i—v+1 bgzy)z I/)
< W () 2 ()
= (80— rh2) + — DL, <o,

com i = 2,3,...,n— (v+1). Além disso, de (3.7) segue que b NERUISS rb ¢+ para

i=1,2,...,n— (v+1), o que completa a demonstracao. -

Um dos principais resultados estudados neste trabalho encontra-se enunciado e de-
monstrado a seguir.

n

Teorema 3.1. Seja P(z) = E a;z", a; € R, um polinémio cujos zeros encontram-se no
. . . . ZZO .
disco unitdrio e os coeficientes satisfazem

O<ag<ay <- < ap_1>an, ap >0, (3.8)

a; <ragq, 1=0,1,....n—2, e a, > ra,1, (3.9)

onder € R, 0 <r < 1. Entao, o polinomio S(z) = P(z) +vz", v > 0, tem todos os seus

zeros no interior do disco unitdrio.

Demonstragao: Inicialmente, definiremos o polinémio S(z) como

S(2) = bp2"™ + bp_12" 1+ -+ by,

onde b, = a, +7, bi =a;,1=0,1,...,n — 1, e a sequéncia de polinémios S;(z) como
Si(z) = bgzjz”_j + bfﬁj_lz” =14 béj), j=0,1,...,n,

com os coeficientes b,(f), k=0,1,...n — 3, dados por

bt = g 0 -bff_)j_k (3.10)

J
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Note que, uma vez que os zeros de P(z) encontram-se no disco unitario, do Lema 2.1
segue que ag < a,. Consequentemente, como 0 < ag e ag = by, temos 0 < by < a, <
a, + v = b,. Deste modo, o Teorema 2.9 pode ser aplicado para concluir que os zeros de
S(z) estao no interior do disco unitério se, e somente se os zeros de S7(z) também estao.

A ideia desta demonstracao é aplicar o Teorema 2.9 de maneira recursiva para mostrar
que os zeros de AS(z) := Sj(z) estdao no interior do disco unitério se, e somente se, os
zeros de S5(z) também estao, e assim por diante até obtermos os polindmios

* _ pn=1) | g(n—1)
Sp-1(2) = b +b 'z,
para os quais podemos determinar os zeros e mostrar que estao localizados em |z| < 1.

Com este proposito, vamos dividir a demonstracao em trés partes:

1. Primeiro temos que mostrar, em cada etapa, que o polindémio que estamos traba-
lhando esta relacionado a sequéncia definida por (2.6), ja que, no Teorema 2.9,
os zeros de S(z) est@o no interior do disco unitario se, e somente se, os zeros de
Q(z) = S7(2) também estdao. Assim, para aplicar o Teorema 2.9, devemos mostrar
que o polinomio AQ*(z) esta relacionado a sequéncia (2.6). Mas, do Lema 2.2,
AQ*(z) = —S5(2). Deste modo, esse polindomio possui os mesmos zeros que So(2).

Isto nos leva novamente a sequéncia (2.6) e o mesmo raciocinio pode ser utilizado.

2. Em seguida, temos que provar que, em cada passo do raciocinio seguinte, os coe-
ficientes do polindémio satisfazem as hipoéteses do Teorema 2.9, ou seja, precisamos

mostrar que \biﬁj| < \b(()j)].

3. Finalmente, no terceiro passo da demonstragao, mostraremos que a aplicacao suces-
siva do Teorema 2.9 sempre gera um caso onde um polinémio nao-nulo de primeiro
grau S;_,(z) = bﬁ”‘” + bé”_l)z ¢ obtido. Sera mostrado que os zeros desses polino-
mios estao no interior do disco unitario. Observamos que o mesmo argumento pode
ser utilizado em todas as etapas desta demonstracao até o primeiro grau, pois em
cada fase, obtemos um polindémio nao-nulo S;(z), conforme sera demonstrado. Por
outro lado, pelo Lema 2.4, segue que os zeros de S(z) estao estritamente inseridos

no interior do disco unitario, como apresentado no teorema.

Os passos dois e trés, apresentados anteriormente, serao demonstrados a seguir. No
entanto, iniciamos apresentando a prova de que |b£flj| < |b(()j )|. De fato, a partir das
hipoteses (3.8) e (3.10) para j = 1, facilmente verifica-se que

bV < b << (3.11)

n—
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Da definigao de by, dada pelas igualdades (3.9) e (3.10), tem-se
b = bobu_y — (an + )by
< Tblbn,1 — (an + ’}/)bl
= bl(T’bn_l — (ln) — ’ybl < 0.
Entao, de (3.11) segue que bg) <0, para k=1,2,...,n — 1, e, portanto,
1 1 1
D> (057> > B
Agora, provaremos que os coeficientes de Si(z) satisfazem
bV < rpt], para k=2.3,....n—1 ¢ B> 7).
De fato, de (3.9) e (3.10),
b5 — o) = 02— 02— r(boby — bub,_1)
= bo(bo — Tbl) + bn(Tbn_l — bn)
= ao(ag — ra1) + (an +y)(ra,_1 — a,) — y(a, + ) < 0.
Entao, bél) < rbgl). Como b§1) < 0er >0, obtemos b(()l) <0e
6] > r[bt)]. (3.12)
Agora, para k=2,3,...,.n—1e0<r <1,
by — b\, = bobk — bubuog — (bobr—1 — bubu-rs1)

= Do(by — rbp—1) + bp(Tbp—p41 — by—p).

Observe que para 0 < r < 1,

1—172

1
bk — Tbk_l > _bk—l — Tbk_l = bk—l > 0.
T

Entao, b,(:) — rb,(cl_)l >0,parak=2,3,...,.n—1e0 < r < 1. Portanto, como

bV < bV <o <M <0,
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n — 1, temos
(3.13)

para k =2,3,...,
1 1
D71 < b -

De (3.10) e (3.11), deduzimos facilmente que
b§2) > b(22) > > b£L2_)2.

Agora, de (3.10), usando o fato de que b,(cl) <0,k=1,2,...,n—1, e de (3.12), segue que

1 1 1 1 1 1 1 1
0, = b5, — o bt = (b5 o) — (bl (b
1 1 1 1 1 1 1
> oM, — B8 [[85] = 1657 (|65 ] — 162, ]) > 0 (usando (3.13)).

Consequentemente, bf_)Q >0 e, de (3.1), b,(f) >0 parak=1,2,...,n—2. Isto &,

b > P > > @ > 0,

Agora, precisamos mostrar que os coeficientes de Sy(z) satisfazem

b,(f) < rbgf)l, para k=23,...,n— 2,
o > b
1,2 n — 1, obtemos

De fato, de (3.10), (3.12), (3.13) e b\ <0, i=1,2,...,
o =i = ") = 027 = 0 - 6
= PO ) 2 ) > o

Portanto,
béQ) > rb&Z) e, como ng) > 0, segue que béQ) > 0.

Visto que
b = (0§7)2 = (B21)* > 0, temos [5"] > [bS,].

Finalmente, para k = 2,3,...,n — 2, temos

T(bél)b(l) - b(lf)lbg—)ﬁ

DD, Y o0,
—M ) <o,

= b(()l) (bl(ﬁl) - Tbl(cfl) + bn—l(/rbgzl) n—k—1
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Em resumo, provamos que

2 2 2
bg) > b§)>~~->bfbl2>0,

b < P k=23, .n—j, j=23,...n-1 e

b > b, j=23... n—1

Agora, utilizamos o Lema 3.1 para mostrar que

0 > o) >0 >0, j=2.3,. 01,

bl(gj) < Tb](qula k:2737--'7n_j7 j:273>"‘7n_17 €

b(()]) > Tbgj)v j:2a37"'7n_]"

e isto completa a segunda parte da demonstracao do Teorema 3.1.

Para finalizar esta demonstragao, procederemos como segue.

Primeiro, observamos que, na segunda etapa da demonstragao, provamos que os coefi-
cientes by, k = 0,1,...,n— 7, sao nao nulos para todo j. De fato, ou os coeficientes by sao
nimeros positivos ou negativos, de modo que S;(2) é um polinémio néo nulo para todo j.
Do Lema 2.4, segue que os zeros de S(z) estao no interior do disco unitario se, e somente
se, o zero do polindomio de primeiro grau S} _,(z) = bﬁ”*” + bénil)z também encontra-se
localizado neste disco.

De fato, de (3.2) e (3.3), 5"V > 0 e 5" > 0. De (3.10), temos

0 < b(()j) — (b(()j—l))z _ (b(j—l) )2 = (b(()j—l) _ U1 ))(b(()j_l) +bg:é-),1))v j=2,3,....,n—1,

n—(j-1) n—(j—1
co1m
G-1) _ =D (-1 4 =D
by =0y >0 e b +b 7 >0, (3.14)
Note que
n—1 n—2 n—2 n—2 n—2 n—2 n—2
by = (06T = (0T = (Y = B 8y
e

n—1 n—2);(n—2 n—2);(n—2 n—2 n—2 n—2
by = BN R = b (b - by,

de modo que

b(()n—l) . bgn—l) _ (bén—2) . b;n—2))(bén—2) B bgn—Q) + b;n—Q)) (315)
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Agora, vamos provar por indugao sobre k que

bénfl) B bgnfl) _ (b(()an) _ bgn 2))(b + b(n 3))(bén74) . bL(Lnf4))
k (3.16)
.. (B8R 4 (—1)k1p(R) <Z b ’”)
-0

Note que (3.15) representa a hipotese de indugao para k = 2. Primeiro vamos supor que
a hipotese é verdadeira para k = m. Em seguida, mostraremos a validade dessa hipotese
para k =m + 1.

Expandindo o tltimo parenteses do lado direito da igualdade (3.16) para k =

obtemos

ir(n—m irp(n—m—1);(n—m—1 n—m—1); (n—m—1
DL G R S o D Y Sl i)

D I e B I A e e
i =0

=0
n m—1) n—m—1) n—m-—1 m—i n—m-—1
- Z b( +bm+1 ) (-1) +1b§+1 )a
=0 =0

onde a ordem do somatorio foi invertida no segundo termo. Agora,

i(_l)zbgn—m) _ (b(()n—m 1 (n m—1) i (n—m—1)

=0 i=1

3

n—m-—1 m—i n—m-—1 n—m-—1
oY (DY = ()

Il
=)

7

n—m-—1 n—m-—1 n—m-—1 n—m-—1
= g =TT )
i1(n—m—1 n—m-—1 mi(n—m—1
(=D 4 ()Tl
i=1
( m+1
(b(()n_m_l) + bfﬁ;{”‘”)z (—1)ib§n_m_1), m  par,
i=0
o ) m+1
(b(n m=1) —b7:f+1m 1))2(—1) bgn " 1), m impar
\ i=0

o que completa a inducao.
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Tomando k = n em (3.16), obtemos
70 = 0 00 00 )+ 1

X (bo + (=1)" by ((=1)"y + P(=1)).

De (3.14), o sinal de bén_l) — bﬁ”‘l) depende do sinal do termo
(b + (=1)"82) (bo + (=1 b) (=)™ + P(=1)),

uma vez que os demais termos sao positivos.
Agora, como P(z) tem todos os seus zeros em |z| < 1, entdao P(—1) > 0 para n par e

P(—1) <0 para n impar. Assim, para n par, temos

B+ (=1)"bM, <0, bo+ (=1)"b, <0 e (—1)™y + P(=1) > 0,
e, para n impar,

B + (—1)"M, <0, bo+ (=1)""b, >0 e (—1)"y+ P(—1) < 0.

Consequentemente,
b — b > 0

e o zero de S§(z) é dado por

21 = — )
bén—l)

que encontra-se localizado no interior do disco unitario. Isto completa a prova de que

S(z) tem todos os seus zeros no interior do disco unitario. n

3.2 Polindmios caracteristicos relacionados a algumas

classes de métodos numéricos

Esta se¢ao tem por finalidade mostrar que alguns polindémios caracteristicos relaciona-
dos aos métodos (K, L) de Brown e a familia dos métodos de Radau (Radau I e Radau 1),
que sao métodos numeéricos para a solugao de equagoes diferenciais ordinarias, satisfazem
as condi¢oes do Teorema 3.1.

Portanto, no decorrer desta se¢ao, além de um breve estudo tedrico, analisaremos
o comportamento dos zeros de alguns desses polindbmios a partir do principal resultado

estudado neste capitulo.
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3.2.1 Meétodos (K, L) de Brown

Os métodos (K, L) de Brown, introduzidos em [5], formam uma classe de métodos
multiderivadas de passo multiplo para a solucao de equagoes diferenciais ordinarias. Foram
introduzidos como métodos com menor nimero de passos e melhor precisao para a solugao
de problemas. Tais métodos possuem boas propriedades de estabilidade, como grandes
regioes de estabilidade absoluta.

Os métodos (K, L) de Brown sao definidos por

K L

j i—1
Z AYn4i = Z hjﬁjféj«kK)a
i=0 Jj=1

onde as constantes «; e 3; sao escolhidas de modo a obter a maxima precisao do método,
h é o tamanho do passo, K é a quantidade de passos e L esta relacionado a ordem da
derivada. Mais detalhes a respeito dos métodos (K, L) de Brown encontram-se em [14].
A construgao explicita desta classe de métodos pode ser encontrada em [9].

Os coeficientes «; e 3 sao dados por

[ K
Q= (—1)K‘Z< )(K—i)‘L, i=01,...,K—1,

ag = —(ao+oar+--+ag_1),
K1
(=1 S K VL
o= 2;(—1)K S JE =T =12 L

Quando L = 1, a classe de métodos (K,1) de Brown coincide com os conhecidos
métodos BDF (Backward Difference Formulae).
Um resultado interessante, que pode ser encontrado em [14], mostra que existe uma

relagao entre Ag-estabilidade dos métodos (K, L) de Brown e o polindémio
S(z) = P(z) + 72",

sendo v um parametro real, variando de 0 a oo, e Py(z) o polinomio caracteristico dos

métodos (K, L) que fornece a zero-estabilidade.

Para maiores detalhes sobre o resultado a seguir, vide [14].

k
Teorema 3.2. Os coeficientes do primeiro polinémio caracteristico P(z) = E ;2" re-
i=0

lacionado ao método (K, L) de Brown, satisfazem:
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(i) Para k=1,2,..., Ky, temos 0 < || < || < -+ <|ag_1| € |ag| < |ag_1], onde
. 3L+1 L+1 L+1
KL:mm{2L+1—|—1, 5L —1—2,...,%4—[,}.

(it) Para k =2,3,..., K}, temos 2|a;| < |aji], j=0,1,....k =2, e 2|lag| > |ag_1],

onde
3L—|—1 <L+1)L+1
* : L
KL—mln{Q +1’2L+1 +2,,T+L}

Como Kj; > Kj, a primeira condicao do Teorema 3.2 é satisfeita para cada
k=1,2,...,K;.

3.2.1.1 Coeficientes dos polindmios caracteristicos dos métodos (K, L) de

Brown

As Tabelas 3.1 e 3.2 apresentam, respectivamente, os coeficientes de alguns polindémios
caracteristicos relacionados aos métodos (K, L) de Brown.

’Coeﬁcientes‘Kzl‘KzZ‘K:B‘K:4‘K—5‘

o | 1| % | 5| 1]
o |1 | 2| 44| g
Qs 3 -3 3 -2
Qa3 % —4 5
(67} % —5
(0759 %

Tabela 3.1: Coeficientes dos polindémios relacionados aos métodos (K, L) de Brown, com L =1
el <K <5.

’ Coeficientes ‘ K=1 ‘ K=2 ‘ K=3 ‘
W | 1] & |
o 1 -2 3
Qa2 g -3
s 8

Tabela 3.2: Coeficientes dos polindmios relacionados aos métodos (K, L) de Brown, com L = 2
el <K <3.

De acordo com a hipdtese do Teorema 3.1, os coeficientes do polinémio P(z) devem

ser todos positivos. Deste modo, para os exemplos a seguir, serd tomado o polinémio
P(—z) com o intuito de obtermos esta hipotese.
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n
De fato, como visto no Capitulo 2, todo polinémio P(z) = E a;z" pode ser escrito
i=0
unicamente por P(z) = an(z — 21)...(2 — 2,,), onde z1, ..., 2, sS40 seus zeros.

Entao,
P(=2) = ap(—2—21)...(—2— 2zp)
(=D (z+2z1)...(=1)(z + 2n)
= (—1)"an(z+21)... (2 + 2n).

—= a’TL

Observe que os zeros de P(—z) sdo os opostos dos zeros de P(z) e, como estamos
interessados em analisar o comportamento de tais zeros em relacao ao disco unitério, o

sinal nao sera importante.

Para ilustrar o Teorema 3.1, serao apresentados a seguir dois exemplos de polindémios
caracteristicos relacionados aos métodos (K, L) de Brown, determinados pelos parametros
L =1, K =4 no Exemplo 3.1 ¢ L =2, K = 3 no Exemplo 3.2.

Exemplo 3.1. O polinémio caracteristico relacionado ao método (K, L) de Brown para

25
K=4eL=1 ¢dado por W(z) = EZA‘ —42° +32% — 37 + 7 A partir da transformacgao

P(z) = W(==2), obtemos o polinémio P(z) = %24 +42° + 322 + %z + ;L’ cujos coefici-
entes satisfazem as hipoteses do Teorema 3.1 quando o termo real r pertence ao intervalo
(0.44,0.52), e cujos zeros encontram-se em |z| < 1. Entdo, utilizando o Teorema 3.1 é
possivel concluir que o polinémio S(z) = P(z) + vzt com v > 0, possui seus zeros no

interior do disco unitdrio, como € possivel observar na figura a sequir.

Figura 3.1: Localizagao dos zeros do polinomio S(z) = P(z) +~vz*, v=10,0.5,1,1.5,2.
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Na Figura 3.1, os pontos vermelhos representam os zeros do polinoémio P(z), enquanto
os demais pontos ilustram os zeros do polindomio perturbado S(z) = P(z) + vz*, com
vy=0.5,1,15e~v=2.

Exemplo 3.2. Considere o polinomio caracteristico relacionado ao método (K, L) de
3

85
Brown, com K = 3 e L = 2, W(z) = %23 — 322 + YAt Com a transformagao
85 3 1
P(z) = —W(==2), obtemos o polinomio P(z) = %234—322 + ki + 9 Note que as
hipoteses do Teorema 3.1 sao satisfeitas para 0.25 < r < 0.78. Assim, os zeros do
polinémio S(z) = P(z) + vz encontram-se em |z| < 1, como € possivel observar na

Figura 3.2.

Figura 3.2: Localizagao dos zeros do polinémio S(z) = P(z)+v2z3, v = 0,0.25,0.5,0.75, 1.

A figura anterior ilustra a localiza¢ao dos zeros do polindémio P(z), representados pelos
pontos em vermelho, que estao localizados em |z| < 1. Os demais pontos, ilustram os
zeros do polindmio S(z) = P(z) + 723, onde v = 0.25,0.5,0.75 e v = 1, 0 que condiz com

o Teorema 3.1.

3.2.2 Métodos de Radau I e Radau II

A féormula de quadratura de Radau, desenvolvida por Jean Charles Rodolphe Radau®,
foi utilizada no desenvolvimento de novas metodologias de integracao numérica baseadas

na teoria dos métodos de Runge-Kutta implicitos (para maiores detalhes, vide [6]).

!Jean Charles Rodolphe Radau (22 de janeiro de 1835 - 21 de dezembro de 1911) foi um astrénomo
e matemaético. Radau nasceu em Angerburg, Provincia da Priussia, e depois de estudar em Konigsberg e
trabalhando no problema dos trés corpos, se mudou para Paris para colaborar com outros cientistas. Em
1871 foi dada a Ph.D. em homenagem ao seu trabalho em matemaética.
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Esta subsecao tem por principal objetivo, além de apresentar expressoes gerais para

os coeficientes dos polinomios relacionados aos métodos de Radau I e Radau II, anali-

sar algumas propriedades desses polindmios, cujos coeficientes sao obtidos a partir dos

polindémios ortogonais de Legendre, apresentados no Capitulo 2.

Na subsecao 2.4.3 do Capitulo 2, definimos os polinémios de Legendre, denotados

por P,(z). Agora, vamos considerar o polinémio de grau n, P,(z), relacionado a P,(z),
definido no intervalo [0, 1] por P,(z) = P,(2z — 1).

A seguir temos os cinco primeiros termos da sequéncia de polinémios P, (z),

n=0,1,2,3,4, cujos graficos encontram-se ilustrados na Figura 3.3.

(2)

(2) =
Py(2) =
(2)
(2)

1

22 —1

622 — 62+ 1

2023 — 3022 + 122 — 1

7024 — 14023 4+ 9022 — 202 + 1

Figura 3.3: Polinémios P,, com n=0,1,2,...,4.

A ortogonalidade dos polinémios P,(z) ¢ dada pelo teorema a seguir, cuja demonstra-

¢ao encontra-se em |[7].

Teorema 3.3. A sequéncia de polinomios P, : [0,1] — R, de graun, paran =0,1,2, ...,

satisfaz:

/0 B)Bu(ddi=1

0, se n#m,

1 se n=m.

Além disso, as sequintes propriedades sao validas:
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(i) Py(1—2) = (=1)"By(2), n=0,1,2,...;

(ii) P,(1)=1,n=0,1,2,...;

_ 1 dr
(iii) Pn(z) = a%[(22 —2)",n=0,1,2,...;
(iv) nP,(2) = (22— 1)(2n —1)P,_1(2) — (n — 1)Py_2(2), n > 1;
(v) P,(2) tem n zeros reais distintos no intervalo [0,1], n =0,1,2,....

Os métodos de Radau I e Radau II formam subclasses dos métodos de Runge-Kutta,
cujos coeficientes sao os noés das formulas de quadratura de Radau I e Radau II, respec-
tivamente. No caso da formula de quadratura de Radau I, os coeficientes sao os zeros
dos polinémios P,(z) + P,_1(z) e, no caso de Radau II, esses coeficientes sdo os zeros de
P.(2) — P,_1(z). Para maiores detalhes vide [7].

Teorema 3.4. Sejam ¢y < ¢ < -+ < ¢, tomados como as abscissas das formulas de

quadratura de Radau I e Radau II, respectivamente. Entao,

(1) Para a formula de Radau I, ¢; = 0.

(17) Para a formula de Radau II, ¢, = 1.

Ambas as formulas sao exatas para polinémios de grau menor ou igual a 2n — 2. Além

disso, ¢; € [0,1], parai=1,2,... n.

3.2.2.1 Determinacao dos coeficientes

Uma expressao explicita para a sequéncia de polinémios P,(z) é dada por

Pi) = (1" ( ! ) ( e ) ()"

g () (1)

Desta forma, é possivel determinar expressoes gerais para os coeficientes dos polindmios

que utilizaremos para exemplificar o Teorema 3.1.
1. Coeficientes dos polindmios relacionados aos métodos de Radau 1
Considerando H,(z) = P,(2) + P,_1(2) = Z hjn', n=1,... e Hy(z) = 1, determi-
§=0

naremos os coeficientes dos polinomios dessa sequéncia, que serao chamados de polinémios

relacionados aos métodos de Radau 1.
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P.(2) + P, 1(2), segue que

T~ n n+k
- ergen(E)():

+(—1)”_1i(—1)k ( n;l) (n+]]z_1>2k

O
@

=
I

Mas, visto que

n—1 n+k—1 n n+k\  2Qk-1)! [ n+k-1
2 k K k Kk —1)! n—k )’

obtemos uma expressao explicita para o polinémio H,(z), dado por

Hn(z)=<2:>z+2 DI 2‘21%(”1’{;1)

Portanto, as expressoes gerais para os coeficientes dos polindmios relacionados aos

métodos de Radau I sao dadas por

I 2n _ Qn!’
’ n (n‘)2

hjn — 2(_1)n+]M n+j_1 ) jzla"‘an_17 €
’ JHO=DE -
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A Tabela 3.3 mostra a sequéncia de polinémios H,(z) paran =1,2,...,9.
n Polinomio H,(z)
1 2z
2 622 — 4z
3 2023 — 2422 + 62
4 7024 — 12023 + 6022 — 82
5 2522° — 5602* + 42023 — 12022 + 10z
6 92425 — 252025 4 25202* — 112023 + 21022 — 122
7 343227 — 1108825 + 138602° — 84002* + 25202 — 33622 + 142
8 1287028 — 4804827 4 7207225 — 554402° + 231002* — 504023 + 50422 — 162
9 | 48620z — 20592028 + 36036027 — 33633625 + 1801802° — 55440z* + 924023 — 72022 + 182

Tabela 3.3: Polindomios relacionados aos métodos de Radau I paran =1,2,...,9.

A seguir serao consideradas algumas condigoes adicionais sobre os coeficientes dos

polinémios relacionados aos métodos de Radau I.
n
Seja H,(z) = Zhjﬁnzj, n =1,2,..., o polindbmio cujos coeficientes sao relacionados
§=0
aos métodos de Radau 1. Entao,
(i) paran=1en =2, |hy,| > |hn-1nl;

(17) paran > 3, |hyn| < |hn-1n|, POis

2(2n — 2)!
|hn,n| - |hn—1,n| = ( " ) '(—TZQ + 3n — 1) < 0;

(n)l(n —1)!
(7i1) como, para j =1,...,n — 2,

2(n+j —1)!
ial = i1l = GG — 0

(=n* +25% + ),

para analisar o sinal de |h;,| — |hji1.,], devemos analisar o sinal de —n? + 252 + j.

Considerando j =n—k, j=1,...,n—2, k=2,...,n— 1. Entao,
—n?+252+35 = n?+ (1 —4k)n+2k* — k.

Assim,

4k -1+ VERZ—dk 1 1

n?+(1—4kn+2k*—k=0 < n 5
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Portanto,
4k — 1 — /8k? — 4k + 1
ny = >0 e
2
4k — 1+ /8k?2 — 4k + 1
nyg = + 5 i >0, ni,ny € R (pois 8k* —4k+1>0, Vk).
Deste modo, para n natural e k =2,...,n — 1, temos

|hn—k,n| < |hn—k+1,n|a se np <n < ny,

\h—tn| > [Pn—k+1n], s€ n>ng ou n < n.

Como exemplo das condigoes citadas anteriormente temos os seguintes casos, que

podem ser claramente observados na Tabela 3.3.

Para n=1,2 = |hypn| > -+ > |honl.
Para n=3,4,5 = |hpn| < |hn-1n] > [An—2n] > - > |honl.
Para n =6 = |hun| < |hn—1n| = [hn—2n] > [hn—sn| > - > |honl|-

Para n =17,8,9= |hynn| < |hn—1.n] < |hn—2n| > |hn—sn| > -+ > |honl

Note que, de acordo com o item (i) do Teorema 2.13, os polinémios H,(z) sao po-
linémios quase-ortogonais, pois sdo dados por H,(z) = aP,(2) + fP,11(2), onde a = 1
ef=1e P,(z2) e P,y1(2) sao polindmios ortogonais. Deste modo, utilizando o Teorema
2.14, & possivel concluir que n zeros de H,(z) sao reais, distintos e localizam-se em (0, 1).
Além disso, como hg, = 0 e z = 0 é zero de H,(z), concluimos que os zeros de H,(z)

encontram-se em [0, 1|, como mostra a Figura 3.4.

Figura 3.4: Imagens da fungao H,(z) paran =1,...,4.
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Exemplo 3.3. Seja H5(z) = 2522° —5602* +4202° — 12022 4102 0 polinémio relacionado
ao método de Radau I, para n = 5. Do Teorema 3.1, devemos ter a; > 0, i = 0,...,n.

Para tal hipdtese, vamos tomar P(z) = —Hs(—z) e observar que, como

Hs(z) = 2(2522* — 5602° + 4202* — 120z + 10),

seque que z; =0 é um zero de Hs(z) que encontra-se em |z| < 1. Deste modo, analisare-

mos o comportamento dos zeros de S(z), relacionado ao polindmio

P(2) = 2522* +5602° + 4202% + 120z + 10,

cujos coeficientes satisfazem as hipoteses do Teorema 3.1 quando o pardmetro real r = 0.4
e 0s zeros encontram-se em |z| < 1. Logo, do resultado citado anteriormente, os zeros de
S(z) = P(2) +vz%, onde v > 0, estao em |z| < 1.

Figura 3.5: Localizagao dos zeros do polinémio S(z) = P(z)+vz*, v =0,0.75,1.5,2.25, 3.

A Figura 3.5 mostra a localizagdo dos zeros de P(z), representados pelos pontos ver-
melhos. Note que os zeros de S(z) = P(z)+7z* paray = 0.75,1.5,2.25 e v = 3, ilustrados

pelos demais pontos, encontram-se localizados no interior do disco unitéario.
2. Coeficientes dos polindmios relacionados aos métodos de Radau II

Seja T,,(z) = P (2)—FPo-1(2), n=1,2,...,e Ty = 1. Vamos determinar os coeficientes
dos polindémios dessa sequéncia, os quais denominaremos polindmios relacionados aos
métodos de Radau II.

De T, (z) = P,(2) — P,_1(2), segue que
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Mas, como
n n+k N n—1 n+k—1\  2n2k-1! [ nt+k-1
k k k k a (k!)2 n—k )’

segue que
2 = (25 — 1)! i~ 1\ .
I B DU o PRI RG] 2 o[t o

n D)

j=1 n=J

Portanto, as expressoes gerais para os coeficientes dos polinémios relacionados aos

métodos de Radau II sao dadas por
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tin = 2(—1)"" , j=1,....n—1, e
’ (J1)? n—j
ton = 2(—1)"
Na Tabela 3.4 sao apresentados os polindémios da sequéncia T,,(z) paran =1,2,...,9.
Polinomio T, (2)
2z —2
622 — 8z +2

2023 — 3622 4+ 182 — 2

702* — 1602 4+ 12022 — 322 + 2

25225 — 7002 4 70023 — 30022 + 50z — 2

92425 — 302425 + 37802% — 224022 + 63022 — 722 + 2

343227 — 1293625 + 1940425 — 147002 + 588023 — 117622 + 982 — 2

1287028 — 5491227 + 9609626 — 887042 + 462002* — 1344023 + 201622 — 162 + 2

olo|N|lo|uale|lw |~

4862029 — 23166028 4+ 46332027 — 50450425 + 3243242° — 1247402* + 277202% — 324022 + 162z — 2

Tabela 3.4: Polinémios relacionados aos métodos de Radau II paran =1,2,...,9.

Para este caso, também apresentaremos algumas condigoes adicionais sobre os coefi-
cientes dos polinémios relacionados aos métodos de Radau II.
n
Seja T,,(z) = E tinz’, n =1,2,..., o polinébmio cujos coeficientes sao relacionados
Jj=0
aos métodos de Radau II. Logo,
(i) Paran =1, |tpn] = [tn-1nl;

(17) Paran > 2, |t, | < |[tn—14|, pois

2(2n — 2)!

{tonl — [th1n] = m(—n2 +2n—1) <0, para n>2;

12¢) Como, para j =1,...,n — 2,
J

2nn+j—-1) ,_, o,
ool = [Eian] = — , 252 1+ 2j — 1),
| J» ’ ’ J+1, (]!)2<7”L—] _ 1)'( J- ) —n"+ )
para analisar o sinal de |t;,| — |tj41,.], devemos analisar o sinal de

252 +2j —n2 + 1.
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Considerando j =n—k, j=1,...,n—2, k=2,...,n— 1, temos

252 4+2j —n*+1 = n?+(2—4k)n+2k* — 2k + 1.

Assim,
4k — 2 + /8k? — 8k
n?+2—4kn+2k*-2k+1=0 < n= 5 :
Portanto,
4k — 2 — \/8k? — 8k
ny = >0 e
2
4k — 2 + /8k? — 8k
ny — +2 >0, ni,ns €R (pois 8k% — 8k >0, k).
Deste modo, para n natural e £k = 2,...,n — 1, temos

‘tnfk,n| < ‘tnfk+1,n‘7 se np < n < ng,

ltn—tn| > [thkt1n], se n>ny ou n < n.

As condigoes descritas a seguir podem ser observadas na Tabela 3.4.
Para n=1= |t,n| = = [tonl

Para n=2,3,4 = |tn,n| < |tn—1,n| > ‘tn_z’n

> > tg
Para n =5 = |t,n] < [taein| = [thon| > - > [tonl-
Para n=6,7,8 = |tun| < [ta—1n| < [th—2n| > |[tn-sn| > |tn-a|l > - > |tonl-

Para n =9 = |tyn| < [th-1n

< |tn—2,n| < ’tn—3,n| > |tn—4| > |tn—5| > > |t0,n|~

Assim como para os polindomios cujos coeficientes sao relacionados aos métodos de
Radau I, os polindémios relacionados aos métodos de Radau II sao polindmios quase-
ortogonais pois, de acordo com o Teorema 2.13 podemos escrever T,(z) como
T, = aP,(z) + BP,i1(2), onde « = 1 e f = —1 e, P,(2) e P,11(z) sdo polinémios
ortogonais. Deste modo, do Teorema 2.14 segue que os zeros do polindmio T,,(z) sao re-
ais, distintos e pelo menos n deles localizam-se em (0, 1). Como z = 1 é zero do polinémio
T, (z), todos os seus zeros de T, (z) localizam-se em [0, 1], como ¢ possivel observar na

figura a seguir.
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Figura 3.6: Sequéncia de Polinomios 7,,(z), z € [0,1], comn =1,...,4.

Exemplo 3.4. Seja Ty(z) = 702* — 16023 + 1202% — 322 + 2 0 polinémio relacionado ao
método de Radau II para n =4. Do Teorema 3.1, a; >0, 1=0,1,...,n.

Tomando o polinomio P(z) = Sy(—z), analisaremos o comportamento dos zeros do
polinémio perturbado S(z), relacionado ao polinémio P(z) = 702*+16023412022+322+2,
cujos coeficientes satisfazem as hipoteses do Teorema 3.1 quando 0.27 < r < 0.44 e seus
zeros encontram-se em |z| < 1. Utilizando o principal resultado estudado neste capitulo,

¢ possivel concluir que os zeros de S(z) = P(z) +~v2*%, v > 0, encontram-se no interior do

disco unitario.

Figura 3.7: Localizagao dos zeros do polinémio S(z) = P(z)+vz*, v =0,0.75,1.5,2.25, 3.

A Figura 3.7 mostra a localizagao dos zeros do polinomio S(z) = P(z) + vz*. Note
que os zeros de P(z), ilustrados pelos pontos vermelhos, estao localizados em |z| < 1. Por
outro lado, os zeros de S(z), para v = 0.75,1.5,2.25 e v = 3, representados pelos demais

pontos, encontram-se no interior do disco unitério.



CAPITULO

=

Polindbmios Palindromicos

Na Secao 2.3 do Capitulo 2, definimos uma classe especial de polinémios, chamados
polinémios palindrémicos. O comportamento dos zeros de tais polindmios é um toépico
bastante interessante que possui muitas aplicagoes em algumas areas de Matemaética.
Sabemos que os zeros de polindmios palindromicos sao simétricos nao apenas em relagao
a reta real, como também ao circulo unitario. Mas, nos tltimos anos, matematicos tém
se preocupado em determinar condi¢oes para que essa classe de polinomios tenha apenas
zeros no circulo unitario (ver, por exemplo [10], [11], [12]). Neste contexto, o Capitulo
4 apresenta um estudo de alguns resultados relacionados a esta classe de polinémios, a
partir do qual foi possivel obter novos resultados.

Neste capitulo, daremos condigoes necessarias e suficientes para que polindémios palin-

dromicos de grau n, n > 1,

R(Z) = TIp+Trp_12+ rn—122 4+ -4 T«nilzn—l 4, 2"

= rpt+rei(z+ 22+ 42" 2,

com r, > 0 e r,_1 > 0, tenham todos os seus zeros no circulo unitario. Além disso,

provaremos que o pOhl’léH’liO
S(Z) - R(Z) + 72717 7 € (07 OO) N [rn—l - 27"”, OO),

tem todos os seus zeros no disco unitéario.
O estudo desse resultado foi motivado pela Conjectura 1.1, apresentada na introduc¢ao
desta dissertacao, relacionada a teoria de estabilidade de algumas classes de métodos

numéricos para a solucao de equagoes diferenciais ordinérias.

o1
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Usando a mesma notacao apresentada em [10], consideramos
n—1
a:(a17a27"'aan—1)€R 5

e a funcao L : R" ! — R, definida por

L(a) := mini la; —yl. (4.1)

yeR <
J
Agora, seja 0 uma permutacao de {1,2,...,n — 1}, para a qual
Uo(1) < Ag2) <+ 0 < Ao (n-1)- (4.2)
n—1
(1) Se n é par, entao L(a) := aj = Ao(z)|-
j=1
n—1

(17) Se m é impar, entdao L(a) := Z la; —y|, para qualquer y no intervalo fechado

[aU(L%J), ag((%b], onde [t] := m;;(—oo,t) NZe [t] :=min[t,o0) NZ.

Definigao 4.1. O nimero m(a) é definido por m(a) = Qy([2]) €0 nimero m(a) € dado
2

por m(a) := U] 5 ]) ) . Observe que m(a) = m(a) quando n € par.
2

Para exemplificar as consideracoes apresentadas anteriormente, serao apresentados os

seguintes exemplos:

Exemplo 4.1. Dado o polinomio P(z) = 32°+42° + 524+ 623 + 522 + 42+ 3, a sequéncia
a € R"! € dada por a = (4,5,6,5,4). Assim, de (4.2),

Entao, m(a) = m(a) = a3y = 5, e, portanto, de (4.1), L(a) = 3.

Exemplo 4.2. Considere o polinomio P(z) = 42° + 5z* + 623 4+ 622 + 52 + 4. Note que

a sequéncia formada pelos coeficientes ay,as, as e ay € dada por a = (5,6,6,5). De (4.2),
Ug(1) =D < g2) = 5 < ag(3) = 6 < ap(q) = 6.

Assim, da Definicao 4.1 seque que m(a) = ag3) = 6 e m(a) = ay2) = 5. Além disso, de
(4.1), L(a) = 2.
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Os Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3, apresentados a seguir, sao de suma importancia para a
demonstracao dos trés tltimos resultados, considerados, juntamente com o Teorema 3.1,
os principais resultados estudados nesta dissertacao.
n

Teorema 4.1. Seja P(z) = E a;z" um polinémio palindrémico de grau n, a, > 0, e seja
i=0

a=(ay,ag,...,a,1).

1. Suponha m(a) + L(a) < 2ay,.

(1) Se P(1) > 0, entdo todos os zeros de P estao no circulo unitdrio. Neste caso,

) ) . —2m 21
existem pelo menos dois zeros da forma e com — <0< —.
n n

(it) Se P(1) <0, entao P tem zeros reais > 1 € 71, € os demais estao no circulo

unitdrio.
2. Considere m(a) > L(a) + 2a,. Entdao, uma das afirmagoes a sequir € vdlida.

(1) Todos os zeros de P estao no circulo unitdrio. Quando n € impar, existem trés

1
(n+ )7T. Quando n € par,

. ; n —
ou cinco zeros da forma € com ( )7r <fg<

n
—1 € um zero com multiplicidade 2 ou 4.

(it) P tem zeros reais B < —1 e B~ ',e os demais estao no circulo unitdrio.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [10].

Se n ¢é impar, o polinémio R(z) possui algumas propriedades interessantes, como é

possivel observar nos teoremas a seguir.

Teorema 4.2. Seja R(z) = ry + rp_1(z+ 2%+ -+ 4+ 2"71) + 12" um polinémio palin-
dromico de grau impar. Entao, z = —1 € um zero de R(z) e R(z) = (2 + 1)Q(z) onde

TTL? Z par?

n—1
Q(z) =) ', comq; =
i=0

Tn_1 — Tn, © iMmpar.

Demonstragao: Como R(—1)=r, — 71,1+ 711 — -+ 751 — 71, =0, temos
n—1
R(z) = (z+1Q(z)=(z+1)> a2’
i=0

= g+ (@+a)z+ (@ +@)22+ -+ (2= qu1)2"""+ qu12"
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Comparando os coeficientes dos polinomios nos lados esquerdo e direito da igualdade

anterior, segue que

Tn, 1 par,
qi =

Thn_1 — Tn, ¢ impar. .

Teorema 4.3. Seja R(z) = rp+r,_1(2+2% 4 +2""1) 412" um polinémio palindrémico
de grau impar. Se
2n
Tpo1 = ———=Tp, N> 1,
n—1

entao z = —1 € um zero de R(z) de multiplicidade 3 e R(z) = (2 + 1)3U(z), onde

(i4+2)(n—1—1)

n—3 ' 2(” _ 1) r’m Z par?
U(z) = Zulz’, com u; =
T, © impar.
2(m—1)

Demonstragao: Do Teorema 4.2 temos R(z) = (z + 1)Q(z), onde

n—1 Tn, { par,
Q)= a7, ¢ = ,
0 Tno1 — Tn, ¢ Impar.

2
Se r,_1 = —nlrn, rn—1 > 1, através de calculos diretos segue que Q(—1) = 0 e assim,
n _
Q(z) = (= + DT(2), (4.3)
com
= n—1—i
T(z) = ;tizla i =1th o i = 1 i par.

De fato,

n—2

Q) = +DT() =(E+DY b
i=0

= t(] -+ (to -+ tl)Z -+ (tl -+ t2)22 + -+ (tn_g —+ tn_Q)Zn_Q -+ tn_gz”_l.

Comparando os coeficientes do polinémio em ambos os lados da equagao anterior,

segue que
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Observe que T'(—1) = 0 e, usando o argumento anterior,
T(2) = (s + U (2). (4.4

onde

n—3

U(z) = Zuizi, u; =
— +1)(n—1—-(t+1
Do)

Deste modo, do Teorema 4.2 e das equagoes (4.3) e (4.4), obtemos

R(z) = (24 1)Q(2) = (2 + 1)°T(2) = (2 + 1)°U(2).

4.1 Resultados principais

O teorema a seguir garante a localizagao dos zeros de polindémios palindromicos de

grau par a partir de uma determinada condicao.

Teorema 4.4. Os zeros dos polindmios palindromicos de grau par, R(z) = 1+ 1rp_1(2 +
224+ 2" Y 42" comry, >0 er,_y >0, estao no circulo unitdrio se, e somente

se, rp_1 < 21,.

Demonstragao: Sejaa = (r,—1,7n-1,...,Tn-1). Entdo, m(a) = m(a) = r,_1 e L(a) = 0.
Se m(a) + L(a) < 2r,, ou seja, r,_1 < 2r,, como R(1) = 2r, + (n — 1)r,_; > 0, do
item 1. do Teorema 4.1, segue que todos os zeros de R(z) estao no circulo unitario.
Se r—1 > 2r, (m(a) > L(a) + 2r,), R(z) tem um zero real em (—oo, —1).
De fato, como
lim R(z) > 0e lim R(z) =2r, —r,_1 <0,

2—00 z——1

existe uma mudanga de sinal de R(z) em (—oo, —1). Observe que este é o caso do item
2. (i) do Teorema 4.1. -

Note que se r,—1 = 2r,, R(—1) =0 e z = —1 é um zero de multiplicidade 2 de R(z),

conforme o item 2. (i) do Teorema 4.1.

O resultado abaixo garante a localizacao dos zeros de polindémios palindréomicos de

grau impar no circulo unitario.
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Teorema 4.5. Os zeros do polinomio palindréomico de grauw n impar, n > 1,

R(z) = rp+rp(z+ 224+ 2" 1) + 12", comr, >0 er,_qy >0, estio no cir-

culo unitdrio se, e somente se,

1. rp—1 <2r, ou

2n
n—1

2. 2r, <r,_1 < Ty

Demonstracao: Do Teorema 4.1, a = (r,_1,7p-1,.--,7n_1), m(a) = m(a) = r,_1 €
L(a) = 0.

Se m(a) + L(a) < 2r,, ou seja, r,—1 < 2r,, como R(1) = 2r, + (n — 1)r,_1 > 0, do
item 1. (7) do Teorema 4.1, todos os zeros de R(z) estao no circulo unitério.

Por outro lado, se r,_; > 2r,, (m(a) > L(a) + 2r,), entdo:

2n

(i) Se rp—1 > {7 R(z) tem um zero real em (—oo, —1).

n—
De fato, como R(z) = (z + 1)Q(z), temos

n—1

lim Q(z)>0e l_i)n_llQ(z) =nr, —

Z—r—00

o1 < 0.

Isso significa que @(z) muda de sinal em (—oo, —1) e, consequentemente, R(z) tem

um zero real em (—oo, —1), como esperavamos do item 2. (i7) do Teorema 4.1.

(1) Ser,_1 <

nlrn, como R(z) = (z + 1)Q(z), temos

n—1
2

lim Q(z) >0e lile(z) =nr, — Tn—1 >0,
Zz——

Z——00
ou seja, nao existe mudanga de sinal de Q(z) em (—oo, —1) e R(2) nao tem zeros
em (—oo, —1) (todos os zeros de R(z) estao no circulo unitario), como esperavamos
do item 2. (i) do Teorema 4.1.

2n

n—1
e R(z) = (2 +1)3U(2). Além disso,

(14i) Se rp_1 = Tn, 2 = —1 & um zero de multiplicidade 3 de R(z) (do Teorema 4.4)

lim U(z) >0e lim U(z) > 0.
Z——00 z——1
Dessa forma, nao existe mudanga de sinal de U(z) em (—oo, —1) e R(z) tem todos

0s seus zeros no circulo unitéario, conforme o item 2. (i) do Teorema 4.1.

Assim, se r,_1 > 2r,, os zeros de R(z) estdo no circulo unitario se, e somente se,
2n

n—1

T'n—1 S 'n. |
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Observe que consideramos n > 1 nas condi¢oes do Teorema 4.5. Sen=1,z=—1¢éa

tnica raiz de R(z) = 0.

A origem do Teorema 4.6 esta relacionada ao Teorema 3.1, considerado o principal

resultado estudado nesta dissertacao.

Teorema 4.6. Sejam R(z) = rp + 1p1(z + 2% + - + 2" + 12", rg,m > 0, €
S(z) = R(z) + 2", v > 0.

1. Sey > 1y — 2ry, todos os zeros de S(z) encontram-se no disco unitdrio.
2. Se0 <y <r,q—2r, S(z) tem pelo menos um zero fora do disco unitdrio.

Demonstragao: Vamos escrever o polindmio S(z) da forma S(2) = s,2" + s,_12"" ! +

<o+ sg,onde S, =T+, Si =7Tp1, i =1,...,n—1, e sg = 1,. Da equagao (2.5), temos

Si(z) = 8(1212"_1 + 5(1222"_2 +oF 5(()1),

n

onde os coeficientes SS), k=0,...,n— 1, sdo definidos por (2.7). Tomando-se j = 0
temos
s = spsp —
k. — S0Sk — SnSn—k-
Substituindo os valores de s;, k= 0,1,...,n, obtemos
snl_l = snl_2 =...= sgl) =—yr,_1<0e s(()l) = —y(y+2r,) <0.

Note que, como v > 0, 0 < r, < r, +, ou seja, 0 < sg < s,, 0 Teorema 2.9 pode ser
aplicado para concluir que os zeros de S(z) estao no disco unitario se, e somente se, os
zeros de S} (z) também estao.

Observe que
—S5(2) = s+ sz 4 - 4[58V ]2m72 4 sV

Se |s(()1)| > |3§1) |, 0s coeficientes de —S}(z) estao ordenados e, pelo teorema de Enestrom-
Kakeya, os zeros de —Sj(z) estao em |z| < 1. Como os zeros de S7(z) e —S57(z) sdo os

mesmos, os zeros de Sj(z) também estdo em |z| < 1. Mas,
5671 = 15171 = 7+ 20 = 701) 2 0.

Logo, |s(()1)| > |s§1)| ¢ equivalente a v > 7,1 — 2r,,.
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Portanto, para v > r,_1 — 2r,, o polinémio S(z) tem todos seus zeros em |z| < 1, o
que demonstra o item 1.. Precisamos mostrar agora que, se 0 < v < 1,1 — 2r,,, S(2) tem
pelo menos um zero fora do disco unitario.

De fato, como
3671 = su2al = (7 + 2r = 1) = (7 + 2 = ).

Assim, [s§"] < [s{",] ¢ equivalente a y < r_; — 2r,. Pela formula de Viete, temos

S

glCZ s Cnfl = (_1)7171 17
s
0
onde (;, i =1,...,n — 1, sao os zeros de S7(z).
Logo, se v < rp,_1 — 2r,, entao
e

|<1C2...Cn,1| — n—l > 1

K

Portanto, pelo menos um zero de Sy(z) estéa fora do disco unitario. Consequentemente,
S(z) tem pelo menos um zero fora do disco unitéario, o que demonstra a validade do item
2. -

Note que para v = 0, temos S(z) = R(z) e os zeros de S(z) estao no disco unitario

sob as condicoes dos Teoremas 4.4 e 4.5.

4.1.1 Exemplos numéricos

Os resultados apresentados nesta se¢ao encontram-se ilustrados nos exemplos a seguir.

Exemplo 4.3. Vamos considerar os polindmios R(z) = 32* + 523 + 522 + 52+ 3 ¢
S(z) = R(z) +~z*. Note que, como as condigoes do Teorema 4.4 sdao satisfeitas, os zeros
do polinomio R(z) (representados pelos pontos vermelhos) estao no circulo unitdrio. Além
disso, do item 2. do Teorema 4.6, 0s zeros do polindmio perturbado S(z), para todo v > 0
(representados pelos pontos pretos), encontram-se localizados no disco unitdrio, como é

possivel observar na figura a sequir.
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Figura 4.1: Localizac¢do dos zeros do polinémio palindrémico R(z) e do polindmio pertur-
bado S(z) = R(z) + vz, para v = 0.5.

Exemplo 4.4. Considere o polinémio palindromico R(z) = 1+ 2z + 222 + 223 + 224 +
225428, Observe que, como as condig¢oes do Teorema 4.4 sdo satisfeitas, os zeros de R(z)
(representados pelos pontos vermelhos) localizam-se no circulo unitdrio ( note z = —1
€ um zero de multiplicidade 2 de R(z) ). Do item 2. do Teorema 4.6, seque que os
zeros do polinomio perturbado S(z), para todo v > 0 (representados pelos pontos pretos),

encontram-se no disco unitdrio.

Figura 4.2: Localizagao dos zeros do polindémio palindromico R(z) e do polinémio pertur-
bado S(z) = R(z) + v2°, para v = 0.8.

Exemplo 4.5. Seja R(z2) = 2+82+82%2+823+ 22" um polinémio palindrémico de grau 4.

Como r,_1 —2r, >0, do Teorema 4.4 R(z) tem um zero real em (—oo,—1). Além disso,
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do item 1. do Teorema 4.6, os zeros do polinomio S(z) estao no disco unitdrio quando

v >4 e para 0 <y <4, S(z) tem pelo menos um zero fora do disco unitdrio.

Figura 4.3: Localizac@o dos zeros do polinémio palindrémico R(z) e do polindmio pertur-
bado S(z) = R(z) +v2z°, paray =2 e vy = 4.

Na figura anterior, os pontos em vermelho representam os zeros do polinémio palindro-
mico R(z). Os zeros do polindmio perturbado S(z) = R(z) +v2® encontram-se ilustrados

na cor preta e verde para v = 2 e v = 4, respectivamente.

Exemplo 4.6. Seja S(2) = 2+32+322+3234323+3244+225. Note que a primeira condicao
do Teorema 4.5 € satisfeita e os zeros de R(z) (representados pelos pontos vermelhos) estao
no circulo unitdrio. Do Teorema 4.6, os zeros do polindmio perturbado S(z), para todo

v > 0 (representados pelos pontos pretos), estao em |z| < 1, como podemos observar na
Figura 4.4.

Figura 4.4: Localizagao dos zeros do polindémio palindromico R(z) e do polinémio pertur-
bado S(z) = R(z) 4+ v2°, para v = 0,5.
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Exemplo 4.7. Vamos considerar o polinémio R(z) = 1 + 3z + 32% + 23, Como
Tpo1 = %m, do Teorema 4.3, z = —1 é um zero de multiplicidade 3 de R(z). Do
item 1. do Teorema 4.6, os zeros do polindmio perturbado S(z) encontram-se em |z| <1
se, e somente se, v > 1 e, para 0 < v < 1, pelo menos um zero de S(z) encontra-se

localizado fora do disco unitdrio.

Figura 4.5: Localizagao dos zeros do polindémio palindromico R(z) e do polinémio pertur-
bado S(z) = R(z) + 723, para v = 0.5 e para v = 1.

Na Figura 4.5, o ponto z = —1, ilustrado em vermelho, representa o zero de multi-
plicidade 3 do polinémio palindréomico R(z). Por outro lado, os pontos ilustrados na cor
verde, localizados em |z| < 1, representam os zeros de S(z) = R(z)+2® e os pontos pretos

sdo os zeros do polinomio perturbado S(z) = R(2) + v2? para v = 0, 5.

Exemplo 4.8. Vamos considerar o polinémio R(z) = 3 + 8z + 82% + 823 + 821 + 82° +
2
825 +32". Como r,_; > —nlrn, do Teorema 4.5, R(z) tem um zero real em (—oo, —1).
n p—
Do item 1. do Teorema 4.6, os zeros do polinomio perturbado S(z) estio no disco unitdrio

quando v > 2 e, para 0 < v < 2, o polindmio perturbado S(z) tem pelo menos um zero

fora do disco unitdrio.

Na Figura 4.6, é possivel observar que, dentre os pontos ilustrados em vermelho (zeros
do polinémio palindromico R(z)), existe um zero real em (—oo, —1). Por outro lado, os
zeros do polindomio S(z) = R(z) + 727, para v = 2 (pontos ilustrados na cor verde),
encontram-se em |z| < 1. Quando v = 1 (pontos pretos), é possivel verificar que existe
pelo menos um zero de S(z) = R(z) + 27 fora do disco unitario. Para este caso, nota-se

que existem dois zeros de S(z) em |z| > 1.
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Figura 4.6: Localizacao dos zeros do polinémio palindrémico R(z) e do polindmio pertur-
bado S(z) = R(z) + 72", paray=1¢e v =2.



CAPITULO

5

Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos um teorema importante no que diz respeito a localizagao
de zeros de polinomios. Este resultado, que foi publicado recentemente em |[3], originou-se
de um problema relacionado a polindmios caracteristicos associados aos métodos (K, L)
de Brown, que encontra-se em aberto em [15]. Nessa pesquisa, investigamos o resultado
citado anteriormente com o intuito de obtermos novos resultados. Essa investigagao se
deu a partir do seguinte estudo: primeiro, realizamos uma analise dos principais resulta-
dos classicos sobre zeros de polinémios, que podem ser encontrados, principalmente nos
textos [13] e [16]; na sequéncia, apresentamos uma ideia geral sobre polindomios ortogonais
e formulas de quadratura, cujos resultados encontram-se em [2| e [8]; além disso, conside-
ramos uma apresentacao concisa de algumas classes de métodos numéricos para solucao
de equagoes diferenciais ordinarias, sendo eles os métodos (K, L) de Brown e os métodos
de Radau I e Radau II, que podem ser vistos, de forma mais detalhada, em [7] e [14].

Inicialmente, partimos da hipdtese de que o polinémio perturbado S(z) do teorema
investigado esté relacionado aos polinémios caracteristicos dos métodos (K, L) de Brown.
Até entao, nao escrevemos nada de novo, pois este resultado encontra-se em |14, mas apre-
sentamos alguns exemplos interessantes utilizando tais polinomios. Em seguida, iniciamos
um estudo direcionado & familia de métodos de Radau, especificamente para os métodos
de Radau I e Radau II. A partir desses métodos, determinamos expressoes gerais para
os coeficientes dos polinémios que satisfazem as hipoteses do teorema em anélise. Além
desse avancgo, no final desta dissertagao exploramos uma classe especial de polinémios,
conhecidos na literatura como polinémios palindromicos. Utilizando esses polindmios,
conseguimos novos resultados que deram origem ao artigo “Palindromic and perturbed
polynomials: zeros location”, submetido para publicacao em uma importante revista da

area de Analise Numérica.
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