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Resumo

Este trabalho consiste em apresentar um estudo de um resultado publicado recente-

mente, relacionado ao comportamento de zeros de polinômios perturbados. Utilizando os

métodos numéricos para a solução de equações diferenciais ordinárias, os métodos (K,L)

de Brown e os métodos de Radau (Radau I e Radau II), exemplificamos tal resultado,

mostrando a sua validade para alguns polinômios característicos dos métodos citados.

Além disso, obtivemos uma extensão deste resultado para uma classe de polinômios pa-

lindrômicos, estabelecendo o comportamento de seus zeros em relação ao disco unitário.

Palavras-Chave: Zeros de polinômios perturbados. Polinômios palindrômicos. Disco

unitário.



Abstract

This work presents a study of a result published recently, related to the behavior of

zeros of perturbed polynomials. Through numerical methods for the solution of ordinary

differential equations, Brown (K,L) methods and Radau methods ( Radau I and Radau

II), we exemplify this result, showing its validity for some characteristic polynomials of

the mentioned methods. Furthermore, we obtained an extension of this result to a class of

palindromic polynomials, establishing the behavior their zeros of polynomials with respect

to the unit disk.

Keywords: Zeros of pertubed polynomials. Palindromic polynomials. Unit disk.
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Capítulo

1

Introdução

Em Matemática, os polinômios formam uma classe importante de funções que, devido

à natureza de sua estrutura, são muito simples de se avaliar e por consequência são uti-

lizados extensivamente na Análise Numérica. Historicamente, as questões relacionadas

aos polinômios dão origem a muitos problemas interessantes. O comportamento dos zeros

dos polinômios, por exemplo, é uma das subáreas clássicas da Análise que, além de pos-

suir um vasto campo de aplicações em diversas áreas do conhecimento, abrange muitos

problemas em aberto. Várias celebridades como Gauss, Cauchy, Hermite, Jensen, Dieu-

donné e Pólya contribuíram nessa área e, também, novos pesquisadores têm se dedicado

às pesquisas para novas contribuições.

Instigados a provar a validade da Conjectura 1.1, enunciada a seguir (para maiores

detalhes vide [15]), em [3] os autores demonstraram, a partir de resultados clássicos sobre

zeros de polinômios, um resultado que determina a localização dos zeros de algumas

classes de polinômios, a partir de um polinômio primitivo, cujos coeficientes satisfazem

algumas condições e cujos zeros encontram-se em |z| ≤ 1. Neste contexto, este trabalho

consiste em apresentar um estudo detalhado de tal resultado, onde foram apresentadas

classes de polinômios que satisfazem as condições do principal resultado de [3] (polinômios

característicos dos métodos de Radau I e Radau II). Como consequência desse estudo, foi

possível mostrar que os zeros do polinômio S(z) = R(z) + γzn, com

R(z) = rnz
n + rn−1(z

n−1 + zn−2 + · · ·+ z) + rn,

onde rn−1, rn > 0 e γ ∈ (0,∞) ∩ [rn−1 − 2rn,∞) , encontram-se em |z| ≤ 1. Tal resultado

foi apresentado no trabalho [4], submetido para publicação.
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Conjectura 1.1 ([15]). Considere o polinômio

P (z) =
n∑

i=0

aiz
i, 0 < a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an−1, an > 0.

Se as raízes da equação P (z) = 0 encontram-se no disco unitário e nan > (n − 1)an−1,

então os zeros do polinômio perturbado S(z) = P (z) + γzn estão no disco unitário, para

todo γ > 0.

Com o intuito de facilitar a leitura desta dissertação, convencionamos as seguintes

nomenclaturas:

(i) |z| ≤ 1 refere-se a disco unitário;

(ii) |z| < 1 refere-se a interior do disco unitário;

(iii) |z| > 1 refere-se a fora do disco unitário;

(iv) |z| = 1 refere-se a círculo unitário;

(v) polinômio perturbado refere-se ao polinômio cujo coeficiente dominante an fora subs-

tituído por an + γ, γ > 0.

Para expor a proposta de trabalho, esta dissertação encontra-se organizada da maneira

detalhada abaixo.

No Capítulo 2 encontra-se uma revisão bibliográfica que reúne desde conceitos básicos

a resultados clássicos sobre zeros de polinômios. A princípio foi definido um polinômio

de grau n e, em seguida, os teoremas clássicos, como o teorema fundamental da álgebra

e o teorema da decomposição, foram enunciados. A primeira seção deste capítulo traz

uma subseção direcionada às relações entre coeficientes e raízes, também conhecidas como

fórmulas de Viète. Essas relações são fundamentais para o desenvolvimento deste estudo,

pois são utilizadas na demonstração de outros resultados importantes.

A segunda seção do Capítulo 2 consiste de resultados clássicos que apresentam regiões

onde estão localizados os zeros de polinômios. Além disso, nessa seção apresentamos

exemplos práticos que são importantes para a obtenção de novos resultados. Na sequência,

a Seção 2.3 traz alguns resultados sobre o número de zeros de um determinado polinômio

com relação ao disco unitário, os quais podem ser encontrados com maiores detalhes em

[13]. Essa seção tem por finalidade apresentar o estudo de algumas classes de polinômios

a partir dos resultados citados anteriormente.

Para finalizar o Capítulo 2, a Seção 2.4 traz uma abordagem concisa sobre a teoria

dos polinômios ortogonais, enfatizando uma das classes de polinômios ortogonais clássi-

cos, os polinômios de Legendre. Como aplicação dos polinômios ortogonais, nesta seção
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apresentamos alguns resultados sobre as fórmulas de quadratura. Essa teoria se faz ne-

cessária, pois será utilizada na determinação de expressões gerais para os coeficientes dos

polinômios relacionados aos métodos de Radau, como veremos no próximo capítulo.

No Capítulo 3 encontra-se um dos principais resultados estudados nesse trabalho,

um teorema, cuja origem está relacionada aos polinômios característicos associados aos

métodos (K,L) de Brown. No entanto, sua formulação se verifica apenas para uma classe

de polinômios que satisfazem determinadas condições que serão apresentadas no decorrer

do capítulo. Para exemplificar tal resultado, serão apresentadas algumas propriedades dos

polinômios característicos relacionados aos métodos (K,L) de Brown e de Radau, que são

métodos numéricos para a solução de equações diferenciais ordinárias.

Por fim, o Capítulo 4 consiste em estudar alguns resultados relacionados aos polinômios

palindrômicos, definidos no Capítulo 2. Esse último estudo deu origem ao artigo [4],

submetido para publicação.



Capítulo

2

Resultados Preliminares

Neste capítulo apresentamos desde resultados básicos até resultados clássicos sobre

zeros de polinômios. Tais resultados e definições, fundamentais para o desenvolvimento

desta dissertação, encontram-se principalmente nos textos [13] e [16].

2.1 Resultados clássicos sobre zeros de polinômios

Dada a sequência de números complexos a0, a1, . . . , an, consideramos a função

P : C �−→ C dada por

P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n.

A função P é denominada função polinomial ou polinômio associado à sequência dada.

Os números a0, a1, . . . , an são chamados coeficientes e as parcelas a0, a1z, a2z
2, . . . , anz

n

são chamados termos do polinômio P (z).

Seja z0 um zero do polinômio P (z). Dizemos que z0 é um zero simples de P (z) se z0

tem multiplicidade 1.

O teorema a seguir garante que toda equação polinomial não constante com coeficientes

complexos possui todas as soluções em C.

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Álgebra). Todo polinômio não-nulo P (z)

de grau n com coeficientes complexos ai, i = 0, 1, . . . , n, tem exatamente n zeros comple-

xos, z1, z2, . . . , zn.

Como consequência imediata do teorema anterior, temos o seguinte resultado.

5
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Teorema 2.2 (Teorema da decomposição). Seja P (z) =
n∑

i=0

aiz
i um polinômio de

grau n, n ≥ 1, com coeficientes complexos ai, i = 0, 1, . . . , n. O polinômio P (z) pode

ser unicamente representado por

P (z) = an (z − z1) (z − z2) . . . (z − zn) ,

onde z1, z2, . . . , zn são zeros complexos do polinômio P (z).

As demonstrações dos Teoremas 2.1 e 2.2 encontram-se em [17].

Teorema 2.3 (Teorema de Rouché). Sejam P (z) e Q(z) funções analíticas no interior

de uma curva de Jordan C simples e fechada. Se P e Q são contínuas em C e

|P (z)| > |Q(z)|, z ∈ C,

então F (z) = P (z) +Q(z) e Q(z) têm o mesmo número de zeros no interior de C.

Note que o círculo unitário é um caso particular da curva C do Teorema 2.3.

2.1.1 Relações entre coeficientes e raízes

Sendo P (z) =
n∑

i=0

aiz
i um polinômio de grau n, nesta subseção mostraremos que é

possível deduzir relações entre seus zeros e seus coeficientes.

Dado o polinômio

P (z) = a0 + a1z + · · ·+ an−2z
n−2 + an−1z

n−1 + anz
n, an 	= 0, (2.1)

cujos zeros são z1, z2, z3, . . . , zn. Do Teorema 2.2, podemos escrever (2.1) como

P (z) = an(z − z1)(z − z2)(z − z3) . . . (z − zn).

Assim,

P (z) = anz
n − an (z1 + z2 + z3 + · · ·+ zn)︸ ︷︷ ︸

S1

zn−1

+an (z1z2 + z1z3 + · · ·+ zn−1zn)︸ ︷︷ ︸
S2

zn−2

−an (z1z2z3 + z1z2z4 + · · ·+ zn−2zn−1zn)︸ ︷︷ ︸
S3

zn−3

+ · · ·+ (−1)kanSkz
n−k + · · ·+ (−1)nan (z1z2z3 . . . zn)︸ ︷︷ ︸

Sn

.
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Logo, por (2.1),

S1 = z1 + z2 + z3 + · · ·+ zn = −an−1
an

;

S2 = z1z2 + z1z3 + z1z4 + · · ·+ zn−1zn =
an−2
an

;

S3 = z1z2z3 + z1z2z4 + · · ·+ zn−2zn−1zn = −an−3
an

;

...

Sk = (−1)k an−k
an

;

...

Sn = z1z2z3 . . . zn = (−1)n a0
an

.

As relações entre coeficientes e raízes apresentadas anteriormente, são conhecidas na

literatura como fórmulas de Viète1.

2.2 Limitantes para as raízes

Nesta seção não nos limitaremos a interesses teóricos, pois necessitamos também de

exemplos práticos, que são fundamentais para a obtenção de novos resultados. Neste

contexto, esta seção consiste em apresentar importantes resultados sobre a localização de

zeros de polinômios, além de exemplificá-los.

A seguir, será apresentado um teorema cujo objetivo é determinar uma região anelar

que contém todos os zeros de um polinômio complexo.

Teorema 2.4. Sejam P (z) = a0 + a1z+ · · ·+ anz
n, onde a0, an 	= 0, um polinômio com

coeficientes complexos,

M = max
0≤i≤n−1

|ai| e M ′ = max
1≤i≤n

|ai|.

Então, todos os zeros de P (z) satisfazem

|a0|
|a0|+M ′

< |z| < 1 +
M

|an| .

1François Viète nasceu no ano de 1540 em Fontenay-le-Comte, na França, e morreu no dia 13 de
dezembro de 1603 em Paris. Apaixonado por álgebra, esse matemático francês foi responsável pela
introdução da primeira notação algébrica sistematizada, além de contribuir para a teoria das equações.
Ficou conhecido como o Pai da Álgebra.
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Demonstração: De fato, considere |z| > 1. Assim,

|P (z)| = |a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n|
= |anzn − (−an−1zn−1 − · · · − a1z − a0)|
≥ |anzn| − |an−1zn−1 + · · ·+ a1z + a0|
≥ |an||zn| − (|an−1||z|n−1 + · · ·+ |a1||z|+ |a0|)
≥ |an||zn| −M(|z|n−1 + · · ·+ |z|+ 1)

= |an||z|n
(
1− M

|an|
n∑

k=1

|z|−k
)

> |an||z|n
(
1− M

|an|
∞∑
k=1

|z|−k
)

= |an||z|n
(
1− M

|an|(|z| − 1)

)

= |an||z|n
⎡
⎣ |z| −

(
1 + M

|an|

)
|z| − 1

⎤
⎦ .

Deste modo, se |z| > 1 +
M

|an| , então P (z) > 0, ou seja, P (z) 	= 0 para todo z tal que

|z| > 1 +
M

|an| .

Logo, |z| < 1+
M

|an| é um limitante superior para o módulo dos zeros do polinômio P .

Agora, basta determinar um limitante inferior. Para isso, vamos considerar

Q(z) = znP

(
1

z

)
= an + an−1z + · · ·+ a0z

n.

Ao aplicar o resultado obtido anteriormente, observamos que os zeros do polinômio

Q(z) encontram-se em |z| < 1 +
M ′

|a0| .

Mas, considerando zk um zero de Q(z), então
1

zk
é zero de P (z). Desta maneira,

1

|zk| < 1 +
M ′

|a0| ⇒ |zk| > |a0|
|a0|+M ′

.

Portanto, todos os zeros do polinômio P (z) estão localizados na região anelar

A =

{
z ∈ C | |a0|

|a0|+M ′
< |z| < 1 +

M

|an|
}
.

Exemplo 2.1. Seja P (z) = 0.5z3 + 0.3z2 − 0.3z + 1. Utilizando o Teorema 2.4, deter-

minamos a região anelar A = {z ∈ C | 0.67 ≤ |z| ≤ 3}, ilustrada em azul, na qual estão
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localizados todos os zeros do polinômio P (z), representados pelos pontos em vermelho na

Figura 2.1.

Figura 2.1: Localização dos zeros do polinômio P (z) = 0.5z3 + 0.3z2 − 0.3z + 1.

O resultado a seguir determina um disco que contém todos os zeros de um polinômio

com coeficientes reais.

Teorema 2.5. Seja P (z) = a0 + a1z + · · · + anz
n um polinômio de grau n, tal que

a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ an e an, a0 	= 0. Então, todos os zeros de P (z) estão no disco

determinado por

|z| ≤ an − a0 + |a0|
|an| .

Demonstração: De fato, seja R(z) = znQ

(
1

z

)
, onde

Q(z) = anz
n+1 + (1− z)P (z) = a0 +

n∑
k=1

(ak − ak−1)z
k.

Então, para |z| ≤ 1,

|R(z)| =

∣∣∣∣znQ
(
1

z

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a0zn +

n∑
k=1

(ak − ak−1)z
n−k

∣∣∣∣∣
≤ |a0||z|n +

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(ak − ak−1)z
n−k

∣∣∣∣∣ .
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Logo,

|R(z)| ≤ |a0|+
n∑

k=1

(ak − ak−1)

= |a0|+ an − a0.

Deste modo, ∣∣∣∣Q
(
1

z

)∣∣∣∣ ≤ |a0|+ an − a0
|z|n ,

e assim,

|Q(z)| ≤ (|a0|+ an − a0)|z|n, com |z| ≥ 1.

Para |z| ≥ 1, segue que

|(z − 1)P (z)| = |anzn+1 −Q(z)|

≥ |an||z|n+1 − |Q(z)|

≥ |an||z|n+1 − (|a0|+ an − a0)|z|n

= |z|n [|an||z| − (|a0| − an + a0)]

= |z|n|an|
[
|z| −

( |a0| − an + a0
|an|

)]
.

Como an − a0 = |an − a0|, segue que

r =
|a0|+ an − a0

|an| ≥ 1.

Note que se |z| > r, então |(z − 1)P (z)| > 0. Portanto, P (z) não possui zeros em

|z| > r, ou seja, todos os zeros de P (z) encontram-se em |z| ≤ r.

Exemplo 2.2. Seja P (z) = 2z5+2z3−0.3z2−0.4z−0.5 um polinômio cujos coeficientes

satisfazem as hipóteses do teorema anterior. Então, podemos concluir que todos os zeros

deste polinômio, ilustrados em vermelho, encontram-se no disco |z| ≤ 1.5, como pode ser

observado na figura a seguir.
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Figura 2.2: Localização dos zeros do polinômio P (z) = 2z5 + 2z3 − 0.3z2 − 0.4z − 0.5.

O teorema a seguir, resultado clássico da teoria da distribuição de zeros de polinô-

mios, é uma consequência do resultado anterior, que tem por finalidade localizar zeros de

polinômios. Maiores detalhes desse teorema encontram-se em [13].

Teorema 2.6 (Eneström-Kakeya). Seja P (z) = a0 + a1z + · · · + anz
n um polinômio

cujos coeficientes reais ai, i = 0, . . . , n, satisfazem an ≥ an−1 ≥ · · · ≥ a1 ≥ a0 > 0. Então,

P (z) não possui zeros em |z| > 1, ou seja, os zeros de P (z) encontram-se em |z| ≤ 1.

Exemplo 2.3. Dado o polinômio P (z) = 10z6 + 5.5z5 + 4z4 + 2.5z3 + 1.5z2 + z + 0.75,

cujos coeficientes satisfazem a ordenação do Teorema 2.6, é possível concluir que os zeros

de P (z) encontram-se localizados no disco unitário |z| ≤ 1.

Figura 2.3: Localização dos zeros do polinômio P (z) = 10z6+5.5z5+4z4+2.5z3+1.5z2+

z + 0.75.
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O próximo teorema é um caso mais generalizado do teorema de Eneström -

Kakeya, que exibe uma região anelar contendo todos os zeros de um determinado po-

linômio. Esse resultado encontra-se em [1].

Teorema 2.7. Seja P (z) =

n∑
i=0

aiz
i um polinômio de grau n, tal que n ≥ 1 e ak > 0 para

k = 0, 1, . . . , n. Considerando

α = min
0≤k<n

{
ak
ak+1

}
e β = max

0≤k<n

{
ak
ak+1

}
,

segue que todos os zeros de P (z) estão na região anelar A = {z ∈ C | α ≤ |z| ≤ β}.

Exemplo 2.4. Seja P (z) = 10z6 + 5.5z5 + 4z4 + 2.5z3 + 1.5z2 + z + 0.75 o polinômio

apresentado no Exemplo 2.3. De acordo com o Teorema 2.7, é possível exibir a região

α ≤ |z| ≤ β, onde α e β são determinados a partir do menor e maior valores, respectiva-

mente, entre os valores dados por

a0
a1

= 0.75,
a1
a2

= 0.67,
a2
a3

= 0.6,
a3
a4

= 0.6,
a4
a5

= 0.7 e
a5
a6

= 0.5.

Logo, temos α = 0.5 e β = 0.75. Portanto, os zeros do polinômio P (z) estão em

0.5 ≤ |z| ≤ 0.75, como podemos ver na Figura 2.4.

Figura 2.4: Região anelar 0.5 ≤ |z| ≤ 0.75, que representa a localização dos zeros de P (z).

A figura a seguir ilustra uma comparação entre os Teoremas 2.6 e 2.7, em relação à

localização dos zeros do polinômio P (z) = 10z6 + 5.5z5 + 4z4 + 2.5z3 + 1.5z2 + z + 0.75.
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Figura 2.5: Comparação entre os Teoremas 2.6 e 2.7, em relação à localização dos zeros

do polinômio P (z).

Ao analisar a Figura 2.5, nota-se que utilizando o Teorema 2.7 é possível obter uma

região mais refinada do que a região obtida pelo Teorema 2.6 para a localização dos zeros

de P (z). No entanto, isso não significa que o teorema de Eneström-Kakeya seja menos

importante, já que este resultado é muito utilizado em problemas de estabilidade de

métodos numéricos, onde é necessário analisar se os zeros de um determinado polinômio

estão localizados no disco unitário.

O lema a seguir relaciona a localização dos zeros de um determinado polinômio com

seus coeficientes de menor e maior graus, respectivamente.

Lema 2.1. Se o polinômio P (z) =

n∑
i=0

aiz
i, ai ∈ R, tem todos os seus zeros em |z| ≤ 1,

então |a0| ≤ |an|. Mas, se pelo menos um desses zeros estiver no interior do disco unitário,

então |a0| < |an|.

Demonstração: Sejam z1, z2, . . . , zn os zeros de P (z) em |z| ≤ 1. Usando as fórmulas

de Viète, obtemos

(−1)n a0
an

= z1z2 . . . zn.

Assim, ∣∣∣∣a0an
∣∣∣∣ = |z1z2 . . . zn| = |z1||z2| . . . |zn| ≤ 1,

cuja desigualdade é estrita se pelo menos um dos zeros estiver no interior do disco

unitário.
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2.3 Número de zeros de um polinômio

Nesta seção são apresentados resultados importantes que permitem determinar o nú-

mero de zeros de um dado polinômio em relação ao disco unitário, onde esses zeros podem

estar localizados em |z| < 1 ou |z| > 1, ou ainda, em |z| = 1. Além disso, através desses

resultados será possível relacionar a quantidade de zeros entre as sequências de polinômios

Pj(z) e P ∗j (z), definidas no decorrer desta seção.

2.3.1 Algumas classes de polinômios

Seja z �→ P (z) um polinômio de grau n dado por

P (z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n =

n∑
i=0

aiz
i = an

n∏
j=1

(z − zj), (2.2)

cujos zeros são z1, z2, . . . , zn e ai ∈ R. Vamos denotar por p (p ≤ n) o número de zeros

que o polinômio P tem em um determinado disco que, sem perda de generalidade, pode

ser tomado como o disco unitário.

Definição 2.1. Associado ao polinômio P (z), consideraremos o polinômio P ∗(z), cha-

mado de recíproco de P (z), dado por

P ∗(z) = znP̄

(
1

z

)
= ā0z

n + ā1z
n−1 + · · ·+ ān = ā0

n∏
j=1

(z − z∗j ), (2.3)

cujos zeros z∗k =
1

z̄k
são os inversos dos zeros zk de P (z) com relação ao círculo unitário.

Definição 2.2. Dado o polinômio P (z), se P (z) = P ∗(z), dizemos que P é um polinômio

auto-recíproco.

A classe de polinômios definida a seguir será utilizada para exemplificar o principal

resultado estudado nesta dissertação.

Definição 2.3. Se o polinômio P (z) é auto-recíproco e, além disso, se seus coeficientes

são todos reais, dizemos que P (z) é um polinômio palindrômico.

O resultado abaixo é caracterizado por relacionar a quantidade de zeros dos polinômios

P (z) e P ∗(z), em relação ao disco unitário, e encontra-se em [13].

Teorema 2.8. Sejam P (z) e P ∗(z) polinômios de grau n definidos em (2.2) e (2.3),

respectivamente. Então,
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(i) qualquer zero de P (z) em |z| = 1 é também um zero de P ∗(z);

(ii) se todos os zeros de P (z) encontram-se em |z| > 1, ou seja, P (z) não tem zeros no

disco unitário, então P ∗(z) possui todos os seus zeros em |z| < 1;

(iii) supondo que P (z) possui p zeros em |z| ≤ 1, então P ∗(z) tem n−p zeros em |z| < 1.

O valor do polinômio P ∗(z) no círculo unitário é dado por

P ∗(eiθ) = ā0

n∏
j=1

(
eiθ − 1

z̄j

)
=

ā0e
inθ(−1)n

z̄1z̄2 . . . z̄n

n∏
j=1

(e−iθ − z̄j) = einθP̄ (e−iθ).

Assim, ∣∣P ∗(eiθ)∣∣ = ∣∣P (eiθ)
∣∣ . (2.4)

2.3.2 Sequências de polinômios

A partir dos polinômios P (z) e P ∗(z), é possível determinar a sequência de polinômios

dada pela definição a seguir.

Definição 2.4. Dado o polinômio P (z), considere a sequência de polinômios Pj(z) defi-

nida por

Pj(z) =

n−j∑
k=0

a
(j)
k zk, onde P0(z) = P (z) e (2.5)

Pj+1(z) := ΔPj(z) := ā
(j)
0 Pj(z)− a

(j)
n−jP

∗
j (z), j = 0, 1, . . . , n− 1, (2.6)

com P ∗0 (z) = P ∗(z).

Da igualdade (2.6), segue que os coeficientes de Pj+1(z) satisfazem a relação de recor-

rência dada por

a
(j+1)
k = ā

(j)
0 a

(j)
k − a

(j)
n−j ā

(j)
n−j−k, k = 0, 1, . . . , n− j e j = 0, 1, . . . , n. (2.7)

Definição 2.5. Em cada polinômio da sequência Pj(z), o termo constante a
(j)
0 é um

número real que será denotado por δj. Desta maneira, segue que

δj+1 := a
(j+1)
0 :=

∣∣∣a(j)0

∣∣∣2 − ∣∣∣a(j)n−j

∣∣∣2 , (2.8)

com j = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Os próximos resultados relacionam a quantidade de zeros de Pj(z) e Pj+1(z) em relação

ao disco unitário e serão utilizados na análise dos resultados apresentados no Capítulo 3.
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Lema 2.2. O polinômio Pj(z) satisfaz ΔP ∗j (z) = −Pj+1(z), para todo j ∈ N.

Demonstração: De fato, da Definição 2.4 temos

Pj+1(z) =

n−j−1∑
k=0

a
(j+1)
k zk,

onde os coeficientes a(j+1)
k são dados pela igualdade (2.7).

Sejam

Pj(z) = a
(j)
0 + a

(j)
1 z + · · ·+ a

(j)
n−jz

n−j e P ∗j (z) = ā
(j)
0 zn−j + ā

(j)
1 zn−j−1 + · · ·+ ā

(j)
n−j.

Vamos escrever o polinômio P ∗j (z) na forma

P ∗j (z) = Q(z) = b0 + b1z + · · ·+ bn−jz
n−j, onde bk = ā

(j)
n−j−k.

Da Definição 2.4 é possível determinar o polinômio

ΔQ(z) = ΔP ∗j (z) = b
(1)
0 + b

(1)
1 z + · · ·+ b

(1)
n−j−1z

n−j−1,

onde os coeficientes b(1)k são dados pela expressão (2.7), resultando em

b
(1)
k = b̄0bk − bn−j b̄n−j−k.

Mas, como bk = ā
(j)
n−j−k, segue que b

(1)
k = a

(j)
n−j ā

(j)
n−j−k − ā

(j)
0 a

(j)
k . Deste modo, de (2.7),

b
(1)
k = −a(j+1)

k , o que demonstra o lema.

Lema 2.3. Se o polinômio Pj tem pj zeros no interior do disco unitário e δj+1 	= 0, então

Pj+1 tem

pj+1 =

{
pj, se δj+1 > 0,

n− j − pj, se δj+1 < 0,
(2.9)

zeros em |z| < 1. Além disso, os zeros de Pj+1 são os mesmos zeros de Pj em |z| = 1.

Demonstração: Inicialmente mostraremos a validade deste resultado para o caso em

que δj+1 > 0.

De fato, da igualdade (2.4), com P (z) substituído por Pj(z), e da expressão (2.8),

segue que ∣∣∣a(j)n−jP
∗
j (z)

∣∣∣ < ∣∣∣a(j)0 Pj(z)
∣∣∣ , z ∈ C. (2.10)
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Vamos tomar ε > 0 de tal forma que a desigualdade anterior seja válida para z ∈ C ′,

sendo C ′ a circunferência definida por C ′ = {z ∈ C / |z| = 1− ε}, e que Pj(z) 	= 0 para

1− ε ≤ |z| < 1.

Do Teorema 2.3 segue que o polinômio Pj+1(z) tem no disco unitário o mesmo número

pj de zeros que ā(j)0 Pj(z). Assim, se sgnδj+1 = 1, onde sgn representa o sinal de δj+1, este

número é determinado pela equação (2.9).

Agora, provaremos para o caso em que δj+1 < 0.

Seja ∣∣∣a(j)0 Pj(e
iθ)
∣∣∣ < ∣∣∣a(j)n−jP

∗
j (e

iθ)
∣∣∣ . (2.11)

Utilizando o mesmo raciocínio do caso anterior, concluímos que o polinômio Pj+1(z) tem

no disco unitário o mesmo número (n− j − pj) de zeros que a
(j)
n−jP

∗
j (z). Como para este

caso temos sgnδj+1 = −1, o número de zeros também é determinado pela equação (2.9).

Por outro lado, da equação (2.6), vemos que, em |z| ≤ 1, todos os zeros de Pj, sendo

também um dos zeros de P ∗j , é um zero de Pj+1. Mas, das desigualdades (2.10) e (2.11),

segue que qualquer ponto no disco unitário, que não é zero de Pj, também não é zero de

Pj+1.

Portanto, provamos a validade do Lema 2.3 para ambos os casos.

Os resultados a seguir se fazem indispensáveis pois serão utilizados na demonstração

de dois importantes teoremas estudados nesta dissertação.

Lema 2.4. Seja P (z) um polinômio com coeficientes reais. Se P (z) tem q zeros em

|z| ≤ 1, então Pn−q+1(z) ≡ 0. Em particular, se P (z) tem todos os seus zeros no disco

unitário, então ΔP (z) ≡ 0.

Demonstração: De fato, da última afirmação do Lema 2.3, Pn−q+1(z) tem os mesmos

zeros que Pn−q(z) no círculo unitário. Utilizando o mesmo argumento, é possível afirmar

que esse polinômio tem os mesmos zeros que Pn−q−1 em |z| = 1 e, portanto, tem os mesmos

zeros que P (z) no círculo unitário. Logo, por construção, Pn−q+1(z) é um polinômio de

grau menor ou igual a q − 1. Em outras palavras, ele deve se anular.

Teorema 2.9. Se 0 < |a0| < |an|, P (z) tem todos os seus zeros no disco unitário se, e

somente se, ΔP ∗(z) tem também todos os seus zeros em |z| ≤ 1.

Demonstração: Primeiro mostraremos o caso em que |a0| < |an|, e os zeros de P (z) e

de ΔP ∗(z) encontram-se todos em |z| < 1. Note que δ1 = |a0|2 − |an|2 < 0. Assim, do

Lema 2.3, segue que pj+1 = n− j − pj. Como os zeros de P (z) estão no interior do disco

unitário, pelo Lema 2.3 temos p0 = n, donde segue que p1 = 0, ou seja, todos os zeros de

P1(z) estão localizados fora do disco unitário. Portanto, os zeros de ΔP ∗(z) encontram-se

em |z| < 1.
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Reciprocamente, se ΔP ∗(z) tem todos seus zeros no interior do disco unitário, então

p1 = 0. Desta forma, do Lema 2.3, p0 = n. Isso significa que P (z) tem todos os seus zeros

em |z| < 1, o que prova a validade deste teorema para este caso mais simples.

Agora, vamos considerar o caso em que P (z) tem m zeros em |z| < 1 e q zeros no

círculo unitário (m+ q = n). Então, temos

P (z) = an(z − z1)(z − z2) . . . (z − zq)R(z),

onde zi, i = 1, 2, . . . , q, são os zeros de P (z) tais que |zi| = 1 e R(z) = c0 + · · · + cmz
m é

um polinômio que tem todos seus zeros em |z| < 1 (consequentemente, R∗(z) tem todos

seus em |z| > 1).

Observe que cm = 1,

c0 =
(−1)qa0

anz1z2 . . . zq
(2.12)

e 0 < |c0| < |cm|.
Como P (z) e P ∗(z) têm os mesmos zeros no círculo unitário, podemos escrever

P ∗(z) = znP

(
1

z̄

)
=

ā0
c̄0
(z − z1)(z − z2) . . . (z − zq)R

∗(z)

e, assim, P ∗(z) tem todos os zeros em |z| ≥ 1.

Do Lema 2.3, P (z) tem os mesmos zeros que ΔP (z) em |z| = 1. Além disso, de (2.6),

podemos escrever

ΔP (z) = ā0an(z − z1)(z − z2) . . . (z − zq)R(z)− anā0
c̄0

(z − z1)(z − z2) . . . (z − zq)R
∗(z)

=
ā0an
c̄0

(z − z1)(z − z2) . . . (z − zq)(c̄0R(z)− cmR
∗(z))

=
ā0an
c̄0

(z − z1)(z − z2) . . . (z − zq)ΔR(z).

Deste modo, da equação (2.12), obtemos

ΔP ∗(z) =

∣∣∣∣a0c0
∣∣∣∣2 (z − z1)(z − z2) . . . (z − zq)ΔR∗(z).

Para concluir esta demonstração, precisamos aplicar o Lema 2.3 no polinômio R(z).

Note que, neste caso, δ1 = |c0|2 − |cm|2 < 0. Como, por construção, R(z) tem todos seus

zeros no interior do disco unitário, ou seja, r0 = m, pelo Lema 2.3, r1 = 0, para j = 0.

Assim, os zeros de ΔR(z) estão localizados fora do disco unitário. Consequentemente, os
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zeros de ΔR∗(z) encontram-se dentro do disco unitário e ΔP ∗(z) tem todos os seus zeros

em |z| ≤ 1. Reciprocamente, se ΔR∗(z) tem todos seus zeros no interior do disco unitário,

então r1 = 0. Assim, do Lema 2.3, segue que r0 = m e, portanto, é possível concluir que

P (z) tem todos os seus zeros em |z| ≤ 1.

2.4 Polinômios ortogonais

Nesta seção apresentaremos alguns resultados relacionados à teoria de polinômios or-

togonais. Esta teoria abrange uma rica fonte de pesquisa que resulta em aplicações nos

mais diversos campos de diferentes áreas. Esses polinômios são ferramentas indispensáveis

para a solução de muitos problemas, além de possuir uma importante contribuição para

os estudos relacionados a equações diferenciais, frações contínuas e estabilidade numérica,

por exemplo.

Dentre os polinômios ortogonais, destacam-se os polinômios ortogonais clássicos. De

acordo com [8], são os chamados polinômios de Jacobi (incluindo os casos especiais de

Legendre, de Chebyshev de 1a e 2a espécies e de Gegenbauer), de Laguerre e de Her-

mite. Neste contexto, a Subseção 2.4.3 traz uma pequena abordagem de resultados sobre

os polinômios de Legendre, que serão utilizados para exemplificar o principal resultado

estudado neste trabalho, que encontra-se no Capítulo 3.

2.4.1 Sequência de polinômios ortogonais

Esta subseção apresenta alguns resultados relacionados aos polinômios ortogonais, que

podem ser encontrados de forma mais detalhada em [2].

A função definida a seguir assume um papel fundamental na teoria dos polinômios

ortogonais.

Definição 2.6. Sejam (a, b) um intervalo real, −∞ ≤ a < b ≤ ∞, e w(z) uma função

definida e não-negativa em (a, b). Vamos supor que

∫ β

α

w(z)d(z) > 0

para qualquer subintervalo [α, β] de (a, b). Toda função que satisfaz essa propriedade é

chamada de função peso em (a, b).

A integral a seguir define um produto interno entre duas funções f e g.
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Definição 2.7. Sejam f e g duas funções definidas em (a, b). Consideramos o produto

interno entre f e g dado por

〈f, g〉 =
∫ b

a

f(z)g(z)w(z)dz.

Definição 2.8. As funções f(z) e g(z) são ortogonais em (a, b) com relação à função

peso w(z) se 〈f, g〉 = 0.

Definição 2.9 ( Sequência de Polinômios Ortogonais). Dizemos que a sequência de

polinômios {Pn(z)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais (SPO) com relação à

função peso w(z) no intervalo (a, b) se

(i) Pn(z) é de grau exatamente n, n ≥ 0;

(ii) 〈Pn, Pm〉 =
∫ b

a

Pn(z)Pm(z)w(z)dz =

⎧⎨
⎩0, se n 	= m,

ρn 	= 0, se n = m.

Note que, neste caso, ρn > 0, pois
∫ b

a

P 2
n(z)w(z)dz ≥ 0 em (a, b).

Todo sistema de polinômios ortogonais satisfaz a relação de recorrência dada pelo

teorema a seguir. Para maiores detalhes vide [2].

Teorema 2.10 (Relação de recorrência de três termos). Seja {Pn(z)}∞n=0 uma

sequência de polinômios ortogonais em (a, b) relativamente à função peso w(z). Então,

Pn+1(z) = (γn+1z − βn+1)Pn(z)− αn+1Pn−1(z), n ≥ 0,

com P0(z) = 1, P−1 = 0, αn+1, βn+1, γn+1 ∈ R, onde

γn+1 =
an+1,n+1

an,n
	= 0, βn+1 = γn+1

〈zPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉 e αn+1 =

γn+1

γn

〈Pn, Pn〉
〈Pn−1, Pn−1〉 	= 0.

2.4.2 Zeros de polinômios ortogonais

A seguir serão apresentados dois importantes resultados relacionados aos zeros dos

polinômios ortogonais. Utilizaremos a notação zn,i, i = 1, . . . , n, para representar os

zeros de Pn(z).

Teorema 2.11. Seja Pn(z), n ≥ 1, uma sequência de polinômios ortogonais no intervalo

(a, b), em relação a função peso w(z). Então, os zeros de Pn(z) são reais, distintos e

pertencem ao intervalo (a, b).
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Demonstração: Vamos supor que Pn(z) não muda de sinal em (a, b). Então ou

Pn(z) ≥ 0 (mas não identicamente nulo) em (a, b) o que implica em
∫ b

a

Pn(z)w(z)dz > 0,

ou Pn(z) ≤ 0 (mas não identicamente nulo) em (a, b) de onde segue que
∫ b

a

Pn(z)w(z)dz < 0.

Mas, da relação de ortogonalidade, temos que

∫ b

a

Pn(z)w(z)dz =

∫ b

a

1.Pn(z)w(z)dz = 0.

Ora, isso é um absurdo. Assim, Pn(z) deve mudar de sinal em (a, b) pelo menos uma vez,

logo existe pelo menos uma raiz real de Pn(z) de multiplicidade ímpar em (a, b).

Suponhamos que zn,1, zn,2, . . . , zn,r (r < n) são as raízes distintas de multiplicidade

ímpar de Pn(z) em (a, b). Então,

Pn(z) = (z − zn,1)(z − zn,2) . . . (z − zn,r)Q(z) = R(z)Q(z),

onde R(z) é um polinômio de grau r < n com raízes zn,1, zn,2, . . . , zn,r e Q(z) é um

polinômio de grau (n− r) que tem somente raízes complexas ou raízes de multiplicidade

par em (a, b) ou raízes fora de (a, b). Logo, Q(z) não muda de sinal em (a, b).

Porém, como r < n, pela relação de ortogonalidade,

∫ b

a

R(z)Pn(z)w(z)dz = 0. (2.13)

Mas, ∫ b

a

R(z)Pn(z)w(z)dz =

∫ b

a

R2(z)Q(z)w(z)dz 	= 0. (2.14)

Por (2.13) e (2.14) temos um absurdo. Assim, Pn(z) tem r ≥ n raízes de multiplicidade

ímpar em (a, b). Mas, como Pn(z) é um polinômio de grau n, então r = n. Deste modo,

Pn(z) tem n raízes de multiplicidade ímpar em (a, b), da seguinte forma

Pn(z) = (z − zn,1)
i1(z − zn,2)

i2 . . . (z − zn,n)
in .

Como i1, i2, . . . , in são índices positivos e ímpares e i1 + i2 + · · · + in = n, temos que

i1 = i2 = · · · = in = 1.

O próximo resultado encontra-se demonstrado em [2].

Teorema 2.12. Seja {Pk(z)}∞k=0 uma sequência de polinômios ortogonais. Então, entre

dois zeros consecutivos do polinômio de grau n−1, Pn−1(z), existe um único zero de Pn(z),

ou seja, os zeros dos polinômios ortogonais são entrelaçados.
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2.4.3 Polinômios de Legendre

Nesta subseção vamos definir os polinômios de Legendre, que é um caso especial dos

polinômios de Jacobi, todos ortogonais em relação a uma determinada função peso w(z).

Esses polinômios serão utilizados na determinação dos coeficientes relacionados aos mé-

todos de Radau, como veremos no próximo capítulo desta dissertação.

Em matemática, as funções de Legendre são soluções da equação diferencial de Legen-

dre, dada por
d

dz

[
(1− z2)

d

dz
Pn(z)

]
+ n(n+ 1)Pn(z) = 0,

as quais recebem este nome em homenagem Adrien-Marie Legendre2.

Definição 2.10. Os polinômios de Legendre, denotados por Pn(z), são definidos pela

fórmula de Rodrigues

Pn(z) =
1

2nn!

dn

dzn
[(z2 − 1)n]. (2.15)

A seguir temos os cinco primeiros termos da sequência Pn(z), cujos gráficos estão

ilustrados na Figura 2.6.
P0(z) = 1

P1(z) = z

P2(z) =
1

2
(3z2 − 1)

P3(z) =
1

2
(5z3 − 3z)

P4(z) =
1

8
(35z4 − 30z2 + 3)

Figura 2.6: Polinômios de Legendre de grau n, n = 0, 1, 2, . . . , 4.

2Adrien-Marie Legendre nasceu em Paris, em 18 de setembro de 1752. Estudou no Collège Mazarin
em Paris, elaborando sua tese em física e matemática em 1770. Legendre fez importantes contribuições à
estatística, teoria dos números, álgebra abstrata e análise matemática. O matemático francês Legendre
morreu em Paris em 9 de janeiro de 1833, após uma longa e dolorosa doença.
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Na Figura 2.6, é possível observar que os zeros dos polinômios Pn(z) encontram-se

entrelaçados, conforme o Teorema 2.12.

A seguir, é apresentada uma importante propriedade dos polinômios de Legendre,

que diz respeito à sua ortogonalidade em relação ao produto interno definido por 2.7, no

intervalo −1 ≤ z ≤ 1.

〈Pn, Pm〉 =
∫ 1

−1

Pn(z)Pm(z)dz =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
0, se n 	= m,

2

2n+ 1
, se n = m.

2.4.4 Polinômios quase-ortogonais

Nesta seção vamos apresentar alguns resultados relacionados a uma classe de polinô-

mios, conhecidos na literatura como polinômios quase-ortogonais. Para maiores detalhes

sobre os resultados a seguir, vide [8].

Definição 2.11. Um polinômio Q(z), não identicamente nulo, é chamado polinômio

quase-ortogonal de ordem n + 1 se, e somente se, o grau do polinômio Q(z) é no má-

ximo n+ 1 e ∫ b

a

zkQ(z)w(z)dz = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Observe que os polinômios ortogonais Pn(z) e Pn+1(z) são polinômios quase-ortogonais

de ordem n+ 1.

Teorema 2.13. (i) Q(z) é um polinômio quase-ortogonal de ordem n+1 se, e somente

se existem α e β constantes, ambas não nulas, tais que

Q(z) = αPn+1(z) + βPn(z).

(ii) Para cada número z0, existe um polinômio quase ortogonal de ordem n + 1, Q(z),

tal que Q(z0) = 0. O polinômio Q(z) é unicamente determinado a menos de um

fator arbitrário não nulo, e seu grau é n+ 1 se, e somente se, Pn(z0) 	= 0.

A demonstração do teorema anterior encontra-se em [8].

Teorema 2.14. Os zeros dos polinômios quase-ortogonais reais são todos reais e simples.

No máximo um deles encontra-se fora do intervalo de ortogonalidade (a, b).

Demonstração: De fato, note que se Q(z) é um polinômio ortogonal, não há nada de

novo para provar. Assim, vamos considerar Q(z) = αPn+1(z) + βPn(z), onde α e β são

números reais diferentes de zero.
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Seja zn+1,k zero do polinômio Pn+1(z), onde k = 1, . . . , n + 1. Observe que, como

Q(z) = αPn+1(z) + βPn(z), então Q(zn+1,i) = βPn(zn+1,i). Pelo Teorema 2.12, o sinal

de Q(z) nos pontos zn,i, i = 1, . . . , n + 1, se alterna. Em outras palavras, Q(z) tem n

zeros reais que separam os n + 1 zeros de Pn+1(z), ou seja, n zeros de tais polinômios

encontram-se entrelaçados e no intervalo de ortogonalidade.

Os polinômios quase-ortogonais podem ser utilizados para obter uma simples genera-

lização das fórmulas de quadratura gaussianas, que serão apresentadas na próxima seção

deste capítulo.

2.5 Fórmulas de quadratura

Esta seção traz como uma das aplicações dos polinômios ortogonais, as fórmulas de

Quadratura Gaussianas, cujos nós são os zeros de polinômios ortogonais. Com essa escolha

dos nós, a precisão da fórmula é a maior possível.

Vamos considerar integrais da forma

I(f) =

∫ b

a

f(z)w(z)dz,

onde w(z) é uma função peso em (a, b) ⊂ R, −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

Sejam a ≤ zn,1 < zn,2 < · · · < zn,n ≤ b, n pontos distintos em [a, b]. A partir da

fórmula de Lagrange, construímos o polinômio de interpolação de f(z) sobre os n pontos

distintos zn,k, k = 1, 2, . . . , n. Assim,

I(f) =

∫ b

a

[
n∑

k=1

π(z)

(z − zn,k)π′(zn,k)
f(zn,k) +Rn−1(z)

]
w(z)dz

=
n∑

k=1

{[
1

π′(zn,k)

∫ b

a

π(z)

z − zn,k
w(z)dz

]
f(zn,k)

}
+

∫ b

a

Rn−1(z)w(z)dz.

Logo, podemos escrever

I(f) =

∫ b

a

f(z)w(z)dz =
n∑

k=1

Wn,kf(zn,k) + En(f), (2.16)

cujos pesos Wn,k, k = 1, 2, . . . , n, são dados por

Wn,k =
1

π′(zn,k)

∫ b

a

π(z)

z − zn,k
w(z)dz, (2.17)
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e o erro por

En(f) =

∫ b

a

Rn−1(z)w(z)dz.

Se o erro é nulo, ou seja, En(f) = 0, dizemos que a fórmula de quadratura é exata

para f .

2.5.1 Fórmulas de quadratura gaussianas

Nesta subseção, serão introduzidas fórmulas de quadratura nas quais não somente os

pesos na fórmula genérica (2.16) poderão ser escolhidos, mas também as abcissas zn,k

serão determinadas de tal forma que a quadratura resultante seja mais precisa. Esta

ideia foi inicialmente introduzida por Johann Carl Friedrich Gauss 3. Por esta razão,

estas fórmulas são conhecidas como quadraturas gaussianas. Na sua formulação original,

Gauss utilizou frações contínuas na obtenção de suas fórmulas. Em 1826, Jacobi derivou

novamente as fórmulas gaussianas, agora utilizando polinômios ortogonais.

A ideia básica consiste em escrever a fórmula geral de quadratura (2.16) da seguinte

maneira: ∫ b

a

F (z)dz =

∫ b

a

W (z)f(z)dz ≈
n∑

k=1

Wn,kf(zn,k),

onde o integrando é escrito da forma F (z) = W (z)f(z), sendo que W (z) passa a desem-

penhar o papel de função-peso na fórmula gaussiana. A escolha da forma de W (z) pode

ser feita de tal modo que o integrando restante, f(z), resulte ser o mais suave possível,

ou de forma a salientar possíveis singularidades em F (z). Isto é necessário para que f(z)

possa ser satisfatoriamente aproximada por um polinômio.

Teorema 2.15. A regra de quadratura (2.16), com pesos dados por (2.17), é exata para

polinômios de grau no máximo 2n− 1 se, e somente se,

(i) é interpolatória;

(ii) π(z) é ortogonal em (a, b), em relação à função peso w(z), a todo polinômio de grau

menor que n.

Definição 2.12. As fórmulas de quadratura com n pontos que têm precisão 2n − 1 são

conhecidas como fórmulas de quadratura gaussianas.

3Johann Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30 de Abril de 1777 - Göttingen, 23 de Fevereiro de
1855), foi um matemático, astrônomo e físico alemão que contribuiu muito em diversas áreas da ciência,
dentre elas a teoria dos números, estatística, análise matemática, geometria diferencial, geodésia, geofísica,
eletroestática, astronomia e óptica. Alguns referem-se a ele como “o príncipe da matemática”.
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2.5.1.1 Fórmula de quadratura de Gauss-Legendre

A seguir, apresentaremos um dos exemplos de fórmulas de quadratura que podem ser

encontrados com maiores detalhes em [2].

Vamos considerar a fórmula de quadratura dada por

∫ 1

−1

f(z)dz =
n∑

k=1

wn,kf(zn,k) + En(f),

onde zn,k são os zeros do polinômio de Legendre Pn(z), os pesos podem ser dados por

wn,k =
2

(1− z2n,k)[P
′

n(zn,k)]
2
, k = 1, . . . , n, (2.18)

e o erro de truncamento é

En(f) =
22n+1(n!)4

(2n+ 1)[(2n)!]3
f (2n)(ξ), −1 ≤ ξ ≤ 1.

Sabemos que os polinômios de Legendre Pn(z), definidos em (2.15), são ortogonais em

relação à função peso w(z) = 1 no intervalo [−1, 1].
Logo, para a construção das fórmulas de quadratura gaussianas para o caso acima,

devemos utilizar os zeros desses polinômios como nós e calcular os pesos a partir dos

polinômios de Legendre.

Como exemplo, vamos tomar n = 3 e, assim, calcular os pesos e os nós da fórmula de

quadratura anterior. Sabemos que os nós z3,1, z3,2 e z3,3 são os zeros do polinômio P3(z).

Da relação de recorrência

Pn+1(z) =
2n+ 1

n+ 1
zPn(z)− n

n+ 1
Pn−1(z), n ≥ 1,

obtemos

P2(z) =
3

2
z2 − 1

2
e P3(z) =

5

2
z3 − 3

2
z.

Logo,

z3,1 = −
√
15

5
, z3,2 = 0, e z3,3 =

√
15

5
.

De (2.18) segue que os pesos são dados por

w3,k =
2

(1− z23,k)[P
′

3(z3,k)]
2
, k = 1, 2, 3.
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Como P
′

3(z) =
15

2
z2 − 3

2
, obtemos

w3,1 =
5

9
, w3,2 =

8

9
e w3,3 =

5

9
.

Portanto, a fórmula de quadratura

∫ 1

−1

f(z)dz =
5

9
f

(
−
√
15

5

)
+

8

9
f(0) +

5

9
f

(√
15

5

)
+ E3(f)

é exata para polinômios de grau no máximo 5, ou seja, E3(f) = 0 se f(z) ∈ P5.



Capítulo

3

Zeros de Polinômios Perturbados

Este capítulo traz uma análise de um resultado relacionado a zeros de polinômios

perturbados, publicado recentemente em [3]. A origem deste resultado provém de um

problema que encontra-se em aberto em [15], o qual surgiu a partir de investigações

relacionadas aos polinômios característicos associados aos métodos (K,L) de Brown.

Neste contexto, o principal objetivo deste capítulo é apresentar uma análise do resul-

tado citado anteriormente, utilizando alguns dos principais resultados clássicos sobre zeros

de polinômios estudados no Capítulo 2. Para esta análise, serão apresentados exemplos

numéricos à partir dos métodos (K,L) de Brown e dos métodos de Radau (Radau I e

Radau II).

3.1 Zeros de Polinômios Perturbados

Nesta seção apresentamos um dos principais resultados estudados neste trabalho e sua

respectiva demonstração. Tal demonstração requer, além dos resultados clássicos sobre

zeros de polinômios e da Conjectura 1.1 enunciada no Capítulo 1, o resultado a seguir.

Lema 3.1. Seja a sequência
{
b
(j)
k : j = 1, 2, . . . , n− 1; k = 0, 1, . . . , n− j

}
definida por

b
(j+1)
k = b

(j)
0 b

(j)
k − b

(j)
n−jb

(j)
n−j−k, b

(0)
k = bk, (3.1)

onde bk, k = 0, 1, . . . , n, é uma sequência de números reais. Se

b
(2)
1 > b

(2)
2 > · · · > b

(2)
n−2 > 0 , b

(2)
k < rb

(2)
k−1, k = 2, 3, . . . , n− 2, e b

(2)
0 > rb

(2)
1 ,

28
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com r ∈ (0, 1). Então, para j = 2, 3, . . . , n− 1, temos

b
(j)
0 > rb

(j)
1 > 0, (3.2)

b
(j)
1 > b

(j)
2 > · · · > b

(j)
n−j > 0, (3.3)

b
(j)
k < rb

(j)
k−1, k = 2, 3, . . . , n− j. (3.4)

Demonstração: Usaremos indução sobre j para a demonstração deste resultado. Pri-

meiro observe que a partir das suposições do lema, a hipótese de indução é verdadeira

para j = 2. Vamos supor que a afirmação seja verdadeira para todo j = 2, 3, . . . , ν e,

assim, mostraremos a validade para j = ν + 1.

Para i = 1, 2, . . . , n− ν − 2, de (3.1) e da hipótese de indução,

b
(ν+1)
i − b

(ν+1)
i+1 = b

(ν)
0 b

(ν)
i − b

(ν)
n−νb

(ν)
n−ν−i − b

(ν)
0 b

(ν)
i+1 + b

(ν)
n−νb

(ν)
n−ν−i−1

= b
(ν)
0

(
b
(ν)
i − b

(ν)
i+1

)
+ b

(ν)
n−ν

(
b
(ν)
n−ν−i−1 − b

(ν)
n−ν−i

)
> 0.

Assim,

b
(ν+1)
i > b

(ν+1)
i+1 , i = 1, 2, . . . , n− ν − 2. (3.5)

Agora,

b
(ν+1)
n−(ν+1) = b

(ν)
0 b

(ν)
n−(ν+1) − b

(ν)
n−νb

(ν)
1

> rb
(ν)
1 b

(ν)
n−(ν+1) − b

(ν)
n−νb

(ν)
1 , (usando (3.2))

> b
(ν)
1

(
rb

(ν)
n−(ν+1) − b

(ν)
n−ν

)
> 0 (usando (3.4)).

(3.6)

Então, de (3.5) e (3.6),

b
(ν+1)
1 > b

(ν+1)
2 > · · · > b

(ν+1)
n−(ν+1) > 0.

De (3.1) e da hipótese de indução, segue que

b
(ν+1)
0 − rb

(ν+1)
1 = (b

(ν)
0 )2 − (b

(ν)
n−ν)

2 − r(b
(ν)
0 b

(ν)
1 − b

(ν)
n−νb

(ν)
n−ν−1)

= b
(ν)
0 (b

(ν)
0 − rb

(ν)
1 ) + b

(ν)
n−ν(rb

(ν)
n−ν−1 − b

(ν)
n−ν) > 0,

(3.7)

Assim, b(ν+1)
0 > rb

(ν+1)
1 e, como b

(ν+1)
1 > 0, temos

b
(ν+1)
0 > 0.
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Entretanto, de (3.1), b(ν+1)
0 = (b

(ν)
0 )2 − (b

(ν+1)
n−ν )2. Logo, (b(ν)0 )2 − (b

(ν)
n−ν)

2 > 0.

Finalmente, de (3.1) e da hipótese de indução,

b
(ν+1)
i − rb

(ν+1)
i−1 = b

(ν)
0 b

(ν)
i − b

(ν)
n−νb

(ν)
n−i−ν − r

(
b
(ν)
0 b

(ν)
i−1 − b

(ν)
n−νb

(ν)
n−i−ν+1

)
= b

(ν)
0

(
b
(ν)
i − rb

(ν)
i−1

)
+ b

(ν)
n−ν

(
rb

(ν)
n−i−ν+1 − b

(ν)
n−i−ν

)
< b

(ν)
0

(
b
(ν)
i − rb

(ν)
i−1

)
+ b

(ν)
n−ν

(
rb

(ν)
n−i−ν − b

(ν)
n−i−ν

)
= b

(ν)
0

(
b
(ν)
i − rb

(ν)
i−1

)
+ (r − 1)b

(ν)
n−νb

(ν)
n−i−ν < 0,

com i = 2, 3, . . . , n − (ν + 1). Além disso, de (3.7) segue que b
(ν+1)
0 > rb

(ν+1)
1 para

i = 1, 2, . . . , n− (ν + 1), o que completa a demonstração.

Um dos principais resultados estudados neste trabalho encontra-se enunciado e de-

monstrado a seguir.

Teorema 3.1. Seja P (z) =
n∑

i=0

aiz
i, ai ∈ R, um polinômio cujos zeros encontram-se no

disco unitário e os coeficientes satisfazem

0 < a0 < a1 < · · · < an−1 > an, an > 0, (3.8)

ai < rai+1, i = 0, 1, . . . , n− 2, e an > ran−1, (3.9)

onde r ∈ R, 0 < r < 1. Então, o polinômio S(z) = P (z) + γzn, γ > 0, tem todos os seus

zeros no interior do disco unitário.

Demonstração: Inicialmente, definiremos o polinômio S(z) como

S(z) = bnz
n + bn−1z

n−1 + · · ·+ b0,

onde bn = an + γ, bi = ai, i = 0, 1, . . . , n− 1, e a sequência de polinômios Sj(z) como

Sj(z) = b
(j)
n−jz

n−j + b
(j)
n−j−1z

n−j−1 + · · ·+ b
(j)
0 , j = 0, 1, . . . , n,

com os coeficientes b(j)k , k = 0, 1, . . . n− j, dados por

b
(j+1)
k = b

(j)
0 b

(j)
k − b

(j)
n−jb

(j)
n−j−k (3.10)

e

S0(z) = S(z).
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Note que, uma vez que os zeros de P (z) encontram-se no disco unitário, do Lema 2.1

segue que a0 ≤ an. Consequentemente, como 0 < a0 e a0 = b0, temos 0 < b0 ≤ an <

an + γ = bn. Deste modo, o Teorema 2.9 pode ser aplicado para concluir que os zeros de

S(z) estão no interior do disco unitário se, e somente se os zeros de S∗1(z) também estão.

A ideia desta demonstração é aplicar o Teorema 2.9 de maneira recursiva para mostrar

que os zeros de ΔS(z) := S∗1(z) estão no interior do disco unitário se, e somente se, os

zeros de S∗2(z) também estão, e assim por diante até obtermos os polinômios

S∗n−1(z) = b
(n−1)
1 + b

(n−1)
0 z,

para os quais podemos determinar os zeros e mostrar que estão localizados em |z| < 1.

Com este propósito, vamos dividir a demonstração em três partes:

1. Primeiro temos que mostrar, em cada etapa, que o polinômio que estamos traba-

lhando está relacionado a sequência definida por (2.6), já que, no Teorema 2.9,

os zeros de S(z) estão no interior do disco unitário se, e somente se, os zeros de

Q(z) = S∗1(z) também estão. Assim, para aplicar o Teorema 2.9, devemos mostrar

que o polinômio ΔQ∗(z) está relacionado à sequência (2.6). Mas, do Lema 2.2,

ΔQ∗(z) = −S2(z). Deste modo, esse polinômio possui os mesmos zeros que S2(z).

Isto nos leva novamente à sequência (2.6) e o mesmo raciocínio pode ser utilizado.

2. Em seguida, temos que provar que, em cada passo do raciocínio seguinte, os coe-

ficientes do polinômio satisfazem as hipóteses do Teorema 2.9, ou seja, precisamos

mostrar que |b(j)n−j| < |b(j)0 |.

3. Finalmente, no terceiro passo da demonstração, mostraremos que a aplicação suces-

siva do Teorema 2.9 sempre gera um caso onde um polinômio não-nulo de primeiro

grau S∗n−1(z) = b
(n−1)
1 + b

(n−1)
0 z é obtido. Será mostrado que os zeros desses polinô-

mios estão no interior do disco unitário. Observamos que o mesmo argumento pode

ser utilizado em todas as etapas desta demonstração até o primeiro grau, pois em

cada fase, obtemos um polinômio não-nulo Sj(z), conforme será demonstrado. Por

outro lado, pelo Lema 2.4, segue que os zeros de S(z) estão estritamente inseridos

no interior do disco unitário, como apresentado no teorema.

Os passos dois e três, apresentados anteriormente, serão demonstrados a seguir. No

entanto, iniciamos apresentando a prova de que |b(j)n−j| < |b(j)0 |. De fato, a partir das

hipóteses (3.8) e (3.10) para j = 1, facilmente verifica-se que

b
(1)
1 < b

(1)
2 < · · · < b

(1)
n−1. (3.11)
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Da definição de bk, dada pelas igualdades (3.9) e (3.10), tem-se

b
(1)
n−1 = b0bn−1 − (an + γ)b1

< rb1bn−1 − (an + γ)b1

= b1(rbn−1 − an)− γb1 < 0.

Então, de (3.11) segue que b
(1)
k < 0, para k = 1, 2, . . . , n− 1, e, portanto,

|b(1)1 | > |b(1)2 | > · · · > |b(1)n−1|.

Agora, provaremos que os coeficientes de S1(z) satisfazem

|b(1)k | < r|b(1)k−1|, para k = 2, 3, . . . , n− 1 e |b(1)0 | > r|b(1)1 |.

De fato, de (3.9) e (3.10),

b
(1)
0 − rb

(1)
1 = b20 − b2n − r(b0b1 − bnbn−1)

= b0(b0 − rb1) + bn(rbn−1 − bn)

= a0(a0 − ra1) + (an + γ)(ran−1 − an)− γ(an + γ) < 0.

Então, b(1)0 < rb
(1)
1 . Como b

(1)
1 < 0 e r > 0, obtemos b(1)0 < 0 e

|b(1)0 | > r|b(1)1 |. (3.12)

Agora, para k = 2, 3, . . . , n− 1 e 0 < r < 1,

b
(1)
k − rb

(1)
k−1 = b0bk − bnbn−k − r(b0bk−1 − bnbn−k+1)

= b0(bk − rbk−1) + bn(rbn−k+1 − bn−k).

Observe que para 0 < r < 1,

bk − rbk−1 >
1

r
bk−1 − rbk−1 =

1− r2

r
bk−1 > 0.

Então, b(1)k − rb
(1)
k−1 > 0, para k = 2, 3, . . . , n− 1 e 0 < r < 1. Portanto, como

b
(1)
1 < b

(1)
2 < · · · < b

(1)
n−1 < 0,



33

para k = 2, 3, . . . , n− 1, temos

|b(1)k | < r|b(1)k−1|. (3.13)

De (3.10) e (3.11), deduzimos facilmente que

b
(2)
1 > b

(2)
2 > · · · > b

(2)
n−2.

Agora, de (3.10), usando o fato de que b
(1)
k < 0, k = 1, 2, . . . , n− 1, e de (3.12), segue que

b
(2)
n−2 = b

(1)
0 b

(1)
n−2 − b

(1)
n−1b

(1)
1 = |b(1)0 ||b(1)n−2| − |b(1)n−1|b(1)1 |

> r|b(1)1 |b(1)n−2| − |b(1)n−1||b(1)1 | = |b(1)1 |(r|b(1)n−2| − |b(1)n−1|) > 0 (usando (3.13)).

Consequentemente, b(2)n−2 > 0 e, de (3.1), b(2)k > 0 para k = 1, 2, . . . , n− 2. Isto é,

b
(2)
1 > b

(2)
2 > · · · > b

(2)
n−2 > 0.

Agora, precisamos mostrar que os coeficientes de S2(z) satisfazem

b
(2)
k < rb

(2)
k−1, para k = 2, 3, . . . , n− 2,

b
(2)
0 > rb

(2)
1 .

De fato, de (3.10), (3.12), (3.13) e b
(1)
i < 0, i = 1, 2, . . . , n− 1, obtemos

b
(2)
0 − rb

(2)
1 = (b

(1)
0 )2 − (b

(1)
n−1)

2 − r(b
(1)
0 b

(1)
1 − b

(1)
n−2b

(1)
n−1)

= b
(1)
0 (b

(1)
0 − rb

(1)
1 ) + b

(1)
n−1(rb

(1)
n−2 − b

(1)
n−1) > 0.

Portanto,

b
(2)
0 > rb

(2)
1 e, como b

(2)
1 > 0, segue que b

(2)
0 > 0.

Visto que

b
(2)
0 = (b

(1)
0 )2 − (b

(1)
n−1)

2 > 0, temos |b(1)0 | > |b(1)n−1|.

Finalmente, para k = 2, 3, . . . , n− 2, temos

b
(2)
k − rb

(2)
k−1 = b

(1)
0 b

(1)
k − b

(1)
n−1b

(1)
n−k−1 − r(b

(1)
0 b

(1)
k−1 − b

(1)
n−1b

(1)
n−k)

= b
(1)
0 (b

(1)
k − rb

(1)
k−1) + b

(1)
n−1(rb

(1)
n−k − b

(1)
n−k−1) < 0.
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Em resumo, provamos que

b
(2)
1 > b

(2)
2 > · · · > b

(2)
n−2 > 0,

b
(2)
k < rb

(2)
k−1, k = 2, 3, . . . , n− j, j = 2, 3, . . . , n− 1, e

b
(2)
0 > rb

(2)
1 , j = 2, 3, . . . , n− 1.

Agora, utilizamos o Lema 3.1 para mostrar que

b
(j)
1 > b

(j)
2 > · · · > b

(j)
n−j > 0, j = 2, 3, . . . , n− 1,

b
(j)
k < rb

(j)
k−1, k = 2, 3, . . . , n− j, j = 2, 3, . . . , n− 1, e

b
(j)
0 > rb

(j)
1 , j = 2, 3, . . . , n− 1,

e isto completa a segunda parte da demonstração do Teorema 3.1.

Para finalizar esta demonstração, procederemos como segue.

Primeiro, observamos que, na segunda etapa da demonstração, provamos que os coefi-

cientes bk, k = 0, 1, . . . , n− j, são não nulos para todo j. De fato, ou os coeficientes bk são

números positivos ou negativos, de modo que Sj(z) é um polinômio não nulo para todo j.

Do Lema 2.4, segue que os zeros de S(z) estão no interior do disco unitário se, e somente

se, o zero do polinômio de primeiro grau S∗n−1(z) = b
(n−1)
1 + b

(n−1)
0 z também encontra-se

localizado neste disco.

De fato, de (3.2) e (3.3), b(n−1)1 > 0 e b
(n−1)
0 > 0. De (3.10), temos

0 < b
(j)
0 = (b

(j−1)
0 )2− (b

(j−1)
n−(j−1))

2 = (b
(j−1)
0 − b

(j−1)
n−(j−1))(b

(j−1)
0 + b

(j−1)
n−(j−1)), j = 2, 3, . . . , n−1,

com

b
(j−1)
0 − b

(j−1)
n−(j−1) > 0 e b

(j−1)
0 + b

(j−1)
n−(j−1) > 0. (3.14)

Note que

b
(n−1)
0 = (b

(n−2)
0 )2 − (b

(n−2)
2 )2 = (b

(n−2)
0 − b

(n−2)
2 )(b

(n−2)
0 + b

(n−2)
2 )

e

b
(n−1)
1 = b

(n−2)
0 b

(n−2)
1 − b

(n−2)
1 b

(n−2)
2 = b

(n−2)
1 (b

(n−2)
0 − b

(n−2)
2 ),

de modo que

b
(n−1)
0 − b

(n−1)
1 = (b

(n−2)
0 − b

(n−2)
2 )(b

(n−2)
0 − b

(n−2)
1 + b

(n−2)
2 ). (3.15)
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Agora, vamos provar por indução sobre k que

b
(n−1)
0 − b

(n−1)
1 = (b

(n−2)
0 − b

(n−2)
2 )(b

(n−3)
0 + b

(n−3)
3 )(b

(n−4)
0 − b

(n−4)
4 )

× . . . (b
(n−k)
0 + (−1)k+1b

(n−k)
k )

(
k∑

i=0

(−1)ib(n−k)i

)
.

(3.16)

Note que (3.15) representa a hipótese de indução para k = 2. Primeiro vamos supor que

a hipótese é verdadeira para k = m. Em seguida, mostraremos a validade dessa hipótese

para k = m+ 1.

Expandindo o último parenteses do lado direito da igualdade (3.16) para k = m,

obtemos

m∑
i=0

(−1)ib(n−m)
i =

m∑
i=0

(−1)i[b(n−m−1)0 b
(n−m−1)
i − b

(n−m−1)
m+1 b

(n−m−1)
m+1−i ]

=
m∑
i=0

(−1)ib(n−m−1)0 b
(n−m−1)
i +

m∑
i=0

(−1)i+1b
(n−m−1)
m+1 b

(n−m−1)
m+1−i

= b
(n−m−1)
0

m∑
i=0

(−1)ib(n−m−1)i + b
(n−m−1)
m+1

m∑
i=0

(−1)m−i+1b
(n−m−1)
i+1 ,

onde a ordem do somatório foi invertida no segundo termo. Agora,

m∑
i=0

(−1)ib(n−m)
i = (b

(n−m−1)
0 )2 + b

(n−m−1)
0

m∑
i=1

(−1)ib(n−m−1)i

+b
(n−m−1)
m+1

m−1∑
i=0

(−1)m−i+1b
(n−m−1)
i+1 − (b

(n−m−1)
m+1 )2

= (b
(n−m−1)
0 − b

(n−m−1)
m+1 )(b

(n−m−1)
0 + b

(n−m−1)
m+1 )

+
m∑
i=1

(−1)ib(n−m−1)i (b
(n−m−1)
0 + (−1)mb(n−m−1)m+1 )

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(b
(n−m−1)
0 + b

(n−m−1)
m+1 )

m+1∑
i=0

(−1)ib(n−m−1)i , m par,

(b
(n−m−1)
0 − b

(n−m−1)
m+1 )

m+1∑
i=0

(−1)ib(n−m−1)i , m ímpar,

o que completa a indução.



36

Tomando k = n em (3.16), obtemos

b
(n−1)
0 − b

(n−1)
1 = (b

(n−2)
0 − b

(n−2)
2 )(b

(n−3)
0 + b

(n−3)
3 ) . . . (b

(1)
0 + (−1)nb(1)n−1)

×(b0 + (−1)n+1bn)((−1)nγ + P (−1)).

De (3.14), o sinal de b
(n−1)
0 − b

(n−1)
1 depende do sinal do termo

(b
(1)
0 + (−1)nb(1)n−1)(b0 + (−1)n+1bn)((−1)nγ + P (−1)),

uma vez que os demais termos são positivos.

Agora, como P (z) tem todos os seus zeros em |z| ≤ 1, então P (−1) ≥ 0 para n par e

P (−1) ≤ 0 para n ímpar. Assim, para n par, temos

b
(1)
0 + (−1)nb(1)n−1 < 0, b0 + (−1)n+1bn < 0 e (−1)nγ + P (−1) > 0,

e, para n ímpar,

b
(1)
0 + (−1)nb(1)n−1 < 0, b0 + (−1)n+1bn > 0 e (−1)nγ + P (−1) < 0.

Consequentemente,

b
(n−1)
0 − b

(n−1)
1 > 0

e o zero de S∗1(z) é dado por

z1 = −b
(n−1)
1

b
(n−1)
0

,

que encontra-se localizado no interior do disco unitário. Isto completa a prova de que

S(z) tem todos os seus zeros no interior do disco unitário.

3.2 Polinômios característicos relacionados a algumas

classes de métodos numéricos

Esta seção tem por finalidade mostrar que alguns polinômios característicos relaciona-

dos aos métodos (K,L) de Brown e à família dos métodos de Radau (Radau I e Radau II),

que são métodos numéricos para a solução de equações diferenciais ordinárias, satisfazem

as condições do Teorema 3.1.

Portanto, no decorrer desta seção, além de um breve estudo teórico, analisaremos

o comportamento dos zeros de alguns desses polinômios à partir do principal resultado

estudado neste capítulo.
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3.2.1 Métodos (K,L) de Brown

Os métodos (K,L) de Brown, introduzidos em [5], formam uma classe de métodos

multiderivadas de passo múltiplo para a solução de equações diferenciais ordinárias. Foram

introduzidos como métodos com menor número de passos e melhor precisão para a solução

de problemas. Tais métodos possuem boas propriedades de estabilidade, como grandes

regiões de estabilidade absoluta.

Os métodos (K,L) de Brown são definidos por

K∑
i=0

αiyn+i =
L∑

j=1

hjβjf
(j−1)
n+K ,

onde as constantes αi e βj são escolhidas de modo a obter a máxima precisão do método,

h é o tamanho do passo, K é a quantidade de passos e L está relacionado à ordem da

derivada. Mais detalhes a respeito dos métodos (K,L) de Brown encontram-se em [14].

A construção explícita desta classe de métodos pode ser encontrada em [9].

Os coeficientes αi e βj são dados por

αi = (−1)K−i
(

K

i

)
(K − i)−L, i = 0, 1, . . . , K − 1,

αK = −(α0 + α1 + · · ·+ αK−1),

βj =
(−1)j
j!

K−1∑
i=0

(−1)K−i
(

K

i

)
(K − i)j−L, j = 1, 2, . . . , L.

Quando L = 1, a classe de métodos (K, 1) de Brown coincide com os conhecidos

métodos BDF (Backward Difference Formulae).

Um resultado interessante, que pode ser encontrado em [14], mostra que existe uma

relação entre A0-estabilidade dos métodos (K,L) de Brown e o polinômio

S(z) = P (z) + γzn,

sendo γ um parâmetro real, variando de 0 a ∞, e P0(z) o polinômio característico dos

métodos (K,L) que fornece a zero-estabilidade.

Para maiores detalhes sobre o resultado a seguir, vide [14].

Teorema 3.2. Os coeficientes do primeiro polinômio característico P (z) =
k∑

i=0

αiz
i, re-

lacionado ao método (K,L) de Brown, satisfazem:
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(i) Para k = 1, 2, . . . , KL, temos 0 < |α0| ≤ |α1| ≤ · · · ≤ |αK−1| e |αk| < |αk−1|, onde

KL = min

{
2L+1 + 1,

3L+1

2L
+ 2, . . . ,

(L+ 1)L+1

LL
+ L

}
.

(ii) Para k = 2, 3, . . . , K∗
L, temos 2|αj| ≤ |αj+1|, j = 0, 1, . . . , k − 2, e 2|αk| > |αk−1|,

onde

K∗
L = min

{
2L + 1,

3L+1

2L+1
+ 2, . . . ,

(L+ 1)L+1

2LL
+ L

}
.

Como KL > K∗
L, a primeira condição do Teorema 3.2 é satisfeita para cada

k = 1, 2, . . . , K∗
L.

3.2.1.1 Coeficientes dos polinômios característicos dos métodos (K,L) de

Brown

As Tabelas 3.1 e 3.2 apresentam, respectivamente, os coeficientes de alguns polinômios

característicos relacionados aos métodos (K,L) de Brown.

Coeficientes K = 1 K = 2 K = 3 K = 4 K = 5

α0 −1 1

2
− 1

3

1

4
− 1

5

α1 1 −2 3

2
− 4

3

5

4

α2
3

2
−3 3 − 10

3

α3
11

6
−4 5

α4
25

12
−5

α5
137

60

Tabela 3.1: Coeficientes dos polinômios relacionados aos métodos (K,L) de Brown, com L = 1

e 1 ≤ K ≤ 5.

Coeficientes K = 1 K = 2 K = 3

α0 −1 1

4
− 1

9

α1 1 −2 3

4

α2
7

4
−3

α3
85
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Tabela 3.2: Coeficientes dos polinômios relacionados aos métodos (K,L) de Brown, com L = 2

e 1 ≤ K ≤ 3.

De acordo com a hipótese do Teorema 3.1, os coeficientes do polinômio P (z) devem

ser todos positivos. Deste modo, para os exemplos a seguir, será tomado o polinômio

P (−z) com o intuito de obtermos esta hipótese.
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De fato, como visto no Capítulo 2, todo polinômio P (z) =
n∑

i=0

aiz
i pode ser escrito

unicamente por P (z) = an(z − z1) . . . (z − zn), onde z1, . . . , zn são seus zeros.

Então,
P (−z) = an(−z − z1) . . . (−z − zn)

= an(−1)(z + z1) . . . (−1)(z + zn)

= (−1)nan(z + z1) . . . (z + zn).

Observe que os zeros de P (−z) são os opostos dos zeros de P (z) e, como estamos

interessados em analisar o comportamento de tais zeros em relação ao disco unitário, o

sinal não será importante.

Para ilustrar o Teorema 3.1, serão apresentados a seguir dois exemplos de polinômios

característicos relacionados aos métodos (K,L) de Brown, determinados pelos parâmetros

L = 1, K = 4 no Exemplo 3.1 e L = 2, K = 3 no Exemplo 3.2.

Exemplo 3.1. O polinômio característico relacionado ao método (K,L) de Brown para

K = 4 e L = 1 é dado por W (z) =
25

12
z4− 4z3+3z2− 4

3
z+

1

4
. A partir da transformação

P (z) = W (−z), obtemos o polinômio P (z) =
25

12
z4 + 4z3 + 3z2 +

4

3
z +

1

4
, cujos coefici-

entes satisfazem as hipóteses do Teorema 3.1 quando o termo real r pertence ao intervalo

(0.44, 0.52), e cujos zeros encontram-se em |z| ≤ 1. Então, utilizando o Teorema 3.1 é

possível concluir que o polinômio S(z) = P (z) + γz4, com γ > 0, possui seus zeros no

interior do disco unitário, como é possível observar na figura a seguir.

Figura 3.1: Localização dos zeros do polinômio S(z) = P (z) + γz4, γ = 0, 0.5, 1, 1.5, 2.
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Na Figura 3.1, os pontos vermelhos representam os zeros do polinômio P (z), enquanto

os demais pontos ilustram os zeros do polinômio perturbado S(z) = P (z) + γz4, com

γ = 0.5, 1, 1.5 e γ = 2.

Exemplo 3.2. Considere o polinômio característico relacionado ao método (K,L) de

Brown, com K = 3 e L = 2, W (z) =
85

36
z3 − 3z2 +

3

4
z − 1

9
. Com a transformação

P (z) = −W (−z), obtemos o polinômio P (z) =
85

36
z3 + 3z2 +

3

4
z +

1

9
. Note que as

hipóteses do Teorema 3.1 são satisfeitas para 0.25 < r < 0.78. Assim, os zeros do

polinômio S(z) = P (z) + γz3 encontram-se em |z| < 1, como é possível observar na

Figura 3.2.

Figura 3.2: Localização dos zeros do polinômio S(z) = P (z)+γz3, γ = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.

A figura anterior ilustra a localização dos zeros do polinômio P (z), representados pelos

pontos em vermelho, que estão localizados em |z| ≤ 1. Os demais pontos, ilustram os

zeros do polinômio S(z) = P (z) + γz3, onde γ = 0.25, 0.5, 0.75 e γ = 1, o que condiz com

o Teorema 3.1.

3.2.2 Métodos de Radau I e Radau II

A fórmula de quadratura de Radau, desenvolvida por Jean Charles Rodolphe Radau1,

foi utilizada no desenvolvimento de novas metodologias de integração numérica baseadas

na teoria dos métodos de Runge-Kutta implícitos (para maiores detalhes, vide [6]).

1Jean Charles Rodolphe Radau (22 de janeiro de 1835 - 21 de dezembro de 1911) foi um astrônomo
e matemático. Radau nasceu em Angerburg, Província da Prússia, e depois de estudar em Königsberg e
trabalhando no problema dos três corpos, se mudou para Paris para colaborar com outros cientistas. Em
1871 foi dada a Ph.D. em homenagem ao seu trabalho em matemática.
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Esta subseção tem por principal objetivo, além de apresentar expressões gerais para

os coeficientes dos polinômios relacionados aos métodos de Radau I e Radau II, anali-

sar algumas propriedades desses polinômios, cujos coeficientes são obtidos a partir dos

polinômios ortogonais de Legendre, apresentados no Capítulo 2.

Na subseção 2.4.3 do Capítulo 2, definimos os polinômios de Legendre, denotados

por Pn(z). Agora, vamos considerar o polinômio de grau n, P̄n(z), relacionado a Pn(z),

definido no intervalo [0, 1] por P̄n(z) = Pn(2z − 1).

A seguir temos os cinco primeiros termos da sequência de polinômios P̄n(z),

n = 0, 1, 2, 3, 4, cujos gráficos encontram-se ilustrados na Figura 3.3.

P̄0(z) = 1

P̄1(z) = 2z − 1

P̄2(z) = 6z2 − 6z + 1

P̄3(z) = 20z3 − 30z2 + 12z − 1

P̄4(z) = 70z4 − 140z3 + 90z2 − 20z + 1

Figura 3.3: Polinômios P̄n, com n = 0, 1, 2, . . . , 4.

A ortogonalidade dos polinômios P̄n(z) é dada pelo teorema a seguir, cuja demonstra-

ção encontra-se em [7].

Teorema 3.3. A sequência de polinômios P̄n : [0, 1]→ R, de grau n, para n = 0, 1, 2, . . . ,

satisfaz:

∫ 1

0

P̄n(z)P̄m(z)dz =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
0, se n 	= m,

1

2n+ 1
, se n = m.

Além disso, as seguintes propriedades são válidas:
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(i) P̄n(1− z) = (−1)nP̄n(z), n = 0, 1, 2, . . . ;

(ii) P̄n(1) = 1, n = 0, 1, 2, . . . ;

(iii) P̄n(z) =
1

n!

dn

dzn
[(z2 − z)n], n = 0, 1, 2, . . . ;

(iv) nP̄n(z) = (2z − 1)(2n− 1)P̄n−1(z)− (n− 1)P̄n−2(z), n > 1;

(v) P̄n(z) tem n zeros reais distintos no intervalo [0, 1], n = 0, 1, 2, . . . .

Os métodos de Radau I e Radau II formam subclasses dos métodos de Runge-Kutta,

cujos coeficientes são os nós das fórmulas de quadratura de Radau I e Radau II, respec-

tivamente. No caso da fórmula de quadratura de Radau I, os coeficientes são os zeros

dos polinômios P̄n(z) + P̄n−1(z) e, no caso de Radau II, esses coeficientes são os zeros de

P̄n(z)− P̄n−1(z). Para maiores detalhes vide [7].

Teorema 3.4. Sejam c1 < c2 < · · · < cn tomados como as abscissas das fórmulas de

quadratura de Radau I e Radau II, respectivamente. Então,

(i) Para a fórmula de Radau I, c1 = 0.

(ii) Para a fórmula de Radau II, cn = 1.

Ambas as fórmulas são exatas para polinômios de grau menor ou igual a 2n − 2. Além

disso, ci ∈ [0, 1], para i = 1, 2, . . . , n.

3.2.2.1 Determinação dos coeficientes

Uma expressão explícita para a sequência de polinômios P̄n(z) é dada por

P̄n(z) = (−1)n
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
(−z)k

= (−1)n
n∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)(
n+ k

k

)
zk.

Desta forma, é possível determinar expressões gerais para os coeficientes dos polinômios

que utilizaremos para exemplificar o Teorema 3.1.

1. Coeficientes dos polinômios relacionados aos métodos de Radau I

Considerando Hn(z) = P̄n(z) + P̄n−1(z) =
n∑

j=0

hj,nz
j, n = 1, . . . e H0(z) = 1, determi-

naremos os coeficientes dos polinômios dessa sequência, que serão chamados de polinômios

relacionados aos métodos de Radau I.
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De Hn(z) = P̄n(z) + P̄n−1(z), segue que

Hn(z) = (−1)n
n∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)(
n+ k

k

)
zk

+(−1)n−1
n−1∑
k=0

(−1)k
(

n− 1

k

)(
n+ k − 1

k

)
zk

= (−1)n
[
(−1)n

(
n

n

)(
2n

n

)
zn +

n−1∑
k=0

(−1)k
(

n

k

)(
n+ k

k

)
zk

]

+

[
(−1)n−1

n−1∑
k=0

(−1)k
(

n− 1

k

)(
n+ k − 1

k

)
zk

]

= (−1)n−1
[
(−1)n+1

(
2n

n

)
zn +

n−1∑
k=0

(−1)k
((

n− 1

k

)(
n+ k − 1

k

)

= −
(

n

k

)(
n+ k

k

))
zk

]
.

Mas, visto que(
n− 1

k

)(
n+ k − 1

k

)
−
(

n

k

)(
n+ k

k

)
= −2(2k − 1)!

k!(k − 1)!

(
n+ k − 1

n− k

)
,

obtemos uma expressão explícita para o polinômio Hn(z), dado por

Hn(z) =

(
2n

n

)
zn + 2(−1)n

n−1∑
j=1

(−1)j (2j − 1)!

j!(j − 1)!

(
n+ j − 1

n− j

)
zj.

Portanto, as expressões gerais para os coeficientes dos polinômios relacionados aos

métodos de Radau I são dadas por

hn,n =

(
2n

n

)
=

2n!

(n!)2
,

hj,n = 2(−1)n+j
(2j − 1)!

j!(j − 1)!

(
n+ j − 1

n− j

)
, j = 1, . . . , n− 1, e

h0,n = 0.
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A Tabela 3.3 mostra a sequência de polinômios Hn(z) para n = 1, 2, . . . , 9.

n Polinômio Hn(z)

1 2z

2 6z2 − 4z

3 20z3 − 24z2 + 6z

4 70z4 − 120z3 + 60z2 − 8z

5 252z5 − 560z4 + 420z3 − 120z2 + 10z

6 924z6 − 2520z5 + 2520z4 − 1120z3 + 210z2 − 12z

7 3432z7 − 11088z6 + 13860z5 − 8400z4 + 2520z3 − 336z2 + 14z

8 12870z8 − 48048z7 + 72072z6 − 55440z5 + 23100z4 − 5040z3 + 504z2 − 16z

9 48620z9 − 205920z8 + 360360z7 − 336336z6 + 180180z5 − 55440z4 + 9240z3 − 720z2 + 18z

Tabela 3.3: Polinômios relacionados aos métodos de Radau I para n = 1, 2, . . . , 9.

A seguir serão consideradas algumas condições adicionais sobre os coeficientes dos

polinômios relacionados aos métodos de Radau I.

Seja Hn(z) =
n∑

j=0

hj,nz
j, n = 1, 2, . . . , o polinômio cujos coeficientes são relacionados

aos métodos de Radau I. Então,

(i) para n = 1 e n = 2, |hn,n| > |hn−1,n|;

(ii) para n ≥ 3, |hn,n| < |hn−1,n|, pois

|hn,n| − |hn−1,n| = 2(2n− 2)!

(n)!(n− 1)!
(−n2 + 3n− 1) < 0;

(iii) como, para j = 1, . . . , n− 2,

|hj,n| − |hj+1,n| = 2(n+ j − 1)!

(j!)2(j + 1)(n− j)!
(−n2 + 2j2 + j),

para analisar o sinal de |hj,n| − |hj+1,n|, devemos analisar o sinal de −n2 + 2j2 + j.

Considerando j = n− k, j = 1, . . . , n− 2, k = 2, . . . , n− 1. Então,

−n2 + 2j2 + j = n2 + (1− 4k)n+ 2k2 − k.

Assim,

n2 + (1− 4k)n+ 2k2 − k = 0 ⇔ n =
4k − 1±√8k2 − 4k + 1

2
.
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Portanto,

n1 =
4k − 1−√8k2 − 4k + 1

2
> 0 e

n2 =
4k − 1 +

√
8k2 − 4k + 1

2
> 0, n1, n2 ∈ R (pois 8k2 − 4k + 1 > 0, ∀k).

Deste modo, para n natural e k = 2, . . . , n− 1, temos

⎧⎨
⎩
|hn−k,n| < |hn−k+1,n|, se n1 < n < n2,

|hn−k,n| > |hn−k+1,n|, se n > n2 ou n < n1.

Como exemplo das condições citadas anteriormente temos os seguintes casos, que

podem ser claramente observados na Tabela 3.3.

Para n = 1, 2 ⇒ |hn,n| > · · · > |h0,n|.
Para n = 3, 4, 5 ⇒ |hn,n| < |hn−1,n| > |hn−2,n| > · · · > |h0,n|.
Para n = 6 ⇒ |hn,n| < |hn−1,n| = |hn−2,n| > |hn−3,n| > · · · > |h0,n|.
Para n = 7, 8, 9⇒ |hn,n| < |hn−1,n| < |hn−2,n| > |hn−3,n| > · · · > |h0,n|.

Note que, de acordo com o item (i) do Teorema 2.13, os polinômios Hn(z) são po-

linômios quase-ortogonais, pois são dados por Hn(z) = αPn(z) + βPn+1(z), onde α = 1

e β = 1 e Pn(z) e Pn+1(z) são polinômios ortogonais. Deste modo, utilizando o Teorema

2.14, é possível concluir que n zeros de Hn(z) são reais, distintos e localizam-se em (0, 1).

Além disso, como h0,n = 0 e z = 0 é zero de Hn(z), concluímos que os zeros de Hn(z)

encontram-se em [0, 1], como mostra a Figura 3.4.

Figura 3.4: Imagens da função Hn(z) para n = 1, . . . , 4.
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Exemplo 3.3. Seja H5(z) = 252z5−560z4+420z3−120z2+10z o polinômio relacionado

ao método de Radau I, para n = 5. Do Teorema 3.1, devemos ter ai > 0, i = 0, . . . , n.

Para tal hipótese, vamos tomar P (z) = −H5(−z) e observar que, como

H5(z) = z(252z4 − 560z3 + 420z2 − 120z + 10),

segue que z1 = 0 é um zero de H5(z) que encontra-se em |z| ≤ 1. Deste modo, analisare-

mos o comportamento dos zeros de S(z), relacionado ao polinômio

P (z) = 252z4 + 560z3 + 420z2 + 120z + 10,

cujos coeficientes satisfazem as hipóteses do Teorema 3.1 quando o parâmetro real r = 0.4

e os zeros encontram-se em |z| ≤ 1. Logo, do resultado citado anteriormente, os zeros de

S(z) = P (z) + γz4, onde γ > 0, estão em |z| < 1.

Figura 3.5: Localização dos zeros do polinômio S(z) = P (z)+γz4, γ = 0, 0.75, 1.5, 2.25, 3.

A Figura 3.5 mostra a localização dos zeros de P (z), representados pelos pontos ver-

melhos. Note que os zeros de S(z) = P (z)+γz4 para γ = 0.75, 1.5, 2.25 e γ = 3, ilustrados

pelos demais pontos, encontram-se localizados no interior do disco unitário.

2. Coeficientes dos polinômios relacionados aos métodos de Radau II

Seja Tn(z) = P̄n(z)−P̄n−1(z), n = 1, 2, . . . , e T0 = 1. Vamos determinar os coeficientes

dos polinômios dessa sequência, os quais denominaremos polinômios relacionados aos

métodos de Radau II.

De Tn(z) = P̄n(z)− P̄n−1(z), segue que
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Tn(z) = (−1)n
n∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)(
n+ k

k

)
zk

−(−1)n−1
n−1∑
k=0

(−1)k
(

n− 1

k

)(
n+ k − 1

k

)
zk

= (−1)n
[
(−1)n

(
n

n

)(
2n

n

)
zn +

n−1∑
k=0

(−1)k
(

n

k

)(
n+ k

k

)
zk

]

−
[
(−1)n−1

n−1∑
k=0

(−1)k
(

n− 1

k

)(
n+ k − 1

k

)]
zk.

Logo,

Tn(z) = (−1)n−1
[
(−1)n+1

(
2n

n

)
zn + (−1)

n−1∑
k=0

(−1)k
(

n

k

)(
n+ k

k

)
zk

+ (−1)
n−1∑
k=0

(−1)k
(

n− 1

k

)(
n+ k − 1

k

)
zk

]

= (−1)n−1
[
(−1)n+1

(
2n

n

)
zn + (−1)k+1

n−1∑
k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)

+

(
n− 1

k

)(
n+ k − 1

k

)
zk

]
.

Mas, como(
n

k

)(
n+ k

k

)
+

(
n− 1

k

)(
n+ k − 1

k

)
= −2n(2k − 1)!

(k!)2

(
n+ k − 1

n− k

)
,

segue que

Tn(z) =

(
2n

n

)
zn +

n−1∑
j=1

2(−1)n+j n(2j − 1)!

(j!)2

(
n+ j − 1

n− j

)
zj.

Portanto, as expressões gerais para os coeficientes dos polinômios relacionados aos

métodos de Radau II são dadas por
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tn,n =

(
2n

n

)
=

2n!

(n!)2
,

tj,n = 2(−1)n+j
n(2j − 1)!

(j!)2

(
n+ j − 1

n− j

)
, j = 1, . . . , n− 1, e

t0,n = 2(−1)n.

Na Tabela 3.4 são apresentados os polinômios da sequência Tn(z) para n = 1, 2, . . . , 9.

n Polinômio Tn(z)

1 2z − 2

2 6z2 − 8z + 2

3 20z3 − 36z2 + 18z − 2

4 70z4 − 160z3 + 120z2 − 32z + 2

5 252z5 − 700z4 + 700z3 − 300z2 + 50z − 2

6 924z6 − 3024z5 + 3780z4 − 2240z3 + 630z2 − 72z + 2

7 3432z7 − 12936z6 + 19404z5 − 14700z4 + 5880z3 − 1176z2 + 98z − 2

8 12870z8 − 54912z7 + 96096z6 − 88704z5 + 46200z4 − 13440z3 + 2016z2 − 16z + 2

9 48620z9 − 231660z8 + 463320z7 − 504504z6 + 324324z5 − 124740z4 + 27720z3 − 3240z2 + 162z − 2

Tabela 3.4: Polinômios relacionados aos métodos de Radau II para n = 1, 2, . . . , 9.

Para este caso, também apresentaremos algumas condições adicionais sobre os coefi-

cientes dos polinômios relacionados aos métodos de Radau II.

Seja Tn(z) =
n∑

j=0

tj,nz
j, n = 1, 2, . . . , o polinômio cujos coeficientes são relacionados

aos métodos de Radau II. Logo,

(i) Para n = 1, |tn,n| = |tn−1,n|;

(ii) Para n ≥ 2, |tn,n| < |tn−1,n|, pois

|tn,n| − |tn−1,n| = 2(2n− 2)!

[(n− 1)!]2
(−n2 + 2n− 1) < 0, para n ≥ 2;

(iii) Como, para j = 1, . . . , n− 2,

|tj,n| − |tj+1,n| = 2n(n+ j − 1)!

(j!)2(n− j − 1)!
(2j2 + 2j − n2 + 1),

para analisar o sinal de |tj,n| − |tj+1,n|, devemos analisar o sinal de

2j2 + 2j − n2 + 1.
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Considerando j = n− k, j = 1, . . . , n− 2, k = 2, . . . , n− 1, temos

2j2 + 2j − n2 + 1 = n2 + (2− 4k)n+ 2k2 − 2k + 1.

Assim,

n2 + (2− 4k)n+ 2k2 − 2k + 1 = 0 ⇔ n =
4k − 2±√8k2 − 8k

2
.

Portanto,

n1 =
4k − 2−√8k2 − 8k

2
> 0 e

n2 =
4k − 2 +

√
8k2 − 8k

2
> 0, n1, n2 ∈ R (pois 8k2 − 8k > 0, ∀k).

Deste modo, para n natural e k = 2, . . . , n− 1, temos

⎧⎨
⎩
|tn−k,n| < |tn−k+1,n|, se n1 < n < n2,

|tn−k,n| > |tn−k+1,n|, se n > n2 ou n < n1.

As condições descritas a seguir podem ser observadas na Tabela 3.4.

Para n = 1⇒ |tn,n| = · · · = |t0,n|.
Para n = 2, 3, 4⇒ |tn,n| < |tn−1,n| > |tn−2,n| > · · · > |t0,n|.
Para n = 5⇒ |tn,n| < |tn−1,n| = |tn−2,n| > · · · > |t0,n|.
Para n = 6, 7, 8⇒ |tn,n| < |tn−1,n| < |tn−2,n| > |tn−3,n| > |tn−4| > · · · > |t0,n|.
Para n = 9⇒ |tn,n| < |tn−1,n| < |tn−2,n| < |tn−3,n| > |tn−4| > |tn−5| > · · · > |t0,n|.

Assim como para os polinômios cujos coeficientes são relacionados aos métodos de

Radau I, os polinômios relacionados aos métodos de Radau II são polinômios quase-

ortogonais pois, de acordo com o Teorema 2.13 podemos escrever Tn(z) como

Tn = αPn(z) + βPn+1(z), onde α = 1 e β = −1 e, Pn(z) e Pn+1(z) são polinômios

ortogonais. Deste modo, do Teorema 2.14 segue que os zeros do polinômio Tn(z) são re-

ais, distintos e pelo menos n deles localizam-se em (0, 1). Como z = 1 é zero do polinômio

Tn(z), todos os seus zeros de Tn(z) localizam-se em [0, 1], como é possível observar na

figura a seguir.
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Figura 3.6: Sequência de Polinômios Tn(z), z ∈ [0, 1], com n = 1, . . . , 4.

Exemplo 3.4. Seja T4(z) = 70z4 − 160z3 + 120z2 − 32z + 2 o polinômio relacionado ao

método de Radau II para n = 4. Do Teorema 3.1, ai > 0, i = 0, 1, . . . , n.

Tomando o polinômio P (z) = S4(−z), analisaremos o comportamento dos zeros do

polinômio perturbado S(z), relacionado ao polinômio P (z) = 70z4+160z3+120z2+32z+2,

cujos coeficientes satisfazem as hipóteses do Teorema 3.1 quando 0.27 < r < 0.44 e seus

zeros encontram-se em |z| ≤ 1. Utilizando o principal resultado estudado neste capítulo,

é possível concluir que os zeros de S(z) = P (z)+ γz4, γ > 0, encontram-se no interior do

disco unitário.

Figura 3.7: Localização dos zeros do polinômio S(z) = P (z)+γz4, γ = 0, 0.75, 1.5, 2.25, 3.

A Figura 3.7 mostra a localização dos zeros do polinômio S(z) = P (z) + γz4. Note

que os zeros de P (z), ilustrados pelos pontos vermelhos, estão localizados em |z| ≤ 1. Por

outro lado, os zeros de S(z), para γ = 0.75, 1.5, 2.25 e γ = 3, representados pelos demais

pontos, encontram-se no interior do disco unitário.



Capítulo

4

Polinômios Palindrômicos

Na Seção 2.3 do Capítulo 2, definimos uma classe especial de polinômios, chamados

polinômios palindrômicos. O comportamento dos zeros de tais polinômios é um tópico

bastante interessante que possui muitas aplicações em algumas áreas de Matemática.

Sabemos que os zeros de polinômios palindrômicos são simétricos não apenas em relação

à reta real, como também ao círculo unitário. Mas, nos últimos anos, matemáticos têm

se preocupado em determinar condições para que essa classe de polinômios tenha apenas

zeros no círculo unitário (ver, por exemplo [10], [11], [12]). Neste contexto, o Capítulo

4 apresenta um estudo de alguns resultados relacionados a esta classe de polinômios, a

partir do qual foi possível obter novos resultados.

Neste capítulo, daremos condições necessárias e suficientes para que polinômios palin-

drômicos de grau n, n ≥ 1,

R(z) = rn + rn−1z + rn−1z
2 + · · ·+ rn−1z

n−1 + rnz
n

= rn + rn−1(z + z2 + · · ·+ zn−1) + rnz
n,

com rn > 0 e rn−1 > 0, tenham todos os seus zeros no círculo unitário. Além disso,

provaremos que o polinômio

S(z) = R(z) + γzn, γ ∈ (0,∞) ∩ [rn−1 − 2rn,∞),

tem todos os seus zeros no disco unitário.

O estudo desse resultado foi motivado pela Conjectura 1.1, apresentada na introdução

desta dissertação, relacionada à teoria de estabilidade de algumas classes de métodos

numéricos para a solução de equações diferenciais ordinárias.
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Usando a mesma notação apresentada em [10], consideramos

a = (a1, a2, . . . , an−1) ∈ R
n−1,

e a função L : Rn−1 → R, definida por

L(a) := min
y∈R

n−1∑
j=1

|aj − y|. (4.1)

Agora, seja σ uma permutação de {1, 2, . . . , n− 1}, para a qual

aσ(1) ≤ aσ(2) ≤ · · · ≤ aσ(n−1). (4.2)

(i) Se n é par, então L(a) :=
n−1∑
j=1

∣∣∣aj − aσ(n
2
)

∣∣∣.
(ii) Se n é ímpar, então L(a) :=

n−1∑
j=1

|aj − y|, para qualquer y no intervalo fechado

[a
σ(�n

2
�), aσ(�n

2
�)], onde �t� := max(−∞, t) ∩ Z e �t� := min[t,∞) ∩ Z.

Definição 4.1. O número m(a) é definido por m(a) := a
σ(�n

2
�) e o número m(a) é dado

por m(a) := a
σ(�n

2
�) ) . Observe que m(a) = m(a) quando n é par.

Para exemplificar as considerações apresentadas anteriormente, serão apresentados os

seguintes exemplos:

Exemplo 4.1. Dado o polinômio P (z) = 3z6+4z5+5z4+6z3+5z2+4z+3, a sequência

a ∈ R
n−1 é dada por a = (4, 5, 6, 5, 4). Assim, de (4.2),

aσ(1) = 4 ≤ aσ(2) = 4 ≤ aσ(3) = 5 ≤ aσ(4) = 5 ≤ aσ(6) = 6.

Então, m(a) = m(a) = aσ(3) = 5, e, portanto, de (4.1), L(a) = 3.

Exemplo 4.2. Considere o polinômio P (z) = 4z5 + 5z4 + 6z3 + 6z2 + 5z + 4. Note que

a sequência formada pelos coeficientes a1, a2, a3 e a4 é dada por a = (5, 6, 6, 5). De (4.2),

aσ(1) = 5 ≤ aσ(2) = 5 ≤ aσ(3) = 6 ≤ aσ(4) = 6.

Assim, da Definição 4.1 segue que m(a) = aσ(3) = 6 e m(a) = aσ(2) = 5. Além disso, de

(4.1), L(a) = 2.
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Os Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3, apresentados a seguir, são de suma importância para a

demonstração dos três últimos resultados, considerados, juntamente com o Teorema 3.1,

os principais resultados estudados nesta dissertação.

Teorema 4.1. Seja P (z) =
n∑

i=0

aiz
i um polinômio palindrômico de grau n, an > 0, e seja

a = (a1, a2, . . . , an−1).

1. Suponha m(a) + L(a) ≤ 2an.

(i) Se P (1) ≥ 0, então todos os zeros de P estão no círculo unitário. Neste caso,

existem pelo menos dois zeros da forma eiθ, com
−2π
n

≤ θ ≤ 2π

n
.

(ii) Se P (1) < 0, então P tem zeros reais β > 1 e β−1, e os demais estão no círculo

unitário.

2. Considere m(a) ≥ L(a) + 2an. Então, uma das afirmações a seguir é válida.

(i) Todos os zeros de P estão no círculo unitário. Quando n é ímpar, existem três

ou cinco zeros da forma eiθ com
(n− 1)

n
π ≤ θ ≤ (n+ 1)

n
π. Quando n é par,

−1 é um zero com multiplicidade 2 ou 4.

(ii) P tem zeros reais β < −1 e β−1,e os demais estão no círculo unitário.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [10].

Se n é ímpar, o polinômio R(z) possui algumas propriedades interessantes, como é

possível observar nos teoremas a seguir.

Teorema 4.2. Seja R(z) = rn + rn−1(z + z2 + · · · + zn−1) + rnz
n um polinômio palin-

drômico de grau ímpar. Então, z = −1 é um zero de R(z) e R(z) = (z + 1)Q(z) onde

Q(z) =
n−1∑
i=0

qiz
i, com qi =

⎧⎨
⎩

rn, i par,

rn−1 − rn, i ímpar.

Demonstração: Como R(−1) = rn − rn−1 + rn−1 − · · ·+ rn−1 − rn = 0, temos

R(z) = (z + 1)Q(z) = (z + 1)
n−1∑
i=0

qiz
i

= q0 + (q0 + q1)z + (q1 + q2)z
2 + · · ·+ (qn−2 − qn−1)z

n−1 + qn−1z
n.
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Comparando os coeficientes dos polinômios nos lados esquerdo e direito da igualdade

anterior, segue que

qi =

⎧⎨
⎩

rn, i par,

rn−1 − rn, i ímpar.

Teorema 4.3. Seja R(z) = rn+rn−1(z+z2+· · ·+zn−1)+rnz
n um polinômio palindrômico

de grau ímpar. Se

rn−1 =
2n

n− 1
rn, n > 1,

então z = −1 é um zero de R(z) de multiplicidade 3 e R(z) = (z + 1)3U(z), onde

U(z) =
n−3∑
i=0

uiz
i, com ui =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(i+ 2)(n− 1− i)

2(n− 1)
rn, i par,

(i+ 1)(n− 1− (i+ 1))

2(m− 1)
rn, i ímpar.

Demonstração: Do Teorema 4.2 temos R(z) = (z + 1)Q(z), onde

Q(z) =
n−1∑
i=0

qiz
i, qi =

⎧⎨
⎩

rn, i par,

rn−1 − rn, i ímpar.

Se rn−1 =
2n

n− 1
rn, rn−1 > 1, através de cálculos diretos segue que Q(−1) = 0 e assim,

Q(z) = (z + 1)T (z), (4.3)

com

T (z) =
n−2∑
i=0

tiz
i, ti = tn−2−i =

n− 1− i

n− 1
rn, i par.

De fato,

Q(z) = (z + 1)T (z) = (z + 1)
n−2∑
i=0

tiz
i

= t0 + (t0 + t1)z + (t1 + t2)z
2 + · · ·+ (tn−3 + tn−2)z

n−2 + tn−2z
n−1.

Comparando os coeficientes do polinômio em ambos os lados da equação anterior,

segue que

ti = tn−2−i =
n− 1− i

n− 1
rn, i par.
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Observe que T (−1) = 0 e, usando o argumento anterior,

T (z) = (z + 1)U(z), (4.4)

onde

U(z) =
n−3∑
i=0

uiz
i, ui =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(i+ 2)(n− 1− i)

2(n− 1)
rn, i par,

−(i+ 1)(n− 1− (i+ 1))

2(n− 1)
rn, i ímpar.

Deste modo, do Teorema 4.2 e das equações (4.3) e (4.4), obtemos

R(z) = (z + 1)Q(z) = (z + 1)2T (z) = (z + 1)3U(z).

4.1 Resultados principais

O teorema a seguir garante a localização dos zeros de polinômios palindrômicos de

grau par à partir de uma determinada condição.

Teorema 4.4. Os zeros dos polinômios palindrômicos de grau par, R(z) = rn + rn−1(z +

z2 + · · · + zn−1) + rnz
n, com rn > 0 e rn−1 > 0, estão no círculo unitário se, e somente

se, rn−1 ≤ 2rn.

Demonstração: Seja a = (rn−1, rn−1, . . . , rn−1). Então, m(a) = m(a) = rn−1 e L(a) = 0.

Se m(a) + L(a) ≤ 2rn, ou seja, rn−1 ≤ 2rn, como R(1) = 2rn + (n − 1)rn−1 ≥ 0, do

item 1. do Teorema 4.1, segue que todos os zeros de R(z) estão no círculo unitário.

Se rn−1 > 2rn (m(a) > L(a) + 2rn), R(z) tem um zero real em (−∞,−1).
De fato, como

lim
z→∞

R(z) > 0 e lim
z→−1

R(z) = 2rn − rn−1 < 0,

existe uma mudança de sinal de R(z) em (−∞,−1). Observe que este é o caso do item

2. (ii) do Teorema 4.1.

Note que se rn−1 = 2rn, R(−1) = 0 e z = −1 é um zero de multiplicidade 2 de R(z),

conforme o item 2. (i) do Teorema 4.1.

O resultado abaixo garante a localização dos zeros de polinômios palindrômicos de

grau ímpar no círculo unitário.
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Teorema 4.5. Os zeros do polinômio palindrômico de grau n ímpar, n > 1,

R(z) = rn + rn−1(z + z2 + · · · + zn−1) + rnz
n, com rn > 0 e rn−1 > 0, estão no cír-

culo unitário se, e somente se,

1. rn−1 ≤ 2rn ou

2. 2rn < rn−1 ≤ 2n

n− 1
rn.

Demonstração: Do Teorema 4.1, a = (rn−1, rn−1, . . . , rn−1), m(a) = m(a) = rn−1 e

L(a) = 0.

Se m(a) + L(a) ≤ 2rn, ou seja, rn−1 ≤ 2rn, como R(1) = 2rn + (n − 1)rn−1 ≥ 0, do

item 1. (i) do Teorema 4.1, todos os zeros de R(z) estão no círculo unitário.

Por outro lado, se rn−1 > 2rn (m(a) > L(a) + 2rn), então:

(i) Se rn−1 >
2n

n− 1
rn, R(z) tem um zero real em (−∞,−1).

De fato, como R(z) = (z + 1)Q(z), temos

lim
z→−∞

Q(z) > 0 e lim
z→−1

Q(z) = nrn − n− 1

2
rn−1 < 0.

Isso significa que Q(z) muda de sinal em (−∞,−1) e, consequentemente, R(z) tem

um zero real em (−∞,−1), como esperávamos do item 2. (ii) do Teorema 4.1.

(ii) Se rn−1 <
2n

n− 1
rn, como R(z) = (z + 1)Q(z), temos

lim
z→−∞

Q(z) > 0 e lim
z→−1

Q(z) = nrn − n− 1

2
rn−1 > 0,

ou seja, não existe mudança de sinal de Q(z) em (−∞,−1) e R(z) não tem zeros

em (−∞,−1) (todos os zeros de R(z) estão no círculo unitário), como esperávamos

do item 2. (i) do Teorema 4.1.

(iii) Se rn−1 =
2n

n− 1
rn, z = −1 é um zero de multiplicidade 3 de R(z) (do Teorema 4.4)

e R(z) = (z + 1)3U(z). Além disso,

lim
z→−∞

U(z) > 0 e lim
z→−1

U(z) > 0.

Dessa forma, não existe mudança de sinal de U(z) em (−∞,−1) e R(z) tem todos

os seus zeros no círculo unitário, conforme o item 2. (i) do Teorema 4.1.

Assim, se rn−1 > 2rn, os zeros de R(z) estão no círculo unitário se, e somente se,

rn−1 ≤ 2n

n− 1
rn.
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Observe que consideramos n > 1 nas condições do Teorema 4.5. Se n = 1, z = −1 é a

única raiz de R(z) = 0.

A origem do Teorema 4.6 está relacionada ao Teorema 3.1, considerado o principal

resultado estudado nesta dissertação.

Teorema 4.6. Sejam R(z) = rn + rn−1(z + z2 + · · · + zn−1) + rnz
n, rn−1, rn > 0, e

S(z) = R(z) + γzn, γ > 0.

1. Se γ > rn−1 − 2rn, todos os zeros de S(z) encontram-se no disco unitário.

2. Se 0 < γ ≤ rn−1 − 2rn, S(z) tem pelo menos um zero fora do disco unitário.

Demonstração: Vamos escrever o polinômio S(z) da forma S(z) = snz
n + sn−1z

n−1 +

· · ·+ s0, onde sn = rn + γ, si = rn−1, i = 1, . . . , n− 1, e s0 = rn. Da equação (2.5), temos

S1(z) = s
(1)
n−1z

n−1 + s
(1)
n−2z

n−2 + · · ·+ s
(1)
0 ,

onde os coeficientes s
(1)
k , k = 0, . . . , n − 1, são definidos por (2.7). Tomando-se j = 0

temos

s
(1)
k = s0sk − snsn−k.

Substituindo os valores de sk, k = 0, 1, . . . , n, obtemos

s
(1)
n−1 = s

(1)
n−2 = · · · = s

(1)
1 = −γrn−1 < 0 e s(1)0 = −γ(γ + 2rn) < 0.

Note que, como γ > 0, 0 < rn < rn + γ, ou seja, 0 < s0 < sn, o Teorema 2.9 pode ser

aplicado para concluir que os zeros de S(z) estão no disco unitário se, e somente se, os

zeros de S∗1(z) também estão.

Observe que

−S∗1(z) = |s(1)n−1|+ |s(1)n−2|z + · · ·+ |s(1)1 |zn−2 + |s(1)0 |zn−1.

Se |s(1)0 | ≥ |s(1)1 |, os coeficientes de−S∗1(z) estão ordenados e, pelo teorema de Eneström-

Kakeya, os zeros de −S∗1(z) estão em |z| ≤ 1. Como os zeros de S∗1(z) e −S∗1(z) são os

mesmos, os zeros de S∗1(z) também estão em |z| ≤ 1. Mas,

|s(1)0 | − |s(1)1 | = γ(γ + 2rn − rn−1) ≥ 0.

Logo, |s(1)0 | ≥ |s(1)1 | é equivalente a γ ≥ rn−1 − 2rn.
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Portanto, para γ ≥ rn−1 − 2rn, o polinômio S(z) tem todos seus zeros em |z| ≤ 1, o

que demonstra o item 1.. Precisamos mostrar agora que, se 0 < γ < rn−1− 2rn, S(z) tem

pelo menos um zero fora do disco unitário.

De fato, como

|s(1)0 | − |s(1)n−1| = γ(γ + 2rn − r1) = γ(γ + 2rn − rn−1).

Assim, |s(1)0 | < |s(1)n−1| é equivalente a γ < rn−1 − 2rn. Pela fórmula de Viète, temos

ζ1ζ2 . . . ζn−1 = (−1)n−1 s
(1)
n−1

s
(1)
0

,

onde ζi, i = 1, . . . , n− 1, são os zeros de S∗1(z).

Logo, se γ < rn−1 − 2rn, então

|ζ1ζ2 . . . ζn−1| =
∣∣∣∣∣s

(1)
n−1

s
(1)
0

∣∣∣∣∣ > 1.

Portanto, pelo menos um zero de S∗1(z) está fora do disco unitário. Consequentemente,

S(z) tem pelo menos um zero fora do disco unitário, o que demonstra a validade do item

2..

Note que para γ = 0, temos S(z) = R(z) e os zeros de S(z) estão no disco unitário

sob as condições dos Teoremas 4.4 e 4.5.

4.1.1 Exemplos numéricos

Os resultados apresentados nesta seção encontram-se ilustrados nos exemplos a seguir.

Exemplo 4.3. Vamos considerar os polinômios R(z) = 3z4 + 5z3 + 5z2 + 5z + 3 e

S(z) = R(z) + γz4. Note que, como as condições do Teorema 4.4 são satisfeitas, os zeros

do polinômio R(z) (representados pelos pontos vermelhos) estão no círculo unitário. Além

disso, do item 2. do Teorema 4.6, os zeros do polinômio perturbado S(z), para todo γ > 0

(representados pelos pontos pretos), encontram-se localizados no disco unitário, como é

possível observar na figura a seguir.
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Figura 4.1: Localização dos zeros do polinômio palindrômico R(z) e do polinômio pertur-

bado S(z) = R(z) + γz4, para γ = 0.5.

Exemplo 4.4. Considere o polinômio palindrômico R(z) = 1 + 2z + 2z2 + 2z3 + 2z4 +

2z5+z6. Observe que, como as condições do Teorema 4.4 são satisfeitas, os zeros de R(z)

(representados pelos pontos vermelhos) localizam-se no círculo unitário ( note z = −1
é um zero de multiplicidade 2 de R(z) ). Do item 2. do Teorema 4.6, segue que os

zeros do polinômio perturbado S(z), para todo γ > 0 (representados pelos pontos pretos),

encontram-se no disco unitário.

Figura 4.2: Localização dos zeros do polinômio palindrômico R(z) e do polinômio pertur-

bado S(z) = R(z) + γz6, para γ = 0.8.

Exemplo 4.5. Seja R(z) = 2+8z+8z2+8z3+2z4 um polinômio palindrômico de grau 4.

Como rn−1 − 2rn > 0, do Teorema 4.4 R(z) tem um zero real em (−∞,−1). Além disso,
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do item 1. do Teorema 4.6, os zeros do polinômio S(z) estão no disco unitário quando

γ ≥ 4 e, para 0 < γ < 4, S(z) tem pelo menos um zero fora do disco unitário.

Figura 4.3: Localização dos zeros do polinômio palindrômico R(z) e do polinômio pertur-

bado S(z) = R(z) + γz5, para γ = 2 e γ = 4.

Na figura anterior, os pontos em vermelho representam os zeros do polinômio palindrô-

mico R(z). Os zeros do polinômio perturbado S(z) = R(z)+ γz5 encontram-se ilustrados

na cor preta e verde para γ = 2 e γ = 4, respectivamente.

Exemplo 4.6. Seja S(z) = 2+3z+3z2+3z3+3z3+3z4+2z5. Note que a primeira condição

do Teorema 4.5 é satisfeita e os zeros de R(z) (representados pelos pontos vermelhos) estão

no círculo unitário. Do Teorema 4.6, os zeros do polinômio perturbado S(z), para todo

γ > 0 (representados pelos pontos pretos), estão em |z| ≤ 1, como podemos observar na

Figura 4.4.

Figura 4.4: Localização dos zeros do polinômio palindrômico R(z) e do polinômio pertur-

bado S(z) = R(z) + γz5, para γ = 0, 5.
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Exemplo 4.7. Vamos considerar o polinômio R(z) = 1 + 3z + 3z2 + z3. Como

rn−1 =
2n

n− 1
rn, do Teorema 4.3, z = −1 é um zero de multiplicidade 3 de R(z). Do

item 1. do Teorema 4.6, os zeros do polinômio perturbado S(z) encontram-se em |z| ≤ 1

se, e somente se, γ ≥ 1 e, para 0 < γ < 1, pelo menos um zero de S(z) encontra-se

localizado fora do disco unitário.

Figura 4.5: Localização dos zeros do polinômio palindrômico R(z) e do polinômio pertur-

bado S(z) = R(z) + γz3, para γ = 0.5 e para γ = 1.

Na Figura 4.5, o ponto z = −1, ilustrado em vermelho, representa o zero de multi-

plicidade 3 do polinômio palindrômico R(z). Por outro lado, os pontos ilustrados na cor

verde, localizados em |z| ≤ 1, representam os zeros de S(z) = R(z)+z3 e os pontos pretos

são os zeros do polinômio perturbado S(z) = R(z) + γz3 para γ = 0, 5.

Exemplo 4.8. Vamos considerar o polinômio R(z) = 3 + 8z + 8z2 + 8z3 + 8z4 + 8z5 +

8z6 + 3z7. Como rn−1 >
2n

n− 1
rn, do Teorema 4.5, R(z) tem um zero real em (−∞,−1).

Do item 1. do Teorema 4.6, os zeros do polinômio perturbado S(z) estão no disco unitário

quando γ ≥ 2 e, para 0 < γ < 2, o polinômio perturbado S(z) tem pelo menos um zero

fora do disco unitário.

Na Figura 4.6, é possível observar que, dentre os pontos ilustrados em vermelho (zeros

do polinômio palindrômico R(z)), existe um zero real em (−∞,−1). Por outro lado, os

zeros do polinômio S(z) = R(z) + γz7, para γ = 2 (pontos ilustrados na cor verde),

encontram-se em |z| ≤ 1. Quando γ = 1 (pontos pretos), é possível verificar que existe

pelo menos um zero de S(z) = R(z) + γz7 fora do disco unitário. Para este caso, nota-se

que existem dois zeros de S(z) em |z| > 1.
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Figura 4.6: Localização dos zeros do polinômio palindrômico R(z) e do polinômio pertur-

bado S(z) = R(z) + γz7, para γ = 1 e γ = 2.



Capítulo

5

Considerações Finais

Neste trabalho, estudamos um teorema importante no que diz respeito à localização

de zeros de polinômios. Este resultado, que foi publicado recentemente em [3], originou-se

de um problema relacionado a polinômios característicos associados aos métodos (K,L)

de Brown, que encontra-se em aberto em [15]. Nessa pesquisa, investigamos o resultado

citado anteriormente com o intuito de obtermos novos resultados. Essa investigação se

deu a partir do seguinte estudo: primeiro, realizamos uma análise dos principais resulta-

dos clássicos sobre zeros de polinômios, que podem ser encontrados, principalmente nos

textos [13] e [16]; na sequência, apresentamos uma ideia geral sobre polinômios ortogonais

e fórmulas de quadratura, cujos resultados encontram-se em [2] e [8]; além disso, conside-

ramos uma apresentação concisa de algumas classes de métodos numéricos para solução

de equações diferenciais ordinárias, sendo eles os métodos (K,L) de Brown e os métodos

de Radau I e Radau II, que podem ser vistos, de forma mais detalhada, em [7] e [14].

Inicialmente, partimos da hipótese de que o polinômio perturbado S(z) do teorema

investigado está relacionado aos polinômios característicos dos métodos (K,L) de Brown.

Até então, não escrevemos nada de novo, pois este resultado encontra-se em [14], mas apre-

sentamos alguns exemplos interessantes utilizando tais polinômios. Em seguida, iniciamos

um estudo direcionado à família de métodos de Radau, especificamente para os métodos

de Radau I e Radau II. A partir desses métodos, determinamos expressões gerais para

os coeficientes dos polinômios que satisfazem as hipóteses do teorema em análise. Além

desse avanço, no final desta dissertação exploramos uma classe especial de polinômios,

conhecidos na literatura como polinômios palindrômicos. Utilizando esses polinômios,

conseguimos novos resultados que deram origem ao artigo “Palindromic and perturbed

polynomials: zeros location”, submetido para publicação em uma importante revista da

área de Análise Numérica.
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