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RESUMO

Este trabalho de conclusdo de curso apresenta uma constru¢ao de modula¢des em quatro dimensoes
aplicadas em sistemas de comunicagdes Opticas coerentes, utilizando conceitos e resultados de codigos
esféricos 6timos, dlgebra dos quatérnios e fibragdo de Hopf discreta. As modulagdes construidas
neste trabalho sdo uma juncao da modulacao por chaveamento de polarizacao PolSK (Polarization-
Shift Keying) com a modulacao por chaveamento de fase PSK (Phase-Shift Keying), gerando assim a
modulagcdao mPolSK-nPSK, em que m € a quantidade de pontos tomados em uma esfera de Poincaré
e n € a quantidade de angulos 1) consideradas na modulagdo PSK. Neste trabalho, consideramos
os m pontos advindos de codigos esféricos 6timos de modo a obter constelacdes de sinais com a
maior distdncia minima possivel entre os simbolos e, aplicamos a fibracdo de Hopf discreta para
poder transformar pontos tridimensionais em pontos quadrimensionais e vice-versa. A partir das
constelacdes de sinais obtidas, realizamos também o rotulamento de seus simbolos em coordenadas
quadridimensionais e através da associa¢do destes simbolos com os quatérnios de Hamilton, mapeamos
as constelacdes de sinais em particdes QAM. Por fim, a partir dos resultados apresentados, foi aplicado
um algoritmo em MatLab que simula as modula¢des 4D construidas, em um sistema de comunicagdo
Optico coerente ruidoso. Para minimizar os efeitos do ruido, foi aplicado um algoritmo de inteligéncia

artificial que classifica os limiares de decisdo das particdoes QAM.

PALAVRAS-CHAVE: Modulagio 4D. Cédigos Esféricos. Algebra dos Quatérnios. Fibracdo de

Hopf. Sistema de Transmissdo. Comunicacdes Opticas.



ABSTRACT

This work presents a construction of four-dimensional modulations applied in coherent optical commu-
nications systems, using concepts and results of optimal spherical codes, Quaternions Algebra and
discrete Hopf fibration.The modulations built in this work are a combination of the Polarization-Shift
Keying (PolSK) with Phase-Shift Keying (PSK), thus generating a mPolSK-nPSK modulation, where
m is the amount of points taken in a Poincaré sphere and 7 is the amount of angles ) considered in the
PSK modulation. In this work, we consider the m points from optimal spherical codes in order to obtain
signal constellations with the greatest possible distance between the symbols and, we applied discrete
Hopf fibration to transform three-dimensional points into four-dimensional points and vice versa. From
the obtained signal constellations, we also performed the labeling of their symbols in four-dimensional
coordinates and through the association of these symbols with Hamilton’s quaternions, we mapped the
signal constellations in QAM partitions. Finally, from the results presented, an algorithm was applied
in MatLab that simulates the constructed 4D modulations, in a noisy coherent optical communication
system. To minimize the effects of noise, an artificial intelligence algorithm that classifies the decision
thresholds of QAM partitions was applied.

KEYWORDS: 4D Modulation. Spherical Codes. Quaternion Algebra. Hopf Fibration. Transmission
System. Optical Communications.
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1 INTRODUCAO

As comunicagdes digitais vem ganhando destaque com o passar dos anos, principalmente no uso
de celulares, computadores, etc. Nesse quesito, hd um grande crescimento na necessidade de enviar e
receber informagdes de maneira segura em transmissoes de dados. Em particular, estamos interessados
neste trabalho em transmissdes baseadas em comunicacdes Oticas coerentes, que € uma técnica que
se baseia em modulagdes de amplitude, fase e na transmissao entre duas polariza¢des. No dominio
optico, os parametros de Stokes sdo representados por um conjunto de parametros que descrevem
o estado de polarizacdo de ondas eletromagnéticas, (CHANDRASEKHAR, [2013). O interesse em
se trabalhar com os pardmetros de Stokes neste trabalho estd na possibilidade em relacionar ondas
eletromagnéticas com a constru¢ao de modulagdes em quatro dimensdes.

Modulacdes de alta ordem vém ganhando destaque no campo das comunicagdes Oticas, através do
uso de alguns formatos que utilizam a polarizacao da luz para transmitir dados e, além disso, podem
ser otimizadas utilizando operacdes de rotagao e translagao dos simbolos das constelacdes definidas
por politopos, (RODRIGUES; TEMPORAO; WEID, 2018), (KARLSSON, [2014). Dentre elas, 0 uso
da técnica de modulacdo digital conhecida como modulagdo por chaveamento de polarizagdo - PolSK
(Polarization-Shift Keying) chama a atencao na drea das comunicacdes opticas, pelo fato de que o estado
de polarizacdo € o parametro mais estdvel de um feixe de laser durante a sua propagacao na atmosfera,
(RODRIGUES; TEMPORAO; WEID, 2017a). Esse tipo de modulagio utiliza algumas propriedades
dos vetores das ondas Opticas para realizar a transmissao bindria e multinivel para representar os
estados 16gicos “0” e “1”. Outro fato dessa modulacdo ter ganhado destaque nas modulacdes pticas €
que a poténcia é constante durante o processo de transmissdo do sinal modulado e os ruidos de fase
provenientes da fonte de luz s@o reduzidos, além de ndo necessitar do alinhamento das coordenadas de
polarizacdo do transmissor e do receptor, (KARLSSON, 2014). Outra modula¢ao de interesse neste
trabalho € a modulacdo PSK (Phase-Shift Keying) que € uma modulacdo por chaveamento de fase
muito utilizada em diversas aplicacdes em telecomunicagdes.

De acordo com a informagao que precisa ser transmitida, os sistemas de transmissdo 6pticos
requerem apenas receptores que detectam a informacdo da intensidade do sinal recebido, um exemplo
de receptores que executam esse papel sdo os detectores IMDD (Intensity Modulation and Direct
Detection). Porém, em determinadas aplicacdes € necessario nao s6 conhecer a intensidade do sinal,
como também a fase deste sinal. A utilizacdo de um sistema 6ptico coerente neste tipo de situacdo €
necessdria pois com ele € possivel identificar tanto a fase do sinal recebido, quanto a intensidade do sinal
no receptor coerente. Para poder recuperar a informacao de fase, é necessdrio algum tipo de detec¢cdo
interferométrica. Nos sistemas de comunicacdes Opticas coerentes modernos, esta interferéncia é
realizada entre o sinal de entrada e um laser localizado no receptor. A diferenca dos sistemas coerentes
investigados na década dos anos 80 para os modernos € que atualmente ndo € implementado um
controle de fase e a polarizagcao do laser € utilizada como oscilador local de forma que a coeréncia nao
¢ atingida no dominio 6ptico, mas sim no dominio digital, (AGRAWAL! 2002; ( GONCALVES, 2021).

Neste contexto, este trabalho tem como objetivo construir modulagdes em quatro dimensodes
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utilizando os conceitos de codigos esféricos 6timos, dlgebra dos quatérnios e fibragdo de Hopf, além
de aplicar tais modula¢cdes em um sistema de transmissao optico coerente ruidoso. Para isso, iremos
associar o estado de polarizacdo de uma onda eletromagnética propagante no tempo aos parametros de
Stokes, de modo a construir cédigos esféricos 6timos como parametros de ondas eletromagnéticas. A
partir da juncdo da modulacido PolSK com a modulac¢do PSK, iremos construir a modulagdo mPolSK-
nPSK, em que m € a quantidade de pontos tomados em uma esfera de Poincaré e n € a quantidade de
amostras consideradas na modulacdo PSK. A importancia de se considerar c6digos esféricos 6timos na
esfera de Poincaré estd no fato de em transmissdes de sinais ruidosos, os pontos espalhados pelo ruido
terdo menor probabilidade de serem associados ao ponto errado devido ao fato da distancia minima
ser a maior possivel entre os m pontos considerados, este € um diferencial deste trabalho aos demais
conhecidos por nds na literatura. Além disso, utilizaremos os conceitos de fibracao de Hopf para
transformar as coordenadas de trés dimensdes para quatro dimensdes e vice-versa. Iremos também
realizar o rotulamento das constela¢des de sinais geradas pelas modulacdes 4D. E, em seguida, através
da relacdo entre a dlgebra dos quatérnios e o espaco quadridimensional iremos obter as particdes
bidimensionais QAM das modulac¢des. Para finalizar, iremos avaliar por meio de simulagdes no
software MatLLab o desempenho das modulagdes mPolSK—nPSK construidas através de um canal
AWGN (Additive White Gaussian Noise). Aplicaremos um algoritmo de inteligéncia artificial para que
sejam construidos os limiares de decisdo para diferentes modulagdes.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma. No Capitulo 2] serdo introduzidos alguns conceitos
que servirdo de base para a realizacdo deste trabalho como a esfera n-euclidiana, uma breve introdugao
a algebra dos quatérnios, conceitos sobre ondas eletromagnéticas e os parametros de Stokes e, por fim, a
fibracdo de Hopf discreta. J4 no Capitulo 3| serdo apresentadas algumas defini¢des sobre os parametros
que descrevem codigos esféricos para ser possivel apresentar a construg¢ao de codigos esféricos 6timos
para os valores m = {4,6, 8,12, 16}, descrevendo a geometria destas configuragdes de pontos. Além
disso, iremos relacionar as ondas eletromagnéticas e os parametros de Stokes com os pontos de
codigos esféricos 6timos obtidos neste capitulo. No Capitulo [} serdo apresentadas as construgdes
das modulacdes mPolSK-nPSK a partir dos cédigos esféricos 6timos e da fibracao de Hopf gerando
as constelagdes de sinais de m - n simbolos. Por fim, realizaremos a constru¢cao de uma modulagdo
a partir da modulacdo mPolSK-nPSK através de uma mudanca de base de modo que a constelagdo
de sinais associada tenha um ndmero de simbolos em poténcia de 2. Na sequéncia deste trabalho, no
Capitulo [5|realizaremos o rotulamento das constelacdes de sinais obtidas no Capitulo de, através da
representacdo de Cayley-Dickson para quatérnios serdo obtidas as particdes bidimensionais QAM
para cada configuragdo de m = {4,6,8,12, 16} pontos. Por fim, uma comparagio serd apresentada
de modo a verificar a eficcia da utilizagdo de codigos esféricos 6timos na construcdo de modulacdes
em 4D em termos da distdncia minima das parti¢des bidimensionais QAM. Ja no Capitulo [6] serd
realizada a implementag@o de um sistema de comunicag@o 6ptico coerente com ruido aditivo e de um
algoritmo de inteligéncia artificial conhecido como k-means para encontrar os limiares de decisdo de
sistemas ruidosos. Por fim, serd demonstrado como o sistema ruidoso implementado se comporta para
as modulagdes 4PolSK—8PSK e 8PolSK—8PSK de acordo com a variagdo da SNR (Signal to Noise
Ratio).
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2 REVISAO DE CONCEITOS

Este capitulo serd dedicado ao estudo e revisdo de alguns conceitos bdsicos de geometria euclidiana,
dlgebra dos quatérnios, da associac¢do de ondas eletromagnéticas aos parametros de Stokes e também do
estudo de fibracdes de Hopf. Todos os conceitos que serdo apresentados sdo importantes e necessarios
para o desenvolvimento deste trabalho. Na Secao [2.1] serdo introduzidas algumas defini¢des sobre a
geometria euclidiana no espaco bidimensional, tais como distancia entre pontos no R? e, em seguida,
haverd uma extens@o do conceito de distancia entre pontos para o caso de um espaco tridimensional e,
por fim, para o caso n—dimensional. Em seguida, serd definida a esfera em um n—espaco euclidiano,
especificando as esferas S? e S contidas nos espagos R? e R*, respectivamente. Além disso, serd
introduzido o conceito de toro e como sdo parametrizadas as projecdes estereograficas entre as esferas
contidas do S® para 0 S2. J4 na Secdo serd introduzida a dlgebra dos quatérnios desde seu contexto
histérico até o momento da escrita da relacdo fundamental. Também serdo introduzidas algumas
operacdes com quatérnios como a multiplica¢do por escalar e a operagdao de soma em quatérnios. Por
fim, serd apresentada a dlgebra de Cayley-Dickson para os quatérnios. Na Secdo[2.3] serd introduzido o
conceito de ondas eletromagnéticas e como € realizado o processo para descrever uma onda elétrica em
fun¢do do tempo. Em seguida, serd realizada uma associagdo entre ondas eletromagnéticas e o estado
de polarizag¢do e, como ambos se relacionam com os pardmetros de Stokes, na Subsec¢do [2.3.1] Por fim,
na Secio[2.4]serd introduzida a ferramenta de mapeamento conhecida como fibragdo de Hopf. Nesta
secdo, serd realizada a demonstra¢do de como € possivel caracterizar um espago quadridimensional em

termos de um espaco tridimensional.

2.1 A ESFERA n—EUCLIDIANA

Nesta secdo serd apresentada a defini¢do da esfera em um n—espaco euclidiano, com foco nas
esferas S? (também conhecida como Esfera de Poincaré) e S* que estdo contidas nos espagos R? e R*,
respectivamente. Em seguida, um importante conceito serd introduzido que € o toro em uma esfera no
S3 e como é possivel parametrizar as coordenadas de tal toro realizando projecdes estereogréficas para
que o olho humano consiga observar o toro como uma figura tridimensional. Os conceitos e resultados
apresentados nesta secdo podem ser encontrados em (ERICSON; ZINOVIEV, [2001), (LYONS, [2003),
(HERMAN| 2017), (STEWART] 2013), (WAITE, 2016), (COXETER| 1989).

Defini¢do 2.1.1 O plano euclidiano é definido por R* = {(x1,x5) | 71, 12 € R} e a distancia entre

dois pontos do plano P; = (x1,23) e Py = (y1,y2) € dada por

d(Py, Py) = \/(y1 — 71)% + (y2 — 72)%. 2.1)

) ) ’ ) <o m— .1 .
De maneira mais geral, podemos estender esse conceito até o espaco euclidiano considerando
R™ = {(x1, 29, ..., 2,) | X1, 22, ..., 2, € R}.
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Definicao 2.1.2 Definimos a distdncia entre 2 pontos distintos em um n—espago euclidiano com

pontos Py = (x1,29,...,2,) e Po = (y1,Y2, ..., Yn) POT

d(Py, Py) = /(g1 — 21)? + (42 — 22)? + - .- + (Yo — 7). (2.2)
Definicdo 2.1.3 Uma esfera S"~! pode ser definida em um n—espaco euclidiano R™ por

S = (21,29, .. . xn) ER" | 2] + 25+ ...+ 22 =17}, (2.3)

n

em que v € o raio da esfera.

Quando 7 = 1, dizemos que a esfera é unitéria. A representagdio geométrica da esfera unitaria S? é
mostrada na[Figura 1| em que utilizamos 57, Ss € S3 para denotar os eixos cartesianos.

Figura 1 — Esfera unitdria 5>

S3

06 . C—— s
S o 0z o o = S s 05

o - e

2 o0 —

08"

fonte: Producdo do préprio autor.

De acordo com a Defini¢do 2.1.3] podemos descrever a esfera S? de raio r em funcdo das suas

coordenadas como

S? = {(x1,m9,73) € R® | 23 + 25 + 23 = r*}. (2.4)
Também € possivel descrevé-la em termos de coodenadas esféricas da seguinte forma
r1 = 1r-sen(d) - cos(¢)

xe = 1-sen(d)-sen(o) (2.5)

xg = - cos(f)

emque 0 < 0 <2mre—7m < ¢ < m. Tais angulos representam todas as variagdes de posi¢ao dos
pontos sobre a esfera.

Agora considerando a esfera S®, de acordo com a Definigio 2.1.3] temos

S3 = {(z1, 29,23, 24) € R* | :):f + :Eg + x% + :EZ = 7’2}, (2.6)
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com r sendo o raio da hiperesfera em 4 dimensdes. Neste caso, as coordenadas podem ser descritas a
partir de 4 coordenadas reais como na Equagdo ou também como 2 coordenadas complexas da

forma

S* = {(z0,21) € C| |20|* + |21]> = 1%}, 2.7)

tal que zp = T1 + il’g € 21 =3+ i!L’4.

Devido ao fato de que todas as propriedades intrinsecas da esfera S? serem herdadas da esfera 52,
entdo todas as operacdes de transformacdes geométrica como translacdo, rotacao, reflexao aplicadas
em S? podem também ser consideradas as mesmas transformacdes geométricas de S® com o termo z;
pertencente ao R* fixo em 1. Assim, a geometria euclidiana da esfera S? pode ser descrita em termos
da geometria euclidiana da esfera S3. Com esta analise, podemos mapear S no plano euclidiano a
partir do conjunto C dos nimeros complexos.

Um toro € uma superficie contida no espaco quadrimensional e pode ser definido como o lugar
geométrico tridimensional formado pela rotagdo de uma superficie circular plana de raio menor r e de

raio maior R em torno de um dos eixos coordenados (Figura 2|a)). Esta superficie possui um formato

de um Donut, como mostrado na [Figura 2(b).

Figura 2 — Representagdo toroidal

(a) Superficie circular plana de raios r ¢ R (b) Toro obtido pela rotagdo no eixo .53

Ss

fonte: Produgdo do préprio autor.

Em coordenadas cartesianas, o toro que possui simetria de rotagdo em torno do eixo S pode ser

2
(\/x%—i—x%—R) + a3 =12 (2.8)

Como foi visto anteriormente na Equagio a esfera S? pode ser descrita através de coordenadas

descrito da seguinte forma,

esféricas e, ao considerarmos os angulos 0 e ¢ variando entre 0 < 0 < 27 e —7 < ¢ < 7, podemos
mapear toda a esfera S2. Dessa forma, é possivel parametrizar qualquer ponto em S para um circulo
no respectivo S®. A unifo desses circulos ird gerar um toro e essas transformacdes serdo descritas
através da fibragdo de Hopf, que serd apresentada na Se¢do [2.4]

Para podermos observar a representagiio toroidal em S® gerada a partir de pontos escolhidos em
5?2, é necessdrio realizar uma parametrizacdo de coordenadas, ou seja, uma projecio estereografica das

coordenadas em quatro dimensdes para que possamos ver a forma toroidal em trés dimensdes.
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Defini¢iio 2.1.4 Uma projecdo estereogrdfica das coordenadas (x1, o, 13, 14) da esfera S® para as

coordenadas ('), 'y, 1) da esfera S* é dada por

x ! x

1= — 0—/—a 43
(1—a7)

, r

Th = ————— 1y (2.9)
(1—a7)

x ! x

3= T o/t 42
(1 -7

2.2 ALGEBRA DOS QUATERNIOS

Para realizar o rotulamento dos pontos das constelacdes de sinais no Capitulo [5] é necessdrio
inicialmente definir os quatérnios de Hamilton e mostrar o isomorfismo existente entre os quatérnios e
o R* bem como a representacdo de Cayley-Dickson. Dessa forma, poderemos relacionar as coordenadas
x1, Ta, x3 € x4 dos pontos das constelagdes de sinais com os quatérnios de Hamilton. Nesta secao
apresentaremos a construcao da dlgebra dos quatérnios partindo de seu contexto histérico até chegar
na escrita da relagdo fundamental introduzida por Hamilton. Em seguida, serdo apresentadas as
operagdes multiplicacdo por escalar e soma utilizando quatérnios e, por fim, serd apresentada a dlgebra
de Cayley-Dickson aplicada aos quatérnios de Hamilton. Os conceitos e resultados apresentados nesta
secdo foram gerados a partir de (SILVA, 2019), (BARREIRO, 2009) e (RODRIGUES; TEMPORAO;
WEID, 2018).

No inicio do século XIX, o conjunto dos nimeros complexos C foram definidos para solucionar
equagdes do tipo 22 + 1 = 0. Para isso, foi criada a unidade imagindria i> = —1. Dessa forma, ao
considerar qualquer nimero complexo z € C, tem-se a forma: z = z; + i - x5, em que x; € 0 termo
real e x5 € 0 termo imaginario.

Iremos realizar a seguir um exemplo de multiplicacdo entre nimeros complexos. O objetivo
desse exemplo serd demonstrar que € possivel realizar rotacdes de vetores complexos no plano de
Argand-Gauss através da multiplicacio entre dois numeros complexos. O plano de Argando-Gauss
pode ser definido como um plano complexo que € utilizado para representar geometricamente 0s
nimeros complexos. Ele possui um eixo real que caracteriza o termo z; e também um eixo imaginario

que caracteriza o termo s.

Exemplo 2.2.1 Considere os niimeros complexos zy = 1 + i e zo = 1 Na[Figura 3[a), temos a
representacdo complexa de z,. O segmento de reta O A indica o valor do modulo de z, e é calculado
apor \/x? + x3. Agora, multiplicando z, e z temos: zy -z = (1 +4) -i = i +i> = —1 + 4. Na
[Figura 3[b) observamos que houve uma mudanga apenas no valor real do niimero complexo, e essa
mudanga resultou em uma rotagcdo do segmento de reta O A. Sendo assim, podemos considerar que

realizar uma multiplicacdo de niimeros complexos implica em uma rotacdo de vetores no R?.

O isomorfismo entre o conjunto dos niimeros complexos C e a rotacio de vetores no plano R? j4
era conhecido no inicio do século XIX. No entanto, a grande divida da época era como rotacionar

vetores no R3. A fim de solucionar esse problema, o matematico irlandés William Rowan Hamilton



22

Figura 3 — Planos de Argand-Gauss

(a) Plano de Argand- Gauss para z; (b) Plano de Argand- Gauss para 27 - 22
Im Im
1 4 A 1
N> “
. e § = 135°
6 =45 > Re ; 2/  Re
(4] 1 -1 (1)

fonte: Produgdo do préprio autor.

passou mais de 10 anos pesquisando sobre niimeros hipercomplexos. Sua teoria era que se € possivel
girar um vetor no R? utilizando um niimero complexo com uma parte real e uma parte imagindria,
entdo para rotacionar um vetor no R? seria necessdrio um nimero complexo 2 com uma parte real e
duas partes imaginarias na forma: x = z; + 22 - ¢ + x3 - j. Porém, através dessa estratégia ele ndo
obteve sucesso pois ele ndo conseguia associar esse sistema numérico a giros no R3. Foi entio que
em 1843, segundo (BARREIRO, 2009), em uma caminhada no Royal Canal durante uma conversa,
Hamilton teve a ideia de utilizar um ndmero hipercomplexo com trés partes imaginarias. Sem pensar
duas vezes, ndo resistiu ao impulso de escrever sua ideia na ponte. Assim, Hamilton foi o precursor
das dlgebras dos quatérnios criando o sistema numérico complexo 2 para representar um nimero com
uma parte real e trés partes imagindrias, tal que & = x5 - i + x3 - j + x4 - k € 0 seu respectivo quatérnio

€ escrito na forma:

r=m+r=r=x1+x9-01+2x3-]+ x4k, (2.10)

em que i> = j2 = k? = —1. Além da relagio fundamental escrita na ponte por Hamilton, existem

outras relagdes que sdo necessdrias para descrever os quatérnios:

T
£J g @2.11)
jok=i=—k-j
kei=j——ik

De modo geral, podemos definir uma dlgebra dos quatérnios sobre um corpo qualquer da seguinte

forma.

Definicdo 2.2.1 Uma dlgebra dos quatérnios A = (a,b)x sobre um corpo de niimeros K é uma
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dlgebra simples central de dimensdo 4 sobre K, com uma base {1,1, j, k}, satisfazendo a condi¢do
i*=a, j°=0b e kK*=i-j=—j-i, (2.12)

em que a,b € K/O0.

Definicdo 2.2.2 Sex = 21+ x5 i+ x3-j+ x4 -k € A, em que 11,212,253, 14 € K, entdo v* =

X1 —T9-1— x3-] — x4k échamado conjugado de .

Tomando K = R como o corpo dos nimeros reais € a = b = —1, temos que a dlgebra H =
(—1, —1)g é conhecida como édlgebra dos quatérnios de Hamilton devido a sua descoberta.

Podemos realizar as operacdes de soma e multiplicagdo por escalar utilizando quatérnios, a seguir
apresentamos estas definicdes considerando a dlgebra dos quatérnios de Hamilton que € a dlgebra de

interesse neste trabalho.

Definicao 2.2.3 Dado x,y € H, definimos a operagcdo de soma da seguinte forma
r+y=(x1+y)+ (@2+y) i+ (@s+ys) J+ (Tatua) k. (2.13)

Definicao 2.2.4 Seja c € R um niimero escalar qualquer e x € H. Definimos uma multiplicacdo por
escalar como

c-x=c-x1+c-xTo-1+c-x3-J+cC-x4-k. (2.14)

Através das operagdes apresentadas nas Definigdes [2.2.3] e [2.2.4] temos que uma dlgebra dos
quatérnions sobre um corpo K forma um espaco vetorial sobre K. Em especial, podemos considerar os
quatérnios de Hamilton  como um espaco vetorial sobre R. Além disso, pode-se mostrar que existe

um isomorfismo entre os quatérnios de Hamilton H e R*, em que
r=x1+x2-i+x3-j+axy-k — (x1,T9,x3,174). (2.15)

A seguir iremos apresentar a representacao de um quatérnio de Hamilton através de uma construcio
de Cayley-Dickson. As constru¢cdes de Cayley-Dickson produzem uma sequéncia de dlgebras sobre o
corpo dos nimeros reais, cada uma com o dobro da dimensao da anterior. Como exemplos de dlgebras
produzidas por esse processo temos os nimeros complexos, os quatérnios e os octonios. A construg¢ao
de Cayley-Dickson pode ser aplicada em qualquer dlgebra dos quatérnios, porém, vamos considerar a
algebra dos quatérnios de Hamilton. Dessa forma, assim como um niimero complexo pode ser escrito
como um par de nimeros reais, temos que um quatérnio pode ser escrito como um par de numeros
complexos. Parax =z + 29 -1+ 23 - j + x4 - kK € ‘H, a construgdo de Cayley-Dickson nos mostra

que z pode ser escrito da seguinte forma

r = x1+x0-t+a3-J+x4k
= T1+ T+ 23]+ Tyl
= ($1+$2'i)+<$3+$4'i>'j7

= Zl+22'j

(2.16)
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emquez; =71+ 221 €C, zp=x3+14-1€Cej*>=—1.

2.3 ONDAS ELETROMAGNETICAS

Nesta secdo iremos apresentar a constru¢do da equagdo de uma onda eletromagnética partindo das
leis de Maxwell até a modelagem final considerando uma onda propagante no tempo. Ja na Subsecao
[2.3.1] sera introduzido o conceito de estado de polarizagio e como ele pode ser associado com a
equacao de onda demonstrada anteriormente. Por fim, também serd visto como € possivel descrever
os parametros de Stokes em termos do estado de polarizacdo e de ondas eletromagnéticas. Esse é
um importante conceito que serd utilizado no Capitulo [3| para realizar a associagdo da construgio
de codigos esféricos 6timos com os parametros e,, e, € ¢ que descrevem ondas eletromagnéticas
propagantes no tempo. Um cddigo esférico 6timo se trata da melhor configura¢do de m pontos contidos
na esfera S? de raio unitdrio, pois cada um dos pontos estdo na maior distincia possivel entre si. Os
conceitos e resultados apresentados nesta se¢ao foram gerados a partir de (JUNIOR; BUCK, [2013),
(CARVALHO, 2016), (HUI; O’SULLIVAN, 2009), (SZILAGYT, 2019) ¢ (KARLSSON, 2014).

Uma onda eletromagnética € composta por um campo elétrico ortogonal a um campo magnético
que possuem a mesma frequéncia de oscilacdo. Ao considerar ondas transversais eletromagnéticas
(Transverse Electromagnetic), ambos os campos também serdo ortogonais a dire¢do de propagacao
da onda. Neste trabalho iremos apenas considerar as ondas eletromagnéticas no espaco livre. Consi-
derar ondas eletromagnéticas no espaco livre implica em um meio sem fontes, ou seja, a densidade
volumétrica de cargas equivale a zero, (JUNIOR; BUCK] 2013).

Nesse sentido, as equagdes de Maxwell podem ser reescritas em func¢do apenas do campo elétrico e

do campo magnético conforme é mostrado a seguir

/ —

. OF

H=¢  —
V x €0 It

. OH
VxE=—puy —

ST 2.17)

V-E=0
V-H=0

\

—

em que €, € a permissividade do espaco livre, 1 € a permeabilidade magnética do espaco livre, &/
€ o vetor associado ao campo elétrico da onda eletromagnética e H é o vetor associado ao campo
magnético da onda, (CARVALHO, 2016).

A densidade de fluxo elétrico D ¢ definida como a quantidade de cargas que ultrapassam determi-
nada superficie de um material e é proporcional ao campo elétrico no espaco livre, dada em unidades
de Coulomb por metro quadrado. A densidade de fluxo magnético B é uma medida que permite avaliar
a quantidade de fluxo magnético em um determinado material e € proporcional ao campo magnético no

espaco livre, dada em Webers por metro quadrado. Tais densidades podem ser escritas como mostrado
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a seguir

D=¢-E e B=yuy-H. (2.18)
Dentre as quatro equagdes que compoem a lei de Maxwell, ainda € necessario encontrar uma
maneira para descrever as ondas eletromagnéticas. Para isso, tomamos a segunda equacdo em (2.17),
que ¢ chamada de Lei de Faraday, e aplicamos a operacdo do rotacional em ambos os lados da equagao
da seguinte forma
0 (V X E)
o

Sendo assim, apds a aplicagdo de diversos passos na Equagdo [2.19] obtém-se uma equagio

v x (v X E) _ (2.19)

diferencial que tem como solucdo a equacgdo de onda, (CARVALHO, 2016). Tal solucao pode ser
descrita por
E(Zo, t) = Re {Eoej(wt_kzo)} = Eocos(wt — k2o + du), (2.20)

em que zp € a direcdo na qual a onda estd se propagando, k € a constante de fase da onda, w € a
velocidade angular da onda, ¢,, € a diferenca de fase inicial da onda e Ey éuma amplitude vetorial que
representa a magnitude do campo elétrico e também indica a dire¢ao de polariza¢do da onda.
Neste ponto, Ey pode ser reescrito em termos de suas componentes nas direcdes T € ¢ como
mostrado a seguir
Ey = e, i + e €79, (2.21)

queme e, € ¢, sdo as amplitudes nas respectivas dire¢des, & € § sdo os vetores associados a direcdo de
variacao de amplitude das ondas eletromagnéticas e ¢ é a diferencga de fase inicial entre as componentes.
Voltando para a Equacao com o resultado de Eo, (JUNIOR; BUCK, 2013)), temos

E(z0,1) = Re {(es@ + ey§ - €2)e" 0} = (0,3 + e, - €)cos(wt — k- 2+ du).  (2.22)

A partir da Equacao [2.22] podemos observar o equacionamento final que descreve as ondas TEM
(Transverse Electromagnetic) propagantes no tempo. A demonstra o formato de ondas TEM

em uma evolugdo temporal e a unidade da amplitude do campo elétrico € dado em volts por metro.

Figura 4 — Amplitudes de campo elétrico

E(z,,1) o
% /

fonte: Producdo do préprio autor.
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2.3.1 Parametros de Stokes

Ap6s observar como sdo definidas as ondas eletromagnéticas em funcdo do tempo, € possivel
descrever um outro termo conhecido como o estado de polarizacdo SoP (State of Polarizaion). A
definicdo de SoP estd relacionada ao vetor resultante entre as componentes x € y de um sinal elétrico em
sua evolugdo espaco-temporal, (HUI; O’ SULLIVAN, [2009), ou seja, conforme a onda eletromagnética
oscila com o decorrer do tempo, suas componentes formam em cada instante de tempo um estado de
polarizac@o de acordo com a amplitude das componentes do campo elétrico (e, e,) e da diferenca de

fase (¢) entre tais componente como

¢ =0 (polarizacdo linear)

¢ ==+xm/2ee, =e, (polariza¢do circular) (2.23)

| ¢ # £7m/20ue, #¢, (polarizagdo eliptica)

as quais sdo representadas na[Figura 3|

Figura 5 — Polarizacdes

(a) Polarizagdo linear (b) Polarizac@o circular

fonte: Gerada a partir de (SZILAGYI, 2019).

Ao analisar a Equagdo notamos que quando ndo temos diferenga de fase entre as componentes
€, € €,, as mesmas podem variar de qualquer maneira suas amplitudes que a resultante espaco-temporal
ainda se manterd no formato linear. J4 quando temos uma diferenca de fase de £90° entre e, € ¢,
apenas no caso em que as componentes tem amplitudes iguais que haverd uma polarizacao circular,
caso contrario, teremos um estado de polarizagao eliptico.

Iremos representar o SoP através dos vetores de Jones e em seguida, obter os parametros de Stokes

a partir de bases especificas. Os vetores de Jones sdo utilizados de maneira geral em dois casos:
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para representar o estado de polarizacdo de um sinal de onda de luz (que é o método usado nesse
trabalho) ou também pode ser usado na matriz de transferéncia de dispositivos 6pticos passivos, (HUI;
O’SULLIVAN, 2009). Eles sao escritos na forma vetorial de modo a representar o campo elétrico
propagante

. E,

B=| Jag] e, (2.24)

Yy

em que I, e I, retratam as componentes de um vetor de dois elementos complexos que representam
o campo elétrico transversal de uma luz polarizada em um sistema de coordenadas cartesianas e estao
relacionadas com a amplitude e a fase desse sinal. Assim, o estado de polarizacdo (SoP) € um espago

vetorial complexo em C? determinado por estes vetores, ou seja,

Cx
= . 2.25
Ly . em] ( )

Para obter os parametros de Stokes, € necessario utilizar bases ortonormais especificas que sao

E,
E

Y

equivalentes a relacionar um sinal aos pardmetros de Stokes como € apresentado em (LUMITOS,

2002). Tais bases sdo apresentadas a seguir

( . A~ ~
Base cartesiana: + e g

Base cartesiana rotacionada 45°: ¢ = (2 +9)/vV2 e b= (i —9)/V2 . (2.26)

| Base de polarizagdes circulares: [ = (2 +j-9)/vV2 e 7= (—7-9)/V2

Baseando-se nestas bases, podemos definir os parametros de Stokes como um conjunto de valores
reais que descrevem o estado de polarizacao no dominio 6ptico, os quais sdo geralmente expressos
no espaco vetorial R*. Dessa forma, a partir do SoP apresentado na Equacio das trés bases

ortonormais descritas na Equacado podemos obter os parametros de Stokes como

/

So = |Ex|* + | Ey[*

Sy = |Ex’2 - ‘Ey|2
, 2.27)
Sy =2- Re{\EwE;H» = |E,|? — |Ep|?

Sz = =2-Im{|E,E;|} = |E|? — |E,|?

\
tal que Sy € usado como a intensidade maxima do sinal, Re € a parte real do sinal e Im € a parte

imagindria do sinal. Analisando as Equagdes propostas em (2.27)), € possivel concluir que temos as
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seguintes polarizacdes para diferentes valores de amplitudes e diferencas de fase

( Linear: Se ¢=0=55=0

Circular: Se ¢+7/2 e |E,|=I|E|=S3==%1". (2.28)

| Eliptica: 0 < |Ss] <1

E possivel mapear uma polarizagdo eliptica como coordenadas esféricas em termos de Sy e de

angulos ( e v, de modo a descrever os parametros 57, S, S3, da seguinte forma

S1 = Sp-cos(2-()-cos(2-v)
Sy = Sp-cos(2-(¢)-sen(2-v) (2.29)
S3 = Sp- sen(2-v)

emque —7/2 <v <7/2e0 < ( <, como indicado na|Figura 6

Figura 6 — Polarizagao eliptica mapeada

y

Y

fonte: Produgdo do préprio autor.

Dessa forma, a esfera de Poincaré pode ser definida como uma esfera de raio S descrita pelos
parametros Si, S € S3. Neste trabalho, iremos considerar Sy = 1. Para uma melhor observagao de
como as ondas de campo elétrico se comportam para cada ponto observado na esfera de Poincaré, a
indica em quais posi¢des teremos as polariza¢des linear, circular e eliptica.

Observando a temos a esfera de Poincaré descrita como coordenadas esféricas pelos
parametros de Stokes conforme descrito na Equagao Para que os parametros de Stokes sejam
também escritos como a equagdo de uma esfera, utilizamos a Equacao [2.4] substituindo as coordenadas

pelos respectivos parametros de Stokes. Sendo assim, temos

5% ={(S,5,,85) € R®| S? + 52 + 52 = S2}. (2.30)
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Figura 7 — Polarizacdes na esfera

§3

Polarizagdo eliptica

&

\|—/

Polarizacido circular esquerda
( 3 X
Polarizagio linear

y
VX

Polarizacio linear

—

Polarizagio eliptica Polarizagio circular direita

X ot

fonte: Producgdo do préprio autor baseada em (HUI; O’SULLIVAN 2009).

Como tratamos de coordenadas normalizadas em relagd@o a intensidade maxima do sinal, podemos

escrever as coordenadas de S? na forma

—é s—é e 5—%
S, T P S, PTS,

Vale a pena salientar que quando tratamos da esfera de Poincaré em especifico a esfera unitdria S2,

2.31)

S1

os eixos 57, S; e 93 se tornam admensionais por haver uma normalizagdo dos pontos em relagdo a
intensidade maxima (S, [watts]) conforme foi mostrado na Equacgéo Sendo assim, nas figuras
relacionadas a esfera de Poincaré contidas deste trabalho, serda sempre considerado que os eixos
cartesianos Sp, So e S5 sdo admensionais e, por conta disso, as imagens do trabalho ndo possuem

indicag@o nos eixos, porém, caso necessdrio a[Figura I|{pode servir de consulta.

2.4 FIBRACAO DE HOPF

Esta se¢do sera dedicada ao estudo da fibragio de Hopf e seu mapeamento de pontos do R* para o
R3. Este é um conceito importante que utiliza os conceitos introduzidos nas Se¢des e e que
juntamente com os conceitos que serdo introduzidos no Capitulo [3] serd utilizado para construir as
modulac¢des em quatro dimensdes que serdo apresentadas no Capitulod] Os conceitos e resultados
apresentados nesta se¢do foram baseados em (WAITE, 2016) e (LYONS, 2003).

O termo fibragdo tem como significado a decomposicao de um determinado espago geométrico em
subespacos menores denominados fibracoes de Hopf. Existem diversas fibracdes de Hopf, (WAITE,
2016)), mas a que serd utilizada neste trabalho € a fibragdo S* x S? — S3, onde o espago 4D obtido a
partir de S? sera fibrado por grandes circulos do espaco S* e pelo espaco base S2. De acordo com a
Equacao iremos considerar as coordenadas reais de S® como os pontos (21, T, T3,74), de acordo
com a Equacdo as coordenadas complexas como o0s pontos 2y = x1 + iTs € 21 = X4 + 173 €,

também o raio da hiperesfera unitario (r = 1). Assim, definimos

Definicao 2.4.1 O mapeamento de Hopf é definido como um processo de conversdao de um conjunto
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de pontos do espaco S* para o espago S? da seguinte forma

h(x1, 29, 73, 74) = (2] + 75 — 3 — 23, 2(1174 + 2273), 2(T214 — 7173)), (2.32)

em que (1, Ty, T3, 74) € R

E possivel reescrever a fibracao de Hopf na forma complexa, ainda preservando as caracteristicas
do mapeamento. Para isso, € necessdrio provar que o mapeamento de Hopf em coordenadas complexas,

que serd denotado por h.(zo, 1), é equivalente a0 mapeamento descrito pela Equacéo Observe

que
|ZO|2_’ZI|2 = ‘I1+i'$2|2—|x4—i~x3‘2
= |23 +2-i-a w5 — |23 — 202334 + 77 (2.33)
= HC%-I—xg—x%—xi
e
2-20-2] = 2-(xr1+i-x9) (wg—i-x3)
= 2'(1’1'ZE4—i'ZL‘1'$3+i'$2'l‘4+$2'1‘3) (234)
= 2-(x-xy+xy-23)+2-0- (T2 24— 21 - T3).
Logo,
he(z0,21) = (2 20 - 27, |20* — |21]%). (2.35)

Para determinar que a fibragdo de Hopf complexa encontrada na Equagao [2.35|seja valida, € necessdrio

provar que |h.(zg, z1)| = 1. De fato,

he(20,21)] = V/(2-20-21)% + (|20* — 21]?)?
= VA2 2P+ 2l — 2 |20l - |22 + [z
= Vit + 220 a2 + |2t (2.36)
= |z0f* + 2]

2 2 2 2

=1

Dado que a fibracao de Hopf na sua forma complexa € valida, vamos agora definir o mapeamento
inverso de Hopf para realizar o mapeamento de coordenadas tridimensionais no espago 4D, ou seja, na
esfera S3. Para isso, vamos considerar um novo par de pontos complexos arbitrarios (wg, w; ) descrito
por uma varia¢do escalar em relagfio ao par de pontos (zg, z1) pertencente ao S® de modo a representar

todos os possiveis pontos de S%. Assim,

<w07w1) =0 <207 Zl) = (ac T 20, Qe - Zl)a (237)
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com o, € C. Para que (wp,w;) também satisfaca a condi¢do de validagdo da fibracdo de Hopf,
devemos ter
[he(wo, w1)] = |ael* - [he(20, 21)] = 1, (2.38)

ou seja, ac|2 = 1. Considere inicialmente

20=Tg- €Y e z=1r- e“pl, (2.39)

em que r( € r1 sdo constantes a serem determinadas e 0 < g, 17 < 27. Substituindo na Equagao m
temos
he(z0,21) = (279 -7y - "7V g — 1), (2.40)

com |h.(z0,21)| = 1. Para encontrarmos os valores das constantes 7 € 7y, iremos comparar as

coordenadas de h.(z, z;) com as coordenadas esféricas em S? dadas na Equagio Assim,

xy = sen(f) - cos(¢) = 2-r¢-11-cos(y — 1)

xo = sen(0) - sen(d) = 2-1¢-r1-sen(hg — 1), (2.41)
w3 =cos(f)) = rg—r}

emque 0 < 6 < 2re —m < ¢ < m. Das igualdades acima, podemos classificar trés relagoes

importantes
cos(f) = (7‘(2] — 7’%), ¢ = (o —11) e sen(f) =2-ry-ry.

Considerando a Equagao e sabendo que |zp|? 4 |21]? = 1, temos

(2024|212 = |ro - €02 + |ry - V12 =12 442 = 1
= (r2 +7%) + cos() = 1+ cos()
= (r2+r3)+ (rd —r}) = 1+ cos(h) . ' (2.42)

=212 =1+ cos(0)

0
\ = Trg = COS (5)
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Da mesma forma, também € possivel encontrar o valor da constante

(20> + |22 = [ro - PP+ |r - e P =12 402 = 1

= (r2 +r}) — cos(d) =1 — cos(0)

= (r2+7r3) —(rd —r?)=1-cos(h) . . (2.43)
=212 =1— cos(f)

-
1= sen 5

Logo, as coordenadas complexas dadas em (2.39) podem ser reescritas por

0 : 0 .
Zp = COS <§> et e 2 = sen (5) et (2.44)

Agora, precisamos definir um valor de o, de modo que seu mddulo seja unitdrio. Considerando
Qe = ei-(w—zpom/m, (2.45)

temos que

o |? = \/0082 (1/1 — g + (g)) + sen? <¢ — g + (%)) = 1. (2.46)

Substituindo o valor de a, na Equacdo[2.37|e simplificando, temos wy e w; em termos de exponenciais

complexas

A ¢ A ¢
i w—wo+§ 0 ' i w—wo+§ 0 4
(wo,w1) = e - COS (§> e e - sen (5) et

A RSS
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talque 0 < < 27,0 <0 <2me —7 < ¢ < m. Expandindo, obtemos

woen () (pag) e (G e (oeg)]
o (§) e (- 5) i o () on (-5

Os pontos wy € w; que mapeiam a esfera S® em parAmetros de coordenadas em S, podem ser

transformados em coordenadas reais de modo a obter 0 mapeamento inverso de Hopf que pode ser

(21 = cos (g) - cos <w n %)
v = sen <g) (¢ - %) |

emque ) <y <27, 0<6<2re—7m < ¢ <. A partir da Equagio [2.49] € possivel perceber que o

representado por:

(2.49)

mapa inverso de Hopf converte coordenadas do S? para o S3. Isso acontece pois sua expressdo se d4
em torno dos angulos 6 e ¢, que representam com suas variagdes todos os pontos possiveis da esfera
no S2. J4 o parAmetro v representa os circulos que sdo fibrados em S? para cada ponto escolhido em
S?. Logo, é possivel descrever uma equacdo toroidal através de angulos senoidais e cossenoidais, e
€ por este motivo que a fibragdo de Hopf € utilizada, pois, a0 manipular cada um dos pontos em S?,

existird uma quantidade respectiva de circulos de uma hiperesfera representada em S3.
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3 CODIGOS ESFERICOS

Este capitulo serd dedicado ao estudo e construcio de codigos esféricos com o objetivo de construir
cédigos esféricos 6timos para algumas quantidades de pontos da esfera S2. Iniciamos introduzindo
algumas definicdes sobre codigos esféricos e seus pardmetros mais importantes e, posteriormente, serd
apresentado o conceito de cédigo esférico 6timo. Na Secdo [3.1] serdo mostradas as construgdes de tais
cbdigos para as configuragdes Gtimas considerando m = {4, 6,8, 12, 16} pontos. Por fim, na Se¢do
serdo unificados os conceitos apresentados na Se¢do [2.3|com as construgdes apresentadas na Segéo[3.1]
para descrever os codigos esféricos 6timos em termos de ondas eletromagnéticas propagantes no tempo.
Os conceitos e resultados apresentados neste capitulo foram baseados em (ERICSON; ZINOVIEV,
2001), (HARDIN; SLOANE; SMITH, 1994).

De modo geral, definimos um cddigo esférico em uma esfera de dimensdo n — 1 da seguinte forma.

Definicdo 3.0.1 Um cddigo esférico é definido como um subconjunto x em S™ %, tal que S™' é uma
esfera unitdria contida em um n—espaco euclidiano R". Ou seja, um cédigo esférico x é definido por

um conjunto de pontos na forma x = (x1,%s, ..., x,) € R", tais que

Ixll = V/(21)% + (22)2 + ...+ (2,)2 = L. 3.1)

Existem 3 pardmetros essenciais que caracterizam um cédigo esférico y C S"!: o tamanho, a

dimensao e a distdncia minima, os quais definiremos a seguir.

Definicdo 3.0.2 O tamanho m em um cédigo esférico x é niimero de pontos de S"~! contidos x. Estes

pontos também recebem o nome de palavras-codigo.
Definicao 3.0.3 A dimensdo n é definida como a dimensdo do espaco R".

Definicao 3.0.4 A distdncia minima quadrdtica p é definida como o menor quadrado da distancia
entre dois pares de palavras-codigo distintas, em outros termos, é a menor distancia entre dois pontos

distintos e é escrita na seguinte forma

p=min{||lz —y[|*: 2,y € x, v # y}. (3.2)

O uso de codigos esféricos € importante no tratamento de como os pontos sao distribuidos em uma
esfera de dimensdo n — 1. E possivel descrever um c6digo esférico através dos seus parimetros (m, n),
ou seja, um c6digo esférico pode ser definido como um subconjunto de m pontos em S™ 1.

Neste trabalho, seu uso estd relacionado 2 esfera S? para configuragdes 6timas. Uma configuragio
6tima representa um cédigo esférico que possui a maior distancia minima entre palavras-cédigo

distintas. Sendo assim, definimos um cédigo esférico 6timo por

Definicao 3.0.5 Um cddigo esférico x com pardmetros (m,n) é denominado cédigo esférico dtimo se

a distancia minima quadrdtica p entre palavras-codigo distintas for a maior possivel.
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Considerar codigos esféricos 6timos na esfera de Poincaré € importante pois em uma transmissao
de um sinal ruidoso, os pontos espalhados pelo ruido irdo ter menor probabilidade de serem associados

ao ponto errado pelo fato de que a distancia p € a maior possivel entre os m pontos.

3.1 CODIGOS ESFERICOS OTIMOS

Considerando a esfera S2, em (ERICSON; ZINOVIEV, 2001) sdo apresentados os c6digos esféricos
otimos para 1 < m < 12 e m =24. Jiaem (HARDIN; SLOANE; SMITH, 1994)), sdo apresentadas
as melhores configuracdes de pontos para c6digos esféricos conhecidas no S? para 4 < m < 130.
Nesta se¢do, iremos apresentar as constru¢des de c6digos esféricos 6timos para m = {4,6,8,12,16}
pontos. Para cada valor de m iremos apresentar as coordenadas dos pontos e associar sua respectiva
geometria. A cada uma dessas geometrias de m pontos, no Capitulo ] serdo aplicadas a fibragdo de

Hopf apresentada na Secgdo[2.4] para que seja possivel construir modulagdes em quatro dimensdes.

3.1.1 Cédigo Esférico Otimo com 4 Pontos

A configuracgdo 6tima no S? para quatro pontos é dada por um tetraedro. As coordenadas conhecidas
por padriio para essa configura¢io de pontos é dada por (1,1,1) e (1,—1,—1)%, em que C representa
todas as possiveis permutacdes de sinal entre as coordenadas. Nesse caso, € possivel notar que
inicialmente ndo estamos trabalhando com uma esfera unitaria, pois r = V12 +12 + 12 = /3. Sendo
assim, ha a necessidade de realizar uma normalizac¢ao para que voltemos a trabalhar com uma esfera

de raio 1. Para isso, fazemos

3 W
\/__ x1+:c2+x3_>1

V3=/a24al4 a2 5 X- = = x—%—i—x—%—i—x—g.
/3 /3 V3 "3 73

Assim, temos que as coordenadadas apds a normalizagdo serdo z; = xo = 3 = 1/1/3. Com esse

resultado, obtemos as coordenadas cartesianas normalizadas para uma esfera unitaria. Os respectivos

pontos associados a essa configuragdo sdo dados pela Tabela ]

Tabela 1 — Coordenadas cartesianas para m = 4 pontos 6timos

’ Pontos \ Coord. Cart.
1° (0.5774,0.5774,0.5774)
2° (0.5774,—0.5774, —0.5774)
3° (—0.5774,0.5774, —0.5774)
4° (—0.5774, —0.5774,0.5774)

fonte: Producdo do Préprio Autor.

A indica a partir das coordenadas dos 4 pontos 6timos, a geometria resultante na esfera
S2.
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Figura 8 — Geometria normalizada para 4 pontos 6timos

fonte: Produg@o do préprio autor.

3.1.2 Cédigo Esférico Otimo com 6 Pontos

A configuracdo 6tima no S? para seis pontos é dada por um cédigo biortogonal, onde as palavras-
c6digo estdo localizadas nos vértices de um octaedro regular descrito por (1,0, 0)%, tal que C
representa todas as possiveis permutacdes de sinal entre as coordenadas. Os respectivos pontos
associados a essa configuragdo sdo dados pela Tabela2] A indica a partir dos 6 pontos 6timos,
a geometria resultante na esfera S2.

Tabela 2 — Coordenadas cartesianas para m = 6 pontos 6timos

’ Pontos \ Coord. Cart. ‘

I° (0,0,1)
20 (0,0, —1)
3° (1,0,0)
4° (—1,0,0)
5° (0,1,0)

6° (0, —1,0)

fonte: Producdo do Préprio Autor.

A indica a partir das coordenadas dos 6 pontos 6timos, a geometria resultante na esfera
S2.

3.1.3 Cédigo Esférico Otimo com 8 Pontos

A configura¢do 6tima no S? para oito pontos é dada por um cubo distorcido, ou seja, tanto as
palavras-cddigo superiores quanto as inferiores formam um quadrado no plano. Entretanto, deve-se
notar que para haver o cubo distorcido, deve-se haver uma defasagem de 45° entre as palavras-codigo
superiores € as palavras-cddigo inferiores. Dessa forma, garantimos que haja a maior distancia

minima possivel entre palavras-codigo distintas. Tal geometria é chamada de antiprisma quadrado. As
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Figura 9 — Geometria para 6 pontos 6timos

0.8 -]

0.6 —|

fonte: Producdo do préprio autor.

coordenadas conhecidas para essa configuracao de pontos € dada pelos seguintes conjuntos:

Quadrado superior:  (£sen(f), 0, cos(f)) e (0, =+ sen(f), cos(f))

Quadrado inferior: (:I: (%) sen(6), + (%) sen(9), —cos(e)>'

Para encontrar o valor de 6, desenvolvemos a seguinte expressao:

(3.3)

(2. c0s2(0) = [1/v/2] - sen2(0) = 2- /2 - cos?(0) = sen?(0)

= 2-/2-cos?(0) = 1 — cos*(0)

X : (3.4)
= (1+2-v2)-cos?(f) =1

= 0 = cos™! (1/;) ~ 59.26°
\ 1—|-2'\/§ .

Substituindo o valor de ¢ em (3.3), obtemos os valores das coordenadas cartesianas para cada um dos 8
pontos. Os resultados obtidos sdo mostrados pela Tabela[3] A indica a partir das coordenadas
dos 8 pontos 6timos, a geometria resultante na esfera S2.
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Tabela 3 — Coordenadas cartesianas para m = 8 pontos 6timos

’ Pontos \ Coord. Cart. ‘
1° (0.6078,0.6078, —0.5111)
2° (—0.6078,0.6078, —0.5111)
3° (0.6078,—0.6078, —0.5111)
4° (—0.6078, —0.6078, —0.5111)

5° (0.8595,0,0.5111)
6° (—0.8595,0,0.5111)
7° (0,0.8595,0.5111)
8° (0, —0.8595, 0.5111)

fonte: Produgdo do Préprio Autor.

Figura 10 — Geometria para 8 pontos 6timos

0.8

fonte: Producdo do préprio autor.

3.1.4 Cédigo Esférico Otimo com 12 Pontos

A configuracdo 6tima no S? para doze pontos € dada pelos vértices de um icosaedro regular. As
coordenadas cartesianas para esse icosaedro sdo dadas por (0,47, 4+1)¢, em que 7 = (1 ++/5)/2 ~
1.6180 e C representa todas as possiveis permutacdes de sinal entre as coordenadas. Neste caso, assim

como na geometria de 4 pontos, ndo estamos trabalhando com uma esfera unitdria e devemos realizar a

normalizacdo dos pontos. Para isso, calculamos o raio 7 = /02 + 72 + 12 = /72 + 12 ~ 1.9021. E,

assim aplicamos a normalizacao

1/2_’_12 /x2+x2+x2 2 2 2
V2412 = /o2 + a3 + a3 — T =yl T2 8,1 = s SR B
‘/7-2_’_12 ,/72+12 7—2_|_12 72+12 7-2+12

As coordenadas apds a normalizagdo sdo apresentadas na Tabela[d A indica a partir das
coordenadas dos 12 pontos 6timos, a geometria resultante na esfera S2.
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Tabela 4 — Coordenadas cartesianas para m = 12 pontos 6timos

’ Pontos \ Coord. Cart. ‘
1° (0,0.8506,0.5257)
2° (0,0.8506, —0.5257)
3° (0, —0.8506, 0.5257)
4° (0, —0.8506, —0.5257)
5° (0.5257,0,0.8506)
6° (0.5257,0,—0.8506)
7° (—0.5257,0,0.8506)
8° (—0.5257,0, —0.8506)
9° (0.8506, 0.5257,0)
10° (0.8506, —0.5257,0)
11° (—0.8506, 0.5257,0)
12° (—0.8506, —0.5257,0)

fonte: Producdo do Préprio Autor.

Figura 11 — Geometria para 12 pontos 6timos

fonte: Producdo do préprio autor.

3.1.5 Cédigo Esférico Otimo com 16 Pontos

Para esta configuracao, a referéncia (ERICSON; ZINOVIEV| 2001) ndo demonstra como obter
a configuracdo Otima para tal configuracdo de pontos. Dessa forma, foi utilizada a constelacdo
otima de dezesseis pontos dada diretamente em (HARDIN; SLOANE; SMITH, [1994)). Assim, as
coordenadas cartesianas para essa configuragdo sdo mostrados na Tabela[5] A indica a partir

das coordenadas dos 16 pontos 6timos, os pontos resultantes na esfera S2.
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Tabela 5 — Coordenadas cartesianas para m = 16 pontos 6timos

’ Pontos \ Coord. Cart. ‘
1° (0.3529,0.7499, —0.5596)
2° (—0.3910, —0.5093, —0.7666)
3° (0.6234,0.0565, 0.7799)
4° (—0.8731,0.1507,0.4637)
5° (0.2464, —0.8105,0.5313)
6° (—0.2874,—0.2701,0.9189)
7° (—0.4980, 0.8623, —0.0917)
8° (—0.9249,0.0311, —0.3790)
9° (0.5242,—0.1725, —0.8339)

10° (0.9385,0.3291, —0.1044)
11°  (0.1946,—0.9301, —0.3114)
12 (—0.6495, —0.7462,0.1458)
13° (0.4047, 0.8695, 0.2832)
14° (0.8594, —0.5109, 0.0197)
15° (—0.2083, 0.5699, 0.7949)
16°  (—0.3119,0.3307, —0.8907)

fonte: Producdo do Préprio Autor.

Figura 12 — Geometria para 16 pontos 6timos

0.8 1

fonte: Producdo do préprio autor.

32 ASSOCIACAO DOS PARAMETROS DE STOKES COM CODIGOS ESFERICOS OTIMOS

Ap6s a introducdo sobre os parametros de Stokes e como eles estio relacionados com ondas eletro-
magnéticas propagantes no tempo apresentadas na Secao iremos agora relacionar as coordenadas
cartesianas dos c6digos esféricos 6timos apresentadas na Se¢do[3.1/com os pardmetros de Stokes S, S5
e 53, de modo a encontrar quais serdo as respectivas amplitudes das componentes e, € e, nas diregdes

T e g, respectivamente, e também a diferenca de fase ¢ entre tais componentes para as configuragdes
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de m = {4,6,8,12,16} pontos contidos na esfera S?. Observamos que, devemos tomar Sy = 1 de
modo que os pontos S, Sy € s3 sejam normalizados em relagdo a Sy e pertengam a esfera unitdria, ou
seja,

s+ s5+s3=1. (3.5)

Para exemplificar o processo, iremos considerar o c6digo esférico 6timo para 4 pontos em S?
apresentado na Subsecdo [3.1] para detalhar o calculo de um dos pontos. Considere as coordenadas
cartesianas do primeiro ponto da Tabela [I] ou seja, (s1, s2, s3) = (0.5774,0.5774, 0.5774). Utilizando

os dois primeiros termos da Equagdo com Sy = 1 obtemos o valor da amplitude e, da forma

B2+ (B, =1
{\ ?+|E,| — 9. |E, = 15774 = e, — 0.8881.

|E, |2 — |E,|2 = 0.5774

Obtido e, encontramos a amplitude e, como
B>+ |E,)> = 1= |E,|?> =1—0.7887 = e, = 0.4597.

Para encontrar a diferenca de fase entre as componentes, iremos utilizar os dois Gltimos termos da
Equacio com sy = 0.5774 e s3 = 0.5774. Temos

2 Re{08881-0.4597 ¢/} = 0.5774 [ Re{~04083- (o +j - )} = 0.2887
—2. I'm{0.8881 - 0.4597 - e~9"¢"} = 0.5774 Im{—0.4083 - (a +j - B)*} = —0.2887

—0.4083-a =0.2887 _ [ a=-0.7071
—0.4083 - 3 = —0.2887 B =0.7071

Pelo fato das equagdes de s, € s3 serem em fungdo do conjugado da fase, entdo para encontrar
o real valor da fase devemos também calcular o conjugado do resultado obtido. Dessa forma, como
z*=(a+7-0)"=-0.7071+7-0.7071,entdo z = a — j - § = —0.7071 — 5 - 0.7071. A diferenca

de fase ¢ € obtida utilizando o plano de Argand-Gauss como mostra a [Figura 13

Figura 13 — Plano de Argand-Gauss

AIm

=

Re

fonte: Produgdo do préprio autor.

Assim, podemos obter o raio do circulo através do médulo do niimero complexo z

12| = Va2 + 2 (3.6)
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Ja a fase ¢ pode ser encontrada realizando a operagao

cos(¢) = % = ¢ = cos ! (E_‘) . (3.7)

Aplicando a transformacio indicada encontramos a diferenga de fase entre as componentes utilizando
as Equacdes[3.6|e Para este ponto, obtemos |z| = 1 e o valor de fase € de ¢ = —135°. De modo
andlogo, realizamos os calculos das amplitudes e da diferenca de fase para os demais pontos da Tabela

[T} os quais sdo apresentados na Tabela [6]

Tabela 6 — Amplitudes e diferenca de fase para m = 4 pontos 6timos

| Pontos | Coord. Cart. e | ey | o |
1° (0.5774,0.5774,0.5774) 0.8881 0.4597 —135°
2° (0.5774,—0.5774,—0.5774) 0.8881 0.4597  45°
3° (—0.5774,0.5774,—0.5774)  0.4597 0.8881  135°
4° (—0.5774,—0.5774,0.5774) 0.4597 0.8881 —45°

fonte: Producdo do Préprio Autor.

Os mesmos célculos foram realizados para encontrar os pardmetros requeridos nas configuracoes
de m = {6,8,12, 16} pontos 6timos e os resultados obtidos estdo sintetizados nas Tabelas e

respectivamente.

Tabela 7 — Amplitudes e diferenca de fase para m = 6 pontos 6timos

’ Pontos \ Coord. Cart. \ [ \ ey \ 0] ‘
1° (0,0,1) 0.7071 0.7071 —-90°
2° (0,0,—1) 0.7071 0.7071 90°
3° (1,0,0) 1 0 Qualquer
4° (—1,0,0) 0 1 Qualquer
5° (0,1,0) 0.7071 0.7071 0°

6° (0,—1,0) 0.7071 0.7071 180°

fonte: Producéo do Préprio Autor.

Tabela 8 — Amplitudes e diferenca de fase para m = 8 pontos 6timos

Pontos | Coord. Cart. | e e, | o |
1° (0.6078,0.6078, —0.5111) 0.8966 0.4428  40.06°
2° (—0.6078,0.6078, —0.5111)  0.4428 0.8966  40.06°
3° (0.6078,—0.6078, —0.5111)  0.8966 0.4428  139.94°
4° (—0.6078, —0.6078, —0.5111) 0.4428 0.8966  139.94°

5° (0.8595,0,0.5111) 0.9642 0.2649 -90°
6° (—0.8595,0,0.5111) 0.2649 0.9642 -90°
7° (0,0.8595,0.5111) 0.7071 0.7071 —30.73°
8° (0, —0.8595,0.5111) 0.7071 0.7071 —149.27°

fonte: Produgdo do Préprio Autor.



Tabela 9 — Amplitudes e diferenca de fase para m = 12 pontos 6timos

’ Pontos \ Coord. Cart. € \ ey \ [0) ‘
1° (0,0.8506,0.5257) 0.7071 0.7071 —31.72°
2° (0,0.8506,—0.5257)  0.7071 0.7071  31.72°
3° (0, —0.8506,0.5257)  0.7071 0.7071 —148.28°
4° (0, —0.8506, —0.5257) 0.7071 0.7071  148.28°
5° (0.5257,0,0.8506) 0.8734 0.4869 —90°
6° (0.5257,0,—0.8506)  0.8734 0.4869 90°
7° (—0.5257,0,0.8506)  0.4869 0.8734 —90°
8° (—0.5257,0,—0.8506) 0.4869 0.8734 90°
9° (0.8506, 0.5257,0) 0.9619 0.2733 0°
10° (0.8506, —0.5257,0)  0.9619 0.2733 180°
11° (—0.8506,0.5257,0)  0.2733 0.9619 0°
12° (—0.8506,—0.5257,0) 0.2733 0.9619 180°

Tabela 10 — Amplitudes e diferenca de fase para m = 16 pontos 6timos

fonte: Producdo do Préprio Autor.

’ Pontos \ Coord. Cart. € \ ey \ 0] ‘

1° (0.3529,0.7499, —0.5596) 0.8225 0.5688  36.73°
2° (—0.3910, —0.5093, —0.7666) 0.5518 0.8340  123.61°
3° (0.6234,0.0565, 0.7799) 0.9009 0.4339 —85.85°
4° (—0.8731,0.1507,0.4637) 0.2519 0.9677 —71.99°
5° (0.2464, —0.8105,0.5313) 0.7894 0.6138 —146.75°
6° (—0.2874,—-0.2701,0.9189)  0.5969 0.8023 —106.38°
7° (—0.4980,0.8623, —0.0917)  0.5010 0.8654 6.08°
8° (—0.9249,0.0311,—0.3790)  0.1938 0.9810 —94.74°
9° (0.5242, —0.1725, —0.8339)  0.8730 0.4877  101.69°
10° (0.9385,0.3291, —0.1044) 0.9845 0.1754  17.60°
11° (0.1946,—0.9301,—0.3114)  0.7729 0.6346  161.49°
12° (—0.6495, —0.7462,0.1458)  0.4186 0.9082 —168.94°
13° (0.4047,0.8695, 0.2832) 0.8381 0.5455 —18.04°
14° (0.8594, —0.5109, 0.0197) 0.9642 0.2651 —177.78°
15° (—0.2083,0.5699, 0.7949) 0.6292 0.7772 —54.37°
16° (—0.3119,0.3307,—0.8907)  0.5866 0.8099  69.94°

fonte: Producdo do Préprio Autor.

43
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4 MODULACOES EM 4 DIMENSOES UTILIZANDO CODIGOS ESFERICOS OTIMOS

Este capitulo serd dedicado a constru¢do de modulagdes em quatro dimensdes utilizando a modu-
lac@o PolSK (Polarization-Shift Keying) que é uma modulagdo por chaveamento de polarizacio e a
modulacdo PSK (Phase-Shift Keying) que é uma modulagdo por chaveamento de fase. Utilizaremos
também na construc¢do as fibracoes de Hopf apresentadas na Segao em que pontos no S? geram
circulos toroidais especificos no S3. Assim, modula¢des em 4 dimensdes podem ser apresentadas na
forma

mPolSK — nPSK, 4.1)

gerando uma constelacdo de m - n sinais, tal que o parametro m denota a quantidade de pontos
considerados a partir da esfera S? e o parAmetro n denota a quantidade de valores do Angulo 1) nos
circulos toroidais em S®, em que 0 < ¢ < 27.

Em (RODRIGUES; TEMPORAO; WEID, [2018), foi apresentada a constru¢do da modulagdao em
4 dimensdes 14PolSK-8PSK, porém os autores ndo consideraram em sua constru¢ao a configuragao
6tima dos 14 pontos na esfera S?, em outras palavras, ndo associaram a constru¢io com c6digos
esféricos 6timos. Neste trabalho, iremos utilizar as configuracdes 6timas dos pontos na esfera S?, uma
vez que elas garantem a maior distdncia minima entre os pontos na esfera de Poincaré como visto no
Capitulo 3.1

Na Se¢do [.1] uniremos os conceitos apresentados no Capitulo [2|e no Capitulo [3| para construir
as modulacdes em quatro dimensdes a partir de codigos esféricos 6timos, considerando os casos de
m = {4,6, 8,12, 16} pontos e exemplificando como sdo escolhidos os arranjos da modulacéo 8PSK.
Ja na Segdo[4.2] iremos aplicar uma mudanga de base na modulac¢do mPolSK-nPSK de modo a obter
uma constelagcdo de sinais com uma quantidade de simbolos em poténcia de dois mesmo quando m
ndo for uma poténcia de dois. Os conceitos e resultados apresentados neste capitulo foram baseados
nas referéncias (RODRIGUES; TEMPORAO; WEID, 2017a), (RODRIGUES; TEMPORAO; WEID,
2017b) e (RODRIGUES; TEMPORAOQ; WEID, 2018).

4.1 MODULACAO mPOLSK-8PSK VIA CODIGOS ESFERICOS OTIMOS

Nesta secdo descreveremos o processo de construcdo de uma modulagao em quatro dimensodes
partindo dos conceitos apresentados nos Capitulos [2|e (3] O processo de modulacdo se inicia a partir da
obtencao do sinal eletromagnético propagante no tempo, o qual € associado aos parametros de Stokes
e forma sua respectiva geometria na esfera de Poincaré considerando a configura¢do 6tima dos pontos.
Em seguida, realizamos a conversdo dos pontos (s, so, s3) de S? para os angulos @ € ¢ a partir de

manipulacdes realizadas na Equacdo [2.5] de modo a obter

0 o ]_—I—Sg 0 o ]_—83 o _1( S2
cos<§>—1/ 5 sen(2>— 5 e ¢=1tg 5 ) 4.2)
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Para representar o angulo v, utilizaremos a modulacdo de fase nPSK, tal que n representa a quantidade
de amostras selecionadas do parametro 1), que por sua vez, € a representacdo dos circulos fibrados
em S3. Dessa forma, a partir dos angulos 6, ¢ e 1) 0 mapeamento inverso de Hopf dado em é
aplicado de modo a converter pontos de coordenadas tridimensionais para pontos em coordenadas
quadridimensionais.

Para todas as modulacdes que vao ser apresentadas neste trabalho, utilizaremos a modulagdo de
fase 8PSK contendo oito amostras igualmente espacadas do pardmetro . A constru¢do da modulagdo
8PSK serd realizada através da unido de dois arranjos (JPSK, em que para cada arranjo, selecionam-se
4 amostras de dngulos para i) com a mesma variacdo angular entre elas. Porém, diferenciamos os

dois arranjos QPSK em amostras defasadas de 7/4, como é mostrado no diagrama de constelagdo da

Figura 12

Figura 14 — Diagrama de constelacdo dos arranjos

(a) Arranjo 1

(b) Arranjo 2
Q Q
A E A
2 3n n
¢ 4 4
® @
i 0
° ® | -1
® ®
¢ 5n 7n
3n 4 4
2

fonte: Produgdo do préprio autor.

Ao juntarmos os dois arranjos (JPSK, obteremos a modulacdo 8PSK com as seguintes amostras

T 3r Om 3w Umw
D | NN d]. 4.

¢ {0’4’27 4’7T7 4’ 27 4} [ra] ( 3)
O arranjo dado em (4.3)) sera utilizado em todas as constru¢des das modula¢oes mPolSK-8PSK,

param = {4,6,8,12,16}, as quais serdo apresentadas nas subsec¢des a seguir.

4.1.1 Modulacio 4PolSK-8PSK

Para a configuracdo de 4 pontos utilizando c6digos esféricos 6timos apresentada na Subsecdo
vimos na que a geometria resultante em S? € no formato de um tetraedro e suas
respectivas coordenadas foram relacionadas com o parametros de Stokes como na Tabela[6] Aplicamos
a Equagdo nestas coordenadas para obter f e ¢ e, juntamente com as amostras de ¢ dadas na

Equagdo @4.3|e aplicamos o mapeamento inverso de Hopf conforme a Equagdo|2.49] Em seguida, a
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projecao estereografica dada na Equacgao ¢ aplicada para reproduzir 4 circulos da esfera S° na

esfera S? como mostra a|Figura 15(a).

Em seguida, realizamos nas projecdes no S? do modelo 4PolSK as 8 amostras de 1) dadas em (4.3,
com 0 < ¢ < 27, gerando assim a modulacdo 4PolSK-8PSK, a qual é representada na [Figura 15|(b).

Por fim, excluindo os circulos, na ¢) temos a constelacdo de sinais 6tima da modulacao
4PolSK-8PSK, onde cada cor estd associada ao respectivo ponto na esfera S? de acordo com a

Figura 15 — Modulag@o 4PolSK-8PSK para c6digos esféricos 6timos

(a) Projecdo 4PolSK (b) Modulagao 4PolSK-8PSK

06 ——
— e
05 o os 108

(c) Constelacgdo de sinais 6tima para 4PolSK-8PSK

o

fonte: Producgdo do préprio autor.

4.1.2 Modulac¢iao 6PolSK-8PSK

Para a configuragdo de 6 pontos utilizando cddigos esféricos 6timos apresentada na Subsec¢do
3.1.2] vimos na|Figura 9| que a geometria resultante em S? é no formato de um octaedro regular e suas
respectivas coordenadas foram relacionadas com o pardmetros de Stokes como na Tabela[7} Aplicando
o mesmo procedimento descrito anteriormente obtemos a[Figura 16(a) que reproduz os 6 circulos da
esfera S° na esfera S? e a b) que representa a modulagdo 6PolSK-8PSK. Por fim, excluindo
os circulos, na[Figura I6(c) temos a constelagdo de sinais 6tima da modulagdao 6PolSK-8PSK, onde
cada cor estd associada ao respectivo ponto na esfera S? de acordo com a
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Figura 16 — Modulagdo 6PolSK-8PSK utilizando cédigos esféricos 6timos

(a) Projecdo 6PolSK (b) Modulagédo 6PolSK-8PSK

fonte: Produgdo do préprio autor.

4.1.3 Modulaciao 8PolSK-8PSK

Para a configuracdo de 8 pontos utilizando cédigos esféricos 6timos apresentada na Subsecdo[3.1.3]
vimos na que a geometria resultante em S? é no formato de um antiprisma quadrado e suas
respectivas coordenadas foram relacionadas com o pardmetros de Stokes como na Tabela[§] Aplicando
o mesmo procedimento descrito anteriormente obtemos a[Figura 17(a) que reproduz os 8 circulos da
esfera S na esfera S? e ab) que representa a modulagdo 8PolSK-8PSK. Por fim, excluindo
os circulos, na|Figura 17(c) temos a constelacdo de sinais 6tima da modulagdo 8PolSK-8PSK, onde
cada cor estd associada ao respectivo ponto na esfera S? de acordo com a
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Figura 17 — Modulagdo 8PolSK-8PSK utilizando cédigos esféricos 6timos

(a) Projegdo 8PolISK (b) Modulagio 8PolSK-8PSK

e

e
s, T T T
o5 -1 08 06 04 02 o 02 04 06 1

fonte: Produgdo do préprio autor.

4.1.4 Modulacao 12PolSK-8PSK

Para a configuragao de 12 pontos utilizando codigos esféricos 6timos apresentada na Subsecao
vimos na[Figura 11]que a geometria resultante em S? é no formato de um icosaedro regular e suas
respectivas coordenadas foram relacionadas com o pardmetros de Stokes como na Tabela[9} Aplicando
o mesmo procedimento descrito anteriormente obtemos a[Figura 18|a) que reproduz os 12 circulos da
esfera S° na esfera 52 e ab) que representa a modulagcdo 12PolSK-8PSK. Por fim, excluindo
os circulos, na[Figura 18|c) temos a constelagdo de sinais 6tima da modula¢do 12PolSK-8PSK, onde
cada cor estd associada ao respectivo ponto na esfera S? de acordo com a

4.1.5 Modulacao 16PolSK-8PSK

Para a configuracdo de 16 pontos utilizando cdigos esféricos 6timos apresentada na Subse¢do
vimos naque a geometria resultante em S? ndo possui um formato de figura geométrica
conhecido, mas suas respectivas coordenadas foram relacionadas com o parametros de Stokes como
na Tabela [I0] Aplicando o mesmo procedimento descrito anteriormente obtemos a [Figura 19(a)
que reproduz os 16 circulos da esfera S® na esfera S? e a b) que representa a modulagdo
16PolSK-8PSK. Por fim, excluindo os circulos, na[Figura 19(c) temos a constelagio de sinais 6tima da
modulagio 16PolSK-8PSK, onde cada cor esté associada ao respectivo ponto na esfera S? de acordo

com a Figra 12



Figura 18 — Modulagdo 12PolSK-8PSK utilizando cédigos esféricos 6timos

(a) Projegﬁo 12PolSK (b) Modulagﬁo 12PolSK-8PSK

(c) Constelacdo de sinais 6tima para 12PolSK-
8PSK

fonte: Produgdo do préprio autor.

Figura 19 — Modulagao 16PolSK-8PSK utilizando codigos esféricos 6timos

(a) Projecdo 16PolSK (b) Modulagao 16PolSK-8PSK
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fonte: Produgdo do préprio autor.
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4.2 CONSTRUCAO DE MODULACOES mPOLSK-nPSK EM BASE 2

Em telecomunicacdes, como em muitas aplica¢des utilizamos simbolos bindrios na transmissao,
€ desejavel que a quantidade de simbolos de informacao seja uma poténcia de 2. Como vimos, uma
modulacdo mPolSK-nPSK gera uma constelagdes de sinais com m - n simbolos que nem sempre
¢ uma poténcia de 2. Nos casos apresentados neste trabalho, temos por exemplos as modulagdes
6PolSK-8PSK e 12PolSK-8PSK apresentadas nas Subsegdes {.1.2]e 1.1.4] respectivamente, que ndo
geram constelagdes com uma quantidade de simbolos em poténcia de 2.

Em (RODRIGUES; TEMPORAO; WEID, [2018), é proposto um método denominado mudanca
de base em que € possivel transformar a modulacdo mPolSK-nPSK em uma soma de modulacdes
partindo do mesmo nimero de pontos m, de modo que a modulagdo resultante gere uma constelagcdo
de sinais com uma quantidade de simbolos em poténcia de 2.

De modo geral, tomando m; e my em que m = m; + Mo, transformamos a modulagdo mPolSK-

nPSK na modulacao
(m1PolSK — n;PSK) + (msPolSK — nyPSK), 4.4)

que possui
N = (m1 . Tll) + (mz . ng) (45)

simbolos, tal que /V serd um nimero poténcia de 2 mais préximo de m - n e, os valores 11 € no também
serdo valores dados em poténcia de 2 calculados a partir de IV, m; e mo.

Iremos exemplificar o processo construindo uma modulagdo a partir de m = 12 pontos. Vimos
na Subsec¢ao que a modulagdo 12PolSK-8PSK contém 96 simbolos advindos do mapeamento
inverso de Hopf de 12 diferentes pontos 6timos, onde cada ponto tem 8 amostras fibradas. Considerando
m = my +mg = 12 (12PolSK) e realizando uma mudanca de base como em (4.4), podemos criar uma
nova constelagdo com /N = 128 simbolos.

A partir da Equagao temos que 128 = (my - ny) + (my - n2), € entdo, uma solugdo possivel
serd considerar m; = 8, my = 4 e, por consequéncia, n; = 8 e ny = 16. Portanto, a modulagao final
obtida sera

(8PolSK —8PSK) + (4PolSK — 16PSK).

Para a constru¢do desta modulagdo em base 2 utilizando cédigos esféricos 6timos com m =
12 pontos seguiremos a mesma geometria apresentada na Subsecao [3.1.4] de um icosaedro regular
conforme é mostrado na[Figura IT|e suas respectivas coordenadas foram relacionadas com o pardmetros
de Stokes como na Tabela[9] Neste caso, os 8 primeiros pontos da tabela serdo projetados no espago
em quatro dimensdes com 8 amostras angulares, enquanto que os outros 4 pontos restantes serao

projetados com 16 amostras angulares. O arranjo escolhido para a modulagdo 16PSK sera

T 7w 3r w bw 3w Tw 97 br 11w 37 13w 7w 1b57
={0,-, - — - — — — R — — d|. 4.6
v {’8’4’8’2’8’4’8’”’8’4’8’2’8’4’8} rad). (46)

Aplicando a Equagdo[4.2]e o mapeamento inverso de Hopf nos pontos conforme a Equagio[2.49e,

em seguida, aplicando a projegdo estereografica dada na Equacao [2.9|reproduzimos os 12 circulos da
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esfera S° na esfera S? como mostra aa). Em seguida, realizamos nas projecdes no S? do
modelo 12PolSK em base 2 as 8 amostras de ¢) dadas em (4.3)) para os oito primeiros pontos da Tabela
Ol E, para os 4 pontos restantes, tomamos as amostras de 1) dadas em (4.6), gerando assim a modulagdo
8PolSK-8PSK+4PolSK-16PSK, a qual é representada na[Figura 20(b). Por fim, excluindo os circulos,
na [Figura 20|c) temos a constela¢@o de sinais 6tima da modula¢do 8PolSK-8PSK-+4PolSK-16PSK
com 128 pontos, onde cada cor estd associada ao respectivo ponto na esfera S? de acordo com a
|

Figura 20 — Modulagdo 8PolSK-8PSK-+4PolSK-16PSK

(a) Projecdo 12PolSK (b) Modulagao 8PolSK-8PSK+4PolSK-16PSK

(c) Constelacido de sinais para 8PolSK-
8PSK+4PolSK-16PSK

0P ® g o0

c I T T T T T \ T

fonte: Produgdo do préprio autor.
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5 ROTULAMENTO DOS PONTOS DAS CONSTELACOES DE SINAIS mPOLSK—8PSK E
PARTICOES QAM

No Capitulo @] apresentamos as modula¢des mPolSK—8PSK para m = {4,6, 8,12, 16} pontos
obtidas a partir de cddigos esféricos 6timos e geramos suas respectivas constelagdes de sinais. Este
capitulo serd dedicado ao rotulamento dos pontos das constelagdes de sinais obtidas, além de ser
feita a associacdo deste rotulamento em particoes QAM (Quadrature Amplitude Modulation) para
provarmos de fato que estas modulagdes estao em 4D. Na Se¢do[5.1] serdo introduzidos os rotulamentos
das coordenadas (1, z2, 3, r4) obtidas das constelacdes de sinais. Além disso, serdo utilizados os
conceitos de quatérnios de Hamiltom e representagdes de Cayley-Dickson propostos na Secdo [2.2] para
realizar a construcdo de parti¢des bidimensionais QAM de todas as constelagdes. Por fim, na Secao
serd realizada uma comparacao entre a modulacdo 8PolSK-8PSK apresentada em (RODRIGUES;
TEMPORAO; WEID, 2018) utilizando a configura¢io nio 6tima de pontos com a configuracio Gtima
de pontos apresentada neste trabalho na Subsecaod.1.3]

5.1 ROTULAMENTO E PARTICOES QAM

Consideremos as constelacdes de sinais obtidas na Se¢éo 1| a partir das modulag¢oes mPolSK-
8PSK para m = {4,6,8,12,16}. Iremos realizar o rotulamento das coordenadas (1, z, T3, 74) € R*
dos m - 8 simbolos das constelacdes de sinais.

De modo a exemplificar o rotulamento das coordenadas, vamos considerar a modulagdo 4PolSK-
8PSK cujos 4 pontos da esfera de Poincaré foram apresentados na Tabela @ Fixando ) = 7 /4 e,
aplicando a Equagdo [4.2]e o mapeamento inverso de Hopf (Equagdo [2.49), obtemos para cada um dos
4 pontos da tabela as coordenadas dos simbolos da constelagdo correspondente em 4 dimensdes, como
mostrado na Tabela

Tabela 11 — Rotulamento com ¢) = 7 /4 para m = 4 pontos 6timos

’ Pontos \ Coord. Cart. \ (1, T, T3, T4) ‘
1° (0.5774,0.5774,0.5774) (0.3399,0.4247,0.4247,0.3399)
2° (0.5774,—0.5774, —0.5774)  (0.8205,0.1759,0.1759, 0.8205)
3° (—0.5774,0.5774,—0.5774)  (0.4247,0.3399, 0.3399, 0.4247)
4° (—0.5774,—0.5774,0.5774)  (0.1759, 0.8205, 0.8205,0.1759)

fonte: Produgdo do Préprio Autor.

Ao variarmos os demais valores de 1, teremos 4 - 8 = 32 coordenadas (z1, 9, 73,74)) € R%, as
quais podem ser representadas através de um vetor simétrico. Um vetor simétrico representa todas as

possiveis permutacdes de sinal e de posi¢do entre os elementos contidos no vetor. Assim, obtemos
(4+0.8205, +£0.3399, £0.4247, +0.1759). 5.1

Como vimos na Se¢do [2.2] existe um isomorfismo entre a dlgebra dos quatérnios de Hamilton #

e o espaco R* dado em (2.15). Através dessa relagiio, podemos escrever cada um dos 32 simbolos
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obtidos como um quatérnio de Hamilton na forma x = x; + 29 - ¢ + x3 - J + x4 - k. Para construir os
respectivos simbolos em particoes QAM, utilizamos a representagcdo de Cayley-Dickson obtendo dois
conjuntos de coordenadas complexas na forma z; = xy + x5 - i € 2o = x3 + x4 - ¢ para cada um dos
32 simbolos dados em (5.1)). Na[Figura 21} representamos tais simbolos das particdes QAM para a

configuracao 6tima utilizando 4 pontos.

Figura 21 — Particoes QAM para 4 pontos 6timos

@z 4122 b)xz3+1i-x4

fonte: Producdo do préprio autor.

Da mesma maneira, podemos realizar o rotulamento e obter as particoes QAM para as demais
constelacoes de sinais.
Considerando a modulagdo 6PolSK-8PSK para 6 pontos 6timos, temos que o rotulamento dos

6 - 8 = 48 simbolos da constelacdo de sinais € dado pelos seguintes vetores simétricos
(£0.5,+0.5, £0.5,+0.5), (+0.7071,0,0,£0.7071), (£1,0,0,0). (5.2)

Relacionando cada simbolo gerados como um quatérnio de Hamilton e em seguida representando

como um par de complexos, temos na[Figura 22] a representacdo das respectivas particoes QAM.

Figura 22 — Partices QAM para 6 pontos 6timos

(@) 1 41 - 29 (b) 23 + i - 74

fonte: Produgdo do préprio autor.

Para a modulag@o 8PolSK-8PSK para 8 pontos 6timos, o rotulamento dos 64 simbolos da constela-

¢ao de sinais € dado por
(£0.4568, £0.1892, +0.8031, £0.3326), (£0.8692,0, £0.4944,0), (5.3)

(+0.6146, £0.6146, +0.3496, +0.3496).
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E, na[Figura 23|temos a representagio das respectivas parti¢cdes QAM.

Figura 23 — Particdes QAM para 8 pontos 6timos

@z +1-22 b)xs+1- 24

fonte: Producgéo do préprio autor.

Para a modulagdo 12PolSK-8PSK para 12 pontos 6timos, o rotulamento dos 96 simbolos da

constelagdo de sinais é dado por
(£0.6176, £0.6176, £0.3443, £0.3443), (0,40.8734,40.4870,0), (5.4)

(£0.6802, £0.6802, +-0.1933, £0.1933) .

E, na[Figura 24]temos a representacdo das respectivas parti¢cdes QAM.
Figura 24 — Particoes QAM para 12 pontos 6timos

(@) x;+1-2x (b)x3+i-x4

fonte: Produgdo do préprio autor.

Por outro lado, o caso do rotulamento dos simbolos da constelacdo de sinais da modulacido 16PolSK-
8PSK para 16 pontos 6timos, ndo € descrito por vetores simétricos pelo fato de ndo haver variacdes
fixas de posicdo e de sinal entre cada um dos simbolos. O que ocorre para este caso € que 0s parametros
(r1, T2, x3, x4) sdo diferentes para cada ponto, o que inviabiliza o rotulamento dos 128 simbolos em

vetores simétricos. A seguir, serdo mostrados apenas alguns valores mapeados das coordenadas em

quatro dimensdes.

(£0.3962, +0.2514, £0.7456, +0.4732), (£0.1024, +0.4580, +0.8618, £0.1926),

(£0.3064, £0.1511, £0.8430, £0.4156), (£0.3235, £0.1098, £0.3022, £0.8899), ...

Na [Figura 25|temos a representacdo das respectivas particoes QAM.
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Figura 25 — Particdes QAM para 16 pontos 6timos

@x1+1-x9 b)xs+1- 24

. .
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1 08 06 0.4 02 o o
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 fonte: P;odué%lo do prénf)rio autor.
5.2 COMPARACAO DAS CONFIGURACOES OTIMA E NAO OTIMA PARA m = 8 PONTOS

As construcdes das modulagdes apresentadas no Capitulo 4 foram realizadas considerando a
melhor configuracdo possivel dos pontos iniciais na esfera de Poincaré, ou seja, foram realizadas
utilizando cédigos esféricos 6timos. Este € um dos principais diferenciais deste trabalho em relacao
aos demais trabalhos j4 conhecidos na literatura que sdo de nosso conhecimento. Nesta secdo vamos
mostrar através de um exemplo, o porque da importancia de associar modulacdes em 4 dimensdes com
codigos esféricos 6timos. Na teoria de cddigos corretores de erros, € desejavel que as palavras-codigo
utilizadas na transmissdo tenham a maior distdncia minima possivel, pois neste caso temos uma menor
probabilidade de erro em uma transmissdo por um canal ruidoso. A distancia minima de um cédigo é
definida como a menor distancia dentre todas as distancias entre as palavras-codigos calculadas duas a
duas. Dessa forma, considerando a melhor configuracio possivel dos pontos na esfera de Poincaré
teremos uma particio QAM resultante com a maior distancia minima possivel, € como consequéncia
uma transmissao menos suscetivel aos efeitos do ruido.

Para exemplificar, vamos considerar a constelacdo de sinais e as respectivas particdes QAM
associadas a modulagdo 8PolSK-8PSK utilizando a distribuicdo dos 8 pontos na geometria de um cubo
(configuragdo nao 6tima) conforme foi apresentado em (RODRIGUES; TEMPORAO:; WEID, 2018).
Na apresentamos uma comparacao entre as particoes QAM da configuracdo 6tima e ndo
6tima. Em ambas as imagens da [Figura 26| as particoes vindas da configuracdo 6tima sao dadas pelos
pontos pretos, enquanto que as parti¢coes vindas da configuragdo nio 6tima sdo dadas na cor azul na
[Figura 26{a) e na cor vermelha na [Figura 26|b).

Calculando a distancia entre os pontos da[Figura 26 utilizando a Equagao[2.I|nas duas configuragdes,
¢é possivel observar que a distincia entre os pontos da constelacdo para 8 pontos 6timos se mantém
constante, e portanto, a distdncia minima associada € 0.4537. Ja para configuragdo nao 6tima temos
distancias variadas, sendo que a menor delas é 0.4281. Logo, comparando a distdncia minima de
ambas as configuragdes, temos que ao aplicarmos a particio QAM proposta neste trabalho em uma
transmissao por um canal ruidoso teremos um melhor desempenho que a outra por apresentar uma
distancia minima maior. A saber, como esta € a melhor configuracdo possivel de 8 pontos na esfera de
Poincaré, esta também serd a melhor distancia minima possivel dentre todas as configuracdes possiveis

de 8 pontos.



Figura 26 — Comparagao da distancia minima para 8 pontos

(@) x1 + 1 - @2 (b)x3+1-24
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6 INTELIGENCIA ARTIFICIAL APLICADA EM SISTEMAS DE TRANSMISSAO RUI-
DOSOS

Neste capitulo iremos, a partir dos resultados apresentados neste trabalho até o Capitulo 5] apre-
sentar uma implementa¢cdo computacional de um sistema de transmissdo Optico coerente analisando
o efeito do ruido utilizando o valor de SNR como métrica e também aplicando a técnica de inteli-
géncia artificial k-means para encontrar os limiares de decis@ao do sistema de transmissao ruidoso
implementado. Na Secio [6.1] sera feita uma breve introdugdo ao algoritmo de inteligéncia artificial
conhecido como k-means e também serd descrito o seu funcionamento. Ja na Se¢do serd descrito
todo o processo de construcao da simulacao para o sistema coerente que considera ruido aditivo. Por
fim, nas Segdes [6.3] e [6.4] serdo apresentados os resultados do sistema de transmissdo aplicados as
modula¢oes 4PolSK-8PSK e 8PolSK-8PSK, respectivamente, para os valores de SNR = {15, 20,25}
dB. Para compor a parte tedrica deste capitulo, as referéncias (ALPAYDIN, 2014), (AGRAWAL, 2002)
e (LATHI; DING, 2019) foram utilizadas.

6.1 O ALGORITMO K-MEANS

O uso do algoritmo de inteligéncia artificial K-means sera aplicado neste trabalho para construir
limiares de decisao das particdes QAM das modulacdes mPolSK-8PSK nos planos (z1,72) € (r3,24)
do sistema de transmissao ruidoso.

K-means é um método de inteligéncia artificial cuja aprendizagem € ndo supervisionada, ou seja,
¢ um algoritmo que aprende com dados de teste que nao foram ainda classificados previamente no
sistema aplicado. Além disso, ele também ndo depende de entradas de dados externos para realizar o
aprendizado. O algoritmo é um método de clusterizacdo, onde sua tarefa é dividir o conjunto de dados
em diferentes grupos e seu funcionamento se baseia em fornecer uma classificacdo das informagdes
de entrada. Tal classificacdo se baseia em andlises e comparacdes realizadas entre os dados que
sao fornecidos (etapa de inicializagdo) e, dessa forma, o algoritmo possibilita que uma classificacio
automadtica das informagdes seja realizada sem que haja nenhuma andlise inicial dos dados (etapas de
atribui¢cdo e de computacao dos centréides), (ALPAYDIN, |2014). Além disso, o algoritmo também é
considerado um método heuristico, pois a inicializa¢ao dos centréides é dada de maneira aleatdria.

Um conceito importante quando trata-se de k-means € definir o valor de K, que representa a
quantidade de centréides (ou clusters) do sistema. Existem métodos que ndo requerem o conhecimento
do nimero de clusters, tais como DBSCAN, OPTICS, AP, entre outros. Porém, para os algoritmos
de inteligéncia artificial que ndo conhecem a quantidade exata de centrdides, € necessario ter uma
boa aproximagdo de um valor ideal de K. Nesse sentido, o0 método de agrupamento Elbow, ou
também conhecido por método de agrupamento do cotovelo € uma opg¢ao de implementagdo. Esse
método tenta resolver o problema da melhor escolha para o valor de K. Porém, como este trabalho
apresenta modula¢cdes com um nimero de pontos conhecido, entdo esse método nio serd necessério na
implementagao.

Para realizar sua implementagao, inicialmente sdo informados ao algoritmo os dados de entrada
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a serem classificados e o parametro K. De modo a exemplificar o funcionamento do algoritmo,
considerando K = 3, os centrdides sdo espalhados de maneira aleatdria entre o conjunto de dados,
como mostrado na a). O passo seguinte do algoritmo € calcular a distancia euclidiana
como mostrado na Equacao[2.1|entre cada um dos pontos com relagdo aos K centréides. Quando a
distancia minima entre o ponto avaliado e um dos centréides for encontrada, aquele ponto pertencerd ao
conjunto de dados daquele centréide, esse processo ocorre para todos os pontos conforme € mostrado
na [Figura 27|(b). Por fim, quando todos os pontos ja foram classificados, a posi¢do de cada um dos
centréides € reajustada para o valor médio entre os pontos que foram atribuidos a ele, como mostrado
na |[Figura 2/(c). O processo de reajuste de centrdides ocorre at€é o momento em que ndao ha mais
nenhuma varia¢do na posicao dos K centréides (porque € um processo iterativo até os centrdides nao
moverem de posi¢do), (ALPAYDIN, [2014).

Figura 27 — Itera¢des do algoritmo k-means

(a) K centréides inseridos aleatoriamente (b) Calculo das distancias minimas
7T 7T
6l 6L
° * . 0—’2\.
5 - [ ] [ ] -
® 5

4| 4
31 ® o o © 3T
2 [ 2

* °
1} 1k

1 1 1 | * 1 | | 1 1 | 1 | | 1

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

(c) Ajuste da posicao dos centrdides

.1
6 °
sf e o
°

4tk
3.—

e o o
2 * . ®

°
1+ o
1

[ R R R B
1 2 3 4 5 6 7

fonte: Produgdo do préprio autor.

6.2 ALGORITMO DE SIMULACAO DO SISTEMA CONSIDERANDO RUIDO ADITIVO

A simulacdo considera um sistema 6ptico coerente digital em que se assume que a dispersao
cromatica, dispersdao por modo de polarizacdo, ruido de fase dos lasers e flutuacdes do estado de

polarizacdo sdo compensadas mediante técnicas de DSP (Digital Signal Processing). Dessa forma, nas
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simulacdes implementadas considera-se um sistema afetado por ruido aditivo gaussiano, que pode ser
atribuido a combinacdo do ruido de emissdo espontinea, distor¢do ndo linear intercanal e também de
ruidos advindos dos fotodetectores como o ruido de disparo e o ruido térmico.

O algoritmo foi implementado para simular um sistema de transmissao ruidoso, seu funcionamento
ocorre da seguinte forma: inicialmente consideramos um vetor de bits aleatérios em uma codificacao

de linha on/off assim como mostrado na para representar a informagao a ser transmitida.
Figura 28 — Codifica¢do de linha on/off
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fonte: Produgdo do préprio autor.

Em seguida, a sequéncia de bits € em primeiro lugar dividida em blocos de 5 ou 6 bits. De cada
bloco de bits que € criado, associamos os primeiros 2 ou 3 bits destes blocos (depende da modulagdo
aplicada) com as amplitudes das componentes e, e, € a diferenca de fase ¢ do sinal eletromagnético
transmitido (Equac@o [2.25]) conforme é mostrado na Tabela 2] ou pela Tabela[I3] J4 os 3 bits restantes

de cada bloco sdo associados aos angulos de ¢ (Equagdo [.3)) conforme é mostrado na Tabela [T4]

Tabela 12 — Amplitudes, diferenca de fase e bits para m = 4 pontos 6timos

| Pontos | e, | ¢ | ¢ | Bits |
1° 0.8881 0.4597 —135° (
2° 0.8881 0.4597 45° (
3° 0.4597 0.8881 135° (
4° 0.4597 0.8881 —45° (

0
0
1
1

fonte: Producgéo do Préprio Autor.
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Tabela 13 — Amplitudes, diferenca de fase e bits para m = 8 pontos 6timos

’ Pontos \ €y \ ey \ ) \ Bits ‘
1° 0.8966 0.4428  40.06°
2° 0.4428 0.8966  40.06°
3° 0.8966 0.4428 139.94°
4° 0.4428 0.8966  139.94°
5° 0.9642 0.2649 —90°
6° 0.2649 0.9642 -90°
7° 0.7071 0.7071 —30.73°
8° 0.7071 0.7071 —149.27°

— === OO OO
—_ O O Rk = OO
_ O = O = O = O
S e e N e e N N

AN AN AN N N N N N

fonte: Produgdo do Préprio Autor.

Tabela 14 — Bits de informacdo associados ao arranjo de

| ¢ | Bits |
0 (0,0,0)
m/4  (0,0,1)
72 (0,1,0)
34 (0,1,1)
7~ (1,0,0)
5m/4 (1,0,1)
3m/2  (1,1,0)
Tr/4 (1,1,1)

fonte: Producdo do Préprio Autor.

Ao ser transmitido pelo canal, o ruido aditivo por ser complexo, vai gerar interferéncia do ruido
tanto na amplitude quanto na fase do sinal. Para agregar o ruido aditivo, consideramos a SNR do sinal

em dB e a transformamos para uma SNR linear utilizando

10

(SNR)
SNRyinear = 10 ) (6.1)

cuja unidade é watts/watts ou adimensional. Para facilitar os célculos, podemos considerar que o sinal
tem poténcia igual a um, sem que isso signifique que a poténcia colocada na fibra tenha este valor. Em
seguida, calculamos a poténcia total do ruido em funcio da poténcia total do sinal (Ps; =1 watt), na

forma
P, 1

B SNRlinear - SNRlinear'

Por fim, como sdo tratadas duas componentes do sinal na direcdo = e na direcdo ¢, devemos

P, (6.2)

considerar que a poténcia do ruido em cada componente serd metade da poténcia total do ruido
(Ppy = P,/2e P,, = P,/2). Dessa forma, é possivel agora aplicar o ruido gaussiano na parte real

e na parte imagindria das duas componentes. Utilizando o MatLab, os célculos sdo realizados da
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seguinte forma:
€xn = € + 8qrt (Pog/2) - [randn(size(e,)) + 17 - randn(size(ey))] (6.3)

eyn = €y + 5qrt (Ppy/2) - [randn(size(ey)) + 15 - randn(size(ey))]. (6.4)

Sendo assim, o sinal com ruido na intensidade que anteriormente tinha o formato como mostrado

na Equagdo[2.23] agora passa a ter um formato

. pJ P
_ [em ¢ ] 6.5)

eyn . €]¢y

E,
E

Y

em que ¢, € a fase inicial na dire¢@o = e ¢, € a fase inicial na dire¢do ¥, ambas ap0ds a inser¢ao de
ruido. Posteriormente, apds obtermos o sinal ruidoso, aplicamos as Equacgdes e de modo a
demonstrar o efeito do ruido do sinal na esfera de Poincaré. Para encontrar o ruido de fase, inicialmente
devemos tentar encontrar uma formulagdo que descreva a varidvel ¢ em termos de uma distribui¢io
gaussiana. Para isso, iremos considerar as varidveis SNRy;,.c., Ps € P, apresentadas anteriormente
nas Equacdes e e também A, e A, tal que A, é a amplitude do sinal (4, = /P, [V])e A, éa
amplitude do ruido (A,, = /P, [V]). Por fim, consideramos 7/ = 0 como um simbolo arbitririo de
fase que foi escolhido para o teste da distribui¢do gaussiana.

Considerando os valores de A, e A,,, podemos encontrar as amplitudes das componentes do sinal
em fase e em quadratura e o desvio padrdao das componentes do ruido em fase e em quadratura,

respectivamente, como é mostrado na Equag@o [6.6]

Ay = Ag-cos(y)
Ay = As-sin(y) . (6.6)
Am' = Anq = An/Sq’/’t(2)

Sendo assim, agora podemos construir o sinal s em MatLab, dado em volts. Considerando que o

numero de simbolos N, = 200000 € possivel gerar o sinal em fase e em quadratura na forma:

s=Ag+1j- Agy+ Api - randn(1, Ny) + 15 - A, - randn(1, Ny). 6.7)

Como estamos apenas validando a fase do sinal, criamos apenas a fase do sinal através da variavel
s_phase na forma:

s_phase = angle(s), (6.8)

em que s_phase é dado em rad. Dessa forma, podemos criar um histograma com o vetor s_phase
para representar a funcao densidade de probabilidade em relagdo a ¢). Para sabermos que os dados

que estamos criando sdo validos para uma gaussiana, devemos obter a mesma curva que a funcao
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densidade de probabilidade de uma gaussiana, (LATHI; DING, 2019), gerada por

1 }.<¢—u)2
fu() = o i e 2\ 0 : (6.9)

tal que 1 € o valor médio de v e o € o desvio padrao de s_phase que pode ser calculado em MatLab

por
o = sqrt (var(s_phase)) . (6.10)

Como resultado, podemos comprovar que para uma SNR=20 dB a funcdo densidade de probabilidade

gaussiana se aproxima da curva gaussiana da fase do sinal conforme é mostrado na [Figura 29|

Figura 29 — Funcdo densidade de probabilidade
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fonte: Producdo do préprio autor.

Em seguida, foi necessario criar um iterador com diferentes valores de SNR seguindo o mesmo
script apresentado para estimar uma aproximacao do desvio padrao para um caso geral de SNR. Dessa
forma, foi obtida a Tabela[I5|para que a estimativa pudesse ser feita em Excel. Assim, depois da tabela
ser inserida no Excel, foi possivel obter a equacdo de uma curva que relaciona o desvio padrao do

ruido de fase gerado pelo ruido aditivo em funcdo da SNR. Como resultado, obtivemos

[ 1
=0. - SNR 099 ~ . 11
oy = 0.7359 - SN 5 SNR (6.11)

Em seguida, a partir da aproximacado apresentada foi possivel observar que para valores de SNR

menores que 10 dB as curvas comecam a se divergir. Esse efeito ocorre porque neste caso, a funcao
densidade de probabilidade acaba nido sendo mais uma gaussiana por conta do alto ruido, assim,
a estimativa acaba se tornando imprecisa. A mostra a comparagdo do desvio padrdo

apresentado na Tabela [I5] em relagdo ao valor de aproximagéo criado pela Equagéo [6.11] onde os
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pontos em azul representam o conjunto de dados da Tabela [I5] e a curva em laranja representa a

aproximagcao feita na Equacao[6.11]

Figura 30 — Desvio padrio de v pela relacao sinal-ruido
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fonte: Producdo do préprio autor.

Ap6s a prova de que o ruido de fase também possui uma fun¢do densidade de probabilidade
gaussiana, podemos acrescentar o ruido de fase no sistema de transmissao implementado. Para isso,

em MatLab utilizamos
U =1+ sqrt (1/(2 - SNR)) - (randn(size(v)))). (6.12)

O préximo passo do algoritmo € considerar o sinal ruidoso em amplitude e em fase e, com tais
informacdes, obter as coordenadas da esfera S® em quatro dimensdes (1, T2, 73, 24) dos pontos
recebidos e realizar as seus respectivos rotulamentos das constelagdes e suas devidas particoes QAM

como demonstrado no Capitulo[5]



Tabela 15 — Valores de desvio padriao variando a SNR de 10 a 100 dB

| SNR [dB] | Desvio Padrdo [Rad] | SNR [dB] | Desvio Padro [Rad] |

10 0.2289 55 0.0956
11 0.2189 56 0.0951
12 0.2093 57 0.0942
13 0.2006 58 0.0935
14 0.1929 59 0.0924
15 0.1859 60 0.0917
16 0.1794 61 0.0911
17 0.1745 62 0.0901
18 0.1697 63 0.0894
19 0.1644 64 0.0888
20 0.1601 65 0.0883
21 0.1564 66 0.0875
22 0.1523 67 0.0868
23 0.1489 68 0.0863
24 0.1458 69 0.0856
25 0.1429 70 0.0846
26 0.1402 71 0.0844
27 0.1373 72 0.0837
28 0.1350 73 0.0832
29 0.1326 74 0.0823
30 0.1302 75 0.0817
31 0.1279 76 0.0814
32 0.1258 77 0.0807
33 0.1239 78 0.0801
34 0.1222 79 0.0799
35 0.1202 80 0.0792
36 0.1186 81 0.0790
37 0.1170 82 0.0781
38 0.1154 83 0.0777
39 0.1139 84 0.0771
40 0.1127 85 0.0768
41 0.1111 86 0.0763
42 0.1097 87 0.0762
43 0.1083 88 0.0753
44 0.1073 &9 0.0754
45 0.1062 90 0.0750
46 0.1049 91 0.0743
47 0.1036 92 0.0740
48 0.1026 93 0.0735
49 0.1016 94 0.0734
50 0.1005 95 0.0728
51 0.0997 96 0.0724
52 0.0987 97 0.0718
53 0.0977 98 0.0715
54 0.0965 99 0.0714
55 0.0956 100 0.0710

fonte: Produgdo do Préprio Autor.
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Em seguida, apds obtidas as particdes bidimensionais QAM do sistema de transmissdo ruidoso,
aplicamos o algoritmo de classificagdo ndo supervisionada k-means para realizar a criagdo dos centroi-
des do sistema. Para isso, foram inseridos como dados de entrada os vetores associados as parti¢des
QAM e K =16, pelo fato das modulacdes 4PolSK-8PSK e 8PolSK-8PSK obterem particdes QAM
com 16 pontos em um sistema nao ruidoso.

Para finalizar o algoritmo, foram implementados os limiares de decisao. Para isso, sdo criados dois
vetores linearmente espacados com tamanho N, = 401 entre o intervalo: —1 < zz,yy < 1 de modo a
representar o espaco dos limiares de decisdo. Em seguida, cria-se uma grade retangular com os vetores
xx,yy e posteriormente € realizada uma varredura na grade criada para associar cada ponto da grade a
um limiar de decisdo. Para isso, o cdlculo € realizado por meio da distancia euclidiana entre o ponto da
grade que estd sendo analisado e a posicao de cada um dos centréides. Como resultado, o centréide
que estiver mais proximo ao ponto de varredura serd declarado como o centréide de decisdo. Apds a

varredura da grade inteira, temos o limiar de decisdo para o conjunto de dados.

6.3 SISTEMA RUIDOSO COM MODULACAO 4POLSK-8PSK

Utilizando a simulac@o descrita anteriormente, iremos apresentar os resultados obtidos para a
modulacio 4PolSK-8PSK. Iremos considerar um vetor de entrada de de 1025 bits e associar estes bits

com as amplitudes e diferenca de fase apresentadas na Tabela 6] Assim, teremos as relagdes de acordo
com a Tabela

6.3.1 Sistema de Transmissao com SNR =15 dB

Ao acrescentar ruido no sistema considerando uma SNR = 15 dB, nota-se a partir da|Figura 31(a)
que os pontos na esfera de Poincaré passam a se espalhar da posic¢ao original devido ao ruido. Ja na
[Figura 31|(b), é possivel observar o efeito do ruido do sistema na constelagdo em quatro dimensdes.
Nesse momento, a presenga de ruido implica em toros diferentes para cada ponto, mas nenhum dos
toros criados se toca. Além disso, também € possivel observar o efeito do ruido de fase na constelacao,

pois cada toro criado tem uma fase diferente dos demais toros.
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Figura 31 — Modulagdo 4PolSK-8PSK para o sistema com SNR = 15 dB

(a) Pontos ruidosos na esfera de Poincaré (b) Modulagao 4PolSK-8PSK ruidosa

fonte: Produgdo do préprio autor.

Ap6s o rotulamento dos pontos, sdo realizadas as particdes QAM assim como exemplificado na

Equagdo[5.1} Assim, a modulag¢do em quatro dimensdes com quatro pontos 6timos e a inser¢do de

ruido como é mostrado na[Figura 32|a) e na[Figura 32(b).

Figura 32 — Particoes QAM para o sistema com SNR = 15 dB

@)z +1- 22 b)xs+1i- x4

fonte: Produgdo do préprio autor.

Em seguida, é aplicado o algoritmo de inteligéncia artificial k-means para se obter a posicao dos
centrdides das particdoes QAM. Cada conjunto de dados € identificado de uma cor de acordo com o

centréide que o representa, como é mostrado na|Figura
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Figura 33 — Centréides das particdes QAM para o sistema com SNR = 15 dB

@z +1-2x2 b)xs+1i- 24

fonte: Produgdo do préprio autor.

Por fim, sdo criados os limiares de decisdo de acordo com a posi¢cao de cada centrdide. Dessa

forma, o sistema implemetando pode identificar cada conjunto de dados que € recebido no receptor

como ilustrado na[Figura 34
Figura 34 — Limiares de decisdo das particdes QAM para o sistema com SNR = 15 dB

(@) x1+1-x9 b)xz3+1i-x4

fonte: Produgdo do préprio autor.

6.3.2 Sistema de Transmissao com SNR =20 dB

Ao acrescentar ruido no sistema considerando uma SNR = 20 dB, nota-se a partir da[Figura 35|a)

que os pontos na esfera de Poincaré também passam a se espalhar da posicao original devido ao ruido,

porém, com menor intensidade. Ja na[Figura 35(b), é possivel observar efeito do ruido do sistema na
constelagdo em quatro dimensdes. Como os pontos estdo menos espalhados na esfera de Poincaré, os

respectivos toros a estes pontos acabam ficando bem préximos.
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Figura 35 — Modulagdo 4PolSK-8PSK para o sistema com SNR =20 dB

(a) Pontos ruidosos na esfera de Poincaré (b) Modulagao 4PolSK-8PSK ruidosa

fonte: Produgdo do préprio autor.

Ap6s o rotulamento dos pontos, sdo realizadas as particoes QAM da modulacdo em quatro
dimensdes com quatro pontos 6timos com a inser¢do de ruido conforme é mostrado na[Figura 36(a) e

na[Figura 36(b). A [Figura 37| mostra o sistema apds a aplicagdo de inteligéncia artificial e a[Figura 3§

mostra os respectivos limiares de decisdo.

Figura 36 — Particdes QAM para o sistema com SNR =20 dB
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fonte: Produgéo do préprio autor.
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Figura 37 — Centréides das particdes QAM para o sistema com SNR =20 dB

@z +1-2x2 b)x3+i-x4

fonte: Producdo do préprio autor.

Figura 38 — Limiares de decisdo das particdes QAM para o sistema com SNR =20 dB

@z +1i- 22 b)z3+i-24
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fonte: Producgdo do préprio autor.

6.3.3 Sistema de Transmissao com SNR =25 dB

Por fim, ao acrescentar ruido no sistema considerando uma SNR = 25 dB, nota-se a partir da
[Figura 39(a) que os pontos na esfera de Poincaré comegam a se assemelhar ao sistema sem ruido,

devido a proximidade entre os pontos. J4 na[Figura 39(b), é possivel observar os toros bem préximos
ao sistema ndo ruidoso.
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Figura 39 — Modulagdo 4PolSK-8PSK para o sistema com SNR =25 dB

(a) Pontos ruidosos na esfera de Poincaré (b) Modulagao 4PolSK-8PSK ruidosa

fonte: Produgdo do préprio autor.

Ap6s o rotulamento dos pontos, sdo realizadas as particoes QAM da modulacdo em quatro
dimensdes com quatro pontos 6timos e a insercdo de ruido como é mostrado na [Figura 40{(a) e na

[Figura 40(b). A [Figura 41| mostra o sistema ap6s a aplicagio de inteligéncia artificial e a
mostra os respectivos limiares de decisdo.

Figura 40 — Particdes QAM para o sistema com SNR =25 dB
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fonte: Produgéo do préprio autor.




Figura 41 — Centréides das particdes QAM para o sistema com SNR = 25 dB
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fonte: Producdo do préprio autor.

Figura 42 — Limiares de decisdo das particdes QAM para o sistema com SNR =25 dB

@z +1i- 22 b)z3+i-24

fonte: Producgdo do préprio autor.

6.4 SISTEMA RUIDOSO COM MODULACAO S8POLSK-8PSK

Nesta subsecdo iremos apresentar os resultados encontrados para a modulacdo 8PolSK-8PSK. Para
isso, iremos considerar na implementacio do algoritmo um vetor de entrada de de 1026 bits e associar
estes bits com as amplitudes e diferenca de fase apresentadas na Tabela[§] Assim, teremos as relagdes
de acordo com a Tabela 13l

6.4.1 Sistema de Transmissao com SNR =15 dB

Ao considerar o sistema com SNR = 15 dB observamos que a geometria se torna mais poluida do
que em relagdo a geometria de quatro pontos com mesma SNR. Isso se deve ao fato de que estamos
tratando de uma geometria com mais pontos e, por consequéncia, pelo fato da SNR nao ser tao alta os
pontos ficam muito espalhados na esfera de Poincaré, como mostrado na[Figura 43(a). J4 em relagdo

a[Figura 43|(b), os respectivos toros em quatro dimensoes também acabam tendo um espalhamento
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por conta do ruido. Apds o rotulamento da constelacio de sinais ter sido realizado, sao aplicadas as
particdes QAM assim como foi realizado na Equagio[5.3] Assim, a[Figura 44/mostra o resultado para o

sistema implementado. Em seguida, o algoritmo de inteligéncia artificial € aplicado de modo a separar

a constelagdo em 16 centréides diferentes conforme mostrado na[Figura 45(a) e na[Figura 45(b). Por
fim, sdo aplicados os limiares de decisdo para as particdes QAM como mostrado na [Figura 46{a) e na
lFigura 46(b).

Figura 43 — Modula¢do 8PolSK-8PSK para o sistema com SNR = 15 dB

(a) Pontos ruidosos na esfera de Poincaré (b) Modulag@o 8PolSK-8PSK ruidosa

fonte: Produgéo do préprio autor.

Figura 44 — Particoes QAM para o sistema com SNR =15 dB
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fonte: Produgdo do préprio autor.
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Figura 45 — Centréides das particdes QAM para o sistema com SNR = 15 dB
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Figura 46 — Limiares de decisdo das particdes QAM para o sistema com SNR = 15 dB
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fonte: Producgdo do préprio autor.

6.4.2 Sistema de Transmissao com SNR =20 dB

Ao acrescentar ruido no sistema considerando uma SNR = 20 dB, nota-se a partir da[Figura 47|a)
que os pontos na esfera de Poincaré passam a se espalhar da posi¢do original devido ao ruido, porém,
agora ja é possivel observar qual a regido de cada ponto. J4 na [Figura 47(b), é possivel observar
efeito do ruido do sistema na constelagao em quatro dimensdes. Pelo fato dos pontos estarem menos

espalhados na esfera de Poincaré, os respectivos toros a estes pontos acabam ficando bem préximos.
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Figura 47 — Modulagdo 8PolSK-8PSK para o sistema com SNR =20 dB

(a) Pontos ruidosos na esfera de Poincaré (b) Modulag@o 8PolSK-8PSK ruidosa

fonte: Produgdo do préprio autor.

Ap6s o rotulamento dos pontos, sdo realizadas as particoes QAM da modulacdo em quatro
dimensdes com oito pontos 6timos com a inser¢do de ruido conforme é mostrado na [Figura 48|(a) e
na [Figura 48(b). A mostra os centrdides da constelagdo ap6s a aplicacdo de inteligéncia
artificial e a[Figura 50| mostra os respectivos limiares de decisdo obtidos para o sistema.

Figura 48 — Particdes QAM para o sistema com SNR =20 dB

(@) x1 +1 - 2o (b) 3+ 124
TR, Eey
| W »
LI Y O §
) | | | ) "ﬂ\-

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 O

fonte: Produgéo do préprio autor.
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Figura 49 — Centréides das particdes QAM para o sistema com SNR =20 dB
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fonte: Producdo do préprio autor.

Figura 50 — Limiares de decisdo das particdes QAM para o sistema com SNR = 20 dB
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fonte: Producgdo do préprio autor.

6.4.3 Sistema de Transmissao com SNR =25 dB

Por fim, a dltima implementagao feita foi acrescentar ruido no sistema considerando uma SNR
=25 dB. A partir da[Figura 51fa) que os pontos na esfera de Poincaré comegam a se assemelhar ao

sistema sem ruido, devido a proximidade entre os pontos. Ja na[Figura 51(b), é possivel observar os
toros bem proximos ao sistema nao ruidoso.
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Figura 51 — Modula¢do 8PolSK-8PSK para o sistema com SNR =25 dB

(a) Pontos ruidosos na esfera de Poincaré (b) Modulag@o 8PolSK-8PSK ruidosa
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fonte: Produgdo do préprio autor.

Ap6s realizar o rotulamento dos pontos, sdo mostradas as particoes QAM da modulagcdo em

quatro dimensdes considerando oito pontos 6timos com a inser¢ao de ruido conforme € mostrado na
[Figura 52a) e na[Figura 52(b). Por fim, a[Figura 53| mostra o sistema ap6s a aplica¢do de inteligéncia

artificial e a[Figura 54| mostra os respectivos limiares de decisdo da constelagdo construida.

Figura 52 — Particdes QAM para o sistema com SNR =25 dB
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fonte: Produgéo do préprio autor.



Figura 53 — Centréides das particdes QAM para o sistema com SNR =25 dB
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fonte: Producdo do préprio autor.

Figura 54 — Limiares de decisdo das particdes QAM para o sistema com SNR = 25 dB
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7 CONCLUSAO

No presente trabalho foi apresentado um estudo sobre a geometria euclidiana, dlgebra dos quatér-
nios, fibracao de Hopf e codigos esféricos 6timos como ferramentas para a constru¢do de modulacdes
em quatro dimensdes. Desse modo, foi possivel associar as componentes de ondas eletromagnéticas
variantes no tempo as coordenadas tridimensionais de cédigos esféricos 6timos e, com isso, gerar
as modulacdoes mPolSK-8PSK através do mapeamento inverso de Hopf. Apds o rotulamento de
coordenadas em 4D, a dlgebra dos quartérnios e as representacdes de Cayley-Dickson foram utilizadas
para realizar a criacio das parti¢des bidimensionais QAM referentes as modulagdes propostas.

A utilizacdo de codigos esféricos 6timos € importante pois mostra a melhor configuracdo de pontos
na esfera de Poincaré. Nesse sentido, foi mostrado sua eficdcia através das particdes bidimensionais
QAM comparando com a configuracio de pontos nio 6tima proposta em (RODRIGUES; TEMPORAO;
WEID, 2018).

Foi implementado durante o trabalho um algoritmo no software MatLab, para simular um sistema de
transmissao Optico coerente digital aplicado as modula¢des 4PolSK-8PSK e 8PolSK-8PSK, assumindo
um ruido gaussiano aditivo atribuido pela combinagdo de diferentes ruidos como a distor¢do ndo linear
intercanal, ruido de emissdo espontinea, ruido de disparo e ruido térmico. Ja em relacdo a outros
tipos de ruido que interferem na transmissdo, como o ruido de fase dos lasers, dispersdao por modo
de polarizagdo, dispersao cromatica e flutuacdes do estado de polarizagdo, foi considerado que estes
ruidos sdo compensados por técnicas de processamento digital de sinais e por isso ndo sdo computados.

Durante a implementacdo da simulacao, foi possivel observar que o algoritmo de inteligéncia
artificial k-means possibilita que sejam criados os limiares de decisdo das particdes bidimensionais
QAM, com isso, € possivel realizar um mapeamento dos bits recebidos pelo receptor coerente. Além
disso, se tratando das modulagdes 4PolSK-8PSK e 8PolSK-8PSK, foi notado que para SNR<15 dB, os
simbolos se tornam muito ruidosos e por conta disso, o limiar de decis@o pode interpretar os simbolos
recebidos incorretamente.

Para futuras implementagdes, pretende-se realizar o mapeamento dos simbolos recebidos pelo
receptor coerente utilizando o limiar de decisdo proposto neste trabalho. Assim, serd possivel realizar

uma estimativa da BER (Bit Error Rate) considerando diferentes valores de SNR.
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