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FILENGA, D. Relacoes monogiamicas entre estados multipartidos e efeitos de memoria em
computacio quantica baseada em medidas projetivas. 2020. 203f. Tese (Doutorado em
Ciéncia e Tecnologia de Materiais) - UNESP, Faculdade de Ciéncias, Bauru, 2020.

RESUMO

Na presente Tese realizou-se um estudo acerca das relacdes monogamicas entre emaranhamento
de formacao (EF) e discérdia quantica (DQ) para sistemas quanticos multipartidos, bem como
um estudo acerca da dindmica dissipativa de operacdes 1dgicas de 1 (portas NOT e Z) e 2 (porta
CNOT) qubits para uma computacdo quantica baseada em medidas projetivas (MBQC). Como
resultado, expressdes as quais generalizam relacdes de conservagdo entre EF e DQ puderam
ser deduzidas, bem como rela¢des de distribuicao de DQ para sistemas de n partes. Ademais,
ampliando os estudos referentes a sistemas multipartidos, uma pesquisa a respeito da influén-
cia dos canais amplitude damping (AD) e phase damping (PD) em uma MBQC considerando
ambientes altamente ndo-Markovianos pdde ser desenvolvida. Nesse sentido, uma medida de-
nominada fidelidade média (F},) foi entao proposta, a partir da qual expressdes analiticas pude-
ram ser deduzidas para os canais em questdo, e sendo demonstrado que £;,, resulta em valores
idénticos para as portas X e Z. Além do mais, também foi possivel realizar um estudo acerca
dos tempos 6timos das medidas, segundo o qual pode-se concluir que sua rapida execucao nao
necessariamente implica em melhores resultados, tampouco sua lenta execu¢do ndo necessari-
amente implica em piores. Nesse contexto, pdde-se também demonstrar que para o canal AD
o conhecimento do mapa dissipativo ja € o suficiente para intuitivamente determinar os melho-
res tempos de medidas, sendo que o mesmo nao necessariamente é verdade para o canal PD,
onde uma combinacdo de medidas em instantes de tempo especificos pode levar a melhores
resultados devido ao erro existente em um qubit corrigir o erro existente em outro. Por fim,
realizou-se um estudo acerca da inducdo de ruidos Markovianos em sistemas nao-Markovianos
e vice-versa, a partir do qual pdde-se observar que, para o canal PD, a indu¢do de ruidos Mar-
kovianos em posicoes especificas de um cluster com qubits ndo-Markovianos pode resultar em
valores de fidelidade média expressivamente mais elevados.

Palavras-chave: Computacdo qudntica baseada em medidas projetivas. Monogamia de esta-

dos. Estados multipartidos. Sistemas qudnticos abertos.

7



FILENGA, D. Monogamous relations for multipartite states and memory effects in mea-
surement-based quantum computation. 2020. 203p. Thesis (Doctoral in Ciéncia e Tecnolo-
gia de Materiais) - UNESP, Faculdade de Ciéncias, Bauru, 2020.

ABSTRACT

In this work a study about the monogamous relations between entanglement of formation (EF)
and quantum discord (QD) for multipartite quantum systems, as well the dissipative dynamics of
1 (NOT and Z gates) and 2 (CNOT gate) qubits for a measurement-based quantum computation
(MBQC) could be developed. As a result, expressions which generalize conservation laws
between EF and DQ could be deduced, as well as DQ distribution laws for n part quantum
systems. In addition, expanding the multipartite systems studies, a research about the influence
of the amplitude damping (AD) and phase damping (PD) channels in an MBQC considering
highly non-Markovian environments also could be developed. In this sense, a measure called
average gate fidelity (F},) was proposed, from which we deduce analytical expressions for the
channels and show that it is identical for the X and Z gates. In addition, we conducted a
study of the optimal measurement times, where we conclude that neither fast application of
the projective measurements necessarily implies better results, nor slow application necessarily
implies worse results. Furthermore, it was also possible to demonstrate that while for the AD
the knowledge of the dissipative map is sufficient to determine the best measurement times, the
same is not necessarily true for the PD, where the time of the set of measures becomes crucial
since a phase error in one qubit can fix the phase error that takes place in another. Finally, a
study was carried out on the induction of Markovian noises in non-Markovian systems and vice
versa, from which it was observed that, for the PD channel, the induction of Markovian noises
in specific positions of a cluster with non-Markovian qubits can result in significantly higher

average gate fidelity values.

Palavras-chave: Measurement-based quantum computation. State monogamy. Multipartite

states. Open quantum systems.



LLISTA DE FIGURAS

2.1

2.2

2.3

2.4

3.1

32

33

34
3.5

Experimento de dupla fenda de Young, onde os fétons emitidos atravessam as fendas
e exibem um padrao de interferéncia ondulatério (YANOFSKY; MANNUCCI; MAN-
NUCCL 2008). . . . o v o i e e e e e e e e e e e e e e e e e 25
Imagens de a) processador quantico (D-WAVE, 2020) e b) circuito quantico supercon-
dutor (adaptado de (CLARKE; WILHELM, 2008)). . . . . . . . . . . .. ... .. 31
Imagem obtida por microscopia eletronica de varredura de um dispositivo semicondutor
o qual utiliza qubits na forma de elétrons (circulos vermelhos) em pontos quanticos
(SHULMAN et al., 2012). . . . . . . o ot e e e e e e e e e e e e e e 31
Representacdo dos possiveis estados |1)) de um tdnico qubit através da esfera de Bloch

(Adaptado de (KOCKUM, 2014)). . . .« o v v v i e e e e e e e e e e e e e 32

a) Claude Elwood Shannon (1916-2001) (YORKER, 2020), considerado o pai da Te-
oria de Informagao; b) John von Neumann (1903-1957) (WIKIPEDIA, 2020), um dos
grandes expoentes da Teoria de Informagao, bem como um dos mais importantes ma-
temdticos do século XX. . . . . oL e e 42
Diagrama de Venn onde é representado em vermelho a) a entropia H (X) da fonte de
informagdo A e b) a entropia H (Y) da fonte de informagdo B. . . . . . ... .. .. 43
Entropia em funcao das probabilidades p de resultados para o lancamento de uma mo-
eda viciada (p # 0,5) endo viciada (p = 0,5). . . . . . . . . . ... 45
Entropia conjunta (regido destacada em vermelho) entre as fontes de informagédo Ae B. 49
Regides destacadas em vermelho: em a) entropia condicional H(X|Y') da fonte de
informacdo A, uma vez que se conhece H (Y'); em b) entropia condicional H (Y| X) da

fonte de informag@o B, uma vez que se conhece H(X). . . . .. ... ... .... 52



3.6
3.7

3.8

4.1

5.1

5.2
5.3

54

5.5

5.6

Informagdo mitua I(X : Y') entre duas duas fontes de informagdo Ae B. . . . . ..
Representacdo grafica através de um diagrama de Venn da correlacdo classica Jz
(regido em roxo) e da correlagdo quantica 05 (regido em amarelo), as quais somadas
constituem a informacao mitua entre os subsistemas quanticos A e B (FANCHINI et
al., 2012). . .o e e
Representacio do ciclo de IIL no sentido horério (setas vermelhas) e anti-horario (setas

azuis) em um sistema quantico puro tripartido abc (FANCHINI et al., 2012). . . . . .

a) Informacgdes inacessiveis da parte 1 dada uma observacdo sobre as partes restantes do
sistema com excecao da parte imediatamente a direita (parte 2). b) Informagdes inaces-
siveis da parte 1 dada uma observacgao sobre as partes restantes do sistema com excecao
da parte imediatamente a esquerda (parte n). A igualdade monogimica € alcancada re-

petindo o mesmo procedimento para todas as n partes do sistema (FERREIRA et al.,

a) Robert Raussendorf (COLUMBIA, 2020) e b) Hans Jiirgen Briegel (VIENNA, 2020).
Idealizadores da técnica de computagdo quantica baseada em medidas projetivas. . . .
Estado inicial para a formag@o de um cluster com 5 qubits. . . . . . . . . ... ...
Medidas realizadas nos 4 primeiros qubits a fim de se efetuar uma operagdo de rotagao
XZX arbitrdria no estado [v;,) do primeiro qubit, obtendo ao final do processo a
operagdo desejada no estado |t),,;) do quinto qubit, geralmente em uma base diferente
dacomputacional. . . . . . . ... oL L Lo e e
Estado inicial para a formagdo de um cluster com 4 qubits, sendo |i 4) o estado do qubit
alvo e |ic) o estado do qubitde controle. . . . . . . ... ...
Medidas nos 2 primeiros qubits a fim de se efetuar a operacio CNOT. Ao final do
processo, o qubit alvo serd o qubit 3 com estado |f4), bem como o qubit de controle
serdoqubit4 comestado [fo). . . ... L. Lo
Efeito do canal amplitude damping na esfera de Bloch, onde uma convergéncia dos

estados para um dos extremos verticais (|0)) é induzida (NIELSEN; CHUANG, 2000).

10

119



5.7

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

Efeito do canal PD na esfera de Bloch, onde uma convergéncia majoritdria dos estados

das laterais da esfera para o seu centro ¢ induzida (NIELSEN; CHUANG, 2000).

Fidelidade média em fungdo do tempo e desvio padrdo para a dindmica dissipativa do
estado de cluster com 5 qubits para os canais Markovianos a) ADeb)PD. . . . . . .
Fidelidade média em fungdo do tempo e desvio padrdo para a dindmica dissipativa do
estado de cluster com 5 qubits para os canais ndo-Markovianos a) AD e b) PD. . . . .
Fidelidade média versus tempo e desvio padrdo da operagdo de rotacdo +7 no eixo X
ou Z para os canais Markovianos a) AD e b) PD, considerando medidas no mesmo
instante paracadat. . . . . . . .. L L. Lo L e e e
Fidelidade média versus tempo e desvio padrdo da operacdo de rotacdo +7 no eixo X
ou Z para os canais ndo-Markovianos a) AD e b) PD, considerando medidas no mesmo
instante paracadat. . . . . . . . L L L. e e e e e e e e e
Griéficos de I, x 0 x ¢ para o canal PD referente aos instantes de tempo nos vales de
Foparaa)t =m/2eb)t =Tm/2. . . . . . . .
F,. x t (emazul) e F,, x t (em vermelho) para a operacdo de rotacdo 47 no eixo X ou
Z para os canais ndo-Markovianosa) ADeb)PD. . . . . .. ..o 0oL
Fidelidade média da dindmica dissipativa do estado de cluster com 5 qubits em fungédo
do tempo para os canais a) AD e b) PD. Os pontos vermelhos Py, V e Ps definem um
conjunto de tempos pré-selecionados em que as medidas serdo executadas. . . . . . .
a) Fidelidade média (F7,,) e b) fidelidade de porta (F,) em fungdo da sequéncia de
medidas paraos canais ADePD. . . . . . ... o oL
Grifico de L x t (Equagdo 5.37). Em a) a curva azul representa L(t) quando 7 = 30,
enquanto que as curvas em vermelho, amarelo, roxo e verde representam, respectiva-
mente, os casos parao qual 7 = 10,7 = 5,7 = 2e 7 = 1. Em b) as curvas em azul,
vermelho, amarelo, roxo e verde representam, respectivamente, os casos para o qual
7T=0,4,7=0,3,7=0,2,7=0,1e7=0,01. ... ... ... ... ......
Desvio padrdo para a fidelidade média em fun¢do dos estados iniciais para o canal PD

com os tempos de medida dados por P1-V-V-V. . . . .. . .00 0oL

11

120



6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

a) Fidelidade média F, do estado de cluster (sem medidas) em funcdo do tempo ¢; b)
gréifico de curva de nivel de F;,, X to X t3 para a operacdo de rotacdo +m em X ou Z,
parat; = 0 ety = 2m/d. O canal em questdo é o AD com ruidos ndo-Markovianos em
todososSqubits. . . . ... Lo oo e
a) Fidelidade média F, do estado de cluster (sem medidas) em funcdo do tempo ¢; b)
gréafico de curva de nivel de F;,, X ty X t3 para a operacdo de rotacdo +7 em X ou Z,
parat; = 7/d ety = 27/d. O canal em questdo € o AD com ruidos ndo-Markovianos
emtodososSqubits. . . . . .. e e e e e e
a) Fidelidade média F do estado de cluster (sem medidas) em funcio do tempo ¢ com
os tempos das medidas nos picos; b) grafico de curva de nivel de F),, X ta X t3 para a
operacao de rotacdo =7 em X ou Z parat; = 0 e ty; = 7; ¢) Fidelidade média F. do
estado de cluster em fun¢do do tempo com os tempos das medidas no vale e no pico;
d) gréfico de curva de nivel de F;,, X to X t3 para a operagdo de rotacdo +7 em X ou
Z paraty = /2 ety = 2. O canal em questdo é o AD com ruidos ndo-Markovianos
emtodososSqubits. . . . ... Lo e e
a) Fidelidade média F. do estado de cluster (sem medidas) em func¢do do tempo ¢ com
os tempos das medidas no pico e no vale; b) grafico de curva de nivel de F;,, X {3 X t3
para a operagdo de rotagdo 7 em X ou Z parat; = 0 ety = 7/2; ¢) Fidelidade média
F. do estado de cluster em funcio do tempo com os tempos das medidas nos vales; d)
gréifico de curva de nivel de F},, X t3 X t3 para a operacdo de rotacdo 7 em X ou Z
parat; = w/2 ety = 3w/2. O canal em questdo é o AD com ruidos ndo-Markovianos
emtodososSqubits. . . . ... L L e e e e e
Fidelidade média em fun¢do do tempo e desvio padrdo para a dindmica dissipativa do
estado de cluster com 4 qubits para os canais ndo-Markovianos a) ADeb) PD. . . . .
Fidelidade média versus tempo e desvio padrao da operacdo CNOT para os canais ndo-
Markovianos a) AD e b) PD, considerando medidas no mesmo instante para cada t. . .
Valores de F}, x t (canal AD) para {6; = Ooum, ¢1 = ¢2 = 0} (linha tracejada
azul), {64 = w/40u3mw/4, ¢p1 = ¢2 = 0} (linha tracejada vermelha), e {6; = 7/2,

¢1 = ¢o = 0} (linha tracejada verde) paraa) 0o =0eb) o =m. . . . . . . . . . ..

12

158



6.18
6.19

6.20
6.21

6.22

6.23

6.24

6.25

6.26

Grifico de F, x 6 x 03 (canal AD) para ¢; = ¢ = Onoinstante t =7/d. . . . . .
F, x t (canal PD) para a) {#i = ¢1 = 02 = ¢2 = 0} (linhas pretas tracejadas), b)
{01 = ¢1 = 0,02 = /2,2 = 0} (linhas em roxo tracejadas), ¢) {61 = 7/2,¢; =
0o = ¢o = 0} (linhas azuis tracejadas) e d) {61 = 7/2,¢1 = 0,02 = 7/2,¢2 = 0}
(linhas verdes tracejadas). . . . . . . . . . . ..o
Grifico de F), x 61 X ¢ (canal PD) no instante ¢t = 7/2 para {# = 0, ¢ = 0}.
Fidelidade média da dinamica dissipativa do estado de cluster com 4 qubits em fungdo
do tempo para os canais a) AD e b) PD. Os pontos vermelhos P, V e P definem um
conjunto de tempos pré-selecionados em que as medidas serdo executadas. . . . . . .
Fidelidade média (F},,) para a porta CNOT em fun¢do da sequéncia de medidas para os
canais ADePD. . . . . .
Fidelidade média versus tempo e desvio padrdo para a dindmica dissipativa do estado
de cluster com 4 qubits inicialmente emaranhados para os canais nao-Markovianos a)
ADeb)PD. . . . . e
F,, x t e desvio padrdo da operacdo CNOT com qubits inicialmente emaranhados para
os canais nido-Markovianos a) AD e b) PD, considerando medidas no mesmo instante
paracadat. . . . . . L L. e e e e e e e e e e e e e
Fidelidade média versus tempo para uma operagdo logica de rotacdo +7 em X ou
Z para o canal AD com ruidos do tipo Markoviano (M) e ndo-Markoviano (Ny,). As
linhas azuis mostram os resultados utilizando nosso método de célculo da fidelidade
média (£7,,) e as linhas vermelhas utilizando o método de fidelidade de porta (F7).
Fidelidade média versus tempo para uma operacdo légica de rotacdo =7 em X ou
Z para o canal PD com ruidos do tipo Markoviano (M) e ndo-Markoviano (N,). As
linhas azuis mostram os resultados utilizando nosso método de célculo da fidelidade

média ([7,) e as linhas vermelhas utilizando o método de fidelidade de porta (Fy).

13

173

174



LLISTA DE TABELAS

2.1

3.1
32

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

C.1

Tabela verdade para a porta légica quanticaCNOT. . . . . . . .. . . .. ... ...

EntropiadaFrase 1. . . . . . . . . . . . . ..

EntropiadaFrase 2. . . . . . . . . . . . e e e e e e

Fidelidade média em fungdo de todos os 32 possiveis arranjos de [ e o, para Uy (Equa-
cdo6.14)paracadaqubit. . . . . .. ...l
Fidelidade média em fung¢@o de todos os 16 possiveis arranjos de [ e o, para Uy (Equa-
¢80 6.19) paracada qubitnaportaCNOT. . . . . . . . . . . ... ... ......

Fidelidade média em func@o de todos os 32 possiveis arranjos de L e o, para cada

Arranjos da Tabela C.1, quando ha pelo menos um qubit Markoviano, para os quais a
fidelidade média atinge o mais alto valor (F,,, = 0,75). . . . . . . . . . . ... ...
Fidelidade média para a operagao CNOT, quando ha pelo menos um qubit Markoviano,

para todos os 19 possiveis arranjos de I, o, e L)s em cada qubit tal que Ly = Ls3. . . .

Fidelidade média para a operagdo de rotacdo 7 em X ou Z para todos os 243 possiveis

arranjosde I, 0, e Lyyemcadaqubit. . . . . L. L Lo Lo Lo oL oo 0oL

180



SUMARIO

1 INTRODUCAO

1.1

1.2 Estrutura da tese

Motivagdo

2 CONCEITOS DE MECANICA QUANTICA

2.1
2.2

2.3

24
2.5
2.6
2.7
2.8

Contexto historico

Estado quantico

2.2.1 Estadopuroeestadomisto . . . . . . . .. ... ...
Operadordensidade . . . . . . .. .. ... .. ... .. ...
2.3.1 Dinamica e projecao do operador densidade . . . . . . ... ... ...

Portas 16gicas

Postulados da mecanicaquantica . . . . . . . .. ... Lo
2.8.1 Postulado1 . . . ... ...
2.8.2 Postulado2 . . . ...
283 Postulado3 . . . ...
2.84 Postulado4 . . . ...

3 TEORIA DE INFORMACAO

3.1

Teoria de informacdo cldssica

3.1.1

Entropia de Shannon

19
19
22

24
24
26
27
27
28
29
30
31
33
36
37
37
37
38



3.1.2 Entropiaconjunta . . . . . . . .. ... 48

3.1.3  Entropia condicionada e entropia condicional . . . . . ... ... ... 50
3.1.4 Informagdomitua . . .. .. ... .. .. ... .. ... 53
3.2 Teoria de informagdo quantica . . . . . . ... ... 55
3.2.1 Entropiade vonNeumann . . . ... ... ............... 55
3.2.2  Andlogos quanticos das entropias cldssicas . . . . ... ... ... .. 59
3.2.3 Correlagdo cldssica e discordia quantica . . . . . .. ... ... .... 63

3.2.4 Emaranhamento de formagao, monogamia de emaranhamento e relagao

de Koashi-Winter . . . . . . ... .. ... ... . ... .. . ..., 67

3.3 Emaranhamento e discordia para sistemas tripartidos . . . . . . .. .. .. .. 68
3.3.1 Informacao Inacessivel Localmente para sistemas tripartidos . . . . . . 70

3.3.2 Derivacio alternativa das relacdes ciclicas para sistemas tripartidos . . 72

RESULTADOS: GENERALIZACAO DAS RELACOES MONOGAMICAS PARA

SISTEMAS MULTIPARTIDOS 74
4.1 Desigualdades em sistemas de quatro partes . . . . . . . . .. ... ... ... 76
4.1.1 Desigualdades com uma particulacentral . . . ... ... ... .... 76
4.1.2 Desigualdadesdeciclo . . . . ... .. ... L L Lo 81
4.2 Igualdades em sistemas decincopartes. . . . . . . . . . .. ... .. .. ... 83
4.2.1 Igualdades com uma particulacentral . . . . .. ... ... ...... 83
422 Igualdadesdeciclo . . . . .. .. .. ... ... 83
4.3 Generalizacdo das leis de conservacdo para sistemas multipartidos . . . . . . . 85
4.3.1 Generalizacdo das leis de conservacdodeciclo . . . . . ... ... .. 85
4.3.2 Generalizagdo da lei de conservagdo para adiscérdia . . . . . ... .. 90
4.3.3 Lei de conservagdo com medidas em uma das partes . . . . . .. ... 96
COMPUTACAO QUANTICA BASEADA EM MEDIDAS PROJETIVAS 99
5.1 Introducdo ao conceitode MBQC . . . . ... .. ... ... ... ... ... 100
5.2 Operagoes logicas através de medidas projetivas . . . . . . . .. ... ... .. 101
5.2.1 Rotagdo X ZX arbitrdriano vetorde Bloch . . . ... ... ... ... 103

16



5.2.2 PortalégicaCNOT . . . . ... .. .. . 107

5.3 Célculodafidelidade . . . .. .. ... ... .. .. .. 109
5.3.1 Fidelidadedeporta . . . . .. ... ... ... .. ... .. ..... 110
5.3.2 Fidelidademédia . . . . . .. ... ... ... ... 113
5.4 Processos Markovianos e ndo-Markovianos . . . . .. ... .. L. 115
5.5 Operadoresde Kraus . . . . . . ... ... ... .. .. .. 116
5.6 Ruidos quanticos: amplitude damping e phase damping . . . . . . . . . . ... 117
5.6.1 Amplitude damping . . . . . . . . . . ... ... e 118
5.6.2 Phasedamping . . . . . . . . . . ... e 119

6 RESULTADOS: FIDELIDADE MEDIA, TEMPOS DAS MEDIDAS E INDUCAO

DE CANAIS NAO-MARKOVIANOS 121
6.1 Expressoes analiticas para a fidelidade média . . . . . . ... ... ... ... 122
6.2 Rotacdo £mnoeixo X ou Z (portasNOTe Z) . ... ... ... .. ..... 123
6.2.1 Dinamica dissipativa do estado de cluster com S qubits . . . . . . . .. 125
6.2.2 Dinamica dissipativa com medidas no mesmo instante . . . . .. . .. 127
6.2.3 Comparagdo da dinamica dissipativa com e sem proje¢des . . . . . . . 133
6.2.4 Fidelidade média com medidas em picos e valesde F. . .. ... ... 135
6.2.5 Fidelidade média com medidas em tempos diversos . . . . . . ... .. 143
6.3 PortaCNOT . . . . . . .. 152
6.3.1 Porta CNOT para um estado inicial separado . . . . . . . ... .. .. 153
6.3.2 Porta CNOT para qubits controle e alvo inicialmente emaranhados . . . 166
6.4 Inducdo de canais ndo-Markovianos . . . . . ... .. ..o L. 171
6.4.1 Resultados para o canal amplitude damping . . . . . . . . . ... ... 172
6.4.2 Resultados para o canal phase damping . . . . . . . . ... ... ... 173

6.4.3 Inducdo de canais ndo-Markovianos em picos e vales de F, para o canal

7 CONCLUSAO 181

17



A EXPRESSOES ANALITICAS PARA A FIDELIDADE MEDIA 189

A.1 Canal amplitude damping . . . . . . . . . . ... 190
A.1.1 Sem medidas (estado de cluster)com Squbits . . . . .. ... ... .. 190
A.1.2 Sem medidas (estado de cluster) com4 qubits . . . . . ... ... ... 191

A.1.3  Sem Medidas (estado de cluster) com 4 qubits (qubits controle e alvo

inicialmente emaranhados) . . . . . . . . ... ... ... . ... .. 192

A.1.4 Rotagdo £msobreoseixos XouZ . ... ... ... ... ...... 192
A.15 PortaCNOT . . ... .. 193
A.1.6 Porta CNOT (qubits controle e alvo inicialmente emaranhados) . . . . 193

A.2 Canal phase damping . . . . . . . . . ... 194
A.2.1 Sem medidas (estado de cluster)com Squbits . . . . .. ... ... .. 194
A.2.2 Sem medidas (estado de cluster)com4 qubits . . . . . ... ... ... 194

A.2.3 Sem Medidas (estado de cluster) com 4 qubits (qubits controle e alvo

inicialmente emaranhados) . . . . . . . . ... ... ... ... .. 194

A.24 Rotagdo £msobreoseixoXouZ . .. ... .. ... ... 195

A25 PortaCNOT . . ... .. 195

A.2.6 Porta CNOT (qubits controle e alvo inicialmente emaranhados) . . . . 195

B DEDUCAO DE ALGUMAS EXPRESSOES 196
B.1 Expressdesdo Capitulo3 . . . . ... .. ... ..o 196
B.1.1 Expressdaol . . . . .. ... . ... 196

B.1.2 EXpress@ao2 . . . . . . . . e e e e 197

B.2 Expressiodo Capitulo6 . . . .. .. ... ... 199

C TABELA PARA A INDUCAO DE CANAIS MARKOVIANOS 201
D ARTIGOS PRODUZIDOS 203

18



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

As teorias de computacdo e informagao quantica sdo areas de pesquisa que trazem grande
impacto a sociedade. Tais teorias constituem tépicos de grande interesse tanto do ponto de
vista académico quanto tecnoldgico, uma vez que possuem propriedades peculiares e permitem
o processamento de grande quantidade de informac¢do simultaneamente, as quais seriam, para
determinadas tarefas como fatoracdo de nimeros inteiros grandes (SHOR, 1999), simulagado de
sistemas quanticos, determinados problemas de otimizacao, criptografia quantica, entre outras,
invidveis ou impossiveis de serem executadas através da tecnologia de computacao e informagao
classica (WOLF, 2017).

Ao decorrer dos dltimos anos, importantes avangos tecnoldgicos foram desenvolvidos
e novas estratégias, como a computagdo quantica baseada em medidas projetivas ou MBQC
(measurement-based quantum computation) (RAUSSENDORF; BRIEGEL, 2001; BRIEGEL
et al., 2009; BRIEGEL; RAUSSENDORF, 2001; GROSS; EISERT, 2007; GROSS et al., 2007;
GROSS; EISERT, 2010; CAl et al., 2009; RAUSSENDORF; BROWNE; BRIEGEL, 2003) pu-
deram contribuir para o desenvolvimento de um computador quantico mais robusto. Desde sua
primeira realizacdo experimental (WALTHER et al., 2005) até os dias atuais, diversos avan-
cos puderam ser obtidos a fim de demonstrar a viabilidade de uma MBQC. Mais especifica-
mente, importantes progressos experimentais puderam ser recentemente obtidos (LODAHL,

2018; NEGNEVITSKY et al., 2018; KUMAR et al., 2018; REIMER et al., 2018; KUES et al.,
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2019; PANT et al., 2019; ADCOCK et al., 2019), tornando sua aplicabilidade cada vez mais
vidvel através de dispositivos mais sofisticados e abrindo caminho para o desenvolvimento de
pesquisas futuras potencialmente inovadoras.

Ao contrdrio do esquema de computagdo quantica padrdao, a MBQC utiliza medidas proje-
tivas em estados emaranhados especiais denominados estados de cluster ao invés de operacoes
unitdrias. Nesse sentido, o estudo de medidas de correlagdo quantica para sistemas multipar-
tidos como o emaranhamento de formacao (EF) (BENNETT et al., 1996; HORODECKI et
al., 2009; CORNELIO; OLIVEIRA; FANCHINI, 2011) e a discérdia quantica (DQ) (OLLI-
VIER; ZUREK, 2001; MODI et al., 2012), tornam-se altamente relevantes para a compreensao
do modo como a informacio pode ser distribuida entre particulas como fétons, elétrons e ato-
mos. Apesar de suas diferencas conceituais, sabe-se que, tal como o emaranhamento, a DQ
nao pode ser livremente compartilhada (MODI et al., 2012), ndo podendo portanto ser maxima-
mente correlacionada com duas ou mais partes simultaneamente, surgindo assim uma relagao
monogamica. Nesse sentido, a monogamia de emaranhamento possui implicacdes fundamen-
tais em diversos campos da fisica quantica, como por exemplo para a criptografia quantica,
onde a auséncia de monogamia é considerada um enorme obstdculo a sua implementagdo (RE-
NES; GRASSL, 2006; MASANES, 2009), para a seguranca da distribuicdo de chaves quanti-
cas (BAE; ACfN, 2006; SCARANI et al., 2005) e até mesmo para o estudo do comportamento
misterioso dos buracos negros (auséncia de monogamia), que surge ao tentarmos combinar a
mecanica quantica com a relatividade geral (ALMHEIRI et al., 2013).

Elucidar o modo como a correlacdo quantica € distribuida em sistemas multipartidos é,
de fato, altamente relevante para o processamento de informacdo e tecnologias de comunicagdo
em cendrios multiusudrios. No entanto, apesar do enorme esforco da comunidade cientifica
para entender como a correlacdo quantica € de modo geral distribuida em sistemas multiparti-
dos, esse ainda permanece um importante problema em aberto até mesmo para o caso de um
pequeno nimero de partes e dimensoes espaciais. E exatamente nesse sentido que desenvolve-
mos a primeira parte de nosso trabalho, apresentando igualdades monogamicas para discordia
quantica e emaranhamento de formacdo em sistemas multipartidos arbitrarios. Como iremos

demonstrar, estendendo relagdes conservativas entre EF e DQ (FANCHINI et al., 2011) para
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sistemas multipartidos, uma regra geral de como a discérdia quantica € distribuida pode ser
obtida. Além disso, o modo como o EF e a DQ s@o distribuidos mostra-se profundamente
relacionado nos estados multipartidos gerais, onde pudemos demonstrar que a quantidade de
comunicacao quantica necessaria em cada biparticao € igual a soma da informagdo obtida em
correlacdes ndo-locais como as medidas pela discordia quantica.

Ja na segunda parte de nosso trabalho, realizamos um estudo acerca da dinamica de sis-
temas quanticos abertos para uma MBQC. De fato, um dos grandes desafios para o desenvolvi-
mento de computadores quanticos é lidar com o ruido proveniente do ambiente externo, cujas
interacdes sdo inevitdveis e diminuem a fidelidade da computacao devido ao processo de deco-
eréncia (BREUER; PETRUCCIONE et al., 2002), fazendo com que as propriedades quénticas
sejam dessa forma perdidas. Neste sentido, o estudo da dindmica de sistemas quanticos abertos,
a fim de melhor compreender os processos dissipativos, torna-se fundamental para a obten-
cdo de maiores fidelidades computacionais. Em especial, para processos nao-Markovianos, a
coeréncia do estado quantico apresenta uma dindmica ndo monotdnica, a qual constitui um as-
sunto de amplo interesse bem como um recurso especialmente relevante para a MBQC (WOLF
et al., 2008; BREUER; LAINE; PIILO, 2009; LAINE; PIILO; BREUER, 2010; VACCHINI;
BREUER, 2010). Nesse contexto, para um sistema quantico que interage com ambientes nao-
Markovianos, a coeréncia pode ser reestabelecida em determinados momentos (BELLOMO;
FRANCO; COMPAGNO, 2007), e consequentemente uma medida feita no tempo certo pode
resultar em valores mais elevados de fidelidade. Em nossos estudos, consideramos dois dife-
rentes € bem conhecidos processos dissipativos: o amplitude damping (AD) (BREUER; PE-
TRUCCIONE et al., 2002) e o phase damping (PD) (DAFFER et al., 2004). Como resultados,
pudemos obter uma solu¢do analitica para as fidelidades médias, considerando para tanto as
condicdes iniciais e os tempos de medidas da MBQC, bem como pudemos demonstrar como
cada medida pode interferir de maneira altamente significativa nesse tipo de computa¢do quan-
tica. Apesar de atualmente existir uma comunidade cientifica dedicada ao estudo da MBQC,
a quantidade de trabalhos existentes na literatura para esse tipo de computacdo e que abordam
sistemas quanticos abertos ainda é relativamente pequena, havendo portanto muitas questoes

em aberto e nos motivando a escolha deste tema. E justamente nesse sentido, entendendo como
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um ambiente ndo-Markoviano pode influenciar um computador quantico baseado em medidas

projetivas, que desenvolvemos os nossos estudos nessa segunda parte de nosso trabalho.

1.2 ESTRUTURA DA TESE

O presente trabalho esta dividido em 7 capitulos, os quais estdo brevemente descritos a
seguir.

O Capitulo 2 apresenta os conceitos fundamentais de mecanica quantica utilizados ao
longo deste trabalho, partindo dos principios basicos de estado quantico (puro e misto), operador
densidade, traco parcial, de qubit e sua representacdo através da esfera de Bloch, bem como de
portas 16gicas e dos postulados da mecanica quantica.

No Capitulo 3 inicialmente foram discutidos os conceitos referentes a teoria de infor-
macao cléssica, tais como entropia de Shannon, entropia conjunta, entropia condicionada e
condicional e informacdo mutua. Em seguida, realizou-se uma discussdo acerca da teoria de
informacao quantica referente a entropia de von Neumann, dos andlogos quanticos das entro-
pias cldssicas e do surgimento da correlagdo cldssica e da discérdia quantica. Na sequéncia,
foram apresentados os conceitos de emaranhamento de formacdo, monogamia de emaranha-
mento e relacdo de Koashi-Winter. Logo apds, foram abordadas as relacdes de emaranhamento
de formacdo e discérdia quantica para sistemas tripartidos.

No Capitulo 4 foram apresentados os primeiros resultados focando na distribui¢ao das
correlagdes de EF e DQ, inicialmente partindo do estudo de sistemas de 4 partes apresentando
desigualdades com uma particula central e de ciclo. Em seguida, estendemos nossos estudos
para sistemas de 5 partes, apresentando igualdades com uma particula central e de ciclo. Por
fim, apresentamos nossos resultados que consistem na generalizagdo das leis de conservagdo
ciclicas para sistemas multipartidos, bem como uma generalizacdo da lei de conservacao para a
DQ e para a lei de conservagdo ciclica com medidas em uma das partes apenas.

No Capitulo 5, ampliando os estudos sobre sistemas multipartidos, foram discutidos os
conceitos de computacdo quantica baseada em medidas projetivas, sendo descritos os procedi-
mentos de operacoes logicas através de medidas projetivas para uma rotacdo arbitrdria do vetor

de Bloch e porta CNOT. Em seguida, foram abordados os conceitos de fidelidade de porta e
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uma forma de medida de fidelidade média, por nds proposta, a fim de melhor compreender os
processos dissipativos de um computador quantico baseado em medidas projetivas. Na sequén-
cia, foram discutidos os conceitos de ruidos quanticos Markovianos e nao-Markovianos, dos
operadores de Kraus e dos canais quanticos amplitude damping e phase damping.

No Capitulo 6 apresentamos nossos resultados para o estudo da MBQC, inicialmente
mostrando as expressdes analiticas para a fidelidade média e em seguida os resultados para a
operacdo de rotacdo 7 nos eixos X ou Z (portas NOT e Z) e porta CNOT. Logo ap0ds, foi
realizado um estudo acerca da inducdo de canais Markovianos nas operacdes 16gicas.

Por fim, no Capitulo 7, foram apresentadas as conclusdes deste trabalho e propostas de

trabalhos futuros.
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CAPITULO 2

CONCEITOS DE MECANICA
QUANTICA

2.1 CONTEXTO HISTORICO

Até o século XX, a fisica cldssica dominou o cendrio cientifico com sua abordagem de
particulas e ondas como conceitos distintos. Considerava-se que a matéria era composta de
particulas microscopicas, € a luz era pensada como ondas eletromagnéticas continuas que se
propagavam no espaco. No entanto, experimentos inovadores levaram a conclusdo de que um
comportamento dualistico de onda e particula poderia ser observado na matéria. No inicio do
século XIX, o experimento de dupla fenda de Thomas Young pode demonstrar tal natureza
dualistica tanto para fétons quanto para particulas subatdmicas (EISBERG, 1979). Neste expe-
rimento, observou-se que um feixe de foétons propagava-se como onda através de duas fendas
até chegar a uma tela e nesta gerava um padrao de interferéncia. As duas fendas abertas fa-
ziam com que a onda se dividisse em duas ondas independentes, as quais interferiam umas nas
outras até chegar ao anteparo. Nas regides onde havia interferéncia construtiva, a luz era mais
intensa; ja nas regides onde havia interferéncia destrutiva, a intensidade da luz era menor (Fi-
gura 2.1). Apesar disso, tal comportamento ndo era observado quando apenas uma das fendas
estava aberta, analogamente neste caso ao que ocorre para particulas. Dessa forma, formulou-se

o conceito da dualidade onda-particula, onde ambos os aspectos de onda e particula da luz eram
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insepardveis. Vale enfatizar que o experimento de dupla fenda ndo se restringe apenas a luz:
pode-se executd-lo com elétrons, prétons e até mesmo nucleos atdmicos, e todos eles exibirdo
exatamente o mesmo comportamento de interferéncia. Mais uma vez, isso indica claramente

que a rigida distin¢@o entre ondas e particulas € insustentdvel a nivel quantico.

Figura 2.1: Experimento de dupla fenda de Young, onde os fétons emitidos atravessam as fendas e
exibem um padrao de interferéncia ondulatério (YANOFSKY; MANNUCCI; MANNUCCI, 2008).

Com o passar do tempo, novas evidéncias foram surgindo e uma nova base conceitual pas-
sou entdo a ser desenvolvida. Com base na sugestao de Ludwig Boltzmann de que os niveis de
energia de uma molécula poderiam ser discretos, Max Planck publicou, em 1901, seus estudos
sobre a radiac@o de corpo negro partindo do principio de que a energia £ emitida por um corpo
negro era quantizada, sendo emitida em unidades inteiras, indivisiveis e iguais ao produto da
frequéncia de emissdo v pela constante de Planck h =~ 6,626 x 10734J.s (PLANK, 1901). Em
1913, Niels Bohr propos, baseado na teoria de Planck, um modelo capaz de descrever a estru-
tura de um atomo com elétrons descrevendo Orbitas com niveis de energia quantizados ao redor
do nucleo atdmico, ndo apresentando, portanto, valores continuos de energia (BOHR, 1913).

Outro fator de grande destaque foi o efeito fotoelétrico, confirmado por Heinrich Hertz
em 1887, o qual mostrou que elétrons poderiam ser emitidos de um material condutor quando
este era exposto a uma radiacao eletromagnética de frequéncia suficientemente alta. A expli-
cacdo para tal fendmeno foi proposta pelo fisico alemao Albert Einstein em 1905, segundo o
qual as interagdes entre luz e matéria sempre ocorriam através de pacotes de energia discretos

denominados fétons, que agiam como particulas genuinas as quais poderiam ser absorvidas e
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emitidas individualmente (COHEN-TANNOUDIJI; DIU; LALOE, 1977).

Em meados de 1920, os fisicos comegaram a associar ondas a todas as particulas conheci-
das, as chamadas “ondas de matéria”. A primeira proposta foi feita pelo fisico francés Louis de
Broglie, em 1924, em sua tese de doutorado. Com base na teoria da relatividade de Einstein, de
Broglie desenvolveu a teoria das ondas de matéria, que postulava que uma particula poderia exi-
bir caracteristicas de onda e vice-versa (EISBERG, 1979). Vale enfatizar que outras evidéncias
e teorias também foram surgindo ao longo do tempo, sugerindo fortemente que a antiga teoria
cldssica fosse substituida por uma nova capaz de descrever o mundo microscépico. Passou a
ser desenvolvida entdo a estrutura conceitual da mecéanica quantica.

A fim de melhor elucidar algumas propriedades fundamentais da mecanica quéntica, as
quais serdo de grande importancia para a compreensao de nossos estudos, iremos na sequéncia
introduzir os conceitos referentes ao estado quantico (puros e mistos), ao operador densidade e
sua dinamica, os conceitos de trago parcial, de bit quantico e sua representagao através da esfera
de Bloch, das portas l6gicas e, finalmente, dos postulados da mecénica quantica. Como veremos

adiante, esses serdo os conteidos fundamentais para o desenvolvimento de nosso trabalho.

2.2 ESTADO QUANTICO

Denomina-se estado quantico qualquer estado possivel no qual um sistema quantico possa
se encontrar. A descri¢do de um determinado estado quantico pode ser feita através de um vetor
de estado, de uma fun¢do de onda, de uma matriz densidade ou através de um conjunto completo
de numeros quanticos. Enquanto que em um sistema cldssico as medidas de uma particula sdo
deterministicas e representadas por um unico valor possivel, em um sistema quantico podem
ser representadas por um conjunto de possiveis resultados, cada qual com uma probabilidade
associada. Dessa forma, a qualquer sistema fisico quantico € associado um espaco vetorial
complexo com produto interno, conhecido como Espaco de Hilbert (COHEN-TANNOUDIJI;
DIU; LALOE, 1977). Para sistemas com estados continuos, faz-se necessdrio apenas o uso de
fungdes especificas para a sua descricdo. J4 para sistemas com estados discretos, estes também
podem ser completamente descritos através da utilizacao de vetores e matrizes, levando muitas

vezes a calculos mais simples e menos custosos do ponto de vista computacional.
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Uma das peculiaridades dos estados quanticos, a qual desempenha um papel de destaque
nas teorias de informag¢do e computacdo quantica, € o denominado principio da superposicdo.
Sejam |¢1), |p2), ..., |¢n) vetores de estado quaisquer pertencentes ao espago de Hilbert H,
entdo o estado [¢)) = Enjl ¢i |¢;) também € um vetor de estado pertencente ao espaco H, onde

iz
os coeficientes ¢; sdo numeros complexos denominados amplitudes de probabilidade. Dessa
forma, qualquer estado quantico pode ser escrito como uma combinagao linear de outros estados

quanticos (YANOFSKY; MANNUCCI; MANNUCCI, 2008).

2.2.1 ESTADO PURO E ESTADO MISTO

Os estados quanticos de um determinado sistema também podem ser classificados como
sendo puros ou mistos. Denomina-se estado puro qualquer estado quantico formado por um
conjunto de estados idénticos, podendo ser descrito através de uma tinica func¢ao de onda. Desse
modo, a dindmica do sistema como um todo serd idéntica a dinidmica de um unico elemento
do conjunto. No entanto, muito frequentemente tem-se sistemas formados por conjuntos de
diferentes estados. Denomina-se entio estado misto qualquer estado quantico formado através
de uma mistura estatistica de estados puros, nao podendo, dessa forma, ser descrito por uma
unica funcdo de onda. Desse modo, torna-se necessdrio a representacao do sistema através de
uma matriz, a qual € denominada matriz densidade (YANOFSKY; MANNUCCI; MANNUCCI,

2008).

2.3 OPERADOR DENSIDADE

Em mecéanica quantica, um operador densidade ou matriz densidade é um operador que
consiste em uma matriz Hermitiana, com dimensdes possivelmente infinitas e de traco um,
sendo capaz de descrever o estado estatistico de um sistema quantico. Do ponto de vista ma-
temadtico, a formulacdo de operador densidade € andloga a formulacao de Dirac de vetores de
estados utilizando bras e kets.

A definicdo de uma matriz densidade pode ser expressa na forma p = [v) (1| para um

estado puro, visto que |¢)) é conhecido. J4 para um estado ndo bem definido, composto por
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um conjunto de estados |¢;) cada qual com uma probabilidade p; associada, tem-se entdo um

ensemble com p = 3 p;|1;)(s|. Dessa forma, o espago vetorial associado aos operadores
(2

densidade também € um espago de Hilbert, de forma que um estado misto de um determinado

sistema ndo pode ser caracterizado por um tnico vetor |;), mas sim por uma mistura estatistica

de vérios estados puros. Por outro lado, um estado puro pode ser representado como uma

mistura estatistica. Nesse caso, para um dos estados, a probabilidade de ocorréncia seria p; = 1,

e para os demais estados p; = 0 (NIELSEN; CHUANG, 2000; FANCHINI, 2008).

2.3.1 DINAMICA E PROJECAO DO OPERADOR DENSIDADE

Como toda descri¢do formulada através de vetores de estado possui andlogo na notacao
de operador densidade, a evolucdo temporal de p pode ser descrita através de um operador
unitdrio U (t) relacionado ao hamiltoniano H, ao tempo ¢ e a constante reduzida de Planck &, de

—iHt/h

modo que, para um hamiltoniano independente do tempo, U (t) = e , atuando no operador

densidade da seguinte maneira:

p(t)=U()p(0)U'(1). 2.1)

Por meio do operador densidade, também € possivel descrever uma medida através de um ope-
rador P; em um determinado estado |). Seja P; o projetor definido por P; = |v;) (v;], onde |v;)
¢ um autovetor de uma matriz Hermitiana referente a um observavel, tem-se entdo, apés uma
medida ser efetuada, o seguinte estado p; para o sistema (NIELSEN; CHUANG, 2000):

PipP;

= b 2.2
P = BT 2)

A descric¢do do estado quantico em termos do operador densidade torna-se imprescindi-
vel para o estudo de sistemas quénticos constituidos por dois ou mais subsistemas, tal como
qubits (subsistema 1) e reservatérios externos (subsistema 2). Isso porque tal descri¢ao permite
realizar de forma simples o calculo das probabilidades parciais através da operagdo de traco
parcial, como serd discutido adiante. Dessa forma, a matriz densidade nos permite obter as

probabilidades do sistema de interesse desconsiderando os demais subsistemas, o que pode ser
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de grande valia para uma maior clareza e compreensao de um problema.

2.4 TRACO PARCIAL

Como anteriormente mencionado, a descri¢ao dos estados através do operador densidade
nos permite obter as probabilidades individuais de cada subsistema. Para exemplificar, vejamos
o caso de um sistema AB composto por dois subsistemas A e B com estados [¢,) e [¢,,) de 2
niveis, tal que |¢0,) = @al0) , + Ball) 4 € [¢,) = ap|0) 5 + Br|1) 5. Nesse caso, o espago de
estados total |/, ) é dado pelo produto tensorial dos espagos de Hilbert H 4 ® H , € a operagio
de trago parcial para se obter o subsistema py = [¢,) (¢,| de uma matriz densidade total
pag = |V ,5) (¥, | pode ser definida como sendo a soma dos “sanduiches” dos autovetores do

subsistema B com a matriz densidade total p4p:

pa=Trp (pas) = (0[ppas|0) 5 + (1zpasl1) 5, (2.3)

sendo T'rp o traco parcial tomado sobre o subsistema B. De maneira andloga, a operacio de
traco parcial para se obter o subsistema pg = |1),,) (| a partir de uma matriz densidade total

pap pode ser definida como:

pp =Tra(pa) = (0] 4pa5(0) 4 + (1] 1pa5|1) 4, 24

sendo T'r 4 o traco parcial tomado sobre o subsistema A.

Vale enfatizar que nos exemplos acima mencionados considerou-se um sistema formado
pela matriz p 45 de dimensdes 4 X 4 com 2 subsistemas de dimensdes 2 x 2. Todavia, a operagao
de traco parcial pode ser estendida para matrizes com quaisquer dimensdes compostas por n

subsistemas.
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2.5 QUBIT

Um qubit (ou bit quantico) € um conceito abstrato que consiste na unidade de informacao
quantica, podendo ser descrito através de um vetor de estados em um sistema quantico de dois
niveis. Assim como na teoria de informacao cldssica o bit corresponde a unidade de informacgao
elementar, na teoria de informac¢@o quantica o qubit representa, de maneira andloga, a unidade
de informacao basica de um sistema quantico. O grande diferencial entre a computacdo cldssica
e a computacdo quantica consiste de fato na unidade bdsica de informagdo: enquanto que na
computacao cldssica esta é representada pelo bit e pode assumir apenas os estados 0 ou 1, na
computacao quantica tem-se o bit quantico cuja representacdo matematica pode ser feita através

de uma funcio de onda utilizando a notag¢do de Dirac da seguinte maneira:

[¢) = al0) + B]1), (2.5)

onde

0) = e [1)= : (2.6)

sendo a e 8 nimeros complexos que satisfazem a condi¢do de normalizagao (|04|2 + | 6|2 =1).
Dessa forma, existem teoricamente infinitos possiveis valores para |1)). Também é importante
ressaltar que, ao se efetuar uma medida em um qubit, ele automaticamente se torna um bit.
Como exemplo, um qubit pode estar no estado |¢)) = /0, 7|0) ++/0, 3|1) que, ao ser medido na
base computacional, possui 70% de probabilidade de colapsar em |0) e 30% de probabilidade
de colapsar em |1).

Os bits cldssicos como conhecemos podem ser implementados em diversas plataformas.
Alguns exemplos sdo a presenca ou auséncia de passagem de corrente elétrica em um transistor,
assim como podlos magnéticos em um disco rigido. Ja para a informacdo quantica, algumas
formas de implementacdo sdo através de técnicas que utilizam, por exemplo, a polarizacdo de
um foéton, o alinhamento de um spin nuclear em um campo magnético uniforme € um atomo
em um estado fundamental e excitado. Outras técnicas incluem também a manipulag¢do do spin

de um elétron em dispositivos supercondutores (Figura 2.2), bem como po¢os quanticos com

30



elétrons (Figura 2.3) ou fétons em dispositivos semicondutores.

Figura 2.2: Imagens de a) processador quantico (D-WAVE, 2020) e b) circuito quntico supercondutor
(adaptado de (CLARKE; WILHELM, 2008)).

Figura 2.3: Imagem obtida por microscopia eletronica de varredura de um dispositivo semicondutor o
qual utiliza qubits na forma de elétrons (circulos vermelhos) em pontos quénticos (SHULMAN et al.,
2012).

2.6 ESFERA DE BLOCH

A Esfera de Bloch consiste em um método de representacdo grafica dos possiveis esta-
dos de um tnico qubit, sendo de grande utilidade para a anélise e desenvolvimento de ideias
intuitivas sobre informacdo e computacdo quantica, visto que muitas das operagdes com um

unico qubit podem ser convenientemente descritas através desse método. Para se fazer essa

31



representacdo, torna-se necessdrio reescrever a Equagdo 2.5 da seguinte maneira:
i 4 io . 0
) = e COS§’0> + ¢'?sin 5\1) : (2.7)

onde 6, ¢ e v sdo angulos e portanto nimeros reais. Por ndo possuir efeitos observaveis, o fator

e pode ser ignorado, o que leva a seguinte expressio:
0 » 0
[4) = cos §|O> + € sin §|1> (2.8)

Dessa forma, os angulos 6 e ¢ definem um ponto na esfera, sendoque 0 < 6 <7we(0 < ¢ < 27,
tal como mostra a Figura 2.4. No entanto, deve-se ressaltar que essa forma de representagdo €

limitada, visto que ndo possibilita uma generaliza¢do para multiplos qubits.

Figura 2.4: Representacdo dos possiveis estados |¢)) de um unico qubit através da esfera de Bloch
(Adaptado de (KOCKUM, 2014)).

Ja os estados nas extremidades dos eixos mostrados na Figura 2.4 sao:

1
l+) = ﬁ (10) +{1)); 2.9
=) = — (j0) — 1) 2.10)

S

2
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|i+) = —= (10) +4[1)); (2.11)

2

- g‘y

i=) = =75 (10) = #[1)). (2.12)

E possivel também observar que hd um ndmero infinito de pontos na esfera, ou seja, teorica-
mente ha uma quantidade infinita de estados que poderiam ser utilizados para se representar um

bit quantico.

2.7 PORTAS LOGICAS

Uma porta l6gica consiste basicamente em um modo de manipular informacao, atuando
em unidades informativas como bits ou qubits, por exemplo, e as modificando, sendo a infor-
macdo dessa forma processada. Como anteriormente mencionado, em se tratando de sistemas
cldssicos como computadores e circuitos elétricos convencionais, tem-se apenas duas formas de
representacdo de informacao: 0 e 1. No entanto, para sistemas quanticos como qubits, hé teo-
ricamente infinitas formas de representacdo de informagao através de uma func¢éo de onda |1)),
bem como a possibilidade de efetuar o processamento de uma grande quantidade de informagao
simultaneamente (YANOFSKY; MANNUCCI; MANNUCCI, 2008).

Os circuitos de computadores cldssicos consistem basicamente em fios e portas 1dgicas.
Enquanto que os fios sdo utilizados para transportar informacgao através do circuito, as portas
l6gicas manipulam a informacdo, convertendo-as de uma forma para outra. Como exemplo,
€ possivel mencionar a porta légica classica NOT, cuja operacdo troca os papéis de 0 e 1, ou
seja, altera o estado 0 para 1 e o estado 1 para 0. Uma porta quantica andloga para qubits pode
ser definida através de um processo que troca os papéis de |0) e |1), ou seja, leva o estado
a|0) + SB|1) para o estado «|1) + |0).

Pode-se convenientemente representar a porta quantica NOT (também chamada de X ou
matriz o, de Pauli) em forma matricial. Para tanto, basta definir uma matriz que represente a

operacdo em questdo, a partir do qual teremos:

NOT=X =0, = ) (2.13)
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Ja a Equacdo 2.5, que representa o estado geral de um qubit, pode ser escrita em forma matricial

da seguinte maneira:
1
V) = al0) + B1) =« + = , (2.14)
e entdo a operacdo referente a porta quantica NOT (NOT [« |0) + 3 |1)] = a|1) + £|0)) serd

NOT |¢) = NOT “ = = . (2.15)
6] 10 B a

Vale enfatizar que para que a condigio de normalizagio |a|*+|3|*> = 1 de um determinado
estado quantico «|0) + 3|1) seja satisfeita, a matriz U que representa a porta 16gica em questdo
deverd ser Hermitiana, ou seja, devera satisfazer U = U f,sendo UT o adjunto de U. Como ¢é
possivel observar, para operacoes l6gicas que envolvem um unico qubit, a representacao pode
ser feita através de matrizes 2 x 2. Para mais de um qubit, tais propriedades também devem ser
mantidas, porém as dimensdes da matriz, consequentemente, serdo maiores quanto maior for
o sistema na proporcdo de 2", sendo n o nimero de qubits existentes no sistema (NIELSEN;
CHUANG, 2000).

Vale frisar que existem diversas portas 16gicas para sistemas quanticos (CNOT, CCNOT,
VNOT, H, X,Y, Z, SWAP, vVSWAP, etc.), das quais muitas ndo possuem um andlogo clas-
sico. Um importante exemplo de porta 16gica quantica para o qual ndo ha um analogo classico
— e que sera posteriormente foco de estudo na presente Tese — € a porta quantica Z (matriz
o, de Pauli), que altera o estado de «|0) + 3|1) para «|0) — 3|1). Sua matriz pode ser definida

da seguinte maneira:

1 0
(2.16)

N
I
N
I

0 —1
Existem também portas 16gicas que utilizam dois ou mais qubits para manipular informa-
cdo. Nesse sentido, um importante exemplo de porta légica (e que também serd foco de estudo
no presente trabalho) é a porta 16gica quantica controlled-NOT ou simplesmente CNOT, utili-

zada para o processamento de informacdo envolvendo dois qubits. A porta em questdo opera
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Tabela 2.1: Tabela verdade para a porta 16gica quantica CNOT.

Antes da operacao Apoés a operacao
Qubit controle Qubit alvo Qubit controle Qubit alvo
10) 10) 10) 10)
0) 1) 0) 1)
1) 0) 1) 1)
1) 1) 1) 0)

invertendo o segundo qubit, denominado qubit alvo, se e somente se o estado do primeiro qubit,
denominado qubit de controle, for |1). A tabela verdade que descreve as operacdes da porta
l6gica em questdo corresponde a Tabela 2.1.

Como exemplo de uma operacao CNOT, vamos supor dois qubits, sendo um deles o qubit
de controle expresso por |[¢¢) = a|0) + B |1), e 0 outro o qubit alvo, expresso por [¢4) =
~v10) + 0 |1). Apesar da operagdo ser vélida tanto para estados separados quanto emaranhados,
vamos neste exemplo supor estados separados para os qubits controle e alvo. Ao considerarmos
portanto a operagdo CNOT aplicada ao produto tensorial [1)c) ® |14), por exemplo, teremos

entao:

CNOT (Juic) ® [¢a)) =
CNOT (ay [00) + ad |01) 4 B~ [10) + 35 |11)) = (2.17)
a7 [00) + ad [01) + B3 |10) + By [11).

Ja em termos de matrizes, a porta CNOT pode ser expressa como:

1 000

0100
CNOT = : (2.18)

0001

0010

a qual possui dimensdo 4 X 4 justamente por envolver os estados de dois qubits. A operacdo em
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questao entdo se torna

1 000 ary oy
0100 od ad
CNOT (Jtc) @ |toa) = = . (2.19)
000 1]|]|py po
0 010 B0 By

De maneira anédloga, se considerarmos a operagdo CNOT aplicada ao produto tensorial [1)4) ®
|th¢) ao invés do produto tensorial |1)c) ® |1b4), onde neste caso tomamos o primeiro qubit

como alvo e o segundo como controle, teremos entdo:

CNOT ([¢4) ® |[tc)) =
CNOT (ya [00) 473 01) +5a [10) +63|11)) = (2.20)
ya [00) 4+ 05 01) + dar [10) + 5 [11)

e a porta CNOT pode ser entdo definida como:

100 0
0001
CNOT = (2.21)
0010
01 00
para que a operagdo possa ser realizada:
1 0 00 ole! Yo
000 1|98 05
CNOT (|[¢4) @ [¢c)) = = : (2.22)
0010 o o
0100 op vB

2.8 POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA

A seguir serdo descritos brevemente os postulados bdsicos da mecanica quantica, que

de acordo com Michael A. Nielsen e Isaac L. Chuang (NIELSEN; CHUANG, 2000) podem ser
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classificados em quatro postulados fundamentais, os quais tratam do espago vetorial do sistema,
de sua evolugdo temporal, dos efeitos das medicdes e do espaco de estados de um sistema fisico

composto.

2.8.1 PosTULADO 1

Existe um espaco vetorial complexo com produto interno (espago de Hilbert) associado
a qualquer sistema fisico isolado, sendo denominado espaco de estados do sistema. O sistema
pode assim ser completamente descrito pelo seu vetor de estado, o qual € um vetor unitdrio no

espaco de estados do sistema.

2.8.2 POSTULADO 2

A evolucao temporal de um sistema quantico fechado € descrita através de uma transfor-
magcdo unitdria. Dessa forma, um estado futuro [¢)(t + At)) pode ser relacionado ao seu estado

presente |¢)(¢)) através de um operador unitdrio U (¢ + At, t) da seguinte maneira:

Y (t+At) =U(t+ At t) ¢ (1)) . (2.23)

2.8.3 POSTULADO 3

O 3° postulado da mecanica quantica fornece um meio de descrever os efeitos das medi-
cdes em sistemas quanticos. Segundo este postulado, pode-se afirmar que as medig¢des quanticas
sao descritas através de operadores de medida P; que operam no espaco de estados do sistema
a ser medido. Seja |v;) um dos autovetores da matriz (Hermitiana) referente a um observével, o
projetor P; pode ser definido como P; = |v;)(v;|. Tal processo possui natureza probabilistica,
ou seja, existe uma densidade de probabilidade de se obter determinados resultados, sendo que
o indice 7 indica qual € o resultado da medida no sistema. A probabilidade p; de um resultado

da medida ¢ ocorrer em um determinado estado |1)) pode ser descrita por:

pi = (Y| BilY), (2.24)
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sendo que o estado do sistema apds a medida (|);)) sera:

P
;) = _Bl) (2.25)

JWIP)

Além disso, a soma de todas as probabilidades p; deverd ser 1, o que significa que um dos

resultados sempre ird ocorrer:
>_pi = (UIPl) =1 (2.26)

A fim de melhor elucidar o postulado da medida, o qual € crucial para o desenvolvimento
do presente trabalho, iremos expor um simples exemplo. Supondo uma matriz o, de Pauli

(Equagdo 2.13) como observdvel, seus autovetores |v1) e |vg) serdo dados por:

1 1
v) = |+) = — |0) + — |1), 2.27
i) = =) = —=10) = = 1) @.28)
U = | — = — _— . .
’ V2 V2
Dessa forma, os projetores serdo entdo expressos por P; = |+) (+| e P, = |—) (—|, bem como

os possiveis estados ap6s a medida ser realizada (|¢;) e |¢2)) em um determinado estado [))

Serao expressos por:

Py [¢) [+) (+ 1)
|61) = = : (2.29)
IR Wl
By [y) =) ()
|2) = = : (2.30)
TR el )
Além disso, a probabilidade do colapso ocorrer em |¢;) serd dada por p; = (P|Pi|Y) e a

probabilidade do colapso ocorrer em |¢9) serd dada por ps = (1| Pa|v)).

2.8.4 POSTULADO 4

O espaco de estados de um sistema fisico composto corresponde ao produto tensorial dos

espacos de estados de cada sistema fisico que compde o sistema. Dessa forma, para sistemas
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numerados de 1 a n, o estado conjunto total do sistema |¢)) serd expresso por:

V) = i) @ [12) @ ... ® [hn) . (2.31)

Os 4 postulados acima mencionados fornecem, portanto, as ferramentas matematicas ne-

cessdrias para se trabalhar com sistemas quanticos (NIELSEN; CHUANG, 2000).
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CAPITULO 3

TEORIA DE INFORMACAO

Neste capitulo apresentaremos os conceitos fundamentais referentes a Teoria de Infor-
macdo, os quais constituem a base conceitual necessaria para o desenvolvimento dos cédlculos
das relagdes monogamicas entre emaranhamento de formacgdo e discordia quantica para siste-
mas multipartidos, cujos resultados serdo apresentados no Capitulo 4. Iniciaremos este capitulo
discutindo a Teoria de Informacdo Cléassica e as diferentes medidas de entropia para esse tipo
de sistema, chegando até o conceito de informacdo mitua. Em seguida, serdo discutidos os
conceitos de entropia para sistemas quanticos, 0s quais serdo necessarios para a compreensao
do conceito de discérdia quantica. Por fim, serdo apresentados os formalismos do emaranha-
mento de formagao e das relacdes de Koashi-Winter, as quais constituem relacdes monogamicas
para sistemas quanticos de trés partes. De posse desses principios, no Capitulo 4 deduziremos
expressoOes as quais generalizam relagdes monogamicas entre emaranhamento de formagdo e
discordia quantica de sistemas de trés partes para sistemas de n partes.

Ao decorrer deste capitulo, serdo apresentados os conceitos referentes a entropia sob a
perspectiva de dois diferentes contextos: o primeiro referente ao caso cldssico, o qual pode
ser descrito através da Entropia de Shannon, e o segundo referente ao caso quantico, o qual
pode ser descrito através da Entropia de von Neumann. Para ambos os casos, a entropia € cal-
culada sobre uma distribui¢do de probabilidades em processos nos quais diferentes resultados
aleatdrios podem ser obtidos, sendo que cada possivel resultado ocorre com uma certa proba-
bilidade associada. A descricdo matemdtica dos possiveis eventos pode entdo ser feita através

de uma varidvel X que consiste em um ensemble X = {x, Ax, Px}, onde x representa os
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indices dos n possiveis eventos Ax = {aj,as,...,a,...,a,}, cada qual com uma probabili-
dade Px = {p1,p2,--.,Dxz,---,Pn} associada. Para fins de economia de notaco, denotaremos
P(i = a;) = p;, sendo que, tal como ocorre para qualquer valor de probabilidade, p; deve ser
positivo (p; > 0) e a soma das probabilidades de todos os possiveis eventos deve ser igual a 1:

> ple=a) =1

T€EAx

3.1 TEORIA DE INFORMACAO CLASSICA

A comunicacdo € um processo imprescindivel para a sociedade. Seja através de didlogos,
livros, revistas, palestras, e-mails, dispositivos eletronicos, etc., a transmissdo da informacao € o
meio pelo qual nos possibilita levantar questionamentos, expressar nossas opinides, direcionar
nossas agdes e transmitir conhecimentos adquiridos. Durante o século XX, as tecnologias de
informacao como o radio, a telefonia e o aparelho televisor passaram a ter uma relevancia muito
grande na sociedade, revolucionando a comunicacao e despertando a necessidade da realizacao
de estudos acerca dos conceitos cientificos que tornaram possiveis tais realizacoes.

Foi através do desenvolvimento de dispositivos que utilizam conceitos de eletromagne-
tismo que os problemas ligados a esse tipo de comunicacdo tornaram-se objeto de estudo de
fisicos e engenheiros. Em processos de comunicagdo semelhantes ao do telefone, eram obser-
vados problemas no envio da mensagem, onde nio raramente ocorriam ruidos no sinal enviado
e danos eram causados a informacao, comprometendo o entendimento da mensagem por parte
do receptor. Com base nesse cendrio, diversos conceitos cientificos, como os de entropia de
informacao, foram desenvolvidos a fim de melhor compreender os processos de comunicagao

(FERREIRA, 2015).

3.1.1 ENTROPIA DE SHANNON

Em Teoria de Informacdo Cléssica, a medida de informag¢do é conhecida como entropia
de Shannon (H (X)), a qual pode ser interpretada de duas maneiras distintas: uma antes da
obtencdo do resultado de um experimento que gera simbolos aleatdrios (fonte de informagao)

e outra apds a sua obtencdo. Antes da obtengdo do resultado, a entropia pode ser entendida
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Figura 3.1: a) Claude Elwood Shannon (1916-2001) (YORKER, 2020), considerado o pai da Teoria
de Informacdo; b) John von Neumann (1903-1957) (WIKIPEDIA, 2020), um dos grandes expoentes da
Teoria de Informacdo, bem como um dos mais importantes matematicos do século XX.

como uma maneira de medir o grau médio de incerteza da fonte de informacao, sendo maior
o valor da entropia quanto maior for o grau médio de incerteza acerca do resultado. Por outro
lado, apds o resultado ser obtido, a entropia pode ser entendida como o contetido informativo
médio obtido a partir da fonte de informacdo, sendo maior o valor da entropia quanto maior for
o contetdo informativo médio obtido. Em outras palavras, o conceito de entropia estd atrelado
a ideia de que quanto mais incerto for o resultado de um experimento aleatdrio, maior serd a
informacao que se ird obter ao observar sua ocorréncia, permitindo dessa forma a quantificagdo
da informag@o existente no sistema.

O engenheiro e matematico americano Claude Shannon é considerado o pai da Teoria
de Informacdo, introduzindo em 1948 conceitos inovadores que deram origem a essa teoria
(SHANNON, 1948). A informacao contida em uma mensagem passou entao a ser tratada como
um fendmeno matemadtico sob a Optica da estatistica e probabilidade. Dessa forma, seria possi-
vel associar valores probabilisticos a nimeros bindrios bem como uma unidade de medida para
a quantidade desses valores, surgindo assim a Teoria Matemética da Comunicagao.

Segundo Shannon, a informagdo contida em uma mensagem, ou seja, 0 menor nimero
de bits necessdrios para conter todos os valores ou significados desta mensagem, pode ser me-

dida pela quantidade de entropia que, por sua vez, estd relacionada a frequéncia do grupo de
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simbolos que sdo transmitidos. A transmissdo da informacdo € portanto feita através desses
simbolos, sendo que a cada simbolo de uma fonte de informagdo X € possivel associar uma va-
ridvel probabilistica. Matematicamente, a medida da entropia pode ser expressa por (NIELSEN;

CHUANG, 2000):

H(X)=—) p(z)logp(z). G.1)

Podemos representar graficamente a entropia de um sistema através de um diagrama de Venn.
Na Figura 3.2a, estdo representados dois conjuntos numéricos: A e B, referentes a duas fontes
de informac@o distintas. Caso queiramos representar a entropia H (X) da fonte de informacdo
A (lembrando que X é o ensemble X = {x, Ax, Px}), devemos considerar todos os valo-
res contidos apenas nesse conjunto, tal como mostra a regido destacada em vermelho. Por
outro lado, caso queiramos representar a entropia H(Y') da fonte de informagdo B (sendo
Y = {y, Ay, Py}), devemos considerar apenas o contetido informativo do conjunto B, tal
como mostra a regido destacada em vermelho na Figura 3.2b. Vale frisar que nas figuras citadas

também existem outras grandezas em cinza as quais serdo posteriormente discutidas.

A B

H(X) H(Y)

Figura 3.2: Diagrama de Venn onde é representado em vermelho a) a entropia H(X) da fonte de
informagd@o A e b) a entropia H (Y") da fonte de informagao B.

EXEMPLOS

Como simples exemplo de calculo da entropia de um sistema, podemos supor uma moeda

viciada cuja probabilidade de se obter o resultado “cara” apés seu langamento seja py = 3/4.
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A probabilidade de se obter o resultado “coroa” serd portanto p; = 1/4. Ao calcularmos a
entropia desse sistema (que consiste em uma fonte de informacao X), utilizando a Equagao 3.1
com base 2 no logaritmo (por haver apenas 2 estados possiveis), teremos o seguinte resultado
(MIRANDA, 2015):

3 3 1 1
H(X)= —Zlogg <4> - ilogz (4> ~ 0,811. 3-2)

Agora vamos supor uma moeda ndo viciada cujas probabilidades de se obter os resultados
“cara” ou “coroa” sejam py = p; = 1/2. Ao calcularmos a entropia desse sistema, teremos

entao:

1 1

H(X) = —;logz <2> - ;logQ (2) —1. (3.3)

E possivel notar que para o caso da moeda nio viciada a entropia é maxima, visto que a incerteza
sobre o resultado do lancamento também serd maxima, nao havendo portanto uma expectativa
sobre qual resultado serd mais provavel. Por outro lado, para o exemplo da moeda viciada a
entropia possui um menor valor, visto que ha menor incerteza sobre o resultado que podera
ser obtido, uma vez que a expectativa de se obter o resultado “cara” é maior (3/4) do que o
resultado “coroa” (1/4). Com isso, podemos concluir que a entropia estd relacionada a equidade
das probabilidades de cada resultado, sendo H (X' ) maior quanto mais préximas entre si forem
as probabilidades p;.

Essa caracteristica pode ser melhor observada ao construirmos um gréfico da entropia em
func¢do das probabilidades. Para o exemplo da moeda, vamos supor uma probabilidade arbitréria
do resultado ser “cara” (py = p) ou “coroa” (p; = 1 —p) (PINTO, 2014). A equagdo da entropia

torna-se entao

H (X) = —plogyp — (1 — p)log, (1 —p). (3.4)

Através da andlise do grafico da Figura (3.3), o qual mostra H(X) X p de acordo com
a Equacdo 3.4, € possivel observar que de fato o valor de entropia torna-se maximo quando
po = p1. Vale também frisar que para os casos extremos onde p = 0 ou p = 1, j4 existe uma
certeza absoluta acerca dos resultados que serdo obtidos (0% ou 100% de probabilidade de ser

“cara”, respectivamente). Dessa forma, a entropia (incerteza sobre o resultado) para esses casos
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serd nula (COVER; THOMAS, 2012).

1 e T T T :
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0 025 05 075 1
p

Figura 3.3: Entropia em fung@o das probabilidades p de resultados para o lancamento de uma moeda
viciada (p # 0, 5) e ndo viciada (p = 0, 5).

A entropia também pode ser de grande utilidade para o estudo do conteido informativo
de textos. Neste exemplo, ficard mais evidente a interpretacdo da entropia como quantidade
de conteudo informativo médio que se obtém apds uma medida ser efetuada em uma fonte de
informacao.

Inicialmente, vamos supor duas fontes de informacdo A e B, dadas pelas Frases 1 e 2,
respectivamente, sendo que a Frase 2 é redundante e portanto transmite menos informacao:

Frase 1: “A casa é azul. O chao é roxo”.

Frase 2: “A casa € azul. A casa é azul”.

Aqui desconsideraremos a acentuacdo e a pontuagdo das frases, bem como o fato das
letras serem maitisculas ou mindsculas. Apesar de cada frase possuir a mesma quantidade de
letras N = 20, a quantidade de letras diferentes (simbolos na fonte), bem como a frequén-
cia com que as letras aparecem, € diferente para cada caso. Com base nessas caracteristicas,
podemos calcular o valor de entropia de cada contetido informativo.

As Tabelas 3.1 e 3.2 mostram, para as fontes de informagdo A e B respectivamente, 0s
indices 7 de cada letra, os simbolos A; existentes nas fontes (as letras), a quantidade de vezes

n; em que cada letra aparece, a probabilidade p; do surgimento de cada letra (p; = n;/N) e a
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Tabela 3.1: Entropia da Frase 1. Tabela 3.2: Entropia da Frase 2.

i A n; p; —p; log (p;) i Ay n; p; —p;log(p;)
I A 5 025 0,34657 1 A 8 04 0,36652

2 C 2 01 0,23026 2 C 2 01 0,23026

3 E 2 01 0,23026 3 E 2 01 0,23026

4 H 1 0,05 0,14979 4 L 2 0,1 0,23026

5 L 1 0,05 0,14979 5 S 2 01 0,23026

6 O 4 02 0,32189 6 U 2 0,1 0,23026

7 R 1 005 0,14979 7 2 2 01 0,23026

8 S 1 005 0,14979 SOMA = 1,74807
9 U 1 0,05 0,14979

10 X 1 0,05 0,14979

11 Z 1 005 0,14979

SOMA =2,17749

entropia individual —p; log (p;) de cada simbolo. Dessa forma, a entropia total de cada fonte
de informacdo pode ser calculada através da soma das entropias individuais de cada simbolo
da fonte (Equacdo 3.1), ou seja, através da soma dos elementos da coluna de —p; log (p;) (MI-
RANDA, 2015).

Podemos assim observar que o valor da entropia da fonte de informacédo A é maior do que
o da fonte de informagdo B, ou seja, temos que o contetido informativo médio de A é maior do
que o de B. De fato, a Frase 1 contém mais informac¢do do que a Frase 2, uma vez que esta é

redundante.

PROPRIEDADES

Existem determinadas propriedades que sdo caracteristicas da entropia (SHANNON, 1948).

A seguir discutiremos as principais:

1. H(X) sera continuo para todo p;. Apesar da Equagdo 3.1 possuir descontinuidade apenas
em = = 0, considera-se que 0log (0) = 0, tornando-a continua. Tal suposi¢do de fato é

razodvel, uma vez que lim —p(x)logp (z) = 0.
p(z)—0*

2. Para uma fonte que gera N simbolos com a mesma probabilidade, como no exemplo da

moeda ndo viciada anteriormente mencionado, tem-se que

H(X) = log N, (3.5)
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sendo esta uma fun¢cdo monotonicamente crescente de /N. Isso porque, para simbolos
equiprovaveis, p; = py = ... = py = % A Equacio 3.5 pode ser demonstrada a partir

da Equacdo 3.1 da seguinte maneira:

H(X) = = % log ().

H(X) = =N log (5) G0
H(X)=—log (%),

H(X)=logN

Desse modo, para simbolos equiprovaveis, a entropia aumenta com a quantidade de sim-
bolos da fonte de maneira monotonica. Por exemplo, se considerarmos um dado nio
viciado de 6 faces, cujas probabilidades de cada uma das faces cair virada para cima sera
portanto de 1/6, teremos entdo (utilizando para efeitos de comparagio a mesma base 2

para o logaritmo do exemplo da moeda ndo viciada):

H(X) = _%IOgQé - %10g2% - %IOgQ% - élOgQ% - %10g2% - %10g2%7
H (X) = —6glog,; = —log,¢ = log,6, (3.7)

H (X) ~ 2,585.

Dessa forma, a entropia para o dado nao viciado serd maior do que para a moeda nio
viciada pois, apesar da ocorréncia dos eventos serem equiprovdveis, para o caso do dado
existem mais simbolos na fonte (6 simbolos) do que para a moeda (2 simbolos). De
fato, como existem mais simbolos na fonte, a incerteza sobre qual resultado serd obtido

também sera maior (COVER; THOMAS, 2012).

. A entropia sempre sera positiva, isto €,

N
H(X)=H (p1,....,pn) = —>_pilog (p;) > 0. (3.8)

=1

Isso pode ser facilmente verificado, uma vez que 0 < p; < 1 e portanto log p; < 0. Dessa

forma, devido ao fato do conteiddo informativo ser positivo (— log p; > 0), a sua média
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também sera.

Podemos desta secdo concluir que a entropia de Shannon constitui uma poderosa ferra-
menta para a compreensio das propriedades de sistemas que geram simbolos aleatoriamente,
sendo de grande utilidade para o estudo de sistemas em diversas dreas de conhecimento, uma
vez que a teoria em questdo possui aplicacdes diretas em uma vasta gama de tecnologias que
envolvem armazenamento e processamento de informacao, tais como na ciéncia da informagao,

biologia, economia etc., tornando-se portanto um método interdisciplinar.

3.1.2 ENTROPIA CONJUNTA

O conceito de entropia também pode ser estendido para duas ou mais varidveis aleatorias.
Nesse sentido, a probabilidade conjunta quantifica a possibilidade de dois (ou mais) eventos
independentes ocorrerem simultaneamente. Mais especificamente, para duas fontes de informa-
¢io X = {x,Ax,Px}eY = {y, Ay, Py}, por exemplo, a probabilidade conjunta quantifica a
possibilidade de ocorrerem dois eventos independentes z € X e y € Y simultaneamente. Além
disso, a probabilidade conjunta {p(x,y),z € Ax,y € Ay } também satisfaz as propriedades da
probabilidade do resultado estar entre 0 e 1 (0 < p(z,y) < 1,V¥(z,y) € X x Y) e também de
completeza: %p(z, y) = 1.

Como e;(emplo, podemos supor duas fontes de informagao A e B as quais possuem como
eventos os simbolos do alfabeto, podendo desse modo interpretarmos como distribuicdo de
probabilidade conjunta a possibilidade do surgimento de pares de letras como “aa”, “ab”, “ba”,
etc. Para a lingua portuguesa, a probabilidade de surgir em uma palavra as letras “w” e “a”
possui um baixo valor, o que pode indicar, por exemplo, um ruido na mensagem, um nome
proprio ou possivel erro de digitacao (FERREIRA, 2015).

A entropia conjunta H (X, Y') pode ser expressa conforme a Equagdo 3.1 ao substituirmos

p(z) por p(x,y) (NIELSEN; CHUANG, 2000):

H(X,Y)==> p(z,y)logp(z,y). (3.9)

x?y

Vale destacar que a entropia conjunta possui como uma de suas propriedades a simetria, isto
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é, H(X,Y) = H(Y,X), uma vez que a interse¢do de probabilidades entre os conjuntos é a
mesma: P(AN B) = P(BN A). Ja para um sistema com n varidveis aleatdrias, a equacdo da

entropia conjunta pode ser generalizada da seguinte maneira:

H(X1, X0, ., Xn) = =)D > pl@r, za, oy wn) log p(an, 20, ...y ). (3.10)

1 T2 Tn

Outra propriedade que merece destaque € a de que para varidveis aleatérias X e Y in-
dependentes, ou seja, com simbolos com probabilidades conjuntas independentes (p(z,y) =
p(z).p(y)), a entropia passa a ser aditiva, isto é: H(X,Y) = H(X) + H(Y). Tal propriedade

pode ser demonstrada da seguinte maneira:

H(X.Y) = = 2 p(z,y)logp(z.y),

H(X,Y) = =3 p(e)p(y) loglp(+)p(y)],

H(X,Y) = =3 p(z)p(y)llog p(z) +log p(y)].

H(X,Y) = =3 p(a)p(y) logp(z) — 3 p(x)p(y) log p(y).

H(X,Y)=—Y p(z)logp(z) — Zy?p(y) log p(y),

x

(3.11)

H(X,Y)=H(X)+ H(Y).

Podemos também representar graficamente a entropia conjunta em um diagrama de Venn,

tal como mostra a regido destacada em vermelho na Figura 3.4.

A B

‘f
H(X.Y)

Figura 3.4: Entropia conjunta (regido destacada em vermelho) entre as fontes de informagdo A e B.
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3.1.3 ENTROPIA CONDICIONADA E ENTROPIA CONDICIONAL

Outra grandeza de grande importancia na Teoria de Informacao Cléssica é a denominada
entropia condicional. Aqui, iremos definir uma outra entropia considerando ainda varidveis
aleatdrias com eventos nos quais + € X e y € Y, porém nio mais independentes. Mais
especificamente, definiremos uma grandeza que mede a incerteza de X quando conhecemos Y

ou vice-versa.

ENTROPIA CONDICIONADA

A entropia condicionada quantifica a entropia dos valores de X condicionada a um tinico
valor especifico de Y, ou seja, ¥ = y. Como exemplo, utilizando o alfabeto da lingua por-
tuguesa como fontes X e Y de informacgdo, se X = ¢, a varidvel Y fica condicionada ao
surgimento das vogais “a”, “0” e “u”. Do contrério, caso outra letra apareca, este pode ser con-
siderado um evento de alto interesse, indicando por exemplo um possivel ruido na mensagem
ou um possivel erro de digitacdo (FERREIRA, 2015).

Ja a probabilidade de ocorréncia de um determinado valor x condicionado a ocorréncia
de um determinado valor y pode ser expressa como p(x|y). Dessa forma, H (X|Y =vy) (a

entropia de X condicionada a um tdnico valor Y = y) pode ser obtida a partir da Equacao 3.1

substituindo p(z) por p(x|y), o que leva a seguinte expressdo (NIELSEN; CHUANG, 2000):

H(X|Y =y)=-=> pl(z|y)logp(z|y). (3.12)

Vale frisar que as probabilidades condicionadas {p(z|y),x € A,} satisfazem a defi-
nicdo original de entropia, uma vez que verificam as propriedade bdsicas de probabilidade

(0 <p(zly) <1)ecompleteza (3 p (z|y) = 1) para qualquer y € Ay.
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ENTROPIA CONDICIONAL

A entropia condicional H (X |Y') é obtida através da média da entropia condicionada sobre

todos os valores de y. Assim sendo, temos a seguinte expressdao (NIELSEN; CHUANG, 2000):

H(X|Y) = %p(y)H(XIY =y),

(3.13)
H(XY) == 2 pW)p (ly) logp (x[y).
Além disso, como p (x|y) pode ser definido como
py,x) _plz,y)
= = , 3.14
PE =T m T ) G19
tem-se entao

p(y.x) =p(z)p(zly); G.15)

p(z,y) =py)p(zly),

e substituindo portanto 3.15 em 3.13, a expressdo para H (X|Y') assume a seguinte forma:

H(X|Y)==> p(z,y)logp(zly). (3.16)

Ty

Substituindo desta vez 3.14 em 3.16, chegamos ao seguinte resultado (NETO, 2018):

H(X|Y)=—Xp(x,y)log {p(zy
T,y

H(X]Y) = —%p(:v y) [logp (z,y) —logp (y)],

H(X|Y) = —%p(%y) logp (7,y) +§%p(x,y) logp (y), (3.17)

H(X]Y) = —%p (z,y)logp (z,y) + %p (y)logp (v),

H(X|Y)=H(X,Y)-H(Y).

Podemos novamente representar de maneira gréfica a entropia condicional de uma fonte
de informacao através de um diagrama de Venn. Na Figura 3.5a, estd representada em vermelho
a entropia condicional H(X|Y') da fonte de informacdo A quando se conhece H(Y'). De ma-

neira andloga, na Figura 3.5b estd representada em vermelho a entropia condicional H (Y| X)

51



da fonte de informagdo B quando se conhece H (X).

A B

Figura 3.5: Regides destacadas em vermelho: em a) entropia condicional H (X|Y") da fonte de infor-
magdo A, uma vez que se conhece H(Y'); em b) entropia condicional H (Y| X) da fonte de informacéo
B, uma vez que se conhece H (X).

Vale salientar que uma das propriedades da entropia condicional € a positividade, ou seja,
H (X|Y) > 0. Isso significa que o fato da entropia de X estar condicionada aos valores de Y’
nao perde o sentido de ganho de informac¢do. Tal propriedade pode ser facilmente verificada
através da Equagdo 3.13. Isso porque como 0 < p(z|y) < 1,logp (z|y) < 1 e entdo a Equagio
3.13 torna-se maior ou igual a zero.

Outra importante propriedade consiste no fato de que geralmente H (X|Y) # H (Y| X),
uma vez que a entropia condicional de X a Y depende das probabilidades p(y), bem como a
entropia condicional de Y a X depende das probabilidades p(x), sendo que essas sdo arbitrarias
entre si, ou seja, geralmente tem-se que p (z) # p (y).

Uma importante relacdo para a entropia conjunta também pode ser definida com base na

entropia condicional através da seguinte relagcdo (NIELSEN; CHUANG, 2000):
HXY)=HX|Y)+HY)=HY|X)+ H(X). (3.18)

A Equac@o 3.18 pode ser demonstrada substituindo o p(z, y) da Equagdo 3.9 pela expressao da
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Equacdo 3.15. Dessa forma teremos entdo:

H(X,)Y)==Xpp(zly)logp(y)p(zly)],

Cc7y

H(X,Y)=—>Xp(y)p(zly) [logp(y) +logp (z|y)],

H(X,Y)=—
H(X,Y)=—
H(X,Y)=—

H(X,Y)=—

Z7y

> p(y)p (zly)logp (y) — %p (y)p (zly)logp (z]y),

z,Y
%p(y)% logp(y) — > (v)p (z]y)logp (z]y) (3.19)

> p(x,y)logp(y) — ;yp(y)p (z]y) log p (z|y),

8
<

%p(y) logp (y) — %p(ﬂf,y) log p (xly),

H(X,)Y)=H(Y)+ HX|Y).

3.1.4 INFORMACAO MUTUA

A informag@o mitua /(X : Y') é outra grandeza da Teoria de Informagdo a qual é capaz

de medir a quantidade de informacdo em comum entre duas varidveis aleatérias de X e Y,

referentes a duas fontes de informacdo distintas A e B, por exemplo, sendo que este conceito

também pode ser estendido

para mais de duas varidveis. Ao se observar o diagrama de Venn

da Figura 3.6, por exemplo, é possivel notar que a informagdo mutua entre X e Y (regido

destacada em vermelho), consiste na interse¢dao das entropias das varidveis aleatorias de cada

fonte de informacao.

A B

1Y)

Figura 3.6: Informagdo miitua /(X : Y') entre duas duas fontes de informagdo A e B.

Através da andlise do diagrama de Venn, também podemos definir /(X : Y) de duas
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maneiras diferentes e com expressoes equivalentes: a primeira delas consiste em subtrair a
entropia condicional de X quando se conhece Y da entropia de X, ou entdo subtrair a entropia

condicional de Y quando se conhece X da entropia de Y. Assim teremos:
I(X:Y)=H(X)-HX|Y)=HY)-HY|X). (3.20)

A segunda maneira de definir /(X : Y') consiste na soma das entropias de X e de Y (perceba
que aqui a informag@o em comum serd somada duas vezes) e posteriormente na subtracdo da en-
tropia conjunta de X e Y, restando apenas a entropia em comum entre essas varidveis. Partindo

deste raciocinio, teremos entdo a seguinte expressao (COVER; THOMAS, 2012):
IX:Y)=HX)+HY)-H(X,Y). (3.21)

A informacao mutua também mede o quanto duas ou mais varidveis aleatorias estao cor-
relacionadas, sendo que essa correlacdo pode ser interpretada como a redugdo de incerteza de
X devido o conhecimento de Y, ou vice-versa. Tal fato pode ser verificado reescrevendo a

Equacgdo 3.21 como (PINTO, 2014):

I(X:Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y),
I(X:Y)= —p(z)logp(z) — Qy_)/ logp (y) +p(z,y)logp (v,y),
=—p(z,y) =—p(z,y)

—p(z,y)logp(z) — p(x,y)logp(y) +p(z,y)logp (v,y),
—p(

z,y) [logp (z) +logp ()] + p (z,y) log p (z,y) , (3.22)

z,y)logp (z,y) —p(z,y)logp () p(y),

p(
= p(z,y)[logp (z,y) —logp () p (y)],
p(

=, 9)log |85:65]

tal que p(z,y) € Ue U = {p;} U {p;}. Caso ndo haja correlagio entre as varidveis, p(z,y) =

p(z)p(y) eentdo I(X :Y) torna-se nulo. Por outro lado, caso haja correlagdo entre as varidveis,

p(z,y) # p(x)p(y) e entdo I(X :Y) # 0.
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3.2 TEORIA DE INFORMACAO QUANTICA

Até o momento foram discutidos os principais conceitos referentes a Teoria da Informa-
cao Cléssica. Estes serdo de suma importancia para que possamos fazer uma discussdo concisa
acerca da Teoria da Informagao Quantica, uma vez que os conceitos classicos possuem andlogos
quanticos que serdo objeto de estudo nesta primeira parte da Tese. Na secdo anterior, demons-
tramos que a entropia de Shannon € capaz de quantificar, para sistemas classicos, a incerteza
ou conteddo informativo médio, associado a distribui¢do de probabilidades, de experimentos
com resultados aleatdrios. Para o caso da entropia de von Neumann, a entropia adquire um
papel muito semelhante, uma vez que esta € capaz de estimar a incerteza acerca dos possi-
veis resultados para o caso de sistemas quanticos. Para tanto, substituem-se as distribui¢des de
probabilidade e valores cldssicos por operadores densidade. Para o caso cldssico, temos um con-
junto de valores bem definidos {x;};_, associados as suas respectivas probabilidades {p;}" ;.
J& para o caso quantico, temos um conjunto de estados qudnticos {|1;)};_, associados as suas
respectivas probabilidades (autovalores) {\;};",, ou seja, a matriz densidade p = > \; [1;) (¢4

(2
¢ andloga a um ensemble cldssico, porém com estados quanticos ao invés de valores classicos
bem definidos. A peculiaridade para o caso quantico, no entanto, consiste no fato dos estados
nao necessariamente serem ortogonais. Desse modo, além de incerteza clédssica, existe também
uma incerteza quantica associada a capacidade de distin¢do dos estados ndo-ortogonais. Dessa
forma, o estudo de sistemas quanticos torna-se muito mais complexo, e fendmenos caracteristi-
cos como por exemplo o fato da entropia condicional ser negativa e parte da informagao mitua

ser inacessivel, como serd discutido posteriormente, podem ocorrer.

3.2.1 ENTROPIA DE VON NEUMANN

A equacdo da entropia de von Neumann surgiu em 1927 como uma extensao da entropia
classica de Boltzmann e Gibbs para a mecanica quantica. Existem basicamente duas expressoes
equivalentes na qual a entropia de von Neumann S(p) pode ser descrita, sendo a primeira delas

através de operadores densidade e a segunda através da soma de autovalores em uma base
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ortogonal. Para o primeiro caso, temos a seguinte expressao (NIELSEN; CHUANG, 2000):

S(p)=—Tr(plogp), (3.23)

sendo frequentemente o logaritmo calculado na base 2. J4 a segunda expressao pode ser definida

da seguinte maneira (NIELSEN; CHUANG, 2000):

Em 3.24, temos S(p) expressa em termos de seus autovalores em uma base ortogonal, tal que
A; representa a probabilidade de ocorréncia de cada estado |i) (i| possivel. Essa expressdo da
entropia geralmente é mais utilizada que a primeira em virtude de sua praticidade, visto que a
dificuldade em obter seu resultado se resume em descobrir os autovalores do operador densidade
em sua representacao ortogonal.

A Equagio 3.24 pode ser deduzida a partir da Equagdo 3.23. Seja p = > \; [i) (i| e
sabendo que log (Z i |7) <z|) = > log (\i) |2) (i, tal como pode ser visto na Equagdo B.2 do

Apéndice B, teremos entao:

s<p>=—TT[(§AZ’|¢> (i) 10z (£, 1) 4 )|
$(0) =~ {b1 [l fllos (£,13) 1) | 19,
0) =~ S [T A0 10w Oy 13) G| 1)
$(0) =~ SO [T hl08 ) 1 1) G| 1)

(3.25)
S () = — X (6 [ Ao ()98, 1 1)

§(0) = = (k][ Ao ) ) Gl 1),

S (:0) = — Z )\z 10g ()\Z) 5k,i6i,k7

k

7

~

N3ao obstante, a Equacdo 3.23 também pode ser deduzida a partir da Equagdo 3.24. Sa-

bendo que uma matriz densidade pode ser escrita em fungdo de seus autovalores como uma
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matriz diagonal da seguinte maneira

A0 0 0
0 A 0 0

p= : (3.26)
00 0 A,

partindo da Equacéo 3.24 teremos entdo:

=S (p) = AMlog A1 + Aalog Ag + ... + A, log Ay,

MO0 0 0 loghy, 0 0 0
0 M 0 0 0 loghy 0 O

S (p) =Tr 1 o 7
0 0 0 M\ 0 0 0 logh, (3.27)
MO0 0 0 MO0 0 0
0 M 0 0 0 M 0 0

—S(p)=Tr log :
0 0 0 A\ 0 0 0 A

EXEMPLOS

A fim de melhor elucidar as caracteristicas peculiares da entropia de von Neumann, pro-
pomos a andlise de alguns exemplos comparando-os com a entropia de Shannon (MIRANDA,

2015):

10
1. Seja p = |0) (0] = , tendo portanto autovalores 1 e 0, a entropia de von Neu-

0 0
mann S(p) (Equacdo 3.24) e de Shannon H (p) (Equagido 3.1) terfo os seguintes resulta-

dos:

S = —1llog,1 — Olog,0 = 0.
(p) 8o 8o (3.28)

H (p) = —1log,1 — 0log,0 = 0.
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Neste primeiro exemplo, a entropia nula de S(p) indica que o sistema estd no estado |0)
com probabilidade 1 e em outros possiveis estados com probabilidade 0, analogamente
ao caso cldssico de entropia H (p) nula, onde um dos simbolos tem probabilidade 1 e os
demais 0. Nesse caso p representa um estado puro, ou seja, ndo ha uma mistura estatistica,

e portanto nenhuma incerteza acerca do resultado.

1
= 0
2. Sejap =110y (0[+1|1) (1| =] ? , a entropia de von Neumann S(p) e de Shannon
0o 1
2

H (p) terdo os seguintes resultados:

S (p) = —1ilog,t — tlog,t = 1.
2°-522 277522 (3.29)
H (p) = —3logyg — 3logy; = 1.
Como serd posteriormente discutido, este € um caso de maxima entropia denominado

estado maximamente misto.

3 1
. 4 4

3. Sejap = 3(0) (0] +5 1+) (+] = 510) (0] +5 (U5 = | T 7 | Neste caso, po-
4 4

demos perceber que p ndo € uma matriz ortogonal, o que impossibilita a perfeita distingao
entre seus estados. Desse modo, precisamos determinar seus autovalores (A\; = % + % e

Ay =35 — %), e entdo calcular as entropias, utilizando para o caso classico as probabili-

1
2
dades de mistura p; = py = 1/2. A entropia de von Neumann S(p) e de Shannon H (p)

terdo entdo os seguintes resultados:

S(p) = —(%%—g)logg (%—l—?) - (%—72) log, (%—%) ~ 0.41.

H (p) = —3logy5 — 3logyz = 1.

(3.30)

Nesse caso a diferenga entre as entropias fica evidente.

PROPRIEDADES

Algumas propriedades andlogas ao caso classico também podem ser verificadas para o

caso quantico (MIRANDA, 2015):

1. Convenciona-se também que 0log 0 = 0, tornando S(p) uma fun¢io continua;
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2. Assim como ocorre para o caso cldssico, o maximo valor possivel para a entropia de um
sistema ocorre quando ha a mesma probabilidade para os possiveis estados resultados,
bem como também depende da dimensdo do espago de estados desse sistema. Nesse
sentido, um sistema com distribui¢do equiprovavel entre os possiveis estados resultados
terd igual probabilidade de ocorréncia e seus autovalores serdo \y = Ay = ... = Ay =
1/N, tal que N € a dimensdo do espago de estados. A equacdo 3.24 fica entdo da seguinte
forma:

N
S(p) ==X Adog i = =3 7 log (),
S(p) =—N=log (%) = —log (%) =1log(N).

Nesse caso dizemos que o estado é maximamente misto. Dessa forma, a entropia serd

(3.31)

maior quanto maior for a equidade entre seus autovalores, bem como serd maior também

quanto maior for o espago de estados do sistema (mais possiveis resultados houverem).

3.2.2 ANALOGOS QUANTICOS DAS ENTROPIAS CLASSICAS

Nesta se¢do discutiremos os andlogos quanticos da entropia conjunta, entropia condicio-
nal e informac¢@o mutua. Veremos aqui que hé similaridades entre os casos cldssico e quantico.
ENTROPIA CONJUNTA

A entropia conjunta dentro de um contexto quantico S (pap) pode ser calculada sobre um
sistema composto por dois ou mais subsistemas. Para o caso de dois subsistemas A e B, por
exemplo, podemos substituir p por p4p na Equacdo 3.23 e entdo teremos a seguinte equagdo

(NIELSEN; CHUANG, 2000):

S(pa) = =Tr (paplogpap), (3.32)

onde S (pap) = S(A,B) = Sap. Ao lidarmos com subsistemas, utilizaremos também a
seguinte notacdo: S(pa) = S(A) = Sae S(pp) = S(B) = Sp.

Uma importante relacdo que pode ser obtida a partir da Equacgao 3.32 para estados sepa-
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rdveis € a seguinte:

S(ﬂA@ﬂB):S<A7B):S(A)+S(B)v (333)

onde a soma estd relacionada a propriedade da fungdo logaritmica. Sabendo que pa = > A{ |ia) (ial,

]

B = )\;’» |76) (ju| € portanto o produto tensorial torna-se pa®pp = pap = > |iajb>)\§/\§’- (ab
J 4.J

bem como que log <Z AN Jia ) (z'ajb|> =Y log ()\?)\’]’-) |iajb) (iajs|, tal como pode ser visto
i, Y]
nas Equacdes B.3 e B.4 do Apéndice B, a deducdo da Equacdo 3.33 pode ser feita da seguinte

maneira:

S(pa®pp) =—Tr[paplogpas],
S (o4 © pi) = =T |3 [iafo) XA (i log (z i) AN <z'ajb|) |
K& irj

S (pa® pp) = =Tr | [iafo) NN, (iads] X liads) (iajel log (ALAD) |,
1,] [2¥}

S (pa® pp) = =T7 | liajs) (iajs| [iajs) (iajs] AFAL log (A?A?)] )
K&

S (pa @ pp) = X 52 (] lia) {iaco| [Kulb) XX o (AED),
bl ,L?]

S(pa®pn) =% AN [log (A8) + log (A2)]. (3.34)

S (pa ® pi) = S XN log (A2) + 5 AN log (A2,
,J 2Y)

S (pa® pp) = S AT A log (A) + 32 A 5 N log (A1),
j J 7 J

—— N——r
1 1

S (pa ® p) = X X log (A?) + 3 A log (M),
J J

S(pa®@pp) =5(A)+5(B).

Vale também frisar que uma importante propriedade da entropia conjunta — e que sera
explorada em nossos célculos ao decorrer do Capitulo 4 — € a de que, para sistemas puros, a
entropia conjunta de um ou mais subsistemas (independentemente da ordem dos subsistemas)
¢ igual a entropia conjunta dos demais subsistemas (independentemente da ordem dos subsis-

temas). Dessa forma, para um sistema puro composto por quatro subsistemas a, b, ¢, e d, por
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exemplo, tem-se que:

Sa = Sbed;
Sabe = S
Sab = Sed (3.35)
Sba = Sac;
Sav = Sac

bem como todas as demais possiveis combinacdes, desde que todos os subsistemas estejam

incluidos na expressao.

ENTROPIA CONDICIONAL

Através de uma analogia com a entropia de Shannon, podemos definir a entropia condi-
cional quéntica para sistemas quanticos compostos. Assim como também ocorre para 0 caso
classico (Equagdo 3.17), para o caso quantico a entropia condicional S(A|B) de um subsistema
A com relag@o a um subsistema B pode ser definida como sendo a entropia conjunta entre am-
bos os subsistemas S (A, B) menos a entropia S(B) do subsistema B (NIELSEN; CHUANG,
2000):

S(A|B)=S(A,B)—S(B), (3.36)

sendo S(A|B) = S(paj) = Sab-

Apesar das Equacoes 3.17 e 3.36 serem semelhantes, dada a particularidade da mecénica
quantica no que se refere a medidas, algumas das propriedades da entropia de Shannon ndo sao
satisfeitas pela entropia de von Neumann. Sejam duas fontes de informagdo as quais geram
valores aleatérios X e Y, por exemplo, a desigualdade H(X) < H(X,Y') é uma propriedade
satisfeita para sistemas cléssicos, visto que a quantidade de simbolos em X serd sempre menor
ouigual ade X 4 Y. Ja para o caso quantico no entanto, esta propriedade ndo necessariamente
é satisfeita. Para estados emaranhados como o estado de Bell ‘CIDZ B> = (]00) + |11)) /v/2 por
exemplo, teremos resultados exdticos de entropia condicional negativa ao utilizarmos a Equa-

¢d0 3.36. Seja pap = ‘<I>373> <@j’3‘ e portanto pp = Tra (pap) = I/2, consequentemente
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teremos (MIRANDA, 2015):

S(A,B) = S (pap) = =Tr (paplogspap) = 0;
S(B) =S (pp) = —Tr (pslogyps) = —Tr (Slog,3) = 1; (3.37)
S(A|B)=S(A,B)—S(B)=0—1=—1.

Segundo Michat Horodecki, Jonathan Oppenheim e Andreas Winter (HORODECKI; OP-
PENHEIM; WINTER, 2005), o valor negativo para a entropia condicional pode ser interpretado
como a capacidade de um receptor — que ja possui conhecimento sobre um subsistema A —
obter a informagdo restante referente ao subsistema B utilizando para tanto apenas comunicagdo

classica.

INFORMACAO MUTUA

Para sistemas cldssicos, a informacao mutua consiste em uma medida de quanto dois ou
mais sistemas estdo classicamente correlacionados, havendo duas maneiras diferentes e equi-
valentes desta medida ser obtida. A primeira forma de calcular a informa¢@o miutua € através
da Equacdo 3.21, onde levamos em conta as entropias de cada subsistema bem como a entropia
conjunta. A segunda maneira é através da Equacdo 3.20, onde consideramos a entropia e a
entropia condicional dos subsistemas.

Em se tratando de sistemas quanticos, podemos obter expressdes andlogas as equagdes
para o caso cldssico. A primeira expressdao da informacdo miutua para sistemas quanticos
S(A : B) pode ser obtida através de uma analogia a Equacdo 3.21 utilizando a entropia de
von Neumann ao invés da entropia de Shannon, onde S(A : B) é igual a soma das entropias dos
subsistemas A e B menos a entropia conjunta S(A, B) de ambos os subsistemas (NIELSEN;
CHUANG, 2000):

S(A:B)=S(A)+S(B)—-S(A,B), (3.38)

sendo S(A: B) = S(pa.p) = Sa.-

A segunda expressao da informa¢do mutua para sistemas quanticos é andloga a Equacao
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3.20, sendo portanto expressa da seguinte maneira (NIELSEN; CHUANG, 2000):

S(A:B)=S(A)—S(AB)=S5(B)— S (B|A). (3.39)

E importante observar que a Equacio 3.39 depende da entropia condicional do sistema,
ou seja, depende do conhecimento de uma de suas partes. Em termos experimentais, uma
série de medidas feitas em laboratdrio sdo necessdrias para se estimar a entropia condicional
de um sistema quantico, as quais incluem caracteristicas peculiares da mecanica quantica como
por exemplo as bases necessdrias para se efetuar as medidas. A seguir serdo discutidas as
particularidades inerentes a obten¢@o da entropia condicional em procedimentos laboratoriais e

o surgimento de duas novas grandezas neste processo.

3.2.3 CORRELACAO CLASSICA E DISCORDIA QUANTICA

Ao lidar com sistemas quénticos, duas novas caracteristicas podem ser observadas na in-
formacdo mutua entre dois ou mais subsistemas: a discordia qudntica e a correlacdo cldssica.
Trataremos desses assuntos nesta se¢do partindo do principio de entropia condicional e infor-
mac¢do mutua através de medidas projetivas, sendo que para sistemas quanticos a informagao

miutua, quando existir, € composta tanto de correlagdes cldssicas quanto quanticas.

ENTROPIA CONDICIONAL BASEADA EM MEDIDAS

E possivel definir uma expressdo da informagdo miitua para sistemas quinticos levando
em considera¢do o conhecimento de uma das partes de um sistema composto A + B através
de um conjunto de medidas locais feitas em uma das partes do sistema. Mais especificamente,
vamos considerar medidas locais em uma das partes de um sistema composto, bem como a
perturbacao no estado do sistema provocada pelo processo de medida. Neste caso, os resultados
obtidos geralmente sdo diferentes dos da Equacdo 3.36. Isso ocorre devido ao fato do processo
de medida quantico ser diferente do classico por dois motivos: o primeiro pelo fato do resultado
de uma medida variar conforme a base utilizada em sua representacao, e o segundo devido ao

fato de uma medida ser capaz de alterar o estado do sistema.
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Para definirmos a expressdo da entropia condicional através de medidas, vamos considerar
um sistema quantico composto A + B bem como um aparato medidor que age localmente em
B, sendo que o aparato em questdo pode ser representado através de medidas projetivas de
operadores IIz. Dessa forma, tem-se que o conjunto de todas as possiveis medidas podera ser
expresso por {II%}. Assim sendo, logo apds uma medida ser efetuada, o estado total A + B do

sistema podera ser expresso da seguinte maneira:

o = (I ® %) pap (I @ 1)
AP Tr (I @ 1) pap (I © 1))

(3.40)

onde o fator de normalizagdo T'r [(I ® I1%) pap (I ® I1%;)] é a probabilidade de ocorréncia do
estado pY g, ou seja: p; = Tr[(I @ y) pap (I ® Iy)]. Dessa forma, o andlogo quintico 2
entropia condicional de um subsistema A condicionado ao conhecimento de um subsistema B,
obtido através de medidas, pode ser calculado através do somatério dos produtos de p; com as
entropias conjuntas de von Neumann do sistema A + B ap6s as medidas IT% serem efetuadas

de acordo com a seguinte expressao (BENNETT; DIVINCENZO, 2000):
S (AlTy) = > piS (Pian). (3.41)

Desse modo, temos uma expressao a qual permite a obtencao da entropia condicional através
de medigdes feitas em laboratério, bem como que possibilita o cdlculo das correlagdes cldssicas
em sistemas quanticos, tal como serd posteriormente discutido.

INFORMACAO MUTUA BASEADA EM MEDIDAS

Através da utilizacdo da Equacdo 3.41, a informacdo mitua da Equacdo 3.20 pode ser
generalizada para sistemas quanticos. Neste caso, a informacdo mutua baseada em medidas

J (A : B) pode ser expressa como:

J(A:B)=8(A) - S (A|ll}). (3.42)
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Vale frisar que o resultado da Equagio 3.42 depende de qual projetor IT%; serd utilizado, ou
seja, de qual medida serd feita. Desse modo, uma pergunta que pode ser feita é qual operador
deveremos utilizar.

Como seré discutido a seguir, o cdlculo da informacdo mutua baseada em medidas per-
mitird estimar uma grandeza denominada correlagdo cldssica, a qual € capaz de determinar o
quanto dois subsistemas quanticos estdo classicamente correlacionados, sendo de grande impor-
tancia para o desenvolvimento dos estudos que serdo apresentados no proximo capitulo desta

Tese.

CORRELACAO CLASSICA

Henderson e Vedral (HENDERSON; VEDRAL, 2001) propuseram que a Equagdo 3.42
deve ser maximizada considerando o conjunto de projetores dos quais resulte o maior valor pos-
sivel para J(A : B). Dessa forma, .J pode ser interpretado como uma medida das correlacdes
classicas entre os dois subsistemas quanticos, ou seja, o quanto os dois subsistemas A e B es-
tao classicamente correlacionados € dado pelo maximo de informacdo acessivel no subsistema
A através de medidas locais no subsistema B. Partindo da maximizac¢do da Equagdo 3.42, a

correlagdo cldssica .J 5 para o sistema p4p pode ser expressa por

Jip = max {5(4) =8 (Ay)}, (3.43)

B

sendo que geralmente esta equacdo ndo € simétrica, ou seja, Jiz # J5a-

A correlacgdo clédssica serd de suma importancia no decorrer do presente trabalho, uma vez
que nos permitira obter outra grandeza denominada discordia qudntica. Como sera discutido a
seguir, ao se tentar calcular a informacao mutua existente entre dois subsistemas quanticos atra-
vés de medidas, nem toda a informacdo mutua existente no sistema podera ser obtida, havendo

portanto informagdes que nao sio localmente acessiveis.

DISCORDIA QUANTICA

Como anteriormente mencionado, a informagdo mutua para sistemas cldssicos mede o

quanto dois (ou mais) sistemas estdo classicamente correlacionados, bem como pode ser calcu-
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lada através de duas expressoes equivalentes (Equacdes 3.21 e 3.20). J4 para sistemas quanticos,
temos uma situagdo peculiar onde a informag¢do mutua também mede o quanto dois sistemas
estdo correlacionados, porém tal correlagdo ndo € apenas cldssica, havendo tanto correlacdes
cldssicas quanto quanticas, ndo sendo portanto as Equacgdes 3.38 e 3.43 equivalentes entre si
(Jig < S(A: B)). Mais especificamente, a Equagdo 3.38 mede a informagdo mitua total
do sistema, que consiste na soma das correlagdes cldssicas e quanticas. Dessa forma, temos a
seguinte expressao:

S (A : B) = JXB + 5,(4_37 (3.44)

onde d; mede as correlacdes quanticas totais entre os sistemas. Esta grandeza € denominada
discordia quantica ou simplesmente discordia. Isolando d'; na Equacdo 3.44, definimos en-
tdo a equacdo para a discordia quantica, a qual € expressa da seguinte maneira (OLLIVIER;
ZUREK, 2001):

S =S(A:B)—Jip. (3.45)

Através de um diagrama de Venn (Figura 3.7), podemos representar graficamente a re-
lagdo existente entre a informacao mutua, a correlagcdo cldssica e a discérdia quantica, onde a

soma de .J; com 0% resulta na informagdo mitua total do sistema.

A B

8,4|3

Figura 3.7: Representagdo gréfica através de um diagrama de Venn da correlacdo cléssica J 5 (regido
em roxo) e da correlagdo quéntica ¢ (regido em amarelo), as quais somadas constituem a informagao
mitua entre os subsistemas quanticos A ¢ B (FANCHINI et al., 2012).
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3.2.4 EMARANHAMENTO DE FORMACAO, MONOGAMIA DE EMARANHA-

MENTO E RELACAO DE KOASHI-WINTER

As medidas gerais de emaranhamento ainda s3o uma questdo em aberto, sendo a mais
comum para estados mistos o denominado emaranhamento de formacio (EF). Esta medida
consiste em uma maneira de quantificar a comunicacdo quantica necessaria para se construir
um estado bipartido, sendo proposta por Charles H. Bennett et al. (BENNETT et al., 1996) e

podendo ser expressa da seguinte maneira:

Ef (pab) = Hl11’1>} szs (p\I]z) ) (3.46)

{pi;|¥;

onde o minimo € tomado sobre todas as possiveis misturas de estados puros p;, ¥; que geram o
estado p. Isso porque uma matriz densidade pode ter muitas decomposi¢des diferentes, e dentre
elas hd o menor emaranhamento médio. Para estados puros, a entropia de von Neumann é um
bom quantificador para uma das partes, sendo que a quantidade de emaranhamento para estados
puros varia de 0 a log, D, onde D € a dimens@o do sistema em questao.

Uma importante propriedade do emaranhamento de formagdao — e que sera explorada em
nossos calculos ao decorrer do Capitulo 4 — € a de que o EF entre dois ou mais subsistemas €
o mesmo independentemente da ordem dos subsistemas, ou seja

Ea =F ay
e (3.47)

Eabe = Each = Epac = Ebca = Ecab = Eepa,
e assim por diante. O emaranhamento possui ainda outra caracteristica importante, denomi-
nada monogamia de emaranhamento (BENNETT et al., 1996; TERHAL, 2004; KIM; GOUR;
SANDERS, 2012; CORNELIO; OLIVEIRA, 2010). Essa caracteristica mostra que para dois
subsistemas puros a € b maximamente emaranhados, tanto a como b ndo podem ter nenhum
emaranhamento com um terceiro subsistema c. J4 para um sistema puro tripartido abc, temos
uma relacdo denominada relacdo de Koashi-Winter (KOASHI; WINTER, 2004), que mostra
que a soma das correlagdes quanticas entre os subsistemas a € b (emaranhamento de forma-

cdo E,;, do subsistema ab) com as correlagdes cldssicas entre os subsistemas a e ¢ (informagdo
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mutua por medida J;_ do subsistema ac) € igual a entropia do subsistema a (S,):

Eu + Ji; = S (3.48)

A monogamia de emaranhamento possui importantes implicagdes em diversos segmentos
da fisica quantica. A auséncia de monogamia € considerada, por exemplo, um grande obstidculo
a implementagdo da criptografia quantica, onde a seguranga depende do fato do espido nao ter
as habilidades necessdrias para se correlacionar com as partes confidveis do sistema (RENES;
GRASSL, 2006; MASANES, 2009). Por outro lado, a falta de monogamia também fornece
informacdes que podem nos ajudar a compreender o complexo comportamento dos buracos
negros, que surge da combina¢do da mecanica quantica com a relatividade geral (ALMHEIRI
et al., 2013). Além disso, a monogamia das correlacdes quinticas também foi essencial para

tornar segura a distribuicdo de chaves quanticas (BAE; ACIN, 2006; SCARANI et al., 2005).

3.3 EMARANHAMENTO E DISCORDIA PARA SISTEMAS TRI-
PARTIDOS

Tanto o emaranhamento de formacao (EF) quanto a discérdia quantica (DQ) constituem
medidas de correlacdes quanticas, sendo que para sistemas puros de duas partes F,, = 5%. Ja
para estados puros tripartidos, o EF e a DQ obedecem uma relagdo fundamental entre emara-
nhamento e discérdia, a qual iremos deduzir nesta secao.

Para um sistema puro abc, partiremos da relacio monogamica de Koashi-Winter (Equacao

3.48):

Eab + ‘]at = Saa
(3.49)
J5. =84 — Euw.

Sabendo que S,.. = S, — S, (Equagdo 3.39) e que Sgc = Sac— S, (Equagio 3.36), da defini¢do
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de discérdia quantica (Equagdo 3.45) temos que:

iy _Sa:c_bp_

ale ac)

05, = Sa = Saje — J

ale ac)

=84 — (See — Sc) = J5

ale ac)

< = Sy — Sae+ So— JE

alc

Substituindo 3.49 em 3.50 temos:

556 = Sa — Sac+sc_ (Sa - Eab)7

o :Sa_Sac+Sc_Sa+Eab7

ale

e = _Sac + Sc + Eaba

alc

Eab =07 +Sac_Sca

ale

Eo, = e T Salc:

ale

(3.50)

(3.51)

que denominamos relacdo fundamental entre EF e DQ para sistemas puros tripartidos (FAN-

CHINI et al., 2012). Além disso, ao substituir b por ¢ um resultado andlogo pode ser obtido, e

entdo teremos as duas expressdes a seguir:

Eu, = 6(36 + Sa|c;

Eac - 6(:{) + S(l|b

Somando as equacdes anteriores de 3.52 obtemos o seguinte resultado:

Eab + Eac = 6,;17 + 05, + Sa|b + Sa|ca

ale

Eab+Eac: Jb+5<— +Sab_Sb+Sac_Sc-

alc

(3.52)

(3.53)

Sabendo que Sy, = S, e Si = Sp, as entropias irdo se cancelar. Assim chegamos na seguinte

equacao da lei de conservacdo para sistemas de 3 partes (FANCHINI et al., 2012):

Eab + Ezzc = Jb + 550‘

(3.54)

Obtemos aqui uma importante relacao entre EF e DQ, a qual mostra que a soma das biparti¢oes
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dos EF de um determinado subsistema (no caso a) com as demais partes € igual a soma das

biparti¢cdes das DQs desse mesmo subsistema com as demais partes.

3.3.1 INFORMACAO INACESSIVEL LOCALMENTE PARA SISTEMAS TRIPAR-

TIDOS

Deduziremos aqui mais duas importantes relacdes: a primeira referente a lei de conser-
vagdo para um ciclo de medidas, a qual relaciona a soma das biparticdes dos EF e DQs para
um ciclo de medidas, e a segunda referente a soma das DQs para ciclos de medidas no sentido
horario e anti-horario.

Seja um sistema quantico puro tripartido abe, um ciclo de Informacdo Inacessivel Lo-
calmente (IIL) no sentido hordrio L., pode ser calculado por meio da soma das discérdias
quanticas obtidas através de medidas (projetivas ou POVM) sequenciais fechadas na dire¢ao

¢ — b — a — c, tal como mostram as setas vermelhas na Figura 3.8. Desse modo, tem-se que:
Loy = e+ 04 + 65 (3.53)

De maneira andloga, o fluxo de medidas no sentido anti-horario £ pode ser obtido através da
sequéncia de medidas em a — b — ¢ — a, tal como mostram as setas azuis na Figura 3.8.
Dessa forma, temos entdo o conjunto das seguintes somas de DQs:

L = 0y, + 055 + g, (3.56)

ale’

Analogamente a Equacdo 3.54, também € possivel obter uma lei de conservacdo para sis-
temas de 3 partes considerando todo o ciclo de medidas no sentido horario ou anti-hordrio. Tal
expressdao pode ser obtida partindo de 3.54, de onde podemos escrever as seguintes permuta-
coes:

Eap + Eoc = 03, + 055

Epa + Epe = 05, + 031 (3.57)

Eew+ By = 03, + 03,
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Figura 3.8: Representagéo do ciclo de IIL no sentido horério (setas vermelhas) e anti-hordrio (setas
azuis) em um sistema quéntico puro tripartido abc (FANCHINI et al., 2012).
Somando as Equacdes de 3.57 e sabendo que para sistemas puros F,, = L,,, obtemos uma

média de IIL no sentido horéario e anti-horario:

Eay + Eoe + Eya + Epe + Eeq + By = 5b|c + 6a|b + 5 ot 5 c|b + 0.

ale’

Eap + Fae + Eap + Epe + Foe + Fpe = b|c+5a|b+5 +5 c|b+5

ale’

(3.58)
2Eab + 2Ebc + 2Eca - EO + 'CO’

Eab + Ebc + Eca = %

Por outro lado, calculando a diferenca entre 3.55 e 3.56, obtemos a seguinte relagao:

£O - EO + 6a|b + 5c|a b|a c\b — 05 . (359)

ale

Somando as Equacdes de 3.57 obtemos também
e + Oap + 0c0 = =00 — 05y — Onpe + 2(Eap + Epe + Eea). (3.60)

Substituindo 3.60 em 3.59 obtemos:

£0—£Q:2(Eab+Ebc+Eca>+2< b|a c|b_ <_>’

alc

Loy+L
O; Q = 5 + Eca 5c|b + Ebc - 5b|a’
% = WMalc + Sc\b + Sb|a>

%:Sac_sc—{'scb_sb_‘_sba_sa-

(3.61)
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Como, S, = Sy, Sep = S, € Spe = Se, a soma das entropias € nula, e entdo teremos:

LotLlo _
92 )
(3.62)
ﬁo - £o
Uma implicagdo direta da Equacdo 3.62 é o fato das somas das DQs resultar no mesmo valor
para medidas de ciclo independentemente do sentido em que as medidas sdo feitas. Isso pode
ser visto igualando 3.55 e 3.56, de onde obtemos:

alp T Opje T 080 = Opjq + 0y + 03, (3.63)

cla ale*

Comparando as Equacdes 3.62, 3.58 e 3.55, obtemos entdo a lei de conservagao para um ciclo

de medidas no sentido hordrio para sistemas quanticos puros de 3 partes:

Ep+Eg+ Epy =L =085 + 5;,‘_0 + Ogp- (3.64)

O cla

Ja alei de conservagdo para um ciclo de medidas no sentido anti-hordrio pode ser obtida através
da diferenca entre as Equacdes 3.56 e 3.55. Ao repetirmos o mesmo procedimento adotado

anteriormente, chegaremos a um resultado analogo expresso por (FANCHINI et al., 2012):

Ep+ Ep+ E.o =Ly = 5bTa + 6;, + 65 (3.65)

ale*

De acordo com as Equacdes 3.64 e 3.65, a soma dos EFs pode entdo ser interpretada como a
aquisicao de informacdo inacessivel localmente por meio de medidas quanticas em um sistema

quantico puro tripartido.

3.3.2 DERIVACAO ALTERNATIVA DAS RELACOES CICLICAS PARA SISTE-

MAS TRIPARTIDOS

Aqui mostraremos uma maneira alternativa e mais direta de se obter as Equacgdes 3.64 e

3.65. Partindo de 3.54, podemos derivar as seguintes relagdes para um sistema quantico puro
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tripartido abc:
Eap = 050 + Sale;
Eye = 0§, + St (3.66)
E., = 5% + Sepp-
Somando as equagdes anteriores de 3.66 e sabendo que as entropias irdo se cancelar

(Sae = Sp, Spe = S.€ Sy = S,), teremos entdo (FANCHINI et al., 2012):

E ab T+ Ebc + Eca =05+ 5b|a + 60‘1, + Sa|c + Sb\a + Sc\bu

+ 0fj + 05 + Sac — Se + Spa — Sa + Sep — S, (3.67)

ale

Eab + Ebc + Eca =05

ale

Eab + Ebc + Eca = + 5b|a + 63\1;7

a|c

sendo esta a relagdo de conservacao entre EF e DQ para um ciclo de medidas no sentido anti-
horério (Equagdo 3.65).
Podemos também obter a Equagdo 3.64 através de um procedimento andlogo. Partindo

novamente de 3.54, podemos escrever as seguintes relagoes:

By = 5175 + Sb\c;
Eey =05, + Seja; (3.68)
E,.= 5517 + Sa|b-

Somando as equagdes anteriores de 3.68, sabendo que que £,, = I, € que as entro-
pias irdo se cancelar, teremos entdo a relacdo de conservacao entre EF e DQ para um ciclo de

medidas no sentido horario (FANCHINI et al., 2012):

Eyq + Ecp + Eoe = + 5 + 5a\b + Sb\c + Sc|a + Sa\ba
Eba + Ecb + Eac - 6 + 6 + 5a\b + Sbc - Sc + Sca - Sa + Sab - Sb7 (369)

Eab + Ebc + Eca = (5 + (5 + 6a\b

Por fim, podemos igualar as Equagdes 3.67 e 3.69 e obter a expressao da Equagao 3.63:

a|c + 5b|a + 5c\b = b|c + 5c|a + 5a|b (370)
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CAPITULO 4

RESULTADOS: GENERALIZACAO
DAS RELACOES MONOGAMICAS
PARA SISTEMAS MULTIPARTIDOS

A distribuicdo de correlacdes quanticas em sistemas multipartidos desempenha um papel
significativo em diversos aspectos da Teoria de Informacao Quantica. Embora saiba-se que tais
correlacdes ndo podem ser livremente distribuidas, a maneira como elas sdo compartilhadas
em sistemas multipartidos é um problema em aberto até mesmo para um pequeno conjunto de
qubits, havendo portanto um enorme esfor¢co da comunidade cientifica para entender como a
correlagdo quantica € distribuida mesmo para o caso de um pequeno nimero de partes e dimen-
sOes espaciais. Nesse sentido, esclarecer como a correlagdo quantica € distribuida em sistemas
multipartidos é uma tarefa altamente relevante para o processamento de informagao e tecnolo-
gias de comunicagdo em cendrios multiusudrios (FERREIRA et al., 2018). E exatamente nesse
sentido que desenvolvemos esta parte de nosso trabalho, apresentando igualdades monogami-
cas para discérdia quantica (DQ) e emaranhamento de formacdo (EF) em sistemas multipartidos
arbitrarios. Como serd demonstrado neste capitulo, estendendo determinadas relagdes conser-
vativas entre EF e DQ para sistemas multipartidos, surge uma regra geral de como a discérdia
quantica € distribuida. Desse modo, como o EF € uma maneira de quantificar a comunicag@o

quantica necessdria para se construir um estado bipartido e a DQ é uma maneira de quantifi-

74



car a informacdo inacessivel através de operagdes locais, nossos resultados mostram que, em
um sistema multipartido, a quantidade de comunica¢do quantica necessdria em cada biparti-
cdo € igual a soma das informagdes obtidas em correlagcdes ndo-locais como as medidas pela
discérdia quantica.

Com base nas relacdes de monogamia entre emaranhamento e discordia para sistemas
de 3 partes, mostraremos neste capitulo como essas correlacdes podem ser de modo geral dis-
tribuidas, determinando igualdades distintas entre EF e DQ para estados puros multipartidos
arbitrarios. Vale aqui ressaltar que tais relagdes podem ser consideradas de grande importancia

no sentido de que sdo capazes de testar a propria mecanica quantica.

EMARANHAMENTO E DISCORDIA EM SISTEMAS DE QUATRO E CINCO PARTES

Nesta se¢do discutiremos a generalizagdo das equagdes referentes as leis de conservacao
de ciclo entre EF e DQ mostradas anteriormente, de sistemas tripartidos para sistemas de n
partes. Inicialmente mostraremos alguns resultados ja existentes na literatura obtidos por Jonhy
S. dos Santos Ferreira (FERREIRA et al., 2018), os quais fornecem relagdes de desigualdade
entre EF e DQ para sistemas de quatro partes, bem como relagdes de igualdade entre EF e DQ
para sistemas de cinco partes. Esses resultados foram o ponto de partida de nossa pesquisa e
sdo importantes para a compreensdao do método que utilizamos para obter a generaliza¢ao das
expressoes, abrindo caminho, dessa forma, para os nossos estudos. Inicialmente partiremos da
andlise de um sistema de quatro partes, onde mostraremos que a generalizacao direta das equa-
coes de sistemas de trés partes (Equacao 3.54 e Equacdo 3.65) nos fornecem desigualdades ao
invés de igualdades para esse tipo de sistema, o que apesar de também constituir um interes-
sante resultado, ainda nao fornece as leis de conservagdo. Todavia, mostraremos também que a
generalizagdo para sistemas de cinco partes resulta em igualdades e diferentes leis de conserva-
cdo. Esses resultados lancam luz sobre como generalizar as leis de conservacao para dimensoes
arbitrarias. Como discutiremos a seguir, surge uma dificuldade no processo de generalizacdo
das expressoes devido ao fato de existir uma diferenca entre expressdes com nimeros pares €
impares de partes, onde para um nimero par de partes a soma direta das entropias € diferente

de zero. No entanto, ao avancar deste capitulo, serd apresentado um método para a obtencdo
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das leis de conservacdo para sistemas com nimero par de partes, sendo necessdrio para tanto a

utiliza¢do de um conjunto especifico de equagdes.

4.1 DESIGUALDADES EM SISTEMAS DE QUATRO PARTES

Como anteriormente mencionado, de sistemas de trés partes para sistemas de quatro par-
tes, pode-se esperar encontrar igualdades entre as somas de EF e DQ. No entanto, o que surgem
sdo desigualdades que estdo intimamente relacionadas a subaditividade forte da entropia de von
Neumann. Esta consiste em relacdes de desigualdade entre as entropias considerando diferentes

quantidades de parti¢des (NIELSEN; CHUANG, 2000):

Sa + Sb S Sac + Sbc;
“4.1)

Sabc + Sb < Sab + Sbc~
Mostraremos a seguir como obter as relagdes de conservagdo para uma particula central, bem

como para um ciclo de medidas.

4.1.1 DESIGUALDADES COM UMA PARTICULA CENTRAL

Iremos aqui definir relagdes de desigualdade entre emaranhamento de formagao e discor-
dia quantica em sistemas de 4 partes havendo sempre uma determinada particula a envolvida.
Faremos isso através de dois métodos diferentes que levardo cada qual a uma diferente relacdo.
Como serd mostrado a seguir, a Rela¢ao 1 relaciona duas expressoes de EF entre trés particulas
com duas expressdes de DQ entre duas particulas quaisquer do sistema, contendo sempre uma
determinada particula a. De maneira andloga, a Relacao 2 relaciona duas expressdes de EF
entre duas particulas com duas expressdes de DQ entre trés particulas quaisquer do sistema,

contendo sempre uma determinada particula a.

RELACAO 1: EF ENTRE 3 PARTICULAS E DQ ENTRE 2 PARTICULAS

%
ale

Partindo da Equagio F,;, = 05,45, que relaciona emaranhamento e discordia para siste-

mas tripartidos (Equacdo 3.51), podemos derivar relacdes para sistemas de 4 partes substituindo
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b por bc e c por d (ou outra permutacdo semelhante). Isso nos leva as seguintes expressoes:

Ea|bc = 55751 + Sa|d;

4.2)
Ea|cd = 5:;‘[) + Sa|b'
Somando as 2 equagdes anteriores de 4.2 obtemos:
Ea\bc + Ea|cd = (5:1_|d =+ 5;_‘[] + Sa\d + Sa|b7
4.3)

Sa\b + Sa\d = Ea|bc + Ea|cd - 5(Zd - rﬁb‘

Além disso, da desigualdade de subaditividade forte (Equacao 4.1) temos também a seguinte

expressao:

S+ Sp < Sac + Spe = Sp + Sa < Sap + Sad;
S+ Sa < Sab + Sads
Sab + Sad = Sp + Sa, (4.4)
Sab — Sp + Saa — Sa = 0,
Salp + Saja = 0.
Substituindo 4.3 em 4.4, obteremos a primeira equagao da relacao de desigualdade entre ema-
ranhamento de formacdo e discérdia quantica para sistemas de 4 partes:

Ea\bc + Ea\cd - 5:le - 5:;‘1) > 07
4.5)

«— «—
Ea\bc + Ea\cd > 5@\(1 + 6a|b'

Dessa forma podemos concluir que, para sistemas de 4 partes onde consideramos o emaranha-

mento maximo de uma particula central com outras duas particulas, a soma dos emaranhamen-

tos € maior do que a soma das discérdias com a mesma particula central e a outra particula ndo

incluida na biparti¢do do EF.

RELACAO 2: EF ENTRE 2 PARTICULAS E DQ ENTRE 3 PARTICULAS

A Relacao 2 também pode ser deduzida a partir da Equagdo 3.51, de onde podemos
escrever expressoes diferentes das da Equacdo 4.2 para o emaranhamento de sistemas de 4

partes associados a uma particula a. Para isso, podemos substituir ¢ por cd (ou outra permutac¢io
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semelhante), levando as seguintes relagdes:

Eab = 5:1_\cd + Sa|cd;

(4.6)
Ead = 5;1)0 + Sa|bc~
Somando as equagdes anteriores de 4.6 temos:
Eab + Ead = (<1_\bc + 6:1_|cd + Sa|bc + Sa\cdv
4.7)
Sa|bc + Sa|cd = Eap + Fad — 5:;‘[)0 - (;cd'
Da desigualdade de subaditividade forte, temos também que:
Save + Sy < Sap + Ste,
Sabc - Sbc + Sb - Sab S Oa
como S, = Syeq € Sap = S.q, temos ento: (4.8)

Sabc - Sbc + Sacd - Scd S 07

Sa|bc + Sa|cd <0.

Substituindo 4.7 em 4.8, obtemos a segunda equacio da relacdo de desigualdade entre emara-

nhamento de formacao e discérdia quantica para sistemas de 4 partes:

Ew+ Eupq—065,,—05.,<0,

albe aled =

(4.9)
Eap + Ega < Ogp. + 0y,

albe aled*

Da Equacgdo 4.9 podemos concluir que, dependendo da configuragdo das partes envolvidas no

sistema, a soma dos emaranhamentos é menor do que a soma das discérdias.

RELACAO 1 COM TODAS AS PARTES EMARANHADAS COM a

Analogamente a Equacdo 4.2, também € possivel obter as relacdes de desigualdade uti-
lizando todas as possiveis partes do sistema emaranhadas com a particula a. Como estamos
tratando de um sistemas de 4 partes, podemos ao todo relacionar trés expressdoes de EF entre
trés particulas com trés expressdes de DQ entre duas particulas quaisquer do sistema, havendo

sempre uma determinada particula a associada. Para tanto, partimos novamente da Equacao
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3.51, da qual podemos derivar as seguintes equacdes para sistemas de 4 partes:

Ea|bc = 55751 + Sa|d;
+ Su (4.10)

Ea|cd = 56?1) + Sa|b-

Ea|bd =05

alc

Em seguida, somamos as equagdes anteriores de 4.10, e entdo obtemos:

Ea\bc + Ea\cd + Ea|bd = 5(;[) + 0. + 65:61 + Sa|b + Sa\c + Sa\da

ale

(4.11)
Sa\b + Sa|c + Sa|d = Ea\bc + Ea|cd + Ea|bd - 5;_‘1, - 5(?0 - (Zd-
Da equagio de desigualdade de subaditividade forte S,+Sy < S,p+S.q (Equagdo 4.1), podemos

derivar as seguintes expressoes:

Sab — Sp+ Sad — Sa 2 0;
Sac - Sc + Sad - Sd Z 01 (412)
Sab_Sb+Sac_ScZO-

Somando as equagdes anteriores de 4.12 temos:

2<Sab_Sb+Sad_Sd_Sc+Sac) ZO,
Sap — Sp+ Sge — Se+ Spq— Sy >0, (4.13)

Sa|b + Sa|c + Sa|d > 0.

Por fim, substituindo 4.11 em 4.13, obtemos a primeira relagdo da equacdo de desigualdade
entre EF e DQ para sistemas de 4 partes considerando todas as partes emaranhadas com a

existentes no sistema:

Ea|bc + Ea\cd + Ea\bd - 5(;17 — Ogje — 5:;\d > 07

ale

(4.14)
Ea|bc =+ Ea\cd + Ea\bd > 5;—\b + Oge 6¢<1_\d'

ale
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RELACAO 2 COM TODAS AS PARTES EMARANHADAS COM a

Analogamente a Equacgao 4.6, também € possivel obter outras relacdes de desigualdade
utilizando todas as possiveis partes emaranhadas com a particula a. Aqui relacionamos trés
expressoes de EF com duas particulas com trés expressdoes de DQ com trés particulas quais-
quer do sistema, havendo sempre uma determinada particula a associada. Para tanto, partimos

novamente da Equacdo 3.51, da qual podemos derivar as seguintes equacoes:

Eab = 5:;‘5([ + Sa|cd;
Euq = Ofpe + Sa|bc; (415)

albe

Eac = 5;_|bd + Sa|bd>

somando as equacdes anteriores de 4.15 obtemos:

Eab + Eac + Ead = 5;Tcd + 6(;1703 + 55[;0 + Sa|cd + Sa|bd + Sa|bc; (4 16)

Sa|bc + Sa|bd + Sa|cd = Eap + Eoc + Foa — cﬁbc - (<z_|bd - 5076(1'

Da equacdo de desigualdade de subaditividade forte podemos derivar a seguintes expressao

(NIELSEN; CHUANG, 2000):
Sa|bc + Sa|bd + Sa|cd <0. (417)

Por fim, substituindo 4.16 em 4.17, obtemos a segunda relacao da equacao de desigualdade entre

EF e DQ para sistemas de 4 partes considerando todas as partes emaranhadas com a existentes

no sistema:
Eas+ Eoe + But = 05~ Ss = 05 < 0. @.18)
Euy + Eoe + Eaq < 51;170 + 6(Zbd + 5c;cd'

Esses resultados mostram como as desigualdades entre EF e DQ surgem ao tratarmos uma das

particulas como sendo a central.
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4.1.2 DESIGUALDADES DE CICLO

Através das relacoes entre EF e DQ, também € possivel deduzir desigualdades em ciclos
de medidas para sistemas de 4 partes. Novamente deduziremos duas relagdes diferentes, sendo
que a Relacdo 1 associa EF de 3 particulas com DQ de 2 particulas, e a Relacao 2 associa EF

de 2 particulas com DQ de 3 particulas.

RELACAO 1: cicLO DE EF COM 3 PARTICULAS E DQ COM 2 PARTICULAS

Aqui podemos obter relagdes de desigualdade para um ciclo de informagdes locais ina-
cessiveis com quatro partes: a — b, b — ¢, ¢ — d e d — a. Isso pode ser feito partindo das

equacgdes fundamentais de 3.51, de onde podemos derivar as seguintes relagdes:

Ea|bc = 5C<Jd + Sa|d;

Eyeq = 5% + Spja;

(4.19)
Ec|da = 5&; + Sc\b;
Ega = 525@ + Sqjec-
Somando as quatro equagdes anteriores de 4.19 temos:
Ea|bc + Eb\cd + Ec\da + Ed\ab = 5§Jd + 5l<)|_a + 6% + 6:1_\0 + Sa\d + Sb\a + Sc\b + Sd\ca (4.20)

Sa|d + Sb|a + Sc|b + Sd\c — Lua|bce + Eb\cd + Ec|da + Ed\ab - 5(:(1 - 5l<7|_a - éﬁ; - fd_|c-

A soma das entropias condicionais sempre serd positiva devido a desigualdade de subaditividade
forte. Isso pode ser observado apds algumas manipulacdes da entropia. Dessa forma, obtemos

a primeira relacdo de ciclo entre emaranhamento e discérdia para sistemas de 4 partes:

Sald + Sbja + Sepp + Saje = Eajpe + Ebjed + Ecjda + Edjab — Og1q — 05 — Oopp — 04 = 0,
Ea|bc + Eb\cd + Ec|d(z + Ed|ab - 5?Jd - 6l<;|_a - éﬁ) - 55?0 2> O’

Eva|bC + Eb\cd + Ec|da + Ed|ab > 6‘Zd + (556 + 6;2 + (5%
(4.21)
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RELACAO 2: cicLO DE EF COM 2 PARTICULAS E DQ COM 3 PARTICULAS

Pudemos também construir um ciclo de informacdo localmente inacessivel (ILI) utili-
zando um diferente conjunto de partes. Seja o ciclo definido por ab — ¢, cb — d, cd — a e

da — b, partindo das equacdes fundamentais de 3.51 temos as seguintes equagdes:

Eab = 5(;0(1 + Sa|cd;

Ey. = 6;,‘_(103 + Sb\ad;

(4.22)
Ecd = 5;1[) + Sc|ab;
Eda = 56?%)6 _|'_ Sd‘bC‘
Somando as quatro equagdes anteriores de 4.22 temos:
Eap + Epe + Eca + Eda = Og1eq + Opjaq + Odjap T Ogppe + Saled + Sblad + Scjab + Sajpe, “423)

Sa|cd + Sb\ad + Sc\ab + Sd\bc = FEap + Epe + FEea + Ega — 6a|cd 5b|ad - 5%[; - 5%0

Analogamente a 4.8, a soma das entropias condicionais serd negativa devido a desigualdade
de subaditividade forte. Desse modo, obtemos a segunda relacdo de ciclo para sistemas de 4

partes:

Sa|cd + Sb|ad + Sc|ab + Sd|bc = Ea + Eve + Eea + Ega — 5;_|Cd - (51;151 c|ab 6d‘bc >
Eay + Epe + Eca + Ega — 6a\cd 5b\ad c|ab 6d\bc =

Eap + Eve + Eca + Eda < 0400 + Opjaa + 0djap T Odjpe-
(4.24)

Pudemos nesta se¢do deduzir, para sistemas de 4 partes, relacdes de desigualdade entre EF e
DQ particionados de diferentes maneiras. Na sequéncia, iremos deduzir relagdes de igualdade
entre EF e DQ para sistemas de 5 partes, a qual nos abrird caminho para uma generalizagdo para

sistemas de n partes impares.
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4.2 IGUALDADES EM SISTEMAS DE CINCO PARTES

Para sistemas puros de cinco partes, de maneira muito semelhante ao que ocorre para o

caso de sistemas de trés partes, é possivel encontrar igualdades ao invés de desigualdades.

4.2.1 IGUALDADES COM UMA PARTICULA CENTRAL

Partindo da lei de conservagdo para sistemas tripartidos E,p, + E,. = 5a| b a‘c (Equacao
3.54), podemos escrever as seguintes relacdes de entropia para sistemas de 5 partes:
Ea\bc + Ea\de - 6a|bc + 5a\de;
Ea\bd + Ea\ce = 5;175[ + 5¢(1Tce; (4.25)

Ea\be + EGICd 6a|be + 6a|cd

Somando as 3 equagdes anteriores de 4.25 temos:
Ea|bc + Ea|de + Ea|bd _I_ EG‘CE _I_ Ea\be _I_ Ea\ cd — 6a|bc _I_ 5a|de + 5(1‘[)(1 + 6a|ce + 5a‘be a|cd (4 26)

Na Equagdo 4.26, podemos observar que temos todas as combina¢des de EF e DQ da parti-
cula a com todas as outras combinagdes possiveis de duas particulas. Portanto, semelhante
ao que acontece no caso tripartido, a soma dos emaranhamentos que uma particula central a
compartilha com todas as outras combinag¢des possiveis de duas particulas € igual a soma de
todas as discordias entre as mesmas biparti¢des, estabelecendo assim uma lei monogamica de

conservagao de correlacdes quanticas.

4.2.2 IGUALDADES DE CICLO

Aqui iremos estender a equacdo de ciclo de um sistema de 3 partes dada por Ey, + Ep. +

E., = (5b|a + 5(;\1) (Equacdo 3.65), para um sistema de 5 partes. Partindo da equacdo

a|c

fundamental £, = 6<a|—c + Sqle (Equagdo 3.51), podemos escrever as seguintes relagdes de

83



entropia para sistemas de 5 partes:

E(z|bc =

Ec\de

Ee\ab =

Eb|cd

Ed\ea = 55017 + Sd|cb = Ed|ea = 5:1ch + Sdcb -

=0,

5(—

ale

+ Sc\ba = Ec|de

clba
5;_|dc + SE\dc = Ee|ab

+ Sb|ae = Eb|cd

blae

Somando as 5 equagdes anteriores de 4.27 temos:

Ea|bc + Eb\cd + Ec\de + Ed|ea + Ee|ab =

Saed - Sed + Scba -

Como para sistemas puros

as entropias irdo se cancelar. Assim obteremos a seguinte equagao:

Ea|bc + Eb|cd + Ec\de + Ed\ea + Ee|ab - 5@\ ed T 5b|ae + 5c\ba + 6 |cb + 6e\dc>

Sta + Sede — Sde + Spae —

Saed = Sbc;
Scba = Sed;
Sedc = Sba;
Sbae = Oecds
Sdcb = Saea

at Sa\ed = Ea|bc =

5:1_|ed + Saed -
=65

+ Scba

clba

= 5;_|dc + Sedc -

o5

blae

Sae + Sdcb -

+ Sbae -

Sed;

Sbas
Sac;
Sae;
Sep-

5a\ed + 5b\ae + 5C\ba + 5d|cb + 52\_dc+

Sep-

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

que consiste em uma relagdo com medidas ciclicas no sentido horério. De maneira anédloga, po-

demos construir uma relagc@o para o ciclo no sentido anti-horario, levando ao seguinte resultado:

Ea|de + Eb|€a + EC\ab + Ed\bc + Ee|Cd - 5a\cb + 5b\dc + 5c|ed + 5d|ae + 6e|ba

(4.31)

Pudemos nesta se¢do deduzir expressoes de igualdades com uma particula central e de ciclo para

sistemas com 5 partes. Tais resultados sdo importantes e abrem caminho para uma generalizacao

das relagOes para sistemas com um nimero impar de partes, tal como serd discutido na préxima

secao.
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4.3 GENERALIZACAO DAS LEIS DE CONSERVACAO PARA SIS-

TEMAS MULTIPARTIDOS

Nesta secao apresentaremos nossos resultados para esta primeira parte da Tese, que con-
siste inicialmente na deducao das relacdes de conservagdo entre EF e DQ para medidas de ciclo
em sistemas de quatro partes, e em seguida expressoes as quais generalizam tais relagdes de
conservacao ciclicas entre EF e DQ para sistemas com um ndmero arbitrdrio (par e impar) de
partes. Em seguida, apresentaremos também as relacdes de conservacdo entre as DQs para
medidas de ciclo bem como relacdes de conservagdo ciclicas entre EF e DQ para medidas em
uma Unica particula, novamente para sistemas arbitrdrios com n partes. Dessa forma, o pro-
cedimento utilizado para a obtencdo das expressoes € semelhante ao utilizado na obten¢do dos
resultados apresentados anteriormente, sendo que desta vez estenderemos nossos calculos para
sistemas multipartidos incluindo, em determinados casos, algumas peculiaridades como por
exemplo a utilizacdo de conjuntos de equagdes com diferentes quantidades de parti¢des para a

mesma variavel.

4.3.1 GENERALIZACAO DAS LEIS DE CONSERVACAO DE CICLO

Mostraremos aqui a generalizacdo das leis de conservacdo de ciclo para um nimero par e
para um numero fmpar de partes. Iniciaremos através da generalizacdo das expressdes para um
sistema de quatro partes, sendo este o primeiro importante resultado que obtivemos em nossos

estudos sobre relacdes monogamicas entre estados multipartidos.

SISTEMAS COM NUMERO PAR DE PARTES

A primeira vista, tem-se a impressio de que a ideia por trds da derivacio da lei de conser-
vagdo 4.39 funciona apenas para sistemas com nimero impar de partes, uma vez que somente
nesses casos as entropias possuem o nimero certo de partes para cancelar umas as outras e po-
dem resultar em igualdades ao invés de desigualdades. No entanto, para sistemas com nimero
par de partes, ainda € possivel fazer as entropias cancelarem umas as outras variando o nimero

de subsistemas nas equagdes.
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SISTEMAS COM 4 PARTES:

Voltemos ao caso de sistemas com quatro partes, por exemplo. Escreveremos a seguir um
conjunto especifico de equagdes, alternando o nimero de partes (particulas) nos emaranhamen-
tos e discordias. Para tanto, partiremos de E, . = 5;_|d + Saja (Equagdo 3.51), de onde podemos

derivar as seguintes relacdes para sistemas de 4 partes:

Ea\bc = 56?61 + Sa\d;

Ec|d = 6%(1 + Sc\ba;

(4.32)
Egjab = 0. + Sayes
Ey. = (5,§|_ad + Shlad-
Como Sy)y = Sey — Sy € Syly. = Sayz — Sy, temos entdo:
Ea\bc = 5;_‘51 + Sad - Sda
Ec|d = 5%(1 + Scba - Sba; (4 33)

Egjap = 556 + Sae — Se;

Eb|c = 5}%51 + Sbad - Sad'

Pode-se aqui verificar novamente que a soma das entropias serd nula, uma vez que a segunda
entropia de uma equagdo cancela a primeira entropia da préxima equacao até o ciclo se fechar.

Somando as equagdes anteriores de 4.33, teremos entdo:

Eape + Epje + Eeja + Eajap = 0514 + Opjaq + Oepa + - (4.34)

Essa equacdo € uma lei de conservagao para emaranhamento e discordia para sistemas de quatro
partes em que o numero de partes existentes no EF e na DQ € alterado. Portanto, vemos que é
possivel derivar leis de conservagao para sistemas multipartidos compostos por um nimero par
de partes, porém o nimero de particulas nas biparticdes do EF e DQ deve variar de acordo com

a Equacdo 4.34.
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SISTEMAS COM 6 PARTES:

Apesar de um bom exemplo elucidativo, a Equagao 4.34 ainda ndo deixa explicita uma
regra geral completa para se obter uma lei geral de conservacao para um nimero par de partes.
Esta regra geral fica evidente quando escrevemos as equacdes para um sistema de 6 partes.
Isso pode ser feito de maneira andloga ao sistema de 4 partes, de onde teremos para 6 partes,

substituindo letras por nimeros, as seguintes expressoes para a entropia:

E1\23 = 517654 + S1es4 — Se54;
E3j456 = 5521 + S391 — So1;
Eg12 = 537543 + Ses43 — Ss43;
Eaj345 = 52716 + S216 — Si6;
Es61 = 55?432 + Ssa32 — Saz2;
FEijg3q = 5%5 + S165 — S65; 4.35)
Eyjs6 = 04301 + Saso1 — Sso1;

Egj123 = 581:,4 + Se54 — Ss4;

Esjys = 5§216 + S3216 — S216;

Esj612 = 0543 + S543 — Sus;

Eo34 = 5§165 + Sa165 — Stes;

Eys61 = 030 + Sz — Sz

Semelhante ao que ocorre nos casos anteriores, quando todas as equagdes de 4.35 sdo
somadas, a entropia negativa de uma equacao cancela a entropia positiva da préxima equacao.
O ciclo se fecha quando a entropia negativa da dltima equacao cancela a entropia positiva da
primeira equag@o. O niimero de particulas nas biparti¢cdes também se alterna entre N/2e N/2—

1, sendo N o numero total de particulas que compdem o sistema. O resultado portanto € a
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seguinte lei de conservacgdo, a qual é obtida somando as 12 equagdes de 4.35:

Fhj234 + Eajzas + E3zjuse + Eajse1 + Esjg12 + Eopiaz+
Erja3 + Eozq + E3jus + Eyjse + Esj61 + Egjiz =
(4.36)
156 T 03161 + 03712 F O + 05134 + Ogu5+

5{_\456 + 527156 + 6%7126 + 54?123 + 55234 + 5(;345-

Das Equacdes 4.34 e 4.36, podemos determinar uma lei geral de conservacdo para sistemas

multipartidos com um ndmero N par de partes. Seja n = N /2, teremos entdo:

Erjas,..n + Erjes,.n1 + Eopa, n1t
Eopa 2t ...+ Enpz.no1 + Enpe,.n =
2/34,...,n+2 N|12 1 N|12 437)

— — —
51|N,N71,...,n+1 + 61|N,N71,...,n+2 + 52|1,N,...,n+2+

— — —
52|1,N,_..,n+3 +.t 5N\N—1,N—2,...,n+1 + 5N|N—1,N—2,_..,n-

Este ¢ um dos mais importantes resultados desta primeira parte da Tese, a partir do qual pude-
mos generalizar as leis de conservagdo para um ciclo de medidas (Equacgdes 3.64 e 3.65) de um

sistema de trés partes para um sistema arbitrario com nimero par de partes.

SISTEMAS COM NUMERO IMPAR DE PARTES

Ao considerarmos sistemas com ndmero impar de partes, a Equacdo 4.28 € a ideia chave
para obtermos uma equacao geral para sistemas multipartidos. Seja um sistema de /V partes tal

que n = (N — 1) /2, temos a seguinte generalizag@o para as expressdes do EF:

— S .
Ei23,. . n41 = 51|N,N,1,,,,7n+2 + SINN-1,..nt2 — ONN-1,...n42;
_ < .
En+1|n+2,n+3,...,N - 5n+1|n,n—1,...71 + Sn—l—l,n,...,l - Sn,n—l,...,ly
—_ S .
Enpg,..n = 5N\N_17N_2,,_.,n+1 + SN N-1,..nt1 — SN-IN—2,..n+1;

(4.38)

_ S .
En|n+1,n+2,...,N—1 - 5n|n71,n72,.‘.,N + Sn,nfl,...,N - Snfl,an,...,l,Nv

*9

— <
Erniomtsnta,..1 = 5n+2|n+1,n,...,2 + Snt2ntim..2 = Sntim,..2-
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Ao somarmos as equacdes de 4.38, as entropias irdo se cancelar. Isso porque cada equagdo
estd sempre baseada nos n subsistemas a direita da equacdo anterior. Desse modo, podemos
verificar que, quando as equagdes sdo somadas, a segunda entropia de qualquer equagado cancela
a primeira entropia da proxima equacdo até o ciclo ser fechado. Essa caracteristica pode ser mais
facilmente observada através da andlise das equagdes de 4.27, onde —S,, cancela Scpq, —Sha

cancela S.4., € assim por diante. O resultado € entdo a seguinte lei de conservacio:

Einos nt1+ Eoza, o mi2t+ oo + Enpo. n =
Bl Rt | (4.39)

— — —
51|N,N71,...,n+2 + 52|1,N,N71,...,n+3 +.t 5N\N71,N72,...,n+1‘

A Equacdo 4.39 € a generalizacdo da Equacdo 3.65 para um nimero N impar de partes. Ela
mostra como a quantidade de comunica¢do quéntica necessaria em cada biparticdo € igual a
soma das informacdes obtidas nas correlacdes nao-locais, conforme medido pela discérdia
quantica. Dessa forma, para se obter uma igualdade dessas duas quantidades (quando o nu-
mero de subsistemas for impar), devemos organizar a soma dos emaranhamentos formando um
ciclo que inclua todas as biparticdes em uma diregdo (z|1, 2....,n) e a soma das discérdias com
todas as biparti¢des na direcdo oposta (i| N — 1, N — 2, ..., n + 1), tal que 7 ¢ um niimero inteiro
delal.

As Equacdes 4.37 e 4.39 sdo a generalizacdo da Equacdo 3.65 para um nimero par e
impar de partes, respectivamente. A organizacdo da soma dos termos na Equacdo 4.37 € mais
complexa do que na Equacgdo 4.39, pois a quantidade de particulas envolvidas nos EF e DQ ¢é
alternada. Apesar disso, a mesma interpretacio se aplica. Em todos os casos, ao lado esquerdo
temos uma soma de emaranhamentos que representa a quantidade de comunicagdo quantica
necessdria para formar a correlagdo em cada biparticdo, enquanto que no lado direito, as dis-
cordias representam a quantidade de informacgdo que ndo € acessivel localmente. Essas duas
equagdes mostram, para estados puros multipartidos gerais, como o EF e a DQ sao distribuidas
em uma expressdo mais simples e intuitiva, associando a quantidade de comunicacdo quantica
necessdria para formar as correlacdes em biparticdes com o nimero de correlagdes inacessiveis

pelas operagdes locais.
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4.3.2 GENERALIZACAO DA LEI DE CONSERVACAO PARA A DISCORDIA

Nesta se¢do iremos focar em como a DQ € distribuida, estendendo a relagdo 05y, + 0. +
oo = Opjq 05, 1 95 (Equagdo 3.63) de um sistema de trés partes para um sistema de n partes.

Aqui serd deduzida uma expressao fechada baseada apenas em DQs, a qual demonstra o modo

como as correlagdes quanticas s@o distribuidas para estados puros gerais.

SISTEMAS DE 4 PARTES

A fim de determinar uma lei geral para a distribuicdo de discérdia em um ciclo fechado
para sistemas multipartidos, comecaremos considerando um sistema de quatro partes. Primei-

ramente, partiremos das Equacgdes 4.19 e 4.20, de onde temos:

a\bc 5a|d + Salda
Eyeq = 5% + Sbja;

Ec|da = (5% =+ Sc|b;

(4.40)
Ega = 550 + Saje;
" Ea|bc + Eb|cd + Ec|da + Ed|ab =
Das Equagodes 4.22 e 4.23 temos:
Eab = 550(1 + Sa\cd;
By = 5%61 + Shlad;
Ecd = 5211[) + Sc|ab;
4.41)

Eda — 52&,6 + Sd\bc;
" Eab + Ebc + Ecd + Eda =

5a|cd + 5b|ad + 6c|ab + 551” + Sa|cd + Sb|ad + Sc|ab + Sd|bc~

O aspecto interessante dado pela Equacdo 4.40 € a possibilidade de organizé-la com a Equacgdo

4.41 a fim de se obter uma igualdade entre emaranhamento e discérdia, mesmo para sistemas

90



de quatro partes. De fato, somando as equagdes 4.40 e 4.41 temos:

Ea|bc + Eb|cd + Ec\da + Ed|ab + Eoy + Eye + Ecqg + Egq =
a|d + 5 ot 5c|b + 5d|c + 5a\cd + 6b\ad + 6c\ab + 5d|bc (4.42)

Sa|cd + Sb\ad + Sc|ab + Sd|bc + Sa|d + Sb|a + Sc|b + Sd|c-

Aqui novamente as entropias irdo se cancelar. Isso pode ser visto através das equacdes de
4.43 a seguir, onde a entropia negativa de uma equacgao cancela a entropia positiva da equagao
seguinte:

Sa\cd = Sacd — Scd;

Sb|a = Sba - Sa;

Sajpe = Sabe — Sbe;

Sa\d = Sad — de

(4.43)
Sc|ab = Secab — Sab;
Sgje = Sae — S¢;
Sb|ad = Stad — Sad;
Sejp = Sep — Sp.
Dessa forma teremos o seguinte resultado:
Eajpe + Epjea + Eejda + Edjab + Fap + Epe + Fea + Ega = 444)

a|d + 5 + 5c|b + 5d|c + 5a\cd + 5b\ad + 5c\ab + 5d|bc

A Equacio 4.44 € uma equacdo conservativa entre EF e DQ para sistemas de quatro partes, e
mostra dois aspectos curiosos: primeiro, observamos que biparticdes de tamanhos diferentes
devem ser consideradas, uma vez que termos de trés e duas partes aparecem na equagao. Se-
gundo, notamos que, ao contrario da relacdo conservativa de um estado puro tripartido ou de
cinco partes, ndo hd simetria entre os lados esquerdo e direito da equacdo. Certamente € um as-
pecto curioso que nos induz a buscar outra relagao conservativa simétrica. Para esse propdsito,
consideramos um conjunto diferente de equagdes focando novamente no emaranhamento entre
duas partes, porém ao contrario do conjunto de equacdes dadas em 4.41, escrevemos as relacoes

de Koashi-Winter para Fy,, F, Fy € E,.q. Uma vez que o emaranhamento € uma entidade si-
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métrica, essas quantidades de emaranhamento sdo equivalentes as fornecidas na Equacdo 4.41.

Com isso, podemos derivar um outro diferente conjunto de equagoes:

E, = 6(ch + Sa|cd = Fpo = 5ﬁcd + Sb\cd;
Ebc = 62\_ad + Sb\ad = Ecb = 5é_|ad + Sc|ad;

(4.45)

E.q = Odap T Sc|ab = E4 = 5fd_|ab + Sd|ab;

clab

Ey, 5d|bc + Sd|bc = FEa=05 -+ Sa\bc‘

albe

Somando as equagdes anteriores de 4.45 temos:

Eba + Ecb + Edc + Ead 5b\cd + 5c|ad + 5d\ab + 5(1‘1)@ + Sb|cd + Sc|ad + Sd|ab + Sa|bc- (446)

Novamente, combinando o conjunto de equagdes de 4.46 acima com os de 4.40 e sabendo que
as entropias se anulam, derivamos outra relagdo conservativa:

Ea|bc + Eb|cd + Ec\da + Ed|ab + Epa + By + Egqe + Eaqg =
(4.47)

5a|d + 5 + 5c|b + 5d|c + 5b|cd + 5c|ad + 5d|ab + 6a|bc
Como L, = E,,, as equagdes 4.44 ¢ 4.47 sdo iguais. Dessa forma, igualando 4.44 com 4.47

teremos o seguinte resultado:

albe T Opjea T Odjaa + Ogiap = Oajea + Opjad T Ocjap T Ogppe- (4.43)

A Equaciao 4.48 elucida uma propriedade interessante sobre a maneira como as correla-
coes quanticas sao compartilhadas em sistemas de quatro partes. A equagcdo em questao mostra
que a informacdo inacessivel total sobre partes individuais apds medicdes ciclicas bipartidas
(ou seja, . + 0pjcq + 05juq T Ogjap) € €quivalente & informagdo inacessivel total apos medigdes
contraciclicas. Além disso, é importante observar que a Equagdo 4.48 poderia ser obtida direta-
mente reorganizando o conjunto de equacdes dadas em 4.41 e em 4.46, porém escolhemos essa

maneira uma vez que as equagdes conservativas entre EF e QD também sao deduzidas.
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SISTEMAS DE 5 PARTES

Continuando nossos esforcos para generalizar a lei de conservagao da discérdia para sis-
temas multipartidos, exploramos os sistemas de cinco partes. Como sempre, come¢amos com
trés conjuntos de equacdes: De 3.51 podemos derivar as seguintes relagdes para sistemas de 5
partes:

Eajpea = 0 + Sale;
Epjcdge = Opq + Stlaj
Eddea = 65 + S (4.49)
Eajeab = 0. + Sayes
Eejape = 5:|d + Seja-

Somando as equagdes anteriores de 4.49 obtemos o seguinte resultado:

Ea|bcd + Eb|cde + Ec|dea + Ed\eab + Ee|abc =

(4.50)
;Ie + 5;;\_0, + 5% + 5(;0 + 5;|_d + Sa|e + Sb\a + Sc\b + Sd]c + Se|d-
De 3.51 também podemos derivar as seguintes relacdes para sistemas de 5 partes:
Eab - 5(<zTcde + Sa|cde;
Ebc = 6l<)|_ade + Sb\ade;
Eea = 8jape + Scalpe; (4.51)

— N .
Ede - 6d\abc + Sd\abca

Eea = 5éﬁ)cd + Se|bcd-
Somando as equacdes anteriores de 4.51 obtemos o seguinte resultado:
Eab + Ebc + Ecd + Ede + Eea =

6(:cde + 5;)_ade + 5%176 + 6dTabc + (5<e_‘b‘3d<e|bji + Sa\cde + Sb|zzde + Sca\be + Sd|abc + Se\bcd-
(4.52)
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As equagdes de 4.51 também podem ser reescritas da seguinte maneira:

By, = 5§|_Cde + Shcde;
Eey = 0Jjade + Sclade;
Eae = dgape + Sdjabe; (4.53)
Eeq = 05 4pe + Selabe;

elabe

Eae = 65{;(3(1 + Sa|bcd'

Somando as equagdes anteriores de 4.53 obtemos o seguinte resultado:

Eba + Ecb + Edc + Eed + Eae =
4.54)

5b\cde + c|ade + 6d|abe + 6e|abc + 6((z_|bcd + Sb|Cde + Sc\ade + Sd|abe + Se|abc + Sa|b0d'

Somando 4.50 com 4.52 e sabendo que as entropias se cancelam, obtemos diretamente a se-

guinte relacdo conservativa:

Ea|bcd —+ Eb|cde + Ec|dea + Ed\eab + Ee|abc + Egp + Epe + Ecd + Ede + Feg = (4 55)

a|e + 5b|a + 5c|b + 5d|c + 5e|d + 5a|cde + 5l<)|_ade + 5é_\abe + 5c<ﬁabc + 5;ﬁ)cd'

Agora somando 4.50 com 4.54 e sabendo que as entropias se cancelam, obtemos outra relagao

conservativa:

Ea|bcd + Eb|cde + Ec|dea + Ed\eab + Ee|abc + Eba + Ecb + Edc + Eed + Eae = (4 56)

a|e + 5b|a + 6c|b d|c + 5e|d + 6b|cde + 5c|ade + 5d|abe + 5;Tabc + 5(Zbcd‘
Sabendo que £, = F,,, as equagdes 4.55 € 4.56 se igualam. Dessa forma, igualando 4.55 com
4.56, obtemos a lei de conservacao para discordia em sistemas de cinco partes:

a\cde + 5b|ade + 5c|abe + 5d|abc + 5e|bcd - 5a|bcd + 5b\cde + 5c|ade + d|abe + 5e|abc (457)

LEI GERAL

Com os resultados apresentados nas Equacdes 4.48 e 4.57, podemos deduzir outro de

nossos principais resultados, o qual consiste em uma lei para a distribuicao de DQ em estados
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puros multipartidos arbitrarios. Para um sistema de /N partes arbitrdrio, podemos escrever:

o 051, T+ 0Ny = Otjr, + 53R, + -+ + ON|RA (4.58)

onde L; representa todas as (N — 2) partes de i ao lado esquerdo da equacdo 4.58, tal que
Li={i—1,i—2,i—3,...N,N—1,N —2 ...,i + 2}, considerando os (N — 2) primeiros
valores entre 1 e N que podem ser obtidos. Desse modo, L, representa, por exemplo, todos
os subsistemas {1, NN — 1, N — 2, ..., 3} ao lado esquerdo, sendo que para sistemas puros o
valor da discérdia independe da ordem dos subsistemas (07534 = 0}}432, POr exemplo). Partindo
do mesmo principio, R; representa todas as (N — 2) partes ao lado direito da equacao para i, de
modo que cada subsistema particionado com 7 ao lado direito corresponde a0 mesmo subsistema
particionado com ¢ ao lado esquerdo em uma posi¢ao anterior do ciclo (55123 ao lado direito
corresponde a (5%723 4 ao lado esquerdo, por exemplo).

Como podemos observar, para um determinado sistema com /N partes, a soma das in-
formacdes inacessiveis de cada i-ésima parte, dada uma observac@o sobre as partes restantes
do sistema com excec¢do da parte imediatamente a direita de ¢, € igual a soma das informacdes
inacessiveis de cada ¢-ésima parte com uma observagdo sobre as partes restante, com exce¢ao
da parte imediatamente a esquerda de ¢. Um esquema ilustrativo e intuitivo € mostrado na Fi-
gura 4.1, onde mostramos como exemplo esta ideia para uma parte apenas. Na Figura 4.1a,
mostramos as informagdes inacessiveis para a parte 1, dada uma observagao sobre as partes
restantes com excecdo daquela imediatamente a sua direita, ou seja, a parte 2. J4 na Figura
4.1b, mostramos novamente as informag¢des inacessiveis para a parte 1, mas agora é feita uma
observacao sobre as partes restantes com exce¢do daquela imediatamente a esquerda, isto €, a
parte n. A igualdade monogamica € alcancada fazendo o mesmo procedimento para todas as
n partes. Estes resultados generalizam a lei de conservagdo para a DQ considerando sistemas

multipartidos.
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a) b)

Figura 4.1: a) Informagdes inacessiveis da parte 1 dada uma observagdo sobre as partes restantes do
sistema com excecdo da parte imediatamente a direita (parte 2). b) Informacgdes inacessiveis da parte
1 dada uma observagdo sobre as partes restantes do sistema com excecdo da parte imediatamente a
esquerda (parte n). A igualdade monogamica é alcancada repetindo o mesmo procedimento para todas
as n partes do sistema (FERREIRA et al., 2018).

4.3.3 LEI DE CONSERVACAO COM MEDIDAS EM UMA DAS PARTES

Como resultado final, apresentamos outra lei de conservacdo monogamica considerando
medidas feitas apenas em uma das partes do sistema. O aspecto importante desta lei consiste
no fato de sua expressao geral ser valida tanto para sistemas com nimero par de partes quanto
para sistemas com nimero impar de partes. Para deduzi-la, inicialmente partiremos de sistemas

de quatro partes (Equacao 3.51), de onde podemos derivar as seguintes relacoes:

Ebc|a = 51()_c|d + Sbc|d;
Ecd|b - 5;2|a + Scd|a; (4 59)
Eda|c = 5:;1“, + Sda|b;

Eab|d =0y T Sab|c-

ablc

Ao somarmos as equagdes anteriores de 4.59, as entropias irdo se cancelar tal como mostra a

Equacido 4.60 abaixo, onde a entropia positiva de cada equagdo cancela a entropia negativa da
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equagdo seguinte:
Speld = Sped — Sa = Sa — Sq;
Scd|a = Pcda — Sa = Sb - Sa;

(4.60)
Sda|b = Sdab — Sp = S — Sba
Sab|c — Pabec — Sc = Sd - Sc'
Desse modo teremos entdo o seguinte resultado:
Ebc|a + Ecd|b + Eda|c + Eab\d = 51(7_c|d + 5;|a + 5d<_a\b + 5£|c. (461)

Dessa forma, a Equagdo 4.61 consiste em uma lei de conservacdo com a propriedade de que
todas as medidas nas discérdias sdo feitas apenas em um subsistema.

A Equacdo 4.61 pode ser facilmente generalizada para um ntiimero arbitrario de partes.
Para isso, vamos considerar um sistema de /N partes e nomed-las com nimeros de 1 a N ao

invés de letras. Podemos entdo escrever o seguinte conjunto de equagdes:

Eon_1in = 5§N_1|N + So.N—1|N;

Es.np = 5§TN|1 + Ss.n1s

Eyq3 = 52”2 + Sg)2; (4.62)
P=i

_ <
Erin_aiN = 0] y_gn_1 T Stn—2/N-1,

onde a notagdo X : Y significa todos os subsistemas entre os niimeros X e Y, tal que X < Y.
Quando X > Y, significa todos os subsistemas de X a N e 1 a Y. Somando as equacdes de
4.62, todas as entropias sdo canceladas e o resultado final € a seguinte lei de conservacao entre

emaranhamento e discordia:

Eon—in + Ezne + By + ... + Ery_on = (4.63)

Osn—1N T 03:njn T 0412 + -+ 0ln_on_1-

Esta lei de conservagdo generalizada mostra uma relacio entre EF e DQ quando apenas uma

parte € medida, como podemos observar no lado direito da Equacao 4.63. Embora as biparticoes
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em 4.63 se sobreponham, a equagdo também mostra que a soma das comunica¢des quanticas
necessdrias para formar as correlagdes nas respectivas biparticdes € igual a soma das informa-
coes localmente inacessiveis.

Como anteriormente mencionado, a maneira como as correlacdes quanticas sdo distribui-
das em um sistema quantico multipartido € um aspecto de grande interesse para a comunidade
cientifica. Embora saiba-se que a distribui¢do de correlagdes ndo pode ser feita livremente, a
compreensao de como esse mecanismo funciona possui implicacdes para o estudo da monoga-
mia das correlagdes quanticas, bem como para a compreensao de protocolos e outros aspectos
fundamentais de informacao quantica. Aqui, apresentamos um conjunto de leis de conservagao
monogamicas que regem como o EF e a QD sdo distribuidos em sistemas multipartidos. Essas
igualdades vinculam as restricdes na distribui¢io do emaranhamento com a discérdia e vice-
versa, mostrando que as propriedades monogamicas dessas duas medidas estdo profundamente
conectadas. Inicialmente, focamos em sistemas de quatro e cinco partes e depois ampliamos
nossos resultados para sistemas multipartidos. Mostramos ndo apenas uma forma geral de como
a DQ e o EF sdo distribuidos, mas também uma expressao fechada que governa como a DQ ¢é
distribuida em sistemas multipartidos. Ademais, o estudo das relagdes obtidas pode corrobo-
rar com a teoria desenvolvida a partir dos principios fundamentais, servindo portanto como
uma ferramenta para que as teorias de monogamia de estados possam ser comprovadas. De
fato, um contraexemplo dessas equagdes resultaria em problemas na teoria em questdo. Dessa
forma, nossos resultados elucidam aspectos importantes na distribui¢ao da correlagdo quantica
em sistemas com muitas partes € podem, em um futuro préximo, ter varias implicagcdes para a

compreensao da teoria da informagdo quantica.
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CAPITULO 5

COMPUTACAO QUANTICA
BASEADA EM MEDIDAS
PROJETIVAS

Dado o estudo prévio das correlacdes quanticas em sistemas multipartidos, pudemos es-
tender nosso trabalho para o estudo de uma técnica a qual utiliza sistemas multipartidos para o
processamento de informagdo quantica. Mais especificamente, iniciamos nossos estudos sobre
a técnica de computagdo quantica baseada em medidas projetivas, a qual utiliza um conjunto
especial de estados maximamente correlacionados para a realiza¢do de operacdes ldgicas.

No presente capitulo apresentaremos os conceitos referentes a técnica de computacao
quantica baseada em medidas projetivas, bem como descreveremos os procedimentos neces-
sérios a realizacdo de uma operagdo de rotacdo X Z X arbitrdria no vetor de Bloch, além da
execucao da porta l6gica CNOT para sistemas quanticos. Em seguida, apresentamos os con-
ceitos de fidelidade e fidelidade de porta, bem como o conceito de fidelidade média por nds
proposto a fim de melhor avaliar a dindmica dissipativa das operacdes légicas, o qual consiste
na determina¢do de um valor médio para a fidelidade considerando todos os possiveis resultados
de medidas e diferentes estados iniciais. Em seguida, apresentaremos os principios de Marko-
vianidade e ndo-Markovianidade, os quais estio atrelados aos processos de ruido, bem como os

operadores de Kraus, os quais foram utilizados para modelar os canais dissipativos amplitude
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damping e phase damping, utilizados em nossos calculos e discutidos em detalhes ao final do

capitulo.

5.1 INTRODUCAO AO CONCEITO DE MBQC

As teorias de computacdo e informagdo quantica sdo areas de pesquisa que constituem
topicos de grande interesse tanto do ponto de vista académico quanto tecnoldgico, uma vez
que possuem propriedades caracteristicas as quais permitem o processamento de grande quanti-
dade de informag¢do simultaneamente, permitindo a realizacdo de determinadas tarefas as quais
seriam invidveis ou impossiveis de serem executadas através da tecnologia de computacio e
informacao classica (SHOR, 1999; WOLF, 2017), trazendo consequentemente um grande im-
pacto a sociedade.

Nos ultimos anos, diversos avangos tecnolégicos e novas estratégias de processamento
de informacao foram desenvolvidas, contribuindo dessa forma para a elabora¢do de um com-
putador quantico mais eficiente. Um dos grandes avancos foi o desenvolvimento da técnica de
computacdo quantica baseada em medidas projetivas (em inglés MBQC: measurement-based
quantum computing) ou one-way quantum computing (RAUSSENDORF; BRIEGEL, 2001;
BRIEGEL et al., 2009; BRIEGEL; RAUSSENDOREF, 2001; GROSS; EISERT, 2007; GROSS
et al., 2007; GROSS; EISERT, 2010; CAI et al., 2009; RAUSSENDORF; BROWNE; BRIE-
GEL, 2003), inicialmente proposta por Robert Raussendorf e Hans Jiirgen Briegel, que consiste
em um método de computacdo o qual utiliza apenas medidas projetivas em qubits ao invés
das operagdes propriamente ditas para o processamento de informagdo. A técnica em questdo
primeiramente prepara um estado de qubits emaranhados e entdo executa medi¢des nos qubits
individualmente, sendo tal processamento dito “unidirecional” (one-way) uma vez que o estado
de cluster, como seré discutido adiante, € destruido pelas medi¢des, sendo portanto um processo
irreversivel. Vale também frisar que ao término do procedimento de medidas, o estado resul-
tante geralmente estard em uma base diferente da computacional. Apesar do resultado de cada
medi¢do individual ser aleatdrio, o sistema estd relacionado de tal maneira que a computacdo
sempre ocorre de maneira bem-sucedida ao final do processo.

Com relacdo a sua aplicabilidade, desde a primeira realiza¢do experimental de um com-
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putador quantico baseado em medidas projetivas feita por Philip Walther et al. (WALTHER
et al., 2005) até os dias atuais, diversos avangos importantes puderam ser obtidos, tais como
o desenvolvimento de nanoestruturas fotonicas artificiais para a criagdo de estados de clus-
ter (LODAHL, 2018), avangos com relacdo a medidas sequenciais de correlacio entre qubits
(NEGNEVITSKY et al., 2018), criacao de redes Opticas tridimensionais com emaranhamento
em larga escala (KUMAR et al., 2018), geracdo de estados de cluster com base em subsistemas
com mais de duas dimensdes — 0s quais possibilitam novos algoritmos e sdo mais robustos a
acdo de ruidos (REIMER et al., 2018), aumento da escalabilidade de sistemas quanticos (KUES
et al., 2019), criacdo de estados de cluster de longa extensdo (PANT et al., 2019), bem como na
producdo de graph states fotonicos (ADCOCK et al., 2019). Dessa forma, os recentes trabalhos
nesta drea vém demonstrado avangos expressivos através da elaboracdo de dispositivos cada
vez mais eficientes e vidveis do ponto vista experimental, motivando o desenvolvimento de no-
vas pesquisas nesta drea cujas expectativas de progresso mostram-se promissoras para futuros
projetos. No entanto, apesar dos importantes avangos obtidos ao longo dos ultimos anos, um
dos grandes desafios para o desenvolvimento de computadores quanticos € lidar com o ruido
proveniente do ambiente externo. Desse modo, apesar de existir atualmente uma comunidade
cientifica dedicada ao estudo da MBQC, a quantidade de trabalhos existentes na literatura para
esse tipo de computagio, os quais abordam sistemas quénticos abertos, ainda é escassa. E Jus-
tamente nesse sentido, explorando uma linha de pesquisa onde ainda hd muitas questdes em

aberto, que desenvolvemos 0s nossos estudos.

5.2 OPERACOES LOGICAS ATRAVES DE MEDIDAS PROJETI-
VAS

Como anteriormente mencionado, a MBQC consiste em um modelo de computac¢io quén-
tica universal realizada através de medidas em um tnico qubit por vez (medidas projetivas lo-
cais), em uma classe particular de estados maximamente emaranhados: os estados de cluster.
Desse modo, as medi¢des sao utilizadas para alterar o estado presente do sistema de modo a

obter uma operagdo l6gica ao final do processo, destruindo assim o emaranhamento de cada
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Figura 5.1: a) Robert Raussendorf (COLUMBIA, 2020) e b) Hans Jiirgen Briegel (VIENNA, 2020).
Idealizadores da técnica de computacdo quantica baseada em medidas projetivas.

qubit conforme as medidas forem sendo efetuadas, podendo cada qubit ser utilizado, portanto,
uma tnica vez. Com relac@o aos estados de cluster, estes consistem em um conjunto de qubits
emaranhados e portanto muito fortemente correlacionados, podendo ser criados em sistemas
de dois niveis a baixas temperaturas através de interacdes do tipo Ising apenas com spins inte-
ragentes entre si € com um campo magnético externo, tanto para cadeias lineares quanto para
redes bidimensionais e também tridimensionais. Tal intera¢do pode ser ligada durante um de-
terminado intervalo de tempo e depois desligada. Inicialmente, antes da interacdo ser ligada,
o estado do sistema € separavel e todos os qubits que fardo parte do cluster encontram-se no
estado |+) = == |0) + \/% |1). Para se criar, por exemplo, um estado de cluster linear de cinco

qubits |V ), primeiramente criamos o seguinte estado |¥) ao qual posteriormente aplicaremos

as interacdes do tipo Ising:
W) = |+>1 ® |+>2 ® |+>3 ® |+>4 ® |+>5- (5.1

Uma vez que o Hamiltoniano do tipo Ising age uniformemente na cadeia (ou rede) de qubits,
um cluster inteiro de particulas vizinhas emaranhadas passa imediatamente a ser formado (AR-

RUDA, 2011). O Hamiltoniano em questao pode ser definido como
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., | -
1+0i1—0of
Hine =) 5 5 (5.2)

J=1

sendo j o indice dos qubits e o, a Matriz z de Pauli (2.16). O estado de cluster |V¢) é assim

Vo) = UlW), tal que U = e~ "™ Hine,

criado através da aplicacdo do operador U em | V), ou seja,

Em um sistema de cluster de qubits, o estado de um qubit especifico também pode ser
teletransportado para outro qubit através de um “fio de qubits”. Seja um nimero impar de qubits
inicialmente preparados no estado |¢;,)1 @ | + )o ® -+ ® | + ),, e em seguida emaranhados,
o estado do primeiro qubit |1);,), para determinadas operagdes, pode ser teletransportado para
o tltimo qubit |1)y,:), com a informagdo ja processada através de uma sequéncia de medidas.
Um procedimento andlogo também pode ser feito para um nimero par de qubits, utilizado em
determinados tipos de portas 16gicas como por exemplo a CNOT. A fim de elucidarmos tais
processos computacionais, a seguir mostraremos os procedimentos adotados para uma rotagao
X ZX arbitréria no vetor de Bloch, o qual inclui as portas NOT e Z, bem como mostraremos

também o procedimento necessdrio para efetuar a porta CNOT.

5.2.1 ROTACAO XZX ARBITRARIA NO VETOR DE BLOCH

Apenas através de medidas projetivas é possivel executar uma operagdo Ug (§,7,() =
U, (C) U, (n) U, (¢) no estado inicial de um qubit, onde de acordo com a representagdo de Euler
U, (o) = (%) ¢ U.(a) = 6(,10%2)’ resultando, ao final do processo, em uma rotagdo arbi-
traria X Z X do estado inicial em questao, geralmente em uma base diferente da computacional.
Como sera posteriormente discutido, caso queiramos obter o resultado na base computacional
propriamente dita, uma operacdo de corre¢cdo B, pode ser necessdria.

Uma rotagdo X Z X arbitrdria de fato consiste em uma importante operacdo visto que esta
permite deslocar o vetor de Bloch para qualquer ponto da esfera. Com relagdo as portas NOT e
Z, estas sdo casos particulares desse procedimento, e ocorrem para U (7, 0,0) ou Ug (0,0, 7)
(porta NOT) e Ug (0,7, 0) (porta Z). O foco de nossos estudos serd posteriormente a imple-
mentacao de uma rotagdo £ nas direcdoes X ou Z, onde demonstraremos que para esses casos

a fidelidade média serd idéntica. A seguir serd ilustrado o procedimento de cria¢do do estado de

cluster, do qual partiremos a fim de executar as medidas projetivas.
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CRIACAO DO ESTADO DE cluster COM 5 QUBITS

A fim de se criar um estado de cluster para a realizacdo das operagdes X Z X, partimos

inicialmente de um estado
V(i) = [WVin)1 @ | +)2@ |+ )3 @ |+ )1 ® | +)s5, (5.3)

onde

[Vin) = ]0) + B 1) (5.4)

Como anteriormente mencionado, a criagdo do estado de cluster € feita via interagdes do tipo
Ising, onde o operador de criagdo é dado por U = e~"Hint_ e sendo o hamiltoniano descrito pela
Equacido 5.2. A operacdo € feita em pares de forma sequencial, introduzindo interagdes entre os

qubits 12, 23, 34 e 45, de forma que, ao final do processo, o estado de cluster estard formado.

1 2 3 4 S

V) 1+) |+ [+ [+)

Figura 5.2: Estado inicial para a formagdo de um cluster com 5 qubits.

Com o estado de cluster criado, o recurso necessario para a computagcao quantica baseada
em medidas estard pronto, de forma que as medidas projetivas serdo entdo executadas a fim de

implementar a operacao légica desejada.

MEDIDAS PROJETIVAS

Ap06s o estado de cluster ter sido criado, as medidas projetivas sdao efetuadas nos qubits
1 ao 4, sequencialmente. Em seguida, é tomado o traco parcial nos qubits 1, 2, 3 e 4, restando
apenas o estado do dltimo qubit [, ), que deverd ser o equivalente ao estado de |¢;,) com
a operacdo ldgica aplicada, geralmente em uma base diferente da computacional: [1)y,;) =

Ur (&£,1,C) |¥in). As bases utilizadas para a medida de cada qubit podem ser expressas da
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seguinte maneira (RAUSSENDORF; BRIEGEL, 2001):

0), + e 1), [0), — 1),
B () = J ] 25 5.5
o) = {2 . 59
sendo que para o:
qubit 1: oy = 0;
ubit 2: ap = (—1)"¢;
q o = (—1) § (5.6)

qubit 3: az = (—1)n;

qubit 4: oy = (—1)" (.
Aqui, s; estd relacionado aos resultados das medidas dos qubits 1 ao 4, respectivamente, sendo ¢
o indice do qubit e s; = 0 caso o colapso ocorra no primeiro estado da Equacdo 5.5, bem como

s; = 1 caso o colapso ocorra no segundo estado da Equagdo 5.5.

B ] ] 7|¢out)

Figura 5.3: Medidas realizadas nos 4 primeiros qubits a fim de se efetuar uma operagio de rotagdo
X ZX arbitrdria no estado |;,,) do primeiro qubit, obtendo ao final do processo a operagio desejada no
estado [t)yy¢) do quinto qubit, geralmente em uma base diferente da computacional.

Como anteriormente mencionado, a operacdo X Z X pode ser obtida ao final do processo
em uma base diferente da computacional, sendo que o estado final depende dos resultados das
medidas. Caso se deseje no entanto escrevé-la na base computacional, torna-se entao necessario
efetuar uma operagdo unitédria 53, a fim de que se obtenha o resultado na base desejada. Mais
especificamente, ao término da computagdo, o estado final em uma base diferente da compu-
tacional |1),,;) pode ser relacionado ao mesmo estado na base computacional |¢,,;) de acordo

com a seguinte expressao:

‘¢out> = ZSI+S3X52+S4 ‘¢out> . (57)
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Precisamos entdo definir uma operagdo B,, que torne |¢po:) = |Yout), OU seja, que elimine

Zs1tss X584 A operagdo B, em questdo pode apenas entdo ser expressa por:

Bm — XS2+S4Z81+83, (5.8)

sendo as matrizes X e Z as matrizes 2.13 e 2.16, respectivamente, e s; € {0, 1} paraj =1,....4
dependente dos resultados da medi¢do. Dessa forma, a operagdo Ug, € aquela propriamente dita
se a correcdo for levada em conta, ou seja, Ur|tin) = B |out) = |dour)- Vale frisar também
que quando todos os resultados de medida colapsam em |0), s; = so = s3 = s4 = 0, e portanto
B,, = 1, ou seja, a operagio de corre¢io ndo é necessdria, visto que a igualdade [t,us) = |Pout)
ja € atingida.

De modo geral, a rotagdo extra obtida ao final do processo pode ser entendida como
uma alteracdo de base, ndo podendo portanto ser considerado um problema para o processo
de computacdo, uma vez que a resposta final é apenas expressa em termos de uma base dife-
rente daquela definida inicialmente. De fato, essa operagdo adicional ndo depende da condi¢do
inicial do sistema, sendo desenvolvida apenas com base nos resultados das medi¢des, nao limi-
tando dessa forma em nenhuma circunstancia o poder computacional da MBQC e ndo trazendo

portanto deficiéncias ou problemas para a computacdo em si.

PorRTA NOT

Como anteriormente mencionado, a operacdo NOT pode ser obtida ao final do processo
seé =m,nm=0e(=00ué =0,n=0e = m Nesse caso, substituindo esses valores
em 5.6, as bases da Equagdo 5.5 tornam-se By = By, = By = B, = +{|+),|—)}. Além

disso, novamente o estado do dltimo qubit sera

;) rotacionado 7 graus em X, geralmente
a menos de uma corre¢do, ou seja, o resultado final geralmente ficard expresso em uma base
diferente da computacional de forma que uma operagao unitaria B,,, pode ser aplicada a fim de

que se obtenha o resultado final |¢,,;) da operagdo NOT na base computacional: NOT|¢);,) =

Bm W)out> = ‘qsout)-
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PORTA Z

De maneira andloga, a operacao Z pode ser obtida ao final do processose £ = 0,7 =7
e ¢ = 0. Nesse caso, substituindo esses valores em 5.6, as bases da Equacdo 5.5 tornam-
se novamente B; = By, = B3 = By = £{|+),|—)}, porém em ordens diferentes das da
porta NOT para cada colapso. Aqui novamente o estado do dltimo qubit sera |¢);,) rotacionado
m graus em Z, geralmente a menos de uma correcdo, de forma que uma operagdo unitaria

B, pode ser aplicada a fim de que se obtenha o resultado final |¢,,;) da operacdo Z na base

computacional: Z|;,) = B |Vous) = |Gout)-

5.2.2 PORTA LOGICA CNOT

Ao contrdrio das operacdes discutidas anteriormente, para a execucdo da porta logica
quantica CNOT serao necessarios 4 qubits ao invés de 5, porém a sequéncia de processos para

sua realizacdo € andloga a dos processos anteriores.

CRIACAO DO ESTADO DE cluster COM 4 QUBITS

Para a criacdo do estado de cluster, partimos de um estado inicial
(W(iaic)) = lia)1 ®@ [+ )2 @ |+ )3 ® lic)a, (5.9)

onde o qubit alvo inicialmente é expresso por |i4) e o qubit de controle por |ic), de acordo
com a Equacgdo 2.5. Como usual, € feita a criacdo do estado de cluster via interagdo de Ising.
O operador, portanto, é expresso por U = e sendo o Hamiltoniano descrito da seguinte

maneira:

l+ol1-02 1+0%1—-0! 1+4+0%1-03

Hin:
I R 5 T3 T3

(5.10)

Aqui as operagdes sdo feitas conforme o esquema da Figura 5.4, sendo que a interacdo do tipo
Ising € aplicada sequencialmente nos pares 12, 24 e 23. Apds esse procedimento, o estado de

cluster estara entao formado.
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1 2 3
i) — |+) — |+)

Alvo
4

lic)
Controle

Figura 5.4: Estado inicial para a formacdo de um cluster com 4 qubits, sendo |i4) o estado do qubit
alvo e |i¢) o estado do qubit de controle.

MEDIDAS PROJETIVAS

Ap6s o estado de cluster ser criado, medidas projetivas sdo feitas nos qubits 1 e 2, se-
quencialmente. Em seguida, é tomado o traco parcial nos qubits 1 e 2, restando apenas o estado
dos dois dltimos qubits. Seja portanto, ao final do processo, o estado do qubit alvo denotado
por | f4) (qubit 3) e o estado do qubit de controle por |fc-) (qubit 4), temos que o estado fi-
nal total |t),,,) obtido apds tomarmos o trago parcial nos dois primeiros qubits, serd dado por
|Yout) = | fac). Aqui | fac) pode ser tanto um estado separado quanto emaranhado, sendo que
para estados separados [t,.:) = |fa) ® |fc), analogamente ao exemplo mostrado em 2.20.
Aqui novamente, assim como ocorre para a rotagdo arbitraria X Z X, tal resultado devera ser o
mesmo de uma operagdo CNOT propriamente dita a menos de uma corre¢do 5., expressa por:

BC(34) = UZ(S)SlﬂOx(3)52+102(4)51+1. (5.11)
Dessa forma, para que o resultado esteja na base computacional, tem-se que B. (|fac)) =

CNOT (Jiac)). Ja as bases utilizadas para as medidas dos qubits 1 e 2, serdo as base do operador

Oy de Pauli: Bl = BQ = {|+> s ’—>}
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— |fa)

Alvo
4

|fe)

Controle

Figura 5.5: Medidas nos 2 primeiros qubits a fim de se efetuar a operagdo CNOT. Ao final do processo,
0 qubit alvo serd o qubit 3 com estado |f4), bem como o qubit de controle serd o qubit 4 com estado

| fo).

5.3 CALCULO DA FIDELIDADE

A fidelidade consiste em uma medida muito utilizada em Teoria de Informagao Quantica,
sendo capaz de medir a distancia entre os estados quanticos. De versatil aplicabilidade, a fi-
delidade geralmente é empregada com o intuito de responder questdes centrais como o quanto
de informacdo € preservada em um processo ou se dois conjuntos de informac¢do sdo simila-
res ou discrepantes. Sejam dois operadores densidade p; e p, onde pelo menos um deles deve

representar um estado puro, podemos definir a fidelidade F' da seguinte maneira:

F(p1,p2) =Tr (pr1p2) (5.12)

Em se tratando de computacao quantica, podemos utilizar a fidelidade para mensurar os
efeitos deletérios provenientes de um meio externo que interage com um sistema de qubits.
Ao considerarmos um estado inicial puro p;, podemos portanto saber quao precisa é a nossa
computacdo tomando por base a distdncia ao final de uma evolucdo temporal de p;, a qual
denominaremos py. Nesse caso, haverd precisdo maxima da computa¢do quando a fidelidade
for igual a 1 (ambos os estados sdo iguais e portanto p; ndo foi afetado pelo ruido proveniente
do ambiente) e precisdo minima quando a fidelidade for O (ambos os estados sdo totalmente

discrepantes, e portanto p foi intensamente afetado pelo ruido proveniente do ambiente).
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A fim de melhor estudar a eficiéncia de um computador quantico baseado em medidas
projetivas, iremos aqui considerar duas medidas de fidelidade distintas: a fidelidade da porta
(WANG et al., 2014), a qual mede a capacidade de teletransporte de uma porta légica, consi-
derando para tanto os possiveis resultados de medidas dos qubits com exce¢do do qubit inicial,
e uma segunda forma de medida por nds proposta denominada fidelidade média, a qual for-
nece a fidelidade média da computacao considerando tanto os possiveis resultados de medidas
dos qubits quanto os possiveis estados do qubit inicial. Dessa forma, a fidelidade média por
nds proposta possui uma interpretacao operacional direta, uma vez que representa a fidelidade
média do célculo, dada uma condig¢do inicial arbitraria. Abaixo, descrevemos em detalhes os

procedimentos para se realizar ambas as medidas em MBQC.

5.3.1 FIDELIDADE DE PORTA

Uma importante técnica que pode ser utilizada para o teletransporte de qubits € o denomi-
nado teletransporte de porta (GOTTESMAN; CHUANG, 1999). Este € um outro processo de
teletransporte que possui uma peculiaridade com relagdo ao processo de teletransporte padrdo,
o qual consiste em inicialmente aplicar operacdes unitdrias em um par EPR e entdo utilizd-lo
para o teletransporte de qubits. Dessa forma, ao invés de se obter a informacao original do qubit
teletransportado, serd recebido o qubit com a informacao ja transformada. Em outras palavras,
ao invés de teletransportar o qubit e ao final nele aplicar uma operagado légica, é possivel aplicar
primeiro uma operacdo légica adequada ao par EPR e em seguida teletransportar o qubit, ja o
obtendo transformado ao final do processo.

A fidelidade da porta pode ser utilizada para definir quao bem uma porta quantica pode ser
implementada em processos de teletransporte de porta, bem como em processos semelhantes.
Apesar da facilidade de sua implementagdo, uma vez que uma média é calculada apenas sobre
todos os possiveis resultados de medidas com exce¢do do qubit inicial, para aplicacdes em
MBQC tal técnica sofre de uma falta de interpretacdo. De fato, em se tratando de MBQC a
fidelidade para operacdes de porta ndo representa a fidelidade média obtida em um experimento
real e, como serd posteriormente demonstrado, pode levar a resultados muito diferentes em

comparacao ao método por nds proposto.
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A fidelidade de porta € baseada no teletransporte de porta, ou seja, no teletransporte de um
qubit por meio de um par EPR rotacionado, onde a rota¢do define uma determinada operagao
unitdria. Tal estado é denominado estado de recurso e é definido como (/ ® U)(|00) + |11)),
onde U consiste na operagdo unitaria desejada (WANG et al., 2014). Dessa forma, se quisermos
por exemplo ter um qubit com a porta Hadamard (/) aplicada, ao invés de teletransporti-lo por
um par EPR regular (|00) +|11)), o teletransportamos por (/ @ H)(|00) +|11)). Dessa forma, o
esquema de fidelidade de porta se baseia no fato de que um estado de cluster pode ser utilizado
para preparar estados de recurso, oferecendo portanto uma maneira simples de definir uma
medida de fidelidade. No presente trabalho, focaremos nossos estudos no cédlculo da fidelidade
de porta considerando duas operagdes diferentes — e que como serd posteriormente discutido
resultam no mesmo valor — que sdo as portas X e Z, definidas pelas expressoes 2.13 e 2.16,
respectivamente.

Para preparar o estado de recurso X ou Z por meio de um estado de cluster linear de
cinco qubit, utilizamos uma sequéncia de trés medidas aplicadas na base do operador de Pauli
o, nos qubits 2, 3 e 4, respectivamente. Para um estado de recurso Z, o estado resultante sera

expresso por

X5 Z5* X5 [ @ Z(]00) + [11))15], (5.13)

estado de recurso Z

onde 9,713,174 = 00U 9, 73,74 = 1 se 0 segundo, terceiro e quarto qubits colapsarem, respecti-
vamente, nos estados |+) ou |—). Dessa forma, como de costume em um computador quintico
baseado em medidas projetivas, apds efetuar uma correcao no estado resultante por meio da
operacao

By = X2 ZI3 X1, (5.14)

em quer = {ry,ry,r3} é o conjunto de todos os resultados possiveis para ry, rs € r3, obtemos
o estado de recurso desejado para a operacdo Z. Por outro lado, com a mesma sequéncia de

medidas na base o, nos qubits 2, 3 e 4, o estado resultante também pode ser obtido para uma
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operacdo de rotacdo em X:

Zg2+r3+r4Xg2+r4+IZgz+r4 [[ R X(‘00> —+ ‘11>)15L (5-15)

estado de recurso X

onde novamente 5, 73,74 = 0 ou ro, 73,74 = 1 se o segundo, terceiro e quarto qubits colapsa-
rem, respectivamente, nos estados |+) ou |—). Novamente, apds a corre¢do do estado resultante
por meio da operacao

B, = Zg2+r4Xg2+r4+IZé“2+r3+m (5.16)

ser efetuada, obtemos o estado de recurso desejado para a operagdao X.
Com base nesses conceitos, podemos definir a fidelidade de porta (gate fidelity) I, através
da seguinte expressao:

Fg =Tr pr|\pres><‘llres|7 (5.17)

onde |V,.,) € o estado de recurso, e p, o estado resultante do primeiro e tltimo qubits apds os
processos de decoeréncia, sequéncia de medidas e a respectiva correcdo B, serem efetuadas.

Em outras palavras, temos que

1
Pr = 3 Tro34 Z BrPrE[PC(‘i‘)]PrBL (5.13)

onde a soma ¢é feita sobre os 8 possiveis resultados de medi¢do, pc(+) é o estado de cluster
com |;,) = |+), (ou seja, po(+) = [¥e(+))(Ye(+)]), £ é o superoperador de decoeréncia,
P, € o operador de projecdo e B, € o operador de correcdo de base. Aqui, a operagdo de traco
parcial traca os qubits diferentes dos do estado de recurso (ou seja, os qubits 2, 3 e 4), P, leva
em consideracdo todas as possiveis medidas nos qubit 2, 3 e 4, e B, introduz a corre¢do de base
necessdria para as portas X ou Z. Por fim, a soma apresenta uma média sobre todos os possiveis
resultados de medicdo. Através da andlise das expressoes 5.17 e 5.18, € facil demonstrar que,
caso ndo ocorra nenhum processo de decoeréncia no sistema, ou seja, L[pc(+)] = po(+),
teremos entdo p, = |W,.s)(V,s|, € a fidelidade nesse caso torna-se 1.

Em suma, podemos concluir que a fidelidade de porta F, € um método de célculo de

fidelidade média de projecdes utilizado em processos de teletransporte de porta, e que também
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pode ser utilizado para mensurar a eficiéncia de portas 16gicas em uma MBQC para o caso de
sistemas quanticos abertos, apesar de nao considerar os possiveis estados iniciais do primeiro
qubit. Em nossos célculos, este procedimento serd utilizado como forma de comparacdo com a

fidelidade média, a qual foi por nds proposta e que serd na sequéncia discutida.

5.3.2 FIDELIDADE MEDIA

Embora a fidelidade de porta forneca uma estimativa acerca da viabilidade das operagdes
de teletransporte de porta, seu resultado final ndo fornece uma interpreta¢do operacional quando
se trata de um calculo quéntico baseado em medidas projetivas. De fato, a defini¢do mais natural
seria uma medida de fidelidade a qual levasse em consideracdo tanto a média sobre todos os
possiveis resultados de medidas quanto a média sobre todas as possiveis condi¢des iniciais.
Nesse sentido, propomos uma maneira alternativa de se medir a fidelidade em uma MBQC,
propondo uma medida de fidelidade a qual denominamos fidelidade média (F,,). Isso porque
ao se considerar um conjunto estatistico com diferentes possiveis resultados, um valor médio da
fidelidade pode ser obtido a fim de que possamos fazer uma andlise acerca do comportamento
médio desse conjunto. Dessa forma, para uma operacdo de rotacdo X Z X arbitraria no vetor
de Bloch, o método que propomos para calcular a fidelidade das portas 16gicas sob a acdo de

canais com ruido pode ser definido da seguinte maneira:

1
F, = N Z Fy, (5.19)

tal que F), € a fidelidade média de todas as possiveis proje¢oes para um determinado estado

inicial apenas, o qual pode ser definido como

Fy = Tr [pout (Vin) pm (Vin)] (5.20)

sendo pous(Vin) = Ui (10in|UT a operagio 16gica desejada ndo submetida a nenhum ruido

(tal que U € a porta l6gica desejada), N o fator de normalizagdo N = 3", 1 Tt [pout (¢in)], €

1
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a média dos 16 possiveis resultados de medidas da operagdo 16gica desejada submetida a canais
dissipativos. Além disso, temos que pc (i) = Ve (1in)) (Yo (¥i,)| € um estado de cluster em
funcdo de um estado inicial arbitrario para o primeiro qubit, £ € o superoperador de decoeréncia,
P, € o operador de projecdo e By, € o operador de correcdo de base. Aqui, a operagdo de
tragco parcial tragca todos os qubits com exce¢do do ultimo (o estado de saida), e Py, leva em
consideracdo toda a sequéncia dos 16 possiveis resultados de medidas nos qubit 1, 2, 3 e 4.
Finalmente, vale frisar que a soma em m na Equagdo 5.21 introduz uma média sobre todos os
resultados de medidas possiveis, bem como a soma em ;,, na Equacdo 5.19, introduz uma
média sobre todos os estados iniciais possiveis. Essa definicdo fornece uma estimativa para a
fidelidade média alcancada em um experimento real para qubits com estados iniciais arbitrarios.
Um procedimento andlogo também pode ser adotado para as demais operacdes 16gicas, onde
para a porta CNOT, por exemplo, a média das medidas é tomada sobre os 4 possiveis resultados
e o traco parcial é tomado nos dois primeiros qubits.

Também € importante frisar que apesar de termos incluido B, nas equagdes anteriores,
a fidelidade média independe da correcdo de base. Isso porque a fidelidade (distincia entre
dois estados) ndo muda se uma operagao qualquer for aplicada em ambos os estados simulta-
neamente e, consequentemente, a média das fidelidades também ndo serd alterada. Em outras

palavras, seja U, uma operac@o unitdria qualquer, da Equagao 5.12 temos que

Fp1,p2) = Tr (p1p2) = Tr (UyprUy Uy, ) . (5.22)

Em suma, para um dado estado inicial |¢;,), é possivel obter os valores da fidelidade do
sistema em func¢do do tempo das medidas considerando a média aritmética de todas as possibi-
lidades de colapsos efetuadas em um determinado instante de tempo ¢ no protocolo de MBQC,
bem como considerando as possiveis condi¢cdes iniciais. Vale também destacar que uma im-
portante propriedade da fidelidade média (e também da fidelidade de porta) consiste no fato de
seus valores serem 0os mesmos para uma operacao de rotacdo £ nos eixos X (porta NOT) ou
Z (porta Z). Isso porque, como anteriormente mencionado, caso uma das varidveis &, n ou (
seja igual a £ e as demais zero (Equagdo 5.6), todo o conjunto de bases B; («;) (Equac@o5.5)

torna-se By = By = By = By = = {|+),|—)}, porém em ordens diferentes para cada colapso
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em X e Z. Ao somarmos todos os resultados para efetuar a média aritmética, o valor médio

portanto torna-se o mesmo.

5.4 PROCESSOS MARKOVIANOS E NAO-MARKOVIANOS

Seja um conjunto de varidveis as quais representam a evolucdo de um sistema de va-
lores ao longo do tempo, tal processo pode ser denominado Markoviano caso a distribuicao
de probabilidades do préximo estado dependa apenas do estado atual, e ndo da sequéncia de
eventos precedentes. Tal propriedade € assim chamada em homenagem ao matemético Andrei
Andreyevich Markov. Dessa forma, desde que o estado atual seja conhecido, os estados an-
teriores serdo irrelevantes para a predi¢do dos estados posteriores. Todavia, caso o contrario
ocorra, ou seja, os estados anteriores exercam influéncia sobre os estados futuros, o processo
passa a ser denominado ndo-Markoviano. Dessa forma, uma possivel interpretacdo para esses
processos pode ser feita com base no conceito de “memdria”. Em outras palavras, em processos
para o qual ndo hd uma memdria atrelada ao sistema a qual influencie a formacdo de estados
futuros, tal processo pode ser considerado Markoviano. No entanto, caso os estados futuros de-
pendam de uma certa memoria de estados predecessores, o processo pode entdo ser considerado
ndo-Markoviano (BREUER; LAINE; PIILO, 2009).

O conceito de ndo-Markovianidade constitui um topico de grande interesse em pesquisas
que envolvem computacdo e informagao quantica, uma vez que a presenca de memoria nas di-
namicas dissipativas pode ajudar a proteger a coeréncia e as correlacdes quanticas em sistemas
sujeitos a ruidos por aprecidveis intervalos de tempo. Nesse sentido, uma importante proprie-
dade existente em processos ndo-Markovianos consiste no fato da coeréncia do estado quantico
apresentar uma dindmica nao monotdnica, podendo ser reestabelecida em determinados instan-
tes de tempo (BELLOMO; FRANCO; COMPAGNO, 2007). Isso porque uma medic¢ao feita no
instante correto pode resultar em valores de fidelidade mais elevados, constituindo dessa forma
um recurso especialmente relevante para a MBQC (WOLF et al., 2008; BREUER; LAINE; PI-
[LO, 2009; LAINE; PIILO; BREUER, 2010; VACCHINI; BREUER, 2010). Nesse contexto,
compreender o modo como um ambiente ndo-Markoviano pode influenciar o funcionamento de

um computador quintico baseado em medidas € um dos objetivos de nosso estudo.
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5.5 OPERADORES DE KRAUS

Os operadores de Kraus constituem uma metodologia simples, eficiente e de certa forma
poderosa de se estudar sistemas quanticos abertos, sendo capazes de descrever diversas clas-
ses de ruidos através de operacdes envolvendo matrizes. Seja um sistema composto por dois
subsistemas referente aos qubits e a0 meio-ambiente (environment) 0s quais interagem entre
si, a fidelidade da dinamica do sistema de interesse (composto pelos qubits) é afetada devido a
perturbacao causada pelo meio-ambiente, sendo este um dos grandes problemas existentes em
computacao quantica. Utilizando os operadores de Kraus, podemos descrever a dinamica dissi-
pativa de um determinado subsistema através de uma operacao unitaria que modela a interagdo
entre o sistema e o ambiente (NIELSEN; CHUANG, 2000).

Seja pr a matriz densidade do sistema como um todo, ps a matriz densidade do sistema
de interesse constituido pelos qubits e pr a matriz densidade do ambiente, temos em um tempo

inicial ¢ = 0 a seguinte relagdo:

pr (0) = ps (0) ® pe (0). (5.23)

A dinamica do sistema como um todo pode entdo ser expressa por:

pr (t) = Usg (t,0) ps (0) ® pr (0) Usg' (¢,0) (5.24)

sendo Ugg (t,0) o operador que evolui o sistema do tempo ¢ = 0 até um determinado tempo ¢.
Como estamos interessados apenas no subsistema referente aos qubits, tomamos entdo o trago

parcial no subsistema referente ao ambiente:
ps (t) = Trp {Usk (t,0) ps (0) @ pi (0) Us' (£,0)} . (5.25)

A fim de realizarmos manipulacdes algébricas, podemos reescrever a matriz densidade referente

ao ambiente através de seus autovalores (p;) e autovetores (|v;)) da seguinte maneira:

pE (0) = ZPi |vi) (vil. (5.26)
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Substituindo (5.26) em (5.25), temos que:

Na sequéncia, colocamos o somatdrio no inicio da expressdo, substituimos p; por /p;\/p: €

rearranjamos /p; € |v;). Assim obtemos:

ps(t) =3 Trp {Usk (t,0) V/pi [vi) ps (0) @ v/Bi (vi Usis' (£,0)}. (5.28)

Finalmente efetuamos o trago parcial, o qual consiste em um somatério dos “sanduiches” dos

autovetores do ambiente (|v.)) com pg(t), tal como descrito na se¢do 2.4:

Usg (t,0) v/Di [vi) ps (0) @ /p; (vi| Usg" (¢, 0)

pPs (t> - ZZ <Ue

ve>. (5.29)

Por fim, € possivel substituir os dois indices (z e ) por um unico (), o que nos leva a seguinte

expressao:
ps (t) = > M;ps (0) M1, (5.30)
J
onde
M; = Usg (t,0) \/pi |vi) (5.31)

sendo este denominado operador de Kraus. Temos entdo o formalismo da soma de operadores,
o qual € capaz de descrever uma dindmica nao unitdria através da soma de produto de matrizes
apenas.

Através da utilizagdo dos operadores de Kraus, é possivel descrever a acdo de diferentes
tipos de ruidos, tais como os canais amplitude damping e phase damping, os quais serdo objeto

de estudo no presente trabalho.

5.6 RUIDOS QUANTICOS: amplitude damping E phase damping

Uma importante aplicacio das operagdes quanticas € a descri¢do dos efeitos de dissipagao

de energia em ambientes quanticos. Nesta se¢ao, descreveremos o modelo dissipativo utilizado
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para investigar as propriedades incomuns dos efeitos de memdria que ocorrem em ambientes
Markovianos e nao-Markovianos. Nesse contexto, realizamos o estudo de dois tipos de canais:
o amplitude damping e o phase damping (ou dephasing). Em nosso modelo, ambos os rui-
dos consistem em processos dissipativos os quais ocorrem independentemente em cada qubit,
cada qual acoplado ao seu respectivo reservatorio, e cujo efeito pode ser visualmente observado
através da esfera de Bloch. Para a modelagem dos ruidos e calculo da dinamica dissipativa, utili-
zamos os operadores Kraus, que em virtude de sua praticidade nos permitiu obter as expressoes

analiticas para a fidelidade média, tal como serd discutido na secao 6.1.

5.6.1 Amplitude damping

O canal amplitude damping (AD) € capaz de descrever o comportamento geral de dissi-
pacdo de energia de diferentes sistemas quanticos. Como exemplo, o canal em questdo pode
descrever o estado de um féton em uma cavidade sujeito a dispersao, bem como a dindmica de
um atomo que emite um foton espontaneamente (NIELSEN; CHUANG, 2000). Nesse caso, o
ambiente pode ser representado por um banho de osciladores harmdnicos com densidade espec-

tral definida por (BREUER, 2007)
1 ’70)\2

Jw) =5 T (5.32)

tal que A &~ 1/75, onde 75 é o tempo de correlagdo do reservatorio e -y, é dado por o ~ 1/7g,
sendo 7 uma tipica escala de tempo do sistema. Fortes correlagcdes ocorrem quando 7 < 27p.

Com relacao aos operadores de Kraus, o conjunto de operadores utilizado para descrever
a dindmica de um qubit sob efeito do canal AD pode ser definido como (NIELSEN; CHUANG,
2000):

Ei(t) = e Es(t) = , (5.33)

onde

A (2 dr\ 1’
p(t)=e [ds1n<2>+cos<2>]. (5.34)



Aqui também
d = /290 — A2, (5.35)

sendo ¢ a varidvel de tempo e A e 7 os parAmetros dos ruidos.
O efeito do canal amplitude damping pode ser visualmente observado através da esfera
de Bloch, onde ocorre uma deformagdo que induz os estados ao extremo superior |0), tal como

mostra a Figura 5.6.

Figura 5.6: Efeito do canal amplitude damping na esfera de Bloch, onde uma convergéncia dos estados
para um dos extremos verticais (|0)) é induzida (NIELSEN; CHUANG, 2000).

5.6.2 Phase damping

O comportamento de um f6ton aleatoriamente disperso ou a perturbacdo dos estados ele-
tronicos em um atomo que interage com cargas elétricas distantes sdo alguns dos exemplos que
podem ser descritos através do canal phase damping (PD) ou dephasing (NIELSEN; CHUANG,
2000). O conjunto de operadores de Kraus utilizado para descrever a dindmica de um qubit sob

efeito do canal PD pode ser definido como (DAFFER et al., 2004):

Bi(t) = JHUHT o Byt) = L, , (5.36)
sendo
L(t)=e 2 [1 sin (ut> + cos <ut)] (5.37)
B u 27 27 /1’ '
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onde

u = v16a272 — 1, (5.38)

t € a varidvel de tempo, o, a bem conhecida matriz de Pauli z (Equacdo 2.16), e a e T sdo
parametros para o ruido.

Este modelo descreve um “ruido colorido”, no qual o sistema € acoplado a algumas
frequéncias preferiveis. Nesse sentido, o acoplamento com o sistema externo € expresso por
a, enquanto que 7 determina quais frequéncias o sistema prefere (DAFFER et al., 2004). Vale
também frisar que o PD € um tipo de canal dito unital, uma vez que E; = EjT.

O efeito do canal PD também pode ser visualmente observado através da esfera de Bloch,
onde uma convergéncia majoritariamente dos estados nas laterais é induzida para o centro da

esfera.

Figura 5.7: Efeito do canal PD na esfera de Bloch, onde uma convergéncia majoritdria dos estados das
laterais da esfera para o seu centro é induzida (NIELSEN; CHUANG, 2000).
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CAPITULO 6

RESULTADOS: FIDELIDADE MEDIA,
TEMPOS DAS MEDIDAS E INDUCAO
DE CANAIS NAO-MARKOVIANOS

No presente capitulo, pudemos desenvolver um estudo referente a dinamica dissipativa
de sistemas quanticos abertos para uma opera¢ao de rotacdo 7 nos eixos X ou Z da esfera
de Bloch, a qual inclui a execugdo das portas 16gicas NOT e Z, bem como sobre a dindmica
dissipativa da porta CNOT para uma computacio quantica baseada em medidas projetivas, con-
siderando para isso tanto ambientes Markovianos quanto ndo-Markovianos. Para esse proposito,
obtivemos a solu¢do analitica das fidelidades médias, considerando as condi¢des iniciais € 0s
tempos de medida, e as analisamos para os canais amplitude damping (AD) e phase damping
(PD).

Para as operagdes =m em X ou Z e CNOT (esta tltima com qubits inicialmente separados
e emaranhados), apresentamos os resultados obtidos para a dinamica dissipativa dos estados de
cluster, bem como para as operagdes em questdo considerando medidas realizadas no mesmo
instante para cada valor de tempo ¢t. Dessa forma, para ¢ = 0 por exemplo, consideramos todas
as medidas feitas ao mesmo tempo em ¢ = 0; para t = 0, 1, consideramos todas as medidas
feitas a0 mesmo tempo em ¢t = 0, 1, e assim sucessivamente. Em seguida, pudemos calcular

o desvio padrdo para cada caso e efetuamos uma andlise acerca da dispersao dos valores de
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fidelidade média com relagdo aos estados iniciais. Além disso, fizemos também uma andlise
comparativa acerca dos graficos da fidelidade média dos estados de cluster versus tempo (. x 1)
e de fidelidade média das operagdes 16gicas de rotacdo -7 em X ou Z e CNOT versus tempo
(Fy, X t).

Além disso, para as operacoes de rotacdo =7 em X ou Z e CNOT, fizemos um estudo
acerca dos tempos 6timos em que as medidas projetivas devem ser realizadas, analisando para
tanto os picos de fidelidade média e, para =7 em X ou Z, também a fidelidade de porta, a
partir do qual pudemos efetuar comparacdes. Além disso, também mostramos que, para o canal
AD, o conhecimento de seu mapa dissipativo ja € o suficiente para intuitivamente determinar os
melhores tempos de medi¢do, sendo que 0 mesmo ndo necessariamente € verdade para o canal
PD, uma vez que para este, como serd posteriormente discutido, para altos valores de 7 (Equa-
¢do 5.37) e baixos valores de ¢, os operadores de Kraus (5.36) podem atuar aproximadamente
como operadores identidade ou de mudanga de fase em determinados instantes de tempo, € uma
combinacdo dessas operagdes nos qubits pode resultar, aproximadamente, em uma operagao
identidade. Feito isso, realizamos em seguida uma andlise dos tempos das medidas intermedid-
rias ¢, e t3, a qual pudemos obter o grifico de curva de nivel que indica os melhores resultados
para a fidelidade média.

Por fim, para a operacdo -7 em X ou Z, realizamos um estudo acerca da indugdo de
canais nao-Markovianos nos clusters de 5 qubits, a partir do qual pudemos obter os gréaficos
da fidelidade média e fidelidade de porta em funcdo do tempo, considerando medidas feitas
ao mesmo tempo para cada ¢ em toda a dindmica. Como mostraremos ao final do capitulo,
alguns comportamentos contraintuitivos puderam ser observados para o canal PD, onde a in-
dugdo de ruidos Markovianos em determinados qubits de um cluster composto por qubits ndo-

Markovianos pode aumentar significativamente a fidelidade média da dindmica dissipativa.

6.1 EXPRESSOES ANALITICAS PARA A FIDELIDADE MEDIA

Tal como discutido na subsecao 5.3.2, a fim de melhor investigar a dindmica dissipativa
das operacdes logicas, propomos uma medida a qual denominamos fidelidade média (F},,), que

consiste na determinacdo de um valor médio para a fidelidade considerando todos os possiveis
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resultados de medidas bem como os diferentes possiveis estados iniciais. Nesse sentido, pude-
mos obter solucdes analiticas para as fidelidades médias e as analisamos para os canais AD e
PD.

Com o objetivo de simplificar significativamente os calculos a serem realizados — bem
como otimizar o tempo necessario a sua execugdo, buscamos obter expressoes analiticas para a
fidelidade média, sendo este o primeiro importante resultado em nosso trabalho com MBQC. A
fim de se obter tais expressoes, utilizamos o software Wolfram Mathematica 11, o qual é capaz
de manipular expressdes matematicas de um modo geral. Nesse sentido, os resultados puderam
ser obtidos através do desenvolvimento de um algoritmo o qual permitia que algumas expressoes
fossem deixadas em aberto, sendo estas as varidveis « e 3 da Equacgdo 2.8 para o estado inicial
de um qubit, bem como as varidveis p(t) (Equagdo 5.33) e L(t) (Equacdo 5.36) dos operadores
de Kraus para os canais AD e PD, respectivamente. Dessa forma, através da manipulacao das
equagoes, o software Wolfram Mathematica pdde obter as expressdes analiticas desejadas para
a fidelidade média.

Por se tratar de uma grande quantidade de equagdes, as expressdes analiticas obtidas estdo
expressas no apéndice A. Mais especificamente, os resultados obtidos consistem em expressdes
analiticas para a dinamica dissipativa do estado de cluster, para uma rotagdo arbitrria £ nos
eixos X ou Z e também para a porta CNOT considerando qubits com estados iniciais emaranha-
dos e separados, tanto para o canal AD quanto PD. Vale frisar que todas as expressoes analiticas
foram testadas através de comparacao com célculos numéricos, com scripts desenvolvidos em

linguagem Fortran 90 e MATLAB, a partir do qual obtivemos resultados totalmente idénticos.

6.2 ROTACAO &7 NO EIXO X OU Z (PORTAS NOT E %)

Nesta secao serdo discutidos os resultados referentes a dinamica dissipativa do estado
de cluster (e portanto sem medidas) para um sistema com 5 qubits (necessdrio a operacao de
rotacdo =7 nos eixos X ou Z), bem como os resultados referentes a dinamica dissipativa da
operacdo de rotagdo £ no eixo X ou Z considerando medidas realizadas no mesmo instante
para cada valor de tempo ¢ (isto é, para t = 0 todas as 4 medidas feitas a0 mesmo tempo em

t = 0, parat = 1 todas as 4 medidas feitas a0 mesmo tempo em ¢t = 1, etc.), comparando
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em seguida os resultados da dindmica do cluster com a dinamica da rotacdo +m. Nesse sen-
tido, buscando melhor compreender a relacdo existente entre os tempos em que as medidas
sdo efetuadas, o valor final da fidelidade média e o processo de decoeréncia, supomos ruidos
nao-Markovianos e Markovianos para os 5 qubits, tanto para os canais AD quanto PD. Apds
os graficos serem construidos, buscamos encontrar uma relagdo destes com os gréficos da dina-
mica dissipativa da fidelidade média sem projecdes em funcdo do tempo. Para todos os casos,
consideramos ambientes idénticos e independentes para cada qubit, possuindo cada qual seu
proprio reservatério. Além disso, consideramos ambientes altamente nao-Markovianos e Mar-
kovianos para os canais AD (Equac¢do 5.34) e PD (Equagdo 5.37). Como parametros, para os
ambientes ndo-Markovianos foram utilizados A = 1073 e 7y = 10 (AD), bem como a = 1 e
7 = 30 (PD). J4 para os ambientes Markovianos, foram utilizados A = 30 e 79 = 10 (AD), bem
como a = 1e7 = 0,3 (PD). Tais parametros foram escolhidos por representarem claramente o
comportamento de cada ambiente.

A fim de se obter os valores de fidelidade média, para todos os casos consideramos uma
média sobre as condi¢des iniciais, tomando o vetor de Bloch em toda sua extensdode 0 < 6§ < 7
e 0 < ¢ < 2m, variando em intervalos fixos de A = 7/100 e A¢ = 27/100, totalizando dessa
forma 10100 iteragdes (101 iteracdes para 6 e 100 iteragcdes para ¢), a partir do qual pudemos
obter uma boa convergéncia. A fim de melhor compreender a dependéncia das condic¢des inici-
ais para com os resultados de fidelidade média, também realizamos o célculo do desvio padrdao
o da fidelidade média para cada intervalo de tempo. Seja [, a fidelidade média das projegdes e

n a quantidade total de iteracdes, o desvio padrao pdde ser obtido através da equacdo

T 2m—A¢

= = [Fp (07 Qb) - Fm]2

o =22 = : (6.1)

n

sendo que para sistemas discretizados
T 27’1’—A¢
2 2 FP (07 ¢)

Fpy = =2 : (6.2)

n

de forma que pudemos, desse modo, ter acesso a dispersdao dos valores de F;,, com relacdo aos
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possiveis estados iniciais.

6.2.1 DINAMICA DISSIPATIVA DO ESTADO DE cluster COM 5 QUBITS

Para analisarmos a dindmica dissipativa de uma MBQC, primeiramente estudamos a dina-
mica dissipativa do estado de cluster, sem considerar portanto nenhuma medi¢ao. Calculamos a
fidelidade média considerando diferentes condigdes iniciais, ou seja, diferentes |1;,) sem con-
siderarmos portanto as projecOes necessdrias para a implementacdo da operagdo légica. Como
anteriormente mencionado, o propdsito desta dinamica sem proje¢des consiste na possibilidade
de analisar o comportamento do sistema, bem como na possibilidade de posteriormente efetuar
comparagdes com a dindmica dissipativa com as devidas medidas projetivas, a fim de estabele-
cermos possiveis relagdes.

As expressoOes analiticas para se obter a fidelidade média F,. da dindmica dissipativa do
estado de cluster com 5 qubits para os canais AD e PD correspondem as Equacdes A.2 e A.8
do Apéndice A, respectivamente, tal que F. = F},. Dessa forma, utilizando as expressoes
analiticas pudemos calcular a fidelidade média do estado de cluster F,. sobre um conjunto de
10100 condi¢des iniciais {1, } igualmente distribuidas na esfera de Bloch. Por outro lado, o
mesmo resultado pode ser obtido numericamente da seguinte maneira: seja um estado de cluster
inicial po () tal que |, = cos (0/2) |0)+€ sin (6/2) |1), podemos obter F, de acordo com
a seguinte expressao:

1

{¥in}

onde o fator de normalizagdo é dado por V' = Y=y, } Tr [pc(¢in)], bem como

Lilpc(Wim)l = Y Mijum(t) po(tim) My, (t), (6.4)

,5,k,l,m=1

onde M jum (1) = B (t)Ej(?) O EP ) EM(t)E®) (1), sendo E{™ 0 g-ésimo operador de Kraus
que atua no n-ésimo qubit. Vale ressaltar que, dependendo do processo de decoeréncia a ser
considerado (AD ou PD), o conjunto de operadores Kraus serd fornecido pelas Equacdes 5.33

ou 5.36, respectivamente.

Para ambientes Markovianos, as Figuras 6.1a e 6.1b mostram a fidelidade média do estado
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de cluster F. em funcdo do tempo para os canais AD e PD, respectivamente. Através da andlise
dos gréficos, € possivel observar um decréscimo monotdnico nos valores de F. para ambos os
casos, sendo que para o canal AD os valores minimos (ou préximos) de fidelidade média, tal
que min(F,) =~ 0, 03132, ja sdo rapidamente atingidos anteriormente a t = w/100d (aqui d é um
parametro do reservatorio, tal como mostra a Equacao 5.35), e para o canal AD, sdo atingidos
aproximadamente a t = /2, tal que min(F,) ~ 0,04658. Com relacdo ao desvio padrio, para

ambos os casos também é possivel observar valores relativamente baixos para ambos os casos.
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Figura 6.1: Fidelidade média em fung@o do tempo e desvio padrdo para a dindmica dissipativa do estado
de cluster com 5 qubits para os canais Markovianos a) AD e b) PD.

Com relagao a ambientes ndo-Markovianos, a Figura 6.2a mostra a fidelidade média do
estado de cluster F,. em fun¢do do tempo para o canal AD, e a Figura 6.2b para o canal PD.
Através da andlise dos gréficos, € possivel observar que para o canal AD a fidelidade média
apresenta oscilagdes com periodo de 27 /d, tendo vales em F,. com valores fixos de min(F,) ~
0, 03125 em periodos de tempo miltiplos impares de 7/d, e picos de F, em periodos de tempo
miuiltiplos pares de 7 /d com valores decrescentes que tendem a min(F,) com o passar do tempo.
Ja para o canal PD, é possivel observar oscilagcdes com periodo de tempo de 7, com vales em £,
de valores aproximadamente nulos em periodos que sédo multiplos impares de 7 /2, bem como
picos de F, em nm, tal que n € N, com valores decrescentes que tendem a min(F,) com o passar
do tempo. Com relacdo ao desvio padrio, através da andlise das figuras € possivel observar que,

para o canal AD, os valores de o sdo menos acentuados nos picos de [, relativamente pequenos
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nos vales e mais acentuados nos tempos intermedidrios aos picos e vales de F.. Ja para o canal
PD, os valores de o sd@o pouco acentuados nos picos de F, aproximadamente nulos nos vales
de F. e mais acentuados nos tempos intermedidrios aos picos e vales. Dessa forma, ambos
os graficos indicam que hd uma baixa variacdo da fidelidade média do estado de cluster com
relacdo aos possiveis estados iniciais.

De modo geral vale frisar que, com relacdo aos parametros utilizados, para o canal AD
um aumento ou diminui¢do em -y, implica em um aumento ou diminuicao nas frequéncias das
oscilagdes, respectivamente. J4 um aumento em J, implica em uma perda das propriedades
de ndo-Markovianidade do sistema, fazendo com que nao mais ocorram oscilagdes. Por outro
lado, uma diminui¢do nos valores de A implica em uma diminuicdo da frequéncia nos gréficos
de F,. x t. Com relag@o ao canal PD, um aumento ou diminui¢do em a implica em um aumento
ou diminui¢do nas frequéncias das oscilacdes, respectivamente. Ja um aumento ou diminui¢do
em 7, implica em um aumento ou diminuicdo nas amplitudes das oscilagdes e propriedades de
nao-Markovianidade do sistema, respectivamente.

A dindmica do estado de cluster sem projecdes serd de suma importancia para realizarmos
comparacdes com as operacoes de rotacdo +7 nos eixos X ou 7, a partir da qual poderemos
obter importantes relacdes que nos permitirdo, em muitos casos, estimar quais serdo os melhores
tempos para se realizar as medidas tomando por base apenas o grafico da fidelidade média para

a dinamica dissipativa de seu respectivo estado de cluster.

6.2.2 DINAMICA DISSIPATIVA COM MEDIDAS NO MESMO INSTANTE

Nesta subsec¢do serdo discutidos os resultados referentes a dindmica dissipativa da com-
putacdo quantica baseada em medidas projetivas para uma operagao de rotacdo £ no eixo X
ou Z considerando todas as quatro medidas projetivas efetuadas no tempo presente em que a
dindmica foi realizada, ou seja, considerando medidas realizadas no mesmo instante para cada
valor de tempo ¢. Dessa forma, como anteriormente mencionado, em ¢ = 0 supomos que todas
as quatro medidas foram feitas em ¢ = 0; em ¢ = 0, 1, supomos que todas as quatro medidas
foram feitas em ¢ = 0, 1, e assim sucessivamente. O proposito desta dindmica com projegcoes

consiste na possibilidade de realizar um estudo acerca do comportamento do sistema, bem como
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a)

b)

Figura 6.2: Fidelidade média em funcé@o do tempo e desvio padrio para a dindmica dissipativa do estado
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de cluster com 5 qubits para os canais ndo-Markovianos a) AD e b) PD.
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efetuar comparacdes com a dinamica dissipativa do estado de cluster (sem medidas projetivas)
e estabelecer possiveis relacdes. As expressoes para a fidelidade média aqui utilizadas foram as
Equagdes A.5 (canal AD) e A.11 (canal PD) do Apéndice A. Vale também frisar que para todos
os casos consideramos o valor de fidelidade média obtido imediatamente apds a quarta medida
ser executada, ou seja, para todos os casos consideramos ps = p4 € L; = L4 para os canais AD
e PD, respectivamente.

Para ambientes Markovianos, as Figuras 6.3a e 6.3b mostram a fidelidade média F;,, da
operacdo de rotacdo 47 no eixo X ou Z versus tempo ¢ para os canais AD e PD, respectiva-
mente. Através da andlise dos graficos, é possivel novamente observar um decréscimo monotd-
nico nos valores de F;,, para ambos os casos, sendo que para o canal AD os valores minimos
(ou préximos) de fidelidade média, tal que min(F,,) ~ 0,5, ja sdo rapidamente atingidos a
aproximadamente ¢ = 7/150d, e para o canal AD, onde também min(F,,) ~ 0, 5, sdo atingidos
anteriormente a ¢t = 37/8. Com relagio ao desvio padrdo, para ambos os casos também € pos-
sivel observar valores relativamente baixos, apesar de, para o canal PD, serem um pouco mais

acentuados até que min(F,,) seja atingido.
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Figura 6.3: Fidelidade média versus tempo e desvio padrdo da operagdo de rotagdo + no eixo X ou Z
para os canais Markovianos a) AD e b) PD, considerando medidas no mesmo instante para cada .

Ja as Figuras 6.4a e 6.4b mostram a fidelidade média F},, da operagcao de rotacdo £m no
eixo X ou Z versus tempo ¢ para os canais AD e PD, respectivamente, considerando ambientes

nao-Markovianos. De modo geral também vale frisar que, com relacdo aos parametros utili-
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zados, assim como ocorre para a dindmica do estado de cluster, para o canal AD um aumento
ou diminui¢cdo em -y, implica em um aumento ou diminui¢do nas frequéncias das oscilacgoes,
respectivamente. J4 um aumento em \ até A ~ 27, implica em uma perda das propriedades
de ndo-Markovianidade do sistema, fazendo com que nao mais ocorram oscilagdes. Por outro
lado, uma diminui¢@o nos valores de A implica em uma diminuicao da frequéncia nos graficos
de F,,, x t. Com relagdo ao canal PD, um aumento ou diminui¢do em a implica em um aumento
ou diminui¢do nas frequéncias das oscilacdes, respectivamente. Ja um aumento ou diminui¢ao
em 7 implica em um aumento ou diminui¢ao nas amplitudes das oscilacdes e propriedades de
nao-Markovianidade do sistema, respectivamente.

Através da andlise dos gréificos da Figura 6.4, é possivel observar que para o canal AD
temos um comportamento andlogo ao do estado de cluster para ambientes ndo-Markovianos,
onde a fidelidade média apresenta oscilagdes com periodos de 27/d, tendo vales de F,,, com
valores fixos de min(F,,,) =~ 0,5 em periodos de tempo miltiplos impares de 7/d e picos de
F,,, com valores decrescentes que tendem a min(F,,) em periodos de tempo miuiltiplos pares de
7/d. Ja para o canal PD, um resultado apreciavelmente discrepante com relagdo a dindmica
dissipativa do estado de cluster pode ser observado. Embora existam oscilacdes para periodos
de tempo miuiltiplos de 7 para os picos de F,,, com valores decrescentes que tendem a min(F,,),
onde anteriormente havia vales na dinamica dissipativa sem medidas, agora existem picos me-
nores, os quais tendem a se unir e se igualar aos picos maiores com o passar do tempo, sendo
que agora também min(F;,) ~ 0, 5.

Com relacdo ao desvio padrao, através da andlise das figuras é possivel observar que,
para o canal AD, os valores de ¢ sdo de modo geral pequenos, sendo pouco acentuados nos
picos de F;,, aproximadamente nulos nos vales e ligeiramente mais acentuados nos tempos
intermedidrios aos picos e vales de F;,,. Dessa forma, para o canal AD em uma operacdo de
rotacdo 7 em X ou Z, considerando as medidas feitas no tempo presente em que a dindmica
€ realizada, os resultados indicam que h4 uma baixa variacao da fidelidade média com relagcao
aos possiveis estados iniciais. J4 para o canal PD, os valores de o sdo menores nos picos de F},,
extremamente elevados para intervalos de tempo mdltiplos impares de 7/2 e regides préximas,

e razoavelmente acentuados nos demais intervalos de tempo. A fim de melhor compreender
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Figura 6.4: Fidelidade média versus tempo e desvio padrdo da operag@o de rotagdo + no eixo X ou Z
para os canais ndo-Markovianos a) AD e b) PD, considerando medidas no mesmo instante para cada ¢.

131



o elevado desvio padrio obtido para o canal PD nos vales da dindmica, fizemos o grafico da
fidelidade média das proje¢des F;, (Equacdo 5.20) em fungdo das condig¢des iniciais 0 e ¢.

As Figuras 6.5a e 6.5b mostram os graficos de de F}, x 6 x ¢ para os tempos t = /2
e t = 7Tm/2, respectivamente, os quais correspondem ao primeiro e quarto vales de F, na
Figura 6.4b. Através da andlise de 6.5a, podemos observar que, para t = /2, os valores nas
extremidades de ¢ (0 e 7) levam aos mais altos valores de fidelidade, onde max(F},) ~ 0, 9745,
sendo que a partir das extremidades F), tende a diminuir até chegar ao seu minimo (min(F,) ~
0,0378) em /2. E possivel observar também que ¢ possui uma influéncia muito inexpressiva
no sistema, sendo quase desprezivel. Através da andlise de 6.5b, também €& possivel observar
que os comportamentos observados em ¢ = 7/2 tendem a desaparecer nos demais vales com o
passar do tempo. Isso porque, ao observarmos F,, x 6 x ¢ em ¢t = 77 /2, podemos notar que
os valores de F, nas extremidades de ¢ tornam-se menores, os valores de [, em § = 7/2 e
proximidades tornam-se mais elevados, bem como a influéncia de ¢ no sistema torna-se mais

significativa.
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Figura 6.5: Grificos de F)}, x 6 x ¢ para o canal PD referente aos instantes de tempo nos vales de F,
paraa)t =7m/2eb)t = Tr/2.

Como sera posteriormente discutido com mais detalhes, analisando o conjunto de opera-

dores de Kraus para o canal PD (Equacdes 5.36), podemos observar que para instantes de tempo
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miultiplos impares de 7/2, L(t) — —1, e consequentemente £ (t) — 0 e Fy(t) — o,. Isso sig-
nifica que, para esses instantes de tempo, o canal tende a atuar como um operador de mudancga
de fase para altos valores de 7 (mais especificamente algo muito proximo disso para 7 = 30) e
quao menores forem os valores de ¢. Com base nos resultados obtidos, podemos observar que
F,, em intervalos de tempo muiltiplos impares de /2 possui uma grande dependéncia para com
0, ou seja, para com as distincias dos estados nos extremos do eixo Z na esfera de Bloch. Tal
fato sugere que, em razio de nesses instantes de tempo os operadores de Kraus atuarem apro-
ximadamente como um operador de mudanga de fase, para o estado |1);,) do primeiro qubit
(Equagdo 5.4), quanto mais préximo dos estados extremos |0) e |1) o vetor de Bloch estiver
(mais préximo de 0 ou 7 o 6 estiver), menos afetado pela mudanca de fase serd, ou seja, menor
serd a distancia percorrida pelo vetor em ¢. Ja quando 6 estiver em 7/2, maior serd a distancia
percorrida pelo vetor de Bloch em ¢ e, consequentemente, menor serd a fidelidade média.
Uma andlise comparativa acerca dos resultados obtidos para a dindmica dissipativa do
estado de cluster com 5 qubits e para a operagdo de rotacdo 7 nos eixos X ou Z serd feita na

proxima subsecao.

6.2.3 COMPARACAO DA DINAMICA DISSIPATIVA COM E SEM PROJECOES

De posse dos resultados referentes a dindmica dissipativa sem medidas projetivas e com
medidas projetivas, foi possivel comparar os resultados a fim de estabelecer possiveis relagoes.
A Figura 6.6a mostra, em azul, o grifico da fidelidade média do estado de cluster F,. em fungdo
do tempo ¢, e em vermelho o grafico da fidelidade média F;,, para a operacdo de rotacdo +7
em X ou Z em fung¢do do tempo ¢ para o canal AD. Através da andlise dos gréficos, € possivel
observar que para o canal em questio existe uma correspondéncia entre ambos os resultados,
de modo que os picos e vales de F,. x t correspondem a medidas com maior e menor fidelidade
média em £, X ¢, respectivamente. Ja na Figura 6.6b, estdo representados os graficos de F,. x ¢
em azul e de F},, X t em vermelho para o canal PD. Através da andlise dos graficos, € possivel
observar que para o canal em questdo existe uma correspondéncia entre ambos os resultados, de
modo que os picos de F. x t correspondem a medidas com maior fidelidade média em F,,, xt. O

mesmo entretanto ndo ocorre para os vales, onde ocorrem discrepancias, havendo inicialmente
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o surgimento de dois pequenos picos em £, nas regides proximas dos vales de F,, que com o
passar do tempo tornam-se um tnico pico nos vales de F, e tendem a se igualar aos outros picos

maiores.
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Figura 6.6: F,. x t (em azul) e F,,, X t (em vermelho) para a operagdo de rotagdo 4+ no eixo X ou Z
para os canais ndo-Markovianos a) AD e b) PD.

Os resultados para o canal AD sdo de fato intuitivos, uma vez que medidas efetuadas em
tempos para o qual a fidelidade média do cluster seja maior ou menor proporcionard também
uma computagdo com maior ou menor fidelidade, haja vista que os efeitos de decoeréncia nos
estados dos qubits serd mais acentuado ou menos acentuado, respectivamente. J4 para o canal
PD, o mesmo pode ser observado com relagdo aos picos de F. serem correspondentes aos picos
de F},, porém hd agora a apari¢do de pequenos picos de F;, nos tempos referentes aos vales
de F,, levando dessa forma a uma anélise mais complexa. Como anteriormente mencionado,
isso sugere que tal comportamento apresentado nos vales esteja relacionado ao fato dos opera-
dores de Kraus atuarem aproximadamente como operadores de mudanca de fase em instantes
de tempo muiltiplos impares de 7/2, levando a altos valores de F,, apenas para estados iniciais
proximos de = 0 ou § = 7, e a baixos valores de F), para estados proximos de § = 7/2,

resultando em um valor médio de fidelidade proximo a F;,, = 0, 5.
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6.2.4 FIDELIDADE MEDIA COM MEDIDAS EM PICOS E VALES DE F,

Ap6s realizarmos o estudo das operacdes com medidas realizadas ao mesmo tempo du-
rante toda a dindmica dissipativa, demos inicio ao estudo do comportamento da fidelidade média
ao considerarmos medidas realizadas em diferentes instantes de tempo, a partir do qual pude-
mos obter o primeiro dos dois mais importantes resultados de nosso estudo sobre MBQC.

Nesta subsecdo, realizamos um estudo acerca dos valores de fidelidade média conside-
rando os tempos das medidas realizados nos picos e vales da dindmica do estado de cluster,
tanto para o canal AD quanto PD. As expressodes para a fidelidade média aqui utilizadas foram
as Equacdes A.5 (canal AD) e A.11 (canal PD) do Apéndice A. Vale frisar que para todos os
casos novamente consideramos o valor de fidelidade média obtido imediatamente apds a quarta
medida ser executada, ou seja, para todos 0s casos consideramos p; = p4 € Ly = L4 para os
canais AD e PD, respectivamente. Desse modo, considerando o comportamento oscilatério da
fidelidade do estado de cluster em um reservatdrio altamente ndo-Markoviano, buscamos inves-
tigar alguns aspectos como, por exemplo, o fato das medidas serem feitas com atraso poderem
resultar em maiores valores de fidelidade, uma vez que intuitivamente espera-se que quanto
mais rapidamente a computacdo seja feita, maior serd a fidelidade, bem como saber qual co-
nhecimento prévio é necessdrio para se determinar os melhores tempos de medidas e qual a
diferenca conceitual existente entre canais ndo-unitais (como o AD) e unitais (como o PD) nos
resultados das medidas.

Consideramos aqui trés conjuntos distintos de tempos para as medigdes: 27 /d, 37/d, e
47 /d para o canal AD (pontos vermelhos na Figura 6.7a) e m, 37/2, e 2w para o canal PD
(pontos vermelhos na Figura 6.7b). Como podemos observar na Figura 6.7, esses tempos estao
relacionados a um pico (P;), um vale (V) e outro pico (P5) da fidelidade média do estado de
cluster. As fidelidades resultantes sdo apresentadas nos graficos de barra da Figura 6.8a para a
fidelidade média (F;,,), e na Tabela 6.8b para a fidelidade de porta (/).

Na Figura 6.8a, a sequéncia de letras representa a sequéncia de medidas em seu respectivo
tempo. Por exemplo, para o canal AD, a sequéncia P;-P;-P;-P; significa que todas as quatro
medidas necessdrias para se realizar a rotacdo 47 ocorrem no primeiro pico pré-estabelecido

de 6.7a (em t = 27/d). Ja para o caso P-P;-P;-V, as primeiras trés medidas (nos qubits 1,
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Figura 6.7: Fidelidade média da dindmica dissipativa do estado de cluster com 5 qubits em fungdo do
tempo para os canais a) AD e b) PD. Os pontos vermelhos P, V e P2 definem um conjunto de tempos

pré-selecionados em que as medidas serdo executadas.
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Figura 6.8: a) Fidelidade média (£},,) e b) fidelidade de porta (F;;) em fungdo da sequéncia de medidas
para os canais AD e PD.

2 e 3) ocorrem em t = 27 /d e a quarta medida ocorre em ¢ = 37/d (no vale pré-estabelecido

de 6.7a). Da mesma forma, para o caso P;-V-V-P,, a primeira medida no qubit 1 ocorre
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quando t = 27/d, a segunda e terceira medidas subsequentes (nos qubits 2 e 3) ocorrem quando
t = 37/d, e a quarta medida (no qubit 4) ocorre quando ¢ = 47 /d. Tal procedimento assim
ocorre para as demais possiveis combinagdes de medidas restantes. Ja para o caso do canal
PD a ideia € a mesma, onde alteram-se apenas os tempos das medidas que sdo representados
pelas letras Py, V e Py, tornando-se agora t = m, t = 37/2 e t = 27, respectivamente. Vale
frisar que para todos os casos o nimero subsequente da medida € sempre maior que o anterior,
uma vez que as medidas sdo feitas em sequéncia do qubit 1 ao qubit 4, ou seja, ndo € possivel,
por exemplo, fazer a segunda medida antes da primeira, bem como a terceira medida antes da
segunda e da primeira, e assim por diante.

Para o caso da Figura 6.8b a ideia € andloga, porém agora apenas trés medidas (nos qubits
2, 3 e 4) s@o necessdrias para se criar o estado de recurso. Dessa forma, cada conjunto de
medidas possui apenas 3 letras. A primeira letra na sequéncia indica o tempo em que o qubit 2
¢ medido, a segunda letra indica o tempo em que o qubit 3 é medido, e a terceira letra indica
o tempo em que o qubit 4 € medido. Com relacdo aos tempos de medida, para o canal AD
novamente P; é equivalente a t = 27/d, V é equivalente a t = 37/d e Py é equivalente a
t = 4m/d. Para o canal PD, novamente P; é equivalente a t = 7, V é equivalente a t = 37/2
e Py € equivalente a ¢ = 27. Dessa forma, as letras dizem os tempos em que as medidas sdao

efetuadas e a ordem das letras (1 ao 3) correspondem a ordem dos qubits (2 ao 4).

ACAO DO CANAL amplitude damping

Analisando as Figuras 6.8a e 6.8b, observamos que os melhores resultados ocorrem quando
o arranjo dos tempos das medidas € o denotado por P;-P;-P;-P; (ou P,-P;-P; para o caso da
fidelidade da porta), ou seja, quando todas as medidas sao realizadas no primeiro pico da fideli-
dade média do estado do cluster. Por outro lado, o arranjo denotado por V-V-V-V (ou V-V-V
para o caso da fidelidade da porta), onde todas as medidas sdo realizadas no vale da fidelidade
média do estado de cluster, revela o pior resultado. De fato, para o canal AD, para qualquer
medida realizada no vale da fidelidade média do estado de cluster, a fidelidade média e a fideli-
dade de porta da operagdo de rotacdo +7 nos eixos X ou Z diminuem significativamente. Além

disso, notamos que a fidelidade tende a ser menor se o nimero de medidas efetuadas no tempo
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que coincide com o vale da fidelidade média do cluster aumentar, bem como que o tempo das
ultimas medidas, no terceiro ou quarto qubit, sdo mais cruciais do que 0s primeiros.

Por outro lado, analisando novamente as figuras em questdo, observamos que medidas
atrasadas podem realmente resultar em melhores valores de fidelidades média. O arranjo dado
por Py-Po-Po-Py (ou Py-Psy-Psy), por exemplo, quando todas as medidas sdo feitas no momento
que coincide com o segundo pico, € substancialmente maior do que qualquer outro arranjo onde
ha pelo menos uma das medidas realizadas em um vale. Esses resultados nos mostram que,
para o caso de um canal AD altamente nao-Markoviano, a melhor disposi¢ao dos tempos de
medi¢do pode ser identificada exclusivamente por meio da dindmica dissipativa do estado de
cluster. Observando a expressdo de p(t) na Equagdo 5.34, vemos que os picos da fidelidade
média do cluster ocorrem quando ¢ = 2nw/d, em que n define a ordem do pico. Em outras
palavras, uma vez que o canal é conhecido, a posi¢cdo do pico e do vale € bem caracterizada e,
consequentemente, melhor organizada para as medigdes.

De fato, os resultados da fidelidade média sdo intuitivos ao considerarmos um ambiente
descrito pelo canal AD. Todavia, como mostramos a seguir, 0 mesmo nao necessariamente €
verdade ao se considerar um ambiente descrito pelo canal PD. Nesse caso, como se trata de um

canal unital, hd o surgimento de resultados contraintuitivos.

ACAO DO CANAL phase damping

Como anteriormente mencionado, analisando as Figuras 6.8a e 6.8b para o caso em que
a MBQC estd sob a acdo de um canal AD, observamos que os melhores resultados ocorrem
quando os arranjos de tempo das medidas correspondem aos picos de F.. No entanto, resulta-
dos muito contraintuitivos surgem quando examinamos cuidadosamente a fidelidade média e a
fidelidade de porta para o canal PD: dependendo do nimero de medidas no tempo que coincide
com o vale da fidelidade média do estado do cluster I, a fidelidade média I, e de porta I, po-
dem resultar em altos valores. De fato, para o caso da fidelidade média, com excecao do arranjo
P1-P1-P1-P1, um dos melhores resultados € o obtido pelo arranjo P;-V-V-V, onde trés medi-
das de tempo coincidem com o vale da fidelidade média do estado de cluster. Além disso, para

o caso da fidelidade de porta, o arranjo definido por V-P,-P, fornece resultados equivalentes
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aos definidos por P;-P5-P5 ou P,-P5-P5. Com base nesses resultados inesperados, buscamos
melhor analisar o sistema em questao.

A principal diferenga entre os canais AD e PD € que este dltimo se trata de um canal unital
e que, sob algumas circunstancias, pode atuar como um operador unitdrio ou ainda como um
operador de rotacdo em Z (ou, pelo menos, algo muito proximo). Inspecionando o conjunto de
operadores de Kraus fornecido pelas Equagdes 5.36, é facil observar que quando L(t) — —1,
temos que E;(t) — 0 e Ey(t) — o.. Isso significa que, nessa situacdo, o canal atua como uma
mudanca de fase e, no caso em que L(t) = 1, Ey(t) — [ e Es(t) — 0, atuando como um
operador identidade. Naturalmente, mesmo nesta situacdo, ou seja, se o canal atua como um
operador identidade ou como um porta Z de inversao de fase, isso por si s6 ndo € o suficiente
para manter a fidelidade aproximadamente igual a 1. Entretanto, como mostraremos a seguir,
¢ uma combinagdo de erros que corrige a operacao final. Vamos primeiro examinar a fungdo
L(t).

As Figuras 6.9a e 6.9b mostram os graficos de L (Equagdo 5.37) em fun¢do do tempo para
um conjunto de diferentes pardmetros 7, com valores altos e baixos. Como podemos observar
em 6.9a, 2 medida que 7 aumenta, ou seja, o grau de ndo-Markovianidade cresce, L(t) tende a
1 ou —1 em alguns instantes especificos. Por um lado, parat = 7 e ¢t = 27, dois dos tempos
pré-selecionados em que a medicéo é realizada, L(t) ~ 1 e os operadores Kraus do canal PD
tendem a resultar em um operador identidade. Por outro lado, para t = 37/2, L(t) ~ —0.92, ¢

os operadores de Kraus para o canal PD tendem a resultar em uma opera¢do de rotacio Z:

02 0 0.98 0
Ey(t) = e [Ey(t) = ) (6.5)
0 0.2 0 —0.98
Em suma, para instantes de tempos multiplos de 7 e miltiplos impares de /2, o canal PD torna-
se aproximadamente um operador identidade e de mudanca de fase, respectivamente, sendo que

tal comportamento € mais acentuado para altos valores de 7 e baixos valores de ¢. Portanto, seja

N um ndmero inteiro positivo € n um ndmero inteiro positivo e impar, em termos matematicos
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temos as seguintes expressoes para os operadores de Kraus dadas pela Equacgao 6.6:

By (Nm) = 22 ~ AT & T
t=Nm
Ey(Nm) = 17L§N”) o, ~ %az ~0
L(nZ)+1 (6.6)
- By (nf) =2 T~ /5 = 0;
= Nn=
’ E5 (n%) = 1_L§ng>az ~ %az ~ 0,
a)
1 ]
0.8 -
0.6 -
0.4 1
— 0.2 1
= 0
~ .0.2 ]
-0.4 5
-0.6
-0.8 1
NE
0
b)
R e, S .
0.8 4 e || T | B
0.6 s
0.4 —7=01 | E
= 0.2 3 — =0
= 1 3
~ 0.2 ] :
-0.4 4 -
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0 ¢ @ &5 2o 7“ In 5 4w

Figura 6.9: Gréfico de L x ¢ (Equac@o 5.37). Em a) a curva azul representa L(t) quando 7 = 30,
enquanto que as curvas em vermelho, amarelo, roxo e verde representam, respectivamente, 0s casos para
oqual T = 10,7 = 5,7 = 2e 7 = 1. Em b) as curvas em azul, vermelho, amarelo, roxo e verde
representam, respectivamente, os casos paraoqual 7 = 0,4, 7=0,3,7=0,2,7=0,1e 7 = 0,01.

140



Entretanto, tal comportamento tende a se tornar menos acentuado conforme se diminui
o valor de 7 e se aumenta o valor de ¢. Nesse sentido, € natural imaginar que um conjunto de
medidas realizadas em ¢t = 7 e ¢t = 27 poderia resultar em melhores valores de fidelidade média.
Todavia, uma sequéncia de operadores o, também pode, de fato, resultar em uma identidade.
Desse modo, o motivo pelo qual uma alta fidelidade média € alcancada em P;-V-V-V deve-se
ao fato de que uma sequéncia especifica de inversdes de fase, juntamente com uma sequéncia
de medidas de projecdo FP; na base de o, para implementar a porta légica, resultam em uma
igualdade dada por

Ps[pC(win)]Ps = PS[UOpC(win)UOT]Psv (67)

onde

Uy =1V gW) (6.8)

z z

tal que pc(Vin) = Ve (Vi) (Yo (i, )| € amatriz densidade do estado de cluster. Dessa forma,
uma sequéncia de medidas dada por P;-V-V-V resulta em um estado similar ao original, uma
vez que em P; tem-se uma medida no instante de tempo 7 (onde os operadores de Kraus do
canal PD tendem a resultar em um operador identidade) e em V tem-se trés medidas feitas no
tempo 37 /2 (onde os operadores do Kraus do canal PD tendem em resultar em um operador
0,). Como apds o término da operacdo o estado final € instantaneamente gravado no quinto
qubit, o tempo do quinto qubit € igual ao do quarto qubit, ou seja, os operadores do Kraus
também tendem a atuar como um operador o, no quinto qubit, tal como mostra a Equacgao 6.8.
Em termos matemadticos, a acdo do superoperador de decoeréncia pode ser expressa de acordo
com a Equagdo 6.9:

2

0,4,k lm=1
L2l ()] ~ 190D 0D 0000 pe (44) DD Do 10

‘Ct [PC (wm)] ~ UOPC' (wm) UOT~
(6.9)

Dessa forma, quando a computagdo é submetida ao canal PD e o tempo de medida é dado pela
sequéncia P1-V-V-V, Py[pc(Vin)]Ps = PLi[pc(vim)|Ps =~ Ps[Uspc(tin)Us'|Ps, com uma
fidelidade média de 0, 902.
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Figura 6.10: Desvio padrio para a fidelidade média em fungéo dos estados iniciais para o canal PD com
os tempos de medida dados por P;-V-V-V.

A seguir, mostraremos a expressao analitica para a fidelidade média em fun¢do do tempo
da segunda medida (F},,,) para o canal PD com 7 = 30 (Equacdo 6.10). Aqui consideramos
o tempo da primeira medida como sendo 7 e o tempo da terceira e quarta medidas como sendo
3m/4:

_ 2tg+3m

1 1 1 2«
Eom ~ ) + (Z + ge T) [1 —cos (2ty)e” T |. (6.10)

E importante observar que o tempo da segunda medida deve ser 7 < t, < 37 /2, ja que o tempo
da primeira medida é t; = 7 e o tempo da terceira medida é ¢t = 37 /2. Isso elucida o fato
de que a fidelidade média € de 0, 293 quando os tempos de medidas ocorrem para P1-P;-V-V,
com a segunda medida feita portanto no tempo 7, € aumenta para 0, 902 quando os tempos de
medidas ocorrem para P;-V-V-V, com a segunda medida portanto feita no tempo 37 /2.

Por fim, outro aspecto importante a ser enfatizado € o desvio padrdo da fidelidade média.
Como estamos considerando um valor médio, uma questdo relevante é o nivel de dispersao da
fidelidade em funcdo do estado inicial. Para ilustrar esse fato, na Figura 6.10 fizemos o grafico
do desvio padrdo o(F) da fidelidade média das projecdes em fungdo de ¢ e ¢ para o arranjo
P,-V-V-V da Figura 6.8a, visto que para os instantes de tempo em questdo a Equacdo A.11
passa a ficar em funcdo de dois dngulos os quais definem um estado inicial arbitrario de um
qubit (|1;,) = cos(0/2)]0) + e sin (6/2)|1)). Como podemos observar, o desvio padrdo

¢ de fato pequeno, com um valor maximo aproximadamente igual a 0,055, e desvio médio
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aproximadamente igual a 0, 019.

Como resultado desse estudo, pudemos concluir que ndo necessariamente a rapida execu-
cdo de medidas projetivas implica em altos valores de fidelidade, bem como a lenta execucao de
medidas também nio necessariamente implica em baixos valores de fidelidade. De fato, para
ambientes altamente ndo-Markovianos, € de extrema relevancia o conhecimento dos melhores
instantes para que as medicdes sejam realizadas, uma vez que nesses ambientes uma grande

variagdo na fidelidade pode ocorrer em curtos intervalos de tempo.

6.2.5 FIDELIDADE MEDIA COM MEDIDAS EM TEMPOS DIVERSOS

Buscando melhor compreender a relacdo existente entre os tempos em que as medidas
sdo efetuadas e o valor final da fidelidade média, construimos os graficos de F},, em fun¢do dos
tempos em que as medidas sdo realizadas para valores além dos picos de F.. Mais especifica-
mente, estabelecemos diferentes tempos ¢; e ¢4 para a primeira e quarta medidas e construimos
para cada caso os grafico de F;,, X t5 X t3, 0 qual nos permitiu investigar mais detalhadamente
a influéncia dos valores dos tempos das medidas no resultado final da fidelidade média. Dessa
forma, os graficos desta subsecao mostram os resultados para a operagdo de rotacdo 7 em X
ou Z, supondo ruidos ndo-Markovianos para os 5 qubits, tanto para os canais AD quanto PD.
Para todos os casos, os pardmetros utilizados foram novamente A = 1073 e 7y = 10 para o
canal AD, e a = 1 e 7 = 30 para o canal PD. Apds os graficos serem construidos, buscamos
encontrar uma relacdo destes com os graficos da dinamica dissipativa da fidelidade média do
estado de cluster I, em fungao do tempo.

A seguir serdo mostrados os resultados obtidos para o canal AD, sendo que para o cél-
culo da dinamica dissipativa do estado de cluster utilizamos a Equacdo A.2, e para o cdlculo da
dinadmica dissipativa da operacdo de rotagao +7 em X ou Z utilizamos a Equacdo A.5. Aqui
novamente consideramos o valor de fidelidade média obtido imediatamente apds a quarta me-
dida ser executada, ou seja, para todos os casos consideramos p; = p4 € L; = L, para os canais

AD e PD, respectivamente.
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Amplitude damping

Inicialmente realizamos os cdlculos para o canal AD considerando a 1? e 4* medidas em
um pico de F,, o qual supomos resultar em maiores valores de F;,,. Os tempos escolhidos foram
t1 = 0 ety = 27m/d, os quais representam picos nos valores da fidelidade média do estado de
cluster F, tal como pode ser observado na Figura 6.11a (linhas verticais e pontos vermelhos).
J4 a Figura 6.11b mostra o grafico de curva de nivel da fidelidade média F,,, para a operacao
de rotacdo +7 em X ou Z versus o tempo da segunda medida ¢, versus o tempo da terceira
medida t3. Para os valores de t; e {4 em questdo, os tempos da segunda e terceira medidas
foram plotados com intervalos variando de t; < t5 < t3ety < t3 < t4. Os valores minimo
e maximo de £}, encontrados foram, respectivamente, min(F,,) ~ 0,50037 (para t; = w/d e
ts = w/d) e max(F,,) ~ 0,97562 (para t; = 0 e t3 = 0). De fato, através da anélise do gréfico
de F), X ty X t3, podemos observar que os maiores (ou menores) valores de F},, correspondem

aos tempos em que os valores de F. sdo também maiores (ou menores) no grafico de F,. X t.

Fidelidade média
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Figura 6.11: a) Fidelidade média F. do estado de cluster (sem medidas) em fungéo do tempo ¢; b)
grifico de curva de nivel de F;,, X to X t3 para a operacdo de rotacdo ==m em X ou Z, parat; = O e
t4 = 27/d. O canal em questdo é o AD com ruidos ndo-Markovianos em todos os 5 qubits.

Em seguida, repetimos o procedimento para diferentes valores de ¢; € com um valor fixo
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de ty = 27 /d. A Figura 6.12b mostra, por exemplo, o resultado de F},, x t5 X t3 para quando
t; = m/d, estando ¢; em um vale e ¢, em um pico no grifico de F,. xt (Figura 6.12a). Nesse caso,
observa-se uma estabilidade no valor minimo e uma diminui¢c@o no valor maximo da fidelidade
média, com min(F,,) = 0,50025 (para ts = w/d e t3 = 7/d) e max(F,,) =~ 0,73125 (para
to = 27/d e ty = 27 /d). Observamos em seguida que este comportamento de diminui¢do da
fidelidade média maxima também ocorre para valores nos quais ¢; possui baixa F, o qual nos
permitiu concluir que, para o sistema em questao, quando a primeira medida € efetuada em um
baixo valor de F,, toda a operacao terd sua fidelidade média reduzida. Intuitivamente, pode-se
dizer que tal comportamento de fato faz sentido, uma vez que medidas realizadas em estados

com menor coeréncia levam a resultados com menor fidelidade.

a) b)
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Figura 6.12: a) Fidelidade média F. do estado de cluster (sem medidas) em fungdo do tempo ¢; b)
gréfico de curva de nivel de F,, x to X t3 para a operacg@o de rotagdo +7 em X ou Z, parat; = 7/d e
ty = 27/d. O canal em questdo é o AD com ruidos ndo-Markovianos em todos os 5 qubits.

Feito isso, alteramos o tempo da ultima medida para um valor fixo de t4 = 7/d e poste-
riormente ¢, = 37/d (os quais correspondem a vales nos gréificos de F, X t), variando ¢; em
diferentes valores. Para todos os casos, os valores maximo ¢ minimo da fidelidade média fo-
ram de F},, ~ 0,5. A partir disso, pudemos concluir que a quarta medida é a mais relevante no

sistema. Isso sugere que tal fendmeno ocorra devido ao fato da medida no quarto qubit ser a res-
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ponsdvel pelo resultado final, cujo resultado consiste na operagdo l6gica completa (mesmo que
possivelmente em uma base diferente da computacional) a qual serd gravada no quinto qubit.
Tomando por base os resultados obtidos para esta etapa dos cdlculos, pudemos chegar,

para este tipo de sistema, as seguintes conclusdes:

1. A quarta medida € a mais relevante. Caso esta seja feita em um vale de um gréfico de F. x
t, os valores de F}, tornam-se expressivamente menores, chegando a aproximadamente
0,5. Todavia, caso t4 seja feita em um pico, os resultados de F}, poderdo atingir altos

valores.

2. Os valores minimo e médximo de F},, aumentam ou diminuem conforme ¢; no gréifico de

F,. x t aumenta ou diminui.

3. Os altos e baixos valores de F},, em ¢, € t3 no grafico de curva de nivel sempre estdao em

acordo com os altos e baixos valores de F|. no grafico da fidelidade média sem medidas.

4. De modo geral, qualquer uma das medidas leva a maiores valores de F},, quando sao feitas
nos picos do gréfico de F,. x t. No entanto, quando sio feitas nos vales, levam a valores

menores.

Phase damping

Para o canal PD, o mesmo procedimento foi adotado, levando a uma andlise mais com-
plexa. As equagdes utilizadas para os cédlculos de £ e F,,, sob acdo do canal em questdo foram
as Equacdes A.8 e A.11, respectivamente. Assim como foi feito para os casos anteriores, no-
vamente consideramos o valor de fidelidade média obtido imediatamente apds a quarta medida
ser executada.

A principio, buscamos fazer uma andlise para um tempo ¢, fixo em um pico de F,, e t;
tendo valores variados. Nesse sentido, a Figura 6.13b mostra o grafico de curva de nivel de
F,, Xty xtsparat; = 0ety = 7 (0s quais correspondem a picos de [, tal como pode ser visto
na Figura 6.13a), e a Figura 6.13d mostra o grafico de curva de nivel para t; = 7/2 ety =,
os quais correspondem a, respectivamente, um vale e um pico de F¢, tal como pode ser visto na

Figura 6.13c.
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Figura 6.13: a) Fidelidade média F. do estado de cluster (sem medidas) em fung¢do do tempo ¢ com os
tempos das medidas nos picos; b) grafico de curva de nivel de F},, X t2 X t3 para a operacdo de rotacdo
+7mem X ou Z parat; = 0ety = m; ¢) Fidelidade média F. do estado de cluster em fungdo do tempo
com os tempos das medidas no vale e no pico; d) grifico de curva de nivel de F,,, X to X t3 para a
operagdo de rotacdo £7 em X ou Z para t; = w/2 ety = 27. O canal em questdo é o AD com ruidos
nao-Markovianos em todos os 5 qubits.

Para o gréfico 6.13b € possivel observar que, tanto para ¢, quanto para t3, oS maiores

valores de F,,, ocorrem para tempos de medidas proximos a 0 ou 7, bem como 0s menores
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valores de F,,, ocorrem para tempos de medidas préximos a 7 /2, os quais correspondem a picos
e vales de [, respectivamente. Mais especificamente, para t; = 0 e {4 = 7 os valores de
minimo e maximo de F,,, encontrados foram min(F,,) ~ 0,258 (paraty, = 7/2et3 = n/2) e
max(F,,) ~ 0,9685 (para t, = 0 e t3 = 0). Esse primeiro resultado para t; e t4 em picos de F.
¢ trivial no sentido de que medidas feitas em estados de cluster com menor e maior coeréncia
levariam, intuitivamente, a resultados com menor e maior coeréncia, respectivamente. Com
base nos resultados obtidos, podemos concluir que, de maneira andloga a Equacgdo 6.8, para a

1* e 4* medidas nos picos de F,, a seguinte relacdo pode ser estabelecida:

Uy = IMW @ [G) () [G), (6.11)

De fato, para instantes de tempo miltiplos de m e multiplos impares de 7/2, os operadores
de Kraus — para altos valores de 7 e baixos valores de ¢ — atuam aproximadamente como
operadores identidade e de mudanca de fase, respectivamente. Nesse sentido, de acordo com a
Equacgdo 6.11, para ¢, e 4 maltiplos de 7, os valores de F},, mais elevados ocorrem para valores
de t5 e t3 também multiplos de 7.

Ja para o grafico 6.13d, € possivel observar que os maiores valores de [, ocorrem para
tempos de medidas préximos a (t, = 7, t3 = 37/2), bem como os baixos valores ocorrem
para tempos de medidas em ¢, mdltiplos impares de 7 /2 e, desta vez, também para valores de
t3 multiplos de . Mais especificamente, os valores de minimo ¢ méaximo encontrados foram
min(F,,) ~ 0,26586 (para t; = 7/2 e t3 = m) e max(F,,) ~ 0,9019 (paraty = me t3 =
3m/2). Podemos assim concluir que como efeito da primeira medida em um vale, ha agora
uma inversido de fase nos picos de F), para t3. Este segundo resultado, em comparacdo ao
primeiro, ndo € trivial no sentido de que ha agora essa mudanca de fase para os valores de
t3, 0 qual corresponde aos vales de F., e portanto a estados de cluster com menor coeréncia,
o que levaria, intuitivamente, a resultados com menor fidelidade. Todavia, aqui novamente
percebemos uma relagdo onde o erro de fase de um qubit corrige o erro existente em outro.

Com base nos resultados obtidos, podemos concluir que para a 1* medida em um vale e a 4°
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medida em um pico de F, a seguinte relacdo pode ser estabelecida:

Uy =oW[@g@ O 6), (6.12)

Nesse sentido, de acordo com a Equagéo 6.12, para ¢; maltiplo impar de 7/2 e ¢, miltiplo de
m, os valores de F}, mais elevados ocorrem para valores de ¢, multiplos de 7 e valores de t3
multiplos impares de 7 /2.

No procedimento adotado anteriormente, em todos os casos consideramos o tempo da
quarta medida em um pico de F.. Desta vez, buscamos realizar uma andlise para o tempo da
quarta medida ¢4 fixo em um vale de F, e ¢; tendo valores variados. Nesse contexto, a Figura
6.14b mostra o grafico de curva de nivel de F},, X ty X t3 parat; = 0 ety = m/2 (0s quais
correspondem a um pico e um vale de Fi, respectivamente, tal como pode ser visto na Figura
6.14a), e a Figura 6.14d mostra o grafico de curva de nivel para t; = 7/2 e t, = 37 /2, 0s quais
correspondem a dois vales de F,, tal como pode ser visto na Figura 6.14c.

Para o grafico 6.14b, ao contrario dos resultados observados para ¢4 em um pico de F,,
¢ possivel agora observar que os maiores valores de F;,, ocorrem para tempos de medidas pro-
ximos a (to = 7/2, t3 = m/2), bem como os menores valores ocorrem para quaisquer tempos
de medidas préximos a to = 0, inclusive para (t; = 0, t3 = 7/2), ndo mais havendo, portanto,
correspondéncia com os picos e vales de F.. Mais especificamente, os valores de minimo e
maximo encontrados foram min(F},) ~ 0,251 (para t; = 0 e t3 = 0) e max(F,,) ~ 0,9685
(para ty = m/2 e t3 = m/2). Com base nos resultados obtidos, podemos concluir que para a 1
medida em um pico e a 4* medida em um vale de F;, a relagdo dada pela Equacao 6.8 pode ser
estabelecida. Nesse sentido, para ¢; multiplo de 7 e ¢, miltiplo impar de 7 /2, os valores de F,,,
mais elevados ocorrem para valores de ¢, e t3 miltiplos impares de 7 /2.

Por fim, para o grafico 6.14d, é possivel observar que os maiores valores de F;,, ocorrem
para tempos de medidas préximos de (to = 7/2, t3 = ), bem como os menores valores ocor-
rem para tempos de medidas proximos a to = 7. Mais especificamente, os valores de minimo e
méximo obtidos foram de min(F;,) = 0, 2659 (para ty = w e t3 = 37/2) e max(F,,) = 0,9284
(para to = /2 e t3 = 7). Podemos dessa forma concluir que, como efeito da primeira e quarta

medidas feitas em um vale de F, ¢, agora apresenta um vale em 7 e um pico em 7/2 para F,.
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Figura 6.14: a) Fidelidade média F. do estado de cluster (sem medidas) em fung¢do do tempo ¢ com os
tempos das medidas no pico e no vale; b) grafico de curva de nivel de F;,, X t3 X t3 para a operacdo de
rotagdo +m em X ou Z parat; = 0 e t4 = 7/2; ¢) Fidelidade média F, do estado de cluster em funcdo
do tempo com os tempos das medidas nos vales; d) grafico de curva de nivel de F;,, X to X t3 para a
operagdo de rotagdo 7 em X ou Z parat; = w/2 ety = 37/2. O canal em questdo é o AD com ruidos
nao-Markovianos em todos os 5 qubits.

Com base nos resultados obtidos, podemos concluir que para a 1?* e 4* medidas em um vale de
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Tabela 6.1: Fidelidade média em fungdo de todos os 32 possiveis arranjos de I e o, para Uy (Equagdo
6.14) para cada qubit.

Arranjo Uy E,, Arranjo Uy E,,
1 TOT G @ [6) 1 17 o, DA B [6) 0,50495
2 IM @ [G) @) 5 (5) 0,50495 18 ( )@ [G) @) 4 (5) 1
3 IO B g B G) 024752 19 o, a [ [B) g, WG] 024752
4 IM[R Gy ( )o.®) 024752 20 o, WA [G)g ( Vo, ) 0,24752
5 IW[Pg, <3>I< >J< ) 0,50495 21 o, WI®g, <3>I< )10 1
6 IW[@ g G B4 () 1 22 o, V1@ g G [Wg 6G)0,50495
7 W[ < o, WIG)0,24752 23 o, VI®g Glg W16 0,24752
8 IW[P)g, < Vo, We, ) 024752 24 0. W1 g Bg g, 60 0,24752
9 IWg, <2)1< >1< )G 0,24752 25 o, Wg, DG [ [6) 024752
10 Mg, PO [B5 ) 024752 26 0. Wa, DG [ 6 0,24752
11 Mg, A [G) g, 4 16) 1 27 0. Ve, D[ D16 0,50495
12 W, A6 Wg G)0,50495 28 0. Vo, P[B) g Dg 6 1
13 Mg, Pg G116 024752 29 0. Vo, D O 1O16)0,24752
14 ok <2>a G [We, ) 0,24752 30 0. Vo, Pg,B[Dg ) 024752
15 7D Z(2)0 B, W16 0,50495 31 0,Vg, g By, (1 )[(5) 1
16 W, @5, G g g () 1 32 0, Ve, g, ( Vo, Wa, ) 0,50495

F., a seguinte relac@o pode ser estabelecida:
Uy =oMeP W56, (6.13)

Nesse sentido, de acordo com a Equag@o 6.13, para ¢, e t, miltiplos impares de 7/2, os valores
de F,, mais elevados ocorrem para valores de ¢, multiplos impares de 7/2 e valores de 3
multiplos de 7.

A fim de melhor compreender as propriedades existentes entre as combinacdes de medi-
das e os valores de F;, resultantes, testamos todas as possiveis combina¢des de medidas em U
paral (L =1)e o, (L = —1) em cada um dos qubits, que correspondem a instantes de tempo
multiplos de 7 e miltiplos impares de 7/2 (picos e vales de F,), respectivamente. Em outras

palavras, testamos a relagdo

Up = 0,V 0,Q0,0 0,0 U560, (6.14)

onde U; = I ou U; = o0,. Nesse sentido, a Tabela 6.1 mostra os valores de fidelidade média

encontrados para cada um dos 32 possiveis arranjos.
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Além dos arranjos dados pelas Equacdes 6.8, 6.11, 6.12 e 6.13, também pudemos observar
em nossos cdlculos que para mais quatro casos dados pelos arranjos 6, 11, 18 e 31 da Tabela 6.1,
onde o tempo do quarto qubit € diferente do tempo do quinto qubit, a fidelidade média também
atinge o seu maximo valor. Tal fato sugere que para esses casos, apds a ultima medida ser feita
no quarto qubit, o estado do quinto qubit poderd ter fidelidade (aproximadamente) maxima apos
se passar algum tempo.

Com base nos resultados da Tabela 6.1, podemos comprovar que de fato os melhores
valores de fidelidade média ocorrem para determinados arranjos de tempos de medida, sendo
que para os demais arranjos os valores de F},, sdo expressivamente menores ou muito baixos. De
modo geral, como resultado do estudo dos tempos de medidas para uma operagdo de rotacdo £+
em X ou Z, pudemos concluir que para o canal PD nao necessariamente medidas feitas em picos
de fidelidade média para a dinamica dissipativa do estado de cluster I levam a maiores valores
de fidelidade média F;,,, bem como ndo necessariamente medidas feitas em vales de F. levam a
menores valores de F},,. De fato, dependendo dos tempos em que as medidas sdo efetuadas, os
vales e picos de F;,, apresentam diferentes fases, e os melhores valores de fidelidade média sao
obtidos para combinacdes de medidas especificas. Nesse contexto, através do conhecimento do
mapa dissipativo do estado de cluster, podemos também, para o canal PD, determinar o melhor
tempo para o conjunto de medidas em cada qubit. Isso porque, dependendo de determinadas
combinacdes de tempo para cada medida em F, — arranjos 1, 6, 11, 16, 18, 21, 28 e 31 da

Tabela 6.1 — o erro existente em um qubit € capaz de corrigir o erro existente em outro.

6.3 PORTA CNOT

Ap0s realizarmos um estudo acerca da fidelidade média para uma operagdo de rotacao
+7 nos eixos X ou Z da esfera de Bloch, partimos para o estudo da operacdo CNOT, a qual
resulta em relacdes muito mais complexas visto que agora estamos lidando com uma operagao
que envolve dois qubits (controle e alvo) de modo que os estados do qubit alvo estao condicio-
nados aos estados do qubit de controle. Nesta se¢do serdo discutidos os resultados referentes a
dindmica dissipativa do estado de cluster para um sistema com 4 qubits (necessario a execu¢do

da porta 16gica CNOT), bem como os resultados referentes a dinamica dissipativa da operagdo
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CNOT considerando as medidas projetivas feitas ao mesmo tempo em toda a dindmica. Em
ambos os casos, buscando melhor compreender a relagdo existente entre os estados iniciais €
o valor final da fidelidade média, construimos os gréficos de fidelidade média incluindo o des-
vio padrdo para cada instante de tempo, bem como realizamos um estudo acerca dos estados
iniciais 6timos para a porta CNOT os quais maximizam F;,, através da andlise da fidelidade
média das projecoes [, (Equagio 5.20) considerando os possiveis estados iniciais. Além disso,
para estados iniciais com os qubits controle e alvo separados, fizemos um estudo acerca dos
tempos 6timos em que as medidas projetivas devem ser realizadas, analisando para tanto os
vales e picos de fidelidade média do estado de cluster F.. Para todos os casos, consideramos
também ambientes idénticos e independentes para cada qubit, cada qual possuindo seu préprio
reservatorio. Além disso, consideramos novamente ambientes altamente ndo-Markovianos com
A = 1073 e vo = 10 (Equagdo 5.34) para o canal AD, e a = 1 ¢ 7 = 30 (Equagdo 5.37) para
o canal PD. Tais parametros foram escolhidos por permitir observar de maneira clara os vales e
picos para posterior andlise.

Nesta se¢do, também realizamos o estudo da operagdo CNOT considerando dois casos
distintos: o primeiro para um estado inicial com os qubits controle e alvo inicialmente sepa-
rados, e o segundo para um estado inicial geral com os qubits controle e alvo inicialmente
emaranhados. O propdsito de estudarmos condi¢des iniciais diferentes para os qubits foi jus-
tamente possibilitar uma andlise comparativa acerca da dindmica dissipativa de tais sistemas e

verificar se hd uma discrepancia expressiva entre os efeitos de memdria para cada situagdo.

6.3.1 PORTA CNOT PARA UM ESTADO INICIAL SEPARADO

Nesta subsecao consideramos os qubits alvo e controle inicialmente separados, com esta-

dos expressos por |i4) e |i¢), respectivamente, de modo que

lia) = a|0) + B[1);
lic) =710y +411),

(6.15)
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onde
a = cos (01/2);

B = e sin (0,/2);

(6.16)
v = cos (02/2) ;
§ = e®2sin (6,/2) ,
de acordo com a Equagdo 2.8, a qual descreve o vetor de Bloch. Aqui também
2 2

al” +[B]" = 1;

|af” + 7] 6.17)

yI* + 10 =1,

satisfazendo a condi¢@o de normalizacgdo.

Em todos os casos, para se realizar o calculo de fidelidade média, calculamos a dindmica
dissipativa sobre uma gama de diferentes condi¢des iniciais para ambos os qubits alvo e con-
trole, considerando o vetor de Bloch em toda sua extensao de 0 < #; < 7, 0 < ¢; < 2m,
0 <0y <mel < ¢ < 2m, variando em intervalos de A¢; = x/100, A¢p; = 27/100,
Afy = w/100 e Apy = 27/100, totalizando dessa forma uma média sobre 102010000 diferen-

tes valores de condig¢des iniciais.

DINAMICA DO ESTADO DE cluster

A seguir serdo mostrados os resultados obtidos para a dindmica dissipativa do estado de
cluster — e portanto sem medidas projetivas — com 4 qubits, considerando para tanto os qubits
alvo e controle inicialmente separados. Para o cdlculo da fidelidade média do estado de cluster
em funcdo do tempo, utilizamos a Equacdo A.3 para o canal AD, bem como a Equacdo A.9
para o canal PD.

A Figura 6.15a mostra a fidelidade média do estado de cluster F,. em funcdo do tempo ¢
para o canal AD, e a Figura 6.15b mostra F. X t para o canal PD. Através da andlise dos graficos,
€ possivel observar que, para o canal AD, hd uma oscila¢ao da fidelidade média com valores
fixos para os vales de min(F,) = 0,0625. Ja os picos, ao contrario dos vales, ndo possuem
um valor fixo, tendo seu valor mdximo de max(F.) = 1 em ¢t = 0 (visto que 0 processo

de decoeréncia oriundo da dindmica dissipativa se inicia a partir desse ponto), e havendo, em
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intervalos de tempo multiplos de 27 /d, uma diminui¢cdo dos valores de F. nos picos, o qual
tende a min(F,) com o passar do tempo. Ja para o canal PD, novamente max(F.) = 1 em
t = 0, porém a cada intervalo At = 7 ha uma diminuicdo nos valores dos picos que tende a
min(F,) ~ 0 com o passar do tempo. Além disso, para todos os instantes de tempo muiltiplos
impares de 7/2, tem-se min(F,) ~ 0.

Com relagdo ao desvio padrao, através da andlise das figuras é possivel observar que, para
o canal AD, os valores de o sdo menos acentuados nos picos de F,. e aumentam em dire¢do aos
vales, onde sdo mais acentuados. J4 para o canal PD, os valores de o sdao pouco acentuados
nos picos de F, aproximadamente nulos nos vales de F,. e mais acentuados nos tempos in-
termedidrios aos picos e vales. Dessa forma, ambos os gréficos indicam que hd uma variagdo
relativamente baixa da fidelidade média do estado de cluster com relagdo aos possiveis estados

iniciais.

OPERACAO CNOT

A seguir serdo mostrados os resultados obtidos para a dindmica dissipativa da operacao
CNOT, considerando para tanto os qubits alvo e controle inicialmente separados, bem como
medidas projetivas efetuadas ao mesmo tempo em toda a dindmica, ou seja, parat = 0 as 2
medidas eram feitas em ¢t = 0; parat = 0, 1 as 2 medidas eram feitas em ¢ = 0, 1, a assim por
diante. Para o cdlculo da fidelidade média em funcdo do tempo, utilizamos a Equacdo A.6 para
o canal AD, bem como a Equacdo A.12 para o canal PD. Vale frisar que para todos os casos
consideramos o valor de F}, obtido imediatamente apds a segunda medida ser executada, ou
seja, p2 = ps = p4 € Ly = L3 = L4 para os canais AD e PD, respectivamente.

A Figura 6.16a mostra a fidelidade média F},, da operacao CNOT em fungdo do tempo
t para o canal AD, e a Figura 6.16b mostra F},, x t para o canal PD. Através da andlise dos
gréficos, € possivel observar que, para o canal AD, hd uma oscilagcdo da fidelidade média com
valores fixos para os vales de min(F;,) = 0, 25. J4 os picos, ao contrario dos vales, ndo possuem
um valor fixo, tendo seu valor mdximo de max(F,,) = 1 em ¢t = 0, e havendo em intervalos
fixos At = 27/d uma diminuic¢do dos valores de F}, nos picos, o qual tende a min(F,,) com

o passar do tempo. Ja para o canal PD, novamente max(F,,) = 1 em ¢t = 0, porém a cada
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estado de cluster com 4 qubits para os canais ndo-Markovianos a) AD e b) PD.
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intervalo At = 7 hd uma diminui¢@o nos valores dos picos que tende a min(F},,) = 0,254 com
o passar do tempo. Além disso, para todos os instantes de tempo multiplos impares de /2,
tem-se F,,, = min(F,,).

Com relagdo ao desvio padrdo, através da andlise das figuras é possivel observar que, para
o canal AD, os valores de ¢ sao muito pouco acentuados nos picos de F;,,, porém aumentam
em direcdo aos vales, onde atingem valores muito elevados. Ja para o canal PD, analogamente
ao resultado obtido para a operacdo de rotacdo -7 em X ou Z, os valores de o sdo menores
nos picos de F,,, extremamente elevados para intervalos de tempo mdltiplos impares de 7/2 e
regides proximas, e razoavelmente acentuados nos demais intervalos de tempo.

A fim de melhor investigar o alto desvio padrdao encontrado nos vales para ambos os ca-
nais, realizamos uma série de testes com diferentes valores de F, (61, ¢y, 02, ¢2), explorando
dessa forma os diferentes resultados de fidelidade para diferentes valores de condic¢des inici-
ais. A Figura 6.17 mostra alguns resultados obtidos que maximizam e minimizam os valores
de fidelidade média das proje¢oes ([,). Em 6.17a, sdo mostrados os maiores valores de [,
encontrados para determinados valores de condi¢des iniciais. Mais especificamente, o grafico
mostra os valores de F}, x t para y = 0 e {#; = Ooum, ¢1 = ¢ = 0} (linha tracejada azul),
{01 = w/40u3n/4, ¢ = ¢ = 0} (linha tracejada vermelha), e {0; = 7/2, 1 = ¢ = 0}
(linha tracejada verde). Através da anélise dos resultados, pudemos observar que os valores que
otimizam £}, sempre ocorrem para valores de 03 = 0, bem como que os valores de ¢; podem de
maneira muito sutil elevar os valores de fidelidade média das projecdes nas regides entre picos
e vales conforme os valores de 6; vao se aproximando de seus extremos (0 ou 7) em direcio
ao centro (7/2) da esfera de Bloch. Aqui também vale frisar que os valores de ¢ possuem
uma influéncia desprezivel nos resultados para os valores de § em questdo, visto que nestes
casos o vetor de Bloch se encontra nos extremos |0) ou |1), respectivamente. Ja em 6.17b,
sdo mostrados os menores valores de [}, encontrados, 0s quais possuem 0s mesmos parametros
anteriormente utilizados em 6.17a com excecdo de que desta vez 65 = 7. Neste caso, todas as
trés curvas tracejadas azul, vermelha e verde praticamente se sobrepdem, convergindo para um
mesmo valor.

A fim de se fazer uma andlise mais detalhada, a Figura 6.18 mostra, para t = 7/d, o
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tracejada verde) paraa) o = Oeb) 05 = 7.

gréfico de F), x 0; x 0, para ¢; = ¢o = 0, sendo que resultados andlogos foram obtidos para
diferentes valores de ¢, e ¢, a partir do qual podemos observar que de fato o parametro que
exerce uma influéncia expressiva no valor final da fidelidade média das projecdes € o 6. A
possivel explicacdo para 0, ser o parametro crucial na obteng@o dos altos valores de F}, consiste
no fato deste ser o parametro responsavel pela inclinacdo vertical do vetor de Bloch para o qubit
de controle. Dessa forma, como a a¢do do canal AD consiste em levar os estados dos qubits para
|0}, a fungdo do qubit de controle que consiste em permitir ou ndo que o qubit alvo execute uma
operagdo NOT ¢ intensamente afetada quando seu estado € |1) (f; = ) ou valores préximos,
resultando consequentemente nos menores valores de £, ao final do processo.

Com relacdo ao canal PD, pudemos testar diversos parametros e alguns resultados que
levam a baixos valores de F), sdo dados por {0; = 0,¢; = 0,02 = 0, ¢, = 0} (linhas pretas
tracejadas na Figura 6.19a) e {6; = 0,¢; = 0,6, = 7/2, ¢ = 0} (linhas em roxo tracejadas
na Figura 6.19b), sendo que para 6.19b os vales apresentam bases mais largas. Por outro lado,
elevados valores de F), puderam ser encontrados para {#; = 7/2,¢; = 0,02 = 0,¢, = 0}
(linhas azuis tracejadas na Figura 6.19c) e {0, = 7/2, ¢ = 0,60, = /2, ¢ = 0} (linhas verdes
tracejadas na Figura 6.19d), sendo que para estes casos agora € possivel encontrar picos de [,
para instantes de tempo multiplos impares de 7 /2, apesar de que para 6.19d valores mais baixos

de F}, podem ser encontrados em instantes de tempo mdltiplos impares de 7 /4.
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Figura 6.18: Grifico de F}, X 61 X 6 (canal AD) para ¢; = ¢ = 0 no instante t = 7 /d.

Buscando uma compreensdao mais aprofundada acerca da influéncia dos parametros em
questdo, a Figura 6.20 mostra, para t = /2, o gréfico de F, x 01 x ¢ para {0y = 0, ¢ = 0},
sendo que resultados semelhantes foram obtidos para diferentes valores de 05 e ¢. Através
da andlise do grafico, é possivel observar que os altos valores de F), ocorrem para ¢, = /2
(e diminuem conforme 6, se aproxima das extremidades 0 e 7), bem como para valores de ¢;
miuiltiplos de 7, e apresentando também vales em instantes de tempos muiltiplos impares de 7 /2.

Através da andlise dos resultados pudemos concluir que, para uma operacdo CNOT sob
acao do canal PD e com duas medidas ao mesmo tempo em instantes de tempo multiplos impa-
res de 7/2, novamente a relagdo dada pela Equacédo 6.7 € satisfeita (ou pelo menos resultados

muitos proximos considerando altos valores de 7 e baixos valores de tempo), de modo que

Uy = oMNa@ B g (6.18)

sendo ¥, = WV (ia,ic) (Equagdo 5.9), e |i1), |i4) dados por 6.15, com §; = 7/2 e ¢; miiltiplo de
7. Além disso, os resultados obtidos também mostram que diferentes valores de 05 e ¢, (ou seja,
|i4)) interferem de maneira pouco significativa no resultado final de F),. A possivel explicagio
para esse comportamento deve-se ao fato de que o canal PD apreciavelmente leva os estados

das laterais da Esfera de Bloch em direcdo ao seu centro, e portanto muito pouco interfere na
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Figura 6.19: F), x t (canal PD) para a) {#; = ¢ = 62 = ¢ = 0} (linhas pretas tracejadas), b)
{01 = ¢1 = 0,02 = 7/2,¢2 = 0} (linhas em roxo tracejadas), ¢) {1 = /2,01 = 03 = ¢po = 0}
(linhas azuis tracejadas) e d) {01 = 7/2,¢1 = 0,62 = 7/2, 2 = 0} (linhas verdes tracejadas).

inclinacao vertical do vetor de Bloch, o que para o qubit de controle pouca influéncia exerce ao

final da operacgdo logica.

FIDELIDADE MEDIA COM MEDIDAS EM PICOS E VALES DE F, PARA A OPERACAO CNOT

Analogamente ao procedimento adotado para a operacido de rotagdo +7 em X ou Z,
realizamos aqui, para os canais AD e PD, um estudo acerca dos valores de fidelidade média
considerando os tempos das medidas realizados nos picos e vales da dindmica do estado de
cluster. As expressoes para a fidelidade média aqui utilizadas foram as Equagdes A.6 (canal
AD) e A.12 (canal PD) do Apéndice A. Vale frisar que para todos os casos novamente consi-

deramos o valor de F}, obtido imediatamente apds a segunda medida ser executada, ou seja,
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Figura 6.20: Gréfico de F}, x 61 X ¢ (canal PD) no instante ¢t = 7/2 para {f3 = 0, ¢ = 0}.

P2 = p3 = psa € Ly = L3 = L, para os canais AD e PD, respectivamente. Aqui também con-
sideramos novamente trés conjuntos distintos de tempos para as medigdes: 27 /d, 3r/d e 47 /d
para o canal AD (pontos vermelhos na Figura 6.21a) e 7, 3w /2 e 27 para o canal PD (pontos
vermelhos na Figura 6.21b). Como podemos observar nas figuras em questio, esses tempos
estdo relacionados a um pico (P), um vale (V) e outro pico (P5) da fidelidade média do estado
de cluster (F.), sendo que necessariamente o > t;. Os valores de fidelidade média encontrados
s@o apresentados no grafico de barras da Figura 6.22 para ambos os canais.

Através da andlise da Figura 6.22, € possivel observar que para o canal AD os melho-
res resultados ocorrem quando o arranjo dos tempos das medidas sdo os denotados por P;-P1,
P1-P5 e Py-P5 respectivamente, ou seja, quando todas as medidas sao realizadas nos picos da
fidelidade média do estado do cluster e quando os tempos dos qubits 3 e 4 também corres-
pondem a um pico de F.. Por outro lado, para os arranjos denotados por P;-V e V-V, onde
pelo menos uma das medidas € realizada no vale da fidelidade média do estado de cluster e
quando os tempos dos qubits 3 e 4 também correspondem a um vale de F,, os resultados com
menor fidelidade média F,, para a operacdo CNOT em questdo sdo obtidos. Por fim, para o
tempo de medida V-P,, F},, ainda apresenta um valor relativamente alto. Isso porque, apesar

da primeira medida ter sido feita em um vale de F,, a segunda medida foi feita em um pico e,
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Figura 6.21: Fidelidade média da dindmica dissipativa do estado de cluster com 4 qubits em fungdo do
tempo para os canais a) AD e b) PD. Os pontos vermelhos P, V e P2 definem um conjunto de tempos
pré-selecionados em que as medidas serdo executadas.
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Figura 6.22: Fidelidade média (F},,) para a porta CNOT em func¢do da sequéncia de medidas para os
canais AD e PD.

como os tempos do terceiro e quarto qubit sdo os mesmos do segundo qubit (que corresponde
ao segundo pico de F}), hd aqui trés qubits em um instante de tempo que corresponde a um pico
em F, e apenas um qubit em um instante de tempo que corresponde a um vale de F... De fato,

pudemos observar que para o canal AD em uma operagdo CNOT com os qubits controle e alvo
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inicialmente separados, qualquer medida realizada nos qubits 1 ou 2 — ou instante de tempo
para os qubits 3 ou 4 — pertencente ao vale da fidelidade média do estado de cluster, € capaz de
diminuir significativamente a fidelidade média da operagcdo CNOT. Além disso, notamos tam-
bém que a fidelidade média tende a ser menor conforme aumentamos o nimero de medidas ou
instantes de tempo dos qubits que coincidem com o vale de F..

Ja para o canal PD, os melhores resultados também ocorrem quando o arranjo dos tempos
das medidas sdo os denotados por P1-P;, P1-P5 e P5-P5, respectivamente, onde as medidas e
tempos dos qubits ocorrem nos picos de F;, bem como os resultados com menor F}, ocorrem
para os arranjos denotados por P;-V e V-V, onde as medidas e tempos dos qubits estdo de modo
geral relacionados aos vales de F.. Aqui novamente, para o tempo de medida V-P,, F},, ainda
apresenta um valor relativamente alto, uma vez que ha trés qubits em um instante de tempo
que corresponde a um pico em £ (os operadores de Kraus atuam aproximadamente como um
operador identidade), e apenas um qubit em um instante de tempo que corresponde a um vale de
F. (os operadores de Kraus atuam aproximadamente como um operador de mudanca de fase).
Além disso, para uma operacdo CNOT com os qubits controle e alvo inicialmente separados,
pudemos também observar que, analogamente ao que ocorre no canal AD, para o canal PD
qualquer medida realizada nos qubits 1 ou 2 — ou instante de tempo para os qubits 3 ou 4 —
pertencente ao vale de F, resulta em uma significativa diminui¢do de F,,,. Ademais, a fidelidade
média também tende a ser menor conforme aumentamos o niimero de medidas ou instantes de
tempo que coincidem com o vale de F-.

Ao contrério dos resultados obtidos para a operagdo de rotagdo =7 em X ou Z, ndo pude-
mos observar nesse conjunto de medidas uma situacdo onde o erro existente em um qubit cor-
rige o erro existente em outro. A fim de verificar a existéncia da propriedade Ps[pc (i, )| Ps =
P.[Uypc(1in)Us') Ps (Equagdo 6.7) para o caso de 4 qubits, testamos todas as possiveis combi-
nacOes de Uy para [ (L = 1) e 0, (L = —1), que correspondem a instantes de tempo multiplos
de 7 e miltiplos impares de 7/2 (picos e vales de F.), respectivamente, para cada um dos bits
quanticos e sendo os tempos do terceiro e quarto qubit os mesmos, uma vez que a porta CNOT

se trata de uma operacdo de 2 qubits (o resultado engloba ambos os qubits controle e alvo). Em
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Tabela 6.2: Fidelidade média em fungdo de todos os 16 possiveis arranjos de I e o, para Uy (Equagdo
6.19) para cada qubit na porta CNOT.

Arranjo Uy F,
1 TO 1) B 74 1
2 IMW[g.Clg ) 0,50495
3 [Wg, A1 024752
4 Mg, 25, 4 0,24752
5 o, WIA G 0,50495
6 o, V@5 ()5 (1) 1
7 o, We, DG 1@ 024752
8 0. Vo, Pe B 024752

outras palavras, testamos a relacao

Uy = 1,V 0,P0,80,W, (6.19)

onde Uy =ITouU, =o0,¢ U3(3) = U,™. Nesse sentido, a Tabela 6.2 mostra os valores de
fidelidade média encontrados para cada um dos 16 possiveis arranjos.

Com base nos resultados da Tabela 6.2, pudemos observar que, além do caso onde todos
os operadores de Kraus atuam como uma matriz identidade (arranjo 1), para mais 1 caso, dado
pelo arranjo 12, onde o, atua nos qubits 1, 3 € 4 e [ atua no qubit 2, a propriedade dada pela
Equacgdo 6.7, onde o erro existente em um qubit corrige o erro existente em outro, € novamente
satisfeita. Tal fato sugere que para esse caso, apés a Ultima medida ser feita no segundo qubit,
a computacio podera ter fidelidade (aproximadamente) méxima apds se passar algum tempo.

Como resultado desse estudo, pudemos concluir que, também para o caso da operagao
CNOT com qubits controle e alvo inicialmente em estados separados, ndo necessariamente a
rapida execucao de medidas projetivas implica em altos valores de fidelidade, bem como a lenta
execu¢do de medidas também ndo necessariamente implica em baixos valores de fidelidade.
Isso porque os melhores valores de F;, encontrados ocorrem para determinados arranjos de
tempos de medida, os quais podem ser conhecidos através do mapa dissipativo do estado de
cluster. Dessa forma, para ambientes altamente ndo-Markovianos, € possivel descobrir os me-
lhores instantes de tempo para se fazer as medidas, os quais sdo extremamente importantes para

a obtencao de altos valores de fidelidade.

165



6.3.2 PORTA CNOT PARA QUBITS CONTROLE E ALVO INICIALMENTE EMA-

RANHADOS

Nesta subsecdo consideramos ambos os qubits controle e alvo inicialmente emaranhados,

de forma que o estado inicial do cluster com 4 qubits |1);,,) pdde entdo ser expresso por:

|Vin) = |0+ +0) + B0+ +1) + |1 ++40) + 0|1+ +1), (6.20)

sendo «, 3, v e § nimeros complexos gerados aleatoriamente, proporcionalmente distribuidos
(MAZIERO, 2016) e que satisfazem a condi¢do de normalizagdo: |o|” + |8|” + |7]* + |6]* = 1.
Assim como feito para o caso de estados iniciais com qubits alvo e controle separados, também
realizamos aqui uma média sobre 102010000 diferentes valores de condi¢des iniciais gerados

aleatoriamente.

DINAMICA DO ESTADO DE cluster PARA QUBITS CONTROLE E ALVO INICIALMENTE EMA-

RANHADOS

A seguir serdo mostrados os resultados obtidos para a dinamica dissipativa do estado de
cluster com 4 qubits, considerando para tanto os qubits alvo e controle inicialmente emaranha-
dos. Para o célculo da fidelidade média do estado de cluster em fun¢do do tempo, utilizamos a
Equacgdo A.4 para o canal AD, bem como a Equacdo A.10 para o canal PD.

A Figura 6.23a mostra a fidelidade média do estado de cluster F, em funcdo do tempo
t para o canal AD, e a Figura 6.23b mostra F, X t para o canal PD. Através da andlise dos
gréficos, € possivel observar que, para o canal AD, hd uma oscilacdo da fidelidade média com
valores fixos para os vales de min(F,) = 0,06253, sendo ligeiramente maior do que para o
caso anterior com qubits controle e alvo inicialmente separados. J4 os picos, ao contrario dos
vales, ndao possuem um valor fixo, tendo seu valor maximo de max(F.) = 1 em ¢ = 0 (visto
que o processo de decoeréncia oriundo da dindmica dissipativa se inicia a partir desse ponto),
e havendo novamente em intervalos fixos de At = 27/d uma diminui¢do dos valores de F,
nos picos, o qual tende a min(F,) com o passar do tempo. J4 para o canal PD, novamente

max(F.) = 1l em ¢t = 0, porém a cada intervalo At = 7 hd uma diminui¢do nos valores dos
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picos que tende a min(F,.) = 0. Além disso, para todos os instantes de tempo muiltiplos impares
de /2, tem-se min(F.) = 0.

Com relagdo ao desvio padrao, através da andlise das figuras é possivel observar que, para
o canal AD, novamente os valores de ¢ sdo menos acentuados nos picos de F,. e aumentam em
direcdo aos vales, onde sdo mais acentuados, porém desta vez menores do que para o primeiro
caso com qubits controle e alvo inicialmente separados. J4 para o canal PD, novamente os
valores de o sdo pouco acentuados nos picos de F,, aproximadamente nulos nos vales de F. e
mais acentuados nos tempos intermedidrios aos picos e vales. Dessa forma, ambos os gréaficos
indicam que h4 uma variacao relativamente baixa da fidelidade média do estado de cluster com
relac@o aos possiveis estados iniciais.

Através da andlise dos resultados podemos concluir que, para o caso de um estado inicial
geral, os valores de F;,, mostram-se ligeiramente mais estdveis, com valores de desvio padrdo
um pouco menores do que para o caso de estados iniciais separdveis. Como serd discutido a

seguir, menores valores de desvio padrdao também ocorrem para uma operacdo CNOT.

OPERACAO CNOT PARA QUBITS CONTROLE E ALVO INICIALMENTE EMARANHADOS

A seguir serdo mostrados os resultados obtidos para a dindmica dissipativa da operacao
CNOT, considerando para tanto os qubits alvo e controle inicialmente emaranhados, bem como
medidas projetivas efetuadas ao mesmo tempo durante toda a dindmica. Para o célculo da
fidelidade média em func¢do do tempo, utilizamos a Equac@o A.7 para o canal AD, bem como a
Equacgdo A.13 para o canal PD.

A Figura 6.24a mostra a fidelidade média F;,, da operacdo CNOT em fun¢do do tempo
t para o canal AD, e a Figura 6.24b mostra F;,, X t para o canal PD. Através da anélise dos
gréficos, € possivel observar que, para o canal AD, hd uma oscilagdo da fidelidade média com
valores fixos para os vales de min(F,) = 0, 25. Ja os picos, ao contrario dos vales, ndo possuem
um valor fixo, tendo seu valor mdximo de max(F.) = 1 em ¢t = 0, e havendo em intervalos
fixos At = 27 /d uma diminui¢@o dos valores de F. nos picos, o qual tende a min(F,) com o
passar do tempo. J4 para o canal PD, novamente max(F,) = 1 em ¢ = 0, porém a cada intervalo

At = 7 ha uma diminui¢do nos valores dos picos que tende a min(F,.) = 0,21 com o passar
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Figura 6.23: Fidelidade média versus tempo e desvio padrio para a dindmica dissipativa do estado de
cluster com 4 qubits inicialmente emaranhados para os canais ndo-Markovianos a) AD e b) PD.
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do tempo, sendo este um valor um pouco menor do que para o caso em que os qubits controle
e alvo estdo inicialmente separados. Além disso, para todos os instantes de tempo multiplos
impares de 7/2, tem-se F, = min(F.).

Com relacdo ao desvio padrdo, através da andlise das figuras é possivel observar que,
para o canal AD, novamente os valores de ¢ sio muito pouco acentuados nos picos de F},,
porém aumentam em dire¢do aos vales, onde atingem valores elevados, porém desta vez signi-
ficativamente menores do que para o caso em que os qubits controle e alvo estdo inicialmente
separados. Ja para o canal PD, analogamente ao resultado obtido para a operagao de rotacao +
em X ou Z, novamente os valores de o sdo menores nos picos de F;,, bastante elevados para
intervalos de tempo miiltiplos impares de 7 /2 e regides préximas, e razoavelmente acentuados
nos demais intervalos de tempo. Todavia, desta vez os valores de o também sdo menores do
que para o caso em que os qubits controle e alvo estdo inicialmente separados.

Uma possivel explicacdo para os menores valores de desvio padrao para o caso dos qu-
bits alvo e controle inicialmente emaranhados ao invés de separados pode ser dada através da
anélise das matrizes dos estados iniciais dos quatro qubits para cada caso. Seja Wy (ia,ic) O
estado inicial do sistema com os qubits alvo e controle inicialmente separados (Equacgdo 5.9) e
Vs (a, 3,7,0) = |1bin) 0 estado inicial do sistema com os qubits alvo e controle inicialmente
emaranhados (Equacgdo 6.20), ao compararmos os estados iniciais para cada situacao iremos

encontrar as seguintes matrizes dadas pela Equagdo 6.21:

Uy (ia,ic) =
1_ T
ilay ad ay ad ay ad ay ad By Bo By po By Bo By Bo |
\D2(0‘a677a5):

_ T
sla BafapBapydydydyd

- (6.21)

Através da andlise dos elementos das matrizes, podemos observar que para W, cada elemento a;;
consiste no produto de duas amplitudes de probabilidade. Por outro lado, para ¥, as amplitudes
aparecem individualmente como elementos da matriz, ou seja, isso sugere que neste caso ha
uma maior equidade com relacdo aos estados iniciais gerados.

Com base nos resultados obtidos podemos concluir que, para o caso de um estado inicial

169



1
0.9
0.8
0.7
0.6

E§&5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

e
Cooo00000
O NWEHE OO JO0 O

Figura 6.24: F,, x t e desvio padrdo da operagio CNOT com qubits inicialmente emaranhados para os

D _||

ol e

canais ndo-Markovianos a) AD e b) PD, considerando medidas no mesmo instante para cada ¢.
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geral com os qubits alvo e controle inicialmente emaranhados, os valores de F;,, mostram-se
ligeiramente menores porém mais estaveis, com menores valores de desvio padrdo em relagdo
ao caso em que |i4) e |ic) encontram-se inicialmente separados. Tais resultados tornam-se
razodveis ao tomarmos por base o fato de que, para o sistema em questdo, a matriz do estado
inicial do sistema possui elementos com amplitudes de probabilidade individuais, o que sugere
maior equidade entre os estados de ¥ (o, 3,7, d), resultando consequentemente em uma maior

equidade nos valores de F. e F},.

6.4 INDUCAO DE CANAIS NAO-MARKOVIANOS

Nesta se¢do mostraremos os resultados de nossos estudos acerca da introducdo de canais
Markovianos em meio a qubits com canais nao-Markovianos — bem como sobre a introdugao
de canais ndo-Markovianos em meio a qubits Markovianos — na dinamica dissipativa de uma
operacdo de rotacdo +7 no eixo X ou Z, onde pudemos obter o segundo dos dois mais impor-
tantes resultados de nosso trabalho com MBQC, a partir do qual pudemos observar que, para o
canal PD em determinados instantes de tempo, a induc@o de ruidos Markovianos em posi¢des
especificas de um cluster com qubits ndo-Markovianos pode resultar em valores de fidelidade
média expressivamente mais elevados. O propésito do estudo da introducdo de canais nao-
Markovianos em sistemas com qubits Markovianos consiste na possibilidade de induzir efeitos
de memoria que podem auxiliar na recuperagdo da fidelidade durante uma dinamica dissipa-
tiva; ja o propdsito do estudo da introdugdo de canais Markovianos em sistemas com qubits
nao-Markovianos, consiste na possibilidade de realizarmos uma anélise sobre 0 modo como a
markovianidade do sistema pode afetar os efeitos de memoria.

Para o estudo da dinamica dissipativa de F;,, (Figuras 6.25 e 6.25), novamente utilizamos
as expressoes analiticas do Apéndice A, considerando medidas realizadas no mesmo instante
para cada valor de tempo ¢ (isto é, para t = 0 todas as 4 medidas feitas a0 mesmo tempo em
t =0, parat = 0,1 todas as 4 medidas feitas a0 mesmo tempo em ¢ = 0, 1, etc.). No en-
tanto, desta vez consideramos todas as possibilidades de um dos qubits do cluster possuir ruido
nao-Markoviano e os demais ruidos Markovianos, e vice-versa, bem como as possibilidades

de todos os qubits possuirem ruido Markoviano e nao-Markoviano. Para todos os casos, tam-
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bém comparamos nosso método de célculo de fidelidade média com o método de célculo de
fidelidade de porta, a fim de estabelecermos possiveis relagdes entre os dois métodos para os
diferentes tipos de sistemas.

Para todos os casos, utilizamos como pardmetros para os ruidos ndo-Markovianos A =
1073 e 79 = 10 para o canal AD, e @ = 1 e 7 = 30 para o canal PD. J4 para os ruidos
Markovianos, utilizamos A\, = 20,1 e 79,, = 10 para o canal AD, bem como ay; = 1e 7y =
0,1 para o canal PD. Tais valores foram escolhidos por representarem ambientes altamente
Markovianos.

As Figuras 6.25 e 6.26 mostram os graficos de fidelidade média (F},,) das operagdes de
rotacdo +7 no eixo X ou Z versus tempo (¢) para ruidos Markovianos (M) e ndo-Markovianos
(Np,) considerando as quatro medidas realizadas ao mesmo tempo ¢ durante toda a dindmica. As
linhas azuis mostram os resultados obtidos utilizando nosso método para calcular a fidelidade
média, e as linhas vermelhas utilizando o método de fidelidade de porta. A Figura 6.25 mostra
os resultados obtidos para o canal AD (Equacdo A.5) e a Figura 6.26 para o canal PD (Equacdo
A.11). Vale frisar que aqui novamente consideramos o valor de fidelidade média obtido imedi-
atamente apds a quarta medida ser executada, ou seja, para todos 0s casos ps = ps e Ly = Ly

para os canais AD e PD, respectivamente.

6.4.1 RESULTADOS PARA O CANAL amplitude damping

Através da andlise da Figura 6.25, € possivel observar que hd uma semelhanca entre os
resultados obtidos utilizando nosso método de calculo da fidelidade média (F},) e o método
de fidelidade de porta (F}), apesar de que, enquanto o primeiro método possui seus menores
valores em aproximadamente F;,, = 0, 5, o segundo método pode atingir valores menores de até
F, = 0,25, aproximadamente.

Além disso, para ambos os casos, também é possivel observar que, para o conjunto de
parametros utilizados, um qubit com ruido nao-Markoviano em meio a quatro qubits com rui-
dos Markovianos praticamente ndo exerce nenhuma influéncia significativa sobre o sistema.
Contudo, um qubit com ruido Markoviano em meio a quatro qubits ndo-Markovianos pode in-

fluenciar significativamente a fidelidade média da operacdo légica, principalmente quando o
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Figura 6.25: Fidelidade média versus tempo para uma operacao légica de rotagdo +m em X ou Z para
o canal AD com ruidos do tipo Markoviano (M) e ndo-Markoviano (Ny,). As linhas azuis mostram os
resultados utilizando nosso método de calculo da fidelidade média (F,,) e as linhas vermelhas utilizando

o método de fidelidade de porta (£,

).

ultimo qubit for Markoviano, eliminando completamente, nesse caso, 0 comportamento oscila-

tério do grafico. Isso sugere o fato do ultimo qubit ser o mais crucial para a operacdo, uma vez

que este serve como base para a impressao do resultado final.

6.4.2 RESULTADOS PARA O CANAL phase damping

Ao contrério do canal AD, para o canal PD (Figura 6.26) é possivel observar discrepan-

cias entre os resultados obtidos utilizando nosso método de calculo da fidelidade média e o

método de fidelidade de porta. Aqui também, em ambos 0s casos para os parametros utiliza-

dos, 1 qubit com ruido ndo-Markoviano em meio a 4 qubits com ruidos Markovianos agora

pode exercer uma pequena influéncia sobre o sistema e, para [, uma influéncia significativa

quando o 4° qubit for o ndo-Markoviano. Discrepéncias entre os resultados obtidos utilizando
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F,, e F, também ocorrem quando hd um qubit com ruido Markoviano em meio a quatro qubits
nao-Markovianos. Nesse caso, resultados muito contraintuitivos surgem quando o qubit Mar-
koviano ocupa posi¢des impares no cluster (1°, 2° e 3° qubits), onde nosso método de calculo
de fidelidade média indica o surgimento de picos de F;,, para instantes de tempo multiplos im-
pares de 7/2, sendo que tal comportamento ndo é identificado pelo método de fidelidade de
porta. De fato, tais resultados mostram que ao inserirmos um qubit com canal Markoviano em
determinadas posi¢oes de um cluster de canais ndo-Markovianos, o resultado final da fidelidade
maddia pode ser expressivamente melhorado, resultando em altos valores para instantes de tempo

miultiplos impares de 7/2, com F,,, ~ 0, 75.
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Figura 6.26: Fidelidade média versus tempo para uma operacéo légica de rotagdo +m em X ou Z para
o canal PD com ruidos do tipo Markoviano (M) e nao-Markoviano (Ny,). As linhas azuis mostram os
resultados utilizando nosso método de calculo da fidelidade média (F;,,) e as linhas vermelhas utilizando
o método de fidelidade de porta (F}).

A fim de melhor investigar a causa desses resultados nado-triviais, fizemos uma andlise

partindo do estudo dos operadores de Kraus. Para ruidos Markovianos, a varidvel 7 da Equacao
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5.37 assume baixos valores, sendo que para 7 préximo de zero L(t) tenderd rapidamente a zero,
tal como pode ser visto na Figura 6.9b, e entdo os operadores de Kraus (Equacdo 5.36) tenderao

a seguinte forma:

121(t):: OSSRV S ESRVEY ¢

NS

onde ¢ € um valor de tempo alto o suficiente para que L = 0. Dessa forma, sejam U4 € Us

L(t)=0 (622)

os valores de Uj na Tabela 6.1 dados pelos arranjos de nimero 16 e 32, os quais resultam em
F,, = le F,, ~ 0,50495, respectivamente, para instantes de tempo mdltiplos impares de 7 /2
a acdo do superoperador de decoeréncia nos qubits do estado de cluster para o sistema M-N,,-
Nu-Np-Np, por exemplo, tomard a seguinte forma:

2

ivjvkvlvmzl

2 2 2 2 2
>3 Yy S BOBYBYEYE,D po () BV BTV ESY B B,

Lot [pe (Wa)] = 1 TV, Q0 D0 D ® s () 0.0, g Do T 4
Uis Uset
0.9, .5 i, (i) 7. O Dr, By, 2y (V.

Us2 Usa '

L [pc (Yin)] = %Uwpc (tin) Ure' + %U?)QPC (tin) Usa',

(6.23)
ou seja, um estado misto que consiste na superposicao dos estados de uma operagao identidade
e de uma operacao de inversao de fase. Sejam F},,15 € Fi,,32 as fidelidades médias dos arranjos 16
e 32 (Tabela 6.1), respectivamente, ao substituirmos a Equagdo 6.23 nas Equacdes 5.19 a 5.21,

obtemos a seguinte igualdade onde o resultado final da fidelidade média é aproximadamente

0, 75248:
Fn leG + Fm327
F, =11+ 10,50495, (6.24)
F,, = 0,75248,

tal como é demonstrado em B.5 no apéndice B.
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Tabela 6.3: Fidelidade média em funcéo de todos os 32 possiveis arranjos de £, e o, para cada qubit.

Arranjo Sequéncia E, Arranjo Sequéncia .
1 2B e®ed 0,5 17 oW e 0,5
2 e rle, 0,5 18 o. WLl 0,5
3 VDo, @) 0,5 19  o.0cPrPo.@cl) 05
4 e rPe, @5, 05 20 0,0cPcY5,@0, 05
5 LWrPe,®cl e 0,5 21 o, WL, (W) 0,5
6 L( )z“ W66 05 2 0. 0cPe.®LWs. ) 037624
7 d >£< )o@, Wl 05 23 0,0l 05
8 c(”c <>az<4>az<5> 0,5 24 azﬂwg?a;?’)az@)az@) 0,37624
9 cgya; 5y £4>L5 0,5 25 0.V, @B 0,5
10 £, £(3)L’ 0,5 26 o.M, @0 mggaﬁ 0,5
11 L> 5(3) c“ 075248 27  0.We,@LBe @l 075248
12 L’ @86, W5, 075248 28 0.0, <2>.c(> W0, 0,75248
13 L“ AOPNC >L‘ e 05 29 5,Wg,C ,c(% 0,5
14 E() <2>a<>£( '5.®) 05 30 0.0, <2>a<>£( )5.)  0,37624
15 c(”o— @, g U/LS\‘Z) 075248 31  0.W5,@5,05,@Ll) 075248
16 cgyag 15,0, W5, 075248 32 0,005,006 >az<4>az<> 0,50495

Analogamente ao sistema com ruidos M-N,,-N,,,-N,;,-N,,,, para os sistemas N,,-N,-M-

Num-Ni € Nip-Np-Np-Ny-M os superoperadores atuam como

L [pc (Yin)] = %UQSPC (1in) Uss' + U32,OC (tin) U €
L [pe (Yin)] = %U:npc (Yin) Usi' + U32Pc (Yin) Usa',

(6.25)

respectivamente, onde Usg e Us; correspondem aos arranjos 28 e 31 para Uy na Tabela 6.1, onde
a fidelidade média também atinge seu maximo valor, sendo que apds a aplicacdo do superope-
rador de decoeréncia tem-se portanto F},, ~ 0, 75 como resultado final.

Em seguida, sabendo que para ¢ = nz/2 altos valores de 7 tendem a L(t) = —1 e,
consequentemente, os operadores de Kraus tendem a uma operagdo de inversao de fase o,
bem como que valores de 7 proximos de zero tendem a L(t) = 0, o que resulta em uma
dindmica andloga a imposta pela Equagdo 6.23, montamos a Tabela 6.3 (semelhante a Tabela
6.1) que mostra uma relacao andloga a dada pela Equagao 6.14 considerando todas as possiveis
combinacdes entre o, (que ocorre quando L = —1)e L ' (p) = % p+ %az(i) po.) (que ocorre
quando L = 0) em cada um dos 5 qubits existentes no sistema.

Através da andlise dos resultados da Tabela 6.3, pudemos observar que, além dos arranjos
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16, 28 e 31 — analogamente aos arranjos 16, 28 e 31 da Tabela 6.1 — elevados valores de
fidelidade média também puderam ser encontrados para os arranjos 11, 12, 15 e 27, os quais
(com excecdo do arranjo 11) representam combinacgdes diferentes dos resultados com maxima
fidelidade encontrados na Tabela 6.1.

Podemos desse modo concluir que a introducdo de canais Markovianos em clusters com
canais ndo-Markovianos pode resultar em maiores valores de Fidelidade média para instantes
de tempo multiplos impares de 7 /2. Isso porque, para L ~ 0, os operadores de Kraus resultam
aproximadamente em uma superposicdo de uma operagdo identidade e de uma operagao de
mudanca de fase, a qual possui elevado valor de fidelidade média (F},, ~ 0, 75). Dessa forma,
para os instantes de tempo em questdo e determinadas sequéncias de medidas (arranjos 11, 12,

15, 16, 27, 28 e 31 da Tabela 6.3), altos valores de fidelidade média podem ser obtidos.

6.4.3 INDUCAO DE CANAIS NAO-MARKOVIANOS EM PICOS E VALES DE

F. PARA O CANAL PD

Com base nos resultados inesperados obtidos para o canal PD onde a inducao de ruidos
Markovianos em determinados qubits nos vales de F. resultam em valores de fidelidade média
significativamente mais elevados, resolvemos entio testar a inducdo de ruidos Markovianos
considerando todas as possiveis combina¢des de tempos nos vales e também nos picos de F..
Dessa forma, montamos uma tabela anédloga a 6.3 porém considerando desta vez casos para
os quais os operadores de Kraus nos qubits podem atuar como o, (L = —1), Ly, (L = 0)
e também [ (L = 1), os quais para um dado qubit correspondem (aproximadamente) a um
instante de tempo em um vale de F,. (para um ruido ndo-Markoviano), um instante de tempo
longo qualquer até L atingir zero (para um ruido Markoviano) e um instante de tempo em um

pico de F, (para um ruido ndo-Markoviano), respectivamente.

RESULTADOS PARA A OPERACAO DE ROTACAO =7 EM X OU Z

Para o caso de uma operagdo de rotacdo =7 em X ou Z, temos um sistema de 5 qubits
e 3 possiveis valores para cada um (L = —1, L = 0 ou L = 1), totalizando dessa forma 243

possiveis arranjos. A Tabela C.1 no Apéndice C mostra todos os resultados obtidos para todas
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Tabela 6.4: Arranjos da Tabela C.1, quando hd pelo menos um qubit Markoviano, para os quais a
fidelidade média atinge o mais alto valor (F},, = 0, 75).
Arranjo Sequéncia Arranjo Sequéncia
12 0.V g, @ £, 5 @ [6) 152 LD I1? £,,3 1@ £,
20 o.M g, @[3 5 @) £, 6 153 LW 1@ £, 14 16

62 o,V 1@ 5 () [( ) L) 160 LD 1@ B [@ 5 (5)
70 LD 1@ £,,6) 1@ 45 6) 161 LW 1@ G 1@ £,,6)
71 02(1) I £, ]( ) £, 162 Ly 1@ 163 1@ 1)
72 o, 1@ £,,6) 1@ 16 164 Ji) UZ(2) 0. ¢, @ £,,0®
80 o, ](2) I® 1@ 2,06 172 IW o, EM @) g, @) 5 6

84 EM 2) (o 3) O'Z(4) [(5) 173 [( ) (op 2) £N[ (0P ) EM(5)
93 LMo, 2) Ly®) o, @ [6) 174 IV g, ﬁM(3) @ 15)
100 Ly, @106 Ws 0 182 1M 6. [®) 5 &) £,,6)
<3) @ £,,0

101 Ly o, @[ 6 @ £, 6 224 IV 1@ o, )
102 LYo, @ [B) 5 (@) [6) 232 ID 1@ £,,0) 1@ 5 6)
142 LM 1® JZ(S) ](4) o, 233 IO 1@ 2,0 1@ £, 6)
143 LM(l) [(2) o, ® 1@ £,,0 234 ISR IO (3) ](4) [(5)
144 LV I1? 5,3 I( ) 1) 242 JONONONIONIE

®3)

3) 1) 5 ()

151 L <>I<2>L

as possiveis combinagdes, e a Tabela 6.4 mostra os arranjos da Tabela C.1 para os quais ha
pelo menos um qubit com ruido Markoviano e cujas fidelidades médias resultam no valor mais
elevado (F;,, ~ 0, 75) para esse caso (quando ha pelo menos um qubit com ruido Markoviano).

Na Tabela 6.4, o arranjo 100 (LY 0.® I® 5,4 5.6)) por exemplo, significa que
o primeiro qubit possui ruido Markoviano e que a primeira medida foi feita em um tempo
qualquer ap6s L(t) atingir zero (Figura 6.9b), que a segunda medida foi feita em um vale de
F., que a terceira medida foi feita em um pico de F,, que a quarta medida foi feita em um vale
de F. e que o tempo do quinto qubit também corresponde a um vale de F,, podendo nesse caso
ser inclusive 0 mesmo tempo do quarto qubit (resultado obtido imediatamente apds a quarta
medida ser efetuada).

Através da andlise dos resultados € possivel observar que, apesar de ser totalmente con-
traintuitivo, determinadas combinag¢des com tempos em picos e vales de F,. e com qubits Marko-
vianos podem levar a melhores resultados do que sem qubits Markovianos. De fato, os arranjos
12 (gz(l) o, ﬁM(3) o,® ](5))’ 100 (LjM(l) 0,2 [6) 5 @) 02(5)) e 143 (LjM(l) 1@ 5, G 14

M(‘r’)) da Tabela 6.4 (ou Tabela C.1), por exemplo, resultam em maiores valores de fidelidade

média (F,, ~ 0,75) do que os arranjos 27 (o, Vo, PG g D] 12 (1Me 2 [G) g g, (5))
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e S (IMVIPg, B [W [0y ou 22 (6,15, [H 5 (%)) da Tabela 6.1, respectivamente, estes
0S quais possuem 0s mesmos arranjos que os primeiros porém com o, ou I no lugar de Ly,
resultando dessa forma em um menor valor de fidelidade média (F},, ~ 0,5). Vale frisar que
além dos arranjos mostrados na Tabela 6.4 que resultam em £, ~ 0,75, também & possivel
observar na Tabela C.1 outros arranjos para os quais a fidelidade média também resulta em me-
lhores valores (£, ~ 0,62) quando hd indu¢do de um ruido Markoviano em pelo menos um
dos qubits.

Podemos do presente estudo concluir que nao apenas determinadas combinacdes de tem-
pos de medidas em vales e com qubits Markovianos podem levar a valores de fidelidade média
expressivamente mais elevados, mas também determinadas combinacdes de tempos com qubits

Markovianos as quais incluem medidas em vales e também em picos de F...

RESULTADOS PARA A OPERACAO CNOT

Por fim, realizamos um estudo para o caso da operacio CNOT, onde temos um sistema
de 4 qubits e 3 possiveis valores para cada um, sendo que os tempos do terceiro e quarto qubit
devem ser os mesmos, uma vez que a porta CNOT se trata de uma operacao de 2 qubits (o resul-
tado engloba ambos os qubits controle e alvo), totalizando dessa forma 27 possiveis arranjos. A
Tabela 6.5 mostra todos os 19 possiveis resultados os quais incluem pelo menos um qubit Mar-
koviano (os resultados para os 8 arranjos que nao incluem pelo menos um qubit Markoviano ja
estdo expressos na Tabela 6.2).

Na Tabela 6.5, 0 arranjo 8 (£, I . ¢.™), por exemplo, significa que o primeiro
qubit possui ruido Markoviano e que a primeira medida foi feita em um tempo qualquer apds
L(t) atingir zero, que a segunda medida foi feita em um pico de F, e que o tempo do terceiro
e quarto qubits correspondem a um vale de F,.. Caso o tempo do segundo, terceiro e quarto
qubit coincidam (Ly = L3 = L), o resultado podera ser o valor obtido imediatamente apds a
segunda medida ser efetuada.

Apesar de totalmente contraintuitivo, através da andlise dos resultados € possivel nova-
mente observar que determinadas combinagdes com tempos em picos e/ou vales de . e com

qubits Markovianos podem levar a melhores resultados do que sem qubits Markovianos. Os
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Tabela 6.5: Fidelidade média para a operagio CNOT, quando hd pelo menos um qubit Markoviano,
para todos os 19 possiveis arranjos de I, o, e L), em cada qubit tal que Ly = Ls.

Arranjo Sequéncia Fm Arranjo Sequéncia Fm

1 IO 1@ £, £,,9  0,56622 11 L cMU 3 g,@ 0,5

2 IW £,,® 16 14) 0,62376 12 .cM(l) >I<>I<> 0,24752
3 ID £, £,% 2,9 0,37624 13 LM e,®@ £, £,%  0,18626
4 ID £,,% 5.3 az<4> 0,37624 14 LD a<2>g<> L@ 0,24752
5 IW e, @ £, £,% 018626 15 o,V I £, £, @ 0,56622
6 LW 1?13 14 0,75248 16 <>L <>I<>I<> 0,37624
7 LD 1 £, £,% 0,56622 17 D Ly® £y £,% 037624
8 LD 12 5,6 6 & 0,75248 18 az<1>£ @ 5,8 6,0 0,62376
9 LW L£y® 13 1@ 0,5 19 o,V o, @ £,,3 £,% 018626

10 LoD L@ £ £,9 037624

arranjos 6 (LM 1 16G) [Wye 8 (LM 1P 5,6) o, @)

) da Tabela 6.5, por exemplo, resultam

em maiores valores de fidelidade média (F;,, ~ 0, 75) do que os arranjos 5 (0, VIR [Wye2

(IMIPg, By (1) da Tabela 6.2, respectivamente, estes 0s quais possuem aos mesmos arranjos

que os primeiros porém com o, e I no lugar de £, resultando dessa forma em um menor valor
de fidelidade média (F;,, ~ 0,5). Vale frisar que além dos arranjos 6 e 8, também ¢é possivel
observar na Tabela 6.5 outros arranjos para os quais a fidelidade média também resulta em me-
lhores valores (£, ~ 0,62 ou F},, ~ 0,57) quando ha a indu¢do de um ruido Markoviano em
pelo menos um dos qubits.

Através do presente estudo, pudemos concluir que, assim como para a operagdo de rota-
cdo =7 em X ou Z, para a operagdo CNOT também determinadas combinac¢des de tempos e
medidas em picos e/ou vales de F,. podem levar a valores de fidelidade média expressivamente
mais elevados quando hé a introdug@o de qubits com canais Markovianos em clusters de qubits

com canais nao-Markovianos.
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CAPITULO 7

CONCLUSAO

Na presente Tese realizou-se o estudo tedrico das relacdes monogamicas entre estados de
sistemas quanticos multipartidos, bem como o estudo da dindmica dissipativa de determinados
tipos de ruidos nas operacdes de rotacdo 7 em X ou Z e CNOT para uma computagdo quan-
tica baseada em medidas projetivas (MBQC). A seguir serdo descritos os principais resultados
obtidos em cada tema abordado a fim de que se possam ressaltar as contribui¢des do presente
trabalho.

O primeiro tema abordado trata do estudo das relacdes monogamicas entre emaranha-
mento de formacao (EF) e discordia quantica (DQ) para sistemas quanticos multipartidos. Den-
tre as principais contribui¢des do presente trabalho com relagdo a este tema estdo: 1) a generali-
zacdo das leis de conservagdo de medidas em ciclo para sistemas com um ndmero par arbitrario
de partes, ii) a generalizacdo das leis de conservacdo de ciclo para sistemas com um nimero
impar arbitrario de partes, iii) a generalizacao das leis de conservagdo para a discordia quantica
para sistemas com um ndimero arbitrario (par ou impar) de partes, e iv) a generalizacdo da leis
de conservagdo de medidas em ciclo com medidas em uma das partes, para sistemas arbitrarios
tanto com ndmero par ou impar de partes.

Os resultados obtidos nesta primeira etapa da Tese permitem estabelecer relagdes entre
emaranhamento de formacao e discérdia quantica para medidas de ciclo em sistemas quanticos
com quaisquer nimero de partes, onde pudemos demonstrar que a quantidade de comunicagdo
quantica necessaria em cada biparticdo € igual a soma da informacao obtida através de corre-

lagdes ndo-locais. Mais especificamente, pudemos apresentar um conjunto de leis de conser-
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vacdo monogamicas que regem como o EF e a DQ sdo distribuidos em sistemas multipartidos,
sendo que tais igualdades vinculam restricdes na distribuicdo de emaranhamento e discérdia,
mostrando que as propriedades monogamicas dessas duas medidas estdo profundamente co-
nectadas. O modo como tais correlagdes sdo distribuidas em sistemas quéanticos multipartidos
¢ um aspecto de grande interesse em teoria de informacao quantica, e embora se saiba que a
distribuicdo de correlagdes ndo pode ser feita liviemente, a compreensdo de como esse me-
canismo funciona possui implicagdes para o estudo da monogamia das correlacdes quanticas,
para a compreensao de protocolos e outros aspectos fundamentais da teoria em questdo. Nesse
contexto, pudemos mostrar nao apenas um modo geral de como o EF e a DQ sao distribuidos,
mas também uma expressdo fechada que governa como a DQ € distribuida em sistemas mul-
tipartidos. Os resultados aqui apresentados elucidam aspectos importantes na distribuicao da
correlagdo quantica em sistemas com muitas partes € podem, em um futuro breve, ter vérias
implicacdes para a compreensao da teoria de informagao quantica.

O segundo tema apresentado diz respeito ao estudo da dindmica dissipativa dos canais
amplitude damping (AD) e phase damping (PD) em ambientes altamente nao-Markovianos nas
operacdes de rotacdo =7 em X ou Z e CNOT para uma computagdo quantica baseada em
medidas projetivas (MBQC), bem como acerca da indu¢do de ruidos Markovianos em clusters
com qubits ndo-Markovianos e vice-versa. As principais contribui¢des relacionadas a este tema
foram: 1) a proposta de uma grandeza (fidelidade média F},,) para a medi¢do dos processos de
decoeréncia em uma MBQC e obtencdo das expressdes analiticas para tal, i1) o estudo acerca da
dinamica dissipativa da fidelidade média do estado de cluster e de F}, incluindo o desvio padrao,
iii) a obtencao dos tempos 6timos nos quais as medidas devem ser realizadas, iv) a descoberta
de determinadas combinag¢des de medidas para o canal PD as quais resultam aproximadamente
em uma operacdo identidade, v) a obtencao dos estados iniciais 6timos para a porta CNOT, vi)
a obtencdo de um menor desvio padrdo para a porta CNOT ao considerarmos estados iniciais
emaranhados entre os qubits controle e alvo, e vii) um aumento significativo no valor de F},
através da inducdo de ruidos Markovianos em determinados casos para o canal PD.

No que tange ao estudo acerca da MBQC, introduzimos o conceito de fidelidade média

e mostramos que esta fornece uma interpretacdo mais completa do que a fidelidade de porta
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para a dindmica dissipativa dos sistemas, bem como ser ela idéntica para uma operagdo de ro-
tacdo +£m em X ou Z. Para ambientes altamente ndo-Markovianos, a fidelidade média torna-se
extremamente dependente dos tempos de medida, sendo que sua rdpida execu¢do nao necessa-
riamente implica em melhores resultados, tampouco sua lenta execucdo nao necessariamente
implica em piores. Nesse contexto, para o canal AD mostramos que o conhecimento do mapa
dissipativo ja € o suficiente para intuitivamente determinar os melhores tempos de medidas, o
que ndo necessariamente € verdade para o canal PD. Nesse caso, para qubits com reservatdrios
individuais que introduzem erros de fase, mostramos também que o erro existente em um qubit
pode corrigir o erro existente em outro. Isso sugere que a constru¢do de computadores quanti-
cos baseados em medidas com qubits idénticos pode ser importante para a obten¢do de calculos
com alta fidelidade. Além disso, para a operagdo CNOT, pudemos observar altos valores de
desvio padrdo para F;,,, a partir do qual foi possivel determinar os estados iniciais os quais ma-
ximizam a fidelidade do sistema. Ademais, observamos também que a utiliza¢do de estados
iniciais com qubits controle e alvo inicialmente emaranhados apresenta um desvio padrao ligei-
ramente menor, o que sugere que, neste caso, hd uma maior equidade entre os possiveis estados
iniciais de cluster. Por fim, pudemos também identificar um aumento significativo nos valores
de F;, através da inducdo de ruidos Markovianos em determinados instantes de tempo para o
canal PD, uma vez que para ambientes altamente Markovianos a acdo dos operadores de Kraus
tende a um estado misto entre uma operacdo identidade e de inversao de fase, resultando, para
determinadas sequéncias de operagdes, em maiores valores de F,,.

Esperamos com este trabalho abrir caminho para futuras pesquisas envolvendo MBQC.
Algumas possiveis sugestdes de trabalhos futuros seriam a implementagcdo experimental das
relacdes monogamicas entre emaranhamento de formacao e discérdia quantica, bem como a
utilizagdo de outros tipos de canais além do amplitude damping e do phase damping. Sugerimos
também a simulacdo de outras portas légicas, tais como a Hadamard, rotagdo +7 no eixo Y e
rotacdo +/4 nos eixos X ou Z, bem como um maior aprofundamento no estudo da indugéo
de ruidos Markovianos em sistemas ndo-Markovianos a fim de se obter maiores valores de

fidelidade média.
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APENDICE A

EXPRESSOES ANALITICAS PARA A
FIDELIDADE MEDIA

A seguir mostraremos as expressoes analiticas para a fidelidade média, referentes a di-
namica dissipativa dos estados de cluster com 4 qubits (tanto para os qubits controle e alvo
inicialmente emaranhados quanto separados) e com 5 qubits, bem como as operacdes de rota-
cdo +7 sobre os eixos X ou Z e porta CNOT (qubits controle e alvo inicialmente emaranhados
e separados), tanto para os canais amplitude damping quanto phase damping.

A fidelidade média em funcdo dos tempos da dinamica para cada qubit pode ser definida

como

1
Fo = Fu(tiy ..., ty) = % > E, ([thin) s tis oo tn), (A.1)

sendo ¢ o indice de cada qubit, n a quantidade de qubits, |1);,) o estado inicial do sistema e
F, (|Yim) , ti, ..., t,,) a fidelidade média das projecoes, sendo esta expressa em fungdo do estado
inicial e dos tempos da dindmica para cada qubit considerando uma média sobre os possi-
veis resultados das proje¢des. Aqui N € o fator de normalizagdo, e pode ser definido como
N =3 (Yin|thin). Vale frisar que para a operagéo +7 em X ou Z os tempos ¢; a t, dos quatro
primeiros qubits representam os tempos das 4 primeiras medidas, respectivamente, enquanto
que t5 representa o estado do quinto qubit (neste ndo hd portanto nenhuma medida) no refe-
rido tempo apenas. Se considerarmos o resultado da operagdo 16gica imediatamente apos a 4*

medida ser realizada, teremos entdo que ¢4, = t5. Ja para a operacdo CNOT, os tempos ¢; e
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to dos dois primeiros qubits representam os tempos das 2 primeiras medidas, respectivamente,
enquanto que t3 e t4 representam os estados do terceiro e quarto qubit (alvo e controle ao final
do processo, sem nenhuma medida), respectivamente, no referido tempo apenas. Se conside-
rarmos o resultado da operacdo 16gica imediatamente apés a 2* medida ser realizada, teremos
entio que to = t3 = 14.

A seguir mostraremos as expressoes de F,, = F}, (|¢) , ti, ..., t,) para os canais amplitude

damping e phase damping.

A.1 CANAL amplitude damping

Nesta secdo apresentaremos os resultados obtidos para o canal amplitude damping, onde
utilizamos a Equagdo 5.33 para modelar o canal em questdo, sendo que p; = p;(¢;) corresponde

ao ruido em cada qubit de indice .

A.1.1 SEM MEDIDAS (ESTADO DE cluster) COM 5 QUBITS

Seja o estado inicial do primeiro qubit |1;,) = a |0) + 5 |1) (Equagdo 5.4), tem-se que:

Fy = Re{ (0233 (yBibs (2 Bi(papa + V) — (b1 = Dpay/Pit

(P1 +2y/P1 — 1)y/Pa(y/P3 + 1) = p1p3 + p3) + /P5(Pa((P1 + 2¢/P1 — 1)y/Paps+
2y/P1p2 — p1 + 1) + /Pa(2y/P1(p2ps + /P3) — (P1 — 1)p2y/P3 + (P1+

2y/P1 — 1)y/D2(y/P3 + 1) — p1bs + P3) + /Pa(—P1p2 + (P1 + 2¢/P1 — 1)y/DPa+
24/P1 +P2)) + /P3Pa(—P1pP2 + 2/P1 + P2) + (P1 + 24/P1 — 1)Pay/P2Ps + (P1+
2\/P1 — 1)y/Dabs + 2y/Pip2 — p1 + 1) + (o] + p1|B|*) (\/Paps(p2y/Ds+
VP2(y/Ps + 1) + p3) + /D5 (y/D2(Pspa + /Ps(y/Pa + 1) + /Da) +

po/Ba(BT + 1) + bay/Bi + 1) + (b2 + y/B2) i1 + yBapa + 1) .

(A.2)
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A.1.2 SEM MEDIDAS (ESTADO DE cluster) COM 4 QUBITS

Seja o estado inicial do qubit alvo |i4) = «|0) + 3 |1) e do qubit controle |ic) = v |0) +

0 |1) (Equagdo 6.15), tem-se que

Fy = Re{ (0235 (b1 + 2y/B1 — 1) y/Babs + /s —prpa-+

(p1 +2/P1 — 1)y/P2 + 2/D1 + P2) + 2y/Pip2 — 1 + 1) (pald]* + [y[)+
7208*(p1((v/Ds + 1)(Pa + 2/Ps — 1)y/P2abs + Da(y/P3(pa — 1) — 2,/Ps)—
2y/D3Pa +ps — 1) +2/P1((y/Ps + 1)(Ps + 24/Pa — 1)/D2Ds + P2(2y/PaDa—
ps+ 1) + (—=y/P3)(pa — 1) +2¢/Pa) — (y/P3 + 1)(pa + 2¢/Ps — 1)/P2ps+
P2(2y/P1 — /P3(Pa — 1)) + 2y/D3p1 — Pa + 1)) + (Jaf* + p1BI") ((/P2(ps+
V/P3) + Pay/Ds + ) (pald|* + [7[*) +7206* ((v/Ps + 1) (pat

2y/Fi — 1)y/PaPs + Pa(2y/Bi — VBs(ps — 1)) + 2/F5pi — pa + 1)}

(A.3)
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A.1.3 SEM MEDIDAS (ESTADO DE cluster) COM 4 QUBITS (QUBITS CON-

TROLE E ALVO INICIALMENTE EMARANHADOS)

Seja o estado inicial do sistema [1);,,) = |0 + +0)+/5 [0 + +1)+v |1 + +0)+6 |1 + +1)

(Equacdo 6.20), tem-se que:

Fy, = Re{ H(3" (" (267 /BiB1(y/Ba(ps + y/F3) + P2/ + 1)

a6 (y/P1 + /Pa)(y/P1ba — 1)(—y/P2(ps + v/P3) + P2 + /D3))+
B6pad*((p1 + 24/P1 — 1)y/P2p3 + /D3(—pP1P2 + (P1 + 2¢/P1 — 1){/Pa+
2,/P1 + p2) +2¢/P1p2 — P1 + 1)) + (0" (ad(p1(ps — 1)+

2y/P1Pa — P4 + 1)(y/P2(Ps + /P3) + Pay/Ps + 1) — Bv(y/P1+
VP1)(y/P1Pa — 1)(=/P2(ps + v/P3) + P2 + y/P3)) + aff"((y/Ps + 1) (pat
2y/Pa — 1)y/P2Ps + P2(2y/Ps — /P3(Pa — 1)) + 2/Psps — ps + 1)+

ayy* ((p1 + 2¢/P1 — 1)y/P2ps + /P3(—P1p2 + (P1 + 2¢/P1 — 1)y/Pa+
24/D1 + P2) + 2y/P1p2 — p1 + 1)) + (y/P2(ps + /D3) + p2y/Ps + 1) (laf'+
palBI") + p1((v/P2(Ps + /P3) + Pay/Ds + 1)(|7]" + palé]*)+
70770"((v/P3 + 1)(P4 + 2/Ps — 1)/P2Ps + p2(2y/Ps — /Ps(ps — 1))+
2@—p4—|—1)))}.

(A4)

A.1.4 ROTACAO 47 SOBRE 0OS EIX0S X OU Z

Seja o estado inicial do primeiro qubit |1;,) = a |0) + 5 |1) (Equagdo 5.4), tem-se que:

F, = Re{ 3(0?(0(ps/D703 + 1) — 52(/BaDi — 1)/ Pibsms—
(8%)*(\/P2Pa — 1)/P1DsDs + 266 (\/P2Pa(/P1P3Ps — Ps) + /DiPsps + 1))+ (AD)
|B|" (p5\/Paba + 1))}.
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A.1.5 PORTA CNOT

Seja o estado inicial do qubit alvo |i4) = «|0) + 3 |1) e do qubit controle |ic) = v |0) +

0 |1) (Equagdo 6.15), tem-se que

Fy = Re{ S ((y/Faps + D(lal* + 181') - a2(yBz = 15 + (3°) Fra)+

Y* (60" (a*(a*(/P2(P3(pa — 1) + 24/PsPa) + 24/PsPa — Pa + 1)+

By/Pi(4Re(B)((y/P2 — 1)y/PsPa + 2p3y/P2ba + 2¢/Pa) + B(y/Ps(y/P2(1-

3p4) + Pa + 1) — 6ps\/P2ba — 2v/P1))) + 181" (y/P2(ps(pa — 1) + 2/Pspa) +

2/PsDs — Pa+ 1)) + 2083 (v*((y/P2 + 1) Dibs + v/Pa(—ps) + 1)— (A-6)
66" ((v/P2 — 1)y/D1Ds + /D2(P3(Pa — 1) + 2/D3Da) — 2/D3Ds + Pa — 1))+

@ B3 (— /B2 — 1) yBalps — 1) + 2Bl = /Bavs))+

P[0 (0*(=(y/P2 = D)(B7)* Vb3 + 266" (v/DiDs + v/Da(—ps) + 1)+
8y/Pims(y/Fa(ARe(8) — 38) + B)) + (y/Faps + Dol + 81) |

A.1.6 PORTA CNOT (QUBITS CONTROLE E ALVO INICIALMENTE EMARA -

NHADOS)

Seja o estado inicial do sistema [1);,) = o |0 + 4+0)+3 (0 + +1)+ |1 + +0)+5 |1 + +1)

(Equagdo 6.20), tem-se que:

Fy = Re{ H(~(yFz ~ DyBa(@*(7") + 7@’ + #pi(8"P+
0%pa(8")?) + (y/Paps + V) (lal" + pa(8]" + 16]") + [y [)+
B*(v*(ad(y/Pz — 1)y/Pa(y/Pr(ps — 1) — 2¢/Pa)+

By(2y/P1P1 — p1 + 1)(y/P2ps + 1)) + 280pad*((y/P2 + 1)/P1Ps+
VP2(=p3) + 1)) + a*(8*(ad(2y/P1Ps — pa + 1)(y/P2ps + 1)+
By(yD2 — 1)y/D3(y/P1(Ps — 1) — 2y/P1)) + 8" (aB(\/D2(p3(ps — 1)+
24/P3P1) + 2¢/P3P1 — Pa + 1) +76/P1((—/DP2 — 1)/Ps(pa — 1)~
2y/Pa(y/D2ps — 1)) + 207" ((y/P2 + 1)/D1Ds + /D2(—p3) + 1))+
75" (By/Pr((—=/P2 = 1)y/P3(Ps — 1) — 2¢/Pa(y/P2ps — 1))+
10(/Ba(palpa — 1) + 2,/B3B) + 2,/Babi — pa+ 1) .

(A7)
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A.2 CANAL phase damping

Nesta secdo apresentaremos os resultados obtidos para o canal phase damping, onde uti-
lizamos a Equag@o 5.36 para modelar o canal em questdo, sendo que L; = L;(¢;) corresponde

ao ruido em cada qubit de indice 1.

A.2.1 SEM MEDIDAS (ESTADO DE cluster) COM 5 QUBITS

Seja o estado inicial do primeiro qubit |1;,) = a |0) + 5 |1) (Equagdo 5.4), tem-se que:

E, = Re{llﬁ(Lg + 1)Ly + 1)Ly +1)(Ls + 1) (|a\4 + 20l B + \5\4) } (A.8)

A.2.2 SEM MEDIDAS (ESTADO DE cluster) COM 4 QUBITS
Seja o estado inicial do qubit alvo |i4) = « |0) 4+ 5|1) e do qubit controle |ic) = v |0) +

d |1) (Equagio 6.15), tem-se que

1
F, = Re{4<L2 +1)(Ls + 1) (2aBL1 3" + o +18]") (Iv]* + 16]* + 2L4n567) } (A.9)

A.2.3 SEM MEDIDAS (ESTADO DE cluster) COM 4 QUBITS (QUBITS CON-
TROLE E ALVO INICIALMENTE EMARANHADOS)
Seja o estado inicial do sistema [1);,) = o |0 + 4+0)+3 (0 + +1)+~ |1 + +0)+6 |1 + +1)

(Equacdo 6.20), tem-se que:

F, = Re{}l(LQ +1)(Ls + 1)(2(aa*(BLaf" +ALay* + 6L1La6")+
(A.10)

BLLB* (YLay* + [6]%) + 70Lay*0*) + |af* + 18] + |7]* + W‘)}-
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A.2.4 ROTACAO 47 SOBRE 0OS EIX0 X OU Z

Seja o estado inicial do primeiro qubit |1;,) = a |0) + 5 |1) (Equagdo 5.4), tem-se que:

Fp = Re{;(oﬁ(aQ(Lngl + 1) + ﬂ2L1L3L5(1 — L2L4)+
L, LsLs(8%)2(1 — LoLy) + 286 (LoLa(L1LaLs — 1) + LiLaLs + 1))+ (A.11)
814 (LaLa + 1)

A.2.5 PORTA CNOT

Seja o estado inicial do qubit alvo |i4) = «|0) + 3 |1) e do qubit controle |ic) = v |0) +

0 |1) (Equagdo 6.15), tem-se que

Fy = Re{ 3(0(1|" +161") (= B*La(Ls — 1)L + 250 (La (Lo + 1)L~

Ly + 1) — Ly (Ly — 1)Ls(8%)?) — 2a2Ly7266*(82Ly (3Ly + 1)+

(Ly — 1)B" (L1 8" + 28Ls) — 48L1(La + DRe(8)) + (Lo + ) (|af* + 18 (17 [*+
8] + 2L3L47255*))}.

(A.12)

A.2.6 PORTA CNOT (QUBITS CONTROLE E ALVO INICIALMENTE EMARA-

NHADOS)

Seja o estado inicial do sistema [1);,) = |0 + +0)+5 [0 + +1)+v [1 + +0)+6 |1 + +1)

(Equacdo 6.20), tem-se que:

Fy = Re{ S(LiLa(a?(7")? + (1 = La)(2(a")* + 0(8°)) +

B2(6%)%) = LiLaLs(a®(v")? + B2(6")%) + (L + D (laf* + |B]" + |7|*+
16]*) 4+ 2Lyv*6* (v (Ly + 1)Ls — afLy (Ly — 1))+

25 (Lyy* (ByLy(Le + 1) — ad(Ly — 1)L3) + B00*(Ly(Ly + 1)Ly—

Lo+ 1)) + 2a*(Lyf* (aB(Lg + 1)Lg — v0Lq (Le — 1))+

Ly6* (a6l (Ly + 1) — By(Ls — 1)Lg) + a7y (L1 (Ls + 1)Ls — Ly + 1)))}.

(A.13)
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APENDICE B

DEDUCAO DE ALGUMAS
EXPRESSOES

Neste apéndice demonstraremos a deducio de algumas expressoes apresentadas durante

o texto principal da Tese.

B.1 EXPRESSOES DO CAPITULO 3

B.1.1 EXPRESSAO 1

A igualdade log (Z Ai i) (z\) = > log (\;) |4) (i pode ser demonstrada através de uma
expansdo em série de Taylor. Seja f(A) uma funcdo qualquer, como por exemplo uma fungio

logaritmica, temos a seguinte relagao:

2 AS

f(A):1+A+f21,+3,+... (B.1)

Supondo A = 3 \; |7) (i|, a série de Taylor se torna:
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(B.2)

B.1.2 EXPRESSAO 2

Analogamente a Expressao 1, podemos demonstrar através de uma expansao em série de
Taylor a igualdade log (Z AN [iab) (z'ajb|> =Y log ()\g/\?) liajs) (iajs|. Seja f(A) uma fun-
i,J i,J

¢éo qualquer (como uma fungio logaritmica), tal que A = > )\f)\? |iajb) (iajb|, a0 substituirmos
4,
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A na Equacdo B.1 teremos a seguinte expressao:

2
(Z )‘a>\b|za]b 'Lajb|)

F (S0 ) Gl ) = 14 SN0 i i+~
3
(Z ALl ) 'Lajb|)
o + ..,
(Z A¢ N8 liagn) zml) (Z A8 Jiagp) laﬂbl)
F(Z 208 i) ) = 1+ 52008 i Gl + +
,] 2¥)
2
(Z liajp) A¢ A lajb|> (Z AP N2 fia ) Zaﬂb|>
®; a + ..,
<Z ,\a,\b|zagb zajb|> <Z XZAL kaly)( kalb)
f (Z XEAD [iago) <iajb’> =1+ Z XEX] liagv) (G| + 2! +
2
<Z )\?)‘?|iajb><iajb|> <Z Xl)\bkalbﬂkalb)
i,7 k,l
= + ..,
Do AN fiagn) (iagel 3 NAT Ikaly) (Rals|
f (Z AEAD iags) <iajb’> =1+ Z ASAG iagb) (Gags] + o T
(Z AENE[ia ) wbl) (Z A2NE [ Kaly) (Kalp| E,\g/\ﬂkulb)(kam)
k,l k,l
3! T
Z APAENEN? liagp) (iadblkalb) (kals]
f (zz A?)\? |iajb> <'L.ajb|> - %)\?)\‘l; |iajb> <iajb| + e 21 +
(Z AZ N liagb)( Zajbl> <Z (/\Z/\?)Qkalbﬂkalblkalb><kalb|)
k.l
- + ...,
Z AENINENY 8y kaly liadn) (Ralb|
f <Z AEAD iags) <'iajb’> =1+ E ASAT iagb) (ags] + =25 o] -
(Z Aa}‘bha]b Za]bl) (Z ()\Z)\;’) kalb><kalb|)
k,l
> + ..,
Z XEXENENYS, i katy L) (Rals|
/ (Z ATA liajo) <z'ajb|> = 1 LN liads) Giogs] £ g +
> )\“/\b()\“)\”) liagp) (iadbllkal)(kals|
1,7,k,l
= + ..,
Do AENINENDGi iy katy liad) (Kals|
f (Z NEND Jiajn) <z'ajb!> =1+ NN Jiags) (iags] + =25 2] +
2 ,\Mb(,\a/\b) Sigiykaly liade) (Kaly|
i,7,k,l
= + ..,

(B.3)

Considerando novamente ¢ = k e j = [, 0;,;,k,1, S€ torna d;_;,i.;,» € €ntdo teremos:
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B.2 EXPRESSAO DO CAPITULO 6

2 [ias) (ajo| +

(B.4)

Aqui demonstraremos a propriedade F;,, = %leg + %Fmgg, tomando por base as Equa-

coes 5.19 a5.21 e Tabela 6.1:
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Fm = % Z Tr |:pout<1/}1n)116 TI'1234 ;Bmps‘c[pC(z/)zn)]PSBjn]7

F, =
% {¢Z} Tr {Pout(wm)lz TT1234 ; B Py (%Uwpc (Yin) U16T + %U32/)C (Vin) U32T) PSBIH],

Fm — % Z Tr{pout(d%n)%@; TI‘1234 gn: Bm[%Ps (UlﬁpC (1/}271) UlﬁT) Ps+

7

3P (Usape (¥in) Usa') P B},
= % > TT{Pout(l/Jm)l% TT1934 [% ;n: By Py (Ulﬁpc (Vi) UlﬁT) PsBj,+

mn

5"

Z %} B Py (U32PC (Vin) U32T) PBL]},
Fin =5 2 Trlpou(Vin) s Triu LS BuPs (Uiope (4in) Uss') RBL| +
Pout(Vin) 75 TT1234 {5 %}: B Py (ngpc (Yin) U32T) PsBITn] 2

Fon = % {]{; {g:}Tl" {Pouth‘n)ll(; TT1234 LG: B Py <U16/70 (Yin) UIGT) PsBm} }} +

% {]{[ {%}Tr {paut(lﬁm)fﬁ TT1234 {%ﬂ: BmFs (U32PC Whn) U32T) PSBm] }} ?

oo F = 316+ 3F .
(B.5)
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APENDICE C

TABELA PARA A INDUCAO DE
CANAIS MARKOVIANOS

A Tabela C.1 (semelhante a Tabela 6.1) mostra, para uma operacao de rotacdo 7 em X ou
7, uma relacdo andloga a dada pela Equacdo 6.14 considerando todas as n possiveis combi-
nagdes entre o, (que ocorre quando L = —1), I (que ocorre quando L = 1) e L e (p) =
% p+ %az(i) po ) (que ocorre quando L = 0) em cada um dos 5 qubits existentes no sistema,
totalizando dessa forma n = 243 possiveis arranjos. Para economia de notacdo e espaco na
tabela, iremos considerar aqui [ = [ O, 7=0Wel =L M(i), sendo ¢ o indice de cada qubit.
Aqui também a posi¢do de cada elemento corresponde a posi¢ao de cada qubit. Dessa forma, a

sequéncia [ ZLZI (arranjo de ndmero 174), por exemplo, equivale a [M o, £, g, @16,
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Tabela C.1: Fidelidade média para a operacdo de rotacdo +m em X ou Z para todos os 243 possiveis
arranjos de 1, 0, e L;; em cada qubit.

n Seq. I n Seq. Fy, n Segq. I8 n Seq. I8 n Seq. I

27777 0,505 51 Z.L1LT 0,376 101 LZIZL 0,752 151 LICIZ 0,752 201 1LL71 0,5
7777,C 0752 52 ZLNZ 0,624 102 L7171 0,752 152 LILIL 0,752 202 ILLLZ 0,5
77771 1 53 ZLIIC 0,5 103 LZILZ 0,5 153 LI1L1T 0,752 203 ILLLL 0,5
7777 0376 54 ZL111 0,376 104  LZILL 0,5 154  LIZZ 0,248 204 ILLLI 0,5
777LC 0,5 55 71777 0,248 105 LZ1L1 0,5 155  LIZL 0248 205 1LLIZ 0,5
77721 0,624 56 Z172L 0,248 106 LZIIZ 0,248 156 L1IZ1 0,248 206 ILLIC 0,5
77717 0248 57 71771 0,248 107 LZIIL 0,248 157 LIILZ 0,5 207 ILLIT 0,5
7771 0248 S8 ZIZL.7 0376 108 L7111 0,248 158 LIILL 0,5 208 ILIZZ 0376
9 77711 0,248 59 ZI2LL 0,5 109 LLZZZ 0,5 159 LIILT 0,5 209  ILIZL 0,5
10 ZZLZZ7 0,752 60 Z17.L1 0,624 110 LLZZL 0,5 160 LINZ 0,752 210 1L171 0,624

(oI e Y R R S

11 ZZLZL 0,752 61 71717 0,505 111 LLZ7] 0,5 161 LIIL 0,752 211 IL1LZ 0,376
12 ZZL71 0,752 62 7171L 0,752 112 LLZLZ 0,5 162 LI 0,752 212 ILILC 0,5
13 ZZLLZ 0,5 63 71711 1 113 LLZLL 0,5 163 12777 1 213 IL1L1 0,624

14  ZZLLLC 0,5 64 Z1L77 0248 114 LLZLY 0,5 164 1ZZZL 0,752 214 1L11Z 0,376
15 ZZLL1 0,5 65 ZILZL 0248 115 LLIIZ 0,5 165 127271 0,505 215 IL11C 0,5
16 ZZLIZ 0,248 66 Z1L71 0248 116 LLZIC 0,5 166 I1ZZLZ 0,624 216 jyaiii 0,624
17 ZZL1L 0,248 67 Z1LLZ 0,5 117 LLZ1T 0,5 167 1ZZLL 0,5 217 1zzz 0,248
18 7711 0,248 68 ZILLL 0,5 118  LLLZZ 0,5 168 IZZL1 0376 218 MZZL 0248
19 77177 1 69 Z1LL] 0,5 119  LLLZL 0,5 169 1Z7Z1Z 0248 219 NZZ1 0,248
20 Z21ZL 0,752 70 ZIL1Z 0,752 120 LLLZI 0,5 170  1ZZIL 0,248 220 NZLZ 0,624
21 77171 0,505 71 ZILIL 0,752 121 LLLLZ 0,5 171 12711 0,248 221 nzLcL 0,5
22 ZZ1L7 0,624 72 Z1L11 0,752 122 LLLLL 0,5 172 1ZL7ZZ 0,752 222 NZLI 0,376
23 Z71LC 0,5 73 VYAVVHA 0248 123 LLLLI 0,5 173 1IZLZL 0,752 223 JIVAVA 1
24 771.1 0,376 74 VANVAS 0248 124 LLLIZ 0,5 174 1ZL7Z1 0,752 224 Zic 0,752
25 77117 0,248 75 71171 0248 125 LLLIC 0,5 175  1ZLLZ 0,5 225 nzi 0,505
26 7711C 0,248 76 ZIILZ 0,624 126 LLLIT 0,5 176 1ZLLL 0,5 226 IILZZ 0,248
27 77111 0,248 77 ZIICL 0,5 127 LLIZZ 0,5 177 1ZLLI 0,5 227  IILZL 0,248
28 ZLZ77 0376 78 ZI1L1 0,376 128  LLIZL 0,5 178  1ZL1Z 0,248 228 11LZ1 0,248
29  ZL7ZZLC 0,5 79 YAV VA 1 129 LLIZ1 0,5 179  1ZL1L 0248 229 IILLZ 0,5
30 ZL£Z71 0,624 80 ZI11L 0,752 130 LLILZ 0,5 180 1211 0,248 230 INLLL 0,5
31 ZLZLZ 0376 81 71111 0,505 131 LLILL 0,5 181 121272 0,505 231 IILLT 0,5
32 ZLZLL 0,5 82 L2777 0,752 132 LLILT 0,5 182  I1ZIZL 0,752 232 11L1Z 0,752
33  ZLZLTI 0,624 83 LZ727L 0,752 133 LLIZ 0,5 183 17171 1 233 IIL1C 0,752
34  ZL21Z 0376 84 L2771 0,752 134 LLIIL 0,5 184 1ZILZ 0376 234 Ic1 0,752
35 ZL71C 0,5 85 L711L7 0,5 135 LLI 0,5 185 I1ZILL 0,5 235 mzz 0,248
36 ZL711 0,624 86 LT1LL 0,5 136 LIZZZ 0,248 186 1Z1L1 0,624 236 mzL 0,248
37  ZLLZZ 0,5 87 LZ7.L1 0,5 137 LI1Z7L 0248 187 1Z11Z 0,248 237 mzI 0,248
38 ZLLZIL 0,5 88 L7717 0,248 138 L1271 0,248 188 1Z11C 0,248 238 ILZ 0,376
39 ZLL2 0,5 89 LZ71L 0248 139 LIZLZ 0,5 189 1Z111 0,248 239 IILL 0,5
40 ZLLLZ 0,5 90 L2711 0248 140 LIZLL 0,5 190 I£ZZZ 0,624 240 LI 0,624
41 ZLLLL 0,5 91 LZLZZ 0,752 141 LIZ.L1 0,5 191 ILZZL 0,5 241 1z 0,505
42  ZLLL] 0,5 92 LZLZL 0,752 142 YR VAVA 0,752 192 1LZZ1 0376 242 L 0,752
43 ZLLIZ 0,5 93 LZL71 0,752 143 LIZ1L 0,752 193 ILZLZ 0,624 243 I 1
44  ZLLILC 0,5 94 LZLLTL 0,5 144 LIZ11 0,752 194 1LZLL 0,5

45 ZLL10 0,5 95 LLLLL 0,5 145 L1727 0248 195 ILZL1 0,376

46  ZLIZZ 0,624 96 LZLLT 0,5 146  LILZL 0248 196 1LZ1Z 0,624

47  ZLLIZL 0,5 97 LZLIZ 0,248 147 LI1L71 0248 197 I1LZIC 0,5

48 ZL171 0,376 98 LZLIL 0248 148  LILLZ 0,5 198 1711 0,376

49  ZLILZ 0,624 99 LZL10 0248 149 LILLL 0,5 199  1ILLZZ 0,5

50  ZLILL 0,5 100 LZ1ZZ 0,752 150 LILLI 0,5 200 ILLZL 0,5
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