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Resumo

O objetivo desse trabalho é contribuir com resultados algébricos sobre extensoes
abelianas de grau p, com p um primo impar. Mais precisamente, explicitamos o elemento
primitivo e uma base integral de uma extensao abeliana de grau p e condutor p?q, com
g primo tal que ¢ = 1(mod p). Construimos também reticulados algébricos sobre essas
extensoes abelianas e reticulados ideais sobre subcorpos de Q((,r) de dimensao par e

impar.

Palavras chave: corpos de nimeros abelianos, reticulado, densidade de centro,

diversidade e distancia produto minima.



Abstract

The aim of this work is to contribute to results algebraic on abelian extensions of
degree p, with p a prime odd. More precisely, we made explicit primitive element and a
integral base of an abelian extension of degree p and conductor p?g, with ¢ prime such
that ¢ = 1(mod p). We built also algebraic lattices of these abelian extensions and ideal

lattices for subfields of Q((,) of even and odd dimension.

Keywords: abelian extension, lattices, center density, diversity and

mintmum product distance.



Sumario

I__Preliminares

IL.1  Teoria da mformacao € codigod . . . . . . . . . . ...

IL.2  Constelacao de smaly . . . . . . . . . . . ..

IL.o Canal gaussiang . . . . . . . . . . . . . .o

.4  Canal de Ravleigh com desvanecimentd . . . . . . . . . . . . . . . .. ...

Lo Probabilhidade de errd

IL.0  Reticulados e teoria da mnformacad . . . . . . . . . . . oo

IL./ "lTeoria algebrica dos numeros e reticuladod . . . . . . . . . . . . ... ...

L[.8 Consideracoes finaid . . . . . . . . . . . ...

K  Resultados basicos de teoria algebrica dos numeros

R.2 Extensoes de corpos, anel de inteiros e teoria de (aloild . . . . . . . . . ..

R.o  Norma, traco e discriminantd . . . . . . . . . . . . . ... ..

.4 Ramificacao de1deald . . . . . . . . . .. Lo

R.0o  Corpos ciclotomicod . . . . . . . . . . .

R.0 Anel de grupd . . . . . . . ..

.7 Consideracoes finaid . . . . . . . . . . . . ..o

b  bXtensao abelianas de grau p

b.l  Corpos de numeros abelianod . . . . . . . . . . .. ..o




3.2 1° Caso: cond(K) = le-, com p; = 1(mod p) e p;’s primoq . . . . . .. .. 31
i1
B3.2.1 Forma traco integral, com cond(K) = H /7 33
i1
B3.2.2  Minimo da forma traco integral, com cond(K) = Hp ........ 33
pb.2.0  Caracterizacao dos ideals primos aclima dos 1dealsq.'_p17-lj ........ 35
B.3 2°Caso: cond(K)=p1 . . ... .. . . ... ... 36
B.3.1 Forma traco integral, com cond(K)=»1 . ... .. ... ... ... 37
B.3.2  Caracterizacao do ideal primo acima depZ . . . . . . . . . . . . .. 38
3.4 3° Caso: cond(K) = p? le-, com p;’s primos e p; = L(mod p) . . . .. .. 39
i1

3.4.1 Forma trago integral, para cond(K) = p? Hp ............ 41

B.4.2 Minimo da forma traco integral, para corlc_f(K) = p“g, com ¢ primd
eqg=1modp) ... . . . . . . 46
p.4.0  Caracterizacao dos ideals primos acima dos ideais p;dg . . . . . . . 47
Bb Consideracoes finaid . . . . . . . . . . . ... 48
4 Reticulados 50
BT Definicad. . . . . . . . . . . 50
B.2 Reficulado algébrico via homomorfismo canonicd . . . . . . . . . . . . . .. 52
B.3 Reficulado algébrico via homomorfismo forcidd . . . . . . .. . . ... .. 53
B4 FEmpacotamento estéricd . . . . . . . . ... 54
g.o  Construcoes de reticulados algebricod . . . . . . . . . . . ..o 56
B6o heticuladoadeal . . . . . L0000 0L L oL L 58
g7 Construcoes de reficulados Ideaid . . . . . . . .. . . ... ... ... ... 60
B.7.1 Construcao ciclicaimpay . . . . . . . . . . . . ... ... 64
B.7.2  Construcao ciclicas pay] . . . . . . . . . . . . ... 69
B8 Consideracoes finald . . . . . . . . . . . . .o 72

p Consideracoes Innais e perspectivas 74




76



Introducao

Em 1948, Shannon [24] analisando um sistema de comunicacao, formulou o Teorema
de Codificagao de Canal, o qual diz que pode-se ter a probabilidade de erro do canal tao
pequena quanto se queira através de cddigos corretores de erros eficientes.

Shannon propos representar cada sinal como um ponto no espaco n-dimensional.
Considerando cada ponto como o centro de uma esfera de um empacotamento esférico.
Pode-se ter um empacotamento esférico reticulado, ou seja, os centros das esferas formam
um reticulado n-dimensional. Neste caso, é possivel melhorar a probabilidade de erro do
canal melhorando alguns parametros dos reticulados.

Daremos novas construgoes de reticulados algébricos e reticulados ideais, ja que
reticulados algébricos densos e reticulados ideais com alta distancia produto minima e
diversidade maxima diminuem a probabilidade de erro dependendo do canal utilizado.

Para esse estudo foi necessario conseguir resultados avancados em teoria dos niimeros
algébricos, mais precisamente trabalhamos com reticulados construidos através de corpos
de ntimeros abelianos de grau p, com p um primo impar e reticulados ideais construidos
através de subcorpos de Q((pr ).

Este trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos a motivagao desse trabalho. Relacionando a teoria dos
cédigos com reticulados algébricos.

No Capitulo 2, apresentamos resultados basicos sobre moédulos, teoria algébrica dos
nimeros, teoria dos corpos e de Galois, ramificacao de ideais e a definicao de anel de
grupo.

No Capitulo 3, além de apresentar resultados recentes de extensoes abelianas de

10
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grau um numero primo impar, também contribuimos com novos resultados sobre essas
extensoes abelianas (3° Caso).
No Capitulo 4, apresentamos construcoes de reticulados algébricos e ideais. Estudando

a densidade de centro, diversidade e distancia produto minima.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos a relacao entre reticulados com teoria da informacao e
cédigos. Apresentamos dois canais utilizados para a transmissao de sinais, explicitando
quais parametros dos reticulados sao importantes em cada um desses canais. O controle
sobre esses parametros é necessario para o calculo da taxa de probabilidade de erro do

canal.

1.1 Teoria da informacao e cédigos

Um sistema de comunicagao é um conjunto de meios fisicos e equipamentos
responsaveis por transportar uma informacgao da fonte ao destinatario, usando um canal
de comunicagao.

Este processo segue as seguintes etapas.

e Fonte: transforma a informagao a ser emitida pela fonte (pessoa ou méaquina) em

simbolos discretos, ou seja, simbolos pertencentes a um alfabeto A.

e Codificador de fonte: associa as saidas da fonte as sequéncias de digitos (geralmente

binérios) chamadas sequéncias de informagdes ou palavras codigos fonte.

e Codificador de canal: transforma a palavra cédigo fonte em uma outra sequéncia
chamada de palavra coédigo de canal. O principal objetivo desta fase é minimizar os

ruidos do canal.

12
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e Modulador: gera formas de ondas as quais sao apropriadas para a transmissao

através do canal.

e (Canal: meio fisico por onde a informagao é transmitida. No canal o sinal estd sujeito
a varios tipos de ruidos, imperfeicoes e interferéncias, as quais geram distorcoes

modificando o sinal recebido.

e Demodulador, decodificador do canal e decodificador de fonte: faz o inverso do

modulador, codificador de canal e codificador de fonte, respectivamente.

1.2 Constelacao de sinais

Novos sistemas de informagoes propoem melhorar o desempenho na transmissao de
sinais sob o critério de probabilidade de erro.

Porém, a informacao transmitida estara sempre sujeita a um conjunto de interferéncias
alocadas no canal de transmissao. Esse conjunto de interferéncias é denominado ruido do
canal. O principal desafio é sempre controlar a acao do ruido. Pode-se controlar a acao
do ruido fazendo um esquema de modulagao adequada e/ou um esquema de codificagao
especifico.

Uma constelacao de sinais sao palavras codigos e sinais representadas por pontos ou

vértices de grafos.

1.3 Canal gaussiano

O canal gaussiano é um canal de comunicacao via satélite (AWGN - Additive White
Gaussian Noise). Nesse canal a interferéncia dar-se-a através de um ruido branco. O
nome branco se da pelo fato da cor branca ser formada pela soma de todas as outras

cores.
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1.4 Canal de Rayleigh com desvanecimento

O canal de Rayleigh com desvanecimento é um canal de comunicagao terrestre, o qual
possui como principal caracteristica a propagacao por multiplos percursos. Isso se da
através da reflexdo e/ou difragao do sinal em edificios, drvore, etc..

Desvanecimento é o nome dado a alteracao de intensidade do canal. O nome Rayleigh
¢ dado ao canal, pois este canal é modelado por uma distribuicao de probabilidade
de Rayleigh. Uma ferramenta muito util para melhorar o desempenho nesse canal é

rotacionar constelacoes de sinais, preservando a distancia euclidiana entre os pontos.

1.5 Probabilidade de erro

Dada uma constelagdo de sinais S, denotamos por P.(S) a probabilidade de erro na
transmissao de um sinal do canal.
Para o canal gaussiano, segue que

) nS 1
< = AR
P.(S) < 267’f0< 5 A ),

onde < significa aproximacao do limite superior.
Dentre outras varidveis, segue que A é a densidade de empacotamento da constelacao
de sinal. Para minimizar a probabilidade de erro do canal é necessario maximizar a
densidade de empacotamento.
Para um canal de Rayleigh com desvanecimento tem-se que
P(S) <> 1 (8No)'
‘ T = 2dfn(x,§)2’
onde L é a diversidade da constelagao de sinais, dé ¢ a distancia [-produto de z e ¥ é
quando dois pontos diferem em [ componentes.
Assim, para minimizar a probabilidade de erro no canal de Rayleigh é necessario

maximizar a diversidade L e maximizar a distancia produto minima d, i, = d;(x, 7).
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1.6 Reticulados e teoria da informacao

Constelacoes de sinais com estrutura de reticulados sao eficientes por causa da
estrutura linear e simétrica dos reticulados.

O problema de empacotamento esférico, o qual faz parte do 18° Problema de Hilbert,
estd relacionado com o problema de encontrar constelacoes de sinais boas para um canal
gaussiano, pois o numero de vizinhos de um ponto fixo é o ntimeros de vizinhos de um
elemento x € S. Logo, para o canal gaussiano boas constelaccoes de sinais com estruturas
de reticulados sao aquelas que apresentam alta densidade de empacotamento.

Para o canal de Rayleigh com desvanecimento, uma alternativa para maximizar a
diversidade ¢é trabalhar com constelagoes de reticulados obtidas através de corpos de
nimeros totalmente reais. Bons candidatos a constelagoes de sinais reticulados sao os

reticulados Z"-rotacionados, os quais sao de facil rotulacao.

1.7 Teoria algébrica dos niimeros e reticulados

E possivel construir reticulados n-dimensionais através de homomorfismos associados
a corpos de ntimeros.

Dado um corpo de ntmeros K, definimos nesse trabalho o homomorfismo canonico
e o homomorfismo torcido, que é uma pertubacao do homomorfismo candénico. FEsses
homomorfismos nos darao reticulados que serao chamados de reticulados algébricos.

Os reticulados ideais sao reticulados algébricos dotados de uma forma trago relacionada
com um ideal fracionario do anel de inteiros de um corpo de nimeros.

A facilidade de trabalhar com reticulados obtidos dessas formas é que a densidade
de empacotamento, diversidade e distancia produto minima dependem parcialmente de
parametros dos corpos de nimeros.

A densidade de empacotamento estd relacionada com Trgg(z?), onde z € Ok
nao nulo, Ok o anel de inteiros algébricos do corpo K e K é um corpo de nimeros
totalmente real. A diversidade é maximizada quando trabalhamos sobre corpos de

nimeros totalmente reais e a distancia produto minima é maximizada quando trabalhamos
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sobre corpos de nimeros com discriminante minimo.

1.8 Consideracoes finais

Neste Capitulo, relacionamos a probabilidade de erro na transmissao de sinais,
utilizando os canais gaussiano e de Rayleigh, com a construcao de reticulados através

de corpos de niimeros. Essa relagao é a motivagao desse trabalho.



Capitulo 2

Resultados basicos de teoria

algébrica dos niimeros

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos da teoria algébrica dos niimeros
necessarios para a compreensao e desenvolvimento dos proximos capitulos. Comecamos
com o conceito de médulo, depois faremos um breve resumo de resultados de teoria
dos corpos, teoria de Galois e anel de inteiros, em seguida definimos norma, traco e
discriminante e finalizamos com resultados sobre corpos ciclotomicos, ramificacao de ideais

e anéis de grupos.

2.1 Modbdulos

Nesta secao definimos o conceito de médulo sobre um anel. Mais precisamente,

queremos estudar resultados sobre Z-maddulos livres de posto n.

Definicao 2.1 Seja A um anel. Dizemos que um conjunto nao vazio M € um A-modulo

se:
i) (M,+) é um grupo abeliano;
ii) Eziste uma aplicagio ¢ : A X M — M dada por ¢(a,z) = ax, que satisfaz

a) a(z +y) = az + ay;

17
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b) (a+b)x =ax + bx;
c) (ab)x = a(bx);
d) 1z ==z,
para todo a, be A ex, ye M.

Note que todo anel A é um A-moddulo, todo espaco vetorial V' sobre um corpo K é um

K-médulo e todo grupo abeliano é um Z-moddulo.

Definicao 2.2 Sejam M um A-modulo e N C M um subconjunto ndao vazio. Dizemos
que N é um A-submddulo de M se N é um subgrupo de (M,+) e an € N, para todo
a€Aen€N.

Definigao 2.3 Um A-mddulo M € livre se existe um subconjunto {x;}ie; de M tal que
cada x € M € escrito de forma tunica como x = Zaixi, onde a; € A para i € I, ou
seja, o conjunto {x;}ie; € um conjunto de gemdoregellinearmente independentes de M. O
nimero de elementos de I € chamado de posto de M. No caso em que I € finito e {x;}ier
nao € necessariamente linearmente independente, ou seja, x = Z a;x; mas nao de forma
unica, M € dito um A-modulo finitamente gerado. !

Proposicao 2.1 [I3/ Seja {x;}icr um conjunto gerador de um A-mddulo livre M de posto
n. Se #1 =n, entao {x;};c; € uma A-base de M.

2.2 Extensoes de corpos, anel de inteiros e teoria de

Galois

Nesta secao, apresentamos alguns resultados de extensoes de corpos, extensoes de
Galois e anel de inteiros de um corpo de nimeros, necessarios para compreensao das

préximas segoes e dos proximos capitulos.
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Definicao 2.4 Dizemos que um corpo . € uma extensao de um corpo K se K C L.
Podemos considerar . como um K-espago vetorial e assim chamamos dimgll = [L : K]

de grau da extensao L sobre K. Denotamos a extensiao L de K por L|K.

Definigao 2.5 Se K é uma extensao finita de Q, ou seja, [K : Q| € finito, dizemos que

K é um corpo de numeros, onde Q € o conjunto dos nimeros racionais.

No capitulo 2, focamos nosso estudo em corpos de niimeros de grau p, com p um primo

impar.

Definicao 2.6 Seja K um corpo de nimeros. Definimos o anel de inteiros Ok de K como
o conjunto dos elementos de K que sao raizes de polinomios monicos sobre Z.. Se x € Ok,

x serd chamado de elemento inteiro de K.

Proposicao 2.2 (23], pdg. 40) Se K € um corpo de nimeros de grau n, entao Ox € um

Z-médulo livre de posto n.
Definicao 2.7 Uma base de Ox como Z-maodulo é chamada base integral de K.

A seguir, damos resultados de teoria de corpos e de Galois, os quais sao de fundamental

importancia na demonstracao de resultados do Capitulo 3.

Proposicao 2.3 (f2Z3/, pdg. 31) Se K C L C M sao extensoes de corpos de nimeros,
entdo [M : K] = [M : L][L : K].

Definigao 2.8 Sejam K um corpo de numeros e a & K. O menor corpo que contém K
e a € definido com K(a) e [K(a) : K] = gr(minga), onde minga € o polindmio minimal

de o sobre o corpo K.

Teorema 2.1 (fZ3/, pdg. 33) Se K é um corpo de nimeros, L. uma extensao de graun de
K e F um corpo algebricamente fechado contendo K, entdo existem n K-monomorfismos

distintos de L. em F.

O proximo Teorema caracteriza um corpo de nimeros K. Esse resultado serda de

fundamental importancia no Capitulo 3.
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Teorema 2.2 (23], pdg. 34) (Teorema do elemento primitivo) Se LIK é uma extensdo

finita, entao eziste t € L tal que L = K(t), onde t € chamado de elemento primitivo.
Denotamos Aut(L) := {0 : L — L;0 é um isomorfismo}.

Definigao 2.9 Seja L|K uma extensao finita de corpos. O grupo de Galois de L sobre K
€ o conjunto de todos os K-automorfismos de L, ou seja, € o conjunto {o € Aut(L); olx =

idg}. Denotamos este grupo por Gal(L|K).

Definicao 2.10 Uma extensao finita I de K € dita uma extensao galoisiana, ou
simplesmente de Galois, se [L : K| = o(Gal(L|K)). Uma extensao de Galois é dita

abeliana (ou ciclica) se o grupo de Galois é abeliano (ou ciclico).
As extensoes abelianas de grau p, com p um primo impar é um dos focos desse trabalho.

Defini¢ao 2.11 Sejam L|K uma extensao de corpos e G um subgrupo do grupo Aut(L).
O corpo
L¢ = {a € L;o(a) = o, para todo o € G}

é chamado corpo fizo de G.

Teorema 2.3 23] (Correspondéncia de Galois) Sejam L|K uma extensao de Galois e

G = Gal(L|K). Considerando os sequintes diagramas,

L — {id} L «+— {e}
| |

M — Gal(L|M) L7 +— {H}
| |

K — Gad(L|K)=G LY «— G

entao que existe uma correspondéncia entre os corpos intermedidrios entre K e IL e os

subgrupos de G, ou seja,
i) M =1L" < Gal(LM) = H

i) [LH K] = (G : H) (indice de G sobre H).
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Definicao 2.12 Sejam L, e Ly extensoes de um corpo K. O menor corpo que contém 1Ly

e Ly € chamado de corpo composito de 1Ly e Ly, e denotado por ILilLs.

Teorema 2.4 [23/(Irracionalidade Natural) Se K|M é uma extensio de Galois e L|M é
uma extensdo arbitrdria, entdo KLL|L é Galois e Gal(KL|L) ~ Gal(K|KNL).

K/]K]L\ L
N

KNL
M

Usamos o Teorema da Irracionalidade Natural em diversas demonstragoes no Capitulo
3, para monstrarmos isomorfismos entre grupos de Galois. Também usamos para o célculo

do discriminante de certos corpos de ntimeros do Capitulo 4.

Teorema 2.5 [Z3] Se K|M e L|M sao extensoes de Galois, entao KL|M é uma extensao
de Galois.

Teorema 2.6 23] Sejam K|M e L|M extensoes de Galois. Se G = Gal(K|M) e H =
Gal(L|M), entdo a aplicagao

¢ : Gal(KLM) — G x H
p— (plx, plL)

¢ um homomorfismo injetor. Em particular, se KNIL = M, entao ¢ é um isomorfismo.

2.3 Norma, traco e discriminante

Os conceitos de norma, traco e discriminante sao necessarios para obtencao de alguns
parametros dos reticulados. Como foi colocado no Capitulo 1, Trgjg(z?) estd relacionado

com a densidade de centro de um reticulado algébrico e discriminante de um corpo de
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numeros esta relacionado com a distancia produto minima. Vamos definir esses conceitos
nesta secao.
Sejam L|K uma extensao finita de grau n e oy, ..., 0, os K-monomorfismos distintos

de I em um corpo algebricamente fechado F.

Definigao 2.13 Seja o € L. Definimos a norma e o trago de o na extensio L|K da

sequinte forma:

Propriedades 2.1 (fZ3/, pdg. 36) Sejam Q C K C L corpos, onde K C L é uma

extensao finita. Se x,y € . e a € K valem as sequintes propriedades:
a) Tryg(ar) = aTry(z)
b) Tryk(a) = [L: Kla
¢) Nyk(a) = allKl
d) Nyg(az) = a“¥ Ny (z)
ese K CM CL, entao
e) Nug(z) = Nux(Nom(z))
f) Trux(z) = Trygg (Tropm(z)).

Proposicao 2.4 (fZ3/, pdg. 36) Se K € um corpo de nimeros, . uma extensao de graun
de K, o € L eay,a,...,ay raizes do polindmio minimal de o sobre K, entao Tryx(a) =

artag+ .. o, Nyg(a) =oas. .. ap.

Proposicao 2.5 (f2Z3/, pdg. 38) Se K C L sdo corpos de nimeros e o € Oy, entdo o

Tryg(a) e Nyk(a) pertencem a Ok.
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Proposicao 2.6 (fZ3/, pdg. 39) Se K € um corpo de nimeros, . uma extensao de graun
sobre K, o1, ..., 0, K-monomorfismos distintos de I. em um corpo algebricamente fechado

F contendo K e {z1,x9,...,2,} € uma base de L sobre K, entdo
D]L“K = D(ilj'l, To, ... ,ill'n) = det(TTMK(Q?il'j)) = det(ai(:cj))2 7£ O

Observagao 2.1 Denotamos Dgq, simplesmente por Dx.

2.4 Ramificacao de ideais

Consideramos agora I um corpo de ntimeros de grau n e O, o anel de inteiros de L.

g
Teorema 2.7 [28] Todo ideal J de Oy, é decomposto de forma inica como J = Hm?,
i=1
onde 0s P, ’s sao ideais primos distintos e 0s e;’s sao inteiros positivos.
Assim, considerando um nimero primo p € Z, segue que pZ gerado por p em Z é um
ideal primo. Desse modo, pOy, é um ideal de O, e assim, é decomposto de forma tnica
g

como pQOp, = H‘Bfl Neste caso, dizemos que os ideais primos *3;’s estao acima do ideal

=1
primo pZ em Q.

Proposicao 2.7 23] Se B é um ideal primo nao nulo de Oy, acima de pZ, entdo

i) BPNZ = pZ;

.. L ~ . Z |:OIL
1) — € uma extensao finita de F, = — e |—
) p pZ ;'B

Definicao 2.14 Seja J um ideal nao nulo de Op. Chamamos de norma do ideal J o

:]Fp} < n.

@)
numero de elementos do anel quociente 7]L e denotamos por Ny, ou simplesmente, N(J).

Proposicao 2.8 [2Z3/ Se P é um ideal primo nao nulo de Oy, que estd acima de pZ, entao

N(B) = p/, onde f = {%:Fp].

9
Definicao 2.15 Seja pOp = H‘Be" onde os B;’s sao ideais primos nao nulos de O .

77
=1
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7
1) O grau {OL : = dimgzpz(OL/B;) € chamado de grau de inércia de P; sobre

B pZ
pZ e denotado por f; = f(Pi|pZ).
2) O expoente e; = e(B;|pZ) de P; é chamado de indice de ramificacao de P; sobre

pZ.

Teorema 2.8 [23/(Igualdade Fundamental) Com as notagées da Definicao 2.15, tem-se
g

que Zeifi =n.

i=1

Definicao 2.16 Dizemos que o ideal primo pZ é:
a) totalmente decomposto em O, ou L., se g = n;
b) totalmente inerte em O, ou L, se f(B|pZ) = n, para algum ideal P acima de pZ;

¢) totalmente ramificado em O, ou L, se e(B|pZ) = n, para algum ideal P acima de

PZ;
d) ramificado em O, ou em L, se e(B|pZ) > 1 para algum ideal B acima de pZ.

Se L|Q ¢é uma extensao de Galois, entdo que e; = ... =¢; e f = ... = f;. Logo, o
Teorema da igualdade fundamental fica da seguinte forma efg = n.
Agora, consideramos Q C K C L extensoes de corpos, Ok o anel de inteiros de K e

Or, o anel de inteiros de L.

Definicao 2.17 Chamamos de discriminante de Oy sobre Ox o ideal gerado pelo

discriminante de uma base de L. sobre K contida em O, e denotamos por Do, oy -

Teorema 2.9 23/ Sep € um ideal primo de Ok, entao p se ramifica em O, se, e somente
se, p contém Do, |0, Em particular, pOy, ramifica em O se, e somente se, p divide o

discriminante de L.

Lema 2.1 (23], pdag. 58)(Minkowski) Se K é uma extensao de Q tal que K # Q, entdo
|Dx| > 2.
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2.5 Corpos ciclotémicos

Os corpos ciclotomicos sao de fundamental importancia neste trabalho. Utilizando
subcorpos de corpos ciclotomicos construimos reticulados algébricos e reticuados ideais.

Por isso, veremos alguns resultados essenciais para compreensao dos demais capitulos.

Definicao 2.18 Sejam n um inteiro positivo.

1) Uma raiz do polinémio x™ — 1 € chamada de raiz n-ésima da unidade e denotamos

por (.

2) Uma raiz n-ésima da unidade tal que (" # 1, para todo 1 < m <n —1, é chamada

de raiz n-ésima primitiva da unidade.

3) Um corpo ciclotomico é uma extensio de Q da forma Q((,), onde (, é uma raiz

n-ésima primitiva da unidade.
4) O polinomio ¢,(x) = H(.r — (1), onde mdc(j,n) = 1, é chamado de n-ésimo
j=1
polinémio ciclotomico. O grau de ¢,(x) € dado pela Fungdao de Euler p(n) = #{0 <

m < n; mde(m,n) =1} e ¢p(x) é monico e irredutivel sobre Q.

Proposicao 2.9 ([Z7/, pdg. 11) Se ¢, € C € uma raiz n-ésima primitiva da unidade e

k € N, entio C* é uma n-ésima raiz primitiva da unidade se, e somente se, mdc(k,n) = 1.

Tem-se que Q((n)Q(¢) € Q(Cnn) € se mde(m,n) = 1, entao vale a igualdade, pois
p(mn) = p(m)e(n), com mde(m,n) = 1, e assim, Q(¢n) N Q(Cn) = Q.

Proposicao 2.10 (fZ7/, pdg. 11) Se (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo

[Q(Gn) : QI = p(n) e Gal(Q(6)|Q) = Z;,.

Tem-se que Q((,)|Q é uma extensao de Galois. Além disso, Gal(Q((,)|Q) = {o; €
Aut(Q(¢,)); mde(i,n) =1 e 04(¢,) = ¢4 }. Como Z¥ é abeliano, segue que Gal(Q(¢,)|Q)
¢ abeliano. Agora, como Z; ¢ ciclico para n = 2,4,p" ou 2p", onde p é primo impar e
r > 1, segue que Gal(Q((,)|Q) é ciclico para n = 2,4,p" ou 2p”, onde p é primo e r > 1.
Caso, Z; nao seja ciclico, tem-se que Z; contém pelo menos dois subgrupos ciclicos de

ordem 2 [Z4].
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Proposicao 2.11 ([27], pag. 15) Se (, € C é uma raiz n-ésima primitiva da unidade,
comn €N, e K=Q((, + (1), entaio KCR e [Q(¢,) : K] = 2.

Definicao 2.19 O corpo K da Proposicao 211 é chamado de subcorpo real maximal de
Q(Gn)-

Teorema 2.10 ([Z1], pdg.11) Se K = Q(¢.), com n > 1, onde (, € uma raiz
n-ésima primitiva da unidade, entdo o anel dos inteiros algébricos de K ¢é Z[(,] e

e(n)
{1,¢n, - - ,C:Q 1} ¢ uma base de Z[(,] como um Z-mdédulo.

Teorema 2.11 [I7] Se K = Q((,), com n > 1, entao

. ne®)
Doy = D(1, 6y, (P = £

e(n) *
prt

pln

Proposicao 2.12 (3], pdg. 25) Se K = Q((,), entao Tryip(¢,) = (—1)°, se n € livre

de quadrados, com s o nimero de primos que aparecem na fatorac¢do de n;

Proposicao 2.13 [0/ Se K = Q((,r), entdo

0, se mde(j,p") < p"!

Treie(Gr) =4 —p'", semde(j,p) = p’™!
pHp = 1), se mde(j,p") > pt
Lema 2.2 (2], pdg. 10) Se K = Q((,), entdo um primo p ramifica em Ogq,) se, e

somente se, p|n.
Demonstracao. Segue diretamente dos Teoremas P79 e 2T |

Lema 2.3 23/ Sep € um primo e K = Q((yr), entao (1 — (yr)Z[(pr] € 0 tinico ideal primo

acima de pZ em Z[Cyr].
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2.6 Anel de grupo

Vamos definir nesta secao o conceito de anel de grupo. Usamos este conceito para a
compreensao dos Teoremas e B3

Sejam R um anel e G um grupo.

Definigao 2.20 Um anel de grupo R[G] é o conjunto de todas as combinagoes lineares
o= s
geG

onde a, € R e somente um nimeros finito de a,’s sao nao nulos.

Definimos a soma e produto de «, 8 € R[G] da seguinte forma:

O‘+5:Za99+zb9922(a9+6g>9

geG geqG geqG

af = (Z agg)(z brh) = Z (agbn)gh

geG heG g,heG

Ao = /\(Z a,g) = Z(/\ag)g, com \ € R.

geG geG

Tem-se que R[G] com a soma e o produto definidos dessa maneira é um anel.

2.7 Consideracoes finais

Mencionamos nesse capitulo, resultados importantes em teoria algébrica dos niimeros
necessarios para compreensao dos demais capitulos. Destacamos o Teorema do Elemento
Primitivo, resultados sobre Z-mdédulos livres, ramificacao de um ideal primo de Z em Ok,

com K um corpo de nimeros, o valor do trago de (,, e a definicao de anéis de grupos.



Capitulo 3

Extensao abelianas de grau p

Neste capitulo vamos explicitar resultados sobre um corpo de nimeros K abeliano de
grau p, com p um primo impar. Determinamos um elemento primitivo de K, uma base
integral para o anel de inteiros Oy, caracterizamos um elemento de Ok tal que pertenca a
um ideal primo especicfico de Ok e encontramos o valor de TTK|@(x2), com r € O. Estes
resultados algébricos sao de fundamental importancia para as construgoes de reticulados
algébricos, construgoes estas que veremos com mais detalhes no Capitulo 4.

Para a obtencao desses resultados dividimos em trés casos considerando o condutor
do corpo de ntimeros abeliano K.

Iniciamos relacionando alguns resultados ja conhecidos sobre corpos de numeros

abelianos.

3.1 Corpos de niimeros abelianos

Nesta secao citamos alguns resultados sobre corpos de numeros abelianos,
particularizando alguns resultados para extensoes abelianas de grau p, com p um primo
impar. Os principais resultados dessa secao sao B2 e encontrados em [IH].

Como visto no Capitulo 2, um corpo de nimeros K é uma extensao finita de Q. Se
K|Q é uma extensao galoisiana cujo o grupo Gal(K|Q) ¢é abeliano (ciclico), dizemos que

a extensao K|Q é abeliana (ciclica).

28
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Proposicao 3.1 f1/ Se G é um grupo de ordem p, com p um primo, entio G é um grupo

ciclico.

Logo, se K|Q é uma extensao galoisiana de grau p, com p um primo impar, entao K

é uma extensao ciclica, e consequentemente, abeliana.

Teorema 3.1 [M/(Kronecker-Weber) Se K é um corpo de nimeros abeliano, entao K C

Q(&n), para algum n € N*.

Definicao 3.1 Seja K um corpo de nimeros abeliano. Chamamos o menor n € N* tal

que K C Q(¢,,) de condutor do corpo K e denotamos por cond(K).

Assim, se K é um corpo de nimeros abeliano de grau p, com p primo impar, entao
Gal(K|Q) é um subgrupo de Gal(Q((,)|Q) ~ Z*. Lembrando que Z? é ciclico, quando
n=247p",2p", comr > 1 [E1].

Observe que os possiveis primos que ramificam em Ok sao os primos que dividem

cond(K) = n (Lema E3).

Proposicao 3.2 (fI3/, pdg. 29) Se K um corpo de nimeros abeliano de grau p, com p

primo impar, entao
i) p ramifica em Ok se, e somente se, cond(K) = p?p1ps...ps,
ii) p nao ramifica em Ok se, e somente se, cond(K) = p1ps...ps,
onde p;’s sao primos tais que p; = 1(mod p) parai=1,...,s.

Agora, vamos analisar os resultados sobre os corpos de nimeros abelianos de grau p,
em trés casos de acordo com seus respectivos condutores.

1° Caso: cond(K) = pips...ps, com os p;’s primos tais que p; = 1(mod p) para
1=1,...,s.

2° Caso: cond(K) = p?.

3° Caso cond(K) = p%q, com ¢ um primo tal que ¢ = 1(mod p).

O 1° Caso foi analisado por Everton Luiz de Oliveira em sua Tese de Doutorado [[8]. O

2° Caso foi analisado por Eduardo Rogério Favaro também em sua Tese de Doutorado [H].
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O nosso objetivo aque ¢é analisar o 3° Caso. Também serao abordados outros resultados
dos dois primeiros casos. A generalizacao do 3° Caso, é um problema que ainda esta em
aberto.

Para encontrarmos um elemento primitivo e uma Z-base para o anel de inteiros de um

corpo de nimeros abeliano K, vamos usar fortemente os resultados a seguir.

Teorema 3.2 [Id/(Teorema de Leopoldt) Se K €é um corpo de nimeros abeliano de

condutor n, entio K = Q[G]T = @Q[G]nd, onde

deD
D = {d € N;( H p)ld,d|n,d # 2k, k impar},
pln,p#2
K =KNQ(Ca),na = Trowak,(Ca), T =Y _na e G = Gal(K|Q).

deD
Teorema 3.3 [A/fId/(Teorema de Leopoldt-Lettl)Se K é um corpo de nimeros abeliano

de condutor n, entio Og = @ Z|Gna, onde

deD
D ={deN;( H p)ld,dn,d # 2k, k impar}
pln,p#2
Ko =KNQ(Ca) na = Troeaix,(Ca) € G = Gal(K|Q)

Apesar de termos uma caracterizacao tanto para o corpo K, quanto para o anel de
inteiros Ok, nao é facil chegarmos a uma caracterizagao mais clara e compreensivel desses
resultados. Porém, quando [K : Q] = p, podemos simplificar os resultados acima.

A proposicao a seguir fornece a quantidade de subcorpos de Q(¢,,) de grau p. Porém,
estamos interessados em eliminar os subcorpos que nao tém condutor n. Faremos isso,

caso a caso.
Proposicao 3.3 [@8/ Existem pk_—11 subcorpos de Q((,) de grau p, com n = Hp;“ e
i=1

k= #{i;ple(pi")}.

Proposicao 3.4 [I7/Se K € um corpo de nimeros abeliano de condutor n = Hp?", entao
i=1
nKIQ

a; ’

> KNQ(yp) : Q]

-

k=1
117!
i=1

| Dk | =
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onde |Dx| denota o valor absoluto de Dy.

Coroléario 3.1 [T/ Se K € um corpo de nimeros abeliano de grau p e condutor n, entdo
| Die| = nP™"

A partir de agora consideramos K uma extensao abeliana de grau p, com p um primo

impar.

s
3.2 1° Caso: cond(K) = Hpi, com p; = 1(mod p) e p;’s
. =1
Primos
Seja K um corpo de ntimeros abeliano de grau p, com p primo impar. Pelo Teorema

de Kronecker-Weber B, segue que K C Q((,), para algum n € N*. O menor n tal que

s
K C Q(¢,) é chamado de condutor do corpo K. Suponhamos nesta segao que n = Hpi
seja o condutor de K, com p;’s primos distintos para i = 1,...,s e p; = 1(mod 11;):.1 A
priori, damos o numero de subcorpos de Q({,) de condutor n e grau p. Logo apods,
explicitamos o elemento primitivo de K. Em seguida, encontramos uma base integral de

Ok. E finalmente, apresentamos uma familia de Z-submddulos de Ok, a qual fornecera

reticulados algébricos com alta densidade de centro, como veremos no Capitulo 4.

Proposigao 3.5 (I8, pdg. 30) Existem (p — 1)~ subcorpos de grau p e condutor n em
Q(Ga), comn =]]pi e pi = L(mod p).

i=1
Demonstracao. Consideramos primeiramente, o caso em que n = p;p,. Neste caso, que
existem 2 subcorpos de Q(¢,) que nao tem condutor n e sim condutor p;, para i = 1, 2.

Logo, temos dois subcorpos de Q(¢,,) de condutor n. Portanto, existem ’% —2=p+1-—

2 = p — 1 subcorpos de Q((,) de condutor n. Agora, consideramos n = p;pep3. Devemos

desconsiderar os subcorpos de condutor p; e p;p,, parai # j. Os subcorpos de condutor p;’s

~ ~ . 3_
sao 3 e os de condutor p;p; sao ﬁim!(p— 1). Logo, existem ’;Tll —-3-3(p—1)=(p—1)?

subcorpos de Q(¢,) de condutor n. Aplicando o processo sucessivamente, segue que
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s!

existem pps%ll—s—m(p—l) — #lg)'(p— ]_)2— . WM(})—l)S—Q — (p—l)s—l
subcorpos de grau p e condutor n em Q((,). [

Exemplo 3.1 Se Q({o1), entao n = 7.13, com 7 = 1(mod 3) e 13 = 1(mod 3). Euriste

32-1
3—1

= 4 extensoes cibicas de Q(Co1). Existem um corpo de nimeros abeliano de condutor

7, um de condutor 13 e dois de condutor 91.

Pelo Teorema do Elemento Primitivo, segue que K = Q(¢), para algum ¢t € K. O

teorema a seguir, fornece a caracterizacao de t neste 1° caso.

Teorema 3.4 [[3] Se K um corpo de nimeros abeliano e cond(K) = n, com n impar

livre de quadrados, entio K = Q(t), com t = Tryx((,) e L = Q((,).

Exemplo 3.2 Se K; e Ky sao os subcorpos de Q((o1) = L de condutor 91, entio K; =
Q(Tryk, (o)) € Ko = Q(Tryx, (Cor))-

Definigao 3.2 Seja K|Q uma extensao de Galois finita. Se os conjugados de um elemento
t € K formam uma Q-base de K, diremos que K tem uma base normal gerada port. Em

outras palavras, K = Q[G|t, com G = Gal(K|Q).

Com as notagoes do Teorema B4, segue que K tem uma base normal com gerador

t = TT]LUK(CTL)'

Definigao 3.3 Seja K|Q uma extensao de Galois finita. Se os conjugados de um elemento
t € Ok formam uma Z-base de Ok, dizemos que Ok tem uma base integral normal gerada

por t. Em outras palavras, Ox = Z|G]t, com G = Gal(K|Q).

O préximo teorema, o Teorema de Hilbert-Speiser fornece condicoes quando Ok tem

uma base integral normal.

Teorema 3.5 [I3/(Hilbert-Speiser)Seja K um corpo de nimeros abeliano, com cond(K) =

n. Assim, Ok tem uma base integral normal se, e somente se, n € livre de quadrados.
S

Observacao 3.1 Se K ¢ uma extensdao abeliana de grau p e condutor n = Hpi, com
i=1
pi’s distintos e p; = 1(mod p), entdo Ok tem uma base integral normal gerada por t, ou

seja, os conjugados de t em K|Q, {0(t),0%(t),...,0°(t)}, formam uma Z-base de Ok.
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3.2.1 Forma trago integral, com cond(K) = Hpi

Vamos considerar, nesta subsecao K um corpo de niimeros abeliano de grau p, com p

um primo impar, cond(K Hp, e 0 o gerador do Gal(K|Q). Seja z = Z a;0'(t) € Ok,
=1 =1
nao nulo. Estamos interessados em calcular TTK‘Q(Z‘Q). Primeiramente, notamos que

2= a;a;60' ()07 (t)

,j=1

Proposicao 3.6 (fI8], pdg. 30) Trxo(0" ()67 (t) = Trrie(td’ 7 (t)), parai,j=1,....p

Da Proposicao B, segue que Trg|g(® Z a;a; Tri(t0 ™ (t)).
i,7=1
n— (=), sek=0

p onde k =
_(nTTl)a se k 7é 0,

Proposicao 3.7 ([I8], pdg. 32) Trio(t0*(t)) =

1,...,p—1.

Teorema 3.6 ([I3/, pdg. 38) Seja K um corpo de nimeros abeliano de grau p, com p

um primo impar, e condutor n livre de quadrados. Se x € Ok € nao nulo, entdo

2
T’I"K‘Q —nZal n-1 (217:%) )

=1

3.2.2 Minimo da forma traco integral, com cond(K) = Hpi

Nesta subsecao definimos uma familia de Z-submoédulos M,,, de Ok, onde é possivel
encontar min{Trgg(z?); * € M,z # 0}. Com este minfmo serd possivel construir

reticulados algébricos com densidade de centro alta.

Definicao 3.4 Sejam Gal(K|Q) = (0) et = Trg(¢). Definimos o sequinte Z-

submodulo de Ok
Mm = {Clot + Clle(t) + -+ &pflepil(t) S OK; ag+ -+ ap—1 = O(mod m)},

onde m € um inteiro positivo.
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Claramente, se m = 1, entdao M; = Og. Assim, Trgg(z?) > pNHQQ(xQ)% > p, para
todo z € Ok nao nulo. Logo, min{Trgg(z?); € Ox,z # 0} = p e é atingido em
r=1¢€¢ Ok.

Suponhamos agora, m > 1. Para cada par (i,j), com i # jei,j =0,...,p—1,

definimos a seguinte aplicagao:
Tij - 7P — 7P
a = (ao, Ce ,ap_l) — b = (bo, e ,pp_l)
a; — 1, se k=1
comby =< a;+1, sek=j
ay, caso contrario.
p—1 p—1 p—1 p—1
Notamos que, se 7;;(a) = b, entao E ap = E b.. Reciprocamente, se E ay = E by,
k=0 k=0 k=0 k=0
entdo existe uma aplicacao 7;; tal que 7;;(a) = b.
p—1
2 __ 2 _
Denotamos ||al|* = E ai, para a = (ag, ...,ap—1) € ZP.
i=0

Proposicao 3.8 ([I3/, pdg. 40) Sejam a,b € ZP tal que 7;;(a) = b, ondei,j =1,...,p—

1. Assim, ||al|* > ||b]|* se, e somente se, a; —a; > 1.

Definicao 3.5 Seja a € ZP. Definimos a drbita de a como sendo o conjunto

p—1 p—1
O(a) = {b €ZP; > ap= Zbk} .
k=0 k=0

Definimos também a orbita de um elemento x € Og como sendo o conjunto

p—1 p—1
O(l’) = {bot + -+ bpflepil(t) € OK; Zak = Zbk} .
k=0 k=0

p—1
Lema 3.1 ([I8/, pdg. 40) Sejam a = (ag,...,a,-1) € ZP e S = Zak >0. Seqger

k=0
sao, respectivamente, o quociente e o resto da divisao de S por p, entao

i blI2 = pg® + 2 .
beé?§§i¢o‘| |° =pg* +2rq+r

Além disso, o minimo € atingido exatamente nos elementos b € ZP, onde r de b entradas

sao iguais a ¢+ 1 e p —r entradas sao iguais a q.
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p—1 p—1

Teorema 3.7 (fI3], pdg. 40) Sejam x = Za;ﬁk(t) € Ok, S =95() = Zak, q o
k=0 k=0
quociente e r o resto da divisao de S por p. Se S > 0, entdo

n—1
r.

M(S) = in T 2) = pg® + 2 —
(S) jedin rrjo(y”) = pg” + 2rq +nr

Concluiremos esse estudo no Capitulo 4, apds termos definido densidade de centro de

um reticulado algébrico.

3.2.3 Caracterizacao dos ideais primos acima dos ideais p;Z

Agora, vamos caracterizar um elemento de Ok que pertence a um ideal primo B;’s
acima de p;Z, onde os p;’s sdo primos que aparecem na fatoracdo do cond(K) e p; =

L(mod p).

p—1

Proposig¢ao 3.9 Seja © = a;0'(t) € Ox. Tem-se que x € P; se, e somente se,
i=0

p—1

Zai = 0(mod p;).

i=0

Demonstracao. Como t € Ok, entao t = ¢(mod B;), com ¢ € Z constante. Assim,
~1

p—1 p
0'(t) = c(mod ;). Logo, x = Zazﬂi(t) =c Y ai(modPB;). Desta forma, = € P; se, e
i=0 i=0
p—1 p—1
somente se, CZ a; = 0(mod B;) se, e somente se, ¢ € P, ou Zai € P;, uma vez que
=0 1=0
p—1

B; é um ideal primo. Se ¢ € P;, entdo t e '(t) pertencem a P;. Logo, Z 0'(t) € B, ou

1=0
seja, Trgg(t) € Pi. Como Tryg(t) = Troe,)0(Ca) = (=1)°, segue que +1 € P, o que é
p—1
um absurdo. Portanto, x € 3; se, e somente se, Z a; € P, N Z = p;Z, como queriamos.
i=0

Proposicao 3.10 Os idetas primos B;’s de Ox que estao acima de p;Z. sao da forma
p—1

piZt+ Yy pZ((t) —t), onde BNZ = p;.

J=1
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p—1 p—1 p—1 p—1
Demonstracao. Se x = Zaﬂi(t) € Ok, entao x = Zaﬂi(t) + Zait — Zait =
Py i=0 i=0 i=1

p—1 p—1
tz a; + Z a;(0°(t) —t). Logo, pela Proposicao B, segue que x € P; se, e somente se,
i=0 i=0

v = piZt + pL (0 () — 1) n

3.3 2° Caso: cond(K) = p?

Consideramos K um corpo de niimeros abeliano de grau p, com p um primo impar.
Pelo Teorema de Kronecker-Weber BT, segue que K C Q((,) para algum n € N tal que
ple(n), onde ¢ é a funcao de Euler. O menor n tal que K C Q(¢,) é chamado condutor
do corpo K. Nesta secao, vamos considerar p* o condutor de K.

Nosso objetivo é explicitar o elemento primitivo de K, uma base integral do anel de
inteiros Ok de K, caracterizar os ideais de Ok que estao acima do ideal primo pZ e
calcular o valor Trgg(2z?), para & € Ok nao nulo. Em [H], alguns desses resultados ji
foram apresentados. .

Se G = Gal(Q((2)|Q) ~ (Z%) , entao G é ciclico. Desta forma, consideramos
¢ o gerador de GG. Notemos que se 1 € G, entdao () = C;;, com mde(p?,j) = 1 e
1 < j < p* Sendo assim, consideramos « tal que mdc(a,p?) = 1, onde 1 < a < p* e

Z *
0(Cp2) = sy com (0) = G. Assim, @ gera <2_Z> . Tomando L = Q((,2), segue que
p

Gal(L|Q) = {6,6,...,6"" Y = 4.}
Gal(K|Q) = {f|x, 0%k, . .., 0P|k = Idx}
Gal(LIK) = {67,6%,...,0°%"~V) = [d }.

Primeiramente, mostramos que K = Q(7T'ryx((2)). Em seguida vamos encontrar uma
base integral de Ok, a qual ja sabemos pelo Teorema de Hilbert-Spieser B3 que nao é

uma base integral normal. Para isto, usaremos fortemente o Teorema de Leoplodt-Lettl

E3.

Observagao 3.2 Como Gal(Q((,2)|Q) € ciclico e plp(p?), seque que existe um tinico
subcorpo K de Q((,2) de grau p.
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Proposicao 3.11 Sejam L = Q((,2) e K um corpo de nimeros abeliano de grau p, com

p um primo impar. Se cond(K) = p?, entao K = Q(t), com t = Tryx ().

Demonstragao. Como t = Try((,2) € K, segue que Q € Q(t) C K. Como K : Q] = p,
com p primo, segue que Q = Q(t) ou K = Q(t). Pelo Teorema de Leopoldt-Lettl B2,
segue que K = Q[G](t — 1). Logo, se Q = Q(t), entao ¢t € Q, e assim, K = Q absurdo.
Portanto, K = Q(t), com ¢ = Trpx (). |

Proposicao 3.12 Sejam L = Q((,2) e K um corpo de nimeros abeliano de grau p, com

p um primo impar. Se cond(K) = p?, entao {1,0(t),..., 0"~ (t)} € uma Z-base de Ok.

Demonstragao. Pelo Teorema de Leopoldt-Lettl B33, segue que Ok = Z[G]t & Z. Logo,
{1,0(t),...,6°71(¢),07(t)} é um conjunto de geradores de Og como um Z-médulo. Como
o posto de Ok é p, segue que {1,0(t),...,0771(t),67(t)} nao é uma Z-base de O, uma
vez que possui p + 1 elementos. Porém, Trg((e) = Trro(Trux((e)) = Trre(t) =
i@j (t) = 0, e assim, podemos considerar #(t) = ¢ uma combinacao linear inteira de
iézt), ...,0P71(t)}. Desta forma, o conjunto {1,6(t),...,67"1(¢t)} é um conjunto gerador
de Ok como Z-moddulo e possui p elementos, e portanto, pela Proposicao B, segue que

{1,6(t),...,0P"1(t)} é uma Z-base de Ok. [

3.3.1 Forma trago integral, com cond(K) = p?

Estamos interessados em calcular Trgg(2?), com 2 € Ok nao nulo. Como vimos

na Se¢ao 3.2.2, {1,0(t),...,6771(¢)} é uma Z-base de Og. Com isso, consideramos x =

p—1
ap + Z a;0'(t) € Ok, com a; # 0 para algum i = 0,1,...,p — 1. Note que
i=1

p—1 2 p—1 p—1
— (ao + Z aﬂ%t)) = aj + Z az(0(t)* + 2 Z a;a;0"' ()07 (t) + ag Z a;0'(t).
i=1 i=1 i=1

1<i<j<p—1

Logo, Trxjo(2?) = a2Trgg(1) + Z a;Treo((0°()))) +2 D aw;Trge(0' ()6 (1) +

1<i<j<p—1

p—1
aop Z a;Trrp(0'(t)). Como
i=1
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i) Trei((0°(t)?) = Trre@'(H)0() = Trre(?(t*)) = Trxgo(t?), pois 6° é um

homomorfismo e 6%(t) é conjugado de t em K|Q;

i) Tre(0(t) = Trre(t) = Trre(Trux(Ge2)) = Trio(Ge) = 0;
iii) Tryi(0'(t)67(t)) = Trr(0' (1077 (1))) = Trrje(t6? " (t));

iV) TTK|Q(1) =D,

p—1

segue que Trg|g(z?) = a%p—i—z a;Trig(t?)+2 Z a;a;Trii(t6? " (t)). Desta forma,
i=1 I<i<g<p-1

é suficiente conhecermos Trgg(t?) e Triip(t6?*(t)) para encontrarmos o valor Trgg(z?).

Para isso, usaremos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.13 @/ Sejam L = Q((2), K um corpo de nimeros abeliano de grau p
e condutor p*, com p um primo impar. Se t = Tryx((e2) e (0) = Gal(L|Q), entdo
Trie(t?) =pp —1) e Trrg(tdi=(t)) = —p, onde 1 <i < j<p-—1.

Desse modo, da Proposi¢ao B3, segue que
p—1
Tryjg(a®) =p (aﬁ -1 ai -2 ) ai%) :
i=1 1<i<j<p—1
Proposicao 3.14 10/ Consideramos a forma quadrdtica dada por Qu(ay,...,a,) =
nz a? —2 Z a;a;. Entao o minimo de QQ,, com entradas inteiras € n e esse minimo
i=1 1<i<j<n
¢ atingido em £(1,...,1) ou *e;, onde {e;} € a base candnica de Z".
Proposicao 3.15 Com as notagoes acima, min{Trgg(z?);0 # x € Ox} = p. Esse

minimo € atingido para (ag,ay,as,...,a,-1) = (1,0,0,...,0).

Demonstragao. Segue diretamente da Proposi¢ao BT4. |

3.3.2 Caracterizagao do ideal primo acima de pZ

Sejam Pg o ideal primo de Ok acima de pZ e P, o ideal primo de O, acima de pZ,
com L = Q((p2). Assim, nosso objetivo é caracterizar o ideal Lx = P N Ok. Com esse

intuito apresentamos a seguinte proposigao.
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Proposicao 3.16 Se Pk € o ideal primo de Ok acima de pZ e (2 = (, entao Pk €
gerado por Nyx(1 — ().

Demonstragao. Sabemos que pOp = ‘43{(13 1

, ou seja, p ramifica totalmente em O,
p—1

onde P = (1 — ¢)Z[¢] E. Seja A = Nyk(l —¢) = H<1 —¢*"). Como K é um corpo
j=1

de numeros, segue que o ideal () em Ok se decompde em produto de ideais primos de

Ok. Como 1 — ¢ é o conjugado de 1 — ¢*", segue que (1-¢)0L =(1- C“")OL, o que

p—1 _

implica que H(l — 0L = (1 = Q)P71OL, e assim, AOp = PP~ = PrOL. Portanto,
j=1

AOL = POy, isto &, P = (A) = (Nux(1— Q) = PL - u

3.4 3° Caso: cond(K) = p? sz-, com p;’s primos e p; =

i=1
1(mod p)

Consideramos K um corpo de niimeros abeliano de grau p, com p um primo impar.
Pelo Teorema de Kronecker-Weber B, segue que K C Q((,) para algum n € N tal que

ple(n), onde ¢ é a funcao de Euler. O menor n tal que K C Q(¢,) é chamado condutor

do corpo K. Nesta secao vamos considerar n = p? H p; o condutor de K, onde p;’s sao
primos distintos e p; = 1(mod p). -

Nosso objetivo inicial é explicitar o elemento primitivo de K e uma base integral do
anel de inteiros Og. Em seguida, vamos considerar s = 1, ou seja, cond(K) = p?q,
com ¢ primo e ¢ = 1(mod p), e caracterizar o ideal primo Q de Ok que estd acima do
ideal primo ¢Z, calcular o valor TTK|Q(Q}2), para x € Ok nao nulo e finalmente, calcular
min{Trgg(2?); 0 # z € Q}.

Primeiramente, encontramos o nimeros de subcorpos de Q((,) de grau p e condutor

S
n, com n = p? Hpi.
i=1

Proposicao 3.17 Ezistem (p — 1)° subcorpos de grau p em Q((,) de condutor n.

Demonstragao. Consideramos primeiramente n = p’p;. Como Q((,2) e Q((p,) sao

ciclicas de Q e p|e(p?) e plo(p1), segue que existem apenas dois corpos de grau p contidos
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em Q((,) os quais nao tem condutor n. Assim, existem %—2 = p—1 subcorpos de Q(¢,)

os quais tem condutor n. Agora, consideramos n = p*p;py. Logo, existem 3 subcorpos

de Q(¢,) os quais tem condutor p?, p; e po. Também existem ﬁlm,(p -1)=3(p-1)
subcorpos de condutor p?p; ou p;p;, com 7, j = 1,2. Portanto, existem % -3-3(p-1) =

(p — 1) subcorpos de condutor n.

Repetindo o processo sucessivamente, segue que existem p —(s+1)— %(p—
1) — %(p —1)? - = %(p — 1) t=(p-1)° subcorpos de condutor n. W

Proposicao 3.18 Sejam n = p? Hpi, L =Q(¢) e K um corpo de nimeros abeliano de
i=1
grau p, com p e p;’s primos distintos e p; = 1(mod p). Se cond(K) = n, entio K = Q(t),

onde t = Tryk(Cn)-

Demonstracao. Seja n = cond(K) = p2Hpi. Aplicando o Teorema Leopoldt [T,
i=1

segue que D = {d; = pHpi,dg = n}. Assim, Ky, = Q e K, = K. Logo, T =
i=1
Troea)(Ca) + Troe)x(C) = (—=1)* +¢. Como t € K, segue que Q C Q(t) C K.

Assim, Q = Q(¢) ou K = Q(t), uma vez que [K : Q] = p. Suponhamos que Q = Q(t), ou
seja, t € Q. Logo, K = Q[G]|T = Q[G](£1 + 1), com T € Q o gerador da base normal de

K. Portanto, se x € K, entao = = Zagg(:l:l +1t) = Zag(:l:l +t) € Q, ou seja, K C Q,
geG geqG
o que é um absurdo. Desta forma, t ¢ Q. Portanto, K = Q(t). [ |

Proposicao 3.19 Se n = p? Hpi e L = Q(¢), entio Trg(¢n) =0

=1

Demonstracao. Sejan' = le Como Q((2) NQ(¢y) = Q, segue que Gal(L|Q((,)) =
Gal(Q((2)|Q).  Note que mdc(p n') = 1, e assim, existem a,b € Z tal que

ap* + bn' = 1. Logo, Tryg(Ch) = True(C ™) = Troeo(Truac,)(Cuck) =
Troe, )o(CrTro( 42)‘@@ )) = 0, uma vez que Tr@(gﬁ)‘@(g“ﬁz) = 0, para mdc(b, p?) = 1.
Portanto, T g(¢,) = 0. |

S

Proposigao 3.20 Sejam n = pQHpi, L = Q(¢,) e K um corpo de nimeros abeliano
i=1

de grau p, com p um primo impar e 0s p;’s primos distintos tais que p; = 1(mod p). Se

cond(K) = n, entdo {1,0(t),...,0°"1(t)} € uma Z-base de Ok.
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Demonstracao. Pelo Teorema de Leopoldt-Lettl [[H], segue que Ok = @Z[G]nd.

Assim, Og = Z[G](£1) @ Z[G](t), onde t = Tryx(¢,). Como Z[G](£1) = chezjg(:l:l) =
G

+ Zag, com a;, € Z, segue que Ox = ZEPZ|G|(t). Desta formzi,e o conjunto

{1?69?25), .., 0P (t)} gera Ok. Porém, este conjunto tem p+ 1 elementos. Agora, notamos

que Tryg(¢,) = 0, uma vez que n nao é livre de quadrados. Logo, Tryg(¢.) =
p p—1

Trr(Trux(Cn)) = Trre(t) = Zai(t) = 0, o que implica que, —Zei(t) =
i=1 i=1

0P (t), ou seja, 6P(t) é uma combinagao linear inteira de {0(t)),...,0p — 1(t)}, e assim,

{0(¢t),...,0" " (t)} gera Z[G](t). Desta forma, o conjunto {1,6(t),...,6771(¢t)} é um

conjunto com p elementos que gera Ox. Como Ok é um Z-médulo livre de posto p,

segue que por 0 que {1,0(t),...,0P71(t)} é Z-base para Ok. [ |

S
3.4.1 Forma trago integral, para cond(K) = p? sz-
i=1

Consideramos K um corpo de nimeros abeliano de grau p e condutor n = p? le-,
i=1

com p e os p;’s primos ifmpares e p; = 1(mod p), para i = 1,...,s. O conjunto

{1,0(t),0%(¢),...,0""1(t)} é uma Z-base de Ok, onde (§) = Gal(K|Q) e t = Trgc,)x(Ca)-

Queremos calcular o valor de Trgg(z?), com x € Ok nao nulo. Para isso, seja

p—1
T =ag+ Zaﬂi(t) € Ok nao nulo, com a; € Z, parai=0,...,p — 1. Assim,
i=1

TTK‘Q(Q;Q) = Trg|Q ((ao + Z azﬁi(t))2>

= Trig <a§ tagy af'(t)+2 D a0 ()07(t) + af(ei(t)f)

i=1 1<i<j<p—1 i=1
p—1

= agp + ag Z a;Trx(0°(t)) + 2 Z a;a; Triio(60" ()67 (t))+
i=1 1<i<j<p—1

+ Yo aTrag((8'(1)).

Notamos que 6°(t) ¢ um conjugado de ¢ em K|Q, e assim, Trgg(0°(t)) = Trg(t) =
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Trrio(Troe) k() = Troe,)o(¢.) = 0, uma vez que n nao é livre de quadrados. Além
disso, Triig((0°(t))?) = Trrie(0'(t)0'(t)) = Trrie(0'(t?)) = Trre(t?), uma vez que 6" é
um automorfismo e 6%(¢?) é um conjugado de t* em K|Q. E ainda, paral <i < j <p-—1,
segue que 0'(¢)07(t) = 0'(t077(t)), e assim, Trr(0 (£)07(t)) = Trie@ (7 (t))) =
Tri(t0?~'(t)). Desta forma, Trgg(z?) = ajp + 2 Z a;a; Tri(td? " (t) +

1<i<j<p—1
p—1

Z a;Trgio(t?).

i=1
Nosso objetivo, agora, é calcular o TTK|Q(952) para s = 1.

Proposicao 3.21 Seja K um corpo de niimeros abeliano de grau p e condutor n = p3q,

com g = 1(mod p) e ¢ um primo. Se t = Troe,)x(Ca), entao Trrg(t?) = pg(p —1).

Demonstragao. Primeiramente notamos que, t* € K e Trgg(t?) = go?n) Troge.o(t?).
Consideramos G = Gal(Q((,)|Q) = {7 : Q) — Q(.); 7 ¢ um Q-automorfismo,
7.(Cn) = ¢",mde(r,n) = 1}. Assim, § = 7, |k, para algum 7, € G. Se H = Gal(Q(¢,)|K),
entdo t = Troeox(C) = Zm Ca) ZCO‘ Assim, t? = Z CotP. Agora,

acH acH a,feH
observamos que H é um subgrupo de G e G ~ Ly X Zy. Desta maneira escrevemos

a, 8 € H da seguite forma a = (g, a1) e f = (8o, /1), onde ag, By € Z, e ay, b1 € Z. Se
d= z% + %, entdo (¢ = (p2(q, € ainda, ¢o+P é uma raiz primitiva da unidade se, e somente

se, ¢? ¢ uma raiz primitiva da unidade. Logo,

Trocoel D, ) = D Troeoe(@™) = Y Troe)p(Get)

o,feEH o,feEH a,BeH

= ) Troge(Cr et
a,beH

= D Troeue(E ) Traee(™), (3.1)
a,beH

onde
0, se mdc(ag + Bo,p*) =1

C 0+,30)

Tro,)lel —p, se mdc(ag + fo,p?) =p

p(p— 1), se mdc(ag + Bo, p?) = p?

e também,



43

—1, se mde(ay + f1,q) =1
Troee(¢ ™) = {

q—1, se mdc(aq + B1,q) = q

= (
Bo = —ap(mod p*) e B = —ay(mod q)

?) e B1 # —ai(mod q)
Bo # —ao(mod p?) e B = —ai(mod q)
Bo £ —ap(mod p*) e B # —ai(mod q)
Bo Z —ap(mod p) e 51 = —aq(mod q)
Bo # —ao(mod p) e 1 # —ai(mod q)

Como K é um corpo de ntimeros totalmente real, segue que a conjugagao complexa

0

I A B -
=
S
If
|
Q
S

pertence ao grupo H. Desta forma, para o € H, fixo, segue que existe um 1nico elemento
B € H tal que By = —ag(mod p*) e B1 = —ai(mod q). Assim, a parcela da Equagao B

correspondente a esses elementos € igual a:

2. Fixado o € H, segue que o numero de elementos § € H tal que 5y = —ag é dado

pelo ordem da imagem inversa da seguinte projecao:

7T22H—>Z;2

B Bo

Note que, my é sobrejetora. Pois, caso contrario, terfamos que H C mo(H) X Z; C G,

com o(%) = p, o que implica que H = 75(H) X Z; ou G = my(H) x Z} e se tivéssemos

H = my(H) x Z; o condutor de K nao seria n. Assim, pelo Teorema do Nicleo e da

Imagem, segue que % = 0(Z,,), ou seja, 0(Ker(7r2)) = %. Desconsiderando o
elemento B € 1, ' (ap) tal que B, = —ay, segue que existem &1 elementos § € H tal que

Bo = —ap(mod p?) e B1 # —aq(mod q). Assim, a parcela da Equa(;ao B correspondente

a esses elementos ¢ igual a:

Po= (i) (2 = 1)l = 1(=1) = o) (Z2 - 1),
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3. Vamos considerar neste caso o isomorfismo ¢ existente entre H e Z; X Z;. Desta
forma, fixado o € H existe um tnico 8 € H tal que 8 € {¢}(—ag, —a;)}. Como ja
sabemos que 5 = (—ag, —ay) € H e (—ap, —a1) = (—ap, —a), segue que nao existe
elementos 3 € H diferente do conjugado complexo de a em {¢)~*(=ag, —ay)}. Assim, a
parcela da Equacao B correspondente a esses elementos é nula.

4. De modo analogo ao caso 2, consideramos a projegao
Ty - H— Z;;

B+ Bo,

a qual é sobrejetora, uma vez que é compostas de sobrejetoras.
Fixado a € H, o ntimero de elementos 8 € H tal que 8 € {m;'(=ap)} ¢ dado
pela cardinalidade do Ker(m,), a qual é ¢ — 1. Porém, é nessario excluirmos f tal que

B € {mi(—ap,a;)}. Dessa forma, segue que existem W

elementos § € H tal que
Bo = —ag(mod p), By Z —ag(mod p?) e B1 Z —aq(mod q). Assim, a parcela da Equacao
B0 correspondente a esses elementos ¢ igual a:

Py = ot E=NI= D 1) — o) - )0 - 1),

5. e 6. Neste caso as parcelas da Equagao B3l correspondentes sao nulos, uma vez que
Tro ,o(Ge ™) = 0.

Finalmente, Troeo(t?) = L+ Po+ Py = o(H)(p(p —1)(¢ —1) — (p — 1)(¢ — 1) +
p(p— 1)+ (p — 1)(q — 1)) = o(H)pg(p — 1). Portanto, Trxig(t*) = pa(p — 1). u

Proposicao 3.22 Seja K um corpo de niimeros abeliano de grau p e condutor n = p3q,
com q¢ = 1(mod p) e ¢ um primo. Se t = Troe, k() e (9) = Gal(K|Q), entdo
Tro(td*(t)) = —pg.

Demonstracao. Consideramos # = 7,, com 7, como na demonstragao da Proposicao
BZ1. Como r € ZF, segue que podemos considerar r = (rg,71) € Z;Z X Zg4. Vamos

calcular Trg ) (0" (1)) = ﬁTTK@(wk(t)). De modo andlogo, segue que

ao+rE B aj+rk
Troeaio (1) = > TroepCs ™) Trag) () (3.2)

OC,BEH
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Assim, fixado o € H vamos analisar os seguintes casos:

1. By = —agry *(mod p?) e B = —ayry*(mod q)

2. fo = —agry*(mod p?) e f # —aury " (mod q)

3. o = —agrg "(mod p), By Z —agrg " (mod p?) e B = —ozlrfk(mod q)

4. By = —agrg " (mod p), Bo # —agrg (mod p?) e B # —ayr ¥ (mod q)

5. Bo # —aorg "(mod p) e = —air; F(mod q)

6. fo £ —aorg " (mod p) e B, £ —arry*(mod q)

Assim, analisando cada caso separadamente.

1. Fixado @ € H queremos analisar o niimero de elementos 8 € H ta que 3 = —ar~*.

Observamos que r é uma rafz primitiva médulo n, e assim, Z* ~ HUrHUr*HU. . .UrP~1H,
as quais sdo classes laterais disjuntas. Note que 8 = —ar % € r*H, pois —a € H.
Portanto, nao existe 3 € H tal que 3 = —ar~*.

2. Consideramos a projecao mo dada na demonstracao da Proposicao BEZZ0. Fixado
—agrg ™, segue que existem q% elementos 3 € H tal que my(f) = —agry”. Assim, a

parcela da Equacao B2 correspondente a esses elementos ¢é igual a:
qg—1
Po=ott) (=2 )l = D(=1) =~ = la 1)

3. Utilizando o isomorfismo 1 entre H e Z, x Z,, segue que que fixado
(aorg ™, —oury®) € Z3 x Z7, existe um tnico 8 € H tal que ¢(8) = (agry”, —aqry™),
k

o qual é diferente de —ar™". Assim, a parcela da Equagdao B2 correspondente a esses

elementos é igual a:

Py =o(H)(=p)(¢—1)

4. Consideramos a projecao

m s H — Z;
B~ Do,
a qual é sobejetora. Logo, existem ¢ — 1 elementos 8 € H tal que m4(8) = —aqry”.

k

Porém, devemos excluir o elementos [ tal que m(8) = —arerg". Assim, existem
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(p*l;# elemetos 8 € H tal que By = —agry " (mod p), By Z —aory " (mod p?) e

B # —airy*(mod q). E necessério também excluir o elemento contado o item 3. Assim,
a parcela da Equacao B2 correspondente a esses elementos é igual a:
p—1g—1
Pu=otat) (=2 1) (1)) = ot (0 - 10 - 1) - )
5. 6. Nestes casos as parcelas da Equagao B correspondentes a esses casos sao nulas.
Finalmente, Tro,)o(t0k(t)) = P+ Ps+ Py =o(H)(—(p—1)(¢—1) —p(¢— 1)+ (p —
1)(q —1) — p) = o(H)(—pq). Portanto, Trgq(t0x(t)) = —pg. |

Proposicao 3.23 Seja K um corpo de nimeros abeliano de grau p e condutor n = p?q,

com ¢ = 1(mod p) e q um primo. Se x € O € nao nulo, entao Trgg(z?) =
p—1
p(ag—Qq Z aiajJrq(p—l)Za?).
1<i<j<p—1 i=1
p—1
Demonstragao. Como Trgg(z?) = afp+2 Z aiajTrK@(tz)—i-Z a?Trgg(t’ (1)),
1<i<j<p—1 i=1

segue das Proposi¢oes B21 e B2, que

p

1
Trge(z®) = p <a3 —-2¢ Y aa;+qlp—1) a?) :

1<i<j<p—1 i=1

3.4.2 Minimo da forma trago integral, para cond(K) = p?’q, com
q primo e ¢ = 1(mod p)

Nesta subsecao iremos definir uma familia de Z-submédulo B,,, de Ok, onde é possivel
encontar min{Trgg(z*); € M,z # 0}. Com este minimo serd possivel a construcao de
alguns reticulados algébricos.

Vimos anteriormente que para x € Ok nao nulo,

p—1
Trgg(s®) =p <a3 +ap-1) el -2 ) ai@j) :

i=1 1<i<j<p—1
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Manipulando um pouco este resultado, tem-se que

p—1
Treg(=?) = pag + pg ((p —DY -2 ) az‘%)

i=1 1<i<j<p-1
p—1

Denotando a = (ay,...,a,-1) ¢ Qa) = (p — 1) Za? - Z a;aj, segue que
i=1 1<i<j<p—1

Trgjo(2?) = pag + peQ(a).

Definicao 3.6 Sejam Gal(K|Q) = (0) et = Tryr((.). Definimos o sequinte Z-

submdodulo de Ok
Bm = {ao + a19(t) + -+ ap,lep’l(t) € OK; ag+ -+ ap—1 = O(mod m)},
onde m € um inteiro positivo.

Claramente, se m = 1, entdo By = Ok. Assim, Trgg(z?) > pNHQQ(xQ)% > p, para
todo z € Ok nao nulo. Logo, min{Trgg(z?); € Ok,z # 0} = p e é atingido em
(1,0,...,0) € Ok.

Um dos objetivos futuros ¢ fazer uma analise do min{Trgg(2?);0 # = € B,,,}. Esse

processo envolve o processo feito na Secao 3.2.2.

3.4.3 Caracterizacao dos ideais primos acima dos ideais p,Og

S
Seja K um corpo de nimeros abeliano de grau p e condutor n = pQH pi, com
i=1

pi = 1(mod p), para i = 1,...,s e p um primo impar. Desta forma, os ideais
pOk, p10k,...,psOk ramificam em Ok, uma vez que todos dividem o discriminante
do corpo K. Como K|Q é uma extensao de Galois de grau p, com p um primo

impar, segue que os ideias pOk, p10k, ..., psOg ramificam totalmente em Og. Logo,

POk = PP 1Ok =B, ..., psOx =P, onde PNZ =p, P1NZ =p1,..., Bs NZ = ps.
p—1
Considere x = ao—i-z a;0'(t) € Ok nao nulo. Como t € O, segue que t = c(mod B;),
i=1

uma vez que %K ~ pZZ ={0,1,...,p; — 1}. Assim, 0'(t) = 0'(c) = c¢(mod B;), para i =

p—1
1,...,p—1. Desse modo, para qualquer x € Ok, segue que r = ao+cz a;(mod B;). Note
i=1
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que t+0(t) +0%(t),...,0° () = 0, um vez que Tro,)0(¢.) = 0. Logo, pc = 0(mod B;),
o que implica que, pc = 0(mod p;), e assim, ¢ = 0(mod p;). Portanto, x = ag(mod ;),

ou seja, x € P, se, e somente se, ag = 0(mod p;).

Proposigao 3.24 Sejam K um corpo de mnimeros de grau p e condutor n = p?q com
p—1

q = 1(mod p), p e q primos impares, x = ag + Z a;0'(t) € Ox e Q um ideal primo de
i=1

Ox acima de qZ. Se x € Q, entio min{Trgg(z?); x € Q,x # 0} = pg(p — 1).

—_

—
Demonstracao. Se z = ap + a;0'(t) € Q, ou seja, ag = 0(mod q), entdo
1

i

p—1
Trrg(x?) = p (a% —2q Z aa;+q(p—1) Z af) . Suponhamos primeiramente
i=1

1<i<j<p—1

que ag = 0. Como x € £ é nao nulo, segue que a; # 0, para algum
p—1

i = 1,2,...,p— 1. Assim, Trgg(z?) = p<—2q Z aiaj—kq(p—l)Za?) =
1<i<j<p—1 i=1

p—1

Pq (—2 Z aiaj+(p—1)2a?>. Logo, pela Proposicao BId, segue que

1<i<j<p—1 =1

min{Trgp(z?);0 # = € Q} = pg(p — 1). Agora, suponhamos que ay = gk,

com k € Z* e aq; = 0 para todo ¢ = 1,...,p — 1. Logo, Trgig(z*) = pg*k* >

pi* > pg(p —1). E se, a; # 0 para algum ¢ = 1,...,p — 1, entdo Trgg(z?) =
p—1

p <a3 20 Y aw;+qp- 1)2@?) > pg®k® + pg(p — 1) > pg(p — 1). Assim,
1<i<j<p—1 =1

se ag = gk, com k € Z*, entao Trgg(z?) > pg(p — 1). Desta forma, min{Trgg(z?);z €

Q, v # 0} = pg(p — 1) e este minimo é atingido para ap = 0 e a; = =e;, para
i=1,...,p—1. n

3.5 Consideracoes finais

Neste capitulo, descrevemos diversos fatos sobre uma extensao abeliana K de grau p,
com p um primo impar. Explicitamos o elemento primitivo, uma base integral para o anel
de inteiros, o valor do Trgg(z?), com = € Ok nao nulo. Caracterizamos os elementos
de Ok que pertencem aos ideais primos acima do ideal p;Ok. Destacamos os resultados

apresentados no 3° Caso, onde cond(K) = p?q, com ¢ primo e ¢ = 1(mod p). Estes
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resultados algébricos sao inéditos e serao de fundamental importancia no Capitulo 4,

onde construiremos reticulados algébricos.



Capitulo 4

Reticulados

Neste capitulo vamos definir um reticulado contido em R"™ n-dimensional, reticulado
algébrico e reticulado ideal. Como vimos no Capitulo 1, existe uma relagdo entre
certos parametros dos reticulados e o calculo da probabilidade de erro de um canal de
comunicagao. Usando os resultados algébricos obtidos no Capitulo 3, vamos construir
reticulados algébricos e analisar sua densidade de centro, diversidade e distancia produto
minima, com o objetivo de encontrar empacotamentos reticulados que minimizem a
probabilidade de erro na transmissao de sinais no canal gaussiano e no canal de Rayleigh

com desvanecimento.

4.1 Definicao

Nos ultimos anos o estudo de reticulados esta em constante evolugao, pois esta teoria
é fortemente aplicada em teoria da informagao, como vimos no Capitulo 1.

Nesta secao vamos definidir reticulado n-dimensional e volume de um reticulado.

Definicao 4.1 Seja A C R™ um subgrupo com a operagao adi¢do. Dizemos que A € um

subgrupo discreto do R™ se para qualquer K C R™ subconjunto compacto, a intersecao

KnNA € finita.

Exemplo 4.1 O subgrupo (Z",+) é um subgrupo discreto do R™.

50
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Teorema 4.1 (23], pdg. 53) Se A C R"™ é um subgrupo discreto, entdo A é um Z-mddulo

livre, gerado por {wy,wa, ..., Wy}, comm < n e {w;}1<i<m linearmente independente.

Definicao 4.2 Um Z-mddulo livre contido em R™ € chamado de reticulado em R™. Se
{w;h1<i<m gera A como um Z-mddulo, dizemos que A € um reticulado m-dimensional.

Mais precisamente,

A:{Zaiwi; a; € 2, izl,...,m}.

i=1

Teorema 4.2 (23], pdg. 54) Todo subgrupo discreto A do R", é um reticulado em R™.

Defini¢ao 4.3 Seja A C R™ um reticulado com Z-base B = {wq,ws, ..., wy,}.Chamamos
P ={x € R" $=Zaiwz‘7 0<a; <1}
i=1

de regiao fundamental de A com relagao a base B.

Se transladarmos a regiao fundamental por vetores do reticulado, segue que a uniao
destas regioes fundamentais cobrem o R" e cada regiao fundamental contém apenas um

ponto do reticulado.

Defini¢ao 4.4 Seja A C R™ um reticulado com Z-base B = {wy,ws, ..., wy}. O volume
de A € definido por
vol(A) = vol(Pp).

O volume de A independe da Z-base B escolhida para A.

Definigao 4.5 Seja A C R™ um reticulado gerado por B = {wy,ws,...,wy}. A matriz
R formada pelas colunas wy,ws, ..., w,, € chamada de matriz geradora do reticulado A.

Mais precisamente, podemos expressar A = {zR; x € Z™}.

Observacao 4.1 Duas matrizes Ry e Ry geram o mesmo reticulados se, e somente se,

Ry = ARy, onde A é uma matriz com entradas em Z e det(A) = £1.

Definigao 4.6 A matriz G = RR! € chamada matriz de Gram do reticulado A, onde R

¢ a matriz geradora do reticulado A e t denota a transposicao.
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Definicao 4.7 Definimos o determinante do reticulado A com sendo o determinante da

matriz de Gram G, ou seja, det(A) = det(G). Desta forma, det(A) = det(R)?.

Defini¢ao 4.8 Dado um reticulado A o volume de A € definido por vol(A) = /det(A) =
|det(R)|.

Neste trabalho, vamos sempre considerar reticulados contidos em R™ n-dimensionais.

4.2 Reticulado algébrico via homomorfismo candnico

Os reticulados algébricos sao reticulados obtidos através de um homomorfismo e
através deste homomorfismo podemos usar ferramentas algébricas para determinar a
densidade de empacotamento desses reticulados.

Como vimos no Capitulo 1, a densidade de empacotamento estd relacionada com a
probabilidade de erro de um cédigo. Empacotamentos reticulados densos diminuem a
taxa de erro dos cédigos quando usamos o canal de comunicagao gaussiano. Desta forma,
estamos sempre em busca de reticulados com alta densidade de empacotamento. Porém
a densidade de empacotamento também depende do que é chamamos de densidade de
centro do reticulado. Definimos esses parametros dos reticulados nesta sec¢ao.

Seja K um corpo de ntumeros de grau n. Existem n Q-monomorfismos distintos de
Kem C, 0, : K — C. Como K|Q ¢ finita, segue que existe um elemento primitivo ¢ tal
que K = Q(t) e 0;(t) = t;, onde t; sdo os conjugados de t. Considerando o : C — C
a conjugacao complexa, segue que «(t;) = t;, para todo i = 1,...,n, se 0;(K) C R e
a(t;) = t;, paratodo i = 1,...,n e i # j, se 0;(K) € R. Denotamos por r; o nimero de
o;’s tal que 0;(K) C R e ry = 5™ o niimero de ;s tal que 0;(K) ¢ R. Neste caso, segue

que n =11 + 27s.
Definicao 4.9 Chamamos

o : K — R™ x C™
r— (01(2), ..., 00 (), 00 41(T), ., Oy (X))

de homomorfismo canonico de K em R™ x C" (ou homomorfismo de Minkowski).
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Observacgao 4.2 Podemos identificar R™ x C™ com R", e assim, ox fica definido da

sequinte forma

O'KZK—>Rn

xr— (01(1‘), < Ony (il?), R(O_T‘l-i-l(x))vz(o—ﬁ-i-l(x))? ce ?R(UT1+T2 (33)),:[(0'7«1+,~2 (x)))v

onde R(y) € a parte real de y € C e Z(y) € a parte imagindria de y € C.

Teorema 4.3 ([Z3], pdg. 56) Se M ¢é um Z-submddulo livre de K de posto n e {vy,...,v,}

¢ uma Z-base de M, entio ox(M) é um reticulado em R™, cujo volume € dado por
vol(ox(M)) = 27"2|det(o:(v;)) h<i<j<n-

Corolario 4.1 (23], pdg. 57) Se Ok € o anel de inteiros de K, A um ideal ndo nulo
de Ok e Dk o discriminante de K, entao ox(Oxk) e ox(A) sao reticulados em R™, com

respectivos volumes
vol(ow(Ox)) = 27| Dg e vol(ow(A)) = 2772 Dg |2 N(A),
onde N(A) = ’%’ ¢ a norma do ideal A.

Corolario 4.2 23] Seja {x1,...,x,} uma Z-base de Ox. Se M é um Z-submddulo livre

de posto n de Ok, com {a1xy,...,a,x,} uma Z-base, entao
vol(ox(M)) = vol(ox(Ok))[Ok : M],

onde [Ox : M| =lay ...ay|.

4.3 Reticulado algébrico via homomorfismo torcido

Apobs conhecermos o homomorfismo canonico que da origem aos reticulados algébricos,
podemos perguntar se existem outros homomorfismos que também dao origem a
reticulados, os quais podem ser estudados utilizando suas propriedades algébricas. Em
], foi definido um homomorfismo, o qual é uma pertuba¢ao do homomorfismo canénico,

que também da origem a reticulados algébricos e que se chama homomorfismo torcido.
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Definicao 4.10 Seja o € K um elemento totalmente real e totalmente positivo, ou seja,
oi(@) =a; ERY, parai=1,...,n. O homomorfismo
04 : K — R"

x— (\/04_1)01(1’), SRR \/05_7“10?“1 (:U)7 \/mR(UTH-l(w))a s >I(m07‘1+r2 (33)))

¢ chamado de homomorfismo torcido (pertubagcio do homomorfismo canénico).

Teorema 4.4 [/ Se M ¢é um Z-submddulo livre de posto n de Ox com {vy,va, ..., v}
uma Z-base de M, entao o,(M) € um reticulado em R™ com {o4(v1),00(v2), ..., 04(vn)}

como uma Z-base.

Neste caso, o volume dos reticulados ok (Ox) e ok (I) sao

vol(0a(Ox)) = 27" Dg|2 [N (a) 2 e vol(0u(I)) = 27| Di|*|N ()2 N(I),

Ok
aOg

onde I é um ideal nao nulo de Ok e N(a) =

4.4 Empacotamento esférico

Um empacotamento esférico no R” é uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R"
de tal forma que a intersecao de quaisquer duas esferas tenha no maximo um ponto e que
a uniao dessas esferas ocupe o maior espaco possivel.

Se os centros das esferas de um empacotamento esférico é formado por pontos de um
reticulado no R", dizemos que este empacotamento é um empacotamento reticulado.

Estudar a existéncia de empacotamentos reticulados densos tem sido um dos grandes
problemas dos ultimos anos. Para dimensoes de 1 a 8, 12 e 24 ja temos empacotamentos
reticulados densos 6timos.

Para sabermos se um reticulado é denso, vamos dar algumas defini¢oes. Por fim,
definimos densidade de empacotamento e densidade de centro, que é nosso parametro de

interesse nesta secao.

Definigao 4.11 A norma minima n de um reticulado A é definida por

n= mm{||x||2, 0+#z €A}
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Definicao 4.12 O raio de empacotamento de um reticulado € igual a metade da distancia

minima entre dois pontos distintos do reticulado e denotamos o raio de empacotamento

por p.

A densidade de empacotamento depende do que chamamos de densidade de centro do

reticulado, como podemos observar através da seguinte defini¢ao.

Definigao 4.13 Seja A um reticulado no R™, com raio de empacotamento p. A densidade

de empacotamento de A € definida por

volume da esfera de raio p  vol(B(p))  wvol(B(1))p"

A(A) = — =
(4) volume do reticulado vol(A) vol(A)
N
Bk se n € par,
onde vol(B(1)) = 21217%("7*1)(1_—1),
' 22 sen éimpar.
n!

Como vol(B(1)) é conhecido, vamos focar nosso estudo no parametro que chamamos
de densidade de centro do reticulado, o qual é definido como
Ve3

oA) = vo?(A) '

Exemplo 4.2 No reticulado 77, tem-se que a matriz geradora € a matriz identidade I,,,
;. P . . . 1 .
sua norma minima €1 =1, seu raio de empacotamento € p = 3, sua densidade de centro

(Z™) =27 e por fim sua densidade de empacotamento é

'} ,
———, sen € par
ny|19n
Az ={ @2
VTN ey
’n,|2n , S€E N e tmpar

Considerando A um reticulado algébrico temos os seguintes fatos.

3) Se A = o (M), com M um Z-submédulo de Ok, entao

B 2r2pn
| Di|?[Ox : M)’

6(ox(M)

onde p = tmin{||ox(z)||; 0 # x € M}.

2
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2) Se A = ox(Ok), entao
or2 Hn
5(A) =
| Dx|2
onde p = smin{|lox(z)||; 0 # = € Ok}.

3) Se A = ox([), com I um ideal de Ok, entao

2T2 e3

5(A) = ==L,
| Dx|2N(1)

onde p = tmin{|ox(z)|; 0z € I}.

Proposicao 4.1 f@/Se K é um corpo de nimeros, entao

2 = Trxg(z?), se K € totalmente real

low () :

%TTK‘@(ZCT), se K € totalmente imagindrio

onde x € Og eT € o conjugado complexo de x.

Observacao 4.3 Notamos que se K é um corpo de numeros totalmente real, entao
ok (2)||* = Trrj(x?), para x € Og ndo nulo. Desta forma, podemos reescrever o raio de
empacotamento dos reticulados algébricos acima, como p = %mm{\/TrK@(xQ);x e Ok

ou z € 1}.

4.5 Construcoes de reticulados algébricos

Nesta secao, apresentamos algumas construgoes de reticulados algébricos e calculamos
a densidade de centro desses reticulados. Trabalhamos sobre corpos de nimeros
totalmente reais, com o objetivo de maximizar também a diversidade de tais reticulados.

Vamos comegar analizando a densidade de ox(Ok), considerando K uma extensao
abeliana de grau p, com p primo impar. Como [K : Q] é {impar, segue que K é um corpo
de niimeros totalmente real. Logo, para calcularmos a densidade de centro dos reticulados
ok (Ok) é necessério conhecermos mm{\/m ,x € Og e x # 0} e |Dg|. Lembramos
que min{/Trgg(2?),z € Ox e v # 0} = p e |Dx| = n?~!, onde n = cond(K). Assim,

segue a seguinte proposicao.
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Proposicao 4.2 Se K um corpo de nimeros de grau p e Ok o anel de inteiros de K, com
p

p um primo impar, entio §(ox(Ok)) = Ll

27| Dy |2
Demonstracao. Como [K : Q] = p, com p primo impar, segue que K é um
corpo de numeros totalmente real. Logo, p = smin{|ox(z)|;0 # = € Ok} =
Imin{\/Trig(2?);0 # z € (’)Eg}. Como min{\/Trrg(2?);0 # z € Ox} = p, segue
que 6(ox(Ok)) = ro_ P |

IDxlz 22|Dxl
Observagao 4.4 Como a densidade de centro de ox(Ok), com p fizo, depende apenas do
|Dk/|, seque que para mazimizar a densidade é necessdrio tomar K com condutor menor
possivel. Desta forma, os reticulados algébricos ox(Ok) que possui maior densidade sao

construidos através dos corpos K de grau p e condutor o menor possivel.

Exemplo 4.3 Se K é um corpo de grau 3 e condutor 7, entao
d(ox(Ok) = 0,0927884361.

Se compararmos com a densidade de centro étima para empacotamentos de dimensao treés,

0,17678, vemos que a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok) ainda € baiza.

S
Agora, vamos retornar ao 1° caso do Capitulo 2, em que cond(K) = H P, com
i=1

os p;’s primo tais que p; = 1(mod p). Na Se¢do 3.2.2, apresentamos uma familia M,,
de Z-submédulos de Ok definida em [[¥]. As proposi¢oes abaixo apresentam o minimo

Trxjg(x?) para x € M, nao nulo.

Proposicao 4.3 (18], pdg. 41) Sejam x = Zaiﬁi(t) €cOxeS= Zai. Se p|S, entdio
i=1 i=1

M(S) = min{2n, S?/p}, onde M(S) = minyeo(m)y20Trki0(y?)-

Proposicao 4.4 (fI8], pdg 41) Sejam m um inteiro positivo e M* = min{Trgg(x?); 0 #

r € M,}. Se plm, entao M* = min{2n,m?/p}. Se p ¥ m, entao M* =

min{2n, M(m),..., M(pm)}.

Apds uma andlise de M* em cada caso, pode-se perceber que é possivel encontrar

Z-submodulos M de Ok, com densidade préxima da recorde.
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Exemplo 4.4 Se p =5, n = 92111 e m = 607, entao §(ox(Mgor)) = 0,08838. Sendo
0,08839 a densidade otima na dimensdo 5, tem-se que o reticulado algébrico ox(Mgor)

apresenta densidade de centro muito boa.

Finalmente, vamos analisar a densidade de centro do reticulado ox(Q), onde Q é o
ideal primo de Ok acima do ideal primo ¢Z, apresentado no 3° caso do Capitulo 3.
Lembramos que min{Trgg(z*);x € Q ez # 0} = pg(p — 1), com ¢ = 1(mod p).

Desta forma, podemos anunciar a seguinte proposicao.

Proposigao 4.5 Sejam K um corpo de nimeros abeliano de grau p e cond(K) = p%q,
com p e q primos impares tal que ¢ = 1(mod p). Se Q € o ideal primo de Ok acima do
1deal qZ., entao

~ (Vpalp—1))P
TN

Tabela 4.1: Comparacao de densidade de centro

p| q| d(ox(Q) | densidade étima
317 0,07715 0,17678
3113 ] 0,050208 0,17678
511 0,026965 0, 08839
7129 | 0,00592073 0,06250
7171 0,00378395 0,06250

Na tabela 4.1, consta a comparagao da densidade de centro de ox () com a densidade

6tima [B]. Podemos observar que a densidade de ok (9Q) é inferior a Gtima.

4.6 Reticulado ideal

Nesta secao, apresentamos os conceitos de reticulado ideal sobre um corpo de nimeros
totalmente real, diversidade e distancia produto minima. Apresentamos construcoes

ciclicas de reticulados ideais que sao isomorfos a um reticulado Z"-rotacionado. Como
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mencionamos no Capitulo 1, os reticulados Z"-rotacionados sao eficientes na modulacao
e codificagao do sinal.

Reticulados ideais sao reticulados algébricos dotados de uma forma trago. A seguir
definimos um reticulado ideal sobre um corpo de numeros totalmente real. Isto se faz
necessario, pois estamos interessados em maximizar a diversidade de tal reticulado. Além

disso, podemos definir um reticulado ideal em qualquer corpo de nimeros [[4].

Definicao 4.14 Seja K um corpo de nimeros totalmente real de grau n. Um reticulado

ideal é um reticulado (A, q,), onde A C Ok € um ideal e
Qo : AXA=Z, qu(r,y) =Trrolary), Vr,y € A,
com « € K € totalmente positivo, ou seja, o;(a) > 0 para todo i =1,2,--- ,n.

Se {w1,ws, -+ ,w,} é uma base de A sobre Z, entao a matriz geradora R do reticulado

A={x=AR:\e€Z"} édada por

Vo (a)or(wy) oo(a)oa(wy) -+ you(a)o,(wr)

o1(a)or(wn) oa(a)oa(wn) -+ V on(a)on(wn),

Neste caso, segue que a matriz de Gram RR' coincide com a matriz na forma traco

(Tr(aww;))i j—1, onde t denota a transposicao.

Definicao 4.15 A diwversidade L de um reticulado A em R™ € a distancia minima de

Hamming entre quaisquer dois pontos distintos do reticulado, ou ainda,
div(A) = O;I}Tiél[\#{i; r; #0,i=1,...,n},
onde v = (T1,...,%y,).

Teorema 4.5 M3 Se A = (A, qn) € um reticulado ideal definido sobre um corpo de
nimeros totalmente real, entao div(A) =11, onde r1 € o nimeros de homomorfismo de K

em C totalmente reais, ou seja, A tem diversidade mdzima n.
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Definigao 4.16 Seja A um reticulado n-dimensional com diversidade mdxima L = n e
x = (x1,...,2,) € N um elemento ndo nulo. A distancia produto de x a origem € definida

como
n

dy(z) =] | i,

=1

e a distancia produto minima de A € definida como

dpmin(A) = mind,(z).

TEA

Teorema 4.6 [ Seja A um ideal principal de Og. A distancia produto minima do
reticulado ideal de determinante D = det(A) definido sobre A é dada por

| D
dp,min<A) — D_K

4.7 Construcoes de reticulados Ideais

Lembramos do Capitulo 1, que para a construcao de cédigo reticulado eficiente, é
necessario maximizar a diversidade, maximizar a distancia produto minima, garantindo
assim, facilidade na decodificacao. Nesta secao, apresentamos codigos reticulados que
preenchem estes critérios.

A construcao de reticulados Z"-rotacionados deste trabalho é uma extensao da
construgao apresentada em [@], [B], 23], [[M] e [20] usando extensdes cilicas de grau primo,
em [B] de grau impar e em [0] de grau par.

Seja p um numero primo impar. Se ¢ = (s é uma p°-ésima raiz primitiva da unidade,
entao Q(¢) é uma extensao ciclica de grau p*~!(p — 1) sobre Q e contém o subcorpo real
maximal Q(¢ + ¢™') que ¢é ciclico de grau p*~!(p — 1)/2 sobre Q. Se G = Gal(Q(¢)|Q)

com gerador ¢, entao o(¢) = (", onde r é um gerador de Z..

Lema 4.1 Se m = p*~Y(p — 1)/2, entao ™ = —1(mod p°*), ou seja, r é um elemento

primitivo modulo p®.

Demonstragao. Como r gera Z,, segue que o(r) = p*'(p — 1) = 2m. Além disso,

T2m = 2m

(mod p®) se, e somente se, ™ — 1 = p°a para algum a € Z se, e somente se,
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(rm —1)(rm+1) = r*™ — 1 = pa. Assim, p | (r™ —1)(r™ +1). Se p | (r™ — 1), entao
r™ — 1 = pby, para algum b; € Z. Logo, r™ = 1 + pby, e portanto, ™ = (1 + pby)? =
1+ 2pby + p*b? = 1 + p°a. Desta forma, 2pb, + p*b? = p®a, isto é, 2b; + pb? = p*~!

Consequéntemente, p | 2by, e como p # 2, segue que b; = pby para algum by € Z. Assim,
2pby + pp?bs = p*~la, o que implica que, 2by + p*b3 = p*2a. Como p # 2, segue que

*~2a, ou seja, 2b3 + p*b2 = p*~3a. Similarmente, segue

by = pbs, e assim, 2pbz + p*p*bs = p
que 2b,_1 + p*~ ' | = pa e by = pbs. Logo, by = pby = --- = p*1b,. Desta forma,
r™ — 1 = p°bs, e assim, "™ = 1(mod p*). Mas, isto é uma contradigao pois, o(r) = 2m.
Portanto, p | (r™ + 1), e similarmente, segue que p® | (™ + 1), isto é, r™ = —1(mod p°).

Lema 4.2 Euxiste um inteiro A tal que A\(r — 1) = 1(mod p®).

Demonstracio. Como p*~'(p — 1) é o menor inteiro tal que r*" @Y = 1(mod p*),

segue que p® nao divide r — 1. Assim, mdc(p®,r —1) = 1, e portanto, y(r — 1) = 1(mod p*)

tem uma unica solugao y = A. |
m—1
Sejam a = H(l — (™) e Atal que A(r — 1) = 1(mod p).
k=0

Lema 4.3 o(a) = —("" la

Demonstragao. Tem-se que

m—1 m—1
oa)=[[e@=¢") =] -0a().
k=0 k=0
Como O'(Crk) = U(()”"k = (CT)’”k = (™", segue que
m—1 m—2
ola) = [[1-¢") =1 -0 0= [ -¢Ha-¢m).
k=0 k=0
Mas,
m—1 m—2
1-¢H=0-¢J[a-¢™,
k=1 k=0
e assim,
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Porém, como r™ = —1(mod p*), segue que (" = (~!. Desta forma, o(a) = (1 —¢)" (1 —

¢ Ha e pelo fato de (P71 = (71, tem-se que
1 =g 2
(1= (L= = o = ¢ (L

Como ( ¢ uma raiz do polindémio

P° 1 . .
- R A e
x—1

segue que —(P"~1 = (P"=2 4 ... 4 (4 1, e portanto, o(a) = —¢C*""la. -

Lema 4.4 o((*a) = —a.
Demonstracao. Pelo Lema B3, segue que
o(¢ta) = a((Mo(a) = (¢ ).

Mas, como A(r — 1) = 1(mod p®), segue que \r = (A + 1)(mod p*), e assim, ("™ = (M1

Portanto, o((*a) = (M (=" "la) = O a = —(Pa. |
Lema 4.5 ((*a)? = (—=1)"p.

Demonstracgao. Considere o p*-ésimo polinomio ciclotomico

ps - 1 S— 5— 5 —
¢ps(w) :H($_€k) — h = P 1(p_1)+$p 1(p_2)+“'+$p 1 +1’
k

onde o produto é tomado sobre todos k = 1,2,--- ,p* tal que mdc(k,p®) = 1. Como ( é

uma raiz de ¢, (z), segue que cada elemento de

Gal(Q(¢) : Q) = (o)

aplicado em ¢ é uma rafz de ¢, (), pois ¢ps (¥(¢)) = o*(¢ps(¢)) = 0, isto é, os elementos

o®(¢), com mdc(p®, k) =1e 1 <k < p*, sao todas as raizes distintas de ¢,s(x). Assim,
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Portanto,
e(p”)—1 .
p=dp(1)= ] 0=¢").
k=0
Por outro lado, como ™ = —1(mod p*), segue que r™** = r™rt = —ri(mod p*), para todo
1 € Z. Logo, C’"mﬂ = (_Ti, para todo i =0,1,--- ,m — 1. Consequéntemente,
w(p®)-1 m—1 m—1
,r.m+i
- TMa-¢™=1a-
k=m =0 =0
e assim,
e(p®)-1 m—1 e(p*)—1 m—1
p= ] a-¢H=]]a-¢") ] a-¢"=a
k=0 k=0 ke=m 1:0
Mas,
m—1
m—1 m—1 H - a if m ¢ par
o[[¢ =Tl -n=¢ =5 |
i=0 i=0 _ H (1—¢), if m é fmpar
i=0
ou seja,
m—1 _ m—1
D ][ =]]a-¢")
i=0 i=0
Deste modo, tem-se que
m—1
p=(Dma® [[ ¢
i=0
Observe que — 7"1 =™l ... —r—1 Assim
T _
m—1 m
C rt —e—r—1 CI;I1
i=0
Mas, r™ = —1(mod p®), o que implica que, 1 — ™ = 2(mod p*) e do fato que A(r — 1) =

L(mod p®) (e portanto 2A\(r — 1) = 2(mod p*)), segue que 2\(r — 1) = 2(mod p*). Logo
=1 = 1(mod p%),

r—1 =

pela transitividade, segue que 1 — 7™ = 2A(r — 1)(mod p*). Como
segue que =(r — 1) = 2X\(r — 1)(mod p*). Pelo fato de que mde(p*,r —1) =1 (pois, se

p|r—1, entdo r = 1(mod p), e assim, ™ = 1(mod p). Mas r™ = —1(mod p*), e assim,
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p|p° p*| rm+ 1. Logo, p | 2, que é uma contradigao), segue que % = 2\(mod p®).

Consequéntemente, Clr_—Tl = (%} Assim, p = (—1)"a?¢?, e portanto,

(=1)"p = (=1)""a*¢** = (a?)?,

0 que prova o lema. [ |

4.7.1 Construcgao ciclica impar
Seja n um inteiro impar tal que n divide p*~!(p — 1)/2.

Lema 4.6 Sejawg; = ¢ onded et sio inteiros tais que d € {0,1,--- , p*~ (p—1)/n}

ete{0,1,---,n—1}. Assim, war = lse, e somente se, t =0 e d = 1%.

Demonstragao. Se wg; = ¢t = 1, entdo ¢ + r' = 0(mod p*), e assim, ™ =
—rt(mod p*). Como r™** = —rt(mod p*), segue que ¢ = r"™* (mod p*). Pelo fato de
que rmtt = prdpmit=nd geone que r"d = rrdrmttrd(mod p*). Como mde(r™®, p®) = 1,

segue que r™ " = 1(mod p*). Do Lema B, segue que p*1(p — 1) | (—nd +m +1t), ou
seja, existe k1 € Z tal que —nd+m+t = kyp* 1 (p—1). Assim, t = dn—m+kip* t(p—1).

Comon |dn,n|men|p ' (p—1),segue que n | t. Como ¢t =0,1,2,--- ,n— 1, segue

p*~(p—1) — 2 (p H _

que t = 0, e assim, dn = m — kp* ' (p — 1). Desta forma, d = Z—F

m(l — 2k1) = ko L p 1), onde ko = 1 — 2k;. Como d > 0, segue que ky > 0.

n
Como d < %, segue que ko = 0,1,2 pois, se k3 > 3, entao d > 2 2(5 1), 0
que é uma contradicao. Como ky é fmpar, segue que ky = 1. Portanto, d = %.
Reciprocamente, como ™ = —1(mod p*), segue que r% + 1 = 0(mod p*). Como
t:()ed:%,segueque
Wy = crinrt = C»(;ZM)”H C’ﬁ?@ﬁ-l —1,

0 que prova o resultado. |

Seja K um corpo tal que K € Q) e [K : Q] = n. Se z = (a(l =) €

Pt (p—1)/n

Oq), entdo x = Trgor(z) = Y. 07"(z) € Ogg. Como [G,GT](i,j) =
Trrg(o'(z)o (x)) = Trrglze’ ' (x)), ]I;;ra i,j = 0,1,---,n — 1, segue que estamos

interessados em Trgg(zo’(x)), parat=0,1,--- ,n— 1.
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Teorema 4.7 Se z = (*a(1 — () e x = Tro)x(2), entdo

p’p—1)+p, set=0
Trgg(z o' (z)) = ;

0, set#0

ondet=20,1,--- ,n—1.

Demonstragdo. Como Gal(K|Q) = {Idk, 0k, -+ ,0" |k}, segue que

n—1
Trgg(z o'(x)) =Y oz o'(z)), t=0,1,---,n—1.
a=0

Como

" tp-1) PP -1 S ()

- Jt(aj) _ Z Ucn(z) Z Ut—l—jn(z) _ Z Ucn(z)0t+jn(z),
c=1 j=1 c,j=1

segue que

el psflr(Lp—l)
Tryp(r o'(z)) = > o (2)e T (2)

a=0 c¢,j=1

_— P tp-1)

n
= > ot (a1 = Q))o N (Pa(l - ()
a=0 ¢j=1
ne1l p°"lp-1)

(2 Z (_1>a+cn<->\a(1 _ Cra+0")(_1)a+t+jn§>\a(1 o Cra+t+jn)

a=0 ¢j=1
g ElemD)
(2) n " Laten attin
= (_1)t+ +J(C>\O{)2(1 _C )(1 _ C J )
a=0 c¢,j=1
ps_l(p—l) _ ps—l p—1)
= U Y (P (a1 ==
c=1 a=0 j:l
p—1 n—1 p°"lp-1)
(3) m - - ] ratcn ratttin
= (—1)t+ P (-1)0 (_1)3(1 _C )(1 _C j )
c=1 a=0 j=1

Pelos Lemas B4 e B3, segue a igualdade (1) e (3), respectivamente. Agora, a igualdade
(2) segue do fato que (—1)aFen(—1)attHin = (—1)2(—1)}(—1)(=1)" = (=1)""°* | pois

n é fmpar, e assim, (—1) = (—1)¢ e (—1)/" = (—1)’. Como

psLp—1) P lo—1)

Z (_ 1)j ( 1— gra+c" ) (1 _Cra+t+jn) _ (_ 1)j ( 1— gra+cn . gra+t+jn +<_7.a+cn C,,,a+t+jn )
j=1
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5*@—1) P Lp—1) " Lp—1)

,,,a+cn - ,,,a+t+'n - T.a+cn T,a+t+'n
Z =) - (=1)7¢" 4+ (=g,

segue que Trgjg(z o'(x)) é igual a

[ 1<p 1) ooy [ 2lemD) P p=1)
t+m Z c Z ( ) (1 . Cr‘”‘”) Z ( ) gra+t+Jn

=1 a=0 =1 =1
p°” 1<p 1)

a+cn a n s—1 — 7 , 7
Z 17T L Como (2 g’ Dyp = p*~1(p—1) é par e n é fmpar, segue

1
que 2= (p U & par. Logo,
P~ 1(,, 1)

Z (- =

uma vez que o termo (1 — C’"a+cn) nao depende de j. Assim, Trgg(z o'(x)) é igual a
-1

P to-1)

t+m - c nil - ra+t+jn
(=D mp | - (1) (—1)’¢
c=1 a=0 j=1
s 1(1’ 1) psil(pfl)
n n—1 n
- j s—1
Z (—1)° (=17 Como 2271 6 par e o termo
c=1 a=0 7=1
n—1 A ()
(—1p
a=0 7j=1

nao depende de ¢, segue que

—
—_
S~—
o~
+
3
=
M§
—~
|
—_
SN—
o
M§
—
SN—
~
Y
Q
+
0
3
+
S
S
+
+
+
o
3

Trgjg(r o'(x))

[
—
—
S~—
-
+
3
iS
-
P
|
[—
SN—
[sH
Iy
2
+
j=9
3
+
=
3
+
3
Q
y
+
x>
3
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A igualdade () segue levando em conta o fato que todos os indices percorrendo todos

os termos do sumatério, verificando que eles cobrem o mesmo conjunto de expoentes de

¢ (mod p*). Além disso, note que r**** paraa =0,1,...,n—lek =1,2,...,p° t(p—1)/n
toma valores j = 1,2,...,p° tal que mdc(j, p*) = 1, ou seja,
el P lp-1)
dn t\,.a+kn dn ty
C(r +rt)r _ Z (Cr +r )] )
a=0 k=1 mde(j,p®)=1

dn t
Logo, denotando wq; = ¢ 1", segue que

Trgg(z o'(z)) = (1) "™p (—=1)4 (wae)’,
onde

. STl p—1), sewg, =1
S =9 " vy "

mde(j,p®)=1 _1, S€ Wt # 1 ; t:OJlj ;T — 1.
Pelo Lema B3, segue que
s—1 -1
wgr=1 <= t=0 e d:p—(p ).
’ 2n

Se t # 0, entao wq; # 1, e assim,

P Tlp-1)
Trggz o' () = (=1)""p Y (=1) (W)’
d=1 mdc(j,p®)=1
PP lp-1)
= (=1)""p (-1)(=1) =0,
d=1

pois p*~}(p — 1)/n é par. Agora, suponha t = 0. Se d = p*~'(p — 1)/2n, entao wy, = 1, e
se d # p*~(p—1)/2n, entdo wy; # 1. Assim,
P lp-1)

n

Tryg(z o'(z)) = (=1)"™p (—1)¢ . (Wa,e)?
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Como m = pklép_l) e pk;(i’_l) tém a mesma paridade, segue que
Trje(e o'(x)) =p°*(p — 1) +p,
o que conclui a demonstracao. [

Algoritmo de construgao de reticulados Z™-rotacionados

(1) Escolha um inteiro fmpar n.

(2) Encontre um primo impar p tal que n divide %’ com s o menor possivel.

(3) Calcule os valores de r e A.
(4) Calcule v e z na base de Q((ps).
(5) Calcule x e seus conjugados na extensao K|Q.

(6) Calcule a matriz geradora M do reticulado Z"-rotacionado obtido.
Na Tabela 4.2, apresentamos exemplos para os paramentros n,p,r e A.

Tabela 4.2: Exemplos dos parametros

n|pils|r|A
3131212110
515 (218 3
1111 12(28] 9
20| 7 12| 3|25

Na Tabela 4.3, analisamos a distancia produto minima dos reticulados Z"-rotacionados
que obtivemos com a construcao ciclica apresentada neste trabalho. Notamos que nos
corpos de numeros K de grau n ifmpar, a construcao apresentada aqui, considera que

apenas o ideal pZ ramifica em Ok. Caso, contrario, K € Q((,).
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Tabela 4.3: Distancia produto minima

n ps D]K dp,min
1

3 9 92 3

9 | 27 | 32| 3¢

5125 |25t L

25 | 125 | 5% a1

4.7.2 Construcgao ciclicas par

Seja n um inteiro par tal que n divide p*~!(p — 1)/2.

P "lp-1) o 1(p 1)
n n—1
s—1 1 . atcn a+tt+in
Lema 4.7 Se q = %, entdo g )¢ E 1)7/¢rT
c=1 a=0 7=1
P lo-1) P Tlp-1)
n n—1 n
. d T.a+kn T.ndJr,r,t
= (—1) ¢,
c=1 a=0 k=1

Demonstracao. Como ¢ é par, segue que podemos tratar ¢, j,d, k como elementos de

Zg. Assim,
s=1¢,_ 4 571 1
P 7(lzo ) 1 2 (P ) 1
Z C Z a+(,n+,r.a,+t+Jn Z c Z Z CTG+UL+TQ+t+kn
c=1 a=0 j=1 CcEZLq a=0 kEZq
a+tcn a+t+kn
S 3D EIED P
c€Elq kEZyq a=0

Fazendo uma mudanga de varidavel ¢ = d + k(mod ¢) o que implica, como ¢ é par, que
c=d+ k(mod 2), e assim, d = ¢ — k = ¢+ k(mod 2). Como (c, k) varia sobre todos os

elementos de Z, x Z,, segue que o par (d, k). Logo,

n—1
z : Z< C+]€ ZC raten g patttkn . Z dz Z Cra+(d+k)n+ra+t+kn _

cE€Zq kEL, deZ, a=0 kE€Zq
pS— 1 s—1, _
p—1 ép 1) n1 2 75;0 1)
d (Tnd+rt)(ra+nk:) o d (Tnd+rt)7.a+nk
> (-1 > ¢ = (=1) ¢ :
d€Zyq a=0 k€Zq d=1 a=0 k=1

o que completa a demonstracao. |
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P "lp-1)

Proposi¢ao 4.6 Tryg(zo'(z)) = (—=1) 20 p*doy, parat =0,1,--- ,n— 1.

Demonstracao. Tem-se que Trgjg(zo’( Z o (zot(
—1p° " (p-1)/ 4
= Z Z oM (2)o "™ (). Pelo Lema B2, segue que
a=0 c,j=1

TT’K|Q(JJUt(aj)) = Z Z (_1)a+cnc)\ (1 Cra+cn)( )aHﬂnC\ (1 CTa+t+]n)

Como n é par, segue que (—1) = (=1)" = 1. Além disso, (—1)*(=1)* =1, e (—1)" ¢
comum nas somas anteriores. Pelo Lema I3, segue que podemos substituir ((*a)? por

(—1)™p. Desta forma, depois de rearranjar a soma, segue que

p*~Lp—1)/n n—1p°*"t(p—1)/n
Trag(wo'(@)) = (~1)(=1)"p U X a-et)

n—1p°"t(p—1)/n

_ Z Z (_1)j(<7«a+t+jn B Cra+cn+ra+t+]‘n))'
a=0 j=1

PP (p=1)/n
Observe o termo Z (=1)7(1 = ¢"™™™"), o qual podemos reescrever como (1 —
j=1
P p-1)/n
M (—1)?. Como p*!(p — 1)/n é par, segue que existem tantos termos
j=1

Pt (p-1)/n
negativos quanto termos positivos na expressao E (—1)’, e assim, a soma ¢ nula.
j=1

Similarmente, o termo

*l(p—1) n—1 P>l (p—=1)/n
(=D (=1 (—1¢
c=1 a=0 7j=1
n—1 P Hp—1)/n _
é nulo, uma vez que os termos em Z(—l) Z (=1)7¢""" sao independentes de c,
a=0 J=1
-1/
enquanto o termo Z (—=1)° =0 como p**(p — 1)/n é par e existem tantos termos
c=1

positivos quantos termos negativos. Assim encontramos

p*~l(p—1)/n n—1p°~t(p-1)/

TTK|Q(ZIZJt(:p)) = (—1)t+mp (—1 Z Z (_1)jcra+cn+ra+t+jn.

c=1 a=0
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p*t(p—1)/n n—1p*"'(p—1)/n

Pelo Lema I3, segue que Tia(vo'(a)) = (~1)*7p D7 (-1)) Y2 ¢t

d=1 a=0 k=1
e podemos provar deixando todos os indices percorrer os termos do somatério para verificar

que eles cobrem o mesmo conjunto de expoentes de ((mod p*). Notamos que ro+"

para
a=0,1,---,n—1,k=1,2---,p°(p—1)/n tomando valores j = 1,2,--- ,p* tal que

mdc(j,p®) = 1. Denotando wg; = ¢ como em (M) podemos escrever

p*t(p-1)/n n—1p*~1(p—1)/n . p*~tp-1)/n

Ta«l»nrn T’t y
DO D DG D W GV L W PR €S Y
d=1 a=0 k=1 d=1 mde(j,p*)=1

i pPlp—1) se wyy =1
Z War =

onde Para avaliar a Equagao (), dividimos

mde(jp®)=1 —1 caso contrario.

em dois casos. O caso wq; = 1 aparece quando
"4t = 0(mod p*) & 1" =" (mod p*) & t=nk—m+kpp—1),

onde k; € Z. Como n divide o termo a direita, segue que t precisa ser um miltiplo de n, o
qual pertence a {0,1,--- ,n — 1} e concluimos que devemos ter ¢t = 0. Agora, se wq; = 1,
entdo "¢ = —1(mod p*), e escrevendo —1 como r™, tem-se que nd —m = Ip*~*(p—1) para
algum [. Logo, d = p*~!(p — 1)(2] + 1)/2n, o qual podemos escever como (2] + 1) vezes
p*~H(p—1)/2n (note que n divide p*~*(p—1)/2). Como d variaem {1,2,--- ,p* 1 (p—1)/n},
encontramos que [ sera zero, ou seja, d = p*~*(p — 1)/2n. Assim, wy; = 1, precisamente

quando t = 0 e d = p*~}(p—1)/2n. Logo, o segundo caso aparece quando ¢ # 0 e obtemos

p* L (p—1)/n p*~Hp-1)/n

Trigg(za'(x)) = (=1)""p Y (=1D* Y wi =D Y (R

d=1 mde(j,p®)=1 d=1
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s=1(p—1)/n
1(10 )/ (_1)

Como p*~(p — 1)/n é par, segue que Y _ 4 =0, e assim, Trgg(zo(z)) =0

para t # 0. Agora, quando ¢t = 0, como m e p*~!(p — 1)/n sdo pares, segue que

p*~t(p—1)/n ‘
Trgg(zot(z)) = (=1)""p =D > Wi,
d=1 mde(j,p®)=1
P (p—1)/n
m m s—1(p— mn, s—
= (=1)"p (=D*(=1)) + ((=1)™p(=1)r" P=DPrps=L(p — 1))
d=1,d#p*~1(p—1)/2n
P e /n P lo-1) -1
=p( > (=DU=D"TE (=D + (=)= pp 1)
d=1
s—1, _ s—1.,_
= p(—1)(=1)" = 4 (=) (p - 1)
Pl Pl

(=) (p+pP—p)=(-1) > P
o que completa a demonstracao. [ |

Algoritmo de construcao de reticulados Z"-rotacionados

(1) Escolha um inteiro par n.

(2) Encontre um primo p tal que n|p(p®), para algum s € N*.
(3) Calcule os valores de r e A.

(4) Calcule v e z na base de Q((ps).

(5) Calcule x e seus conjugados na extensao K|Q.

(6) Calcule a matriz geradora R do reticulado Z"-rotacionado obtido.

4.8 Consideracoes finais

Neste capitulo apresentamos construcoes de reticulados algébricos via o homomorfismo
canonico e reticulados ideais. Na busca por reticulados densos, com diversidade maxima
e distancia produto minima estudamos a densidade de centro de alguns reticulados sobre
corpos de nimeros abelianos de grau p com p um primo impar e construimos reticulados
Z™-rotacionados através de um subcorpo de Q((p:). No primeiro caso, os reticulados

construidos sao imagens, pelo homomorfismo canonico do anel de inteiros de corpo de
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numeros e de ideais. Apesar, de termos encontrado reticulados com densidade abaixo
das 6timas, esses reticulados também apresentam diversidade maxima. No segundo caso,
apresentamos a construcoes de reticulados ideais, via o homomorfismo torcido, de grau
impar e par, que fornecem reticulados com diversidade méaxima e é possivel o cédlculo da

distancia produto minima.



Capitulo 5

Consideracoes finais e perspectivas

Neste trabalho apresentamos inicialmente resultados sobre corpos de niimeros abeliano
K de grau p, com p um primo fmpar. Dividimos em 3 casos de acordo com o condutor
do corpo K. Em cada caso explicitamos o elemento primitivo de K e uma Z-base para
o anel de inteiros Ok. Destacamos os resultados apresentados no 3° caso do Capitulo
3. Os resultados algébricos, do Capitulo 3, foram de fundamental importancia para as
construgoes de reticulados algébricos feitas no Capitulo 4.

Como apresentamos no Capitulo 1, a relacao entre empacotamentos esféricos
reticulados, com certos parametros otimizados, e codigos tem grande importancia
atualmente. Em busca de reticulados densos, com deversidade maxima e distancia produto
minima, fizemos algumas construcgoes de reticulados algébricos via corpos de niimeros.

Como para o calculo desses parametros em um reticulado algébrico é necessario
conhecermos propriedades algébricas do corpo em que estamos trabalhando, tivemos que
aprofundar os estudos em alguns corpos de nimeros.

O maior desafio deste trabalho foi encontrar Trgg(z?), com z € Ok, quando

consideramos K uma extensao abeliana de grau p e cond(K) = p?q, onde ¢ é um primo

e ¢ = 1(mod p). Um dos objetivos futuros é considerar o cond(K) = p? Hpi, com p;’s
i=1

primos tais que p; = 1(mod p) e s > 1.

Ainda no Capitulo 3, caracterizamos alguns ideais de Ok e em certos casos encontramos

o minimo Trg|g(2®) com x pertencentes & esses ideais.
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A construgao da familia M,, de Z-submédulos de Ok feita em [[F], a qual apresentou
alta densidade de centro, também poderd ser estudada no caso em que o cond(K) = p?q.
Podendo surgir futuramente como complemento a este trabalho.

As construgoes de reticulados ideais feitas no Capitulo 4, os quais sao reticulados
Z™-rotacionados, é de grande utilidade na transmissao de sinais usando o canal de
comunicacao de Rayleigh com desvanecimento, ja que apresentam diversidade méaxima

e propriedades algébricas que facilitam o célculo da distancia produto minima.
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