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Resumo

Este trabalho apresenta os conceitos de expoentes de Lyapounov e de espagos préprios
e fornece um resultado devido a Oseledets, o qual trata da existéncia desses expoentes
(e, consequentemente, dos espacos préprios) do ponto de vista da teoria da medida. A
prova do teorema que nés fornecemos foi dada originalmente por Mané e posteriormente

melhorada por Viana.

Palavras-Chave: Sistemas dinamicos, teoria ergédica, fibrados.



Abstract

This work presents the concepts of Lyapounov exponents and of proper spaces and pro-
vides a result due to Oseledets, which deals with the existence of these exponents (and,
consequently, of the proper spaces) from a measure-theoretical point of view. The proof
of the theorem which we provide was originally given by Mané and later improved by

Viana.

Keywords: Dynamical systems, ergodic theory, fiber bundles.
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Introducao

E sabido que os numeros reais conhecidos como expoentes de Lyapounov estao relaciona-
dos com a estabilidade de um dado sistema dinamico. Entretanto, é natural questionar se
tais nimeros realmente existem. Um resultado publicado em 1968 e atualmente conhecido
como Teorema de Oseledets, estabelece condigoes em que estes niimeros existem.

No Capitulo 1, sao expostas algumas definicoes e resultados da teoria da medida
e integragao, enquanto que o Capitulo 2 é uma breve introdugao a Teoria Ergddica,
trazendo importantes teoremas, tais como o Teorema da Recorréncia de Poincaré e o
Teorema Ergddico de Birkhoff. A maioria dos resultados contidos nestes dois capitulos
¢ enunciada sem prova. Porém, indicamos as referéncias bibliograficas que demonstram
esses resultados.

O Capitulo 3 ¢é iniciado motivando a definicao dos expoentes de Lyapounov para
difeomorfismos definidos em subconjuntos abertos de espagos euclidianos. A seguir, sao
apresentadas a definicao de pontos regulares, espagos préprios e expoentes de Lyapounov
para difeomorfismos definidos em variedades riemannianas compactas de dimensao finita
e, entao, enunciamos um resultado que garante a existéncia dos pontos regulares do ponto
de vista da teoria da medida, a saber: o Teorema de Oseledets. A prova deste teorema
¢ obtida a partir de um resultado mais geral, cuja prova é obtida a partir de trés lemas

enunciados e demonstrados ao longo do capitulo.
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Capitulo 1

Elementos de Teoria da Medida

Neste capitulo, apresentaremos defini¢oes e resultados da Teoria da Medida a serem uti-
lizados neste texto. As demonstragoes podem ser vistas, por exemplo, nas referéncias

bibliograficas [1], [3] e [4].

1.1 Medidas

Definicao 1.1 Seja X um conjunto. Diz-se que uma familia O de subconjuntos de X €

uma algebra se

(i) X € O

(ii) Ac O = A° € O;

(iii) A, BeO=AUBecO.

Observagao 1.1 Decorre imediatamente da defini¢ao acima que

(i) ABeO=ANB=(A°UB%° e O;

(ii) AB€O=A\B=AnBeO.

Definicao 1.2 A familia O € denominada o-algebra se é uma dlgebra e satisfaz

A€0i=12,..=]Ac0
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Definicao 1.3 Seja Oy uma familia de subconjuntos de X. A o-dlgebra gerada por O,
€ a “menor’c-dlgebra contendo Oy, ou seja, € a interseccao de todas as o-dlgebras que

contéem Q.

Definicao 1.4 Seja O uma dlgebra de subconjuntos de X. Diz-se que uma fung¢do p :

O — [0, +00] ¢ uma medida em O se

(i) pu(0) = 0;

(ii) para toda cole¢do finita ou enumerdvel de subconjuntos disjuntos A; € O,i = 1,2, ...,

tais que UA" € O, tem-se

u(U A) = Zu(A».

A medida serd o-finita se X puder ser decomposto em uma unidgo enumerdvel de conjuntos

com medida finita.

Uma pergunta que pode ocorrer é a seguinte: é possivel estender uma medida em uma

algebra para uma o-algebra “maior”? O teorema de extensao abaixo fornece a resposta.

Teorema 1.1 (Hahn-Kolmogorov) Se Oy é uma dlgebra de subconjuntos de X e v
uma medida definida em Oy, entao existem uma o-dlgebra e uma medida p em O tal que
Oy C O ev(A) = pu(A) para cada A € Oy (ou seja, p € uma extensio de v em O). Se v

€ o-finita, a extensao sobre a o-dlgebra gerada por Oy € unica.

Definicao 1.5 Seja X um espaco topolégico. A o-algebra de Borel de X ¢ a o-dlgebra
gerada pelos subconjuntos fechados de X. Os conjuntos da o-dlgebra de Borel sao chama-

dos conjuntos de Borel ou borelianos.

Observagao 1.2 A o-dlgebra gerada pelos subconjuntos abertos de X coincide com a

o-dlgebra de Borel, pois os complementares de conjuntos abertos sao fechados.

Defini¢ao 1.6 O par (X,0), onde X € um conjunto e O é uma o-dlgebra de conjun-
tos, chama-se espaco mensuravel. Os elementos de O sao denominados conjuntos

mensuraveis.
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Defini¢ao 1.7 A terna (X, O, u), onde X € um conjuntos, O é uma o-dlgebra de con-
guntos de X e p : O — [0,+00] é uma medida, é denominada espago de medida.
Se u(X) = 1, entao (X,0,u) é um espago de probabilidade e 1 uma medida de
probabilidade ou uma probabilidade.

Definicao 1.8 Seja (X, O, ) um espago de medida.

(i) Um subconjunto A C X tem medida nula se eziste A € O, tal que A C A ¢

w(A) =0.

(ii) Os conjuntos A, A2 C X sao equivalentes ( mod 0) se a diferenca simétrica,

A1NAy = (A1 \ Ag) U (A \ Ay) tem medida nula.

(iii) Se S ¢ uma familia de subconjuntos de X, diz-se que A € S ( mod 0) se existe

A, € S equivalente ( mod 0) a A.

(iv) & = S ( mod 0) se para todo Ay € S e Ay € Sy, tem-se A} € So ( mod 0) e
A2 S 81 ( mod O)

(v) S gera O( mod 0) se O =8 ( mod 0), onde S ¢ a o-dlgebra gerada por S.

Definicao 1.9 Diz-se que uma propriedade aplicivel a pontos de um conjunto S C X
vale em quase todo ponto = € S (abreviadamente q.t.p) se o conjunto dos pontos de S

onde a propriedade € falsa possui medida nula.

Todo elemento A da o-algebra gerada por uma algebra é aproximado por algum el-
emento Ag da algebra. Com isto, queremos dizer que a diferenca simétrica AAA, =

(A\ Ao) U (Ao \ A) tem medida pequena.

Teorema 1.2 (de Aproximacgao) Seja (X,O,pn) um espago de medida e Oy C O uma
dlgebra que gera O(mod0). Entao, para todo A € O e ¢ > 0 existe Ay € Oq tal que
u(ANAg) < e. A reciproca é verdadeira no caso em que (X,O, ) € um espago de proba-
bilidade.

Teorema 1.3 Seja X um espagco métrico separdvel, O a o-dlgebra de Borel de X e p :
O — [0, 1] uma probabilidade. Entao, para todo conjunto de Borel A e todo € > 0 existe
um compacto K C A tal que p(A\ K) < e.
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1.2 Funcoes Mensuraveis

Definigao 1.10 Sejam X,Y dois conjuntos e O e S suas respectivas o-dlgebras. A
aplicacio f : X — Y ¢é mensurdvel com respeito a O e S se f~Y(B) € O para todo
B e€S. Quando X eY sao espacos topoldgicos, diz-se que f: X — Y € mensurdvel se

0 € para as o-dlgebras de Borel de X eY .

Proposicao 1.1 Se X e Y sdo espagos topologicos e f: X — Y wuma aplicacao tal que
f7YHA) € um subconjunto de Borel de X para cada subconjunto aberto de Y, entdo f ¢é

mensurdvel.

Corolario 1.1 Se X e Y sao espacos topoldgicos, entao toda aplicacao continua f :

X — Y é mensurdvel.

Definicao 1.11 Seja X um conjunto e Y um espaco topologico. Uma sequéncia de

fungées f, : X — Y, n > 1, converge (pontualmente) para uma funcao f: X —'Y se

para todo x € X.

Corolario 1.2 Se X ¢ um conjunto com uma o-dlgebra O, Y um espaco métrico com
uma o-dlgebra de Borel e f, : X — Y, n > 1, uma sequéncia de fungoes mensurdveis

que converge pontualmente para uma aplicacao f: X — Y, entao f é mensurdvel.

Proposicao 1.2 Sejam (A, A) e (B, B) espagos mensurdveis e f qualquer aplicagdo de
A até B. Se existe uma cobertura enumerdvel (Ay), de A por conjuntos mensurdveis tais
que [ | A, @ A, — B € uma aplica¢ao mensurdvel para cada n > 1, entao f : A — B

¢ uma aplicagao mensurdvel.

Defini¢ao 1.12 Seja (X, O, ) um espago de medida e Y um espago topoldgico. Uma
sequéncia de funcoes f, : X — Y, n € N, converge em quase toda a parte para a funcao
f: X —Y se o conjunto dos pontos x € X para os quais a convergéncia f,(x) — f(x)

nao se verifica tem medida nula.
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Defini¢ao 1.13 Seja (X, 0, 1) um espaco de medida e consideremos a sequéncia de
fungoes f, : X — IR, n > 1. Diz-se que f, converge uniformemente a [ q.t.p se existe
um conjunto Ey de medida nula tal que, para todo € > 0, existe um natural ng = ng(e) de
maneira que

|fu(x) — f(x)] <€ se n>ng e x ¢ Ey.
O resultado seguinte, relaciona a convergéncia q.t.p e a convergéncia uniforme.

Teorema 1.4 (Egorov) Seja (X, O, u) um espago de probabilidade, f : X — IR uma
funcao e f, : X — IR, n > 1, uma sequéncia de fungcoes mensurdveis tais que lir+n folz) =
f(z) em q.t.px € X. Nestas condigoes, a sequéncia f, converge quase uniformemente a f,

ou seja, dado € > 0, existe A € O com pu(A) < e e tal que f,, | A° converge uniformemente

a f| A

Definicao 1.14 Uma sequéncia de funcoes mensurdveis f, : X —— IR converge em
medida o fun¢dao mensurdvel f : X — IR quando, para qualquer e > 0,

lim p({z;[fu(z) = f(z)] > €}) =0.

n—-+o00

Teorema 1.5 Se uma sequéncia converge em medida, entao ela possui uma subsequéncia
que converge em quase toda parte. Além disso, se u(X) < 400, a convergéncia em quase

toda a parte acarreta a convergéncia em medida.

1.3 Funcoes Integraveis

Seja (X, O, u) um espago de medida. Se A é uma elemento da o-algebra O,entao definimos

sua funcao caracteristica, x4, por: xa(x) =0sex ¢ Ae xa(x) =1sex € A. Diz-se

que uma funcao f : X — C é simples se ela pode ser escrita como f = Z AiX4,, onde
i=1

A; (i = 1,2,...,n) pertence a o-dlgebra e p(A4;) < +o0, sempre que \; # 0. Neste caso,
define-se a integral de f por

/de/i = Z Aipt(Ai).
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Observacao 1.3 Prova-se que este niumero independe da forma de escrever f como uma
n

combinagao linear de fungoes caracteristicas. Noutras palavras, se f = g Aixa, e f =
i=1

ZﬁjXBj, entdo Z Aip(A;) = Zﬁiu(Bi).
j=1 i=1 j=1

Agora, uma funcao f : X — C ¢ integravel se existe uma sequéncia de fungoes

simples f, : X — C, n=1,2, ... tais que

X

n,m—-+oo

Nestas condigoes, definimos a integral de f por

[ gdn=tim_ [ g (1.1)

Observacao 1.4 Prova-se que o limite (1.1) existe e independe da sequéncia f,.

Uma funcao f : X — C é integravel sobre um conjunto A C X se f.xa é integravel

Afdﬂz/Xf-XAdﬂ-

Observacao 1.5 1. Fungoes integrdveis nao sao necessariamente mensurdveis, mas

e pomos

sempre coincidem com uma funcao mensurdvel em quase toda a parte.

2. Uma funcdo f € integrdvel se, e somente se, |f| o é.

Frequentemente surge a questao de saber se uma dada funcao f : X — C, que é
limite q.t.p de uma sequéncia de fungoes integraveis f, : X — C é integravel e se sua
integral é o limite das integrais de f,, quando n — 400. Os trés resultados seguintes sao

ferramentas 1teis para resolver este problema.

Teorema 1.6 (Fatou) Seja f, : X — R uma sequéncia de fungées integrdveis positivas

satisfazendo

liminf/ fndp < +00
X

n—-4o0o
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e convergindo q.t.p para a funcao f: X — R. Entao, f ¢ integrdvel e

liminf/fnduZ/fd,u.
n—-+0o0 X X

Teorema 1.7 (Convergéncia Mondtona) Seja f, : X — R uma sequéncia de fungoes
integraveis tais que, para quase todo ponto x € X a sequéncia f,(x) € mondtona crescente

€
o [ i <42
n X

Entao, a fung¢ao f(x) = lim f,(x) € integrdvel e

n—-+o0o
lim /fnd,u:/fd,u.
n—-+o0o X X

Teorema 1.8 (Convergéncia Dominada) Seja f,, : X — C wma sequéncia de fun-
¢oes integraveis dominada por uma fungio f : X — R, ou seja, |fn.(x)| < f(z), para
todo n e quase todo x € X. Se a sequéncia f,(x) converge para quase todo x, entio a

fungao limite f(x) = liI}_l ful(z) satisfaz

/fd,u: lim /fnd,u.
b's oo Jx

Dado p > 1, indica-se por LP(X, O, ) o conjunto das fungoes f : X — C tais que
|f|P ¢ integravel, identificando as fung¢oes que coincidem q.t.p. Define-se em £P(X, O, )

uma norma |||, pondo

1l = ( /X P,

Observagao 1.6 O fato de |||, ser uma norma decorre da desigualdade de Minkowski,

a qual estabelece que se f e g pertencem a LP(X, O, ), entdo f + g também pertence e

1+ gll, < IIF1l, + llgll,

Denota-se por L7°(X, O, u) o conjunto das fungoes f : X — C tais que existe uma
constante positiva K satisfazendo |f(z)| < K para quase todo ponto x € X, identificando
funcoes que coincidem em q.t.p. O infimo dos K com esta propriedade é denotado por
| f|leo € define uma norma em £7°(X, O, u). E prova-se ainda que £L1°°(X, O, 1) dotado

com a norma |.||, é um espaco de Banach.
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Defini¢ao 1.15 Seja (X, O) uma espago mensurdvel e sejam p : O — [0, +o00] e v :
O — [0, +00| medidas. Diz-se que i € absolutamente continua com respeito a v, e

denotamos pp < v, se A€ O ev(A) =0 implica 1(A) = 0.

Teorema 1.9 (Radon-Nikodym) Seja (X, O, pn) um espago de medida e v : O —
0, +00] uma medida tal que p < v. Se (X, 0, u) e o-finito (ou seja, existe uma cobertura
enumeravel de X por conjuntos em O de medida finita sequndo p), entao eziste uma

funcado integrdvel com respeito a v, f : X — R de modo que para todo A € O

H(A) = /X fdv.

Tal fungao € tnica. Além disso, uma funcio g : X — C pertence a LY(X,0,u) se, e

somente se, gf € LY(X,0,v), e entdo

/X gdp = /X fgdv.

Observacgao 1.7 A funcao f € chamada a derivada de Radon-Nikodym de pu com

dup

respeito a v e € denotada por .
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Capitulo 2

Ergodicidade

Neste capitulo, faz-se uma breve exposicao da Teoria Ergdédica. Sao apresentadas duas
versoes do Teorema de Recorréncia de Poincaré: uma do ponto de vista mensuravel e
uma versao topoldgica. Apresentamos ainda o Teorema Ergodico de Birkhoff. O assunto

aqui exposto pode ser encontrado nas referéncias bibliograficas [2],[8],[9].

2.1 Aplicacoes que Preservam Medida

Defini¢ao 2.1 Sejam (X, 0, pu) e (Y,S,v) espagos de medida. Uma aplicagio T : X —

Y preserva medida quando
BeS=TYB)€O e u(T'(B)) =v(B).

Se (X,0,u) = (Y,S,v), entao pu € invariante sob T ou que T é um automorfismo de

(X,0,p).

A proposicao seguinte fornece um critério para verificar se uma aplicacao 1" preserva

medida.

Proposicao 2.1 Sejam (X, 0, u) e (Y,S,v) espagos de medida o-finitos e seja T : X —
Y tal que B € S implica T~ (B) € O. Se existe uma dlgebra Sy C S que gera S tal que
w(T7Y(B)) = v(B), para todo B € Sy, entio T : X — Y preserva medida.
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Demonstragao:

Seja vy : S — R a medida definida como:

Se mostrarmos que vy = v, entdo a proposi¢ao estard provada. Ora, vy | Sy = v | Sp;
logo, 1y é uma extensao a S de v | Sp. Pelo Teorema 1.1, pagina 13, tal extensao é unica

e, portanto, vy = v. ]

Seja X uma espaco métrico compacto e O sua o-algebra de Borel. Denotemos por
M(X) o conjunto das probabilidades u: O — [0,1]. Se T': X — X ¢é uma aplicacao
continua, seja Mr(X) o conjunto das probabilidades que sao invariantes sob 7.

O restante desta secao serd dedicado a mostrar que as medidas invariantes existem de
fato. Para isto, sao necessdarios alguns conceitos e resultados preliminares.

Em primeiro lugar, vamos introduzir em M (X) a topologia definida pelas vizinhancas

/wdv—/sﬁdu’ <€}
X X

onde e >0e p: X — R é uma funcao continua.

basicas

Ve = {r e M(X);

Consideremos C°(X) o espaco vetorial das fungoes continuas f : X — R dotado com

a norma
1fllo = sup | f(z)]-
zeX

Uma vez que X é um espaco métrico compacto, existe um subconjunto enumeravel {g};~o

de C°(X) denso na bola unitdria B = {f € C°(X);||fll, < 1}. Vamos considerar em

M(X) a métrica
/ gjdp — / g;dv
X X

Lema 2.1 Seja (pn,) uma sequéncia de pontos de M(X). As seguintes afirmagoes sdo

+oo

d(p, v) :Z%

=1

equivalentes:

a) lim d(pn,pn) =0.

n—-4o0o

b) lim gidp, = / gjdp para todo j > 1.
*JXx X

n—-+
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c) lim gdji, = / gdu para todo g € C°(X).
X X

n—-+00

Lema 2.2 O conjunto M(X) é um espago métrico compacto.

As demonstragoes de ambos os lemas podem ser encontradas na referéncia bibliografica

8]
Proposigao 2.2 O conjunto Mr(X) é nao vazio.

Demonstracao:

Dada uma aplicagao T : X — X, definamos uma aplica¢ao T : M(X) — M(X)
por (T*u)(A) = p(T~'(A)), para todo conjunto boreliano A C X. Esta aplicagao ¢
continua. A proposigao estard provada se obtivermos p € M(X) tal que T*u = p.
Tomemos qualquer 1y € M(X) e consideremos a sequéncia

1
Hn = Z(T*>mﬂo-

n+1

m=0

Como M(X) é compacto, podemos obter uma subsequéncia (j,;);>1 convergindo, diga-

mos, para . Entao

T* - T* m—+1 —
H J n; +1 ZZO( ) Mo
1 & 1 1
e T* m _ T* nj+1 )
nj+1mZ:%( )" 1o anr1uo+nj+1( )™ o
Temos njlig-loo R o =0 e njlig—loo R (T*)" 1y = 0. Enquanto que o primeiro

limite é claro, o segundo decorre do seguinte fato:

0< L(T*)“fM(E) = iu(T*"f(E>) -

U U Us;

Deste modo,

Tpu=T( lim p,,)= lim T u,, =

nj—+00 nj—+00
1 &
= lim T = lim p,. =p
nj—too n; + 1 (") jotoc ’
m=0
ou seja, a medida y € invariante por 7. O
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2.2 Teorema de Recorréncia de Poincaré

Diz-se que um ponto x € X, onde X é um espaco métrico ou topoldgico, é recorrente
quando sua trajetéria pelo sistema dinamico f : X — X volta arbitrariamente perto
de x a medida que o tempo avanca. Falando de modo mais preciso, um ponto x € X é
recorrente para uma transformacao f : X — X se, dada qualquer vizinhanca V de z,
existe algum iterado f™(x) que estd em V.

Inicialmente, apresentamos uma versao mensuravel do Teorema de Poincaré, a qual

nao faz referéncia a topologia de X.

Teorema 2.1 Seja f : X — X uma aplicacao mensurdvel, p uma medida invariante
finita e E C X qualquer conjunto mensurdvel com u(E) > 0. Entao pu-quase todo ponto

x € X tem algum iterado f™(x), n > 1, que também estd em E.

Demonstragao: Seja E° = {x € E; f"(z) ¢ E, Vn > 0}. Provemos que E° tem medida
nula. Antes, porém, afirmamos que as pré-imagens f~"(E°) sdo duas a duas disjuntas.
Com efeito, suponhamos que existam m,n > 1 tais que f~™(E°) N f~"(E°) # 0.

Seja x € f~™(E°) N f~"(E°) e consideremos y = f"(x). Logo, y € E' e f™"(y) =
f™(z) € E° o qual estd contido em E. Ora, isto significa que y volta pelo menos uma
vez a I, o que contraria a definicio de E°. Portanto, as pré-imagens de E° sao duas a

duas disjuntas. Isto, por sua vez, implica que

n(J FE) =D u(fm(E) = n(E”),

onde na ultima igualdade empregamos a hipdtese que p e invariante. Uma vez que a

medida é finita, temos pu( U f(E")) < +oo. Assim, Z,u (E° < +o0o0. Mas isto é

n=0 n=0
possivel apenas se cada parcela for nula. Portanto, u(E°) = 0. O

Observacao 2.1 O Teorema 2.1 garante que quase todo ponto de E regressa a E no

futuro.

Corolario 2.1 Ainda nas condi¢oes do Teorema 2.1, para p-quase todo ponto xr € E

existem infinitos valores de n > 1 tais que f"(x) estd em E.
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Demonstragao: Para cada valor £ > 1, seja Ej, o conjunto dos pontos x € E que
regressam a F exatamente k vezes, isto €, existem exatamente k valores de n > 1 tais que
f™(z) € E. Notemos que o conjunto dos pontos que regressam a F somente um numero
finito de vezes é

oo

U E..

k=1
Como consequéncia, para provar o coroldrio, basta mostrar que u(Ey) = 0, para todo
k > 1. Faremos isto por contradicao.

Vamos supor que exista um k > 1 para o qual u(FEy) > 0. Logo, aplicando o Teorema
2.1, com Ej no lugar de F, resulta que quase todo ponto z € Ej possui algum iterado
f™(z) que estd em Ej. Fixemos um tal z e seja y = f"(x). Pela defini¢do de Ej, y tem
exatamente k iterados futuros que estao em Ej. Mas pelo fato de y ser um iterado de =z,
resulta que x tem k + 1 iterados futuros em Ej, o que contradiz x € Ej. Por conseguinte,

E) tem medida nula, relativamente a j, o que conclui a demonstracao. O

Na sequéncia, vamos provar a versao topoldgica do teorema de recorréncia, em cuja
formulagao suporemos que o espago topolégico X possui base enumeravel de abertos, isto
é, uma familia {Uy; k € N} de abertos de X tal que todo aberto de X pode ser escrito

como uma reuniao de elementos dessa familia.

Teorema 2.2 Seja X um espaco topologico que admite uma base enumerdvel de abertos,
f X — X uma aplicagao mensuravel e p uma medida invariante finita. Entao, p-quase

todo ponto x € X € recorrente para f.

Demonstragao: Para cada k, U denota o conjunto dos pontos x € U, que nunca
regressam a Uy,. Pelo Teorema 2.1, para todo k, U tem medida nula. Por conseguinte, a
uniao enumeravel

v=u

keN

tem medida nula. Portanto, basta provar que todo ponto z que nao pertence a U é
recorrente.
Seja x € X\ U e U uma vizinhancga qualquer de x. Pela definicao de base, existe um

k € Ntal que x € Uy e Uy, C U. Uma vez que z ¢ U, resulta que z ¢ Up. TIsto quer
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dizer que x possui algum iterado f"(z), n > 1, que estd em Ug. Entao, segue que f(x)
também pertence a U. Lembrando que a vizinhanca U ¢ arbitraria, resulta que x é um

ponto recorrente. 0

2.3 Teorema Ergddico de Birkhoff

Dado x € X e E C X um conjunto mensuravel, seja

(B, x) = %ﬁ{j {01, .n—1}: fi(z) € B},

Notemos que isto é o mesmo que
1 n—1
(B, ) = — J
(B) = = S xulf(2)),
7=0
onde yg denota a funcao caracteristica do conjunto E.

Definimos o tempo médio de permanéncia da érbita de x em E por

T(E,z) = lim 7,(E, z).

n—-+00
Observacao 2.2 Tal limite pode nao existir. No entanto, o teorema sequinte, conhecido

como teorema ergodico, fornece as condigoes em que este limite existe.

Teorema 2.3 Seja f : X — X wma transformacao mensurdavel e i uma probabili-
dade invariante por f. Para qualquer conjunto mensurdvel E C X, o tempo médio de

permanéncia T7(E, x) existe em p-quase todo ponto x € X. Além disso,

[ B 2)aua) = ().
Observacao 2.3 Se para um certo ponto x € X eziste 7(E, x), entdo 7(E,x) = 7(FE, f(x)).

De fato, pela definicao,

7(E, f(z)) = lim —ZXE fi(x

n—+oo N

= lim ( ZXE f] — —[XE( ) —xe(f"(z))]) =

n—+oo M

—A(Bx)— lim l[XE<x>—xE<f”<a:>>]>.

n—-+oo N,

Notando que a funcao caracteristica € limitada, o ultimo limite € iqual a zero.
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Existe uma versao mais geral do teorema ergddico, cuja demonstragao pode ser vista

em [9].

Teorema 2.4 Seja f : X — X uma transformagao mensurdvel, p uma probabilidade

wmwvariante por f e ¢ : X — R uma funcao integrdvel qualquer. Entao o limite

Pz) = lim —Z<P e

n—+oo N,

existe em p-quase todo ponto x € X. Além disso,

[ #@iuto) = [ ela)duta).

Notemos que o Teorema 2.3 é o caso particular em que ¢ é a fungao caracteristica yg

do conjunto F.

Observagao 2.4 Dada qualquer funcao intergravel ¢, a média temporal p satisfaz po f =
© em p-quase todo ponto.

De fato, para p-quase todo ponto x,

n—-+00 - n
Jj=0
i | LS () - Lot
= lm —_ —_— — =
n—+oo [ N < ¥ * nﬁ,D .
L Jj=0
o+l 1 (N 1 B
= Jm == 2 p(f(x)) = lim —o(z) =
~ i —— Y (P (@) = F@)
_n—>+oon—|—1 ¥ L)) =9\

=0
Observacgao 2.5 Pela Proposicio 2.5 da pdgina 133 do livro de Ricardo Mané (Re-
feréncia bibliogridfica [8]), T € ergddica se e sé se T(x, A) = u(A) q.t.p para todo A € A.
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2.4 Ergodicidade

Definicao 2.2 Diz-se que uma transformacao f : X — X € ergddica para uma proba-
bilidade invariante p (costuma-se dizer ainda que a medida p € ergddica para f, ou que
(f, ) € ergddica) se as médias temporais dadas pelo Teorema 2.4 coincidem em quase
todo ponto com as respectivas médias espaciais

n—

1~
nﬁglooﬁj;w(f](x)) = /s@du,

para qualquer funcao integrdvel com relacao a i, ¢ : X — R e para p-quase todo v € X.
Definigao 2.3 Um conjunto mensurdvel A C X € invariante se f~1(A) = A.
Definicao 2.4 Uma fungcao mensurdavel ¢ : X — R € invariante se 1 o f = 1.

A proposicao abaixo fornece condigoes equivalentes aquela dada na definicao de er-

godicidade.

Proposicao 2.3 Seja f : X — X uma transformagao mensurdvel e p uma probabilidade

wmwvariante por f. Sdo equivalentes:
1. O sistema (f, ) € ergddico.
2. Para qualquer subconjunto invariante A, tem-se (A) =0 ou u(A) = 1.

3. Qualquer func¢ao invariante v € constante num conjunto de medida total.
Demonstragao: 1. = 2. Considere ¢ = y4. A hipétese 1) significa por um lado que

B(z) = / odpt = p(A)

para quase todo x € X. E como A é invariante, tem-se, por outro lado, que = € A se,
e somente se, f(x) € A. Isto acarreta ¢(f’(x)) = ¢(x) para todo j > 0 e para todo .

Logo,
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para todo x € X. Visto que a funcao caracteristica s6 assume os valores 0 e 1, estas

igualdades implicam p(A) = 0 ou pu(A) = 1.

2. = 3. Seja 1 uma fungao invariante qualquer. Podemos supor ¢/ tomando valores
reais, pois se tomasse valores complexos, poderiamos considerar as partes real e imaginaria

separadamente. Para k € Z e n > 0, seja

k K ok
X(k:,n):{xeX: <) < ;1}:1/71([2—”7 ;1»

Para qualquer intervalo I C R, ¢~1(I) é um conjunto invariante, pois

Y invariante = Yo f =1 = (Yo f) =yt = floy =yt
= [T I) =7 (D).

Logo, decorre da hipdtese 2) que ~!(I) possui medida zero ou um. Em particular,
p (@ ([ 550)) = 0oup (¥ ([57, 57))) = 1.

Para cada n fixo, U X (k,n) = X é uma unido disjunta e, portanto, existe um tnico
keZ

k, com p(X(kn,n)) = 1. Seja Y = ﬂ X (kn,n). Entao p(Y) =1 e ¢ é constante num
n=1
conjunto com probabilidade y total.

3. = 1. Seja ¢ uma fungao integravel qualquer. Pela Observacao 2.4, pagina 26, a
média temporal ¢ é uma funcao invariante. Segue pela hipétese 3) que ¢ é constante em

quase todo ponto. Entao, pelo Teorema 2.4,

Plz) = /95du= /sadu

em quase todo ponto, ou seja, o sistema € ergddico. O

Observagao 2.6 A pergunta que pode surgir neste momento € se uma medida ergodica
realmente existe. Quando X € um espaco métrico compacto, T : X — X uma aplicacdo
mensurdvel e My(X) # 0 a resposta é afirmativa como se pode constatar no pardgrafo 6

do Capitulo II do livro de Ricardo Mané (Referéncia bibliogrdfica [8]).

Finalizamos a secao com um critério que nos permite verificar quando um conjunto

A C X, onde X é um espaco métrico compacto, possui probabilidade total.
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Proposicao 2.4 Seja X um espago métrico compacto e T : X — X uma transformacgao
mensurdvel. Entdao um conjunto A C X € de probabilidade total se u(A) = 1 para toda
€ Mp(X) ergodica.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada na pagina 170 do livro de Ricardo

Manié (Referéncia bibliogréfica [8]).
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Capitulo 3

Teorema de Oseledets

3.1 Expoentes de Lyapounov

Seja p um ponto fixo de um difeomorfismo f : A — A, onde A é um subconjunto aberto
de R?. Desejamos saber o comportamento de f™, n € Z, em uma vizinhanca de p. Para
isto, consideremos a derivada de f em p, Df, : R — R,

Sejam aq, Qg, ..., O, Qpiq, Qpiq, ..., O, s todas as raizes distintas do polinomio carac-
teristico de D f,. Nesta sequéncia, o, o, ..., a; representam todas as raizes reais e o, &;;,
r+1 < j < s, todos os pares conjugados de raizes complexas. Além disso, cada m;,
1 < j < s denotard as respectivas multiplicidades. Pelo Teorema de Jordan (forma
canonica real), as raizes, as quais sdo autovalores de D f,, estdo associadas a autoespacos
generalizados Ej, invariantes por Df,, 1 < j < s, cujas dimensoes respectivas sao iguais

amj, para 1 < j <re2m; parar < j < s (no ultimo caso, o espago Ej esta associado
S

ao par a;,@;). Além disso, R? = @EJ Observemos que como f ¢ um difeomorfismo,
j=1

temos det Df, # 0 e, assim, a; # 0, para todo j (se existisse jo tal que o, = 0, entdo

det[Df, — aj,I] = 0, donde det D f, = 0, o que ¢é absurdo!).

Se v; ¢ um autovetor de Fj, entao D f]v; = aj'v;; logo,

log HDf;fUiH = nlog|a;| + log ||vsl,
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para todo n € Z. Para qualquer 0 # v; € E; vale
li L log || D fyvi]| = log |ev| (3.1)
Jm -~ log D fvi|| = log |ay]. .

Verifiquemos esta ultima afirmacao supondo dim E; = 2. Temos dois casos para con-
siderar:

Primeiro: «; é uma raiz real com multiplicidade 2. Entao Df restrita a E; é

(%)

dada por uma matriz de Jordan J = . Por indugao, mostra-se que J" =
0 (6]
n n—1 n n—1
Qi na; o . i Ny
, para todo n € N e, a partir disto, conclui-se que J" = ,
0 ol 0 o
para todo n € Z. Entao,
1 —1
lim ~ log || Df™ui]| = lim —log | /70| = lim ~log|la® | ~ "% |
nll:oon & pt _n:l:oon & Pt —n:I:oon & i 0 1 ’
1 1 na;?
= lim — log |a]| v;
ntoo N 0 1
1 L[ 1 nat
= lim —log |a'| 4+ lim — v;
ntoo N nkoo N 0 1
.1 n
= lim — log |a;|" = log ||

ntoo N

Segundo: a; = a+bi, b # 0 (raiz complexa). Neste caso, a forma canonica de Jordan

a
correspondente é J = . Entao, considerando-se a forma polar de «;;, mostra-se

-b a

cosng  sinng
que J" = |a;|" , para algum ¢ € [0,27) e n € Z, donde
—sinng cosng

o1 1 o1 cosng  sinng
lim —log || D f)'v|| = lim —log||Jyv;|| = lim —log a7
n noo n ndoo N —sinng cosng
= log |0Zj|.
Isto justifica a afirmacao feita acima para o caso em que dim E;, =2. O
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A equagao (3.1) sugere que devemos estudar os logaritmos dos médulos dos autovalores,
Ai = log |a]

os quais sao denominados expoentes de Lyapounov da aplicacao f no ponto fixo
p. Notemos que autovalores distintos a; # «; correspondem ao mesmo expoente de
Lyapounov se |a;| = |a;|. Neste caso, cada vetor ndo nulo da soma direta dos subespacos
correspondentes E; @ Ej satisfaz (3.1).

Deste modo, temos uma decomposicao de R? como uma soma direta de subespacos

Eo. o Em(p) tais que se 0 # v; € F;, entao
.1 n
Jim = log [ Dfyvill = Ai(p),

onde \;(p) é o expoente de Lyapounov associado a FE;.

E se, além disso, suponhamos que todos os expoentes de Lyapounov no ponto fixo p
sao nao nulos (diz-se neste caso que p é hiperbélico), podemos somar todos os subes-
pacos com expoentes de Lyapounov negativos e todos os subespacos com expoentes de

Lyapounov positivos para obter, respectivamente, subespacoes £° e E", tais que
i) R'= E* @ EY,
ii) Df,(E®) = E® e Df,(E") = E".

O assunto exposto nos paragrafos anteriores pode ser estendido para qualquer difeo-
morfismo f: A — A, de um subconjunto aberto A C M de uma variedade riemanniana

M. Uma estrutura riemanniana em M ¢ necessaria para que a norma ||.|| esteja bem

definida.

Observacao 3.1 1. Se o ponto p € periodico com periodo k, podemos adaptar tudo o

que foi descrito acima a aplicacio f*: A — A.

2. Quando p nao € um ponto periddico, pode-se ainda definir os expoentes de Lyapounov

para este ponto de um modo semelhante:
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Definicao 3.1 Seja f™ uma aplicacao diferencidavel em um ponto p da variedade rieman-
niana M, para todo n € Z. Suponhamos que o espago tangente T,M €é uma soma direta

de subespacos E®.. & E’m(p) tais que se 0 #v; € E;, entao
1 n
Jim = log || D fill = i) (32)

Os wvalores \;j(p) sdo denominados expoentes de Lyapounov no ponto p, cujas multi-

plicidades sao dim F;.

Observagao 3.2 1. Notemos que a ezisténcia do limite (3.2) nao estd garantida para

qualquer ponto p € A.

2. Se um pontop € A tem expoentes de Lyapounov e nenhum deles é nulo, diz-se que p €
um ponto hiperbdlico. Para um ponto hiperbélicop € M, tem-se T,M = E*®E",

onde

Es= P E e Bi= P E
Ai(p)<0 Ai(p)>0

3.2 Pontos Regulares. O Teorema de Oseledets

Definicao 3.2 Seja M wma variedade riemanniana compacta de dimensao finita e f :
M — M um difeomorfismo de classe C*. Diz-se que um ponto p € M € regular de f
se existem numeros reais Ay > ... > N\ e uma decomposi¢io T,M = E1(p) ® ... ® Ei(p) do

espaco tangente a M em p tais que
1 .
Jim = dog |[Dful = Ay(r)

para todo u € E;(p) \ {0} e 1 <j <I.

l
Observe que qualquer vetor nao nulo u de T, M pode ser escrito como u = g u;, com

i=1
u; € Ei(p). Logo,
.1 n
Jim = log |[Dfull = A;(p)
onde j ¢é dado por
J =inf{l <i <lu; # 0}.
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De modo semelhante,
1 n
Jim = log [ Dfyull = A(p)

onde k ¢é dado por
k =sup{l <i < [;u; # 0}.

Assim,

1 w1 .
Jim_ -~ log | Dful = lm_~ log || Dfyu

se, e somente se, j = k, isto é, se e s6 se, u pertence a algum dos espagos E;(p), 1 <
i < l. Vejamos que isto acarreta a unicidade da decomposicao de T),M e dos nimeros

A;j(p). Suponhamos que exista uma outra decomposigao T,M = Ey (p)@...® Em(p) Seja
u; € E;(p) \ {0}. Entao, u; = Zﬂﬁi, com U; € Ej(p). Assim,
i=1

1 w
A(p) = lim_—log Dl = . (7)

onde k. = inf{l <i<m;v; #0} e
. 1 . ~
M) = lim Llog D7 =0 (o)

onde ky = sup{l < i < m;v; # 0}. Portanto, Xk+ (p) = e (p) e, assim, k = ky = k_.
Logo, u; € Ey(p) \ {0} e E;(p) C E,(p). Analogamente, obtemos Ej(p) C E;(p).

Como T,M tem dimensao finita, concluimos que [ = m. Da ordenacao dos A; e Xk,
segue que \; = X e E;i(p) = Ei(p), para todo 1 <17 <.

Os nimeros \;(p) e os espacos F;(p) sao chamados respectivamente expoentes de
Lyapounov e espagos proprios de f no ponto regular p.

Vamos denotar por R(f) o conjunto dos pontos regulares de f. Vale f(R(f)) = R(f),
com \;(f(x)) = N\j(z) e Df(z)E;(z) = E;(f(z)), para todo j e todo x € R(f).

Justificativa: Provemos que f(R(f)) C R(f). Sejay € f(R(f)). Logo, existe um
ponto regular de f, digamos z, tal que y = f(z). Se provarmos que \;(z) = A\;(f(z)) e
que T M = 619 E;(f(x)), entao teremos f(x) um valor regular de f, isto é, y € R(f).

j=1
Inicialmente, observemos que pelo fato de a aplicacao f ser um difeomorfismo, dado
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ve Ei(f(x))\ {0}, existe u € E;(z) \ {0} tal que D f(x)u = v. Logo,

1
= lim_—log | Df"(f(2)) D ()l =

n—+oo N, 1

log | Df™ (x)ull =

= lim lim llog | Df"(f(z))v| =

n—+oo 1 + 1 n>d+con

= lim_log | DM (F()ol = Ay (f(@)).

Portanto, Aj(xz) = A;j(f(z)). Além disso, temos Df(x) : T,M — Ty M. Como x

¢ um valor regular, o espaco tangente a M em x admite uma decomposicao T, M =

Ei(z)®...® Ey(r) e, uma vez que D f(x) é uma transformacao linear, segue que Ty M =
I

Df(x)T,M = @Df(q:)Ej(x) Afirmamos que E;(f(z)) = Df(x)E;(x), para cada j.

J=1

Com efeito, dado u € Ej(x) \ {0} tem-se Df(z)u € E;(f(x)). Logo, Df(x)E;(z) C
E;(f(x)). Por outro lado, dado v € E;(f(z)) \ {0}, como Df é um isomorfismo, existe
u € Ej(x) \ {0} tal que v = D f(x)u. Assim, E;(f(x)) C Df(z)E;(z).

Falta provar a inclusiao contraria. Seja x € R(f). Se provarmos que f~'(z) também
estd em R(f) entao resultard que z € f(R(f)). Observando que \;(f~!(z)) = \;(z) e que
Df~Y(z)E;(z) = E;(f~!(x)), para cada j = 1,...,l, a afirmagao segue. O

Do ponto de vista topoldgico, o conjunto R(f) pode ser um subconjunto “pequeno”de
M, podendo constituir um conjunto magro (primeira categoria de Baire) e até mesmo
finito. No entanto, do ponto de vista da Teoria da Medida a situacao é diferente, conforme
afirma o resultado abaixo.

Antes, contudo, apresentamos um exemplo, retirado da referéncia bibliografica [2], em
que os expoentes de Lyapounov existem em apenas dois pontos fixos de um difeomorfismo

em St

Exemplo 3.1 Seja f : S' — S' o difeomorfismo do circulo dado por f(x) = x +

1

o sin(2rx), onde 0 < x < 1 € a coordenada ciclica em S*. Tem-se dois pontos fixos,

ro=0ex = %, cujos expoentes de Lyapounov sdo respectivamente:
! 5 / 1
Awo) = log f'() = 10g(§) >0e A1) =log f'(z1) = log(g) <0.
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Como A(zg) > 0, o ponto xq € instdvel (um repulsor), enquanto que x1 € um ponto estdvel
(um atrator). Para qualquer ponto p € (0,3) temos f"(p) — 3 e f~"(p) — 0 quando

n — 4o00. Logo, pela regra da cadeia, para qualgquer vetor nao nulo v € T,(S*) temos

log(2) = Tim_log | (") (v # T~ log (") ()o]| = Tos(3) < 0.

Isto mostra que nao existe o expoente de Lyapounov para qualquer ponto p € (0, %) Do

mesmo modo, vé-se que nao existe expoente de Lyapounov para qualquer p € (%, 1). U

Teorema 3.1 (Oseledets) Se M ¢é uma variedade riemanniana compacta de dimensao
finita, entdo o conjunto dos pontos requlares de um difeomorfismo de classe C, f: M —
M, tem probabilidade total para cada medida de probabilidade boreliana em M invariante
por f.

Obteremos a prova deste teorema a partir de um resultado mais geral, enunciado na
sequéncia. Antes, porém, estabelecamos algumas notagoes. Seja M um espago métrico
compacto, f : M — M um homeomorfismo, F' um fibrado vetorial de dimensao finita
sobre M dotado com uma métrica riemanniana continua, 7 : ' — M a projecao e L :
F — F um isomorfismo de fibrados vetoriais continuos cobrindo F' (isto é, mo L = fom),
tal que ambos L e L™! tenham normas limitadas. Denotemos por L, o n-ésimo iterado
de L:

Ln(x) = L(f" *(z))o---o L(f(x)) o L(z) se n>0
Lon(x) = L7 (f™ (@) o+ o LTH(f7H(2)) o L7 ().
Agora, para ni,---,n; > 1, definamos A(nq,---,n;) como o conjunto dos pontos

xr € M tais que a fibra F,, de I’ sobre x admite uma decomposicao F, = E; & --- @ F; tal

que dim E; = n;, para 1 < j <[ e existem ndmeros reais A; > --- > )\; satisfazendo

1
lim —log || L,(x)u| = A;

n—=+oo 1,

para todo u € E; \ {0} e 1 < j <. Diz-se, neste caso, que z é um ponto regular de L.

Teorema 3.2 a) O conjunto A(ny,---,n;) € um subconjunto mensurdvel de M, para
todo ny,--- ,ny > 1. Além disso, para cada 1 < j < I, E; é um subfibrado men-
surdvel da restrigao de F' a A(nq,--- ,ny) e a aplicagio A(ny,--- ,n;) 3 v — Aj(x)

€ mensuravel.
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b) O conjunto dos pontos requlares de L, dado por R(L) = U A(ny, -+ ,ny) tem proba-
ni, Ny
bilidade total em M, para toda medida de probabilidade boreliana em M, invariante

por f.

Afirmamos que o Teorema 3.1 decorre do Teorema 3.2. De fato, seja F' o fibrado
tangente de M e L = Df, a derivada de f. Como f é um difeomorfismo de classe C*,
Df é um isomorfismo continuo. Logo, pela parte b) do Teorema 3.2, o conjunto dos
pontos regulares de Df, R(Df), tem probabilidade total em M. Ora, se x € M é um
ponto regular de D f, entao z também é um ponto regular de f. Com efeito, notemos que
F, =T,M, ou seja, a fibra de F' sobre x é o espaco tangente a M em z; logo, se x é um
ponto regular de D f entao T, M admite uma decomposi¢ao T,M = E; @ --- ® E) tal que

dim E; = n;, para 1 < j <[ e existem ndmeros reais A; > --- > ); satisfazendo
lim = log | D" (@)ul = A
nirinoon 08 LUl = J

para todou € E;\{0} el < j <[, donde concluimos que z é um ponto regular de f, como
haviamos afirmado. Por outro lado, se z é um ponto regular de f, segue imediatamente
que também é um ponto regular de Df. Portanto, R(f) = R(Df) e, consequentemente,
R(f) tem probabilidade total em M.

As secoes que seguem tém como objetivo demonstrar o Teorema 3.2.

3.3 Crescimento Subexponencial

Definicao 3.3 Seja f : M — M uma aplicacao e p uma medida de probabilidade invari-
ante por f. Diz-se que uma fun¢ao C' : M — R tem crescimento subexponencial

para uma medida @ em M se

1 o
nl_lgloo - log(C'o f") =0, p—gq.tp.

Conforme veremos nesta secao, algumas funcoes relacionadas com os iterados de L e
que desempenham papel fundamental na demonstracao do Teorema 3.2 tém crescimento

subexponencial para toda medida de probabilidade invariante por f.
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Seja p uma medida de probabilidade invariante por f, £ um subfibrado mensuravel
de F invariante por L e A € R tal que

hmsup—logHL (x)ul| <A

n——+00

para todo u € FE, \ {0} e u-quase todo ponto x € M. Aqui, convém observar que tal A

sempre existe, pois supomos ||L|| limitada. Dado € > 0, definamos

T) = su [Lawju]
Ce(x) p{exp(n()\+€))HuH

; nEOeuEEx\{O}}.
Proposicao 3.1 A funcdao C. tem crescimento subexponencial para a medida .

Para demonstrar esta proposigao, usaremos o seguinte critério para crescimento subex-

ponencial.

Lema 3.1 Seja f: M — M uma aplicagao mensurdvel, p uma medida de probabilidade
em M invariante por f e ¢ : M — R uma fung¢ao mensurdvel tal que o o f — ¢ €

integrdvel. Entao %(gp o f") — 0 p-quase toda parte quando n — +00.

Demonstracao: Aplicando o Teorema Ergddico de Birkhoff a funcao ¢ o f — ¢, segue

que a sequéncia (go o f™) converge em quase toda parte para alguma fungdo mensuravel

Y. De fato,

n—1 n—1

v@) = lim = (pof —@)(F) = lm =3 (p(F7 @) - p(fi() =

<.
H\
o

= Jim (Z(w(fj“(x))erOf”(fﬁ) o(f(x)) = (x)) =

n—-+oo N -
7=0 j=1

~ im0 fi(@) — (@) = lim (po ().

n——+oo N n—-+oo 1
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Por outro lado, para cada ¢ > 0 fixo,

ul{e: Hpo (@) = 61) = l{x - oo f(@)] > no}) =
{z:po ff(x)>nd ou po fi(r) < —nd}) =

{z:po fH(x) € (—o0,—nd] U [nd, +o0)}) =

8

quando n — 400, o que significa que %((p o f™) converge para 0 em medida. Portanto,
i((p o f™) — 0 em quase toda parte, para alguma subsequéncia ny — +oo (Teorema

1.5). Isto prova que ¥(x) = 0 em p-quase todo ponto x € M. O

Demonstracao da Proposicao 3.1 Para u € E, \ {0}, seja

| Ln(@)ul
Co(z,u) =su .
(1) = 00 e (n O+ )l
Quando n = 0, tem-se % = 1. Além disso,
[ L1 (2)ul] _ @] [ L1 (@)ull _
exp((n+1)(A+e)full  exp(A+e€)full exp(n(A+ €))[|L(x)ull
[ L(z)ul | Ln(f (@) L(z)ul
|

~ oA+ lull " exp(n(h+ )| L(x)ul

Entao,

Ce(x,u) = max {1 | L)l Ce(f(z), L(m)u)} .

" exp(A+e)lull
Sejam a, b > 0 tais que

Il

~exp(A+e)llull T

(Isto é possivel, pois ||L|| é limitada). Por conseguinte,

[ L{z)ul
m(k(f (x), L(z)u)

C.(,u) L@l
7 O (@), L@)u) — expr+ Oflal] =

Ce(z,u) >
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Ce(z,u) _ 1
Ce(f(z),L(x)u) Ce(f(=),L(z)u)

Caso C(z,u) = 1 entao <1lese

Ol u) = %a(mm(x)u)
entao
Ce(zr,u) — [[L(z)u|
Ce(f(z), L(x)u)  exp(A+e)llull =
ou seja,

. Gl
— Ce(f(2), L(z)u)
para todo = e u € E, \ {0}. Isto assegura que (log(C, o f) — logC,) é limitada e, em

< max{1, b},

particular, integravel. Para o caso em que n — —o0, definimos

- |L_p(2)ul
Ce(@, u) n;g exp(—n(X +€))lul|

De modo similar, verifica-se que (log(C.of~!)—log C.) também é limitada e, em particular,

integravel. Logo, pelo Lema 3.1,

1 1
lim —log(C.o f")=0 e lim ——1log(Ccof™™) =0
n

n—-+oo N, n—-+4oo

em p-quase toda parte. Isto completa a prova da proposicao. O
O resultado seguinte serd usado muitas vezes na demonstracao do Teorema 3.2.

Proposicao 3.2 Seja E um subfibrado mensurdvel de F' invariante por L, A € R e u

uma medida de probabilidade invariante por f em M. Entao,

1

lim sup — log || L, (x)ul] < A
n—+oo T

para pi-q.t.p. x € M e todo u € E, \ {0} se, e somente se,
) 1

lim sup — log || L, (x)ul| < A
n

n——oo

para pi-q.t.p. x € M e todo u € E, \ {0}. Além disso, a afirmacao permanece verdadeira

quando limsup e < sdo substituidos por liminf e > (ou por lim e =), respectivamente.
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Demonstracao: Suponhamos

1
hmsup—logHL (x)ul| <A

n—-4o00

para p-q.t.p. * € M e todo u € E, \ {0}.

Seja

[ L () ul]
exp(n(A +€))||u]

C.(z) = sup {

e observemos que

L n>0e ueEx\{O}}

w=L(2)-- L @)L (7 @) L @
— Lo(f " (@) Lon (@)

Logo, escrevendo v = L_,(x)u, temos

vt el @)
lall = Wl @Dl = i T il

I (T et T ST
< { T Tl R+ DN

= C(f7" () exp(n(A + €))|| L—p(z)ul],

exp(n(A + €))[| Lon(z)u]

ou seja,

lull < Ce(f" (x)) exp(n(A + €)) | L (x)ull

e, assim,

1 1 1
~log|lull < ~log Ce(f™"" () + A+ €+ —log || Ly (z)u| (3.3)
para todo n > 1. Como C, tem crescimento subexponencial (Proposigao 3.1), segue que
|
0< hminf —log || L_n(z)ul| + XA + €.
n——+oo 1N
Mas, uma vez que

1
liminf—logHL_n(m)uH — limsup — logHL (x)ul],
n—-+oo M

n——oo

resulta

hmsup—logHL ()ul]| < A+e€

n——oo
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e visto que € > (0 ¢é arbitrario, tem-se

1
lim sup — log || Ly, (z)ul| < A.
n

n——00

Por outro lado, suponhamos

1
limsup — log || L, (x)ul| < A
n

n——oo

para p-quase todo ponto x € M e todo u € E, \ {0} e seja C, definido como acima.

Segue de (3.3) e da Proposicao 3.1 que

1
0 < liminf —log || L_,(x)ul| + A + €
n——oo N

e, assim,
) 1
limsup — log || L, (z)ul] < A,
n—-+o0o n
como foi afirmado. Analogamente, obtemos as outras afirmacoes. O

3.4 Demonstracao do Teorema 3.2

3.4.1 Mensurabilidade

Sejam nq,--- ,n; inteiros positivos fixos. Para k& > 1, denotemos por A, o conjunto das
2l-uplas de nimeros racionais ag > 1 > -+ > a; >  com (a; — ;) < %, para 1l < j <.
Para m > 1 e (ai, -+ ,0) € Ag, vamos denotar por A(m,aq,---, ) o conjunto dos
pontos x € M para os quais existe uma decomposi¢ao F, = F; @ --- @ F; com dim Fj; = n;
e

exp(na;)||ull = [|Ln(z)ull = exp(ng;)|ull (3-4)
exp(—nay)||ull < |[L-n(z)ul < exp(—nf)|lu] (3-5)

para todon > m, 1 < j <lewu € F;\ {0}. Observemos que tal decomposi¢do F, =

Fy @& --- @ F; é unicamente determinada, para cada x € A(m,ay,--- , ) por
- L, L,
F; = {u € F,; % < exp(no;) e % < exp(—np;) sen > m} . (3.6)
u u
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De fato, mostremos inicialmente que (3.6) caracteriza F;. Dado u € F,, podemos
!

escrever u = Z u;, com u; € Fj. Se u satisfaz (3.6) entao de
i=1

[ Lo (z)ull
< exp(na;)
[Jull ’
temos
j=1inf{l <i<lu; #0}
e de
[ L—n(z)ul
———— >exp(nf))
[l ’
temos

j=sup{l <i<lyu; # 0},

Portanto, u = u; € Fj.

Suponhamos agora que exista decomposicao F, = F, @ - @ F, satisfazendo (3.6).
1

Entao, dado u € F}, sejau = Z u;. Repetindo o argumento acima, obtemos u = u; € ]:;]
i=1
Logo, F; C F;. Analogamente, obtemos F; C F} e, portanto, F; = Fj, j =1,--- L.

A seguir, queremos provar que A(m, aq, - -+, ) é um conjunto fechado de M. Seja ()
uma sequéncia de pontos de A(m,aq,--- , ;) convergindo para um ponto y € M. Seja
ainda (u;) uma sequéncia de vetores unitarios tais que u; € Fj(x;). Usando o fato que F
é um fibrado vetorial continuo e (u;) uma sequéncia limitada, existe uma subsequéncia
(uy, ) convergindo para um vetor nao nulo v € Fj;(y). Lembrando que as condicoes 3.4 e

3.5 sao fechadas, temos
exp(na;)|ull = || Ln(y)ull = exp(n;)||ull

exp(—na)|[u]l < |[Lon(y)ull < exp(—=np;)|ull

e, pelo fato de cada Fj(x;) ter dimensdo constante igual a n;, resulta que a dimensao

de F;(y) também é constante e, portanto, y € A(m,cq,---,5). Isto significa que
A(m,aq, -+, ) é fechado. Além disso, a mesma argumentagao acima permite concluir
que a aplicacao A(m, aq, -, ) 3 x — F;(z) é continua.
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O préximo passo é provar que

A(ny, - ,nl):m U UA(m,ozl,--~ ,01).

k>1 (a1, ,61)€A, m>1

De fato, seja x um elemento qualquer de A(nq,--- ,n;). Entao, a fibra F, de F sobre
x admite uma decomposicao F, = Fy @ --- @ Fj tal que dim F; = n;, para 1 < j <[ e

existem numeros reais A\; > --- > )\; satisfazendo
lim L1 | Ln(@)ul| = A
im —lo ul|| = \;
n—+oo N & n J

para todo u € E; \ {0} e 1 < j <[. Em particular, vale para o € Ej \ {0}. Assim, dado

e > 0, existe ng € N* tal que para todo n > ny,

1
—e < —log || L, (z) | — A <e
n

U
[l
Consequentemente,

n(\;—e) < log ||Ln(x)i|| < n(Aj+e€) = exp(n(\j—e)) < ||Ln(x)i|| < exp(n(Aj+e)).

[ [
1

Em particular, dado 0 < § < g,

com k inteiro positivo, tem-se

€

2

u €

exp(n(Aj = 3)) < lLa(@) il < exp(n(X; + 5)).

[
Tomando a; = \j + § e B; = A\j — 5, segue que

[ull exp(nf;) < [|Ln(z)ull < exp(nay)llul,

para todo n > ng, ng € N*. Note ainda que

€ € 1 1 1 1
ozjzﬁj+§+§<ﬁj+%+ﬁ:aj<ﬁj+%=>aj—ﬁj<%.

De modo semelhante, mostra-se que
[ull exp(—nay) < || L_n(z)ull < exp(=nf;)|ull
para todo n > ny, n; € N*. Escolhendo m = max{ng, n; }, concluimos que

[ull exp(n;) < [[Ln(z)ull < exp(nay)||u]
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[ull exp(—=nay) < [|L_n(z)ul| < exp(=ns;)|lu|

para todon >m, 1 <j<lewue E;\{0}.

Portanto, = € ﬂ U U Alm,aq, -+, 5).

E>1 (a1, ,8;)€A, m=>1

Por outro lado, seja y € ﬂ U U A(m,aq, -+, 3). Assim, para todo k > 1,
k21 (a1, ,B) €A m21
existem (aq, -+ ,03) € Ax e mg > 1 tais que y € A(mg, aq,--+,3). Isto significa dizer

que a fibra F, admite uma decomposicao F, = Fy @ --- @ F; com dim F; = n; e
exp(nay)|[ull = || La(y)ull = exp(nsy)|ul e

exp(—naj)l|ull < [|L-n(y)ull < exp(—ns;)|ul,

para todo n > my.

k

Afirmamos que a sequéncia (aj) ¢ limitada. Com efeito, fixemos n > my; se fosse

k

a; — +00 entao ter-se-ia ﬁf — +00 e, assim,

1
—log [[L(w)ul] = +oc,

o que é absurdo pois ||L|| é limitada. Tampouco se tem af — —00, pois isto resultaria

1
—log | L_n(2)ul| = +o0,

0 que também é absurdo, jé que ||L7"| é limitada. Logo, |of| < M, para alguma constante

M > 0. Por conseguinte, existe uma subsequéncia aft — \; e disto tem-se ﬁf‘ — Aj, pois

6]"% — (ﬁjkt o a?t) + a?t‘

Entao,

k k
na;t > log | Ln(y)ull = ng;.

Ora, dado € > 0, existe um inteiro positivo ty tal que 04;-“ <Aj+ee ﬁft > \; — €, para

todo t > t; e isto acarreta
1
Aj+e> - log || Ly (y)ul| > A — €.
: o1
Portanto, existe hrin —log || L,(y)ul| e y € A(ny,--- ,m).
n—4oo N
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Segue, pois, que A(nq,---,n;) é um boreliano.

Provemos que os subfibrados E; sdo mensuraveis em A(ng,---,n;). Para isto, basta
mostrar que para todo x € A(ny,--- ,n) N A(m,aq,---, 5) tem-se E;(z) = F;(z), para
todo 1 < j <. Inicialmente, notemos que E; deve estar contido em algum Fj, 1 < k <,
pois todos os vetores em FE; geram o mesmo expoente de Lyapounov J;, tanto para
n — 400 quanto para n — —oo. Tendo em vista que o > A; > B e relembrando
que A\y > - > N eay > 01 > - > a > [, segue que 7 = k. E uma vez que
dim E; = n; = dim F}, resulta E; = F}, como foi afirmado acima.

Para finalizar, sendo E;(x) mensuravel, entao || L, (z)|E;(z)|| também o é, assim como
log || L (x)|E;(x)||, pois é uma composicao de aplicagdes mensuraveis. Assim, temos uma
sequéncia de fungdes mensurdveis, a saber, +log||L,(2)|E;(x)||, a qual converge para
Aj(z). Portanto, pelo Corolario 1.2 (pagina 15), \;(z) é mensuravel.

Com isto, finalizamos a demonstragao da parte a) do Teorema 3.2.

3.4.2 Probabilidade total

A fim de mostrar que R(L) tem probabilidade total basta mostrar que p(R(L)) = 1 para
toda medida de probabilidade ergddica, invariante por f em M. De fato, tal afirmagao
se justifica devido a Proposicao 2.4 (pdgina 29).

Doravante, vamos supor p ergodica.

Seja

1
M(L, ) = limsup — log | Lo (x|
n—-+o0o n

Observemos que A\(L,z) < sup ||[L(x)| e M(L,z) = M\ (L, f(x)) para p-quase todo
xeM
ponto x € M.

Provemos primeiro que A;(L,z) < sup ||L(z)||. Temos:
zeM

L@ = L™ )+ L)l < LG )]+ 1@ < (sup LG
Logo,

1 ) 1
—log||Ln(z)|| < logsup || L(x)|| = limsup —log || L,(x)| < logsup ||L(z)]|
n xEM n xeM

n—-+o0o
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e como logsup,cy [|L(2)]| < supgen [|L(2)] (pois logy < y, para todo y € (0,+00)), o
resultado segue.

Agora, vamos provar que A\(L,z) = A\ (L, f(x)) para pu-quase todo ponto x € M.
Para isto, mostremos que A;(L,z) < A\ (L, f(x)) e Mi(L, f(x)) < M (L, z).

1 1
M(L,z) = hmsup log || L, (2)|| = hmsup | log || Ly+1(x)|| =

n—-+o0o n—-+o0o

= limsup ——— log | Ln(f(2)) L(2)[| <
n—+o0o
1 1
< limsup ———log || Ln(f())]| + limsup —— log || L(z)[| =
n—-+00 1 n—-+4o00 1
) n 1
= lim sup T —log || L,,(f(2))]| <
n—-4o0o n
< limsup -lim sup — log||L (f(x))] =
n—+oo N n—-oo

= hmsup L log || L (f (@) = Ai(L, f(z)),

n——+00
ou seja, A1 (L, z) < A\ (L, f(x)).
Por outro lado,
. 1 . 1 1
(L, f(z)) = lim sup - log [ L (f ()] = lim sup —log [ Lo (f () L(z) L () || =

1
= lim sup — 10g||Ln+1( )L~ ()] <

n—-+o0o

1 1
< hmsup—logHLnH( )| —|—hmsup—logHL Yol =

n—-4o00 n—-4o00

1
=1§1r3_8£0pnz +110g||Ln+1( )| <
. n 1
< lim sup - lim sup log || Lyt (z)]| =
—hIIlSllp 1 1OgHLn+1(l’)H = Al(L’I)v
n——+00

isto éa A1(‘[/7 f(l')) < )\1(L7x)
Logo, A; é uma aplicacao invariante por f. Sendo p ergddica, temos, pela Proposicao
2.3, que \; é constante em p-quase todo ponto x de M. Assim, denotemos A (L, z) por

(D).
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Seja G' o subfibrado de F' definido por
1
Gy = {u € Fy; lim_infﬁlog | Ln(x)ul] > A\ (L)} U{0} =

1
={u € F,; liminf—ﬁlog | L_n(x)u| > M\ (L)} U{0} =

n—-+o0o

1
= {u € Fy; —limsup —log ||l (z)ul > A (L)} U{0} =

n—+oo T

1
={u € F,; limsup —log || L_,(x)ul| < =X (L)} U{0}.

n—-+4oo n

O lema abaixo é importante na demonstragao do item b) do Teorema 3.2. No entanto,

sua prova sera dada na préxima secao.

Lema 3.2 G ¢ um subfibrado mensurdvel invariante por L com dimensdo estritamente
positiva e
1
Jim —log || Ln(z)ull = M(L)

para pi-quase todo ponto x € M e todo u € G, \ {0}.

Denotemos por /A\(]) o conjunto dos pontos x para os quais dim G, = j. Provaremos
que estes subconjuntos de M sao mensuraveis e que a restricao de G' a cada /A\( j) é um
subfibrado mensuravel da restricao de F' a JA\( 7).

Sendo L um isomorfismo, segue que dim G, = dim L(G,). Ora, L(G;) = Gf). De

fato, vejamos, por exemplo, que L(G,) C Gy(z). Temos

1 1
liminf — log || L, (f(x))L(z)u|| = liminf — log || L, 11 (x)ul| =
n——oo N n——oo N

1 1
—timint 2 L dog [T ()ul| >
n——oco m n+1
1
> liminf N log || Lyt1(z)u|| > A (L).
n——oo N

Logo, L(z)u € Gy(;). A outra inclusdo é provada de modo andlogo. Assim, f(z) € K(]

)
donde K(]) é um conjunto invariante por f e, como u é ergddica, tem-se p(A(j)) = 1

para algum j. Verificaremos entao que j > 1.

Caso seja G, = F, para quase todo ponto x € M, entao escrevemos G = F e, neste
caso, a demonstracao do Teorema 3.2 estd completa. Com efeito, pondo E; = G, tem-se
pelo Lema 3.2

_ 1
i o | Ly(a)ul] = Ma(L)
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para quase todo ponto z € M e todo u € E; \ {0}.
Agora, se G # I, seja G o complemento ortogonal de (. Além disso, sejap : F — G*

a projecao ortogonal e escrevamos L = po L : G+ — G*.

-~

Lema 3.3 Se F' # G entao M\ (L) < A\ (L).

Demonstragao: Afirmamos que L,(z) = p(L,(z)). De fato, a afirmacao serd provada
por indugao sobre m. Para n = 1 nao ha o que demonstrar. Suponhamos Ek(x) =
p(Lk(x)). Entao,

Ly (w)u = L(f*(2)) Li(w)u

Ly (2)u = L(f*(x)) Li(2)u

Escrevendo Ly(z)u = p(Ly(z)u) + v, v € G, temos Ly(2)u = Ly(z)u + v. Assim,

Lyt ()u = L(f*(2)) L(z)u + L(f*(x))v

p(Lisa(z)u) = p(L(f* (@) Li(x)u) + p(L(f*(x))v).

Da invariancia de G, segue que

p(Lisa(2)u) = p(L(f*(2)) Li(x)u) = p o L(f*(2)) o Li(z)u =

Logo,
(@)l = Ip(La(@)w)]| < [|Zn(z)ul]
Suponhamos A (L) < Al(z). Seja G um subfibrado de G, invariante por L tal que
lim L log || Eu(e)ull = A(E),
n—too n
para p-quase todo ponto x e todo u € G, \ {0}. Entao,

~ 1 ~ 1
M(D) = Jim - log | La(r)ul] < liminf o | L (x)u] <
1
< limsup ~ log |y (x)u] < Ai(L),
n—-+o0o n
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donde A\ (L) < Ai(L), o que implica A\ (L) = A;(L). Deste modo,
1
lim —log| L, = M(L
Jimlog | La(e)ul| = M(L)
Pela Proposicao 3.2, segue que

1
lim —log||Ln(x)ul = A (L),

n——oo N,
o que permite concluir que u € G, ou seja, u € @m N G,. Mas isto é absurdo, visto que

w é ndo nulo e G, NG, = {0}. Portanto, Ay(L) < Ay(L). O

Faremos uso de mais um lema fundamental, cuja prova serd dada mais adiante em

uma se¢ao especifica apés provarmos o Lema 3.2.

Lema 3.4 Se F' # G entao existe um subfibrado H de F', o qual € mensurdvel e invariante

~

por L, tal que G ® H =F e \{(L|H) = M\ (L) < A\ (L).

Agora, estamos aptos para concluir a demonstracao da parte b) do Teorema 3.2.

Escrevendo E; = G e Hy = H, tem-se pelo Lema 3.2

1
lim —log||L,(z)u| =\

n—+oo M
para todo u € F; \ {0} e, pelo Lema 3.4, existe uma decomposi¢do F' = E; & H; tal
que A\; > A\ (L|Hy). A seguir, definamos Ay = A\ (L|H;) e apliquemos os Lemas 3.2 e 3.4,
considerando a aplicagdo L|H;. Assim, existem subfibrados invariantes por L, Ey e Ho,
tais que Hy = Ey @ Hy, para pu-q.t.p x € M, A\(L|Hy) < Ay e

lim - log || Lo(2)]| = Ao

n—+oo M

para p-q.t.p x € M e todo v € Ey \ {0}. Entao, para qualquer j > 1, suponhamos que ja

obtivemos uma decomposicao invariante por L, F'= FE; & --- & E; & H; com
lim_log|| Ly (x)u] = A
Jp, 5 g ILaeyull = &

para todo u € E; \ {0} e 1 <i<j, Ay >--- >\ > A\ (L|H;). Do Lema 3.2 segue que

existe um subfibrado F;,, de H; tal que
1
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e do Lema 3.4, existe uma decomposi¢do H; = E; 11 @ Hjy tal que A\ (L|Hj1) < Ajia.
Como F' tem, por hipdtese, dimensao finita este processo deve ser interrompido apds um

numero finito de vezes. Resulta, assim, que em p-quase todo ponto x € M, tem-se

1
lirf —log||Ly(z)ull = Aj, 1 <5 <1, ue E;\ {0},
n—xzoo N,

isto é, p-quase todo ponto x € M é regular, completando a demonstracao do Teorema

3.2.

3.5 Demonstracao do Lema 3.2

O resultado enunciado e provado logo abaixo serd usado na prova do Lema 3.2.

Lema 3.5 (Pliss) Dados A € R, ¢ > 0 e A > 0, eziste § = 0(\, e, A) > 0 tal que se
N-1

dada qualquer sequéncia ag,--- ,an—_1 em R, com Zak < NAX e |ag] < A, para todo

k=0
0<k<N-—1, entao existem | > N0 e 0 <ny <---<n; <N —1 tais que

n;—1

Za]_ n)(A+e),

para todo 0 <n <n; el <1< (.

N-1

Demonstragao: Seja S(n) = Z(aj —(A+€)) e tomemos ny < -+ < ny aqueles nimeros
j=n

inteiros do conjunto {0,---, N — 1} que satisfazem

S(n) < S(n;), (3.7)

para todo 0 < n < n;. Entao, para 0 < n < n;,

S(n):Z(aj—(/\+e)):i( (A +e€) +Z — (A o)
= >0~ (A )+ ()
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Logo,

i(aj —(A+e€)=S8(n)—Sn;) = iaj — i()\‘i‘é) = S(n) —S(n;) =

= > a;=5n)—Sn)+ > (A+e)
j=n j=n
e, assim,

iaj =S(n) = S(n) +[(ni —1) —n+1j(A+¢) =

n;—1

= Z a; = S(n) — S(n;) + (ni —n)(A +€) < (n; —n)(A +e),

j=n
pois S(n) — S(n;) < 0.

Resta, portanto, estimar o valor de [. Antes, porém, observemos que S(n;_1) >
S(n; — 1) para todo ¢ > 1, porque, caso contrario, haveria n;_; < m < n; tal que
S(n) < S(m), para todo 1 < n < m, contrariando a definicdo do conjunto {n,---,m}.

Logo, para todo 7 > 1, tem-se

S(ni—1) > S(n; —1) = S(n;—1) > Z_(aj —(A+¢) = Z_(aj —(A+€) 4+ an—1—(N+e)

= S(ni_l) Z S(nz) + (ani_l — ()\ + 6)) Z S(n» - ()\ + e+ A),
onde a tultima desigualdade se justifica porque a,,_1 > —A. Em particular, temos

S(ny) > S(ng) — (A +e+ A)
S(ny) > S(n3g) —(A+e+ A) = S(ny) > S(ng) —2A+e+ A)

e, indutivamente, segue que

S(n1) > S(m) — (=1 (A +e+ A).

Como 0 é o menor elemento de {0,1,--- N — 1} que satisfaz (3.7), entao
N-1 N-1
S(n) =50)=> (ar—(A+€)=> ar—NA+e <
k=0 k=0

< NA—N(A+¢€) =—Ne.
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Além disso,

S() =2 S(N—=1) =ay-1— (A +¢)

(isto porque n; é o maior elemento de {0,1,--- , N — 1} que satisfaz (3.7)).

Deste modo,

—Ne>S(n) >S(n)—(I—1)(A+e+A) >ana1—A+e)— (-1 (A+e+ A)

= —Ne>an1—(A+€) —lA+e+A)+(A+e+ A)
Lembrando que ay_; > —A, resulta:

—Ne>—-A—-—A+e)—lA+e+A)+AN+e+A)=—-lA+e+ A=

= Ne<IA+e+A).

O

Assim, basta tomar § = ;.
Passemos, enfim, a demonstracao do Lema 3.2. Em primeiro lugar, vamos provar que
G é um subfibrado mensuravel. Isto sera feito em trés passos.
Primeiro passo: Para k > 1 ez € M seja

G (k) = {u € F,; hmsup—log |L_pn(z)u| < =X + = } u{0}.

n—-+o00

Notemos que G, (k) é subespago vetorial de F,, pois é ndo vazio (0 € G,(k)) e dados
u € G,(k) e @ um escalar nao nulo, temos:
1 1
hmsup—log | L_pn(x)(au)| = hmsup log ||l (x)ul| = limsup — log\a|HL,n(5L’)uH
n—-—+00 n——+0o00 n——+o0o

= limsup — (10g|a| +log | Lon(z)ul) <

n—+o0o

1
< hmsup log |ar| + lim sup —log |L_n(x)u]| < =X + —.

n—-+oo n—-+00 k

Portanto, au € G, (k) e, dados u,v € G,(k), temos

93



1 1
lim sup — log |L_(z)(u+v)|| = hmsup log || L_n(z)u + L_,(z)v)|| <

n——4oo n—-+4o0o

< limsup — 10g(||L—n( Jull + [[L-n(z)0)]]) <

n—-+o0o

1
< hmsup—lomeax{HL n(@)ull, || L_n(z)v)||} <

n—-+4o0o

< limsup — 10g2 + lim sup — log max{||L_n(x)ul, [|[L_.(z)v)| }

n—-+oo N n—-+00

1
S _)\1—{_%’

donde u + v € G.(k). A seguir, definamos M, = {x € M; G.(k) = G,}. Afirmamos
que (My)y cobre M. De fato, para qualquer x € M fixo, (G,(k))x forma uma sequéncia

decrescente de subespacgos de F, e, como dim F) ¢ finita, deve existir k, > 1 tal que

+o0o

G.(k:) = G,, para todo k > k,. Por um lado, ﬂ G.(k) = G, e, por outro lado,
k=k,

ﬂ G «(kz). Logo, existe k, > 1 tal que G,(k,) = G,. Afirmamos ainda que M,

k=ky
¢ um conjunto mensuravel. Para provar esta tultima afirmagao, consideremos as fungoes

A M — R, Ay(z) = limsup — " log || Lu (@)

n—-+o00

¢: F— R, ¢z, u)—hmsup log||L n(z)ull.

n—-4oo

Estas fungoes sao mensuréveis, porque (= log || L, (z)]]) e (£ log || L_(x)ul|) sdo sequéncias

limitadas de funcoes mensuraveis. Consideremos ainda a projecao fibrada 7 : F' — M.
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Temos:

z ¢ My < Go(k) £ G,

1 1
<= Ju € F, comu ¢ G, tal que limsup — log ||L_,(z)u|| < =X\ + —

n—+too M k
<= Ju € F, comu ¢ G, tal que ¢(x,u) < —\i(x) + %
<= Ju € F, comu ¢ G, tal que ¢p(x,u) < =\ om(z,u)+ %
<= Ju € F, comu ¢ G, tal que ¢p(x,u) + N\ om(x,u) < %

< Jue F, comu ¢ G, tal que (¢ + M\ om)(x,u) <
<= Ju € F, comu ¢ G, tal que (¢ + A\ om)(x,u) € (0, %]

<= Ju e F, comu ¢ G, tal que (z,u) € (¢ + A om) '((0, %])
<= Fu e F, comu ¢ G, tal que n(x,u) € 7((¢ + A\ o7) (0, %]))

=z ca((¢+ X om) H(0,-]),

ou seja,

My = M\ (6 + M om) (0, 7).

Uma vez que a projecao aplica conjuntos mensuraveis em conjuntos mensuraveis, entao
7((¢ + Ay om)~1((0,1])) é mensurével, o que implica que M \ w((¢ + Ay o m)7((0, £])) ¢
mensuravel, ou seja, M é mensuravel.

Segundo passo: Fixemos k£ > 1 e, para cada x € My e m > 1, definamos
1
Golk,m) = {u € Fy; [[Lon(z)u]] < mexp(=n(Ar = 2))ull, Vn}.

Notemos que G, (k) = U G.(k,m), para todo x € M. Com efeito, provemos primeiro a
inclusao “D”. Seja u € UGI(k,m). Entao, u € G.(k,mq), para algum m;, o que por

m
sua vez implica

1 1
1L—n(@)ull < myexp(=n(h = ))llull = log [ L-n(z)ull < logmi —n(Ar — ) + log |ul.

Assim,

1 1 1 1
—~logmi + (\ — 1) — —log]Jull < - log | L_a(z)ul
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donde

1 1 1
AL — hmmf——log | L_p(z)u|| = A\ — T < —limsup — log | L—p(z)ul|

wlr—k

n—+00 n—-+o0o
1
= limsup — log |L_p(x)ul| < =X + z
n—+o0o
= u € G,(k),

ou seja, UGm(k;,m) C G(k).
Agora, provemos a inclusao “C”. Antes, porém, observemos que G,(k) = G,(k + 1).

De fato, temos ﬂ G.(k) = G,. Como & € M, entdo G, = G,(k). Logo, ﬂ G.(k) =
k=1 k=1
G (k), donde G, (k + 1) = G,.(k) (pois (G.(k))x forma uma sequéncia decrescente). Seja

u € G,(k)\ {0}. Entao, T € Ga (k), acarretando Tl € G.(k + 1), ou seja,

1 U
limsup — log || L_ <A+ -—
msup  log 1L () il € <M+ g
Assim, dado 0 < € < - — k_+1’ existe ng € N tal que
1 u 1 1
—log||L_p(z)—|| < =M\ + —— < =M1+ -,
nOgH (x)“uHH— 1+k+1+5_ 1+l€

isto é,

1 U 1 1
Zlog [|Ln(@) || < =M1 + > = log | L_n( < - =z

I<
i

= | Ln(@) Tl < exp(=n(h — 1)

—
[l

= | Lon(2)ul] < exp(=n(h - %))HUH

e, por conseguinte = u € G,(k,1) C U G (k,m).
Na sequéncia, definamos My, ,,, = {z € My; G.(k) = Gy(k,m)} = {z € My; G,(k,m) =
G(k,1), Yl > m}. Vejamos por que estes dois conjuntos sao iguais. Ora, provamos

que G.(k) = UGr(k;,m). Como = € My, temos G, (k) = G,(k,m), o que implica

Gi(k,m) = U G.(k,m) e isto, por sua vez, resulta G,.(k,m) = G.(k,l), para todo [ > m.
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Por outro lado, se G, (k,m) = G,(k,l), para todo [ > m entao UGx(k,m) = G,(k,m),

donde G.(k) = G.(k,m).

Consideremos a fungao

U o m (M) — R, ¢p(z,u) = sup {M exp(n(A — l))} :

n>0 i k

Esta fun¢ao também é mensurédvel, pois f,(z,u) = Wexp(n(& — 1)) define

uma sequéncia de fungbes continuas e, portanto, mensuraveis (Veja Halmos (referéncia
bibliogréfica [4]), pdgina 84).
Temos:
x & My, < Go(k,m) # G.(k,1), para algum | > m

1
< Ju € G,(k, 1) tal que || L_p(x)u|| > mexp(—n(A — E))||u||, para algum n

L_ 1
< Ju € Gy(k, 1) tal que % exp(n(A — E)) > m, para algum n
u
L_, 1
< Ju € G,(k, 1) tal que sup {Mexp(n()\l - —))} >m
n>0 [l k

< Ju € Fpel >mtal que m < Yy(x,u) <1

< Ju € F, el > mtal que Yy (z,u) € (m,l]

& Ju € F, el > mtal que (z,u) € ¥} ((m,1])

& Ju e F, el >mtal que n(x,u) € w(;, ' ((m,1]))

& 3l > mtal que x € w(Y; *((m,1])),

isto 6, My, = My \ U 7(¢;  ((m,1])). Tendo em vista que U (¢ ((m,1])) é men-
l=m I=m
suravel, resulta que My ,, também é mensuravel. Queremos agora provar que (Mj ,)m

cobre My. Com esta finalidade, seja x € My e {uy,- - ,us} uma base ortogonal de G, (k).

Tomemos myq,--- ,ms > 1 tais que u; € G.(k,m;), para todo 1 < i < s, e consideremos
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S
m = max{my,--- ,ms}. Para cada u = Z a;u; € G,(k) e para cada n > 1, tem-se
i=1

IL—n(@)ull = | L-n(2) Y aiwll <Y lail | Lon(z)ui]
1 =1

1=

s 1
< Z |a;|m; exp(—n(A — E))HWH
=1
s 1
< Z |a;|m exp(—n(A; — E))H“z“
=1

1 S
= mexp(—n(A; — E)) Z | |||
i=1

1
= meXp(—TL(Al - _))HuHsoma)

k

ou seja, [|L_,(x)ul < mexp(—n(A — ))C|lull, onde C depende apenas da escolha da
norma em F. Concluimos, assim, que G,(k) C G.(k,Cm + 1) e, portanto, x € My cymi1-

Terceiro passo: Provemos agora que G, é semicontinua inferiormente em cada My ,,,
ou seja, dada qualquer sequéncia (x;); em My, tem-se lim G,, C G,.

Dada uma sequéncia u; € G, © > 1, que converge para algum u € F,, temos

1
[ L—n(z)uil] < mexp(—n(A — E))”qua

para todo ¢ > 1 e n > 1. Passando para o limite, obtemos
1
IL-n(z)ull < mexp(=n(r = 2))lul,

o que implica u € G,(k,m) C |JG(k,m) = G,(k). Como existe k, tal que G,(k) = G,
para todo k > k,, entao u € G, e isto conclui a prova da afirmacao. Segue, pois, que cada
conjunto My, ; = {x € My ,,; dim G, > j} é fechado e que G, varia continuamente com
z em cada My, \ Mgm j+1. Notemos que (M j \ Mim,j+1) é€ uma cobertura de /A\(j)
por conjuntos mensuraveis e m |(Mym; \ Mgm 1) é¢ mensurdvel. Ora, 7 '|( My m; \
Mimj+1) = G(Mim,; \ Mymjt1). Logo, pela Proposi¢do 1.2 (péagina 15), segue que
G|A(j) é mensurével.

Enfim, passemos a segunda parte da demonstracao. Vamos provar que dim G, > 0

para p-quase todo ponto x € M. Para isto, basta mostrar que, para todo k > 1, G, (k) #
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{0} em p-quase todo ponto x € M. Seja k > 1 fixo e, para m > 1, definamos Y,,, como o

conjunto dos pontos x € M tais que existe u € F,, \ {0} satisfazendo
1
IZ-n(z)ull < exp(=n(As — )|l (3.8)
para 1 <n < m. Afirmamos que existe § > 0 tal que

1(Yy) > 6 (3.9)

para m > 1. Observemos que isto implica que o conjunto Y = ﬂ Y,, tem medida

positiva, porque Y; D Y; D Y3 D --- e cada Y, tem medida posmva Se r € Y entao
existe uma sequéncia de vetores unitarios (v,)nen+, com v; € Y;, tais que vale (3.8).
Tomando um vetor v que seja limite de alguma subsequéncia de (v,,) entdo vale (3.8) e
0 # v € G,(k). Mas

Lo(@)Ga (k) = Gpogo ()

e entao tem-se dim G, (k) > 0 se x € U f( ﬂ Y,n). Como U F( ﬂ Y,,) é invariante e
n>0 m>1 n>0 m>1
tem medida positiva, pois contém Y, segue da ergodicidade de p que dim G,(k) > 0 em

p-quase todo ponto. Como consequéncia, a prova do lema foi reduzida a verificar (3.9).
Seja u € F,, N > 1 tal que ||Ly(z)ul| > exp(N (A — 5)) e definamos

Lin(@ju )

=log IL (P @) G

para 0 << N — 1.

Observemos que a; < log ||L™!||, pois

g 117 (2l < Do I (Pl 724 S = o )
Sy - N I P @)L (@) | L7 (7 (@) L ) Ly ()
2 L T il Zl Lin@el

Xl el (el
= DB Gl = T T T (o]

= log [ul| —log|[L(z)ull + - - +log || Ly-1(x)ul —log || Lx(x)u]
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Como “Lﬂ?ﬂ)u” < exp(N (55 — A1), temos log % < (N(3z — M1))-

Pelo Lema 3.5, tomando A = —X; + o, € = 5= ¢ A = log||L™}||, obtemos nimeros

ny,---m taisque 0 <ny <---<n <N —1,coml > NJ e satisfazendo

n;—1

|| Ln () ul] 1
log ————A— = a; < (ny —n)(=A1 + +) (3.10)
(el ~ 2% k
para todo 0 < n < n;. Seja v; = Hinggz\\ Entao, tendo em vista que L,(z)u =

Ly, (f"(x))Ly,(x)u, obtemos de (3.10)

el < exp (0= m) O = ).

para 1 < n; —n < n,;, e isto acarreta f"(x) € Y,,. Do fato que Y;,, C Y,,, quando n; > m,
segue que

1 ~ l—m _ N6—m m
— <j . 7 > > -5 - —
NHOS <N flla) €Va} 2 —— 2 —F 0=

Fazendo N — 400, tem-se

1 .
T(x,Yy) = Nl—igloo N#{O <J<N; fllz)eY,} >4

Mas como pu é ergddica, resulta que u(Y;,) = 7(z,Y,) > 6 (veja Observacao 2.5 na
pégina 26), provando nossa afirmagao.

Finalmente, definamos

o) = s p T € 6\ O
De
w = La(f ™ (@) L)
obtemos
lull < G5+ (@) exp(n(h + )| Ln(e)ul
donde

1 1 . 1
“log [ul < = log Ce(£ (@) + (A + €) + = log | L (w)ul

60



e, lembrando que C, tem crescimento subexponencial,
1
0< hmmf log |L_n()ul] + A + €= lim+inf —= 1og | Ln(x)ul| + A1 + €

= — limsup — log||L (x)ul| + A1 + €

n——+00
e, como € > 0 é arbitrario,
hmiup—logHL n(z)ul| < Ar.
Pela Proposicao 3.2, isto acarreta
hmsup—logHL (x)ul] < A
Agora, definamos C,(z) como sendo

I e
Cel) p{exp< O+ ol EG\{O}}

n>0
Visto que
u=L_,(f*" () Ln(x)u
resulta
Jull < Ce(f" () exp(—n(X1 + €))|| Lo (2)ul
acarretando
.1
0< lir_r}igofglog | Ln(x)ul| — A1 — €
e, assim,

A < liminf -~ Jog | Ly (2)u.
Novamente pela Proposicao 3.2, obtemos
M < liminf  log | (o).
Ora, dada qualquer sequéncia limitada (z,) de ntimeros reais vale
lim sup x,, > liminf z,,.

Logo,
1
llmsup log || Ly (x)u|| = liminf — log || L, (x)u||
ntoo ntoo N

e, portanto,
o1
lim —log || Ln(z)ull = A1,

completando a prova do lema.
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3.6 Demonstracao do Lema 3.4

Seja X o espaco dos morfismos de fibrados vetoriais mensurdveis G+ — G. Obteremos
um morfismo A € ¥ tal que H = graf(A) = {u+ Au; u € G} seja o subfibrado como o
do enunciado do Lema.

Consideremos a transformacao ® : 3 — X, definido por
B(A)(x) = L7 (f(2)) A(f(2)) L(2)
e seja, P = (L|G* — L) : G+ — G. Dado u € G*,

L(u+ Au) = Lu + LAu = Lu + Pu+ LAu =
= Lu+ A(Lu) + L(L""Pu) + LAu — L(L™"ALu) =

= Lu+ A(Lu) + L(L"'P+ A — L' AL)u.

Notemos que Lue Gt enquanto que as duas ultimas parcelas pertencem a G.
Portanto, H é invariante por L se, e somente se, L™ 'P+ A— ®(A) = 0 (transformagao

nula), ou seja, se e apenas se,

A—®(A)=-L7'P (3.11)

Facamos B = —L~!P. Provemos que existem A\ < 0 e uma funcao mensuravel C' :

M — R tais que ||®"(B)z| < C(x)exp(An) para todo n > 0 e u-quase toda parte. Isto

oo
assegura a convergéncia da série g ®"(B) em p-quase toda parte. De fato, consideremos
n=0

a série Z C(z) exp(An). Temos:
n=0

C(z)exp(A(n+1))

li =1 A) = A <1
nise O (x) exp(An) nrtoo xp(A) = exp()
e, pelo teste da razao, segue que a série Z C(z) exp(An) converge. Agora, pelo teste da
n=0

o0 o0
comparagao, a série Z |®"™(B)x|| converge e, portanto, Z@”(B)x também converge.
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Vejamos ainda que A = Z ¢"(B) satisfaz (3.11), pois
n=0

A—0(A)=> d"(B)- ) o"(B)

= B+ i@”(B) -) ®"*(B)=B.

n=0

Resta entao obter A e C'. Com esta finalidade, tomemos € > 0 e definamos

e L@ (G
Klo) = o exp(n(M\ (L) + €)) Celz) = sup exp(n(M(LYG) +6)

Entao

19" (B)al| = (LM G)alf* @) B @) Ln(@)Il < IE (" @B @) Zn()]]

Como
IEEW S @D o NG @)
exp(n(M(LG) + )~ nz0 exp(n(h(L7T[G) +6))
L@l o @)
exp(n(Mi(L) +) =0 exp(n(hi(L) +¢))
segue que

|2 (B)z| < C.(f" @)IB(" (@)K () exp(n(h (L) + M(L7G) + 26)).

Observemos que C, tem crescimento subexponencial.

Para u € G, \ {0}, seja

(LG ()|

Celr ) = S o (n(L1G) + )
Temos:
B NGl
"= e CanTG) + )l
NG ()] | IS @l

exp(—(n+ D)M(LG) + )ull ~ exp(=M(L7G) =) exp(—n(M(LG) + o))]ul
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e esta ultima expressao € igual a

H( G (@)ull I(LHG)n(f (@) (LG ()ull
exp(=A(L71G) = )ull exp(=n(M(Z7G) + ) [(L7G) (w)ul

Logo,

a1, IO G
o= {1 G U 0N

Sejam «, 3 > 0 tais que

H( G (@)ull

= S EG) — faf =7

(Observemos que isto é possivel, pois L™ tem possui norma limitada.)

Como consequeéncia,

II( @) (@)l

C€<I,U) 2 exp( ( 1|G> _ E)HUJ” C (fi (SL’), (Li ‘G)(.CL’)'U,)
N Ce(z,u) _—
Ce(f M), (L7MG)(@)u) —
E, se Cc(z,u) = 1, entdo C(C}f% < 1. Mas, se Cc(z,u) = eXp(H(L(IIGB\(CJ;))U”)HUH .
Ce(f (=), (L7G)(2)u), segue que
Ce(z, u) _ ||( G (@)ul|
Ce(f~H(x), L(z)u) — exp(=M(L7YG) = €)ul] =/
Assim,
_Clx)
a < Ce(ffl(l’)) < {155}5

para todo x. Vemos, pois que (log(C.of~!)—log C.) é limitada e, em particular, integravel.

Agora, no caso em que n — 400, definamos

ILTG)—n(x)u]
Cela) = s P L 1G) + &)l

e, analogamente, verificamos que (log(C. o f) —log C,) é integravel. Portanto, pelo Lema

3.1,

lim —log(C of")=0 e lim ——log(C of™) =

n—-+oo N n—-+oo
justificando nossa afirmacao.

A seguir, definamos

D.(x) = sup M

n>0 exp(ne)
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Temos D.(x) finito, pois C¢(f"(x)) é limitado e exp(—ne) — 0 quando n — +oo.

Deste modo,

|97 (B)all < C(f" (@)1 B((@)IIKo(w) exp(n(A(L) + A (L7YG) + 2¢)

< GOy ) | ) el () + M (L11G) + 36))

exp(ne)

< D (a)|B(f* @)1 K.(w) exp(n(h (L) + M(L7G) + 36).

Notemos que A\ (L7'G) = —A{(L); logo, basta tomar \ = )\1@ — M(L) +3e e
C(z) = Dc(2)||B(f™(x))|| Ke(x), onde € > 0 é escolhido de modo que A < 0.

Resta ainda provar que Aj(L|H) = A (L). Com este propésito, seja A : G- — H
dada por Au = u + Au. Por construcdo, tem-se Lo A = Ao L (Lo Au = L(u + Au) =
Lu+ LAu= Lu+ A(Zu) = Ao Lu), ou seja,

(LIH)(z) = A(f(2)) L(x)(A) " (2)
Portanto,

M (LIH, 2) = limsup - ~log ||(L|H)a(2)|| = limsup — 1 10gHﬁ(f”(x))zn(fc)(ﬁ)’l(fv)H

n—-—4o0o ?’L*)+OO

< limsup — 10g||A(f”( ))||+11msup log || Ly (= )||+hmsup—10g||( A)~ (@)

n—-—+00 n—-+o0o n—-+00
O segundo termo da tltima desigualdade acima é igual a A\;(L) e o terceiro é nulo.

Além disso,

timsup ~ Jog | A(7"())]| = 0 (3.12)

n—-—+o00

De fato,
1< [lidl] < JA(f" @) = lid + A" @) < 1+ A ()]

—HHZ@’“ ||<1+Z||<I>m (@)

C(f"(x)

<1 ™( =1 .
+ C(f"( Zexp Am) + " = exp(\)

m=0

Logo,

L1 A @) < 1+ 2 0 < AP @) < L S
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Resulta entao que

~ C(f"(x
Hog LA @) < 7 log L0
ou seja,
log | A(f" ()| < - log C(f" () — - los(1 — exp()
e, assim,

1 ~ 1
0 < limsup — log || A(f"(z))|| < limsup —log C(f"(x)).
n—+oo T n—+oo N

Afirmamos que K (z) e D.(z) tém crescimento subexponencial.

Para v € Gy \ {0}, seja

|Zo ()0
K. (x,v) =su = :
(z,v) nzlg {exp(n(M(L) +€)[|v| }

Observemos que se n = 0 entao

| Zos1 ()0 _ 1 @l
exp((n+ (ML) + )l expM(L) +€)  exp(n(Ma(L) + e)]v]]
L@l I Ea(f@) L)
exp(M(L) + e)llv]l - exp(n(M(L) + )| L(z)v]
Consequentemente,

K.(z,v) = max {1, x CKo(f(2), Z(:L’)v)} .

IL@)o] < b;. Temos:

Sejam a; e by reais positivos tais que a; < — =20
Jam a1 e h p que t = Co o @roll =

K (x)
“S K (@)

Logo, (log(K. o f) —log K.) ¢é limitada e, em particular, integravel. Pelo Lema 3.1,

< max{l,b}

1
lim —log(K .o ") =0.

n—4+oo N,
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Analogamente, mostra-se que

1
lim —log(K.o f")=0.

n——oo M,

Portanto, K, tem crescimento subexponencial.

Agora, notemos que

CAa) oo [ NG
"= g ) {1’exp(—>\1(L—1|G)—e)||u|| AN ))}
Ce(f"(@) _ 1 (LG (f™(@)ull O (g
"0 ep(ne) {expme)’ SPMEG) + (= Dofa] “U" ))}
_ max{ 1 (LG (M @)ull Ce(f”_l(l‘))}
exp(ne) exp(—M(L7HG) —e)llull  exp(ne) |

Por conseguinte,

I @l
(M (LG — o PV ))}'

D.(z) = max{l,

Tomando constantes positivas « e 3 tais que a < exl‘lgfgitil(iflg)mz);ﬁ“lu” < (3, temos
D ()

De(f~(z))

donde (log(D. o f~') —log D,) ¢ limitada e, em particular, integrdvel. Uma vez mais,

< max{1, 5},

usando o Lema 3.1, concluimos que %log(D6 o f™™) — 0, quando n — +o00. De modo
similar, prova-se que +log(D, o f") — 0, quando n — +oco. Portanto, D(x) tem cresci-
mento subexponencial.

Lembrando que C(z) = D(z)||B(f"(z))||K:(z) e que B tem norma limitada, segue

que

log C(f" () =+ log De(f"(2) + + log [ BUZ ()] + - log K. ()

0 que nos permite concluir que C' tem crescimento subexponencial e, portanto,(3.12) se

verifica. Isto, por sua vez, acarreta A (L|H) < A (L).
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Para finalizar, tendo em vista que L(z) = (A)~(f(z))(L|H)(z)A(z), obtemos

M(E) = limsup —log | Z,(o)]] = limsup ~ log [(3)™ (" (@) (£ ) () ()]

n——4o00 n—-—+oo

<hmsup—10g||( )N (f f*(@))| + limsup — 1OgII(LIH) ()]l

n—-+o00 n—-+o00

1
+limsup — log | A(2)]|.

n—-+00
O segundo termo a direita desta ultima desigualdade é A (L|H), z) e o terceiro é nulo.
Uma vez que ||(A)7| < 1 (pois (A)™! = #|H : H — G*) em p-quase toda parte,
conclui-se que

i sup Log (D)1 (/" (@) =

n—-+o0o

Deste modo, )\I(Z) < A\ (L|H, ) e isto conclui a prova do lema.
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