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Teorema Ergódico Multiplicativo

de Oseledets

Fabricio Fernando Alves

Orientador: Prof. Dr. Vanderlei Minori Horita

Dissertação apresentada ao Instituto de Biociências, Le-

tras e Ciências Exatas da Universidade Estadual Paulista,
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bem como aos Professores Daniel Smania Brandão e Ali Messaoudi, integrantes da banca

examinadora.
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Resumo

Este trabalho apresenta os conceitos de expoentes de Lyapounov e de espaços próprios

e fornece um resultado devido a Oseledets, o qual trata da existência desses expoentes

(e, consequentemente, dos espaços próprios) do ponto de vista da teoria da medida. A

prova do teorema que nós fornecemos foi dada originalmente por Mañé e posteriormente

melhorada por Viana.

Palavras-Chave: Sistemas dinâmicos, teoria ergódica, fibrados.
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Abstract

This work presents the concepts of Lyapounov exponents and of proper spaces and pro-

vides a result due to Oseledets, which deals with the existence of these exponents (and,

consequently, of the proper spaces) from a measure-theoretical point of view. The proof

of the theorem which we provide was originally given by Mañé and later improved by

Viana.

Keywords: Dynamical systems, ergodic theory, fiber bundles.
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Introdução

É sabido que os números reais conhecidos como expoentes de Lyapounov estão relaciona-

dos com a estabilidade de um dado sistema dinâmico. Entretanto, é natural questionar se

tais números realmente existem. Um resultado publicado em 1968 e atualmente conhecido

como Teorema de Oseledets, estabelece condições em que estes números existem.

No Caṕıtulo 1, são expostas algumas definições e resultados da teoria da medida

e integração, enquanto que o Caṕıtulo 2 é uma breve introdução à Teoria Ergódica,

trazendo importantes teoremas, tais como o Teorema da Recorrência de Poincaré e o

Teorema Ergódico de Birkhoff. A maioria dos resultados contidos nestes dois caṕıtulos

é enunciada sem prova. Porém, indicamos as referências bibliográficas que demonstram

esses resultados.

O Caṕıtulo 3 é iniciado motivando a definição dos expoentes de Lyapounov para

difeomorfismos definidos em subconjuntos abertos de espaços euclidianos. A seguir, são

apresentadas a definição de pontos regulares, espaços próprios e expoentes de Lyapounov

para difeomorfismos definidos em variedades riemannianas compactas de dimensão finita

e, então, enunciamos um resultado que garante a existência dos pontos regulares do ponto

de vista da teoria da medida, a saber: o Teorema de Oseledets. A prova deste teorema

é obtida a partir de um resultado mais geral, cuja prova é obtida a partir de três lemas

enunciados e demonstrados ao longo do caṕıtulo.
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Caṕıtulo 1

Elementos de Teoria da Medida

Neste caṕıtulo, apresentaremos definições e resultados da Teoria da Medida a serem uti-

lizados neste texto. As demonstrações podem ser vistas, por exemplo, nas referências

bibliográficas [1], [3] e [4].

1.1 Medidas

Definição 1.1 Seja X um conjunto. Diz-se que uma famı́lia O de subconjuntos de X é

uma álgebra se

(i) X ∈ O;

(ii) A ∈ O ⇒ Ac ∈ O;

(iii) A,B ∈ O ⇒ A ∪ B ∈ O.

Observação 1.1 Decorre imediatamente da definição acima que

(i) A,B ∈ O ⇒ A ∩ B = (Ac ∪ Bc)c ∈ O;

(ii) A,B ∈ O ⇒ A \ B = A ∩ Bc ∈ O.

Definição 1.2 A famı́lia O é denominada σ-álgebra se é uma álgebra e satisfaz

Ai ∈ O, i = 1, 2, ... ⇒
⋃
i

Ai ∈ O.
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Definição 1.3 Seja O0 uma famı́lia de subconjuntos de X. A σ-álgebra gerada por O0

é a “menor”σ-álgebra contendo O0, ou seja, é a intersecção de todas as σ-álgebras que

contêm O0.

Definição 1.4 Seja O uma álgebra de subconjuntos de X. Diz-se que uma função μ :

O −→ [0, +∞] é uma medida em O se

(i) μ(∅) = 0;

(ii) para toda coleção finita ou enumerável de subconjuntos disjuntos Ai ∈ O, i = 1, 2, ...,

tais que
⋃
i

Ai ∈ O, tem-se

μ(
⋃
i

Ai) =
∑

i

μ(Ai).

A medida será σ-finita se X puder ser decomposto em uma união enumerável de conjuntos

com medida finita.

Uma pergunta que pode ocorrer é a seguinte: é posśıvel estender uma medida em uma

álgebra para uma σ-álgebra “maior”? O teorema de extensão abaixo fornece a resposta.

Teorema 1.1 (Hahn-Kolmogorov) Se O0 é uma álgebra de subconjuntos de X e ν

uma medida definida em O0, então existem uma σ-álgebra e uma medida μ em O tal que

O0 ⊂ O e ν(A) = μ(A) para cada A ∈ O0 (ou seja, μ é uma extensão de ν em O). Se ν

é σ-finita, a extensão sobre a σ-álgebra gerada por O0 é única.

Definição 1.5 Seja X um espaço topológico. A σ-álgebra de Borel de X é a σ-álgebra

gerada pelos subconjuntos fechados de X. Os conjuntos da σ-álgebra de Borel são chama-

dos conjuntos de Borel ou borelianos.

Observação 1.2 A σ-álgebra gerada pelos subconjuntos abertos de X coincide com a

σ-álgebra de Borel, pois os complementares de conjuntos abertos são fechados.

Definição 1.6 O par (X,O), onde X é um conjunto e O é uma σ-álgebra de conjun-

tos, chama-se espaço mensurável. Os elementos de O são denominados conjuntos

mensuráveis.
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Definição 1.7 A terna (X,O, μ), onde X é um conjuntos, O é uma σ-álgebra de con-

juntos de X e μ : O −→ [0, +∞] é uma medida, é denominada espaço de medida.

Se μ(X) = 1, então (X,O, μ) é um espaço de probabilidade e μ uma medida de

probabilidade ou uma probabilidade.

Definição 1.8 Seja (X,O, μ) um espaço de medida.

(i) Um subconjunto A ⊂ X tem medida nula se existe Ã ∈ O, tal que A ⊂ Ã e

μ(Ã) = 0.

(ii) Os conjuntos A1, A2 ⊂ X são equivalentes ( mod 0) se a diferença simétrica,

A1
A2 = (A1 \ A2) ∪ (A2 \ A1) tem medida nula.

(iii) Se S é uma famı́lia de subconjuntos de X, diz-se que A ∈ S ( mod 0) se existe

A1 ∈ S equivalente ( mod 0) a A.

(iv) S1 = S2 ( mod 0) se para todo A1 ∈ S1 e A2 ∈ S2, tem-se A1 ∈ S2 ( mod 0) e

A2 ∈ S1 ( mod 0).

(v) S gera O( mod 0) se O = S ( mod 0), onde S é a σ-álgebra gerada por S.

Definição 1.9 Diz-se que uma propriedade aplicável a pontos de um conjunto S ⊂ X

vale em quase todo ponto x ∈ S (abreviadamente q.t.p) se o conjunto dos pontos de S

onde a propriedade é falsa possui medida nula.

Todo elemento A da σ-álgebra gerada por uma álgebra é aproximado por algum el-

emento A0 da álgebra. Com isto, queremos dizer que a diferença simétrica A
A0 =

(A \ A0) ∪ (A0 \ A) tem medida pequena.

Teorema 1.2 (de Aproximação) Seja (X,O, μ) um espaço de medida e O0 ⊂ O uma

álgebra que gera O(mod0). Então, para todo A ∈ O e ε > 0 existe A0 ∈ O0 tal que

μ(A
A0) ≤ ε. A rećıproca é verdadeira no caso em que (X,O, μ) é um espaço de proba-

bilidade.

Teorema 1.3 Seja X um espaço métrico separável, O a σ-álgebra de Borel de X e μ :

O −→ [0, 1] uma probabilidade. Então, para todo conjunto de Borel A e todo ε > 0 existe

um compacto K ⊂ A tal que μ(A \ K) ≤ ε.
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1.2 Funções Mensuráveis

Definição 1.10 Sejam X,Y dois conjuntos e O e S suas respectivas σ-álgebras. A

aplicação f : X −→ Y é mensurável com respeito a O e S se f−1(B) ∈ O para todo

B ∈ S. Quando X e Y são espaços topológicos, diz-se que f : X −→ Y é mensurável se

o é para as σ-álgebras de Borel de X e Y .

Proposição 1.1 Se X e Y são espaços topológicos e f : X −→ Y uma aplicação tal que

f−1(A) é um subconjunto de Borel de X para cada subconjunto aberto de Y , então f é

mensurável.

Corolário 1.1 Se X e Y são espaços topológicos, então toda aplicação cont́ınua f :

X −→ Y é mensurável.

Definição 1.11 Seja X um conjunto e Y um espaço topológico. Uma sequência de

funções fn : X −→ Y , n ≥ 1, converge (pontualmente) para uma função f : X −→ Y se

lim
n→+∞

fn(x) = f(x)

para todo x ∈ X.

Corolário 1.2 Se X é um conjunto com uma σ-álgebra O, Y um espaço métrico com

uma σ-álgebra de Borel e fn : X −→ Y , n ≥ 1, uma sequência de funções mensuráveis

que converge pontualmente para uma aplicação f : X −→ Y , então f é mensurável.

Proposição 1.2 Sejam (A,A) e (B,B) espaços mensuráveis e f qualquer aplicação de

A até B. Se existe uma cobertura enumerável (An)n de A por conjuntos mensuráveis tais

que f | An : An −→ B é uma aplicação mensurável para cada n ≥ 1, então f : A −→ B

é uma aplicação mensurável.

Definição 1.12 Seja (X,O, μ) um espaço de medida e Y um espaço topológico. Uma

sequência de funções fn : X −→ Y , n ∈ N, converge em quase toda a parte para a função

f : X −→ Y se o conjunto dos pontos x ∈ X para os quais a convergência fn(x) −→ f(x)

não se verifica tem medida nula.
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Definição 1.13 Seja (X,O, μ) um espaço de medida e consideremos a sequência de

funções fn : X −→ IR, n ≥ 1. Diz-se que fn converge uniformemente a f q.t.p se existe

um conjunto E0 de medida nula tal que, para todo ε > 0, existe um natural n0 = n0(ε) de

maneira que

|fn(x) − f(x)| < ε se n ≥ n0 e x /∈ E0.

O resultado seguinte, relaciona a convergência q.t.p e a convergência uniforme.

Teorema 1.4 (Egorov) Seja (X,O, μ) um espaço de probabilidade, f : X −→ IR uma

função e fn : X −→ IR, n ≥ 1, uma sequência de funções mensuráveis tais que lim
n→+∞

fn(x) =

f(x) em q.t.p x ∈ X. Nestas condições, a sequência fn converge quase uniformemente a f ,

ou seja, dado ε > 0, existe A ∈ O com μ(A) ≤ ε e tal que fn | Ac converge uniformemente

a f | Ac.

Definição 1.14 Uma sequência de funções mensuráveis fn : X −→ IR converge em

medida à função mensurável f : X −→ IR quando, para qualquer ε > 0,

lim
n→+∞

μ({x; |fn(x) − f(x)| > ε}) = 0.

Teorema 1.5 Se uma sequência converge em medida, então ela possui uma subsequência

que converge em quase toda parte. Além disso, se μ(X) < +∞, a convergência em quase

toda a parte acarreta a convergência em medida.

1.3 Funções Integráveis

Seja (X,O, μ) um espaço de medida. Se A é uma elemento da σ-álgebra O,então definimos

sua função caracteŕıstica, χA, por: χA(x) = 0 se x /∈ A e χA(x) = 1 se x ∈ A. Diz-se

que uma função f : X −→ C é simples se ela pode ser escrita como f =
n∑

i=1

λiχAi
, onde

Ai (i = 1, 2, ..., n) pertence à σ-álgebra e μ(Ai) < +∞, sempre que λi 
= 0. Neste caso,

define-se a integral de f por ∫
X

fdμ =
n∑

i=1

λiμ(Ai).
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Observação 1.3 Prova-se que este número independe da forma de escrever f como uma

combinação linear de funções caracteŕısticas. Noutras palavras, se f =
n∑

i=1

λiχAi
e f =

m∑
j=1

βjχBj
, então

n∑
i=1

λiμ(Ai) =
m∑

j=1

βiμ(Bi).

Agora, uma função f : X −→ C é integrável se existe uma sequência de funções

simples fn : X −→ C, n = 1, 2, ... tais que

lim
n→+∞

fn(x) = f(x) q.t.p x ∈ X

lim
n,m→+∞

∫
X

|fn − fm|dμ = 0.

Nestas condições, definimos a integral de f por∫
X

fdμ = lim
n→+∞

∫
X

fndμ. (1.1)

Observação 1.4 Prova-se que o limite (1.1) existe e independe da sequência fn.

Uma função f : X −→ C é integrável sobre um conjunto A ⊂ X se f.χA é integrável

e pomos ∫
A

fdμ =

∫
X

f.χAdμ.

Observação 1.5 1. Funções integráveis não são necessariamente mensuráveis, mas

sempre coincidem com uma função mensurável em quase toda a parte.

2. Uma função f é integrável se, e somente se, |f | o é.

Frequentemente surge a questão de saber se uma dada função f : X −→ C, que é

limite q.t.p de uma sequência de funções integráveis fn : X −→ C é integrável e se sua

integral é o limite das integrais de fn quando n → +∞. Os três resultados seguintes são

ferramentas úteis para resolver este problema.

Teorema 1.6 (Fatou) Seja fn : X −→ R uma sequência de funções integráveis positivas

satisfazendo

lim inf
n→+∞

∫
X

fndμ < +∞
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e convergindo q.t.p para a função f : X −→ R. Então, f é integrável e

lim inf
n→+∞

∫
X

fndμ ≥
∫

X

fdμ.

Teorema 1.7 (Convergência Monótona) Seja fn : X −→ R uma sequência de funções

integráveis tais que, para quase todo ponto x ∈ X a sequência fn(x) é monótona crescente

e

sup
n

∫
X

fndμ < +∞.

Então, a função f(x) = lim
n→+∞

fn(x) é integrável e

lim
n→+∞

∫
X

fndμ =

∫
X

fdμ.

Teorema 1.8 (Convergência Dominada) Seja fn : X −→ C uma sequência de fun-

ções integráveis dominada por uma função f : X −→ R, ou seja, |fn(x)| ≤ f(x), para

todo n e quase todo x ∈ X. Se a sequência fn(x) converge para quase todo x, então a

função limite f(x) = lim
n→+∞

fn(x) satisfaz∫
X

fdμ = lim
n→+∞

∫
X

fndμ.

Dado p ≥ 1, indica-se por Lp(X,O, μ) o conjunto das funções f : X −→ C tais que

|f |p é integrável, identificando as funções que coincidem q.t.p. Define-se em Lp(X,O, μ)

uma norma ‖.‖p pondo

‖f‖p = (

∫
X

|f |pdμ)
1
p .

Observação 1.6 O fato de ‖.‖p ser uma norma decorre da desigualdade de Minkowski,

a qual estabelece que se f e g pertencem a Lp(X,O, μ), então f + g também pertence e

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Denota-se por L+∞(X,O, μ) o conjunto das funções f : X −→ C tais que existe uma

constante positiva K satisfazendo |f(x)| ≤ K para quase todo ponto x ∈ X, identificando

funções que coincidem em q.t.p. O ı́nfimo dos K com esta propriedade é denotado por

‖f‖∞ e define uma norma em L+∞(X,O, μ). E prova-se ainda que L+∞(X,O, μ) dotado

com a norma ‖.‖∞ é um espaço de Banach.
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Definição 1.15 Seja (X,O) uma espaço mensurável e sejam μ : O −→ [0, +∞] e ν :

O −→ [0, +∞] medidas. Diz-se que μ é absolutamente cont́ınua com respeito a ν, e

denotamos μ � ν, se A ∈ O e ν(A) = 0 implica μ(A) = 0.

Teorema 1.9 (Radon-Nikodym) Seja (X,O, μ) um espaço de medida e ν : O −→
[0, +∞] uma medida tal que μ � ν. Se (X,O, μ) e σ-finito (ou seja, existe uma cobertura

enumerável de X por conjuntos em O de medida finita segundo μ), então existe uma

função integrável com respeito a ν, f : X −→ R
+ de modo que para todo A ∈ O

μ(A) =

∫
X

fdν.

Tal função é única. Além disso, uma função g : X −→ C pertence a L1(X,O, μ) se, e

somente se, gf ∈ L1(X,O, ν), e então∫
X

gdμ =

∫
X

fgdν.

Observação 1.7 A função f é chamada a derivada de Radon-Nikodym de μ com

respeito a ν e é denotada por dμ
dν

.
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Caṕıtulo 2

Ergodicidade

Neste capitulo, faz-se uma breve exposição da Teoria Ergódica. São apresentadas duas

versões do Teorema de Recorrência de Poincaré: uma do ponto de vista mensurável e

uma versão topológica. Apresentamos ainda o Teorema Ergódico de Birkhoff. O assunto

aqui exposto pode ser encontrado nas referências bibliográficas [2],[8],[9].

2.1 Aplicações que Preservam Medida

Definição 2.1 Sejam (X,O, μ) e (Y,S, ν) espaços de medida. Uma aplicação T : X −→
Y preserva medida quando

B ∈ S =⇒ T−1(B) ∈ O e μ(T−1(B)) = ν(B).

Se (X,O, μ) = (Y,S, ν), então μ é invariante sob T ou que T é um automorfismo de

(X,O, μ).

A proposição seguinte fornece um critério para verificar se uma aplicação T preserva

medida.

Proposição 2.1 Sejam (X,O, μ) e (Y,S, ν) espaços de medida σ-finitos e seja T : X →
Y tal que B ∈ S implica T−1(B) ∈ O. Se existe uma álgebra S0 ⊂ S que gera S tal que

μ(T−1(B)) = ν(B), para todo B ∈ S0, então T : X −→ Y preserva medida.
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Demonstração:

Seja ν0 : S → R a medida definida como:

ν0(B) = μ(T−1(B)).

Se mostrarmos que ν0 = ν, então a proposição estará provada. Ora, ν0 | S0 = ν | S0;

logo, ν0 é uma extensão a S de ν | S0. Pelo Teorema 1.1, página 13, tal extensão é única

e, portanto, ν0 = ν. �

Seja X uma espaço métrico compacto e O sua σ-álgebra de Borel. Denotemos por

M(X) o conjunto das probabilidades μ : O −→ [0, 1]. Se T : X −→ X é uma aplicação

cont́ınua, seja MT (X) o conjunto das probabilidades que são invariantes sob T .

O restante desta seção será dedicado a mostrar que as medidas invariantes existem de

fato. Para isto, são necessários alguns conceitos e resultados preliminares.

Em primeiro lugar, vamos introduzir em M(X) a topologia definida pelas vizinhanças

básicas

Vϕ,ε = {ν ∈ M(X);

∣∣∣∣∫
X

ϕdν −
∫

X

ϕdμ

∣∣∣∣ ≤ ε}

onde ε > 0 e ϕ : X −→ R é uma função cont́ınua.

Consideremos C0(X) o espaço vetorial das funções cont́ınuas f : X −→ R dotado com

a norma

‖f‖0 = sup
x∈X

|f(x)|.

Uma vez que X é um espaço métrico compacto, existe um subconjunto enumerável {g}i>0

de C0(X) denso na bola unitária B = {f ∈ C0(X); ‖f‖0 ≤ 1}. Vamos considerar em

M(X) a métrica

d(μ, ν) =
+∞∑
j=1

1

2j

∣∣∣∣∫
X

gjdμ −
∫

X

gjdν

∣∣∣∣ .

Lema 2.1 Seja (μn) uma sequência de pontos de M(X). As seguintes afirmações são

equivalentes:

a) lim
n→+∞

d(μn, μ) = 0.

b) lim
n→+∞

∫
X

gjdμn =

∫
X

gjdμ para todo j ≥ 1.
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c) lim
n→+∞

∫
X

gdμn =

∫
X

gdμ para todo g ∈ C0(X).

Lema 2.2 O conjunto M(X) é um espaço métrico compacto.

As demonstrações de ambos os lemas podem ser encontradas na referência bibliográfica

[8].

Proposição 2.2 O conjunto MT (X) é não vazio.

Demonstração:

Dada uma aplicação T : X −→ X, definamos uma aplicação T ∗ : M(X) −→ M(X)

por (T ∗μ)(A) = μ(T−1(A)), para todo conjunto boreliano A ⊂ X. Esta aplicação é

cont́ınua. A proposição estará provada se obtivermos μ ∈ M(X) tal que T ∗μ = μ.

Tomemos qualquer μ0 ∈ M(X) e consideremos a sequência

μn =
1

n + 1

n∑
m=0

(T ∗)mμ0.

Como M(X) é compacto, podemos obter uma subsequência (μnj
)j≥1 convergindo, diga-

mos, para μ. Então

T ∗μnj
=

1

nj + 1

nj∑
m=0

(T ∗)m+1μ0 =

=
1

nj + 1

nj∑
m=0

(T ∗)mμ0 − 1

nj + 1
μ0 +

1

nj + 1
(T ∗)nj+1μ0.

Temos lim
nj→+∞

1

nj + 1
μ0 = 0 e lim

nj→+∞
1

nj + 1
(T ∗)nj+1μ0 = 0. Enquanto que o primeiro

limite é claro, o segundo decorre do seguinte fato:

0 ≤ 1

nj

(T ∗)njμ(E) =
1

nj

μ(T−nj(E)) ≤ 1

nj

.

Deste modo,

T ∗μ = T ∗( lim
nj→+∞

μnj
) = lim

nj→+∞
T ∗μnj

=

= lim
nj→+∞

1

nj + 1

nj∑
m=0

(T ∗)mμ0 = lim
j→+∞

μnj
= μ,

ou seja, a medida μ é invariante por T . �
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2.2 Teorema de Recorrência de Poincaré

Diz-se que um ponto x ∈ X, onde X é um espaço métrico ou topológico, é recorrente

quando sua trajetória pelo sistema dinâmico f : X −→ X volta arbitrariamente perto

de x à medida que o tempo avança. Falando de modo mais preciso, um ponto x ∈ X é

recorrente para uma transformação f : X −→ X se, dada qualquer vizinhança V de x,

existe algum iterado fn(x) que está em V .

Inicialmente, apresentamos uma versão mensurável do Teorema de Poincaré, a qual

não faz referência à topologia de X.

Teorema 2.1 Seja f : X −→ X uma aplicação mensurável, μ uma medida invariante

finita e E ⊂ X qualquer conjunto mensurável com μ(E) > 0. Então μ-quase todo ponto

x ∈ X tem algum iterado fn(x), n ≥ 1, que também está em E.

Demonstração: Seja E0 = {x ∈ E; fn(x) /∈ E, ∀n > 0}. Provemos que E0 tem medida

nula. Antes, porém, afirmamos que as pré-imagens f−n(E0) são duas a duas disjuntas.

Com efeito, suponhamos que existam m,n ≥ 1 tais que f−m(E0) ∩ f−n(E0) 
= ∅.
Seja x ∈ f−m(E0) ∩ f−n(E0) e consideremos y = fn(x). Logo, y ∈ E0 e fm−n(y) =

fm(x) ∈ E0, o qual está contido em E. Ora, isto significa que y volta pelo menos uma

vez a E, o que contraria a definição de E0. Portanto, as pré-imagens de E0 são duas a

duas disjuntas. Isto, por sua vez, implica que

μ(
∞⋃

n=0

f−n(E0)) =
∞∑

n=0

μ(f−n(E0)) =
∞∑

n=0

μ(E0),

onde na última igualdade empregamos a hipótese que μ é invariante. Uma vez que a

medida é finita, temos μ(
∞⋃

n=0

f−n(E0)) < +∞. Assim,
∞∑

n=0

μ(E0 < +∞. Mas isto é

posśıvel apenas se cada parcela for nula. Portanto, μ(E0) = 0. �

Observação 2.1 O Teorema 2.1 garante que quase todo ponto de E regressa a E no

futuro.

Corolário 2.1 Ainda nas condições do Teorema 2.1, para μ-quase todo ponto x ∈ E

existem infinitos valores de n ≥ 1 tais que fn(x) está em E.
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Demonstração: Para cada valor k ≥ 1, seja Ek o conjunto dos pontos x ∈ E que

regressam a E exatamente k vezes, isto é, existem exatamente k valores de n ≥ 1 tais que

fn(x) ∈ E. Notemos que o conjunto dos pontos que regressam a E somente um número

finito de vezes é ∞⋃
k=1

Ek.

Como consequência, para provar o corolário, basta mostrar que μ(Ek) = 0, para todo

k ≥ 1. Faremos isto por contradição.

Vamos supor que exista um k ≥ 1 para o qual μ(Ek) > 0. Logo, aplicando o Teorema

2.1, com Ek no lugar de E, resulta que quase todo ponto x ∈ Ek possui algum iterado

fn(x) que está em Ek. Fixemos um tal x e seja y = fn(x). Pela definição de Ek, y tem

exatamente k iterados futuros que estão em Ek. Mas pelo fato de y ser um iterado de x,

resulta que x tem k + 1 iterados futuros em Ek, o que contradiz x ∈ Ek. Por conseguinte,

Ek tem medida nula, relativamente a μ, o que conclui a demonstração. �

Na sequência, vamos provar a versão topológica do teorema de recorrência, em cuja

formulação suporemos que o espaço topológico X possui base enumerável de abertos, isto

é, uma famı́lia {Uk; k ∈ N} de abertos de X tal que todo aberto de X pode ser escrito

como uma reunião de elementos dessa famı́lia.

Teorema 2.2 Seja X um espaço topológico que admite uma base enumerável de abertos,

f : X −→ X uma aplicação mensurável e μ uma medida invariante finita. Então, μ-quase

todo ponto x ∈ X é recorrente para f .

Demonstração: Para cada k, U0
k denota o conjunto dos pontos x ∈ Uk que nunca

regressam a Uk. Pelo Teorema 2.1, para todo k, U0
k tem medida nula. Por conseguinte, a

união enumerável

Ũ =
⋃
k∈N

U0
k

tem medida nula. Portanto, basta provar que todo ponto x que não pertence a Ũ é

recorrente.

Seja x ∈ X \ Ũ e U uma vizinhança qualquer de x. Pela definição de base, existe um

k ∈ N tal que x ∈ Uk e Uk ⊂ U . Uma vez que x /∈ Ũ , resulta que x /∈ U0
k . Isto quer
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dizer que x possui algum iterado fn(x), n ≥ 1, que está em Uk. Então, segue que fn(x)

também pertence a U . Lembrando que a vizinhança U é arbitrária, resulta que x é um

ponto recorrente. �

2.3 Teorema Ergódico de Birkhoff

Dado x ∈ X e E ⊂ X um conjunto mensurável, seja

τn(E, x) =
1

n

{j ∈ {0, 1, ..., n − 1}; f j(x) ∈ E}.

Notemos que isto é o mesmo que

τn(E, x) =
1

n

n−1∑
j=0

χE(f j(x)),

onde χE denota a função caracteŕıstica do conjunto E.

Definimos o tempo médio de permanência da órbita de x em E por

τ(E, x) = lim
n→+∞

τn(E, x).

Observação 2.2 Tal limite pode não existir. No entanto, o teorema seguinte, conhecido

como teorema ergódico, fornece as condições em que este limite existe.

Teorema 2.3 Seja f : X −→ X uma transformação mensurável e μ uma probabili-

dade invariante por f . Para qualquer conjunto mensurável E ⊂ X, o tempo médio de

permanência τ(E, x) existe em μ-quase todo ponto x ∈ X. Além disso,∫
τ(E, x)dμ(x) = μ(E).

Observação 2.3 Se para um certo ponto x ∈ X existe τ(E, x), então τ(E, x) = τ(E, f(x)).

De fato, pela definição,

τ(E, f(x)) = lim
n→+∞

1

n

n∑
j=1

χE(f j(x)) =

= lim
n→+∞

(
1

n

n−1∑
j=0

χE(f j(x)) − 1

n
[χE(x) − χE(fn(x))]) =

= τ(E, x) − lim
n→+∞

1

n
[χE(x) − χE(fn(x))]).

Notando que a função caracteŕıstica é limitada, o último limite é igual a zero.
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Existe uma versão mais geral do teorema ergódico, cuja demonstração pode ser vista

em [9].

Teorema 2.4 Seja f : X −→ X uma transformação mensurável, μ uma probabilidade

invariante por f e ϕ : X −→ R uma função integrável qualquer. Então o limite

ϕ̃(x) = lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(f j(x))

existe em μ-quase todo ponto x ∈ X. Além disso,∫
ϕ̃(x)dμ(x) =

∫
ϕ(x)dμ(x).

Notemos que o Teorema 2.3 é o caso particular em que ϕ é a função caracteŕıstica χE

do conjunto E.

Observação 2.4 Dada qualquer função intergrável ϕ, a média temporal ϕ̃ satisfaz ϕ̃◦f =

ϕ̃ em μ-quase todo ponto.

De fato, para μ-quase todo ponto x,

ϕ̃(f(x)) = lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(f j+1(x)) =

= lim
n→+∞

[
1

n

n−1∑
j=0

ϕ(f j+1(x)) − 1

n
ϕ(x) +

1

n
ϕ(x)

]
=

= lim
n→+∞

[
1

n

n∑
j=0

ϕ(f j(x)) − 1

n
ϕ(x)

]
=

= lim
n→+∞

n + 1

n
.

1

n + 1

n∑
j=0

ϕ(f j(x)) − lim
n→+∞

1

n
ϕ(x) =

= lim
n→+∞

1

n + 1

n∑
j=0

ϕ(f j(x)) = ϕ̃(x).

Observação 2.5 Pela Proposição 2.5 da página 133 do livro de Ricardo Mañé (Re-

ferência bibliográfica [8]), T é ergódica se e só se τ(x,A) = μ(A) q.t.p para todo A ∈ A.
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2.4 Ergodicidade

Definição 2.2 Diz-se que uma transformação f : X −→ X é ergódica para uma proba-

bilidade invariante μ (costuma-se dizer ainda que a medida μ é ergódica para f , ou que

(f, μ) é ergódica) se as médias temporais dadas pelo Teorema 2.4 coincidem em quase

todo ponto com as respectivas médias espaciais

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(f j(x)) =

∫
ϕdμ,

para qualquer função integrável com relação a μ, ϕ : X −→ R e para μ-quase todo x ∈ X.

Definição 2.3 Um conjunto mensurável A ⊂ X é invariante se f−1(A) = A.

Definição 2.4 Uma função mensurável ψ : X −→ R é invariante se ψ ◦ f = ψ.

A proposição abaixo fornece condições equivalentes àquela dada na definição de er-

godicidade.

Proposição 2.3 Seja f : X −→ X uma transformação mensurável e μ uma probabilidade

invariante por f . São equivalentes:

1. O sistema (f, μ) é ergódico.

2. Para qualquer subconjunto invariante A, tem-se μ(A) = 0 ou μ(A) = 1.

3. Qualquer função invariante ψ é constante num conjunto de medida total.

Demonstração: 1. =⇒ 2. Considere ϕ = χA. A hipótese 1) significa por um lado que

ϕ̃(x) =

∫
ϕdμ = μ(A)

para quase todo x ∈ X. E como A é invariante, tem-se, por outro lado, que x ∈ A se,

e somente se, f(x) ∈ A. Isto acarreta ϕ(f j(x)) = ϕ(x) para todo j ≥ 0 e para todo x.

Logo,

ϕ̃(x) = ϕ(x) = χA(x)
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para todo x ∈ X. Visto que a função caracteŕıstica só assume os valores 0 e 1, estas

igualdades implicam μ(A) = 0 ou μ(A) = 1.

2. =⇒ 3. Seja ψ uma função invariante qualquer. Podemos supor ψ tomando valores

reais, pois se tomasse valores complexos, podeŕıamos considerar as partes real e imaginária

separadamente. Para k ∈ Z e n > 0, seja

X(k, n) =

{
x ∈ X :

k

2n
≤ ψ(x) <

k + 1

2n

}
= ψ−1

([
k

2n
,
k + 1

2n

))
.

Para qualquer intervalo I ⊂ R, ψ−1(I) é um conjunto invariante, pois

ψ invariante ⇒ ψ ◦ f = ψ ⇒ (ψ ◦ f)−1 = ψ−1 ⇒ f−1 ◦ ψ−1 = ψ−1

⇒ f−1(ψ−1(I)) = ψ−1(I).

Logo, decorre da hipótese 2) que ψ−1(I) possui medida zero ou um. Em particular,

μ
(
ψ−1

([
k
2n , k+1

2n

)))
= 0 ou μ

(
ψ−1

([
k
2n , k+1

2n

)))
= 1.

Para cada n fixo,
⋃
k∈Z

X(k, n) = X é uma união disjunta e, portanto, existe um único

kn com μ(X(kn, n)) = 1. Seja Y =
∞⋂

n=1

X(kn, n). Então μ(Y ) = 1 e ψ é constante num

conjunto com probabilidade μ total.

3. =⇒ 1. Seja ϕ uma função integrável qualquer. Pela Observação 2.4, página 26, a

média temporal ϕ̃ é uma função invariante. Segue pela hipótese 3) que ϕ̃ é constante em

quase todo ponto. Então, pelo Teorema 2.4,

ϕ̃(x) =

∫
ϕ̃dμ =

∫
ϕdμ

em quase todo ponto, ou seja, o sistema é ergódico. �

Observação 2.6 A pergunta que pode surgir neste momento é se uma medida ergódica

realmente existe. Quando X é um espaço métrico compacto, T : X → X uma aplicação

mensurável e MT (X) 
= ∅ a resposta é afirmativa como se pode constatar no parágrafo 6

do Caṕıtulo II do livro de Ricardo Mañé (Referência bibliográfica [8]).

Finalizamos a seção com um critério que nos permite verificar quando um conjunto

A ⊂ X, onde X é um espaço métrico compacto, possui probabilidade total.
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Proposição 2.4 Seja X um espaço métrico compacto e T : X → X uma transformação

mensurável. Então um conjunto A ⊂ X é de probabilidade total se μ(A) = 1 para toda

μ ∈ MT (X) ergódica.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada na página 170 do livro de Ricardo

Mañé (Referência bibliográfica [8]).
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Caṕıtulo 3

Teorema de Oseledets

3.1 Expoentes de Lyapounov

Seja p um ponto fixo de um difeomorfismo f : A −→ A, onde A é um subconjunto aberto

de R
d. Desejamos saber o comportamento de fn, n ∈ Z, em uma vizinhança de p. Para

isto, consideremos a derivada de f em p, Dfp : R
d −→ R

d.

Sejam α1, α2, ..., αr, αr+1, α̃r+1, ..., αs, α̃s todas as ráızes distintas do polinômio carac-

teŕıstico de Dfp. Nesta sequência, α1, α2, ..., αr representam todas as ráızes reais e αj, α̃j,

r + 1 ≤ j ≤ s, todos os pares conjugados de ráızes complexas. Além disso, cada m̃j,

1 ≤ j ≤ s denotará as respectivas multiplicidades. Pelo Teorema de Jordan (forma

canônica real), as ráızes, as quais são autovalores de Dfp, estão associadas a autoespaços

generalizados Ẽj, invariantes por Dfp, 1 ≤ j ≤ s, cujas dimensões respectivas são iguais

a m̃j, para 1 ≤ j ≤ r e 2m̃j para r < j ≤ s (no último caso, o espaço Ẽj está associado

ao par αj, α̃j). Além disso, R
d =

s⊕
j=1

Ẽj. Observemos que como f é um difeomorfismo,

temos det Dfp 
= 0 e, assim, αj 
= 0, para todo j (se existisse j0 tal que αj0 = 0, então

det[Dfp − αj0I] = 0, donde det Dfp = 0, o que é absurdo!).

Se vi é um autovetor de Ẽj, então Dfn
p vi = αn

i vi; logo,

log ‖Dfn
p vi‖ = n log |αi| + log ‖vi‖,
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para todo n ∈ Z. Para qualquer 
0 
= vi ∈ Ẽi vale

lim
n→±∞

1

n
log ‖Dfn

p vi‖ = log |αi|. (3.1)

Verifiquemos esta última afirmação supondo dim Ẽi = 2. Temos dois casos para con-

siderar:

Primeiro: αi é uma raiz real com multiplicidade 2. Então Df restrita a Ẽi é

dada por uma matriz de Jordan J =

⎛⎝ αi 1

0 αi

⎞⎠. Por indução, mostra-se que Jn =⎛⎝ αn
i nαn−1

i

0 αn
i

⎞⎠, para todo n ∈ N e, a partir disto, conclui-se que Jn =

⎛⎝ αn
i nαn−1

i

0 αn
i

⎞⎠,

para todo n ∈ Z. Então,

lim
n±∞

1

n
log ‖Dfn

p vi‖ = lim
n±∞

1

n
log ‖Jn

p vi‖ = lim
n±∞

1

n
log

∥∥∥∥∥∥αn
i

⎛⎝ 1 nα−1
i

0 1

⎞⎠ vi

∥∥∥∥∥∥
= lim

n±∞
1

n
log |αn

i |
∥∥∥∥∥∥
⎛⎝ 1 nα−1

i

0 1

⎞⎠ vi

∥∥∥∥∥∥
= lim

n±∞
1

n
log |αn

i | + lim
n±∞

1

n

∥∥∥∥∥∥
⎛⎝ 1 nα−1

i

0 1

⎞⎠ vi

∥∥∥∥∥∥
= lim

n±∞
1

n
log |αi|n = log |αi|.

Segundo: αj = a+bi, b 
= 0 (raiz complexa). Neste caso, a forma canônica de Jordan

correspondente é J =

⎛⎝ a b

−b a

⎞⎠. Então, considerando-se a forma polar de αj, mostra-se

que Jn = |αj|n
⎛⎝ cos nφ sin nφ

− sin nφ cos nφ

⎞⎠, para algum φ ∈ [0, 2π) e n ∈ Z, donde

lim
n±∞

1

n
log ‖Dfn

p vj‖ = lim
n±∞

1

n
log ‖Jn

p vj‖ = lim
n±∞

1

n
log |αn

j |
∥∥∥∥∥∥
⎛⎝ cos nφ sin nφ

− sin nφ cos nφ

⎞⎠ vj

∥∥∥∥∥∥
= log |αj|.

Isto justifica a afirmação feita acima para o caso em que dim Ẽi = 2. �
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A equação (3.1) sugere que devemos estudar os logaritmos dos módulos dos autovalores,

λi = log |αi|

os quais são denominados expoentes de Lyapounov da aplicação f no ponto fixo

p. Notemos que autovalores distintos αi 
= αj correspondem ao mesmo expoente de

Lyapounov se |αi| = |αj|. Neste caso, cada vetor não nulo da soma direta dos subespaços

correspondentes Ẽi

⊕
Ẽj satisfaz (3.1).

Deste modo, temos uma decomposição de R
d como uma soma direta de subespaços

Ẽ1 ⊕ ... ⊕ Ẽm(p) tais que se 
0 
= vi ∈ Ei, então

lim
n→±∞

1

n
log ‖Dfn

p vi‖ = λi(p),

onde λi(p) é o expoente de Lyapounov associado a Ei.

E se, além disso, suponhamos que todos os expoentes de Lyapounov no ponto fixo p

são não nulos (diz-se neste caso que p é hiperbólico), podemos somar todos os subes-

paços com expoentes de Lyapounov negativos e todos os subespaços com expoentes de

Lyapounov positivos para obter, respectivamente, subespaçoes Es e Eu, tais que

i) R
d = Es ⊕ Eu,

ii) Dfp(E
s) = Es e Dfp(E

u) = Eu.

O assunto exposto nos parágrafos anteriores pode ser estendido para qualquer difeo-

morfismo f : A −→ A, de um subconjunto aberto A ⊂ M de uma variedade riemanniana

M . Uma estrutura riemanniana em M é necessária para que a norma ‖.‖ esteja bem

definida.

Observação 3.1 1. Se o ponto p é periódico com peŕıodo k, podemos adaptar tudo o

que foi descrito acima à aplicação fk : A −→ A.

2. Quando p não é um ponto periódico, pode-se ainda definir os expoentes de Lyapounov

para este ponto de um modo semelhante:
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Definição 3.1 Seja fn uma aplicação diferenciável em um ponto p da variedade rieman-

niana M , para todo n ∈ Z. Suponhamos que o espaço tangente TpM é uma soma direta

de subespaços Ẽ1 ⊕ ... ⊕ Ẽm(p) tais que se 
0 
= vi ∈ Ei, então

lim
n→±∞

1

n
log ‖Dfn

p vi‖ = λi(p) (3.2)

Os valores λi(p) são denominados expoentes de Lyapounov no ponto p, cujas multi-

plicidades são dim Ei.

Observação 3.2 1. Notemos que a existência do limite (3.2) não está garantida para

qualquer ponto p ∈ A.

2. Se um ponto p ∈ A tem expoentes de Lyapounov e nenhum deles é nulo, diz-se que p é

um ponto hiperbólico. Para um ponto hiperbólico p ∈ M , tem-se TpM = Es⊕Eu,

onde

Es
p =

⊕
λi(p)<0

Ei e Eu
p =

⊕
λi(p)>0

Ei

3.2 Pontos Regulares. O Teorema de Oseledets

Definição 3.2 Seja M uma variedade riemanniana compacta de dimensão finita e f :

M −→ M um difeomorfismo de classe C1. Diz-se que um ponto p ∈ M é regular de f

se existem números reais λ1 > ... > λl e uma decomposição TpM = E1(p)⊕ ...⊕El(p) do

espaço tangente a M em p tais que

lim
n→±∞

1

n
log ‖Dfn

p u‖ = λj(p)

para todo u ∈ Ej(p) \ {0} e 1 ≤ j ≤ l.

Observe que qualquer vetor não nulo u de TpM pode ser escrito como u =
l∑

i=1

ui, com

ui ∈ Ei(p). Logo,

lim
n→+∞

1

n
log ‖Dfn

p u‖ = λj(p)

onde j é dado por

j = inf{1 ≤ i ≤ l; ui 
= 0}.
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De modo semelhante,

lim
n→−∞

1

n
log ‖Dfn

p u‖ = λk(p)

onde k é dado por

k = sup{1 ≤ i ≤ l; ui 
= 0}.

Assim,

lim
n→+∞

1

n
log ‖Dfn

p u‖ = lim
n→−∞

1

n
log ‖Dfn

p u‖

se, e somente se, j = k, isto é, se e só se, u pertence a algum dos espaços Ei(p), 1 ≤
i ≤ l. Vejamos que isto acarreta a unicidade da decomposição de TpM e dos números

λj(p). Suponhamos que exista uma outra decomposição TpM = Ẽ1(p)⊕ ...⊕ Ẽm(p). Seja

uj ∈ Ej(p) \ {0}. Então, uj =
m∑

i=1

βiṽi, com ṽi ∈ Ẽi(p). Assim,

λj(p) = lim
n→+∞

1

n
log ‖Dfn

p uj‖ = λ̃k+(p)

onde k+ = inf{1 ≤ i ≤ m; ṽi 
= 0} e

λj(p) = lim
n→−∞

1

n
log ‖Dfn

p uj‖ = λ̃k−(p)

onde k+ = sup{1 ≤ i ≤ m; ṽi 
= 0}. Portanto, λ̃k+(p) = λ̃k−(p) e, assim, k = k+ = k−.

Logo, uj ∈ Ẽk(p) \ {0} e Ej(p) ⊂ Ẽk(p). Analogamente, obtemos Ẽk(p) ⊂ Ej(p).

Como TpM tem dimensão finita, conclúımos que l = m. Da ordenação dos λi e λ̃k,

segue que λi = λ̃i e Ei(p) = Ẽi(p), para todo 1 ≤ i ≤ l.

Os números λi(p) e os espaços Ei(p) são chamados respectivamente expoentes de

Lyapounov e espaços próprios de f no ponto regular p.

Vamos denotar por R(f) o conjunto dos pontos regulares de f . Vale f(R(f)) = R(f),

com λj(f(x)) = λj(x) e Df(x)Ej(x) = Ej(f(x)), para todo j e todo x ∈ R(f).

Justificativa: Provemos que f(R(f)) ⊂ R(f). Seja y ∈ f(R(f)). Logo, existe um

ponto regular de f , digamos x, tal que y = f(x). Se provarmos que λj(x) = λj(f(x)) e

que Tf(x)M =
l⊕

j=1

Ej(f(x)), então teremos f(x) um valor regular de f , isto é, y ∈ R(f).

Inicialmente, observemos que pelo fato de a aplicação f ser um difeomorfismo, dado
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v ∈ Ej(f(x)) \ {0}, existe u ∈ Ej(x) \ {0} tal que Df(x)u = v. Logo,

λj(x) = lim
n→±∞

1

n + 1
log ‖Dfn+1(x)u‖ =

= lim
n→±∞

n

n + 1

1

n
log ‖Dfn(f(x))Df(x)u‖ =

= lim
n→±∞

n

n + 1
lim

n→±∞
1

n
log ‖Dfn(f(x))v‖ =

= lim
n→±∞

1

n
log ‖Dfn(f(x))v‖ = λj(f(x)).

Portanto, λj(x) = λj(f(x)). Além disso, temos Df(x) : TxM −→ Tf(x)M . Como x

é um valor regular, o espaço tangente a M em x admite uma decomposição TxM =

E1(x)⊕ ...⊕El(x) e, uma vez que Df(x) é uma transformação linear, segue que Tf(x)M =

Df(x)TxM =
l⊕

j=1

Df(x)Ej(x). Afirmamos que Ej(f(x)) = Df(x)Ej(x), para cada j.

Com efeito, dado u ∈ Ej(x) \ {0} tem-se Df(x)u ∈ Ej(f(x)). Logo, Df(x)Ej(x) ⊂
Ej(f(x)). Por outro lado, dado v ∈ Ej(f(x)) \ {0}, como Df é um isomorfismo, existe

u ∈ Ej(x) \ {0} tal que v = Df(x)u. Assim, Ej(f(x)) ⊂ Df(x)Ej(x).

Falta provar a inclusão contrária. Seja x ∈ R(f). Se provarmos que f−1(x) também

está em R(f) então resultará que x ∈ f(R(f)). Observando que λj(f
−1(x)) = λj(x) e que

Df−1(x)Ej(x) = Ej(f
−1(x)), para cada j = 1, . . . , l, a afirmação segue. �

Do ponto de vista topológico, o conjunto R(f) pode ser um subconjunto “pequeno”de

M , podendo constituir um conjunto magro (primeira categoria de Baire) e até mesmo

finito. No entanto, do ponto de vista da Teoria da Medida a situação é diferente, conforme

afirma o resultado abaixo.

Antes, contudo, apresentamos um exemplo, retirado da referência bibliográfica [2], em

que os expoentes de Lyapounov existem em apenas dois pontos fixos de um difeomorfismo

em S1.

Exemplo 3.1 Seja f : S1 → S1 o difeomorfismo do ćırculo dado por f(x) = x +

1
3π

sin(2πx), onde 0 ≤ x < 1 é a coordenada ćıclica em S1. Tem-se dois pontos fixos,

x0 = 0 e x1 = 1
2
, cujos expoentes de Lyapounov são respectivamente:

λ(x0) = log f ′(x0) = log(
5

3
) > 0 e λ(x1) = log f ′(x1) = log(

1

3
) < 0.
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Como λ(x0) > 0, o ponto x0 é instável (um repulsor), enquanto que x1 é um ponto estável

(um atrator). Para qualquer ponto p ∈ (0, 1
2
) temos fn(p) → 1

2
e f−n(p) → 0 quando

n → +∞. Logo, pela regra da cadeia, para qualquer vetor não nulo v ∈ Tp(S
1) temos

log(
5

3
) = lim

n→−∞
1

n
log ‖(fn)′(p)v‖ 
= lim

n→+∞
1

n
log ‖(fn)′(p)v‖ = log(

1

3
) < 0.

Isto mostra que não existe o expoente de Lyapounov para qualquer ponto p ∈ (0, 1
2
). Do

mesmo modo, vê-se que não existe expoente de Lyapounov para qualquer p ∈ (1
2
, 1). �

Teorema 3.1 (Oseledets) Se M é uma variedade riemanniana compacta de dimensão

finita, então o conjunto dos pontos regulares de um difeomorfismo de classe C1, f : M −→
M , tem probabilidade total para cada medida de probabilidade boreliana em M invariante

por f .

Obteremos a prova deste teorema a partir de um resultado mais geral, enunciado na

sequência. Antes, porém, estabeleçamos algumas notações. Seja M um espaço métrico

compacto, f : M −→ M um homeomorfismo, F um fibrado vetorial de dimensão finita

sobre M dotado com uma métrica riemanniana cont́ınua, π : F −→ M a projeção e L :

F −→ F um isomorfismo de fibrados vetoriais cont́ınuos cobrindo F (isto é, π◦L = f ◦π),

tal que ambos L e L−1 tenham normas limitadas. Denotemos por Ln o n-ésimo iterado

de L:

Ln(x) = L(fn−1(x)) ◦ · · · ◦ L(f(x)) ◦ L(x) se n > 0

L−n(x) = L−1(f−n+1(x)) ◦ · · · ◦ L−1(f−1(x)) ◦ L−1(x).

Agora, para n1, · · · , nl ≥ 1, definamos Λ(n1, · · · , nl) como o conjunto dos pontos

x ∈ M tais que a fibra Fx de F sobre x admite uma decomposição Fx = E1 ⊕ · · · ⊕El tal

que dim Ej = nj, para 1 ≤ j ≤ l e existem números reais λ1 > · · · > λl satisfazendo

lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λj

para todo u ∈ Ej \ {0} e 1 ≤ j ≤ l. Diz-se, neste caso, que x é um ponto regular de L.

Teorema 3.2 a) O conjunto Λ(n1, · · · , nl) é um subconjunto mensurável de M , para

todo n1, · · · , nl ≥ 1. Além disso, para cada 1 ≤ j ≤ l, Ej é um subfibrado men-

surável da restrição de F a Λ(n1, · · · , nl) e a aplicação Λ(n1, · · · , nl) � x �−→ λj(x)

é mensurável.
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b) O conjunto dos pontos regulares de L, dado por R(L) =
⋃

n1,··· ,nl

Λ(n1, · · · , nl) tem proba-

bilidade total em M , para toda medida de probabilidade boreliana em M , invariante

por f .

Afirmamos que o Teorema 3.1 decorre do Teorema 3.2. De fato, seja F o fibrado

tangente de M e L = Df , a derivada de f . Como f é um difeomorfismo de classe C1,

Df é um isomorfismo cont́ınuo. Logo, pela parte b) do Teorema 3.2, o conjunto dos

pontos regulares de Df , R(Df), tem probabilidade total em M . Ora, se x ∈ M é um

ponto regular de Df , então x também é um ponto regular de f . Com efeito, notemos que

Fx = TxM , ou seja, a fibra de F sobre x é o espaço tangente a M em x; logo, se x é um

ponto regular de Df então TxM admite uma decomposição TxM = E1 ⊕ · · · ⊕El tal que

dim Ej = nj, para 1 ≤ j ≤ l e existem números reais λ1 > · · · > λl satisfazendo

lim
n→±∞

1

n
log ‖Dfn(x)u‖ = λj

para todo u ∈ Ej \{0} e 1 ≤ j ≤ l, donde conclúımos que x é um ponto regular de f , como

hav́ıamos afirmado. Por outro lado, se x é um ponto regular de f , segue imediatamente

que também é um ponto regular de Df . Portanto, R(f) = R(Df) e, consequentemente,

R(f) tem probabilidade total em M .

As seções que seguem têm como objetivo demonstrar o Teorema 3.2.

3.3 Crescimento Subexponencial

Definição 3.3 Seja f : M → M uma aplicação e μ uma medida de probabilidade invari-

ante por f . Diz-se que uma função C : M −→ R tem crescimento subexponencial

para uma medida μ em M se

lim
n→±∞

1

n
log(C ◦ fn) = 0, μ − q.t.p.

Conforme veremos nesta seção, algumas funções relacionadas com os iterados de L e

que desempenham papel fundamental na demonstração do Teorema 3.2 têm crescimento

subexponencial para toda medida de probabilidade invariante por f .
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Seja μ uma medida de probabilidade invariante por f , E um subfibrado mensurável

de F invariante por L e λ ∈ R tal que

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ

para todo u ∈ Ex \ {0} e μ-quase todo ponto x ∈ M . Aqui, convém observar que tal λ

sempre existe, pois supomos ‖L‖ limitada. Dado ε > 0, definamos

Cε(x) = sup

{ ‖Ln(x)u‖
exp(n(λ + ε))‖u‖ ; n ≥ 0 e u ∈ Ex \ {0}

}
.

Proposição 3.1 A função Cε tem crescimento subexponencial para a medida μ.

Para demonstrar esta proposição, usaremos o seguinte critério para crescimento subex-

ponencial.

Lema 3.1 Seja f : M −→ M uma aplicação mensurável, μ uma medida de probabilidade

em M invariante por f e ϕ : M −→ R uma função mensurável tal que ϕ ◦ f − ϕ é

integrável. Então 1
n
(ϕ ◦ fn) → 0 μ-quase toda parte quando n → +∞.

Demonstração: Aplicando o Teorema Ergódico de Birkhoff à função ϕ ◦ f − ϕ, segue

que a sequência 1
n
(ϕ ◦ fn) converge em quase toda parte para alguma função mensurável

ψ. De fato,

ψ(x) = lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

(ϕ ◦ f − ϕ)(f j(x)) = lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

(
ϕ(f j+1(x)) − ϕ(f j(x))

)
=

= lim
n→+∞

1

n

(
n−2∑
j=0

(ϕ(f j+1(x)) + ϕ ◦ fn(x) −
n−1∑
j=1

ϕ(f j(x)) − ϕ(x)

)
=

= lim
n→+∞

1

n
(ϕ ◦ fn(x) − ϕ(x)) = lim

n→+∞
1

n
(ϕ ◦ fn(x)).
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Por outro lado, para cada δ > 0 fixo,

μ({x :
1

n
|ϕ ◦ fn(x)| ≥ δ}) = μ({x : |ϕ ◦ fn(x)| ≥ nδ}) =

= μ({x : ϕ ◦ fn(x) ≥ nδ ou ϕ ◦ fn(x) ≤ −nδ}) =

= μ({x : ϕ ◦ fn(x) ∈ (−∞,−nδ] ∪ [nδ, +∞)}) =

= μ({x : ϕ ◦ fn(x) ∈ (−nδ, nδ)c}) =

= μ({x : x ∈ f−n ◦ ϕ−1(−nδ, nδ)c}) =

= μ(f−n ◦ ϕ−1(−nδ, nδ)c) = μ(ϕ−1(−nδ, nδ)c) → 0,

quando n → +∞, o que significa que 1
n
(ϕ ◦ fn) converge para 0 em medida. Portanto,

1
nk

(ϕ ◦ fnk) → 0 em quase toda parte, para alguma subsequência nk → +∞ (Teorema

1.5). Isto prova que ψ(x) = 0 em μ-quase todo ponto x ∈ M . �

Demonstração da Proposição 3.1 Para u ∈ Ex \ {0}, seja

Cε(x, u) = sup
n≥0

‖Ln(x)u‖
exp(n(λ + ε))‖u‖ .

Quando n = 0, tem-se ‖Ln(x)u‖
exp(n(λ+ε))‖u‖ = 1. Além disso,

‖Ln+1(x)u‖
exp((n + 1)(λ + ε))‖u‖ =

‖L(x)u‖
exp(λ + ε)‖u‖ · ‖Ln+1(x)u‖

exp(n(λ + ε))‖L(x)u‖ =

=
‖L(x)u‖

exp(λ + ε)‖u‖ · ‖Ln(f(x))L(x)u‖
exp(n(λ + ε))‖L(x)u‖ .

Então,

Cε(x, u) = max

{
1,

‖L(x)u‖
exp(λ + ε)‖u‖Cε(f(x), L(x)u)

}
.

Sejam a, b > 0 tais que

a ≤ ‖L(x)u‖
exp(λ + ε)‖u‖ ≤ b.

(Isto é posśıvel, pois ‖L‖ é limitada). Por conseguinte,

Cε(x, u) ≥ ‖L(x)u‖
exp(λ + ε)‖u‖Cε(f(x), L(x)u)

⇒ Cε(x, u)

Cε(f(x), L(x)u)
≥ ‖L(x)u‖

exp(λ + ε)‖u‖ ≥ a.
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Caso Cε(x, u) = 1 então Cε(x,u)
Cε(f(x),L(x)u)

= 1
Cε(f(x),L(x)u)

≤ 1 e se

Cε(x, u) =
‖L(x)u‖

exp(λ + ε)‖u‖Cε(f(x), L(x)u)

então
Cε(x, u)

Cε(f(x), L(x)u)
=

‖L(x)u‖
exp(λ + ε)‖u‖ ≤ b,

ou seja,

a ≤ Cε(x, u)

Cε(f(x), L(x)u)
≤ max{1, b},

para todo x e u ∈ Ex \ {0}. Isto assegura que (log(Cε ◦ f) − log Cε) é limitada e, em

particular, integrável. Para o caso em que n → −∞, definimos

Cε(x, u) = sup
n≥0

‖L−n(x)u‖
exp(−n(λ + ε))‖u‖ .

De modo similar, verifica-se que (log(Cε◦f−1)−log Cε) também é limitada e, em particular,

integrável. Logo, pelo Lema 3.1,

lim
n→+∞

1

n
log(Cε ◦ fn) = 0 e lim

n→+∞
−1

n
log(Cε ◦ f−n) = 0

em μ-quase toda parte. Isto completa a prova da proposição. �

O resultado seguinte será usado muitas vezes na demonstração do Teorema 3.2.

Proposição 3.2 Seja E um subfibrado mensurável de F invariante por L, λ ∈ R e μ

uma medida de probabilidade invariante por f em M . Então,

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ

para μ-q.t.p. x ∈ M e todo u ∈ Ex \ {0} se, e somente se,

lim sup
n→−∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ

para μ-q.t.p. x ∈ M e todo u ∈ Ex \ {0}. Além disso, a afirmação permanece verdadeira

quando lim sup e ≤ são substitúıdos por lim inf e ≥ (ou por lim e =), respectivamente.
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Demonstração: Suponhamos

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ

para μ-q.t.p. x ∈ M e todo u ∈ Ex \ {0}.
Seja

Cε(x) = sup

{ ‖Ln(x)u‖
exp(n(λ + ε))‖u‖ ; n ≥ 0 e u ∈ Ex \ {0}

}
e observemos que

u = L(x) · · ·L(f−n+1(x))L−1(f−n+1(x)) · · ·L−1(x)u

= Ln(f−n+1(x))L−n(x)u.

Logo, escrevendo v = L−n(x)u, temos

‖u‖ = ‖Ln(f−n+1(x))v‖ =
‖Ln(f−n+1(x))v‖
exp(n(λ + ε))‖v‖ exp(n(λ + ε))‖L−n(x)u‖

≤ sup
n≥0

{‖Ln(f−n+1(x))v‖
exp(n(λ + ε))‖v‖

}
exp(n(λ + ε))‖L−n(x)u‖

= Cε(f
−n+1(x)) exp(n(λ + ε))‖L−n(x)u‖,

ou seja,

‖u‖ ≤ Cε(f
−n+1(x)) exp(n(λ + ε))‖L−n(x)u‖

e, assim,
1

n
log ‖u‖ ≤ 1

n
log Cε(f

−n+1(x)) + λ + ε +
1

n
log ‖L−n(x)u‖ (3.3)

para todo n ≥ 1. Como Cε tem crescimento subexponencial (Proposição 3.1), segue que

0 ≤ lim inf
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ + λ + ε.

Mas, uma vez que

lim inf
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ = − lim sup

n→−∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖,

resulta

lim sup
n→−∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ + ε
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e visto que ε > 0 é arbitrário, tem-se

lim sup
n→−∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ.

Por outro lado, suponhamos

lim sup
n→−∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ

para μ-quase todo ponto x ∈ M e todo u ∈ Ex \ {0} e seja Cε definido como acima.

Segue de (3.3) e da Proposição 3.1 que

0 ≤ lim inf
n→−∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ + λ + ε

e, assim,

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ,

como foi afirmado. Analogamente, obtemos as outras afirmações. �

3.4 Demonstração do Teorema 3.2

3.4.1 Mensurabilidade

Sejam n1, · · · , nl inteiros positivos fixos. Para k ≥ 1, denotemos por Ak o conjunto das

2l-uplas de números racionais α1 > β1 > · · · > αl > βl com (αj −βj) < 1
k
, para 1 ≤ j ≤ l.

Para m ≥ 1 e (α1, · · · , βl) ∈ Ak, vamos denotar por Λ(m,α1, · · · , βl) o conjunto dos

pontos x ∈ M para os quais existe uma decomposição Fx = F1⊕· · ·⊕Fl com dim Fj = nj

e

exp(nαj)‖u‖ ≥ ‖Ln(x)u‖ ≥ exp(nβj)‖u‖ (3.4)

exp(−nαj)‖u‖ ≤ ‖L−n(x)u‖ ≤ exp(−nβj)‖u‖ (3.5)

para todo n ≥ m, 1 ≤ j ≤ l e u ∈ Fj \ {0}. Observemos que tal decomposição Fx =

F1 ⊕ · · · ⊕ Fl é unicamente determinada, para cada x ∈ Λ(m,α1, · · · , βl) por

F̃j =

{
u ∈ Fx;

‖Ln(x)u‖
‖u‖ ≤ exp(nαj) e

‖L−n(x)u‖
‖u‖ ≤ exp(−nβj) se n ≥ m

}
. (3.6)
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De fato, mostremos inicialmente que (3.6) caracteriza Fj. Dado u ∈ Fx, podemos

escrever u =
l∑

i=1

ui, com ui ∈ Fi. Se u satisfaz (3.6) então de

‖Ln(x)u‖
‖u‖ ≤ exp(nαj)

temos

j = inf{1 ≤ i ≤ l; ui 
= 0}

e de
‖L−n(x)u‖

‖u‖ ≥ exp(nβj)

temos

j = sup{1 ≤ i ≤ l; ui 
= 0}.

Portanto, u = ui ∈ Fj.

Suponhamos agora que exista decomposição Fx = F̃1 ⊕ · · · ⊕ F̃l satisfazendo (3.6).

Então, dado u ∈ Fj, seja u =
l∑

i=1

ũi. Repetindo o argumento acima, obtemos u = ũj ∈ F̃j.

Logo, Fj ⊂ F̃j. Analogamente, obtemos F̃j ⊂ Fj e, portanto, F̃j = Fj, j = 1, · · · , l.

A seguir, queremos provar que Λ(m,α1, · · · , βl) é um conjunto fechado de M . Seja (xt)

uma sequência de pontos de Λ(m, α1, · · · , βl) convergindo para um ponto y ∈ M . Seja

ainda (ut) uma sequência de vetores unitários tais que ut ∈ Fj(xt). Usando o fato que F

é um fibrado vetorial cont́ınuo e (ut) uma sequência limitada, existe uma subsequência

(utk) convergindo para um vetor não nulo u ∈ Fj(y). Lembrando que as condições 3.4 e

3.5 são fechadas, temos

exp(nαj)‖u‖ ≥ ‖Ln(y)u‖ ≥ exp(nβj)‖u‖

exp(−nαj)‖u‖ ≤ ‖L−n(y)u‖ ≤ exp(−nβj)‖u‖

e, pelo fato de cada Fj(xt) ter dimensão constante igual a nj, resulta que a dimensão

de Fj(y) também é constante e, portanto, y ∈ Λ(m,α1, · · · , βl). Isto significa que

Λ(m,α1, · · · , βl) é fechado. Além disso, a mesma argumentação acima permite concluir

que a aplicação Λ(m,α1, · · · , βl) � x �→ Fj(x) é cont́ınua.
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O próximo passo é provar que

Λ(n1, · · · , nl) =
⋂
k≥1

⋃
(α1,··· ,βl)∈Ak

⋃
m≥1

Λ(m,α1, · · · , βl).

De fato, seja x um elemento qualquer de Λ(n1, · · · , nl). Então, a fibra Fx de F sobre

x admite uma decomposição Fx = F1 ⊕ · · · ⊕ Fl tal que dim Ej = nj, para 1 ≤ j ≤ l, e

existem números reais λ1 > · · · > λl satisfazendo

lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λj

para todo u ∈ Ej \ {0} e 1 ≤ j ≤ l. Em particular, vale para u
‖u‖ ∈ Ej \ {0}. Assim, dado

ε > 0, existe n0 ∈ N
∗ tal que para todo n > n0,

−ε <
1

n
log ‖Ln(x)

u

‖u‖‖ − λj < ε.

Consequentemente,

n(λj−ε) < log ‖Ln(x)
u

‖u‖‖ < n(λj +ε) ⇒ exp(n(λj−ε)) < ‖Ln(x)
u

‖u‖‖ < exp(n(λj +ε)).

Em particular, dado 0 < ε
2

< 1
2k

, com k inteiro positivo, tem-se

exp(n(λj − ε

2
)) < ‖Ln(x)

u

‖u‖‖ < exp(n(λj +
ε

2
)).

Tomando αj = λj + ε
2

e βj = λj − ε
2
, segue que

‖u‖ exp(nβj) < ‖Ln(x)u‖ < exp(nαj)‖u‖,

para todo n > n0, n0 ∈ N
∗. Note ainda que

αj = βj +
ε

2
+

ε

2
< βj +

1

2k
+

1

2k
⇒ αj < βj +

1

k
⇒ αj − βj <

1

k
.

De modo semelhante, mostra-se que

‖u‖ exp(−nαj) < ‖L−n(x)u‖ < exp(−nβj)‖u‖,

para todo n > n1, n1 ∈ N
∗. Escolhendo m = max{n0, n1}, conclúımos que

‖u‖ exp(nβj) < ‖Ln(x)u‖ < exp(nαj)‖u‖
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‖u‖ exp(−nαj) < ‖L−n(x)u‖ < exp(−nβj)‖u‖

para todo n ≥ m, 1 ≤ j ≤ l e u ∈ Ej \ {0}.
Portanto, x ∈

⋂
k≥1

⋃
(α1,··· ,βl)∈Ak

⋃
m≥1

Λ(m,α1, · · · , βl).

Por outro lado, seja y ∈
⋂
k≥1

⋃
(α1,··· ,βl)∈Ak

⋃
m≥1

Λ(m,α1, · · · , βl). Assim, para todo k ≥ 1,

existem (α1, · · · , βl) ∈ Ak e m0 ≥ 1 tais que y ∈ Λ(m0, α1, · · · , βl). Isto significa dizer

que a fibra Fy admite uma decomposição Fy = F1 ⊕ · · · ⊕ Fl com dim Fj = nj e

exp(nαk
j )‖u‖ ≥ ‖Ln(y)u‖ ≥ exp(nβk

j )‖u‖ e

exp(−nαk
j )‖u‖ ≤ ‖L−n(y)u‖ ≤ exp(−nβk

j )‖u‖,

para todo n ≥ m0.

Afirmamos que a sequência (αk
j ) é limitada. Com efeito, fixemos n ≥ m0; se fosse

αk
j → +∞ então ter-se-ia βk

j → +∞ e, assim,

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = +∞,

o que é absurdo pois ‖L‖ é limitada. Tampouco se tem αk
j → −∞, pois isto resultaria

1

n
log ‖L−n(x)u‖ = +∞,

o que também é absurdo, já que ‖L−1‖ é limitada. Logo, |αk
j | < M , para alguma constante

M > 0. Por conseguinte, existe uma subsequência αkt
j → λj e disto tem-se βkt

j → λj, pois

βkt
j = (βkt

j − αkt
j ) + αkt

j .

Então,

nαkt
j ≥ log ‖Ln(y)u‖ ≥ nβkt

j .

Ora, dado ε > 0, existe um inteiro positivo t0 tal que αkt
j < λj + ε e βkt

j > λj − ε, para

todo t ≥ t0 e isto acarreta

λj + ε ≥ 1

n
log ‖Ln(y)u‖ ≥ λj − ε.

Portanto, existe lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(y)u‖ e y ∈ Λ(n1, · · · , nl).
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Segue, pois, que Λ(n1, · · · , nl) é um boreliano.

Provemos que os subfibrados Ej são mensuráveis em Λ(n1, · · · , nl). Para isto, basta

mostrar que para todo x ∈ Λ(n1, · · · , nl) ∩ Λ(m,α1, · · · , βl) tem-se Ej(x) = Fj(x), para

todo 1 ≤ j ≤ l. Inicialmente, notemos que Ej deve estar contido em algum Fk, 1 ≤ k ≤ l,

pois todos os vetores em Ej geram o mesmo expoente de Lyapounov λj, tanto para

n → +∞ quanto para n → −∞. Tendo em vista que αk ≥ λj ≥ βk e relembrando

que λ1 > · · · > λl e α1 > β1 > · · · > αl > βl, segue que j = k. E uma vez que

dim Ej = nj = dim Fj, resulta Ej = Fj, como foi afirmado acima.

Para finalizar, sendo Ej(x) mensurável, então ‖Ln(x)|Ej(x)‖ também o é, assim como

log ‖Ln(x)|Ej(x)‖, pois é uma composição de aplicações mensuráveis. Assim, temos uma

sequência de funções mensuráveis, a saber, 1
n

log ‖Ln(x)|Ej(x)‖, a qual converge para

λj(x). Portanto, pelo Corolário 1.2 (página 15), λj(x) é mensurável.

Com isto, finalizamos a demonstração da parte a) do Teorema 3.2.

3.4.2 Probabilidade total

A fim de mostrar que R(L) tem probabilidade total basta mostrar que μ(R(L)) = 1 para

toda medida de probabilidade ergódica, invariante por f em M . De fato, tal afirmação

se justifica devido à Proposição 2.4 (página 29).

Doravante, vamos supor μ ergódica.

Seja

λ1(L, x) = lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)‖.

Observemos que λ1(L, x) ≤ sup
x∈M

‖L(x)‖ e λ1(L, x) = λ1(L, f(x)) para μ-quase todo

ponto x ∈ M .

Provemos primeiro que λ1(L, x) ≤ sup
x∈M

‖L(x)‖. Temos:

‖Ln(x)‖ = ‖L(fn−1(x)) · · ·L(x)‖ ≤ ‖L(fn−1(x))‖ · · · ‖L(x)‖ ≤
(

sup
x∈M

‖L(x)‖
)n

.

Logo,

1

n
log ‖Ln(x)‖ ≤ log sup

x∈M
‖L(x)‖ ⇒ lim sup

n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)‖ ≤ log sup

x∈M
‖L(x)‖
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e como log supx∈M ‖L(x)‖ < supx∈M ‖L(x)‖ (pois log y < y, para todo y ∈ (0, +∞)), o

resultado segue.

Agora, vamos provar que λ1(L, x) = λ1(L, f(x)) para μ-quase todo ponto x ∈ M .

Para isto, mostremos que λ1(L, x) ≤ λ1(L, f(x)) e λ1(L, f(x)) ≤ λ1(L, x).

λ1(L, x) = lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)‖ = lim sup

n→+∞

1

n + 1
log ‖Ln+1(x)‖ =

= lim sup
n→+∞

1

n + 1
log ‖Ln(f(x))L(x)‖ ≤

≤ lim sup
n→+∞

1

n + 1
log ‖Ln(f(x))‖ + lim sup

n→+∞

1

n + 1
log ‖L(x)‖ =

= lim sup
n→+∞

n

n + 1
· 1

n
log ‖Ln(f(x))‖ ≤

≤ lim sup
n→+∞

n

n + 1
· lim sup

n→+∞

1

n
log ‖Ln(f(x))‖ =

= lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(f(x))‖ = λ1(L, f(x)),

ou seja, λ1(L, x) ≤ λ1(L, f(x)).

Por outro lado,

λ1(L, f(x)) = lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(f(x))‖ = lim sup

n→+∞

1

n
log ‖Ln(f(x))L(x)L−1(x)‖ =

= lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln+1(x)L−1(x)‖ ≤

≤ lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln+1(x)‖ + lim sup

n→+∞

1

n
log ‖L−1(x)‖ =

= lim sup
n→+∞

n + 1

n
· 1

n + 1
log ‖Ln+1(x)‖ ≤

≤ lim sup
n→+∞

n + 1

n
· lim sup

n→+∞

1

n + 1
log ‖Ln+1(x)‖ =

= lim sup
n→+∞

1

n + 1
log ‖Ln+1(x)‖ = λ1(L, x),

isto é, λ1(L, f(x)) ≤ λ1(L, x).

Logo, λ1 é uma aplicação invariante por f . Sendo μ ergódica, temos, pela Proposição

2.3, que λ1 é constante em μ-quase todo ponto x de M . Assim, denotemos λ1(L, x) por

λ1(L).
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Seja G o subfibrado de F definido por

Gx = {u ∈ Fx; lim inf
n→−∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≥ λ1(L)} ∪ {0} =

= {u ∈ Fx; lim inf
n→+∞

− 1

n
log ‖L−n(x)u‖ ≥ λ1(L)} ∪ {0} =

= {u ∈ Fx; − lim sup
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ ≥ λ1(L)} ∪ {0} =

= {u ∈ Fx; lim sup
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ ≤ −λ1(L)} ∪ {0}.

O lema abaixo é importante na demonstração do item b) do Teorema 3.2. No entanto,

sua prova será dada na próxima seção.

Lema 3.2 G é um subfibrado mensurável invariante por L com dimensão estritamente

positiva e

lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λ1(L)

para μ-quase todo ponto x ∈ M e todo u ∈ Gx \ {0}.

Denotemos por Λ̂(j) o conjunto dos pontos x para os quais dim Gx = j. Provaremos

que estes subconjuntos de M são mensuráveis e que a restrição de G a cada Λ̂(j) é um

subfibrado mensurável da restrição de F a Λ̂(j).

Sendo L um isomorfismo, segue que dim Gx = dim L(Gx). Ora, L(Gx) = Gf(x). De

fato, vejamos, por exemplo, que L(Gx) ⊂ Gf(x). Temos

lim inf
n→−∞

1

n
log ‖Ln(f(x))L(x)u‖ = lim inf

n→−∞
1

n
log ‖Ln+1(x)u‖ =

= lim inf
n→−∞

n + 1

n
· 1

n + 1
log ‖Ln+1(x)u‖ ≥

≥ lim inf
n→−∞

1

n + 1
log ‖Ln+1(x)u‖ ≥ λ1(L).

Logo, L(x)u ∈ Gf(x). A outra inclusão é provada de modo análogo. Assim, f(x) ∈ Λ̂(j),

donde Λ̂(j) é um conjunto invariante por f e, como μ é ergódica, tem-se μ(Λ̂(j)) = 1,

para algum j. Verificaremos então que j ≥ 1.

Caso seja Gx = Fx para quase todo ponto x ∈ M , então escrevemos G = F e, neste

caso, a demonstração do Teorema 3.2 está completa. Com efeito, pondo E1 = G, tem-se

pelo Lema 3.2

lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λ1(L)
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para quase todo ponto x ∈ M e todo u ∈ E1 \ {0}.
Agora, se G 
= F , seja G⊥ o complemento ortogonal de G. Além disso, seja p : F → G⊥

a projeção ortogonal e escrevamos L̂ = p ◦ L : G⊥ → G⊥.

Lema 3.3 Se F 
= G então λ1(L̂) < λ1(L).

Demonstração: Afirmamos que L̂n(x) = p(Ln(x)). De fato, a afirmação será provada

por indução sobre n. Para n = 1 não há o que demonstrar. Suponhamos L̂k(x) =

p(Lk(x)). Então,

L̂k+1(x)u = L̂(fk(x))L̂k(x)u

e

Lk+1(x)u = L(fk(x))Lk(x)u

Escrevendo Lk(x)u = p(Lk(x)u) + v, v ∈ G, temos Lk(x)u = L̂k(x)u + v. Assim,

Lk+1(x)u = L(fk(x))L̂k(x)u + L(fk(x))v

e

p(Lk+1(x)u) = p(L(fk(x))L̂k(x)u) + p(L(fk(x))v).

Da invariância de G, segue que

p(Lk+1(x)u) = p(L(fk(x))L̂k(x)u) = p ◦ L(fk(x)) ◦ L̂k(x)u =

= L̂(fk(x))L̂k(x)u = L̂k+1(x)u

Logo,

‖L̂n(x)‖ = ‖p(Ln(x)u)‖ ≤ ‖Ln(x)u‖.

Suponhamos λ1(L) ≤ λ1(L̂). Seja Ĝ um subfibrado de G⊥, invariante por L̂ tal que

lim
n→±∞

1

n
log ‖L̂n(x)u‖ = λ1(L̂),

para μ-quase todo ponto x e todo u ∈ Ĝx \ {0}. Então,

λ1(L̂) = lim
n→+∞

1

n
log ‖L̂n(x)u‖ ≤ lim inf

n→+∞
1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤

≤ lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ1(L),

49



donde λ1(L̂) ≤ λ1(L), o que implica λ1(L) = λ1(L̂). Deste modo,

lim
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λ1(L)

Pela Proposição 3.2, segue que

lim
n→−∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λ1(L),

o que permite concluir que u ∈ Gx, ou seja, u ∈ Ĝx ∩ Gx. Mas isto é absurdo, visto que

u é não nulo e Ĝx ∩ Gx = {0}. Portanto, λ1(L̂) < λ1(L). �

Faremos uso de mais um lema fundamental, cuja prova será dada mais adiante em

uma seção espećıfica após provarmos o Lema 3.2.

Lema 3.4 Se F 
= G então existe um subfibrado H de F , o qual é mensurável e invariante

por L, tal que G ⊕ H = F e λ1(L|H) = λ1(L̂) < λ1(L).

Agora, estamos aptos para concluir a demonstração da parte b) do Teorema 3.2.

Escrevendo E1 = G e H1 = H, tem-se pelo Lema 3.2

lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λ1

para todo u ∈ E1 \ {0} e, pelo Lema 3.4, existe uma decomposição F = E1 ⊕ H1 tal

que λ1 > λ1(L|H1). A seguir, definamos λ2 = λ1(L|H1) e apliquemos os Lemas 3.2 e 3.4,

considerando a aplicação L|H1. Assim, existem subfibrados invariantes por L, E2 e H2,

tais que H1 = E2 ⊕ H2, para μ-q.t.p x ∈ M , λ1(L|H2) < λ2 e

lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(x)v‖ = λ2

para μ-q.t.p x ∈ M e todo v ∈ E2 \ {0}. Então, para qualquer j ≥ 1, suponhamos que já

obtivemos uma decomposição invariante por L, F = E1 ⊕ · · · ⊕ Ei ⊕ Hi com

lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λi

para todo u ∈ Ei \ {0} e 1 ≤ i ≤ j, λ1 > · · · > λj > λ1(L|Hj). Do Lema 3.2 segue que

existe um subfibrado Ej+1 de Hj tal que

lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λi+1 = λ1(L|Hj), ∀u ∈ Ei \ {0}
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e do Lema 3.4, existe uma decomposição Hj = Ej+1 ⊕ Hj+1 tal que λ1(L|Hj+1) < λj+1.

Como F tem, por hipótese, dimensão finita este processo deve ser interrompido após um

número finito de vezes. Resulta, assim, que em μ-quase todo ponto x ∈ M , tem-se

F = E1 ⊕ · · · ⊕ El

lim
n→±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λj, 1 ≤ j ≤ l, u ∈ Ej \ {0},

isto é, μ-quase todo ponto x ∈ M é regular, completando a demonstração do Teorema

3.2.

3.5 Demonstração do Lema 3.2

O resultado enunciado e provado logo abaixo será usado na prova do Lema 3.2.

Lema 3.5 (Pliss) Dados λ ∈ R, ε > 0 e A > 0, existe δ = δ(λ, ε, A) > 0 tal que se

dada qualquer sequência a0, · · · , aN−1 em R, com
N−1∑
k=0

ak ≤ Nλ e |ak| ≤ A, para todo

0 ≤ k ≤ N − 1, então existem l ≥ Nδ e 0 ≤ n1 ≤ · · · ≤ nl ≤ N − 1 tais que

ni−1∑
j=n

aj ≤ (ni − n)(λ + ε),

para todo 0 ≤ n < ni e 1 ≤ i ≤ l.

Demonstração: Seja S(n) =
N−1∑
j=n

(aj − (λ+ε)) e tomemos n1 < · · · < nl aqueles números

inteiros do conjunto {0, · · · , N − 1} que satisfazem

S(n) ≤ S(ni), (3.7)

para todo 0 ≤ n < ni. Então, para 0 ≤ n < ni,

S(n) =
N−1∑
j=n

(aj − (λ + ε)) =

ni−1∑
j=n

(aj − (λ + ε)) +
N−1∑
j=ni

(aj − (λ + ε)) =

=

ni−1∑
j=n

(aj − (λ + ε)) + S(ni).
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Logo,

ni−1∑
j=n

(aj − (λ + ε)) = S(n) − S(ni) ⇒
ni−1∑
j=n

aj −
ni−1∑
j=n

(λ + ε) = S(n) − S(ni) ⇒

⇒
ni−1∑
j=n

aj = S(n) − S(ni) +

ni−1∑
j=n

(λ + ε)

e, assim,

ni−1∑
j=n

aj = S(n) − S(ni) + [(ni − 1) − n + 1](λ + ε) ⇒

⇒
ni−1∑
j=n

aj = S(n) − S(ni) + (ni − n)(λ + ε) ≤ (ni − n)(λ + ε),

pois S(n) − S(ni) ≤ 0.

Resta, portanto, estimar o valor de l. Antes, porém, observemos que S(ni−1) ≥
S(ni − 1) para todo i > 1, porque, caso contrário, haveria ni−1 < m < ni tal que

S(n) ≤ S(m), para todo 1 ≤ n < m, contrariando a definição do conjunto {n1, · · · , nl}.
Logo, para todo i > 1, tem-se

S(ni−1) ≥ S(ni − 1) ⇒ S(ni−1) ≥
N−1∑
ni−1

(aj − (λ + ε)) =
N−1∑
ni

(aj − (λ + ε)) + ani−1 − (λ + ε)

⇒ S(ni−1) ≥ S(ni) + (ani−1 − (λ + ε)) ≥ S(ni) − (λ + ε + A),

onde a última desigualdade se justifica porque ani−1 ≥ −A. Em particular, temos

S(n1) ≥ S(n2) − (λ + ε + A)

S(n2) ≥ S(n3) − (λ + ε + A) ⇒ S(n1) ≥ S(n3) − 2(λ + ε + A)

e, indutivamente, segue que

S(n1) ≥ S(nl) − (l − 1)(λ + ε + A).

Como 0 é o menor elemento de {0, 1, · · · , N − 1} que satisfaz (3.7), então

S(n1) = S(0) =
N−1∑
k=0

(ak − (λ + ε)) =
N−1∑
k=0

ak − N(λ + ε) ≤

≤ Nλ − N(λ + ε) = −Nε.
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Além disso,

S(nl) ≥ S(N − 1) = aN−1 − (λ + ε)

(isto porque nl é o maior elemento de {0, 1, · · · , N − 1} que satisfaz (3.7)).

Deste modo,

−Nε ≥ S(n1) ≥ S(nl) − (l − 1)(λ + ε + A) ≥ aN−1 − (λ + ε) − (l − 1)(λ + ε + A)

⇒ −Nε ≥ aN−1 − (λ + ε) − l(λ + ε + A) + (λ + ε + A)

Lembrando que aN−1 ≥ −A, resulta:

−Nε ≥ −A − (λ + ε) − l(λ + ε + A) + (λ + ε + A) = −l(λ + ε + A) ⇒
⇒ Nε ≤ l(λ + ε + A).

Assim, basta tomar δ = ε
λ+ε+A

. �
Passemos, enfim, à demonstração do Lema 3.2. Em primeiro lugar, vamos provar que

G é um subfibrado mensurável. Isto será feito em três passos.

Primeiro passo: Para k ≥ 1 e x ∈ M seja

Gx(k) =

{
u ∈ Fx; lim sup

n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ ≤ −λ1 +

1

k

}
∪ {0}.

Notemos que Gx(k) é subespaço vetorial de Fx, pois é não vazio (0 ∈ Gx(k)) e dados

u ∈ Gx(k) e α um escalar não nulo, temos:

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)(αu)‖ = lim sup

n→+∞

1

n
log ‖αL−n(x)u‖ = lim sup

n→+∞

1

n
log |α|‖L−n(x)u‖

= lim sup
n→+∞

1

n
(log |α| + log ‖L−n(x)u‖) ≤

≤ lim sup
n→+∞

1

n
log |α| + lim sup

n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ ≤ −λ1 +

1

k
.

Portanto, αu ∈ Gx(k) e, dados u, v ∈ Gx(k), temos
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lim sup
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)(u + v)‖ = lim sup

n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u + L−n(x)v)‖ ≤

≤ lim sup
n→+∞

1

n
log(‖L−n(x)u‖ + ‖L−n(x)v)‖) ≤

≤ lim sup
n→+∞

1

n
log 2 max{‖L−n(x)u‖, ‖L−n(x)v)‖} ≤

≤ lim sup
n→+∞

1

n
log 2 + lim sup

n→+∞

1

n
log max{‖L−n(x)u‖, ‖L−n(x)v)‖}

≤ −λ1 +
1

k
,

donde u + v ∈ Gx(k). A seguir, definamos Mk = {x ∈ M ; Gx(k) = Gx}. Afirmamos

que (Mk)k cobre M . De fato, para qualquer x ∈ M fixo, (Gx(k))k forma uma sequência

decrescente de subespaços de Fx e, como dim Fx é finita, deve existir kx ≥ 1 tal que

Gx(kx) = Gx, para todo k ≥ kx. Por um lado,
+∞⋂
k=kx

Gx(k) = Gx e, por outro lado,

+∞⋂
k=kx

Gx(k) = Gx(kx). Logo, existe kx ≥ 1 tal que Gx(kx) = Gx. Afirmamos ainda que Mk

é um conjunto mensurável. Para provar esta última afirmação, consideremos as funções

λ1 : M −→ R, λ1(x) = lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)‖

φ : F −→ R, φ(x, u) = lim sup
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖.

Estas funções são mensuráveis, porque ( 1
n

log ‖Ln(x)‖) e ( 1
n

log ‖L−n(x)u‖) são sequências

limitadas de funções mensuráveis. Consideremos ainda a projeção fibrada π : F −→ M .
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Temos:

x /∈ Mk ⇐⇒ Gx(k) 
= Gx

⇐⇒ ∃u ∈ Fx com u /∈ Gx tal que lim sup
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ ≤ −λ1 +

1

k

⇐⇒ ∃u ∈ Fx com u /∈ Gx tal que φ(x, u) ≤ −λ1(x) +
1

k

⇐⇒ ∃u ∈ Fx com u /∈ Gx tal que φ(x, u) ≤ −λ1 ◦ π(x, u) +
1

k

⇐⇒ ∃u ∈ Fx com u /∈ Gx tal que φ(x, u) + λ1 ◦ π(x, u) ≤ 1

k

⇐⇒ ∃u ∈ Fx com u /∈ Gx tal que (φ + λ1 ◦ π)(x, u) ≤ 1

k

⇐⇒ ∃u ∈ Fx com u /∈ Gx tal que (φ + λ1 ◦ π)(x, u) ∈ (0,
1

k
]

⇐⇒ ∃u ∈ Fx com u /∈ Gx tal que (x, u) ∈ (φ + λ1 ◦ π)−1((0,
1

k
])

⇐⇒ ∃u ∈ Fx com u /∈ Gx tal que π(x, u) ∈ π((φ + λ1 ◦ π)−1((0,
1

k
]))

⇐⇒ x ∈ π((φ + λ1 ◦ π)−1((0,
1

k
])),

ou seja,

Mk = M \ π((φ + λ1 ◦ π)−1((0,
1

k
])).

Uma vez que a projeção aplica conjuntos mensuráveis em conjuntos mensuráveis, então

π((φ + λ1 ◦ π)−1((0, 1
k
])) é mensurável, o que implica que M \ π((φ + λ1 ◦ π)−1((0, 1

k
])) é

mensurável, ou seja, Mk é mensurável.

Segundo passo: Fixemos k ≥ 1 e, para cada x ∈ Mk e m ≥ 1, definamos

Gx(k, m) = {u ∈ Fx; ‖L−n(x)u‖ ≤ m exp(−n(λ1 − 1

k
))‖u‖, ∀n}.

Notemos que Gx(k) =
⋃
m

Gx(k, m), para todo x ∈ Mk. Com efeito, provemos primeiro a

inclusão “⊃”. Seja u ∈
⋃
m

Gx(k, m). Então, u ∈ Gx(k, m1), para algum m1, o que por

sua vez implica

‖L−n(x)u‖ ≤ m1 exp(−n(λ1 − 1

k
))‖u‖ ⇒ log ‖L−n(x)u‖ ≤ log m1 − n(λ1 − 1

k
) + log ‖u‖.

Assim,

−1

n
log m1 + (λ1 − 1

k
) − 1

n
log ‖u‖ ≤ − 1

n
log ‖L−n(x)u‖
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donde

λ1 − 1

k
≤ lim inf

n→+∞
−1

n
log ‖L−n(x)u‖ ⇒ λ1 − 1

k
≤ − lim sup

n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖

⇒ lim sup
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ ≤ −λ1 +

1

k

⇒ u ∈ Gx(k),

ou seja,
⋃
m

Gx(k,m) ⊂ Gx(k).

Agora, provemos a inclusão “⊂”. Antes, porém, observemos que Gx(k) = Gx(k + 1).

De fato, temos
∞⋂

k̃=1

Gx(k̃) = Gx. Como x ∈ Mk, então Gx = Gx(k). Logo,
∞⋂

k̃=1

Gx(k̃) =

Gx(k), donde Gx(k + 1) = Gx(k) (pois (Gx(k))k forma uma sequência decrescente). Seja

u ∈ Gx(k) \ {0}. Então, u
‖u‖ ∈ Gx(k), acarretando u

‖u‖ ∈ Gx(k + 1), ou seja,

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖L−n(x)

u

‖u‖‖ ≤ −λ1 +
1

k + 1
.

Assim, dado 0 < ε < 1
k
− 1

k+1
, existe n0 ∈ N tal que

1

n
log ‖L−n(x)

u

‖u‖‖ ≤ −λ1 +
1

k + 1
+ ε ≤ −λ1 +

1

k
,

isto é,

1

n
log ‖L−n(x)

u

‖u‖‖ ≤ −λ1 +
1

k
⇒ log ‖L−n(x)

u

‖u‖‖ ≤ −n

(
λ1 − 1

k

)
⇒ ‖L−n(x)

u

‖u‖‖ ≤ exp(−n(λ1 − 1

k
))

⇒ ‖L−n(x)u‖ ≤ exp(−n(λ1 − 1

k
))‖u‖

e, por conseguinte ⇒ u ∈ Gx(k, 1) ⊂
⋃
m

Gx(k, m).

Na sequência, definamos Mk,m = {x ∈ Mk; Gx(k) = Gx(k, m)} = {x ∈ Mk; Gx(k, m) =

Gx(k, l), ∀l ≥ m}. Vejamos por que estes dois conjuntos são iguais. Ora, provamos

que Gx(k) =
⋃
m̃

Gx(k, m̃). Como x ∈ Mk,m, temos Gx(k) = Gx(k,m), o que implica

Gx(k, m) =
⋃
m̃

Gx(k, m̃) e isto, por sua vez, resulta Gx(k, m) = Gx(k, l), para todo l ≥ m.
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Por outro lado, se Gx(k, m) = Gx(k, l), para todo l ≥ m então
⋃
m̃

Gx(k, m̃) = Gx(k, m),

donde Gx(k) = Gx(k, m).

Consideremos a função

ψk : π−1(Mk) → R, ψk(x, u) = sup
n>0

{‖L−n(x)u‖
‖u‖ exp(n(λ1 − 1

k
))

}
.

Esta função também é mensurável, pois fn(x, u) = ‖L−n(x)u‖
‖u‖ exp(n(λ1 − 1

k
)) define

uma sequência de funções cont́ınuas e, portanto, mensuráveis (Veja Halmos (referência

bibliográfica [4]), página 84).

Temos:

x /∈ Mk,m ⇔ Gx(k, m) 
= Gx(k, l), para algum l ≥ m

⇔ ∃u ∈ Gx(k, l) tal que ‖L−n(x)u‖ > m exp(−n(λ1 − 1

k
))‖u‖, para algum n

⇔ ∃u ∈ Gx(k, l) tal que
‖L−n(x)u‖

‖u‖ exp(n(λ1 − 1

k
)) > m, para algum n

⇔ ∃u ∈ Gx(k, l) tal que sup
n>0

{‖L−n(x)u‖
‖u‖ exp(n(λ1 − 1

k
))

}
> m

⇔ ∃u ∈ Fx e l ≥ m tal que m < ψk(x, u) ≤ l

⇔ ∃u ∈ Fx e l ≥ m tal que ψk(x, u) ∈ (m, l]

⇔ ∃u ∈ Fx e l ≥ m tal que (x, u) ∈ ψ−1
k ((m, l])

⇔ ∃u ∈ Fx e l ≥ m tal que π(x, u) ∈ π(ψ−1
k ((m, l]))

⇔ ∃l ≥ m tal que x ∈ π(ψ−1
k ((m, l])),

isto é, Mk,m = Mk \
∞⋃

l=m

π(ψ−1
k ((m, l])). Tendo em vista que

∞⋃
l=m

π(ψ−1
k ((m, l])) é men-

surável, resulta que Mk,m também é mensurável. Queremos agora provar que (Mk,m)m

cobre Mk. Com esta finalidade, seja x ∈ Mk e {u1, · · · , us} uma base ortogonal de Gx(k).

Tomemos m1, · · · ,ms ≥ 1 tais que ui ∈ Gx(k,mi), para todo 1 ≤ i ≤ s, e consideremos
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m = max{m1, · · · ,ms}. Para cada u =
s∑

i=1

aiui ∈ Gx(k) e para cada n ≥ 1, tem-se

‖L−n(x)u‖ = ‖L−n(x)
s∑

i=1

aiui‖ ≤
s∑

i=1

|ai|‖L−n(x)ui‖

≤
s∑

i=1

|ai|mi exp(−n(λ1 − 1

k
))‖ui‖

≤
s∑

i=1

|ai|m exp(−n(λ1 − 1

k
))‖ui‖

= m exp(−n(λ1 − 1

k
))

s∑
i=1

|ai|‖ui‖

= m exp(−n(λ1 − 1

k
))‖u‖soma,

ou seja, ‖L−n(x)u‖ ≤ m exp(−n(λ1 − 1
k
))C‖u‖, onde C depende apenas da escolha da

norma em F . Conclúımos, assim, que Gx(k) ⊂ Gx(k, Cm + 1) e, portanto, x ∈ Mk,Cm+1.

Terceiro passo: Provemos agora que Gx é semicont́ınua inferiormente em cada Mk,m,

ou seja, dada qualquer sequência (xi)i em Mk,m, tem-se lim Gxi
⊂ Gx.

Dada uma sequência ui ∈ Gxi
, i ≥ 1, que converge para algum u ∈ Fx, temos

‖L−n(x)ui‖ ≤ m exp(−n(λ1 − 1

k
))‖ui‖,

para todo i ≥ 1 e n ≥ 1. Passando para o limite, obtemos

‖L−n(x)u‖ ≤ m exp(−n(λ1 − 1

k
))‖u‖,

o que implica u ∈ Gx(k,m) ⊂ ⋃
Gx(k, m) = Gx(k). Como existe kx tal que Gx(k) = Gx,

para todo k ≥ kx, então u ∈ Gx e isto conclui a prova da afirmação. Segue, pois, que cada

conjunto Mk,m,j = {x ∈ Mk,m; dim Gx ≥ j} é fechado e que Gx varia continuamente com

x em cada Mk,m,j \ Mk,m,j+1. Notemos que (Mk,m,j \ Mk,m,j+1) é uma cobertura de Λ̂(j)

por conjuntos mensuráveis e π−1|(Mk,m,j \ Mk,m,j+1) é mensurável. Ora, π−1|(Mk,m,j \
Mk,m,j+1) = G|(Mk,m,j \ Mk,m,j+1). Logo, pela Proposição 1.2 (página 15), segue que

G|Λ̂(j) é mensurável.

Enfim, passemos à segunda parte da demonstração. Vamos provar que dim Gx > 0

para μ-quase todo ponto x ∈ M . Para isto, basta mostrar que, para todo k ≥ 1, Gx(k) 
=
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{0} em μ-quase todo ponto x ∈ M . Seja k ≥ 1 fixo e, para m ≥ 1, definamos Ym como o

conjunto dos pontos x ∈ M tais que existe u ∈ Fx \ {0} satisfazendo

‖L−n(x)u‖ ≤ exp(−n(λ1 − 1

k
))‖u‖ (3.8)

para 1 ≤ n ≤ m. Afirmamos que existe δ > 0 tal que

μ(Ym) ≥ δ (3.9)

para m ≥ 1. Observemos que isto implica que o conjunto Y =
∞⋂

m=1

Ym tem medida

positiva, porque Y1 ⊃ Y2 ⊃ Y3 ⊃ · · · e cada Ym tem medida positiva. Se x ∈ Y então

existe uma sequência de vetores unitários (vn)n∈N∗ , com vi ∈ Yi, tais que vale (3.8).

Tomando um vetor v que seja limite de alguma subsequência de (vn) então vale (3.8) e

0 
= v ∈ Gx(k). Mas

Ln(x)Gx(k) = Gfn(x)(k)

e então tem-se dim Gx(k) > 0 se x ∈
⋃
n≥0

fn(
⋂
m≥1

Ym). Como
⋃
n≥0

fn(
⋂
m≥1

Ym) é invariante e

tem medida positiva, pois contém Y , segue da ergodicidade de μ que dim Gx(k) > 0 em

μ-quase todo ponto. Como consequência, a prova do lema foi reduzida a verificar (3.9).

Seja u ∈ Fx, N ≥ 1 tal que ‖LN(x)u‖ ≥ exp(N(λ1 − 1
2k

)) e definamos

ai = log ‖L−1(f i(x))(
Li+1(x)u

‖Li+1(x)u‖)‖,

para 0 ≤ i ≤ N − 1.

Observemos que ai ≤ log ‖L−1‖, pois

log ‖L−1(f i(x))(
Li+1(x)u

‖Li+1(x)u‖)‖ ≤ log ‖L−1(f i(x))‖‖ Li+1(x)u

‖Li+1(x)u‖‖ = log ‖L−1(f i(x))‖

e
N−1∑
j=0

aj =
N−1∑
j=0

log
‖L−1(f j(x))Lj+1(x)u‖

‖Lj+1(x)u‖ =
N−1∑
j=0

log
‖L−1(f j(x))L(f j(x))Lj(x)u‖

‖Lj+1(x)u‖

=
N−1∑
j=0

log
‖Lj(x)u‖
‖Lj+1(x)u‖ = log

‖u‖
‖L(x)u‖ + · · · + log

‖LN−1(x)u‖
‖LN(x)u‖

= log ‖u‖ − log ‖L(x)u‖ + · · · + log ‖LN−1(x)u‖ − log ‖LN(x)u‖

= log
‖u‖

‖LN(x)u‖ .
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Como ‖u‖
‖LN (x)u‖ ≤ exp(N( 1

2k
− λ1)), temos log ‖u‖

‖LN (x)u‖ ≤ (N( 1
2k

− λ1)).

Pelo Lema 3.5, tomando λ = −λ1 + 1
2k

, ε = 1
2k

e A = log ‖L−1‖, obtemos números

n1, · · ·nl tais que 0 ≤ n1 < · · · < nl ≤ N − 1, com l ≥ Nδ e satisfazendo

log
‖Ln(x)u‖
‖Lni

(x)u‖ =

ni−1∑
j=n

aj ≤ (ni − n)(−λ1 +
1

k
) (3.10)

para todo 0 ≤ n < ni. Seja vi =
Lni (x)u

‖Lni (x)u‖ . Então, tendo em vista que Ln(x)u =

Ln−ni
(fni(x))Lni

(x)u, obtemos de (3.10)

‖Ln−ni
(fni(x))vi‖ ≤ exp

(
(n − ni)(λ1 − 1

k
)

)
,

para 1 ≤ ni − n < ni, e isto acarreta fni(x) ∈ Yni
. Do fato que Yni

⊂ Ym quando ni ≥ m,

segue que

1

N
#{0 ≤ j < N ; f j(x) ∈ Ym} ≥ l − m

N
≥ Nδ − m

N
= δ − m

N
.

Fazendo N → +∞, tem-se

τ(x, Ym) = lim
N→+∞

1

N
#{0 ≤ j < N ; f j(x) ∈ Ym} ≥ δ

Mas como μ é ergódica, resulta que μ(Ym) = τ(x, Ym) ≥ δ (veja Observação 2.5 na

página 26), provando nossa afirmação.

Finalmente, definamos

Cε(x) = sup
n≥0

{ ‖Ln(x)u‖
exp(n(λ1 + ε))‖u‖ ; u ∈ Gx \ {0}

}
.

De

u = Ln(f−n+1(x))L−n(x)u

obtemos

‖u‖ ≤ Cε(f
−n+1(x)) exp(n(λ1 + ε))‖L−n(x)u‖

donde
1

n
log ‖u‖ ≤ 1

n
log Cε(f

−n+1(x)) + (λ1 + ε) +
1

n
log ‖L−n(x)u‖
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e, lembrando que Cε tem crescimento subexponencial,

0 ≤ lim inf
n→−∞

1

n
log ‖L−n(x)u‖ + λ1 + ε = lim inf

n→+∞
−1

n
log ‖Ln(x)u‖ + λ1 + ε

= − lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ + λ1 + ε

e, como ε > 0 é arbitrário,

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ1.

Pela Proposição 3.2, isto acarreta

lim sup
n→−∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ ≤ λ1.

Agora, definamos Cε(x) como sendo

Cε(x) = sup
n≥0

{ ‖L−n(x)u‖
exp(−n(λ1 + ε))‖u‖ ; u ∈ Gx \ {0}

}
.

Visto que

u = L−n(fn−1(x))Ln(x)u

resulta

‖u‖ ≤ Cε(f
n−1(x)) exp(−n(λ1 + ε))‖Ln(x)u‖

acarretando

0 ≤ lim inf
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ − λ1 − ε

e, assim,

λ1 ≤ lim inf
n→+∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖.

Novamente pela Proposição 3.2, obtemos

λ1 ≤ lim inf
n→−∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖.

Ora, dada qualquer sequência limitada (xn) de números reais vale

lim sup xn ≥ lim inf xn.

Logo,

lim sup
n±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = lim inf

n±∞
1

n
log ‖Ln(x)u‖

e, portanto,

lim
n±∞

1

n
log ‖Ln(x)u‖ = λ1,

completando a prova do lema. �
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3.6 Demonstração do Lema 3.4

Seja Σ o espaço dos morfismos de fibrados vetoriais mensuráveis G⊥ → G. Obteremos

um morfismo A ∈ Σ tal que H = graf(A) = {u + Au; u ∈ G⊥} seja o subfibrado como o

do enunciado do Lema.

Consideremos a transformação Φ : Σ → Σ, definido por

Φ(A)(x) = L−1(f(x))A(f(x))L̂(x)

e seja, P = (L|G⊥ − L̂) : G⊥ → G. Dado u ∈ G⊥,

L(u + Au) = Lu + LAu = L̂u + Pu + LAu =

= L̂u + A(L̂u) + L(L−1Pu) + LAu − L(L−1AL̂u) =

= L̂u + A(L̂u) + L(L−1P + A − L−1AL̂)u.

Notemos que L̂u ∈ G⊥ enquanto que as duas últimas parcelas pertencem a G.

Portanto, H é invariante por L se, e somente se, L−1P +A−Φ(A) = 0 (transformação

nula), ou seja, se e apenas se,

A − Φ(A) = −L−1P (3.11)

Façamos B = −L−1P . Provemos que existem λ < 0 e uma função mensurável C :

M → R tais que ‖Φn(B)x‖ ≤ C(x) exp(λn) para todo n ≥ 0 e μ-quase toda parte. Isto

assegura a convergência da série
∞∑

n=0

Φn(B) em μ-quase toda parte. De fato, consideremos

a série
∞∑

n=0

C(x) exp(λn). Temos:

lim
n→+∞

C(x) exp(λ(n + 1))

C(x) exp(λn)
= lim

n→+∞
exp(λ) = exp(λ) < 1

e, pelo teste da razão, segue que a série
∞∑

n=0

C(x) exp(λn) converge. Agora, pelo teste da

comparação, a série
∞∑

n=0

‖Φn(B)x‖ converge e, portanto,
∞∑

n=0

Φn(B)x também converge.
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Vejamos ainda que A =
∞∑

n=0

Φn(B) satisfaz (3.11), pois

A − Φ(A) =
∞∑

n=0

Φn(B) −
∞∑

n=0

Φn+1(B)

= B +
∞∑

n=1

Φn(B) −
∞∑

n=0

Φn+1(B) = B.

Resta então obter λ e C. Com esta finalidade, tomemos ε > 0 e definamos

Kε(x) = sup
n≥0

‖L̂n(x)‖
exp(n(λ1(̂L) + ε))

e Cε(x) = sup
n≥0

‖(L−1|G)n(x)‖
exp(n(λ1(L−1|G) + ε))

.

Então

‖Φn(B)x‖ = ‖(L−1|G)n(fn(x))B(fn(x))L̂n(x)‖ ≤ ‖(L−1|G)n(fn(x))‖‖B(fn(x))‖‖L̂n(x)‖

Como
‖(L−1|G)n(fn(x))‖

exp(n(λ1(L−1|G) + ε))
≤ sup

n≥0

‖(L−1|G)n(fn(x))‖
exp(n(λ1(L−1|G) + ε))

e
‖L̂n(x)‖

exp(n(λ1(̂L) + ε))
≤ sup

n≥0

‖L̂n(x)‖
exp(n(λ1(̂L) + ε))

segue que

‖Φn(B)x‖ ≤ Cε(f
n(x))‖B(fn(x))‖Kε(x) exp(n(λ1(̂L) + λ1(L

−1|G) + 2ε)).

Observemos que Cε tem crescimento subexponencial.

Para u ∈ Gx \ {0}, seja

Cε(x, u) = sup
n≥0

‖(L−1|G)n(x)u‖
exp(−n(λ1(L−1|G) + ε))‖u‖

Temos:

n = 0 ⇒ ‖(L−1|G)n(x)u‖
exp(−n(λ1(L−1|G) + ε))‖u‖ = 1

e

‖(L−1|G)n+1(x)u‖
exp(−(n + 1)(λ1(L−1|G) + ε))‖u‖ =

1

exp(−λ1(L−1|G) − ε)
· ‖(L−1|G)n+1(x)u‖
exp(−n(λ1(L−1|G) + ε))‖u‖
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e esta última expressão é igual a

‖(L−1|G)(x)u‖
exp(−λ1(L−1|G) − ε)‖u‖ · ‖(L−1|G)n(f−1(x))(L−1|G)(x)u‖

exp(−n(λ1(L−1|G) + ε))‖(L−1|G)(x)u‖ .

Logo,

Cε = max

{
1,

‖(L−1|G)(x)u‖
exp(−λ1(L−1|G) − ε)‖u‖ · Cε(f

−1(x), (L−1|G)(x)u)

}
.

Sejam α, β > 0 tais que

α ≤ ‖(L−1|G)(x)u‖
exp(−λ1(L−1|G) − ε)‖u‖ ≤ β.

(Observemos que isto é posśıvel, pois L−1 tem possui norma limitada.)

Como consequência,

Cε(x, u) ≥ ‖(L−1|G)(x)u‖
exp(−λ1(L−1|G) − ε)‖u‖ · Cε(f

−1(x), (L−1|G)(x)u)

⇒ Cε(x, u)

Cε(f−1(x), (L−1|G)(x)u)
≥ α.

E, se Cε(x, u) = 1, então Cε(x)
Cε(f−1(x))

≤ 1. Mas, se Cε(x, u) = ‖(L−1|G)(x)u‖
exp(−λ1(L−1|G)−ε)‖u‖ ·

Cε(f
−1(x), (L−1|G)(x)u), segue que

Cε(x, u)

Cε(f−1(x), L(x)u)
=

‖(L−1|G)(x)u‖
exp(−λ1(L−1|G) − ε)‖u‖ ≤ β.

Assim,

α ≤ Cε(x)

Cε(f−1(x))
≤ max{1, β},

para todo x. Vemos, pois que (log(Cε◦f−1)−log Cε) é limitada e, em particular, integrável.

Agora, no caso em que n → +∞, definamos

Cε(x) = sup
n≥0

‖(L−1|G)−n(x)u‖
exp(n(λ1(L−1|G) + ε))‖u‖

e, analogamente, verificamos que (log(Cε ◦ f)− log Cε) é integrável. Portanto, pelo Lema

3.1,

lim
n→+∞

1

n
log(Cε ◦ fn) = 0 e lim

n→+∞
−1

n
log(Cε ◦ f−n) = 0,

justificando nossa afirmação.

A seguir, definamos

Dε(x) = sup
n≥0

Cε(f
n(x))

exp(nε)
.
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Temos Dε(x) finito, pois Cε(f
n(x)) é limitado e exp(−nε) → 0 quando n → +∞.

Deste modo,

‖Φn(B)x‖ ≤ Cε(f
n(x))‖B(fn(x))‖Kε(x) exp(n(λ1(̂L) + λ1(L

−1|G) + 2ε))

≤ Cε(f
n(x))

exp(nε)
‖B(fn(x))‖Kε(x) exp(n(λ1(̂L) + λ1(L

−1|G) + 3ε))

≤ Dε(x)‖B(fn(x))‖Kε(x) exp(n(λ1(̂L) + λ1(L
−1|G) + 3ε)).

Notemos que λ1(L
−1|G) = −λ1(L); logo, basta tomar λ = λ1(̂L) − λ1(L) + 3ε e

C(x) = Dε(x)‖B(fn(x))‖Kε(x), onde ε > 0 é escolhido de modo que λ < 0.

Resta ainda provar que λ1(L|H) = λ1(L̂). Com este propósito, seja Ã : G⊥ → H

dada por Ãu = u + Au. Por construção, tem-se L ◦ Ã = Ã ◦ L̂ (L ◦ Ãu = L(u + Au) =

Lu + LAu = L̂u + A(L̂u) = Ã ◦ L̂u), ou seja,

(L|H)(x) = Ã(f(x))L̂(x)(Ã)−1(x)

Portanto,

λ1(L|H, x) = lim sup
n→+∞

1

n
log ‖(L|H)n(x)‖ = lim sup

n→+∞

1

n
log ‖Ã(fn(x))L̂n(x)(Ã)−1(x)‖

≤ lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ã(fn(x))‖ + lim sup

n→+∞

1

n
log ‖L̂n(x)‖ + lim sup

n→+∞

1

n
log ‖(Ã)−1(x)‖.

O segundo termo da última desigualdade acima é igual a λ1(L̂) e o terceiro é nulo.

Além disso,

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ã(fn(x))‖ = 0 (3.12)

De fato,

1 ≤ ‖id‖ ≤ ‖Ã(fn(x))‖ = ‖id + A(fn(x))‖ ≤ 1 + ‖A(fn(x))‖

= 1 + ‖
∞∑

m=0

Φm(B(fn(x))‖ ≤ 1 +
∞∑

m=0

‖Φm(B(fn(x))‖

≤ 1 + C(fn(x))
∞∑

m=0

exp(λm) = 1 +
C(fn(x))

1 − exp(λ)
.

Logo,

1 ≤ 1 + ‖Ã(fn(x))‖ ≤ 1 +
C(fn(x))

1 − exp(λ)
⇒ 0 ≤ ‖Ã(fn(x))‖ ≤ C(fn(x))

1 − exp(λ)
.

65



Resulta então que

1

n
log ‖Ã(fn(x))‖ ≤ 1

n
log

C(fn(x))

1 − exp(λ)
,

ou seja,
1

n
log ‖Ã(fn(x))‖ ≤ 1

n
log C(fn(x)) − 1

n
log(1 − exp(λ))

e, assim,

0 ≤ lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ã(fn(x))‖ ≤ lim sup

n→+∞

1

n
log C(fn(x)).

Afirmamos que Kε(x) e Dε(x) têm crescimento subexponencial.

Para v ∈ G⊥
x \ {0}, seja

Kε(x, v) = sup
n≥0

{
‖L̂n(x)v‖

exp(n(λ1(L̂) + ε)‖v‖

}
.

Observemos que se n = 0 então

‖L̂n(x)v‖
exp(n(λ1(L̂) + ε)‖v‖ = 1

e

‖L̂n+1(x)v‖
exp((n + 1)(λ1(L̂) + ε)‖v‖ =

1

exp(λ1(L̂) + ε)
· ‖L̂n+1(x)v‖
exp(n(λ1(L̂) + ε)‖v‖ =

=
‖L̂(x)v‖

exp(λ1(L̂) + ε)‖v‖ · ‖L̂n(f(x))L̂(x)v‖
exp(n(λ1(L̂) + ε))‖L̂(x)v‖ .

Consequentemente,

Kε(x, v) = max

{
1,

‖L̂(x)v‖
exp(λ1(L̂) + ε)‖v‖ · Kε(f(x), L̂(x)v)

}
.

Sejam a1 e b1 reais positivos tais que a1 ≤ ‖̂L(x)v‖
exp(λ1(̂L)+ε)‖v‖ ≤ b1. Temos:

a1 ≤ Kε(x)

Kε(f(x))
≤ max{1, b1}

Logo, (log(Kε ◦ f) − log Kε) é limitada e, em particular, integrável. Pelo Lema 3.1,

lim
n→+∞

1

n
log(Kε ◦ fn) = 0.
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Analogamente, mostra-se que

lim
n→−∞

1

n
log(Kε ◦ fn) = 0.

Portanto, Kε tem crescimento subexponencial.

Agora, notemos que

n = 0 ⇒ Cε(f
n(x))

exp(nε)
= Cε(x) = max

{
1,

‖(L−1|G)(x)u‖
exp(−λ1(L−1|G) − ε)‖u‖ · Cε(f

−1(x))

}
e

n 
= 0 ⇒ Cε(f
n(x))

exp(nε)
= max

{
1

exp(nε)
,

‖(L−1|G)(fn(x))u‖
exp(−λ1(L−1|G) + (n − 1)ε)‖u‖ · Cε(f

n−1(x))

}
= max

{
1

exp(nε)
,

‖(L−1|G)(fn(x))u‖
exp(−λ1(L−1|G) − ε)‖u‖ · Cε(f

n−1(x))

exp(nε)

}
.

Por conseguinte,

Dε(x) = max

{
1,

‖(L−1|G)(fn(x))u‖
exp(−λ1(L−1|G) − ε)‖u‖ · Dε(f

−1(x))

}
.

Tomando constantes positivas α e β tais que α ≤ ‖(L−1|G)(fn(x))u‖
exp(−λ1(L−1|G)−ε)‖u‖ ≤ β, temos

α ≤ Dε(x)

Dε(f−1(x))
≤ max{1, β},

donde (log(Dε ◦ f−1) − log Dε) é limitada e, em particular, integrável. Uma vez mais,

usando o Lema 3.1, conclúımos que 1
n

log(Dε ◦ f−n) → 0, quando n → +∞. De modo

similar, prova-se que 1
n

log(Dε ◦ fn) → 0, quando n → +∞. Portanto, Dε(x) tem cresci-

mento subexponencial.

Lembrando que C(x) = Dε(x)‖B(fn(x))‖Kε(x) e que B tem norma limitada, segue

que

1

n
log C(fn(x)) =

1

n
log Dε(f

n(x)) +
1

n
log ‖B(f2n(x))‖ +

1

n
log Kε(f

n(x))

o que nos permite concluir que C tem crescimento subexponencial e, portanto,(3.12) se

verifica. Isto, por sua vez, acarreta λ1(L|H) ≤ λ1(L̂).
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Para finalizar, tendo em vista que L̂(x) = (Ã)−1(f(x))(L|H)(x)Ã(x), obtemos

λ1(L̂) = lim sup
n→+∞

1

n
log ‖L̂n(x)‖ = lim sup

n→+∞

1

n
log ‖(Ã)−1(fn(x))(L|H)n(x)Ã(x)‖

≤ lim sup
n→+∞

1

n
log ‖(Ã)−1(fn(x))‖ + lim sup

n→+∞

1

n
log ‖(L|H)n(x)‖

+ lim sup
n→+∞

1

n
log ‖Ã(x)‖.

O segundo termo à direita desta última desigualdade é λ1(L|H), x) e o terceiro é nulo.

Uma vez que ‖(Ã)−1‖ ≤ 1 (pois (Ã)−1 = π|H : H → G⊥) em μ-quase toda parte,

conclui-se que

lim sup
n→+∞

1

n
log ‖(Ã)−1(fn(x))‖ = 0.

Deste modo, λ1(L̂) ≤ λ1(L|H, x) e isto conclui a prova do lema.
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