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RESUMO

Este Trabalho de Conclusio de Curso apresenta os conceitos algébricos fundamentais para a constru¢ao
de cédigos matriciais MDS (Maximum Distance Separable), caracterizados por possuirem distancia
maxima de separa¢do, oferecendo, assim, maior protecdo contra falhas em dispositivos. Esses codigos
tém despertado interesse devido a sua capacidade de corrigir erros em rajada, tornando-se altamente
eficientes em sistemas sujeitos a falhas correlacionadas. O objetivo deste trabalho é apresentar o
algoritmo de decodificag¢do proposto em (CARDELL; CLIMENT; REQUENA}[2013) e (ZANITTI,
2021)) para c6digos matriciais MDS capazes de corrigir até duas rajadas de erro utilizando matrizes
superregulares, bem como propor uma simplificacao do procedimento por meio do uso de matrizes
superregulares de Vandermonde, reduzindo a complexidade do processo de decodificacdo sem compro-
meter sua eficiéncia. Além disso, propde-se uma generalizacdo do algoritmo para o caso de trés erros,
com uma simplificagdo andloga baseada em matrizes superregulares de Vandermonde. Os cddigos
estudados sdo aplicdveis em sistemas de armazenamento distribuido, como os RAIDs (Redundant
Array of Independent Disks), e sdo apresentados como alternativa ao RAID 6, cuja codificacdo esta
ligada aos codigos Reed-Solomon e permite a correcdo de até dois discos com falhas quando suas
posicdes sdao conhecidas. O diferencial dos algoritmos apresentados neste trabalho est4 no fato de nao

ser necessario conhecer previamente a localizacdo dos erros para realizar sua corre¢ao.

PALAVRAS-CHAVE: codificagdo; decodifica¢do; c6digos matriciais mds; matrizes de vandermonde;

erros em rajadas; sistemas de armazenamento distribuido; raid 6.



ABSTRACT

This work presents the fundamental algebraic concepts involved in the construction of MDS (Maximum
Distance Separable) array codes, which are characterized by having maximum separation distance,
thereby offering greater protection against device failures. These codes have attracted interest due
to their ability to correct burst errors, making them highly efficient in systems subject to correlated
failures. The objective of this work is to present the decoding algorithm proposed in (CARDELL;
CLIMENT; REQUENA| 2013) and (ZANITTI, 2021) for MDS array codes capable of correcting up to
two burst errors using superregular matrices, as well as to propose a simplification of the procedure
through the use of Vandermonde superregular matrices, reducing the complexity of the decoding
process without compromising its efficiency. In addition, a generalization of the algorithm is proposed
for the case of three errors, with an analogous simplification based on Vandermonde superregular
matrices. The codes studied are applicable to distributed storage systems, such as RAID (Redundant
Array of Independent Disks) architectures, and are presented as an alternative to RAID 6, whose
encoding relies on Reed—Solomon codes and enables the correction of up to two disk failures when
their positions are known. The distinguishing feature of the algorithms presented in this work lies in

the fact that prior knowledge of the error locations is not required for error correction.

KEYWORDS: coding; decoding; mds array codes; vandermonde matrices; burst errors; distributed

storage systems; raid 6.
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1 INTRODUCAO

A teoria da codificacdo desempenha um papel crucial quando pretende transmitir ou receber in-
formagdes, uma vez que a presencga de ruidos ou falhas causadas por interferéncias no canal pode
comprometer o conteido da mensagem (RAYN; LIN, 2009). Os cédigos corretores de erros sao um
campo de pesquisa altamente dindmico nos tempos atuais, englobando diversas areas do conheci-
mento, incluindo matematica, ciéncia da computacao, engenharias e estatistica (MILIES, 2009). Eles
também desempenham um papel fundamental em varias atividades cotidianas, como em sistemas de

comunicagdes digitais, exemplificado na[Figura T] e sistemas de armazenamento.

Figura 1 — Sistema de comunicacao digital.

Mensagem Sinal Sinal + Ruido Mensagem

N

Codificador Decodificador

Fonte de
Informacéo

Destino J

Fonte: Elaborado pela autora.

O objetivo essencial desta teoria é desenvolver métodos eficazes para a detecg@o e correcao desses
erros, garantindo assim a integridade, confiabilidade e precisdo das informagdes transmitidas. A
confiabilidade da transmissdo € adquirida por meio da codificacao da informacao através de bits de
redundancia, que inevitavelmente trazem consigo um custo. Isso resulta em um dos principais desafios
da teoria de cddigos: alcancar o nivel desejado de confiabilidade com um menor custo possivel,
permitindo, assim, a detec¢do e correcao de erros (FIRER, 2017).

Ao longo de todo o processo de transferéncia de informagdes, erros podem ocorrer tanto na
codificacdo quanto na recepcao do sinal. Porém, esses erros ocorrem predominantemente nos canais de
transmissdo, que incluem canal de micro-ondas, cabos, canal de radiofrequéncia, circuitos integrados
digitais e dispositivos de armazenamento (HEFEZ; VILLELA, [2008). Esses erros podem acontecer
de maneira simples, afetando apenas um simbolo, ou de forma sequencial, conhecido como rajada,
que sdo erros que impactam varios simbolos consecutivos. Assim, surge a necessidade de investigar e
desenvolver cédigos corretores de erros eficazes que permitam a recuperagao da informagdo afetada.

Os codigos corretores de erros em formato matricial fazem parte de uma categoria de codigos
lineares bidimensionais que se destacam pela sua capacidade de corrigir erros em formato de rajada
(BLAUM; FARRELL; TILBORG, 1998). Os cédigos matriciais podem ser gerados a partir de
diversos métodos e sdo conhecidos por sua flexibilidade e facilidade tanto na codificacdo quanto na

decodificacao.
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Um método para obter cddigos corretores de erros de alta qualidade € buscar c6digos que possuam
a maxima distdncia minima possivel. Os c6digos que apresentam a propriedade de maxima distancia de
separacao sao conhecidos como cédigos MDS (Maximum Distance Separable), os quais proporcionam
uma protecdo maxima contra falhas de um dispositivo, utilizando uma quantidade especifica de
redundancia para tal propdsito (ROMAN] |1992).

Um exemplo de aplicacao desses codigos sdo nos sistemas de armazenamento distribuido, de-
nominados como Redundant Array of Independent Disks, conhecidos popularmente como RAIDs,
mostrados na[Figura 2] A tecnologia do RAID 6 usa esses c6digos MDS baseados no corpo de Galois
para codificar dados nas unidades para proteger dados de erro ou apagamento (JACOB, 2009)).

Figura 2 — Sistema de armazenamento distribuido.

Fonte: Elaborado pela autora.

A concepcao fundamental do RAID consiste em unir N unidades de disco menores e mais econdmi-
cas em um conjunto, a fim de atingir objetivos de desempenho ou redundancia que seriam impossiveis
de alcancar com uma unica unidade. Para atingir tal meta, emprega-se técnicas como o disk striping
(RAID 0), o disk mirroring (RAID 1) e o disk striping with parity (RAID 5), as quais visam a reduzir
a laténcia, ampliar a banda de passagem, maximizar a capacidade de recuperacdo de falhas no disco
rigido e alcangar a redundancia desejada (ARPACI-DUSSEAU, 2008)).

Este Trabalho de Conclusdo de Curso tem como propésito principal o estudo da abordagem
algébrica aplicada aos processos de codificacdo e decodificacdo de cédigos matriciais MDS para
correcao de rajadas de erro, fundamentada nas técnicas apresentadas em (CARDELL; CLIMENT;
REQUENA, 2013) e (ZANITTI, |2021). Tais codigos tém demonstrado elevado potencial em sistemas
de comunicagdo e armazenamento distribuido, em especial quando construidos a partir de matrizes
superregulares, sendo empregados em reparo 6timo de nés defeituosos (YE; BARG, 2017), reparos
cooperativos (YE; BARG, 2019) e no projeto de cédigos matriciais localmente repardveis (FANG;
WEIJUN; LV, [2024). Neste trabalho, o objetivo € comparar essas construcdes aos sistemas RAIDs, com
énfase no RAID 6, cujas técnicas de codificacdo, usualmente baseadas em cédigos Reed-Solomon ou
EVENODD, permitem a correcdo de até dois discos defeituosos quando suas posi¢cdes sdo previamente
conhecidas (BLAUM; HAFNER; HETZLER, [2013; HSIEH; CHEN; LIN, 2004). Uma formulagao



15

algébrica alternativa para um sistema equivalente ao RAID 6, utilizando métodos distintos dos aqui
abordados, pode ser vista em (MOUSSA; RYCHLIK] 2018).

Neste trabalho apresenta-se o desenvolvimento de um algoritmo de decodificacdo capaz de corrigir
até duas rajadas de erro em cdodigos matriciais MDS, sem a necessidade de conhecimento prévio
das posi¢oes das falhas, tal como apresentado em (CARDELL; CLIMENT; REQUENA. 2013) e
(ZANITTTI, |2021). A principal contribuicdo deste Trabalho de Conclusaoo de Curso consiste em uma
simplificacdo do algoritmo baseada na utilizacdo de matrizes de Vandermonde como superregulares.
Além disso, também investiga-se a possibilidade de estender o algoritmo para cendrios com mais
de duas rajadas de erro, superando a capacidade de correcao tradicionalmente atribuida ao RAID 6.
Para o caso de trés rajadas de erro, detalham-se os cédlculos e propde-se novamente uma simplificagdao
fundamentada na matriz de Vandermonde.

O presente trabalho estd estruturado da seguinte forma: no Capitulo [2|é abordado os principais
conceitos algébricas que serdo necessdrios para o desenvolvimento deste trabalho. No Capitulo [3]
sdo apresentados conceitos e resultados relacionados aos cdigos corretores de erros, em especial 0s
codigos de bloco lineares e os cddigos matriciais, assim como os c6digos de mdxima distancia de
separagdo (MDS). No Capitulo ] € apresentado os principais conceitos das Matriz Redundante de
Discos Independentes (RAIDs) e sua classificagdo em niveis. No Capitulo[5|¢é apresentado a codificagdo
e a decodificagdo de codigos matriciais MDS, com €nfase nos algoritmos de decodifica¢do para dois
e trés rajadas de erros bem como suas simplificagdes. E, por fim, no Capitulo [6|sdo apresentadas as

conclusdes obtidas no desenvolvimento desde trabalho.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos fundamentais da dlgebra abstrata. Este capitulo
possui carater introdutério e tem como objetivo apresentar e exemplificar os principais tépicos indis-
pensdveis a compreensdo da construgdo dos cédigos e ao desenvolvimento do estudo, sem priorizar
demonstracdes matematicas rigorosas. Na Se¢do [2.1] sdo abordados conceitos relacionados a estru-
turas algébricas, como corpos e anéis, espacos vetoriais e extensdes de Galois. Jd na Secdo [2.2]¢é
apresentado o conceito de logaritmo de Zech. E por fim, na Seg¢do [2.3] ¢ introduzido o conceito de

matriz superregular, com destaque para a matriz de Vandermonde e Cauchy.

2.1 ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Nesta secao serao discutidos os conceitos e defini¢des fundamentais de estruturas algébricas, in-
cluindo grupos, anéis, corpos e espagos vetoriais. Também serd explorado as operacdes e manipulacoes
que podem ser realizadas em um corpo. Os conceitos e resultados apresentados nesta secao podem
ser encontrados em (RAYN; LIN, 2009), (DOMINGUES; IEZZI,{1982), (HUBER, 1990), (ZANITTI,
2021), JACOB,[2009) e (BENEDITO, 2010).

2.1.1 Grupos, Anéis, Corpos e Espacos Vetoriais

Definicao 2.1.1 Um grupo é um conjunto ndo vazio G com uma operagdo bindria “ * ”, de modo que

o0s seguintes axiomas sejam satisfeitos:

1. Fechamento da Operacdo: qualquer que sejam a e b € G, tém-se que a * b também € G;

2. Associatividade: qualquer que sejam a,b e c € G tem-se:

(axb)xc=a (bx*c);

3. Elemento Identidade: existe um elemento e € G tal que para qualquer elemento a de G tem-se:

axe=e*xa—=a,

4. Elemento Inverso: para qualquer elemento a € G, existe um outro elemento a' € G tal que

axad =ad xa=e

5. Comutatividade: O grupo G com operacdo “*” é denotado por (G, *) e é dito abeliano ou

comutativo se, para quaisquer elementos a e b € G, tiver a x b = b x a.

Definicao 2.1.2 Um grupo G é chamado de finito (ou infinito) se ele contiver um niimero finito (ou

infinito) de elementos. O niimero de elementos em um grupo finito é chamado de ordem do grupo.
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Exemplo 2.1.1 Considerando um grupo simples com dois elementos, dado por Z. = {0, 1}. Definimos

a operagdo bindria, denotada por ®, em Z, mostrada na Tabela

Tabela 1 — Adi¢ao em Zs,.

|0 1
010 1
111 0
Fonte: Producdo da Prépria Autora.

A partir da tabela, podemos ver claramente que
040=0, 0pl=1, 190=1, 1@l1=0.

Também sabemos que o conjunto Zs é fechado sob a operacdo & e é comutativa. Para provar que & é
associativa, basta determinar (a ® b) @ c e a ® (b ® c) para as oito combinagdes possiveis de a, b e c,
onde a, bec € Zo.

Além disso, vemos que 0 é o elemento identidade, o inverso de 0 é ele mesmo e o inverso de 1
também é ele mesmo. Assim, 7o com a operacdo ® é um grupo comutativo de ordem 2. A operagdo

bindria & definida no conjunto 7 é chamada de adicdo modulo 2.

Definicao 2.1.3 Um conjunto ndo vazio A e um par de operagcdes sobre A, respectivamente uma

non

adigcdo "+"e uma multiplicagcdo "-", é chamado anel se:
1. (A,+) é um grupo abeliano:
(a) Sejam a,b,c € A, entdo a+ (b+ c) = (a+ b) + ¢ (associatividade);

(b) Sea,be A, entdo a+ b= b+ a(comutatividade);

(c) Existe um elemento 04 € A tal que, qualquer que seja a € A, a + 04 = a (elemento

neutro);

(d) Qualquer que seja a € A, existe um elemento em A, denotado por —a, tal que a + (—a) =

04 (existéncia de oposto).
2. A multiplicagdo satisfaz a propriedade associativa a - (b-c) = (a-b)-cV a,b,c € A.

3. E distributiva em relagdo a adi¢io a - (b+c) = (a-b+a-c)e(a+b)-c=(a-c+b-c)
Va,b, ce A

Um anel A com as operagées adi¢cdo “+” e multiplicacdo “-” é denotado por (A, +, -).
A partir da Defini¢do[2.1.3] temos ainda:

* Anéis Comutativos quando a multiplicacdo do anel A satisfazer a associatividade V a,b € A;

* Anéis com Unidade quando a multiplicagdo admitir um elemento neutro, 1 € A, tal que

a-1=1-a=a,paratodoa € A.
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Definicao 2.1.4 Seja F um conjunto ndo vazio para o qual sdo definidas duas operacées bindrias,
adi¢do “+” e multiplicacdo “-”. O conjunto F com estas duas operagoes é um corpo, e denota-se por
(F,+,-), se:

1. For um anel comutativo com unidade onde todo elemento é ndo inversivel;

2. A multiplicacdo é distributiva em relacdo a adicdo, ou seja, dado quaisquer elementos a, b e
c €, tem-se

a-(b+c)=a-b+a-c

O numero de elementos de um corpo pode ser finito ou infinito, representados de acordo com a

quantidade de elementos.

Definicao 2.1.5 Um corpo F com uma quantidade finita de elementos q é chamado de corpo finito e

serd denotado por F,. Se q for um niimero inteiro primo, o corpo finito é chamado de corpo primo.

Exemplo 2.1.2 De acordo com o Exemplo Ly é um grupo comutativo em relagdo a adigdo. A

partir da Tabela 2| dada abaixo, a multiplicagdo médulo-2 verifica-se como um corpo finito.

Tabela 2 — Multiplicacao em Zs.

01
00 0
110 1

Fonte: Producgdo da Prépria Autora.

Exemplo 2.1.3 Agora considerando Zs = {0, 1,2, 3,4}, nota-se que as operagdes sdo fechadas no

conjunto, como mostrado nas Tabelas[3] e

Tabela 3 — Adicao modulo-5. Tabela 4 — Multiplicagdo moédulo-5.
+(0 1 2 3 4 10 1 2 3 4
010 1 2 3 4 0,0 0 0 0 0
11 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 3/0 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1
Fonte: Producdo da Prépria Autora. Fonte: Producdo da Prépria Autora.

Baseado na Tabela 3| observa-se que todos os elementos possuem elemento inverso aditivo, multiplica-

tivo e nulos comprovando assim que 75 é um corpo, mostrado no exemplo a seguir.

Definicao 2.1.6 Seja IF um corpo e V um conjunto. O conjunto V, munido de duas operacoes soma e
multiplicagcdo por escalar, é chamado de um espago vetorial sobre o corpo F se satisfaz os seguintes

axiomas:
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1. 'V é um grupo comutativo sob adi¢cdo + definida em V.
2. Para qualquer elemento a em [F e qualquer elemento v em 'V, a - v é um elemento em V.

3. Para quaisquer elementos u e v de V e quaisquer elementos a e b de IF, verifica-se a propriedade

distributiva.

4. Para qualquer elemento a em F e quaisquer elementos w e v em V, verifica-se a propriedade

associativa.

5. Seja 1 o elemento neutro de F. Entdo, para qualquer elemento v em 'V,

Exemplo 2.1.4 Seja V = 73 o conjunto de todas as 4-uplas sobre Z, = {0,1}. V é um espaco

vetorial sobre 7 e consiste de 2* = 16 vetores dado por
VvV = {0000, 0001, 0010, 0100, 1000,0011,0101, 1001, 0110, 1010, 1100,0111, 1011, 1101, 1110, 1111}.

Se somarmos quaisquer dois vetores como [0001] e [1001] obtemos outra 4-upla

[0001] + [1001] = [1000].

Definicao 2.1.7 Seja S um subconjunto ndo vazio do espago vetorial V sobre o corpo F. O conjunto

S € um subespaco vetorial de V se, e somente se, as seguintes propriedades forem satisfeitas:
1. Para quaisquer vetores u e v de S, a soma u + v também é um vetor de S.

2. Para qualquer elemento a de F e qualquer vetor u de S, o produto a - u também pertence a S.

Definicao 2.1.8 Sejam vy, vs, ..., v k vetores de um espaco vetorial V sobre um corpo F. Dado um
conjunto de escalares a1, as, . .., a; de F, a soma a1v1 4+ asvs + - - - + agvy, € chamada de combinagdo
linear de vy, v, . .., vy.

Definicao 2.1.9 Um conjunto de vetores vy, vs, . . ., vy pertencente a um espago vetorial V sobre um

corpo F ¢ dito linearmente independente se, ¢ somente se, existirem k escalares ndo todos nulos

a1, 0z, ...,a; de F tais que a;vy + asvy + -+ - + agvr =0

Exemplo 2.1.5 Os vetores [1000], [0100], [0010] e [0001] sdo linearmente independentes, pois a com-

binagdo so é satisfeita quando todos os coeficientes sao nulos.
0 - [1000] 4+ 0 - [0100] + 0 - [0010] + O - [0001] = [0000]

Um conjunto de vetores gera um espago vetorial V se qualquer vetor de V puder ser expresso como

uma combinagdo linear desses vetores.
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Definicao 2.1.10 Em um espaco vetorial, o conjunto de vetores linearmente independentes que o gera
¢ denominado base do espago. A quantidade de vetores que compoem essa base define a dimensdao do

espaco vetorial.

2.1.2 Corpos Finitos e suas Extensoes

Corpos finitos, também conhecidos como corpos de Galois, desepenham papel central na teoria de
codigos e comunicagdes digitais (RAYN; LIN|[2009).

E definido como um corpo finito da forma F, = Z, = {0,1,2,...,p — 1}, onde p € um nimero
primo. A partir de I,,, pode-se construir uma extensdo de corpos da seguinte forma. Seja b um inteiro
positivo, define-se I, como uma extensdo de Galois que contém [F), como subcorpo. Com o objetivo

de simplificar a notagdo, considera-se ¢ = p°, de modo que F, = Fpp.

Defini¢ao 2.1.11 Seja a um elemento ndo nulo pertencente ao corpo finito I¥,. O menor inteiro positivo

n tal que a" = 1 é denominado ordem do elemento.

Definicdo 2.1.12 Um elemento o de um corpo finito F, é denominado elemento primitivo se
F,={l,a,0? ..., %}, .1)

ou seja, se a ordem de « for q — 1.

Um polindmio p(z) € F,[z] pode ser representado da forma
p(x) = po + pra + par® + - + paa”, (22)

onde po, p1, ..., pn € Fy.

Definicao 2.1.13 O grau do polinomio é a maior poténcia de x cujo coeficiente é diferente de zero e é

dito ménico quando o coeficiente do termo de maior grau é igual a 1.

Definicdo 2.1.14 Um polinomio p(x) de grau b sobre F, é denominado irredutivel se ndo puder ser
fatorado como produto de polindmios ndo constantes em I, ou seja, se ndo admitir divisores de grau

estritamente menor que b, exceto unidades.
Teorema 2.1.1 Todo polindmio irredutivel p(x) sobre F,, de grau b, divide A

Definicao 2.1.15 Um polinémio primitivo é um polinomio irredutivel cujo elemento raiz gera todos

os elementos ndo nulos de I¥,,.

Para um dado inteiro positivo b pode haver mais do que um polindmio irredutivel de grau b.
Esses polindmios primitivos podem ser encontrados por ferramentas computacionais ou por tabelas
disponiveis em livros, como listado em (RAYN; LIN, 2009) e mostrado na Tabela@

Para construir uma extensio de um corpo de Galois F, = {0,1,2,...,p — 1}, sendo p um nimero

primo, o primeiro passo € selecionar um polindmio primitivo de grau b sobre [F),, ou seja,
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Tabela 5 — Polindmios primitivos selecionados até grau 7.

b p(x)
2 24+r+1
¥+ 2?41
3
2441
4 a2’ 41
4 ar+1

4t +1
D4t +r+1
Pzttt r+1
B+t r+1
P+t 41

2+ a2+ 1
S+t +1
4+t +1
0+ 25 +1

Pttt +ar+1

P +z+1

e i A S e S |
2Tt a1

7 2+t
'+ a3+ 1

T +r+1

Fonte: Baseado em (RAYN; LIN}2009).

p(x) = po+pra + por® + ..+ ppaa” € Fyfa. 2.3)

Desde que o grau de p(z) seja b, o polindmio terd b raizes, as quais ndo pertencem a I, e sim a sua

extensdo F,». Dado o uma raiz de p(x), pode-se substituir x por o na Equagio 2.3|e obter:
pla) =po +pra+pa®+ .. 4+ p_at+ab =0. (2.4)
Através do Teorema sabe-se que p(z) divide 27" ~! — 1, entdo:
21— 1 =p(x) - qla). (2.5)

Substituindo-se = por «,
a” =1 =p(a) - g(a) = 0-g(a) =0, (2.6)

resultando em
o= 1. 2.7)
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Assim, a partir de "D sendo i = 1, 2,..., as poténcias passam a se repetirem. Portanto, a
sequéncia contém p elementos distintos, incluindo o elemento neutro 0, ou seja,
b—2
Fo=Fp={0,1,0,...,0" "} (2.8)

Essas raizes podem ser expressas tanto na forma polinomial quanto por uma representacdo vetorial,

onde os coeficientes sdo alocados em um vetor conforme o grau de suas poténcias.

Exemplo 2.1.6 Seja Fy = {0, 1} um corpo finito. Deseja-se construir a extensdo de Galois Fy1. Dado
que b = 4 e considerando p(x) = x* + x + 1 um polinémio primitivo de grau 4 em Fy[x), mostrado

na Tabela Se « é uma raiz primitiva de p(x), tem-se que
pla)=a*+a+1=0 = a*=a+1.

Sabendo entdo que o* = a + 1 e usando tem-se

4
Al =1 = o =1.

Agora, é possivel construir Fy1. Por exemplo,

o =a-at=a-(a+1)=a*+a,
d=a-a’=a-(a*+a)=ca’+0a?
d'=a-a’=a-(P+a¥)=a'+aP = +a+1

O restante dos elementos de Fy1 sdo mostrados na Tabela [6]

Para multiplicar dois elementos o’ e o, basta conservar a base e somar seus expoentes, usando do

1

fato de que o' ~' = o = 1. Por exemplo,

Para dividir o/ por o, basta multiplicar o’ pelo inverso multiplicativo de o', ou seja, o*>~%, mostrado
abaixo. .
« _
At a2 o = o
o2

Para realizar somas, pode-se usar suas representagcoes polinomiais ou representagoes vetoriais. Por
exemplo,
4 10 2 2
a +a ' =(a+ )+ (a*+a+1)=a

I+’ +a=1+(*+a)+ (> +a+1)=0.

Por fim, usando a representacdo vetorial tem-se,

a' +a'® = 0011 4 0111 = 0100 = o2,
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Tabela 6 — Representagdo dos elementos de Fyu gerados por p(x) = xt + z + 1.

Representacao por Poténcia | Representacio Polinomial | Representaciao Vetorial
0 0 0000
1 1 0001
« « 0010

a? a? 0100
a® a? 1000
at a+1 0011
a® o+« 0110
ab ad +a? 1100
a’ P +a+1 1011
a8 a?+1 0101
a’ a® + o 1010
al® > +a+1 0111
all ad+ao?+a 1110
al? & +at+a+1 1111
al? o +a?+1 1101
at a®+1 1001

Fonte: Producdo da Prépria Autora.

1+a’ + o™ = 0001+ 0110 + 0111 = 0000 = 0.
A seguir apresenta-se a relagdo entre a operagao l6gica XOR e a adi¢c@o no corpo finito [Fs.

Definicio 2.1.16 No corpo finito Fo = {0,1}, a operacdo XOR é equivalente a soma modulo 2
definida por

a®b=(a+0b) (mod2), (2.9)

sendo
0+0=0, 0+1=1, 140=1, 1+1=0.

Dessa forma, o XOR pode ser interpretado como uma operacao linear sobre vetores bindrios em
Fs.
Visto que todo corpo finito tem um polindmio primitivo p(z) que é usado para gerar o corpo, a

multiplicacdo neste corpo pode ser representada por

A B=(A-B) (mod p(x)). (2.10)
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Exemplo 2.1.7 Sejam dois polinomios A(x) = 23 +x + 1 e B(x) = 2° + 1 € Fau. Realizando a

multiplicacdo polinomial, obtem-se
A(x)-Bx)= (" +2+1)- (2> +1) =2+ 2> + v + 1.
Considerando o polindmio irredutivel p(x) = x* + x + 1, realiza-se a redu¢do médulo p(x):
4+ +r+1 (moda*+a+1).

Substituindo x* = © + 1, tem-se

Logo,
AB=(2*+z)+2* +2+1=1.

Por fim, a divisao com corpos de Galois € a multiplica¢do pelo inverso multiplicativo do divisor
ApB=A® B (2.11)

Entretanto, encontrar o inverso multiplicativo em um corpo finito nao € trivial. Como alternativa,
ela pode ser calculada usando logaritmos e exponenciais a partir das Tabelas[7] e [§] respectivamente, e
dada por (2.12).

A© B =exp|(log(A) —log(B)) (modO0zFF )], (2.12)

onde Oz ['F' € a representagdo em hexadecimal da sequéncia binaria.
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log| 0 1 (23 /4|5 |6|7|8/9 A|B|C|D|E|F
0 XM 0| 1]|19]2|32|1A|C6| 3 |DF|33 |EE| 1B |68 |C7]|4B
1 4 | 64 |EO|OE |34 |8D | EF |81 |IC|Cl1 |69 | F8 | C8| 8 |4C |71
2 | 5 |8A|65|2F |El| 24 | OF | 21 | 35|93 |8E |DA|FO | 12 | 82 | 45
3 | ID|B5|C2|7D|6A |27 | F9 | B9 |C9|9A | 9 | 78 | 4D | E4 | 72 | A6
4 | 6 |BF|8B| 2 |66 |DD| 30 |FD |E2|98 |25 | B3| 10 |91 | 22 | 88
5 | 36 |DO| 94 |[CE|8F | 9 |DB|BD|Fl |D2| 13 |5C | 83 |38 | 46 | 40
6 | IE | 42 |B6| A3 |C3| 48 | 7TE | 6E | 6B |3A | 28 | 54 | FA | 85 | BA | 3D
7 | CA |5E | 9B | 9F |OA| 15| 79 | 2B | 4E | D4 | ES | AC | 73 | F3 | A7 | 57
8 | 7 |70 |CO|F7 |8 |8 |63 |0D |67 |4A |DE|ED | 31 |C5|FE| 18
9 | E3 | A5|99| 77 |26 | B8 | B4 | 7C | 11 | 44 | 92 | D9 | 23 | 20 | 89 | 2E
A | 37 |3F |DI|5B|95|BC|CF|[CD|9 |87 |97 | B2 |DC|FC|BE]| 6l
B | F2 [ 56 |D3|AB |14 [2A | 5D | 9E | 84 [3C |39 | 53 | 47 | 6D | 41 | A2
C | IF [2D |43 | D8 |B7| 7B | A4 |76 |C4 | 17 | 49 |EC | 7F | OC | 6F | F6
D | 6C | A1 |3B|52|29|9D | 55 |AA|FB| 60 | 86 | Bl | BB |CC | 3E | 5A
E | CB |5 |SF|BO|9C|A9 | A0 | 51 |OB|F5| 16 |EB|7A | 75 | 2C | D7
F | 4F |AE |D5 | E9 |E6 | E7 |AD| E8 | 74 | D6 | F4 | EA | A8 | 50 | 58 | AF
Fonte: Retirado de (JACOB|, [2009).
Tabela 8 — Exponencial de GF(29).
exp| 0| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8|9 A|B|C|D|E| F
0 | 1 | 2] 4| 8 |10[20|40| 8 |[ID|3A|74|E8 |CD| 87|13 | 26
1 |[4C |98 |2D |SA|B4 |75 |EA|C9 [8F| 3 | 6 |0C| 18 | 30 | 60 | CO
2 |9D| 27 |4E |9C | 25 | 4A | 94 | 35 |6A | D4 |B5| 77 | EE | Cl | 9F | 23
3 (468 | 5 |0A| 14|28 | 50| A0 |SD|BA| 69 | D2|B9 | 6F | DE| Al
4 |SF|BE| 61 |C2|[99 | 2F |5E |BC|65|CA|8 |OF | IE |3C| 78 | FO
5 |FD| E7 | D3 |BB|6B|D6| Bl | 7F |FE| El |[DF| A3 | 5B | B6 | 71 | E2
6 |D9| AF | 43 | 86 | 11 | 22| 44 | 88 |[OD| 1A |34 | 68 | DO |BD | 67 | CE
7 |81 | 1F |3E|7C | F8 |ED| C7 |93 |[3B| 76 |[EC|C5| 97 | 33 | 66 | CC
8 85| 17 | 2E |5C |B8 | 6D |DA| A9 |4F | 9E | 21 | 42 | 84 | 15 | 2A | 54
9 | A8 4D | 9A | 29 | 52 | A4 | 55 |AA |49 | 92 |39 | 72 | E4 | D5 |B7 | 73
A |E6 | DI |BF| 63 |C6|91|3F|7E |FC|E5|D7|B3|7B | F6 |Fl | FF
B |E3|DB|AB |[4B |96 | 31 | 62 | C4 | 95|37 | 6E [DC| A5 | 57 | AE| 41
C 82|19 |32 |64 |C8|8D| 4 |OE|1C|38 |70 |E0|DD| A7 | 53| A6
D |51 |A2| 59 |B2| 79| F2 | F9 | EF |C3|9B |2B | 56 | AC| 45 | 8A | 9
E | 12|24 |48 |9 |[3D|7A | F4 | FS |F7 | F3 |FB |EB |CB | 8B | OB | 16
F |2C | 58 |BO|7D |FA | E9 |CF | 83 |IB| 36 |6C | D8 |AD| 47 | 8E | X

Fonte: Retirado de (JACOB|, [2009).
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2.2 LOGARITMO DE ZECH

Outro conceito que serd utilizado neste trabalho é o logaritmo de Zech, cuja defini¢do sera
apresentada a seguir. Apresentaremos alguns conceitos e propriedades que serdo necessarios no

Capitulo[5] Uma andlise mais detalhada sobre o tema pode ser encontrada em (HUBER| [1990).

Definiciio 2.2.1 Seja o um elemento primitivo de um corpo finito F,. ParaF, = {0,1,...,q — 2} U

{—0o0}, o logaritmo de Zech de n em relagdo a base « € definido pela equagdo
Z(n) =log, (1 +a") <= o™ =1+ a". 2.13)

A adi¢do de poténcias de um elemento primitivo o pode ser realizada da mesma forma apresentada
na Subsecdo|2.1.2] ou pode-se utilizar o logaritmo de Zech, como forma alternativa. Sejam a* e oY

elementos primitivos de [, se z € o expoente da soma a” + oY, isto €, a” + oY = o7, entdo
r=x+Z(y—x)=y+Z(x —y). (2.14)

A seguir, sdo apresentadas algumas propriedades do logaritmo de Zech em um corpo finito I, e p
um ndmero primo.

1. Z(0) = —oo, parap = 2;

2. Z (qg—l) = —00, parap # 2;

3. Z(px) =p-Z(x) (modq—1);

4. Z(q—1—z)=Z(x)—z (modqg—1), x+# —o0;

5. Z(—o0) =0, paratodos os primos.

Exemplo 2.2.1 Seja o € Fys uma raiz do polinémio primitivo p(x) = z° + z + 1. Tem-se que

o® + a + 1 =0 e seus elementos sdo apresentados na Tabela[9|

Tabela 9 — Representagdo dos elementos de Fys gerados por p(x) = 2® + z + 1.

Representacao por Poténcia | Representacio Polinomial
0 0
1
a «
o? a?
ad a+1
at o’ + «
ab o +a+1
al a?+1
a’ 1

Fonte: Producdo da Prépria Autora.
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A partir da Equagado 2.13] pode-se calcular os logaritmos de Zech, cujos alguns valores sdo apresenta-
dos na Tabela

Tabela 10 — Logaritmos de Zech para p(z) = z° + x + 1.

Logaritmo de Zech

Fonte: Produgdo da Prépria Autora.

Exemplificando os cdlculos paran = 5 e n = —4, tem-se

O =14+’ =14++a+l=’+a=o' = Z(5)=4

=14V =1+ =14+a+1=a = Z(-4)=1.

2.3 MATRIZES SUPERREGULARES

Nesta secdo € apresentado o conceito de matrizes superregulares, em especial das matrizes de
Vandermonde e Cauchy, as quais desempenham grande importancia na construcdo dos c6digos ma-
triciais MDS que serdo apresentados neste trabalho. Os conceitos apresentados nesta se¢cdo podem
ser encontrados em (CARDELL; CLIMENT; REQUENA| 2013), (HUFFMAN; PLESS, 2003) e
(FIEDLER| 2010).

Definicio 2.3.1 Uma matriz A com elementos em um corpo finito ¥, é chamada de matriz superregular

se toda submatriz de A ndo for singular, ou seja, possuir todos os subdeterminantes diferentes de zero.

Podemos também definir um tipo especial de matrizes superregulares chamado matrizes superregu-

lares por blocos b.

Definicdo 2.3.2 Uma matriz A € Mypxnp(F,) € dita uma matriz superregular por blocos b se toda
submatriz de A e também a submatriz A composta por blocos de tamanho b x b forem ndo singulares

sobre IF .



Exemplo 2.3.1 Seja o polinémio primitivo p(x) =

gerando Fo3. Ao considerar a matriz

1
o
2

—_ = =

«
053

11 5
) =a—1=qa
«
1 2 4
) | = —a=a’
1 ao?
) 3:043—@2:045;
«
, 3:a3_a2:a5;
a® o«
at ol 6 12
=a’—a’=aq.
ab o?
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3+ 1+ 1 € Fylz] e seja o uma raiz de p(x)

—_

Q L R

L1y, _ 4.
,| = —a=ah
a o«
2
_ 5 A .
s 4lT¥ —a 1;
a® o 8 7 3
s ¢l=a®—a'=a’
a
o’ o’ 8 7 3
L gl=a®—al=0a%
«

Por fim, observa-se que os determinantes das submatrizes de ordem 3 e 4 sdo ndo nulos, completando

a verificacdo da superregularidade.

Através do Exemplo [2.3.T| observa-se que quando aumenta a dimensdo, aumenta o grau de dificul-

dade de verificacao da superregularidade, pois a quantidade de subdeterminantes a serem calculados

aumentam. A seguir € apresentado a construcdo de duas familias de matrizes superregulares.

Definicao 2.3.3 Uma matriz A é dita matriz de Vandermonde se todas as suas linhas estiverem em

progressdo geométrica.

Sejam «y,, ..., a, i, elementos ndo nulos de um corpo e sendo A uma matriz de dimensdes k x (n—k),

a forma geral de uma matriz de Vandermonde € definida por

(2.15)
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A transposta de uma matriz de Vandermonde também € uma matriz de Vandermonde.

Lema 2.3.1 Se A é uma matriz de Vandermonde, sua determinante é dada por

a= ]I @ 2.16)

1<i<j<n—k
com i e j representando as linhas e as colunas da matriz, respectivamente. Em particular, A serd ndo

singular se os elementos o, ..., o, forem distintos.

3 5

Exemplo 2.3.2 Sabendo que o, o?, o, o e o’ sdo elementos pertencentes ao corpo Fys e conside-

rando tais elementos em progressdo geométrica, a matriz de Vandermonde é dada como

(@) (@®)? (&) (ah)? (a®)° 1 1 1 1 1
@' (0! (@' (@Y (o) a0 a2 o ot of
A= | (@2 (022 (@2 (@) (@) | =] a® ot o o al
(@)% (02 (®)? (a%)? (o) B b ad a2 ol
(@)t (0d)! (0 (oY)t (%)t | of of a2 al® o2

Definicao 2.3.4 Uma matriz A de dimensdes m x n é chamada matriz de Cauchy se, e somente se,

1
Ajj=———, paral <i<mel<j<n, (2.17)
Ti + Y

sendo x; +y; # 0 e z; e y; elementos pertencentes ao corpo F e distintos.

Propriedade 2.3.1 Seja A uma matriz de dimensées m x n com entradas com elementos diferentes

de zero de um corpo IF,. Sdo equivalentes:
1. A é uma matriz de Cauchy.

2. Toda submatriz 2 X 2 de A é ndo singular.

Exemplo 2.3.3 Seja a € Fys um elemento primitivo obtido de p(x) = x® + x + 1, apresentado na
Tabela talque a® +a+1=0esex; =0, 20 =1, 23 =, y1 = &% yo = o> e y3 = o’ é possivel

verificar que

o ot ol
A= |a o ao?
o 1 b

é uma matriz superregular de Cauchy sobre Fys. Observa-se que para este caso, a realizagdo do
cdlculo das poténcias do elemento primitivo o foram baseados nos apresentados na Seg¢do [2.1.2]

Juntamente com o auxilio da Tabela [9}



a1l =

Q12 =

a13 =

Q22 =

Q23 =

a3y =

a3z =

a3z =

(I
141y 0+ a?
11
T +1y, 04ad
I
x1+y3—0+a4
1
oty 1+ a?
1
To+yy 1+ad
1
Totys  1+at
1
T34y a+a?
(S
T3 +y, a+ad
1
T34+vys o+ ol
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1
— =1 a72:a5,
a2

1
— =1 a73:a4,
a3

1 _

— =1 a74:a3,
at

1 _
—=1-a"%=a;
b
1
~—=1-a"1'=a%
«

1
—:1-oz7_5:a2,
ab

1
—:1-a7_4:a3,
at

1
1=
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3 CODIGOS CORRETORES DE ERROS

Neste capitulo € realizado um estudo sobre codigos corretores de erros. Um cddigo corretor de
erros consiste em um método sistematico de adicionar informagdes, conhecidas como redundancia
ou paridade, aos dados transmitidos ou armazenados, possibilitando a deteccado e correcao de falhas
durante a transmissdo. Neste trabalho iremos considerar que a saida de uma fonte de informacao
seja uma sequéncia de simbolos sobre o corpo finito F; = {0, 1}, denominada como sequéncia de
informac¢do. Os simbolos bindrios dessa sequéncia sdo comumente chamados de bits de informagao,
onde o bit representa um digito bindrio "0"ou "1". Na Segdo [3.1] sdo introduzidos os cédigos de bloco
lineares e, na Secao sdo abordados os c6digos de maxima distancia de separagdo (MDS). Em
seguida, a Secdo [3.4] apresenta os codigos matriciais lineares, que servirdo de base para a construgao
dos c6digos matriciais MDS no Capitulo[5] As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram
(HEFEZ; VILLELA, 2008), (ROTH, [2006), (RAYN; LIN, 2009) e (GUIMARAES, 2003).

3.1 CODIGOS DE BLOCOS LINEARES

Na codificagdo por blocos, cada mensagem de entrada u = [uy, us, . . ., ug], composta por k bits de
informagdo, é transformada em uma sequéncia v = [vy, ..., v,], de n bits, com n > k, de acordo com
determinadas regras de codificacdo. Essa sequéncia expandida v € denominada como palavra-cédigo

correspondente a mensagem u, exemplificada na|Figura 3
Figura 3 — Estrutura de uma palavra-codigo.

Palavra-codigo de comprimento n

k bits de informagdes/dados (n-k) bits de paridade

Fonte: Elaborado pela autora.

Os n — k bits adicionais inseridos pelo codificador sdo chamados de bits redundantes ou de paridade.
Esses bits nao carregam nova informagdo, mas tém a funcao essencial de permitir que o cddigo detecte
e corrija erros de transmissdao provocados por ruido ou interferéncia no canal. Um dos principais
desafios no projeto de um codificador € determinar como gerar esses bits redundantes de forma que o
codigo apresente uma boa capacidade de correc@o de erros. Uma das estruturas mais desejdveis para

1sso € a linearidade.

Definiciio 3.1.1 Um cédigo em bloco bindrio de comprimento n com ¢* palavras-cédigo é chamado
de cddigo de bloco linear C [n, k|, com n sendo seu comprimento e k a sua dimensdo, se, e somente se,

suas ¢* palavras-cédigo formarem um subespago vetorial k-dimensional sobre o espagco vetorial Fy-
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Como um c6digo linear bindrio C [n, k| é um subespaco k-dimensional do espago vetorial das
n-uplas sobre [, existem k palavras-cédigo linearmente independentes g1, g2, . . . , g» em C, tais que
qualquer palavra-c6digo ¢ € C pode ser expressa como uma combinacio linear delas. Essas palavras
formam uma base 3 de C.

Seja u = [ug, us, ..., u;] a mensagem a ser codificada. A palavra-cédigo correspondente é obtida
pela combinacdo linear:

¢ =uU1rgy + uzgs + - + UG- (3.1

Podemos organizar as k£ palavras-cddigo linearmente independentes como as linhas de uma matriz

k x n sobre F :

0 gir gi12 - Gin
- 9'2 _ 9.21 9.22 : g?n (3.2)
gk 91 Gk2 " YGkn

A matriz G é chamada de matriz geradora do c4digo linear C [n, k|. A escolha de G ndo é unica,
pois depende da base escolhida para C, mas sua dimensao € sempre igual a k. Assim, a codificagdo da
mensagem u pode ser expressa como

c=u-G. 3.3)

Exemplo 3.1.1 Seja C um cddigo de bloco linear em Fs sobre Ty com parametros [3,2]. Este cédigo

possui comprimento n = 3 e dimensdo k = 2, pois existem 2> = 4 palavras-cédigo. Escolhendo como

base 5 = {011, 101}, temos que
011
G =
101

C= {0,1 . [011] + as - [101] ‘ ay,02 € FQ} = {OOO, 011, 101, 110}

€ a matriz geradora de C. Assim,

A métrica que serd utilizada neste trabalho € a distancia de Hamming que serd definida a seguir.

Defini¢do 3.1.2 Dados u = [uy, ..., u,] ec = [ci,...,cy] € F}, adistdncia de Hamming é definida

d(u, c) entre u e ¢ como o niimero de simbolos em que se diferem.

Definicao 3.1.3 Seja C um codigo linear. A distancia minima do cédigo é definida como

d = min{d(u, ¢); u,c € C,u # c}. 3.4
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Exemplo 3.1.2 Seja o cddigo de bloco linear C' = {00000, 01101, 10110, 11011} sobre F5. Assim,

d(00000, 01101)
d(00000, 10110)
d(00000, 11011)
d(01101, 10110)
( )
( )

)

)

Y

d(01101, 11011
d(10110,11011

)

3
3
4,
4
3
3

Logo, a distancia minima deste codigo é d = 3.

Propriedade 3.1.1 Dados trés vetores u, c,w € C, valem as seguintes propriedades:
1. Positividade: d(u,c) > 0, e a igualdade vale se, e somente se, u = c.
2. Simetria: d(u,c) = d(c, u).
3. Desigualdade Triangular: d(u,c) < d(u,w) + d(w, ¢).

Definicio 3.1.4 O peso w(v) de um vetor v é o niimero de coordenadas ndo nulas de v. O peso

minimo w(C) de um cédigo C é o menor peso entre suas palavras-cédigo ndo nulas.

Exemplo 3.1.3 No cédigo do exemplo anterior C = {00000, 01101, 10110, 11011}, tem-se

w(01101) = 3,
w(10110) = 3,
w(11011) = 4.

Logo, o peso minimo deste cédigo é w(C) = 3.
Teorema 3.1.1 Seja C um codigo linear e u, ¢ € C, pode-se afirmar que
1. d(u,c) = w(u—c);

2. d(C) = w(C).

Dada a distancia minima d de um cédigo linear, os parimetros de C sdo [n, k,d|, onde n é o

comprimento do cddigo e k € a dimensao.

Teorema 3.1.2 Um cddigo de bloco linear C com pardmetros [n, k, d| possui capacidade de detectar

d—1
(d — 1) erros e corrigir até {TJ erros.

Exemplo 3.1.4 No cddigo C = {00000, 01101, 10110, 11011}, tem-se d(C) = w(C) = 3. Logo, os

d—1

pardmetros deste cédigo sao (5,2, 3] e ele é capaz de detectar d — 1 = 2 erros e corrigir =1

erro.
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Definicao 3.1.5 Uma matriz geradora G de um codigo linear C estd na forma padrdo, ou sistemdtica,
se ela estiver escrita como

G =[I| P), (3.5)

em que I, é a matriz identidade de ordem k e P é uma matriz de dimensdo k x (n — k).

Teorema 3.1.3 Para todo cédigo linear C, existe um codigo C' equivalente cuja matriz geradora estd

escrita na forma padrdo, possuindo os mesmos pardmetros de C.

Quando a codificagio ¢ realizada utilizando uma matriz geradora na forma sistematica (3.5,
torna-se possivel identificar diretamente a mensagem original, uma vez que ela aparece nas primeiras
posi¢cdes da palavra-cédigo, enquanto as ultimas posicdes representam os bits de paridade adicionados

durante o processo de codificacdo.

Exemplo 3.1.5 Considere uma matriz geradora G de um cédigo linear C sobre o corpo finito 3, dada

por
1 0011
G=1]11000
11010
A matriz
10 000
G'=101001
00101

é a matriz geradora de um codigo linear equivalente a C, com os mesmos pardmetros, mas agora na
forma padrdo. Se, por exemplo, for recebida a palavra-cédigo [10101], observa-se que a mensagem
original corresponde aos trés primeiros bits [101], enquanto os dois iiltimos bits [01] representam a

redundancia adicionada pelo processo de codificacdo.

A partir de uma matriz geradora na forma padrao, € possivel determinar a matriz verificagdo de

paridade, a qual desempenha papel essencial no processo de decodificacdo e detec¢do de erros.

Definicio 3.1.6 Seja C um cddigo linear com pardmetros [n, k|. Se G = [I, | P] é a matriz geradora

de C escrita na forma sistemdtica, entdo a matriz de verificacdo de paridade H é dada por

H =[-P"| I,_4], (3.6)
onde P! representa a transposta da matriz P.
A matriz H € utilizada para verificar se uma palavra pertence ou ndo ao cédigo, a partir de

G-H =[I,|P]-[-P'|I,_¢)] = —P+P=0, (3.7)

segue que
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c-H' =0, (3.8)

para todo ¢ € C.
As linhas da matriz de verificagdo de paridade H sado linearmente independentes, assim como
as linhas da matriz geradora G. Portanto, H também € uma matriz geradora de outro cédigo linear,

denominado cédigo de C, indicado por C*.

Exemplo 3.1.6 Considerando o Exemplo a matriz geradora G é dada por

1 0000
G=1010 01
00101

Observando que a matriz geradora deste codigo jd estd na forma padrdo, como definido em (3.3)),

segue que a matriz de verificacdo de paridade é dada por

7 00010 .
01 101
Supondo que os vetores ¢; = [10101] e co = [10111] foram recebidos, para verificar se a mensagem é

uma palavra codigo de C, tem-se

c1 - H' = [10101] [00],

o = O O O
—_ O = = O
Il

co - H = [10111] - = [10].

o = O O O
[ T S G )

Logo, conclui-se que c1 € C, pois o resultado é o vetor nulo, enquanto cy ¢ C.

A decodificacao estd diretamente relacionada aos processos de detec¢do e correcao de erros em
sistemas de comunicacao digital. Durante a transmiss@o de dados, ruidos ou interferéncias podem

alterar bits da mensagem original, resultando em erros no sinal recebido (RAYN; LIN}| 2009).

Definicio 3.1.7 Seja C um codigo linear com pardmetros [n, k, d] e matriz de verificacdo de paridade
H. Considere um vetor ¢ € C transmitido através de um canal ruidoso, resultando no vetor recebido v.

O vetor erro, que representa as alteragcoes ocorridas durante a transmissdo, é definido por

e=v—c. 3.9)
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Exemplo 3.1.7 Considere um cddigo linear C sobre Fy. Se for transmitido o vetor ¢ = [011001] e

recebido v = [101010], o erro ocorrido é dado por

e = v — ¢ = [101010] — [011001] = [110011].

A quantidade de posi¢Oes ndo nulas, ou seja, o peso do vetor erro, indica o nimero de bits que
foram alterados na transmissdo. Seja H a matriz de verificacdo de paridade associada ao cédigo C,

tem-se

e-H'=(w—c¢)-H' =v-H' —c-H' =v-H', (3.10)

pois de acordo com (3.8)), ¢ - H' = 0.

Definicdo 3.1.8 E possivel verificar se tal informacdo recebida pertence ao cédigo através do produto

entre v e H', 0 qual denomina-se sindrome
s=uv-H". (3.11)

Caso s = 0, conclui-se que nio houve erro, e portanto v € C. Se s # (), ocorreu erro na transmissao.
Para corrigir o vetor recebido, € necessario identificar a posicdo do erro.
Seja C um coédigo linear de distancia minima d > 3, para corrigir no minimo 1 erro, e o vetor e

introduzido entre a palavra transmitida c e recedida v. Se

e-H =0, (3.12)

entdo a mensagem recebida pertence ao codigo, ou seja, ¢ € C. Se

e-H' #0, (3.13)
e considerando que apenas um erro tenha ocorrido, o vetor erro serd
e=1[0,...,1,...,0], (3.14)

onde 1 estd na i-ésima posi¢do. Assim,
e-H' = h,, (3.15)

sendo h; a i-ésima coluna da matriz H. Para o vetor recebido v, obtém-se

v H = h,. (3.16)

Portanto, a sindrome resultante indica a posicao do erro, permitindo sua corre¢do e garantindo que

o vetor decodificado corresponda a palavra original transmitida.

Exemplo 3.1.8 Considere um cddigo linear bindrio com pardmetros [6, 3] e a matriz de verificagcdo
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de paridade dado por
101 100

H=|110 010
011 001

Supondo que o vetor recebido foi v = [000110], tem-se

011
110
101

s=v-H" =[000110] - 001 = [011] = h,.
010
100

Portanto, e = [011000] e a corregdo é feita por
¢ =v—e=[000110] — [011000] = [011110].

Outra abordagem possivel para a decodificacdo é o método baseado em classes laterais ou arranjo
padrao. Essa técnica aplica o principio da médxima verossimilhanga, ou seja, busca-se corrigir o vetor
recebido v para a palavra-codigo c cuja distancia € a menor possivel. Assim, as palavras consideradas

mais proximas entre si pertencem a uma mesma classe lateral.

Definicdo 3.1.9 Seja C um codigo linear [n, k, d). Para qualquer vetor v C FJ, define-se o conjunto
v+C={v+c|ceC},

como sendo a classe lateral de v.

Exemplo 3.1.9 Considere o subespaco linear C de ¥} gerado pela matriz

1001001
G=10101011
0011101

O codigo C consiste em todas as combinagoes lineares das linhas de G. Assim, o codigo é dado por
C' = {0000000, 1001001,0101011,0011101, 1100010, 1010100,0110110, 1111111}.

Tomando o vetor recebido v = [1110000] € F5. A classe lateral v + C' é obtida somando v a cada

palavra de C, obtendo

v+ C = {1110000,0111001, 1011011, 1101101, 0010010, 0100100, 1000110, 0001111}.
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O interesse nas classes laterais estd no fato de que todos os vetores pertencentes a uma mesma

classe possuem a mesma sindrome. Assim, o vetor v é denominado lider da classe lateral.

Exemplo 3.1.10 Seja a matriz G geradora e a matriz H controle de paridade de um codigo de bloco
linear C C T}

1001001 1111000

G:0101011,H:0010100

01000710

0011101 111000 1

As sindromes para v + C sdo

[1 0 0 1] (1 0 0 1]

1011 1011

1101 110 1
[1110000]- [1 0 0 O = [1111], [0111001]- [1 0 0 O = [1111],

0100 0100

0010 0010

00 0 1] 00 0 1]

[1 0 0 1] (1 0 0 1]

1011 1011

1101 110 1
[1011011]- [1 0 0 O = [1111], [1101101]- [1 0 0 Of = [1111].

0100 0100

0010 0010

00 0 1] 00 0 1]

[1 0 0 1] (1 0 0 1]

1011 1011

1101 110 1
(0010010]- [1 0 0 O = [1111], [0100100]- [1 0 O Of = [1111].

0100 0100

0010 0010

00 0 1] 00 0 1]
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1001 1001

1011 1011

1101 1101
[1000110]- |1 0 0 0] = [1111], [0001111] - [1 0 0 0] = [1111].

0100 0100

0010 0010

00 0 1] 000 1)

A partir dessa propriedade, o processo de decodificacio consiste em calcular as sindromes de todos
os lideres das classes laterais. Assim, quando uma palavra € recebida, basta determinar sua sindrome e
comparé-la com uma tabela previamente formada pelas sindromes dos lideres. O nimero de sindromes

e de lideres das classes laterais, sdo dados por ¢"~*, para um cédigo C € [y com pardmetros [n, k, d].

Exemplo 3.1.11 Seja a matriz verificagdo de paridade de um cédigo de bloco linear C C F}

=

I
=
S ==
— =
—_ = O
o o =
S = O
= o O

Para obter a tabela basta calcular a sindrome para cada lider, ou seja

101 101

110 110

111 111
[0000001] - |0 1 1| =[o011], [0000010] - [0 1 1| = [010],

100 100

010 010

0 0 1) 0 0 1)

(1 0 1] (1 0 1]

110 110

111 111
[0000100]- |0 1 1| = [100], [0001000] - |0 1 1| = [011],

100 100

010 010

0 0 1] 0 0 1)

(1 0 1] (1 0 1]

110 110

111 111
[0010000] - |0 1 1| =[111], [0100000] - [0 1 1| = [110].

100 100

010 010

0 0 1) 0 0 1)




[1000000] - = [101].

S O = O = =
O = O = = = O
_— O O = = O =

Juntando todas as sindromes, tem-se a Tabela[ll]

Tabela 11 — Sindrome de erros da classe lateral do Exemplo|3.1.11

Lider | Sindrome
0000000 000
0000001 001
0000010 010
0000100 100
0001000 011
0010000 111
0100000 110
1000000 101

Fonte: Producdo da Prépria Autora.

Supondo que foi recebido v = [1001100], entdo

s=wv-H" =[1001100] - = [010].

[ s Y S GO W
== I e T = S S Y B =Y

S O = O = =

Tomando o erro como sendo o lider da classe com esta sindrome, obtemos e = [0000010).

Portanto, a palavra transmitida corretamente foi

¢ = v — e = [1001100] — [0000010] = [1001110].
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3.2 CODIGO DE HAMMING

Os cédigos de Hamming s@o amplamente reconhecidos como um exemplo classico de cédigo

linear. Um c6digo de Hamming € descrito pelos parametros
n,k,d =[2"—1,2"—r—1, 3], (3.17)

sendo 7 o nimero de bits de paridade, n o comprimento total da palavra-c6digo, k£ o nimero de bits de

informacdo e d = 3 a distdncia minima que permite corrigir 1 erro e detectar 2 erros.

Exemplo 3.2.1 O cédigo de Hamming [7, 4,3] codifica 4 bits em 7 bits através da adicdo de 3 bits de
paridade. Considerando um codificador sistemdtico, se u = [uy, ug, us, us| € uma mensagem a ser

codificada por este codigo entdo uma palavra-codigo é dada por

¢ = [uy, ug, us, uyg, 71,79, 3. (3.18)
Os bits de paridade sdo calculados de acordo com as relagcoes:
* 1 = Uy D us D uz,
* o = Uz B uz D uy,
* T3 = U DUz DUy
Assim, para determinar a palavra-cédigo correspondente a mensagem u = [1010] usando o codigo de
Hamming [7, 4,3], tem-se
rm=1081=0; ro=0010=1; 13=14160=0.

Portanto, a palavra-codigo é ¢ = [1010010] e a matriz G para o codigo de Hamming [7,4,3] é dada

por
Uy Uz UI Uy T1 T2 T3

1 0 0 0 1 0 1

G — O 1 0 O 1 1 0

O o 1 0 1 1 1

O 0 o0 1 0 1 1

3.3 CODIGOS DE MAXIMA DISTANCIA DE SEPARACAO (MDS)

Nesta se¢do, s@o apresentados os codigos de maxima distancia de separacao (MDS — Maximum
Distance Separable), os quais possuem a maior distincia minima possivel. Essa caracteristica € de
grande importincia na teoria da codificacao, pois a distadncia minima estéd diretamente relacionada a
capacidade de corre¢do de erros do c6digo. Assim, c6digos com essa propriedade oferecem méaxima

protecdo contra falhas de um dispositivo, para uma determinada quantidade de redundancia. Os
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conceitos e defini¢cdes abordados nesta secao podem ser encontrados em (ROMAN, |1992), (ROTH,
2006) e (HUFFMAN; PLESS, [2003]).
Seja C um c6digo linear com pardmetros [n, k, d]. Sabe-se que ¢* representa o niimero de palavras-

c6digo de C sobre Fy.

Teorema 3.3.1 Limitante de Singleton: Seja C um cddigo linear com pardmetros [n, k, d] sobre um

corpo finito I, tem-se

qk < qnfd+1. (319)
A partir da Equagéo [3.19] obtém-se
E<n-—-d+1, (3.20)
que é equivalente,
d<n-—k+1. (3.21)

Definicao 3.3.1 Um cddigo linear C para o qual a igualdade é satisfeita no Limitante de Singleton é

chamado de codigo de distancia mdxima separdvel, MDS.
Teorema 3.3.2 Seja C um cddigo linear [n, k| sobre F,. Entdo, sdo equivalentes:

1. C é um codigo MDS.
2. Cada conjunto de coordenadas k é um conjunto de informacoes para C.

3. Se uma matriz geradora para C estiver na forma padrdo G = [I|A], entdo A é uma matriz

superregular.
4. C+ é um codigo MDS.

5. Cada conjunto de coordenadas n — k é um conjunto de informagées para C*.

De acordo com a Defini¢éo e o Teorema [3.3.2] nenhum cédigo linear com comprimento [n, k|
tem distancia minima maior que um cédigo MDS com os mesmos parametros.

A seguir, é mostrado alguns casos em que C' € um c6digo MDS trivial sobre [F:

z

1. € = Fy € um codigo MDS trivial com distincia minima d = 1.

Exemplo 3.3.1 Considere o espaco vetorial F3. Para C = 3, os elementos desse cddigo sdo
C = {000,001, 010,011,100, 101,110, 111}. Nesse caso, a distdncia minima desse cédigo é
d=1.

2. Sao codigos MDS triviais e tém a distancia minima d = n, os c6digos que possuem apenas duas

palavras-codigo, sendo elas a palavra toda nula e a palavra completa com 1’s.
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Exemplo 3.3.2 Seja o cédigo de bloco linear C C F3 de parametros [4, 1], conhecido como
cddigo de repeticdo. As palavras-cédigo de C sao {0000, 1111}. Nesse caso, C é um cddigo

MDS trivial, cuja distdncia minima é d = 4.

Exemplo 3.3.3 Os codigos de Hamming formam uma classe de codigos lineares bindrios, para
os quais, dado um inteiro r > 2, existe um codigo de comprimento n = 2" — 1 e dimensdo
k =2" —r — 1, com distdncia minima d = 3. Para o caso onde r = 2, tem-se um coédigo MDS
pois um cédigo com pardmetros (3, 1, 3| as palavras-cédigo de C' sdo {000, 111}, com distdncia

minima d = 3.

3. Cédigos com um tnico simbolo de paridade sdo cédigos MDS triviais com distancia minima
d=2.

Exemplo 3.3.4 SejaF3 com cédigo de fonte dado por v = {000,001, 010,011,100, 101,110, 111}.
Se
1 00
G=1010
0 01

—_ =

¢é uma matriz geradora, entdo o cédigo C = {0000,0011,0101,0110, 1001, 1010, 1100, 1111} ¢

um codigo MDS trivial. E, neste caso, tem-se d = 2.

Ao analisar a matriz geradora na forma padrdo, conforme apresentado no item 3 do Teorema [3.3.2]

€ possivel verificar o seguinte resultado a respeito dos cédigos bindrios:

Teorema 3.3.3 Seja C um cédigo bindrio com pardametros [n, k, d|.
1. Se C é um codigo MDS, entdo C é trivial.

2. Se3<deb<k entdok <n-—d-—1.

3.4 CODIGOS MATRICIAIS LINEARES

Nesta secao € apresentado um estudo sobre uma subclasse dos cddigos de bloco lineares, denomi-
nada codigos matriciais lineares. Esses codigos podem ser empregados tanto na correcio de erros
aleatdrios quanto na correcao de erros em rajada (burst of errors) (FRITSCH, 2025).

Os cddigos matriciais destacam-se principalmente por sua simplicidade e flexibilidade. Além
disso, por apresentarem decodificagcdo rapida e de facil implementagdo, sdo amplamente aplicados em
sistemas de comunicacdo e sistemas de armazenamento (GUIMARAES! [2003).

Define-se a seguir o conceito de rajada de erros de comprimento b.

Definicao 3.4.1 Um vetor erro e, dado por , de comprimento n contém erro em rajada de

comprimento b se suas coordenadas ndo nulas estiverem confinadas em b posicoes consecutivas em e.
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e=100,0,...,0,1,%,...,%,1,0,...,0], (3.22)
N—————
rajada b
onde o trecho central representa uma rajada de comprimento b. Se a primeira coordenada diferente de
zero da rajada estiver na posigdo 1, diz-se que a rajada b comeca na coordenada i e possui padrdo de

Surto (bz =1, bi+17 C ,bH_b_Q, bi+b—1 = 1)
Observacao 3.4.1 Nem todas as posi¢cées em uma rajada sdo necessariamente erros.

Exemplo 3.4.1 Seja o vetor erro e = [000010110000], de comprimento n = 12. Este vetor contém

erro em rajada de comprimento b = 4.

Um coédigo € denominado cédigo corretor em rajada de comprimento maximo b se ele for capaz
de corrigir qualquer erro que ocorra em uma rajada de comprimento ndo superior a b (BLAUM;
FARRELL; TILBORG, [1998).

Considere um cédigo de bloco linear C' definido sobre o corpo finito [F,, caracterizado pelos
pardmetros [n, k, d], onde n representa o comprimento do c6digo, k a dimenséo e d a distdncia minima
de Hamming, todos expressos em termos de simbolos g-arios.

Seja b > 0 um ndmero inteiro positivo tal que b divida k. Nessas condi¢des, pode-se construir um
c6digo matricial linear sobre IE‘Z, com parametros [0, k', d'], onde k' = %, n' = 7 e d’ representa a
distancia minima considerando o c6digo sobre IFZ. Assim, esse cddigo é parametrizado em funcdo de
blocos de simbolos g-arios de comprimento b.

Tais c6digos sao normalmente descritos por meio de uma matriz de verificacao de paridade H de
dimensdo (n' — k')b x n’b, a qual gera palavras-c6digo de comprimento 7’b, sendo b o comprimento
da rajada de erro.

Observa-se que o limitante de Singleton, apresentado no Teorema[3.3.1] permanece valido para os
codigos matriciais lineares. Quando a igualdade da Equagdo [3.21]¢ satisfeita, o cédigo € dito como um
c6digo matricial linear MDS.

Por fim, apresenta-se a seguir um exemplo geral de c6digos matriciais lineares, com o intuito
de exemplificar sua relagdo com os cédigos lineares. O Capitulo [5]serd dedicado a abordagem dos
métodos de codificacdo e decodificacao desses codigos, os quais possuem a propriedade MDS e sdo

capazes de corrigir erros em rajada.

Exemplo 3.4.2 Seja um cédigo de bloco linear C sobre Fy com pardmetros |9, 3, 3|, formado pelas
palavras-cédigo C = {000000000, 100110100, 010101010, 001011101, 110011110, 011110111,
101101001, 111000011} geradas a partir da matriz geradora G, dada por

G:

o O =
S = O
_ O O
S = =
_ O =
_ = O
—_ O
o = O
==

De acordo com a Equagdo 3.6} a matriz verificagdo de paridade associada a este codigo é dada por



O O Rk O =

O = O = O =

—_— O = == O

S O O O O =

o O O O = O

o O O = O O

o O = O O O

o = O O O O

_ o O O O O
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Tomando b = 3, podemos olhar C' como um cédigo matricial linear sobre T3 com parametros 3,1, 1].

Neste caso, a matriz de verificacdo de paridade pode ser organizada em blocos da forma

0
0

1
0

0
1

0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

0
1

(3.23)

As palavras-cddigo poderiam ser representadas como C' = {000 000 000, 100 110 100, 010 101 010,
001 011 101, 110 011 110, 011 110 111, 101 101 001, 111 000 011}, com erros analisados em

rajadas de b = 3.

Como a distancia minima d.,;, = 1, o codigo ndo é capaz de detectar ou corrigir rajadas de

comprimento b = 3.
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4 MATRIZ REDUNDANTE DE DISCOS INDEPENDENTES (RAIDS)

Neste capitulo s@o apresentados os conceitos fundamentais relacionados a um tipo de Sistema de
Armazenamento Distribuido (Distributed Storage System), conhecido como Matriz Redundante de
Discos Independentes (RAID, Redundant Array of Independent Disks), bem como suas principais
classificacoes e métodos de operagdo. Na Segdo[{.1] sao abordados os conceitos bésicos e as técnicas
empregadas bem como sdo apresentados os niveis de RAIDs junto com suas vantagens e desvantagens.
Na Segdo {.2] € explicada a codificacdo e decodificagdo no RAID 6, e exemplificado o processo
de deteccdo de erros. Os conceitos e definicdes abordados neste capitulo podem ser encontrados
em (JACOB, 2009), (CORPORATION, 2005), (PRESTES| 2023), (ARPACI-DUSSEAU, 2008) e
(MOUSSA; RYCHLIK] 2018).

4.1 CLASSIFICACAO DOS RAIDS

A concepgdo fundamental da Matriz Redundante de Discos Independentes, RAID, consiste em
unir diversas unidades de disco menores e mais econdmicos em um conjunto, a fim de atingir objetivos
de desempenho ou redundancia que seriam impossiveis de alcancar com uma Unica unidade. Para
atingir tal meta, emprega-se técnicas como o disk striping (RAID 0), o disk mirroring (RAID 1) e o
disk striping with parity (RAID 5), as quais visam reduzir a laténcia, ampliar a banda de passagem,
maximizar a capacidade de recuperagdo de falhas no disco rigido e alcancar a redundancia desejada.

Em um sistema RAID, os dados sao distribuidos por cada unidade do conjunto, sendo em seguida
divididos nos blocos de tamanho uniforme. Cada bloco € entdo gravado em um disco rigido dentro
do conjunto RAID, de acordo com o nivel empregado. Quando os dados sao lidos, esse processo é
revertido, criando a impressao de que as diversas unidades dentro do conjunto sdo, de fato, uma tnica
unidade, como demostrado na [Figura 4]

A técnica striping é usada para distribuir os dados uniformemente entre os discos de um conjunto.
Isso significa que os dados sao divididos em blocos (stripes), e cada bloco € armazenado em um dos
discos, seguindo uma ordem sequencial. Assim, cada disco armazena partes diferentes dos dados,
aumentando o desempenho de leitura e escrita paralela. A técnica disk mirroring ocorre quando os
dados sdo duplicados integralmente em dois, ou mais discos. E, a técnica disk striping with parity, é
a divisdo de dados em blocos distribuidos entre discos considerando algum tipo de paridade, com a
informacdo de redundancia para reconstru¢ao dos dados em caso de falha de disco.

Existem diferentes niveis de RAID, cada um com caracteristicas especificas de desempenho e
redundancia, que variam conforme as necessidades do sistema. Eles sdo classificados de acordo com
sua capacidade e sua confiabilidade baseado no nimero de falhas de disco que o sistema pode tolerar.

A seguir, sdo apresentados os principais niveis de RAID.
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Figura 4 — Processo de gravacao e leitura dos dados.

- -
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D dos dados dos dados
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‘--—._Dﬁ——‘“ Dﬁ
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Dg

Disco 0 Disco 1 Disco 0 Disco 1

Fonte: Elaborado pela autora.

4.1.1 RAIDO

No RAID 0 a técnica striping é empregada, ou seja, os dados sao divididos em pequenos segmentos
e distribuidos uniformemente entre as unidades de armazenamento. Os discos sdo mesclados em um
unico grande volume. A configuracdo dos discos distribuidos como uma unica unidade aumenta o
desempenho, pois varios discos executam operacdes de leitura e gravagdao simultaneamente.

Trata-se de um nivel que ndo oferece protecio contra falhas, pois ndo existe redundancia nele. Com
capacidade de N (discos) x B (blocos), sendo todo o espaco usado para armazenar dados. Devido
a essas caracteristicas, ele € muito usado em aplicagdes que lidam com grandes volumes de dados e
que ndo podem apresentar lentiddo, como tratamento de imagens e edi¢do de videos. Um exemplo do
RAID 0 ¢ mostrado na[Figura 5| assim como na Tabela[I2] com suas vantagens e desvantagens.

Figura 5 — Exemplo RAID 0.

e Ty o
Do,0) Doy Dio2) Do,
— — — — - r—
D10 D11 D12 D(y,3)
Do | [ Pen | | Den | | Das |
Duo | | DPey | Diaz) L Dea) |
(Leo S (U Pen J (Do J ( Des
Disco 0 Disco 1 Disco 2 Disco 3

Fonte: Elaborado pela autora.
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Tabela 12 — Vantagens e desvantagens do RAID 0.

Vantagens Desvantagem

- Custo-beneficio e simples de implementar; | - Nao fornece tolerancia a falhas;
- Maior desempenho de leitura e gravacao;

- Sem sobrecarga (uso da capacidade total);

- Simples de configurar e facil de usar;

Fonte: Producdo da Prépria Autora.

4.1.2 RAID1

Fornece redundancia gravando os dados idénticos em cada disco da matriz, como mostrado na
Esse nivel opera com dois ou mais discos que podem usar acesso paralelo para altas taxas de
transferéncia de dados durante a leitura, mas geralmente operam independentemente para fornecer
altas taxas de dados. Ele fornece confiabilidade de dados e alto desempenho para aplicativos de leitura,
porém seu custo € alto, como exemplificado na Tabela

O RAID 1 ¢ focado na protecao dos dados, porém ele nao dispensa solu¢des de backup. Como
a duplicacdo dos dados € feita em tempo real, se uma informacao indevida for gravada na primeira
unidade ou se um arquivo importante for apagado, o mesmo acontecera no segundo disco. Portanto, seu

uso costuma ser mais indicado para proteger o sistema de falhas fisicas nas unidades de armazenamento.

Figura 6 — Exemplo RAID 1.

——

A T i e
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D1y Dy Diz) D7)
~— — r—  ——
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D(s) D(3) D(g) D(q)
— . —] ~—  —] ~— —] r—  ——]
Pa 4 Pw o | P Daoy

Disco 0 Disco 1 Disco 2 Disco 3

Fonte: Elaborado pela autora.

Tabela 13 — Vantagens e desvantagens do RAID 1.

Vantagens

Desvantagens

- Maior desempenho de leitura;
- Fornece redundancia;

- Tolerancia a falhas;

- Simples de configurar e facil de usar;

- Usa metade da capacidade de armazenamento;
- Custo relativamente alto;

- Perda no desempenho;

Fonte: Produc¢do da Prépria Autora.



49

4.1.3 RAID2

Tipo de solugdo de armazenamento que surgiu no final de 1980, o RAID 2, demonstrado na[Figura 7]
foi criado como solucao para a limitacdo dos HDs que ndo tinham um padrio de confiabilidade. Esse
nivel é parecido com o RAID 0, porém € o primeiro nivel de RAID que conta com um mecanismo de
deteccdo de falhas como um cédigo corretor de erros (ECC, Error Correcting Code), o que € visto
como uma vantagem, como mostrado na Tabela[I4] Ao gravar os dados, ele grava também o c6digo no
disco de redundancia. Posteriormente, ao ler dados do disco, ele também 1€ do disco de redundancia

para verificar os dados e fazer corregdes, se necessdrio.

Figura 7 — Exemplo RAID 2.

e [ ] — MNMee—
Do\ Doy | Pon || FClon | | FCCoy

 Pao | Pan | Pany || ECCax . | ECCoy

Pen 1 | Pen | Dea ECoxm | | ECCay
~ Do) \.&2———' \-__D_(g_zl-——" \ffﬁfl’ ‘--._E.‘C_C(.3_3-Q/
_Duo) || Pay | | Duy ECCax 1 | _ECCuy)
oo J L Pen J  Pea J(EClsy ) ( ECCay )
Disco 0 Disco 1 Disco 2 Disco 3 Disco 4

Fonte: Elaborado pela autora.

Tabela 14 — Vantagens e desvantagens do RAID 2.

Vantagens Desvantagens

- Capacidade de corrigir informacdes armazenadas; | - Alto custo;

- Confiabilidade; - Dificil implementagao;

- Taxas de transferéncia de dados altas; - Requer discos inteiros para ECC;

Fonte: Producgdo da Prépria Autora.

Um cédigo corretor de erros muito utilizado no RAID 2 € o c6digo de Hamming apresentado na
Subsecao[3.2]

414 RAID3

O RAID 3, apresentado na [Figura §| utiliza distribui¢do em nivel de byfes (sequéncia de 8 bits)
e um disco de paridade dedicado, ou seja, cada bloco de dados € dividido em bytes e distribuido
nos discos de dados juntamente com os bytes de paridade correspondentes. Por causa disso, requer
pelo menos trés unidades, onde duas sdo usadas para armazenar faixas de dados e uma € usada para
paridade.

Para a realizacdo da leitura, os dados sao lidos simultaneamente a partir de cada unidade de disco

e a paridade € usada para recuperar os dados perdidos em caso de falha em uma das unidades de
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disco. Durante a leitura, os dados de cada disco sdo combinados com a paridade correspondente para
reconstruir os dados originais.

Além disso, o RAID 3 requer um controlador especializado que € responsdvel por gerenciar as
operagdes de gravacgdo e leitura em todas as unidades de disco. Ele calcula e escreve a paridade nos
discos dedicados de paridade, atingindo melhores taxas de desempenho com operacdes sequenciais do

que com operagdes aleatorias de leitura/gravagio, como mostra a Tabela [I3]

Figura 8 — Exemplo RAID 3.

Controlador
Dedicado

“ D1y Dy, m

Disco O Disco 1 Disco 2 Disco 3

Fonte: Elaborado pela autora.

Tabela 15 — Vantagens e desvantagens do RAID 3.

Vantagens Desvantagens
- Boa taxa de transferéncia para grande - Nao € adequado para transferir
quantidades de dados; arquivos pequenos;

- Alta eficiéncia com operacgdes sequenciais; | - Complexo de implementar;

- Resiliéncia de falha de disco; - Dificil configuragdo como software;

Fonte: Producdo da Prépria Autora.

A seguir apresentamos um exemplo do funcionamento do RAID 3.

Exemplo 4.1.1 Dada uma mensagem v = [001000011001001000110110], tem-se a distribuicdo de

dados em nivel de bytes mostrada abaixo.

0 1 2 P
00100001 | 10010010 | 00110110

Para ser calculada a paridade P, é preciso fazer XOR simples com os discos de dados. Assim,
P = 00100001 ¢ 10010010 € 00110110 = 10000101.

0 1 2 P
00100001 | 10010010 | 00110110 | 10000101




51

4.1.5 RAID4

O RAID 4, mostrado na também tem uma técnica de paridade calculada usando uma
fun¢cdao XOR simples, além de apresentar funcionamento similar ao RAID 3. O seu diferencial estd em
dividir os dados em blocos e oferecer acesso individual a cada unidade de armazenamento do sistema.
Portanto, ndo hd necessidade de um controlador especializado.

Além disso, esse nivel pode apresentar algum comprometimento de desempenho, citado na Tabela
[16] pois toda e qualquer operagdo de gravacdo exige atualizagdo na unidade de paridade. Por esse
motivo, seu uso ¢ mais indicado para sistemas que priorizam leitura de dados, ou seja, que realizam
muito mais consultas do que operagdes de gravacdo. E com relagcdo a sua confiabilidade, permite a

recuperacdo de no maximo uma falha de disco e sua paridade estd centralizada em um tnico disco.

Figura 9 — Exemplo RAID 4.

Do || Py | Do) Doz 1 | Loy || Po
MY Y Y D2y Dagy 1| Pes f | Fo
NLCT) I Dea2) oy 4 | Pen { | Po
L Leo 4 | Pe Dezy J (P | Pen 4 Fo
Peo || Pay | | Day Dias) OIS I O
Disco 0 Disco 1 Disco 2 Disco 3 Disco 4 Disco 5
Fonte: Elaborado pela autora.
Tabela 16 — Vantagens e desvantagens do RAID 4.
Vantagens Desvantagens

- Operacdes de leitura rdpida e independente;

- Baixa sobrecarga de armazenamento;

- Operacdes de gravacdo lentas;

- A redundancia é perdida se o disco de

paridade falhar;

Fonte: Producio da Prépria Autora.

A seguir vemos um exemplo da utilizacdo do RAID 4.

Exemplo 4.1.2 Dada uma mensagem v = [00100001100100100011011001010101110010100010

1100}, tem-se a distribuicdo de dados em nivel de blocos mostrada abaixo.

0

1

2

00100001 10010010

00110110 01010101

11001010 00101100

Para ser calculada a Paridade, também é possivel fazer XOR simples com os discos de dados.

0

1

2

P

00100001 10010010

00110110 01010101

11001010 00101100

11011101 1110011
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4.1.6 RAIDS

O RAID 5 € a implementacao de RAID mais utilizada na atualidade. Ele combina a técnica striping
e paridade para fornecer uma configuracao rapida e confidvel, oferecendo ao usudrio usabilidade de
armazenamento como no RAID 1 e a eficiéncia de desempenho do RAID 0.

No RAID 5 os dados sdo divididos em faixas e distribuidos em diferentes discos na matriz, mostrado
na[Figura 10] Isso permite altas taxas de desempenho, citado na Tabela[I7] devido a transacdes de
dados de leitura rapida que podem ser feitas simultaneamente por diferentes unidades na matriz, e sua

paridade € calculada igual ao RAID 4 e distribuida pelos discos.

Figura 10 — Exemplo RAID 5.

M A~ A~ A~ A~ A~ A
Dioo) | Dy | Do,2) Doz) | [ Doy | [ Po
s-.__%ﬁﬂ/ Pay -..__ﬂl_z_)_./ '-—._ﬂi.@-—/ '--.il.)-/ ‘*--_-/D(l's)
A D(z,o) _ D2y Dizz) | .,,____&2____, Daay | | D(2,52 _
~Leo [ Den _fa) | | Pea Dey L Des) 4
| Deoy 1P [ Duzy || Pes | [ Des 11 Dus
o I\ Dy S Pea ) Doy ) Dee J Dy J
Disco 0 Disco 1 Disco 2 Disco 3 Disco 4 Disco 5

Fonte: Elaborado pela autora.

Tabela 17 — Vantagens e desvantagens do RAID 5.

Vantagens Desvantagens

- Alta performance e capacidade; - Maior tempo de reconstrugao;

- Velocidade de leitura rédpida e confidvel; | - Se mais de um disco falhar, os dados serdo

- Tolera falha de unidade dnica; perdidos;

Fonte: Produc¢do da Prépria Autora.
A seguir apresentamos um exemplo do funcionamento do RAID 5.

Exemplo 4.1.3 Dada a mesma mensagem do Exemplo tem-se a distribuicdo de dados em nivel

de blocos mostrada abaixo.

0 1
00100001 10010010 | 00110110 01010101

2
11001010 00101100

Para ser calculada a Paridade, assim como no RAID 4, fazemos um XOR simples com os discos de

dados.

0 1
00100001 10010010 | 00110110 01010101

P
11011101 1110011

2
11001010 00101100
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4.1.7 RAID6

Conhecido como “RAID de paridade dupla”, é semelhante ao RAID 5, mas incluindo um segundo
esquema de paridade distribuido diagonalmente pelos discos na matriz. Esta configuracao requer um
minimo de quatro unidades. Utiliza striping em nivel de blocos para distribuir os dados pela matriz e
reserva dois blocos de paridade para os dados da linha, exemplificado na[Figura T1] O uso de paridade
adicional permite que a matriz continue a funcionar mesmo se duas unidades falharem ao mesmo
tempo. Este tipo de configuracdo oferece boa tolerincia a falhas, sendo utilizado em ambientes onde é
priorizada a seguranca dos dados armazenados.

Seu desempenho, citado na Tabela depende de como a matriz é implementada, bem como
do niimero total de unidades. As operacdes de gravacdo sao mais lentas em comparagdo com outras
configuracdes devido ao seu recurso de dupla paridade. Sua tecnologia usa c6digos MDS baseados no
GF para codificar dados nas unidades para proteger dados de erro ou apagamento e estd intimamente
relacionada aos codigos Reed-Solomon, com um sistema que corrige até dois erros com dois discos de
paridade quando a posi¢do da falha é conhecida.

Sua implementagdo consiste em formar uma palavra c6digo tomando um unico byte de cada um
dos k discos de dados na matriz e calcular os dois simbolos de paridade (P e () armazenados nos
blocos de paridade. Como o comprimento maximo da palavra-cédigo em Foys € 255, o nimero maximo
de blocos por linhas n que podem ser suportados € 255 que inclui 253 unidades de dados e 2 unidades

de paridade.

Figura 11 — Exemplo RAID 6.

e I~ AP~ AP~ A P~ M
Doo j | Pen 4L Pea | Poy 4 Doy 4L o 4| Qo |

_Pag 4| Py J Dany || Pay L Pw 4 % o | Dag

L Deo | Pen f| DPea || _Po 4l 9o || Pes | Dee |

Deo ~Peny S Py | % | Pes 4| Dey | Dee |

SIS N O T Diaz) Doy 41 Dus 4 | Pus

_Pe L % 1| Dsa Disa) Dz D9 1 | Dee) |
% S\ Doy ) Pey J(( Den )\ Den S Des J _Po

Disco 0 Disco 1 Disco 2 Disco 3 Disco 4 Disco 5 Disco 6

Fonte: Elaborado pela autora.

Tabela 18 — Vantagens e desvantagens do RAID 6.

Vantagens Desvantagens

- Alta tolerancia a falhas; - Tempo de reconstrucdo pode levar até
- Alta eficiéncia de armazenamento; | 24 horas;
- Operacdo de leitura ripida; - Baixo desempenho de gravacdo

- Implementa¢do complexa;

Fonte: Producdo da Prépria Autora.
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Na secdo a seguir iremos mostrar uma forma de realizar a codificacdo e a decodificagdo no RAID 6.

4.2 CODIFICACAO E DECODIFICACAO NO RAID 6

Os dados do RAID 6 podem ser representados por bytes, em notacdo hexadecimal ou binaria.

A codificacdo usa dois blocos de paridade rotativos para criar redundancia denotadas como P e (),

mostrados na
Figura 12 — RAID 6 representado na forma de tabela.
e B 1 2 3 4 5 6
0 Dooy | Doy | Poz | Doz | Pos Poy Qo)
1 Daoy | Dayy | Paz | Das Py Q) D(1,6)
2 Daoy | Dey | Dag P Q) Diasy | Dae
3 Daoy | Dy P@) Q@) Dzay | Das) | Dae
4 D40 Py Q) Daz) | Duw | Dus) | Due
5 Pes) o) Dsay | D3 | Dsay | Diss) | Dise
6 Qe Dy | Doz | P63 | Des | Pes) Pee)

Fonte: Elaborado pela autora.

O primeiro bloco de paridade P usa uma paridade XOR da forma

@.1)

sendo D); os blocos de dados na linha que est4 sendo codificado e N o nimero de discos de armaze-
namento de dados na matriz.
Ja o segundo bloco de paridade () também € criado de maneira semelhante, porém usa um GF

multiplicagdo para multiplicar 2 que representa cada bloco de dados

Np—1

Q=) (2®D).

=0

(4.2)

Quando os blocos de dados sdo codificados, cada dado é dividido em palavras bindrias de 8 bits e a
palavra correlatada em cada bloco de dados é chamada de word stripe. Cada word stripe possui uma

palavra-cédigo P e () calculada individualmente e armazenada nas unidades de paridade.

Exemplo 4.2.1 Utilizando o polindmio primitivo p(z) = 28+ 2* + 23 + 2% + 1 e dada uma mensagem
recebida de 3 bytes v = [10101010 00001111 11111111], tem-se a distribui¢cdo de dados convertidos

para hexadecimais mostrada abaixo.

0 1 2 P Q
OxAA 0x0F OxFF
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Primeiramente, é necessdrio calcular a paridade P dada por{.]|

Np—1
P = Z D; = 1010 1010 & 0000 1111 & 1111 1111 = 0101 1010 = 0z5A,
=0

e determinar a outra paridade () a partir de

Np—1

Q=Y (2'®D;) = (0201 - 0z AA) & (0202 - 020F) & (0204 - 0xFF)
=0

= (0000 0001 - 1010 1010) & (0000 0010 - 0000 1111) & (0000 0100 - 1111 1111)
="+ + ) et 2P+t 2] @@+ 2" 428 2%+ 2t +2° + 2?) mod F
= 10101010 ¢ 0001 1110 & 1101 1011 = 0110 1111 = Ox6F.

Portanto, as duas paridades calculadas sdo:

0 1 2 P Q
0xAA 0xOF OxFF 0x5A 0x6F

A decodificagdo no RAID 6 permite a recuperacio de até dois blocos de dados corrompidos ou
perdidos em uma mesma linha, por meio do uso dos blocos de paridade P e (). Esse processo é
essencial para garantir a integridade e disponibilidade das informacdes armazenadas, mesmo em caso
de falha simultanea de unidades. Existem vdrias maneiras de detectar esses erros, seja do arquivo
sistema, ou o hardware detectando falha do dispositivo de armazenamento, ou incorporando um CRC
ou deteccao de erro de cédigo nos dados antes da codificacdo. Quando esses erros sdo detectados,
existem 4 casos possiveis que teriam que ser tratados para corrigir todas as permutagdes possiveis de
onde dois erros poderiam estar. A exemplificagdo destes casos é mostrada na onde cada

linha representa um cendrio possivel.

Figura 13 — Possibilidades de erros de blocos.

il B 1 2 3 4 5 6
0 Doy | Doy | Doz | Doz | Do P(oy Qo)
1 Daoy | Day | Paz | Day Py Q) D,6)
2 Daoy | Pay | DPaz Py Q2 Dizsy | Dae
3 Doy | Dan P@) o) Das | Pas | Dae
4 D40 Py Q Dazy | Dua | Dus) | Due
5 P(s) Q) Ds2y | D3 | Dsay | Diss) | Pise
6 Qe Den | Doz | Pe3z | Dea | DPes) Pe)

Fonte: Elaborado pela autora.
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* Caso 1: Dois erros nos blocos de paridade (P e (). Se os dois blocos corrompidos forem
os dois blocos de paridade, como mostrado na primeira linha da [Figura 12| eles podem ser
regenerados a partir dos dados originais usando o mesmo método de como eles sdo gerados na

codificacao.

e Caso 2: Um erro no bloco de paridade (()) e um erro no bloco de dados (D;). Se um dos
erros estiver em um bloco de dados e o outro estiver no bloco (), como mostrado na segunda
linha da[Figura 13] o bloco de dados corrompido pode ser encontrado usando o bloco de paridade
P e os outros blocos de dados aplicando XOR. Para corrigir o erro encontrado em um dos blocos

de dados D, € feito XOR entre os blocos de dados corretos e a paridade P da forma

D;=P&--®Dy,_1. (4.3)

Como alternativa, D; também pode ser encontrado calculando uma nova paridade P’, apenas

com os blocos de dados corretos:

P'=Dy® - - ® Dnp-1, 4.4)

e posteriormente, fazendo XOR entre P e P’:

Assim, depois de encontrar o bloco de dados correto, é possivel calcular () usando o mesmo

método mostrado em (4.2).

Exemplo 4.2.2 Apds a gravacdo de dados nos discos do RAID 6, foi calculado os blocos de
paridade P e (). Quando foi feita a solicitacdo de leitura dos dados, ocorreu um problema de

apagamento nos blocos Dy e Q, mostrado abaixo.

0 1 2 P Q
OXAA — OXFF 0X5A —

Primeiramente, é calculado uma nova paridade P', através de ,

P'=Dy®---® Dy, 1 =02AA® 0z FF = 10101010 ¢ 1111 1111 = 0101 0101 = 055,

e feito XOR entre P' e P, dado por {.3)), assim, corrigindo o problema de apagamento do bloco
Dl.'

Dy =P® P =0x5A @ 055 = 0101 1010 ¢ 0101 0101 = 0000 1111 = 0z0F.

Por fim, é calculada a paridade Q, apresentada em ([{.2)), com os dados gravados nos discos.
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Np—1
Q=Y (2'®D;) = (0201 0zAA) & (0202 - 020F) & (0204 - 0xFF)

1=0
= (0000 0001 - 1010 1010) & (0000 0010 - 0000 1111) & (0000 0100 - 1111 1111)
="+ ++r) @t +2t+ 2P +a] @+ 2+t + 27 + o+ 1]
= 1010 1010 & 0001 1110 & 1101 1011 = 0110 1111 = Ox6F.

Portanto, o dado D, e a paridade () sdo:

0 1 2 P Q
0xAA 0xOF OxFF 0x5A 0x6F

Caso 3: Um erro no bloco de paridade (P) e um erro no bloco de dados (D;). Se houver um
erro no bloco de dados e um erro no bloco P, exemplificado na terceira linha da[Figura 3] os
dados sao encontrados recalculando a nova paridade ) com todos os blocos de dados:

Np—1

Q=) (2®D). (4.6)
=0
A partir de Q’, os dados originais podem ser encontrados através de

D;i=(QaQ)n?2. 4.7)

Todavia, devido a complexidade da divisdo, a Equacao pode ser simplificada, utilizando

logaritmos e exponenciais:

D; = exp [(log(Q ® Q') —log(2")) mod 0zFF]. (4.8)

Entdo, depois de encontrar o bloco de dados correto, consultando as Tabelas[7] e [§] apresentadas

na Se¢do [2.1.2] é possivel calcular P usando o mesmo método mostrado em (4.1).

Exemplo 4.2.3 Apds a gravacdo de dados nos discos do RAID 6, foi calculado os blocos de
paridade P e (). Quando foi feita a solicitacdo de leitura dos dados, ocorreu um problema de

apagamento nos blocos D, e P, mostrado abaixo.

0 1 2 P Q
OXAA OxOF — — Ox6F
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Inicialmente, é calculado a nova paridade Q' utilizando (4.6):

Np—1
Q' = (2®D;) = (0201-0zAA) & (0202 - 020F)
=0
=[2"+2° + 2% + 2] @[z +2° + 2% + 2] = 1011 0100 = 0z B4,

e posteriormente, aplicada a Equagdo[d.7)com o auxilio das Tabelas[/| e[S para corrigir o bloco

de dados apagado:

Dy =(Q® Q) 2% = (006F ©0xB4) ©2? = (0110 1111 @ 1011 0100) @ 0204
= (1101 1011) @ 0204 = (0xDB) © 0204 = exp [log(0zDB) — log(0x04)]
= exp [0zB1 — 0202] = exp (0zAF') = 0z F'F.

Portanto, o dado e a paridade corretos sdo:

0 1 2 P Q
0xAA 0xOF OxFF 0x5A 0x6F

Caso 4: Dois erros nos blocos de dados (D; e D;). O tltimo caso € quando ambos os erros estio
nos blocos de dados em locais conhecidos, mostrados na quarta linha da[Figura 13] definidos
como j e ¢, assumindo que j < i. Assumido essa condicdo, sdo calculados novos blocos de
paridade P’ e ', como anteriormente em e , respectivamente. Assim, € possivel,

primeiramente, corrigir o bloco D; como:
D;=[272@eQ)e 27 ePeP) o2 el] (4.9)
e posteriormente, corrigir o bloco D; da forma:

D;=P®P &D,. (4.10)

Exemplo 4.2.4 Apos a gravacdo de dados nos discos do RAID 6, foi calculado os blocos de
paridade P e Q. Quando foi feita a solicitacdo de leitura dos dados, ocorreu um problema de

apagamento nos blocos de dados D1 e Dy, mostrado abaixo.

0

1

2

P

Q

0xAA

0x5A

0x6F

Primeiramente, é calculado uma nova paridade P', através de .'

P/:D()EB"'EBDND,QIDOIOI'AA.
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Calculamos também a nova paridade ' utilizando (4-6)):

Np—1
Q=) (2®D;)=2"® Dy =0zAA.

i=0
Sabendo que j < i, ou seja, j = 1 e i = 2 e consultando as Tabelas [/ e8| para calcular D;
através de (.9), tem-se
® (026 F @ 02AA) & 2°7' @ (0254 @ 0rAA)] @ 2! @ 1]
21 @ (1100 0101) ® 2 ® (1111 0000)] @ [2 @ 1] = [(02C5 @ 2) @ (2 ® 02F0)] @ 0203
= [(exp [log(02C5) — log(0202)]) @ (z - (27 + 25 + 2° + 2))] @ 0203
= [02EC @ 1111 1101] @ 0203 = [1110 1100 @ 1111 1101] @ 0203
0001 0001 @ 0203 = exp [log(0z11) — log(0x03)] = exp [0x4B] = 0z0F.

=[27
= |

Por fim, é possivel corrigir o bloco D; a partir da Equagéo 410}
Dy, =P® P & D, =01011010 ¢ 1010 1010 & 0000 1111 = 1111 1111 = 0z F'F.

Portanto, os dois blocos de dados corretos sdo:

0 1 2 P Q
0xAA 0Ox0F OxFF 0x5A Ox6F

A técnica de decodificagdo de apagamento € baseada na suposi¢ao de que as localizagdes dos blocos
apagados sdo conhecidas. Outro caso que pode ocorrer sdo quando os dados no sistema sdo corrompidos
enquanto todas as unidades estdo em boas condicdes, o que € chamado de corrupgdo silenciosa de
dados. Neste cendrio, os erros sdo aleatdrios e o sistema precisa encontrar suas localizagdes e corri-los.

O RAID 6 pode corrigir um erro em um bloco de dados usando apenas as paridades incorporadas
quando ndo se sabe a localizac@o. Isso permite que muitos erros nos dados sejam reconhecidos e
corrigidos, desde que haja apenas um erro de blocos por linha. Para aplicativos, a probabilidade de ter
mais de uma palavra corrompida por linhas € muito baixa. Se houver mais de uma corrup¢ao de blocos
por faixa, hd uma chance de ser detectavel, mas também ha uma chance de que multiplos erros sejam
diagnosticados erroneamente como apenas erro de um bloco.

Se houver vérios erros na faixa de palavras, aparecerd como um tnico erro em um local de dados.
A probabilidade desse erro de diagndstico ocorrer quando hd varios erros em uma faixa é

Paro = 522 @.11)

sendo Np o nimero total de discos e n o nimero de bits em cada bloco.

Exemplo 4.2.5 A probabilidade de ocorrer erro de diagndstico (quando miiltiplos erros sdo diagnos-
ticados como apenas um erro) para o RAID 6 de 6 discos com 1 byte em cada bloco é
Np 6 6

Perro = = = — =0,0235.
2n—1 28—1 255
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Supondo que uma tunica palavra seja corrompida ap0s a codificacdo. Essa palavra corrompida esta
em uma posicao desconhecida 7, na qual a palavra de dados original D; foi alterada para algum valor
X. A localizagdo e a correcao do erro podem ser obtidas da seguinte maneira.

Primeiramente, recalculam-se os dois valores de paridade correspondentes aos dados corrompidos
denotados por P’ e (). Se P’ e ()’ diferirem dos valores originais P ¢ () gerados durante a codificacéo,
existe a presenca de um erro na linha. Assim, a posi¢do ¢ do erro pode ser determinada aplicando a
seguinte relacao:

i=log,[(Qa Q)@ (P& P, (4.12)

sendo o um elemento primitivo do corpo finito Fos.

Exemplo 4.2.6 Apds a gravagdo de dados nos discos do RAID 6, foi calculado os blocos de paridade
P e Q. Quando foi feita a solicitacdo de leitura dos dados, foi calculado novamente as paridades e
notou-se diferenca com as paridades gravadas, mostrando que ocorreu corrupgdo em algum bloco

mostrado abaixo.

0 1 2 P Q
0xAA 0Ox0F 0OxEF 0x5A Ox6F

Primeiramente, utilizando para encontrar o valor de P', tem-se
P'=Dy® - & Dy,—1 = 1010 1010 & 0000 1111 & 1110 1111 = 0100 1010 = 0z4A.

E, usando para calcular Q', tem-se

Np—1

Q' = > (2'® D;) = (0000 0001 - 1010 1010) & (0000 0010 - 0000 1111) & (0000 0100 - 1110 1111)

i=0
=@+ +2°+2)] @lr- @@+ +2z+1D)] @2® (" +2+ 25 + 22+ 22 2+ 1))
="+t ) ot 2P+ ) @ 2P 4]

= 1010 1010 ¢ 0001 1110 ¢ 1001 1011 = 0010 1111 = 0x2F.

Depois, é aplicado para encontrar a localizagdo do erro:

i=1log[(Q® Q") @ (P®P)] = log[(0110 1111 & 0010 1111) @ (0101 1010 & 0100 1010)]
= log[(0240) @ (0210)] = log[exp [(log(0240) — log(0210)) mod Ox F' F1|
= loglexp [(6 —4) mod 0xFF]| =2

Por fim, sabendo que © = 2, é feito XOR entre a paridade e os dados corretos para corrigir Dy:
Dy =P® Dy® Dy = 0101 1010 & 1010 1010 ¢ 0000 1111 = 1111 1111 = 0z F'F.

Portanto, a gravacdo correta dos dados nos discos do RAID 6 é:

0 1 2 P Q
OxAA 0x0F OxFF 0x5A 0Ox6F
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5 CODIFICACAO E DECODIFICACAO DE CODIGOS MATRICIAIS MDS

Neste capitulo, sdo abordados os processos de codificagdo e decodificagdo em codigos matriciais
MDS. Na Secao [5.1] descreve-se o procedimento de codificacdo desses c6digos a partir da construgao
da matriz de verificagdo de paridade, utilizando a matriz companheira em conjunto com matrizes
superregulares, como discutido na Segdo [2.3] Na Secao [5.2] é apresentado um algoritmo capaz
de detectar e corrigir até duas rajadas de erro, conforme proposto em (CARDELL; CLIMENT;
REQUENA| 2013) e (ZANITTI, 2021), além de uma simplificacdo desse algoritmo empregando
matrizes superregulares de Vandermonde. Por fim, na Subecéo [5.2.1] apresenta-se a extensdo da
capacidade de corregdo para até trés rajadas de erro, incluindo também uma simplificacdo especifica

para o caso de matrizes superregulares de Vandermonde.

5.1 CODIFICACAO

Nesta secao, € apresentada a metodologia de codificac@o aplicada aos c6digos matriciais MDS.
Inicialmente, define-se a matriz companheira de Frobenius, juntamente com um isomorfismo que
associa um elemento primitivo de um corpo finito a respectiva matriz companheira, estabelecendo

assim a base tedrica necessaria para a constru¢do dos c6digos.

Defini¢do 5.1.1 Seja p(x) = 2°+pp_12° '+ ...+ prx + po € Fy[z] um polinémio primitivo. Podemos
associar a p(x) uma matriz chamada matriz companheira de Frobenius, que é uma matriz que contém
1’s na subdiagonal e a ultima coluna é dada em fungdo dos coeficientes de p(x), sendo os demais

elementos todos nulos, como segue

0 0 . —Do
0 —h
C=1:: : : : (5.1
0 0 —pp—o
L 0 I —pp i

Seja o € F,» um elemento primitivo do corpo finito F s, ou seja, uma raiz de um polinémio
primitivo p(x) € Fy[x]. Existe entdo um isomorfismo ¢ : F» — F/[C], definido por ¢(a) = C. O

comportamento desse isomorfismo € exemplificado a seguir.

Exemplo 5.1.1 Sejam {0,1,a,a?, o, a*, a’, ...a'} os elementos do corpo finito Fou obtidos através

do polindmio primitivo p(x) = z* + x + 1 € Fy|x]. A matriz companheira de Frobenius gerada a

partir deste polinéomio é dada por



0 0 0 —po
10 0 —
O — P
01 0 —py
0 0 1 —P3

0
0
1
0

o O = O

_ o O O
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(5.2)

o O = =

Assim, na Tabela[I9, tem-se o isomorfismo ¢ : Fys — Fo[C] definido por () = C.

Tabela 19 — Isomorfismo ¢ : Fos — F5[C].

Elemento em F,. ()
0 0
=1 1
a C
o? C?
o 3
o ct
a® ok
ab CS
af ol
a8 ok
a’ ok
o0 10
ol o
o2 o2
o3 o3
ol o

Fonte: Produgdo da Prépria Autora.

Considerando as matrizes M,,,(F,») de ordem m x n com elementos no corpo finito I », pode-se

estender o isomorfismo mostrado acima, como

wiMan(Fqb) — men(]Fq[C])
T —— |

[¢(az‘j)]

O comportamento deste isomorfismo € mostrado no exemplo abaixo.

(5.3)

Exemplo 5.1.2 Considere o polinomio dado no Exemplo e seja A uma matriz de Vandermonde

como segue
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1 1 1 1

a o o ot
A= a? ot of o

B b o ol

Portanto, para o isomorfismo ¢ : Msy3(Fa1) —> M3y 5(F2[C]), tem-se

1 1 1 1
c o c ct
c? c*t C5 B
03 06 09 012

(A) =

Seja C' um cédigo matricial linear sobre F;» com pardmetros [n', &', d'|, conforme apresentado na
Secdo Por conveniéncia visual, denota-se esse c6digo por [n, k, d], sendo representado por blocos
de comprimento b. Se o c6digo de distancia d satisfaz a igualdade expressa em (3.21)), entdo C' é um
codigo matricial MDS. Nessas condicdes, o resultado a seguir apresenta uma matriz de verificacao de

paridade de um c6digo matricial linear definido sobre IF », que preserva a propriedade MDS.

Teorema 5.1.1 Se A = [ov;] € My xr) (Iﬁ‘qb) ¢ uma matriz superregular, entdo H = [0(A)|1 (1)),
onde 1) é o isomorfismo dado em , ¢é uma matriz controle de paridade de um [n,k,n — k + 1]

codigo matricial linear MDS.

Dado um c6digo matricial MDS C sobre 'y, sendo b um inteiro positivo, construido de acordo com
as condigdes estabelecidas pelo Teorema Os parmetros desse codigo sdo [n, k,n — k + 1] =
[m + k, k, m + 1], observando que m = n — k. A matriz de controle de paridade deste cédigo é da

forma

A A o A

A21 A22 ‘e AQk [mb

H — 5.4

Aml Am2 Amk

com A;; = Co03) em que C' € Myy,(F2) é a matriz companheira de um polindmio primitivo, dada

em (5.1), e o(i, j) é a poténcia de cada elemento (4, j) da matriz superregular A de dimenséo m x k.

Exemplo 5.1.3 Considere o polinémio primitivo p(z) = 2° + x + 1 € Fy|x]. Deseja-se construir um
codigo matricial MDS com pardametros [4, 2, 3] sobre Fos , ou seja, m = k = 2. Primeiramente, para a
construcdo da matriz verificacdo de paridade é preciso encontrar a matriz companheira de Frobenius

que é dada por

00 —po 001
C=110 —p |=|101
01 —p, 010
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Seja o € Fys um elemento primitivo tal que o +a+1 = 0. Uma matriz superregular de Vandermonde

1 1
a o |

Por fim, de acordo com (5.4), tem-se que a matriz verificacdo de paridade para este cédigo é

de dimensdo 2 x 2 é construida como

A:

1 0 0:1 0 0 100000
01 0: 0 1 0 010000

H_{f?) & }_ 00 L0 0 L[ 001000 5.5)
c c? 00 1 :0 1 0 000100
10 1:0 1 1 000010
Lo 1 0: 1 0 1 00000 1-

5.2 DECODIFICACAO

O objetivo desta secdo € apresentar um algoritmo capaz de detectar e corrigir até duas rajadas de
erros de comprimento b de um c6digo matricial MDS com parametros [m + k, k, m + 1] para todo
m > 4em =n — k, como apresentado em (CARDELL; CLIMENT; REQUENA. 2013) e (ZANITTIL,
2021).

Primeiramente, serda apresentado o algoritmo capaz de corrigir apenas uma rajada de erro de
comprimento b em um cédigo matricial MDS. Quando m = 2 e 3 o cddigo serd capaz de corrigir até

uma rajada de erro de comprimento b, pois a capacidade de correc¢do de erros de um cédigo linear é

d—1| Lm J
2 | L2l
Algoritmo 5.2.1 (ZANITTI, 2021) Seja C um codigo matricial MDS com pardmetros [m+ k, k, m+ 1],

m > 2, e H sua matriz controle de paridade dada por . Para v = [vy, ..., v,] um vetor recebido,

onden = m + k, tem-se:

1. Calcular a sindrome s = [s1 S ... S| de v, a partir de

k k

T _ T, T _ T T

S; = E :Aijvj t Vs = E :Aijej + €ryis (5.6)
=1 =1

para cadai=1,...,m.

2. Ses; #0es; =0, paratodoi # jei=1,....m, entdo fazer e;1; = s; e a posigcdo do erro

estd em k + j. Caso contrdrio, fazer l; = 0.

3. Fazerly = 1y + 1. Se |y = k, entdo o algoritmo finaliza pois mais de um erro ocorreu. Caso

contrdrio, ir para o proximo passo.
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4. Calcular os vetores
T _ T 1.7
Yy =51 + AlllAmllsm
T T 1.7
Yo = Sy + Aoy Ay 59

ys = sy + Az, Aylsy . (5.7)

T T —1 T
ym - Sm + Amll (m—l)l1 Smfl

5. Caso os cdlculos de todos os 1y forem nulos, entdo existe uma rajada de erros de comprimento b
na posigdo ly dada por
T _ A-1.T
e, = Ay si s (5.8)
para todo i1 =1, ..., m, e seguir com o algoritmo. Caso contrdrio, voltar para o Passo 3.

6. Corrigir o vetor recebido v através de

c=v—e. 5.9)

A seguir, apresentamos dois exemplos para mostrar o funcionamento do Algoritmo [5.2.1]

Exemplo 5.2.1 Considere o codigo matricial MDS construido no Exemplo Este codigo possui

m 2
capacidade de correcdo de uma rajada de erro com comprimento b = 3, uma vez que LEJ = bJ =1

Suponha que o vetor recebido seja v = [101 110 110 011]. De acordo com o Passo 1 do algoritmo, é

necessdrio calcular as sindromes através da Equacdo obtendo

Uma vez obtidas as sindromes e somente uma é diferente de zero, o erro ocorreu no simbolo de

paridade, e assim, seguindo o passo 2 do algoritmo, tem- se

€3 = §1 = [101]

E, portanto,
¢=v—e=/[101110 110 011] — [000 000 101 000] = [101 110 011 011],

foi a palavra-codigo enviada.

Exemplo 5.2.2 Seja o polinémio primitivo p(x) = z* + 2° + 1 € Fy|x] e seja C um cédigo matricial
MDS com pardmetros (8,4, 5] sobre Fos. A matriz companheira de Frobenius C e a matriz superregular

de Vandermonde A sdo dadas por
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00 01 1 1 1 1
o 1 000 oA @ o2 o ot

01 020 o? ot o b

0011 a? ab o al?

Através destas matrizes, obtemos a matriz verificacdo de paridade para o codigo C

I, I, I, I,
C C? 3 O Ly
c? ct cv B
03 06 09 012

Supondo que a palavra recebida foi v = [1000 1001 0110 0111 0110 1011 1010 1110]. Ao calcular

as sindromes tem-se:

0 1 0 1
1 0 0 0
st = . sk = . sk = . sl =
! 1 2 0 3 1 4 0
0 0 0 1

Como todas as sindromes sdo diferentes de 0, segue que os erros ocorreram nos simbolos de informacao.

Considerando |, = 1, calcula-se os vetores expressos na Equagdo

0 1 0 1
0 0 1 0
T __ T _ T _ T _
W 1 9 Ya 1 ) y3 1 ) Yy 0
0 1 0 0

Como todos os resultados foram diferentes de zero, deve-se voltar ao Passo 3 do algoritmo e atribuir

um novo valor para a possibilidade de erro, sendo [, = 2:

0 0 0 0
0 0 0 0
T __ T _ T _ T _
2] 0 ) Ya 0 ) y3 0 ) Yy 0
0 0 0 0

Obtendo-se o valor nulo nos vetores, é confirmado o erro na posi¢do l; = 2. Para obter a magnitude

deste erro, basta realizar o cdlculo da Equacdo

0 100 0 0 0
1 010 0 1 1
T -1 T _ 7-1
el — A7 . T = 1. — —
2 2o 1 0010 1 1
0 000 1 0 0
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E, portanto,

¢=v—e=[10001111 0110 0111 0110 1011 1010 1110}.

A seguir, o algoritmo enunciado faz referéncia a correcio de dois erros.

Algoritmo 5.2.2 (ZANITTI, 2021) Seja C um cédigo matricial MDS com pardmetros [m—+k, k, m+ 1],

m > 4, e H sua matriz controle de paridade dada por . Para v = |vy, ..., v,] um vetor recebido,

onden = m + k, tem-se:

1.

2.

Calcular a sindrome s = [s1 ss ... s,] de v, a partir de (5.6).

Ses;j#0es; =0, paratodoi # jei=1,...,m, entdo faga e,y; = s; e a posigdo do erro estd
emk + 7.

Se sj1 #0, sjo #0es; =0, para todo i # j1 # j2 e i = 1,...,m, entdo fazer ex4j, = s;1 €
Chtj, = Sj,- Nesse caso os erros ocorreram nas posigoes k + j1 e k + jo. Caso contrdrio, seja

[y =0.

Fazerly = 11 + 1. Se [y = k, entdo o algoritmo finaliza pois ocorreram mais de dois erros. Caso

contrdrio, ir para o proximo passo.

Calcular os vetores

yl =s] + Ay, A (5.10)

’Llll’Ll’

sendoi=1,...,m.

Se os cdlculos de todos y forem nulos, entdo existe uma rajada de erros de comprimento b na
posicdo 1y dado por
f— A (5.11)

1 ily

para todo v = 1,...m. Caso contrdrio, ir para o proximo passo.

Se (i, yiv1) = (0,0) ou (Ym,y1) = (0,0), mas ndo todos nulos, entdo existe uma rajada de
erros de comprimento b na posicdo 1, e outra rajada nos bits de paridade, respectivamente,
dados por
e, =A;! s (5.12)
e
erij = 8 — Ajy €y, (5.13)

paratodoi # jei=1,...m — 1, onde j corresponde a sindrome em comum nos cdlculos de y

ndo nulos. Caso contrdrio, ir para o proximo passo.

Paraly € {l1 + 1,11 +2,...,k}, se
yi =Ch 7y, (5.14)

para todo 1 = 3,4,...,m, com
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rico =0(i,ly) —o(i—1,ls) + Z(o(i,lh) —o(i,lo) —o(i—1,l1) + o(i — 1,13))
—Z(o(i—1,11) —o(i —1,1a) —o(i — 2,l1) + o(i — 2,12)),

(5.15)

ocorreram dois erros, um na posicdo ly e outro na posicdo .

9. Se o algoritmo declarar que os erros ocorreram nas posicoes ly e ls, para obter a magnitude dos
erros basta resolver o seguinte sistema linear

T T _ T

Aillell -+ Ai126l2 =S;

i (5.16)
Aj el + Ajel = SJT

parai,j =1,2,...,me1i # j. Caso contrdrio, retornar para o Passo 4.

10. Corrigir o vetor recebido v através de c = v — e.
A prova do funcionamento do Algoritmo ¢ dada no seguinte resultado.

Teorema 5.2.1 Se C é um cédigo matricial linear MDS com pardmetros [m+k, k, m+ 1], comm > 4,
k, b € N e matriz controle de paridade H dada em (5.4), entdo o Algoritmo corrige até duas

rajadas de erros de comprimento b.

Demonstracao 5.2.1 Como n = m + k, os erros na palavra recebida v = [vy, . . ., v,| podem ocorrer
nos k simbolos de informagdo, como mostrado no Exemplo|[5.2.6] ou nos m simbolos de paridade. Serd
analisada cada uma dessas possibilidades. No caso em que m > k, a eficiéncia de armazenamento
€ menor. Quando m = k, obtém-se um equilibrio entre protecdo e uso de armazenamento, e para

m < k, a eficiéncia aumenta devido a menor redunddncia.

* Caso 1: Dois erros nos simbolos de paridade (m). Se 1 ou 2 erros ocorreram nos simbolos de
paridade, entdo m — 1 ou m — 2 sindromes sdo nulos, respectivamente. Se os erros ocorreram
nas posigoes k + ji e k + jo, entdo as sindromes ndo nulas sdo, respectivamente, sj; e Sjo, € as

magnitudes dos erros sdo dadas por

Chijl = Sj1 € €pijo = Sjo. (5.17)

Exemplo 5.2.3 Considere o polinémio primitivo p(x) = 2° + 2> + 1 € Fy[z|. Deseja-se
construir um codigo matricial MDS com parametros [11, 5, 7] sobre Fos , ou seja, m > k.
Primeiramente, para a construgcdo da matriz verificacdo de paridade é preciso encontrar a

matriz companheira de p(x) que é dada por
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00001
10000
C={01001
00100
(000 1 0]

Seja o € Fys um elemento primitivo raiz de p(x) tal que ® + o +1 = 0. A matriz superregular

de Vandermonde de dimensdo 6 X 5 é construida como

1 1 1 1 1
a o> o ot o
W2 ot oS af Qb
A= B o o al2 ot
ot o8 al2 o6 o2
o Q0 ol 20 42

Agora, de acordo com ([5.4), tem-se que a matriz verifica¢do de paridade para este codigo é

[ I s Iz s
c c?* ¢ ct C°
c? Cct o C¥ OV Iy
03 06 09 012 015
C4 08 012 016 020
L 05 ClO 015 020 025 ]

Supondo que a palavra recebida foi v = [00001 00010 10101 10000 10100 10010 10101 01011
11000 00000 01001]. Ao calcular as sindromes dada por (5.6)), tem-se:

w

i

Il
OO O OO

v

N

Il
O == O

w

W

I
OO O OO

)

~

Il
O R == O

v

Sl

I
OO O OO

wn

o

I
OO O OO

Como apenas duas sindromes sdo diferentes de 0, temos que dois erros ocorreram nos simbolos
de paridade. O primeiro na posicdo k + 2, sendo e; = ss, e 0 segundo na posicao k + 4, dado

por ey = Sy. Assim, a palavra-cédigo corrigida de acordo com ([5.9) é

¢ =v—e=1[00001 00010 10101 10000 10100 10010 00011 01011 10110 00000 01001].

e Caso 2: Um erro no simbolo de informacdo. Supondo que um iinico erro ocorreu em um

simbolo de informagdo na posicdo l,. Entdo, as sindromes e a magnitude do erro é obtida

utilizando (5.6) e (5.8), respectivamente, apresentados no Algoritmo



70

* Caso 3: Um erro no simbolo de informacdo e um erro no simbolo de paridade. Supondo que
o erro no simbolo de informacdo ocorreu na posi¢do ly e que o erro no simbolo de paridade

ocorreu na posigdo k + 1. Entdo através de ({5.6), as sindromes sdo dadas por

T T T T T
51 =Ane] e, e s = Aje, (5.18)
para todo i = 2, ..., m. Neste caso, tem que i, ys 7 0, pois s estd presente no cdlculo destes
vetores, € Y3 = - - - = Y, = 0. Dessa forma, a magnitude dos erros sdo dadas por
T T T —1.T —1.T
€ry1 =51 € e =Ayisy == A s, (5.19)

sendo e;{H = sT o valor do erro na posicdo k + 1 apés a correcdo do erro no simbolo de

informagdo, e;.

Exemplo 5.2.4 Considere o polindmio primitivo p(z) = x° + 2°> + 1 € Fy[z]. Deseja-se
construir um codigo matricial MDS com parametros [9, 5, 5] sobre Fos , ou seja, m < k.
Novamente, para a construcdo da matriz verificacdo é preciso encontrar a matriz companheira
de Frobenius, jd calculada no Exemplo Seja o € Fos um elemento primitivo raiz de p(x)
tal que o® + o* + 1 = 0. A matriz superregular de Vandermonde de dimensdo 4 x 5 é construida

como

1 1 1 1 1
a o> o ot o
A= o2 ot o o qlo
B o ad a2 bt

Por fim, de acordo com (5.4), tem-se que a matriz verificacdo de paridade para este cédigo é

Iy Iy Is Iy Iy

C C* C3 Ct C° Iy
CZ C4 CG 08 Clo

03 CG 09 012 015

H:

Supondo que a palavra recebida foi v = [00011 10001 10100 01110 10010 11001 00111 01110
01111). Ao calcular as sindromes dadas por (5.6), tem-se:

0 1 0
0 0 1

=10 5=10 5=101], si=
1 1 1
1 1 1

SO = OO

Como todas as sindromes sdo diferentes de 0, temos que pelo menos 1 erro ocorreu no simbolo
de informagdo. Considerando |, = 1,2, 3, todos y; sdo diferentes de 0. Para l; = 4 aplica-se o

algoritmo para calcular os vetores definidos em ([5.10),
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_ -0 oo

1
1
0|, wi=
0
1

<
—

I
OO OO o
<
!

I
OO O OO
<
Al
I

Note, que para este caso, tem-se dois vetores nulos, que confirma que houve um erro na posi¢ao
ly = 4 e dois vetores ndo nulos. Destes, os diferentes de zero possuem em comum a sindrome ss,
assim, o segundo erro ocorreu na posigcdo referente aos bits de paridade k + 3. Para corrigi-la,

primeiramente, encontramos o erro na posi¢do l, = 4 através da Equagdo encontrando

0
0
el =A - sT=10
1
1

Para o segundo erro na posicdo dos bits de paridade, é possivel calculd-lo através de

T _ T T _

— OO - -

Portanto, a palavra-cédigo corrigida de acordo com é

¢=v—e=[00011 10001 10100 01101 10010 11001 00111 10111 01111].

Caso 4: Dois erros nos simbolos de informacgdo (k). Suponha que os erros nos simbolos de

informagao estejam nas posicoes 1y e lo. Através de ([5.0) as sindromes séo calculadas por

s = Aille;‘q + Ailzei, (5.20)

parai = 1,...,m. Substituindo (@) nos vetores y; dados em , tem-se ] # 0, para todo
1 =1,...,m. Para y», é obtido

T_ T 1.7
Yy = Sy + Ag Ay 5

_ T T —1 T T

- (AQllell + A212 elg) + AQhAlll (Alllell + All2€l2)

- T T —1 T -1 T
= Ao €, + Aayeg, + Aoy Ay Ay eg, + Aoy Aj Aueg,
_ T —1 T _ —1 T
= Ag,ey, + Aoy Ay Ay, = (Ao, + Agyy Ay Avy e,

(5.21)

Sendo A;;j = C°09), onde C' € Myy(Fs) é como em e o(i,j) é a poténcia de cada

elemento (i, j) da matriz superregular A de dimensdo m X k, entdo

Yl = (Co0H) 4 Coi—oLin+oi) T (5.22)



Utilizando o logaritmo de Zech apresentado na Se¢do [2.2) e definido por[2.2.1} tem-se

yg‘ — 00(2,12)+Z(U(2,l1)—a’(l,ll)+U(1,l2)—0(2,12))e’l];.
Ou seja,
el’l; _ 0—0'(27l2)—Z(U(Q,ll)—a(Lll)+U(1,lz)—o‘(2,l2))yg‘

Da mesma forma,

g _ 00(3,l2)+Z(0(3,l1)—cr(2,l1)+U(2,l2)—a(3,l2))6[7;.

Y
Substituindo (5.24) em (5.23)), é obtido

ys =C"ys

onde
r = 0'(3,12) — 0(2,[2) + Z(U(g,ll) — 0(3, lg) + 0(2, ll) — 0'(2, lg))

= Z(0(2,L) = 0(2,l2) +0(1, 1) —a(1,12)).
Portanto, de modo andlogo, para todo i = 3, ..., m, tem-se
yi =02yl
sendo

Ti—og = O'(’i,lg) - O'(Z - 1,12) + Z(O‘(Z,ll) - U(i,lg) - O'(Z - 1,[1) —|—O'<Z - 1,12))
— Z(o(i—=1,1) —o(i—1,1) — (i — 2,11) + (i — 2,15)).
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(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

Se as igualdades das Equacdes e forem satisfeitas, os erros de fato ocorreram nas

posicoes 1 e ls. Assim, para encontrar a magnitude dos erros é necessdrio resolver o sistema

linear com duas equagdes e duas incognitas dado em (5.16)).

Exemplo 5.2.5 (ZANITTI, 2021)) Seja o polindmio primitivo p(z) = z* + 2° + 1 € Fy[z].

Através desse polindmio é possivel construir um codigo matricial MDS denotado por C de

pardmetros (8,4, 5] sobre Fou, capaz de corrigir até duas rajadas de erro de comprimento b = 4,

com m = k. Para este exemplo serd utilizada a matriz superregular de Cauchy denotada por A.

Através da matriz companheira de Frobenius dada no Exemplo e da matriz de Cauchy, é

possivel obter a matriz verificacdo de paridade para o codigo C:

012 Cll CIO 09

12 11 10 9
0] 0] (e} [0}
A et a2 G5 Gr | g | O 02 5 7| I
al al al o csocroct oot
[0 (01 (8] 8]

04 C4 010 CG

Suponha que a palavra recebida foi v = [1011 0101 0111 1001 1000 1011 0111 1001]. Ao

calcular as sindromes em ([5.6), obtém-se
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T _ T _ _ —
S1 = s S = s S5 = s S4 =

— == O
O~ O
~

0
0 T
0
0

_ == O

Como somente uma sindrome é nula, segue que os erros ocorreram nos simbolos de informagado.

Considerando |, = 1, aplica-se o algoritmo para calcular os vetores definidos em

1
0
y O,ygfr:

<
=
Il
O ===
<
no
Il
O ==
NS
Ll
Il
Y e =)

0

Uma vez que todos os y; sdo diferentes de zero, dd-se seguimento ao algoritmo supondo um

segundo erro em ly = 2. Assim, testa-se a Equagdo através dos cdlculos de r;_o dados em

(5-13), parai =3 e 4:

rn=0(3,2) —0(2,2) + Z(c(3,1) —0(3,2) —0(2,1) + 0(2,2)) — Z(c(2,1) — 0(2,2)
Co(L,1) +0(1,2) =10 — 12+ Z(5 — 10 — 11 + 12) + Z(11 — 12 — 12 + 11)
— 24 Z(—4) — Z(~2) =5,

ro =0(4,2) —0(3,2) + Z(o0(4,1) —0(4,2) — 0(3,1) + 0(3,2)) — Z(c(3,1) — 0(3,2)
—0(2,1)+0(2,2)=4—-10+Z(1—-4—-5410)+ Z(5 — 10 — 11 + 12)
=—6+2(2)—Z(—-4) =-11.

Assim, T 5 T T -1 T
ys #C° -y, e y, #C "Ys,

1 1 0 1

1 1 1 0

1 a 0 1 a 1

0 1 1 1

Uma vez que para ly = 2 as equacoes falham, dd-se seguimento para outros valores de ls. A

seguir, é apresentada a verificagcdo dos cdlculos da Equagdo parals = 3:
r=0(3,3)—0(2,3)+ Z(c(3,1) —0(3,3) —0(2,1) + 0(2,3)) — Z(c(2,1) — (2, 3)

—o(1,)+0(1,3) =11 -5+ Z(5— 11 —11+5) — Z(11 = 5 — 12 + 10)
=6+ Z(—12) — Z(4) =T,

ro =0(4,3) — 0(3,3) + Z(0(4,1) — 0(4,3) — 0(3,1) + (3,3)) — Z(0(3,1) — 5(3,3)
—0(2,1)+0(2,3)=9-114+2Z(1—-9-5+11) = Z(5— 11 — 11 + 5)
= 2+ Z(-2) - Z(~12) = 1.

Agora, para tais valores encontrados, tem-se
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ys =C7 -y = ey =Cly;=

O~ = =
— == O

Confirmado através dos cdlculos que os erros ocorreram nas posicoes Iy = 1 e lo = 3, aplica-se

o algoritmo para encontrar a magnitude dos erros através da Equagdo obtendo

O~ O
S
O~ = =

Portanto, a palavra-codigo é

¢c=v—e=[1101 0101 1001 1001 1000 1011 0111 1001].

O exemplo apresentado evidencia a complexidade envolvida no processo de decodificacdo quando
ocorrem dois erros nos simbolos de informagdo, em particular, ao efetuar o Passo 8 do Algoritmo
[5.2.2] Com base nessa andlise, um dos objetivos desse trabalho ¢ contribuir com uma simplificagéo do
processo de decodificagdo baseada na utilizacdo de matrizes superregulares de Vandermonde.

A seguir, € apresentado um coroldrio que mostra a simplificacdo do Caso 4 da demonstragdo do

Teorema quando a matriz superregular utilizada € uma matriz de Vandermonde.

Corolério 5.2.1 Se A ¢ matriz de Vandermonde definida em ([2.13)), entdo o Passo 8 do Algoritmo
é simplificado por

Ti—2 = lg, (530)
para todo 1 = 3,4, ..., m, onde ls é a posicdo do segundo erro.
Demonstragdo 5.2.2 Seja A = [a;;| uma matriz superregular de Vandermonde. Primeiramente,

serd demonstrado que o cdlculo dos logaritmos de Zech, da Equacdo se anulam para todo

1=3,...,m, ou seja, que

Z(o(i,ly) —o(iyle) —o(i — 1,01) +o(i — 1,03)) =

(5.31)
Z(U(Z - 17 ll) - O-(Z - ]-7 l2> - 0-<Z - 27 ll) + O-(Z - 27 l2))7

paratodoi =3,...,m, em que o(i,j) é a poténcia de o em cada elemento a;; de A. Igualando seus

argumentos, tem-se

o(i,i) —o(i,lz) —o(i =1L h)+o(i—1b)=0c(i—1,L)—0(i—1l) —0o(i—20L)+0(—21)

= o(i,l1) —20(i — 1,l1) +0(i —2,11) —o(i,lo) +20(i — 1,15) —o(i — 2,15) = 0.
(5.32)
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Como A é uma matriz de Vandemonde, entdo pela Definicdo as suas linhas estdo em progressao
geométrica. Assim, considerando as linhas consecutivas i — 2, i — 1 e i, e sendo l; e ly duas colunas
quaisquer, segue que

o(iyly) =200 —1,11) —o(i —2,1) (5.33)

o(i,ly) = 20(i — 1,1) — o(i — 2, 15). (5.34)

Substituindo ([5.33) e (5.34) em ([5.32), obtém-se que de fato os logaritmos de Zech se anulam. Logo, a
Equagdo 5. 15| pode ser simplificada por

Ti—o = U(’i, lz) — O'(’L — 1, lg), (535)

para todo i = 3, ..., m. Novamente pelo fato de A ser uma matriz de Vandermonde, se considerar
duas linhas consecutivas i — 1 e i, e uma coluna l, fixa, segue que a diferenca entre as poténcias de «

emo(i,ly) e o(i — 1,15) é igual a ly, 0 que nos fornece (5.30), e finaliza a demonstragao.

Exemplo 5.2.6 Seja o polinomio primitivo p(z) = x* + 23 + 1 € Fy[x]. Deseja-se construir um
cddigo matricial MDS de pardmetros (8,4, 5] sobre Fa1. Usando a matriz companheira de Frobenius
C, a matriz superregular de Vandermonde A e a matriz H de paridade calculadas no Exemplo e
supondo que a palavra recebida foi v = [0110 0001 0100 0001 1100 0011 0001 1001]. Ao calcular

as sindromes dadas em (5.6)), tem-se:

O = =
®»
no
I
O = O
w
w
I
o = O O
O = O =

Como todas as sindromes sdo diferentes de 0, segue que os erros ocorreram nos simbolos de informagdo.

Considerando l, = 1, segue o algoritmo calculando os vetores expressos na Equagdo[5.10,

N

_ o O O
S

_ O =

[ )
S

—_ = O

Como todos os y; sdo diferentes de zero, dd-se seguimento ao algoritmo supondo um segundo erro em
ly = 2, assim, testa-se a Equacdo através dos cdlculos de r;_o como (5.30), para i = 3 e 4:

T1:T2:l2:2,
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obtendo . - . -
ys # C° -y ey, #C°-y;

— = = O
O = ==
—_ = O
_ O =R O

Uma vez que para ly = 2 as equagdes falham, dd-se seguimento para outros valores de 5. Para
THT =T = lg = 3,

segue que

ys =C%ryy = yi =C g =

—_ = = O
Q
=

O que mostra que os erros ocorreram nas posicoes 1 e 3, e suas magnitudes sdo obtidas resolvendo
o sistema linear da Equagdo [5.16|que fornece: e; = [1011] e e; = [0101]. Assim, a palavra-cédigo

corrigida é
¢=v—e=[1101 0001 0001 0001 1100 0011 0001 1001].

Como evidenciado nos exemplos apresentados para cada possibilidade do Algoritmo [5.2.2] ob-
servamos que a relagdo entre m e k desempenha um papel decisivo no equilibrio entre eficiéncia de
armazenamento e tolerancia a falhas. Embora, sob a condi¢do m > 4, o cddigo seja sempre capaz de
corrigir no maximo duas rajadas de erro, essa limitacao estabelece um ponto de atencao, pois impde
um limite a robustez alcancada em comparacao ao custo adicional de armazenamento.

Quando m > k, a redundancia torna-se superior a quantidade de dados, resultando em alta robustez
e maior tolerancia a falhas. Contudo, esse ganho vem acompanhado de menor aproveitamento do
espaco e maior custo de armazenamento, configurando um regime altamente seguro, porém menos
eficiente. Para o caso de m = k, obtém-se um ponto de equilibrio: a redundancia se iguala a informagao
util, produzindo uma eficiéncia de armazenamento de aproximadamente 50%. Esse caso representa
um compromisso estavel entre protecao e custo, constituindo um resultado relevante para aplicagdes
que buscam desempenho moderado com seguranga consistente.

Por fim, o caso m < k destaca-se como o mais promissor em termos de eficiéncia, pois reduz
a redundancia sem comprometer significativamente a confiabilidade. Os resultados indicam que
essa configuracdo proporciona melhor aproveitamento de armazenamento € menor complexidade
computacional, sendo especialmente adequada para aplicagdes praticas de grande escala, nas quais o
volume de dados € elevado e a taxa de falhas permanece baixa. Em comparagao com sistemas RAID,

em particular o RAID 6, que apresentam dois discos de redundancia o que permite a corre¢do de
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até dois discos defeituosos desde que suas posi¢des sejam previamente conhecidas, os codigos MDS
apresentam maior complexidade. Entretanto, estes c6digos nao requerem o conhecimento prévio da

localizacdo dos erros para realizar a corre¢ao.

5.2.1 Correcao de Trés Rajadas de Erros

Apresenta-se a seguir o desenvolvimento da ampliacido da capacidade de correcdo de erros, ou
seja, o que precisaria ser alterado para um algoritmo capaz de detectar e corrigir até trés rajadas de
erro em um cédigo matricial MDS [m + k, k, m + 1], com m > 6. Para generalizar o procedimento
para trés rajadas, mantém-se a mesma metodologia, levando-se em conta, entretanto, o aumento da
complexidade das formula¢des matematicas envolvidas.

Nos casos em que ocorrem até trés rajadas de erro nos bits de paridade, ou uma rajada nos bits
de informacao e duas nos bits de paridade, ou ainda duas rajadas nos bits de informag¢do e uma nos
bits de paridade, o comportamento da decodifica¢do se assemelha ao Algoritmo[5.2.2]com os casos
demonstrados no Teorema[5.2.1] com pequenas adaptagdes. O caso analisado a seguir corresponde a
ocorréncia de trés rajadas de erros nos simbolos de informacao.

Se trés rajadas de erros ocorreram nas posicoes [y, ls € [3 entdo as sindromes sdo dadas por

8; = Aillez + Ailzeg + Ailgez;, (5.36)

parai = 1,2...,m. Substituindo nos vetores y! # 0 dados em (5.7), para todoi = 1,2,...,m,

temos:

y,zT = SzT + AzllA 11 1)[1 i— 1
= (Aib + AihA&—nhA@—lﬂQ) e, + (Az'ls + AihA&l—1>z1A<z‘—1ﬂ3> e,

| o | | o | (5.37)
_ (CU(ZJQ) + 00(1711)_g(z—l,ll)-i-a(z—l,lg)) e’il; + (C«a(z,lg) + C«U(z,h)—a(z—l,l1)+0(z—1,l3)) ez;
= CT‘ileli’; + CriZeZ;
onde
i1 = O'(’i, lg) + Z(O'(Z, ll) - O'(i, lg) - O'(Z - 1, ll) + O'(Z - ]_, lg)) (538)
€
Tio = U(i, lg) + Z(O'(Z, ll) — O'(i, l3) — O'(Z — ]_, ll) + O'(Z — 17 l3)) (539)

Agora, analisando para y! tem-se:
yb = o)+ 2(e@h)—o(Lh)+o(liz)=o(2l2) . 617; + 0o @ls)+Z(0(2h)—o(Lh)+o(Lls)~o(21s)) . T

I3

— ya3 =C"™e] C'mels, (5.40)

onde
o1 =— U(Z,lg) + Z(O'(Q,ll) — O'(l,ll) + O'(l,lg) — O'(2,l2))
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e
T2 = 0(27 l3) +Z (0(27 ll) - 0(17 ll) + 0(17 l3) - 0(27 l3)) :
Fazendo a mesma andlise para y. tem-se:
yg’ — CU(3,l2)+Z(a(3,l1)70(2,l1)+a(2,l2)70(3,l2)) . 617; + CU(3,I3)+Z(O‘(3,11)70'(2,l1)+0‘(2,lg)7d(3,l3)) . 6[7;
— yg _ Cr31 + CT32613, (541)
sendo
ra=0(3,l2) + Z(0(3,h) —0(2,1) + 0(2,12) — 0(3,12))
e
T'3g = 0'(3, lg) + Z (0'(3, ll) — 0'(2, ll) + 0'(2, 13) — 0'(3, lg)) .
Por fim, para y. :
yg _ CJ(4,l2)+Z(a(4,ll)—cr(3,l1)+a(3,lg)—o(4,l2)) 6 + CO’ (4,13)+Z(0(4,l1)—0(3,l1)+0(3,l13)—0(4,13)) . 6l3
— yl = C’“leg + Cmeg, (5.42)
onde
ra =04 b))+ Z (04, 1) —o(3,0) +0(3,12) —o(4,12))
e
T4 = 0(47 l3) +Z (0(47 ll) - 0(37 ll) + 0(37 l3) - 0(47 l3)) :
Isolando e/ na Equagdo [5.40} tem-se:
= C”leg + C’melj; — Yl — C"”e?; = C”Qleg
— ei = (yd —Cm™. 613) c, (5.43)

Substituindo e/ dado por (5.43) na Equagio e isolando €], obtém-se:

T _ rrs 732 731 (,, 1 T22 r21 732
5 =Cel +C™2e =C™ (yy — C™e)) - C7™ + O],

— (- 7“21 — (rsitrae— T216T 4 Cﬂ”:mel3

3

Portanto,

T r31—7r21,, T __ 732 T31+T22—T21 T
3 —C yp = (€™ =C ) - €

T CT31—T21yg _ CT32+Z(7’31+T22—7"21—7“32) . 6?
3

Agora, isolando €], tem-se
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611; _ (yg _ C’"31_"21y§) . s Z(rs1ra—ra—raz)
= ¢, = (y; —C™y;)-C™, (5.44)
sendo
T31 =731 — T21
e

Taz = r3g — Z(r31 + rog — 21 — T32),

generalizando, respectivamente,

Ti—-1)1 = TE—-1)1 — T(i—2)2 (5.45)

Ti-1)2 = T@E-1)2 — Z('f’(i—l)l +Ti—2)2 — T(i-2)1 — T(i—1)2)~ (5.46)
Por fim, substituindo (5.43)) e (5.44) em (5.42)), temos:

T _ g T rao T __ gy, T r22 T —7r21 r42 (T T31,,1' T32
y4_c 6l2+0 613_0 (yQ_C 613).0 +C (yS_C y2>C
_ rar—ra1,,T ra1+rea—ro1 T rao+7r32, T r42+731+732,, T
=C Yy —C e, +C y3 —C Ya
— (CT41*7"21 . CT42+T371+@ + CT41+T22*7‘21+@+@) . yg + (CT42+@ o CT41+T22*T21+@) . yg
_ vrartrea—ra1+r31+732+Z(Z (rag+731+732 —r41+721) —T22—T31—732) ) T ra2+732+Z(ra1—ra1—ra2+r22), T
=C Yo +C Ys
T ra1,, 1 T2, 1T
> y4 — C 41y2 + C 42y3 y (5.47)

onde

Tal = Ta1 +Too — To1 +T31 + T2 + Z(—roa —Ta1 — Taa + Z(r40 + Ta1 + T3z — 741 + 721))

Taz = Tao + T3z + Z(rg1 — 121 — Ty + Ta2).

De modo andlogo podemos obter para todo ¢ = 4, ..., m a relagdo

yl = CTyl, + CTEyl (5.48)

que identifica a posi¢ao dos 3 erros em [;_», [;_1 e [;, sendo

Tit = Ti2 + Tz + Z(ra — T—2)1 — Tiz + T—2)2) (5.49)

Tig =T +7—2)2 — T-2)1 + Ta—1)1 T T(i—1)2 (5.50)

+ Z(—T(i—2)2 —T6-1)1 — T-1)2 T Z(rio + T(i-1)1 T T(-1)2 — 71 + 7“(1‘—2)1))-

As expressdes para T;; e T2, apresentadas nas Equagdes [5.49) e [5.50| sdo altamente complexas
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quando se utiliza uma matriz superregular arbitraria A, devido a dependéncia em multiplos indices. A
seguir serdo apresentadas expressoes simplificadas para o caso de A ser uma matriz de Vandermonde,
motivado pelo Coroldrio[5.2.1]

Corolario 5.2.2 Se A for uma matriz de Vandermonde, entdo ;1 e ;3 na Equacdo sdo dados por

Ta =13 — Z(ly — l3) + Z(2ly — 2I3) (5.51)
e
To=38lo—ls—Z(lo—13)+ Z(ls3—la+ Z(lo —l3) + Z(ls — lo — Z(l3 — I3))), (5.52)
para i = 4,...,m, onde ly e l3 representam as posicoes do segundo e terceiro erro em rajada,
respectivamente.

Demonstragdo 5.2.3 Seja A = [a;;] uma matriz superregular de Vandermonde. Dadas i — 2,1 — 1 e
i trés linhas consecutivas e l; e l;, duas colunas quaisquer de A, entdo, como na demonstragdo do

Coroldrio[5.2.1] mostra-se que

lk:U(i,lk)+0(i—1,lk)+Z(U(i,lj)—U(i,lk>—O'(Z'—l,lj)—i‘a'(i—l,lk))

(5.53)
+Z(o(t—1,l;) —o(t = 1,l) —o(i — 2,1;) + (i — 2,1x)).

Além disso, dadas i — 3, i — 2, 1 — 1 e i quatro linhas consecutivas e l; e lj, duas colunas quaisquer

de A, entdo

oy = (i, 1) + (i — 2,0) + Z(o(i, 1) — o(i, 1) — o6 — 1,1;) + o(i — 1,1;))

(5.54)
+Z(o(t —2,l;) —o(t —2,ly) —o(i—3,1;) +0(i — 3,1k)),

uma vez que os logaritmos de Zech também se cancelam e a diferenca entre as poténcias de o em A
nas posicoes o(i,ly) e o(i — 2,1}, € igual a 2y, para qualquer coluna l.. Usando e em
5:38) e (5.39), obtemos

Til — -1 = la e T — Ti-1)2 = I3, (5.55)
e
Tir — T—2)1 = 2la e rip — 12 = 23, (5.56)
parai=4,...,m.
Agora, usando (5.53)) e (5.56) em (5.43)) e (5.46)), obtemos
7"(1',1)1 = lQ e 7"(1',1)2 = l3 — Z(lg — lg) + Z(2l2 — 2[3), (557)
parai=4,...,m.

Finalmente, usando (5.57) em (5.49) e (5.50), obtemos as Equagées[5.51|e[5.52)parai =4, ..., m,
o que prova o Coroldrio Essas expressoes dependem apenas das posicoes das rajadas de erro o

e 13.
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Apresenta-se a seguir trés exemplos de correcdo de trés rajadas de erro, param > k, m < ke
m = k, respectivamente. Note que as etapas de decodificacio s@o as mesmas do Algoritmo
porém, para m > 6, na Etapa 8 serd utilizada a Equacao[5.48] e as poténcias da matriz companheira C
sao obtidas utilizando as Equagdes[5.51|e[5.52]

Para determinar a magnitude das rajadas de erro, conforme descrito no Passo 9, resolve-se um

sistema linear com trés equagdes que envolvem as varidveis ei, eg e e;‘{;.

Exemplo 5.2.7 Seja o polinémio primitivo p(x) = 2° + 2% + 1 € Fy[z]. Através desse polinomio é
possivel construir um cédigo matricial MDS de pardametros 11,5, 7] sobre Fys, capaz de corrigir até
trés rajadas de erro de comprimento b = 5, com m > k. Através da matriz de Frobenius e da matriz

de Vandermonde:

i i 11 1 1 1
00001 s
10000 Q/Z OZ4 (16 068 alO

C=]0100 1| ed=| L 5|
000100 Oé4 &8 Oél2 @16 0620
- 000010 - a® all ald 20 25

€ possivel obter a matriz verificacdo de paridade para o codigo C:

R CR CH R
c c* ot oo

o 02 04 06 08 010 ]30
03 06 09 012 015
C4 08 012 016 020
05 010 015 020 025

Supondo que a palavra recebida foi v = [01011 10010 11100 00100 10001 01110 00111 01101 01001
01010 00001). Ao calcular as sindromes dadas em (@), tem-se:

12
=N
I
O = = = =
12
NN
I
o O = O O
1)
W
I
=
“
N
I
o O = O O
7]
oS
I
o O O = O
2
oM
I
_ o O = O

Como todas as sindromes sdo diferentes de zero, segue que os erros ocorreram nos simbolos de

informagdo. Considerando |, = 1, € calculado y,, dado na Equagdo parai=1,2,...,6,
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<
=~
I
—_ O = = O
‘=
N
I
—_ = O = O
=
W~
I
—_ O O Rk o
‘<
N
I
—_ O = =
‘<
o
I
O = O = O
‘=
o
I
—_ O = = O

Note que, neste ponto do algoritmo, deve-se verificar a possibilidade de ocorréncia de um segundo
erro em rajada combinado com ly. Seguindo o Algoritmo supomos um segundo erro em rajada

em ly = 2 e calculado que r;_o = 2 para i = 3,4, 5,6 utilizando a Equagdo é verificado que
le 7& 02 'yzr—la

para i = 3,4,5. Como ndo hd verificacdo se considerarmos todas as possibilidades para l5, deve-se
assumir que um terceiro erro ocorre em ls = 3 e encontrar os valores através da Equagdo para
i =4,5,6. Ao aplicar as Equagdes[5.51e[5.52) tem-se:

To=38la—ls—Z(lo—1l3)+Z(Is—la+ Z(la = I3) + Z(l3 — lo — Z(l2 — 13)))
=6-3-Z(-)+Z(1+Z(-1)+Z(1—-2Z(-1)))
=3—17+Z(18+ Z(—16)) = —14 + 19 = 5,

para i = 4,5, 6. Portanto, a igualdade
yi =07yl +C7 oyl

é satisfeita para i = 4,5, 6. Entdo as posicoes dos trés erros s@o ly = 1, lo = 2 e l3 = 3. Resolvendo o

sistema linear com trés equagodes que envolvem as varidveis e;,, ey, e ey, € obtido

e; = [11010], e, =[01010] e e3 =[01110].
Portanto, a palavra-codigo recebida é

¢ =[10001 11000 10010 00100 10001 01110 00111 01101 01001 01010 00001].

Exemplo 5.2.8 Considere o polinémio primitivo p(x) = 27 + x + 1 € Fy|x] é possivel construir um
codigo matricial MDS de pardametros [13,7, 7] sobre Fy1, capaz de corrigir até trés rajadas de erro de
comprimento b =7, com m < k. A matriz superregular de Vandermonde A e a matriz companheira

de p(x) sdo dadas, respectivamente, por
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- 7 000O0O0O0T1
bl ! ! ! ! ! 1000001
« on OéS 044 045 OéG a7
A 042 044 046 as aw 0412 0414 o 8 (1) (1) 8 8 8 8
= e =
a3 Oz6 ag a12 a15 a18 a21 0001000
054 048 al? 0416 0520 a24 a28 0000100
&5 CYlO a15 &20 a25 a30 0435
- - (0000010 |
Entdo _ -
I I I I I I; I
c c* ¢ ct v oCch T
o 02 C4 06 08 ClO 012 014 ]42

03 CG 09 012 015 018 021
04 08 012 016 020 024 028
05 ClO 015 020 025 030 035

€ a matriz verificacdo de paridade para este codigo. Assumindo que a palavra recebida é v =
(0010011 0100100 1010010 0011011 1101011 1111101 1000111 0000010 0001110 0001100 1000100
0010100 0010110]. Os valores das sindromes sdo

0 1 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0
0 1 0 0 1 0
si=101|, ss=]1], ss=]0]|, si=|0}|, si=]0], s¢e=]1
0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0
1] 0 | 1] 1] 1] 0 |

Como novamente todas as sindromes sdo diferentes de zero, segue que os erros ocorreram nos simbolos

de informagdo. Considerando |, = 1, é calculado y,, dado na Equagdo parai=1,2,...,6,

<
=N
Il
_ o O O O = O
<
NS
Il
T e = == M e R )
<
W
|
O R O R R O O
NS
N
Il
e = i
<
o
Il
—_ = = O R O
<
2l
Il
[ e

Verificando a possibilidade de ocorréncia de um segundo erro em rajada combinado com ly, é calculado
que r;_o =2 parai = 3,4,5,6 utilizando a Equagdo tem-se

le 7& 02 'yzr—la



84

para i = 3,4,5,6. Assim, assumindo que um terceiro erro ocorre em lz3 = 3 e encontrando os valores
através da Equagdo para i = 4,5,6 e aplicando as Equagdes e temos:

Tig = 3[2 —l3 — Z(lg —lg) —|—Z(l3 - l2+Z(l2 — lg) —|—Z(lg —lg — Z(lg — l3)))
—6-3—Z(-1)+Z(1+ Z(=1)+ Z(1 — Z(-1))) = =3 +8 =5,

para it = 4,5, 6. Portanto, a igualdade
yi =C% +C%,,

€ satisfeita para v = 4,5, 6. Entdo as posigcoes dos trés erros sdo l; = 1, ls = 2 e 3 = 3. Novamente,

resolvendo o sistema linear, é obtido

e, = [0110011], e, = [0011000] e e3 = [0001000].

Por fim, a palavra-cédigo recebida corretamente é ¢ = [0100000 0111100 1011010 0011011 1101011
1111101 1000111 0000010 0001110 0001100 1000100 0010100 0010110].

Exemplo 5.2.9 Considere o polinémio primitivo p(x) = 2° + 2% + 23 + 2 + 1 € Fy[z] € possivel
construir um cédigo matricial MDS de pardametros [12,6,7] sobre Fqs, capaz de corrigir até trés
rajadas de erro de comprimento b = 6, com m = k. A matriz de Frobenius C, de Vandermonde A e a

de paridade H sdo dadas, respectivamente, por

000 O0O0T1 1 1 1 1 1 1

1 00 0 01 a o o ot o af
o 01 00O0O0 . A a2 ot o a® al? o2

001 O0O01 o o ¥ a2 ald of®

000101 ot a® al? al® 20 o

000010 o® ol al® a2 o o

(L I I I I I ]
c Cc* ¢ ct ¢ (S
o 02 C4 CG CS ClO 012 136

03 06 09 012 015 018
04 CS 012 016 020 024
05 OIO 015 020 025 030

Supondo que a palavra recebida foi

v = [011010 101011 001011 100011 000101 000111 100100 000001 001100 000111 001010 101110].
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[ 1] 1] [0 | [0 | [0 | [0 |
1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 1
T T T T T T
§] = , §5 = , 83 = S, = Sy = , S5 =
! 1 2 1 ’ 0 ! 1 ° 1 ‘ 1
1 1 1 1 0 1
| 1] 1 | 0 | 0] | 0 ] | 0]
Como todas as sindromes sdo diferentes de zero, calculamosy,; parai =1,2,...,6, usando a Equagdo
sendo I, = 1,
1] [0 | (1] [0 | [0 | [0 |
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1
T _ T _ T _ T _ T _ T _
yl 1 ) y2 1 ) y3 0 y4 1 y5 0 ) y6 0
1 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0

Verificando a possibilidade de ocorréncia de um segundo erro em rajada combinado com [y, é calculado
que r;_o =2 parai = 3,4,5,6 e obtido que
y,zT 7é CQy;lr—la

para i = 3,4,5,6. Assumindo que um terceiro erro ocorre em l3 = 3 e encontrando os valores através

da Equagdo[5.48) para i = 4,5, 6 e aplicando as Equagdes e temos:

Fi=ls— Z(ly— l3) + Z(20y — 2l3) =3 — Z(—1) + Z(—2) =3 — 55+ 47 = —5

T =3l —ly— Z(lo — I3) + Z(ls — by + Z(lo — 1) + Z(ls — Iy — Z(ly — 13)))
—6-3—Z(-1)+ Z(1+ Z(=1) + Z(1 — Z(-1)))
=355+ Z(56 + Z(—54)) = —52 + 57 = 5,

para i = 4,5,6. Assim, a igualdade
yi =C7% ., +C%,,

é satisfeita. Entdo a posi¢do dos trés erros sdo ly = 1, Il = 2 e l3 = 3. Resolvendo o sistema linear,
tem-se
e; = [111001], ey =[011010] e e3 = [011100].

Portanto, a palavra codigo corrigida é

¢ =[100011 110001 010111 100011000101 000111 100100 000001 001100 000111 001010 101110].
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6 CONCLUSAO

O presente Trabalho de Conclusdo de Curso apresentou um estudo sobre os principais conceitos
relacionados as matrizes redundantes de discos independentes, destacando as vantagens e desvantagens
de cada nivel dos RAIDs e demonstrando suas estratégias de paridade, com foco na codificacdo e
decodificacdo do RAID 6. Esse nivel de RAID possui sempre m = 2 discos de paridade distribuidos e
¢é capaz de corrigir dois erros em rajada quando suas localiza¢gdes sd@o conhecidas.

Em seguida, foram abordados os c6digos corretores de erros, com énfase na construcdo de codigos
matriciais MDS baseados nas matrizes superregulares de Vandermonde e de Cauchy. Foram apresenta-
dos dois algoritmos de decodificacio para codigos matriciais MDS sobre Fg: um capaz de corrigir até
um erro em rajada para c6digos com parametros [m + k, k, m + 1], para todo m > 2. Outro capaz de
corrigir até dois erros em rajada para c6digos com pardmetros [m + k, k, m + 1|, para todo m > 4,
considerando as condi¢cdes m > k, m < ke m = k, onde b representa o comprimento da rajada de
erro. Uma importante contribui¢c@o deste trabalho, foi apresentar uma simplificacdo do algoritmo de
correcao de dois erros em rajada para o caso em que o c6digo matricial MDS € construido a partir
de uma matriz superregular de Vandermonde. Além disso, também foi apresentada uma expansao na
capacidade de correcdo de erros, analisando o comportamento do algoritmo para o caso de trés erros
ocorrendo nos simbolos de informag¢do. Foi demonstrado que, para trés erros, a decodificagdo também
¢é simplificada quando utilizada uma matriz superregular de Vandermonde na constru¢do do cédigo
matricial MDS. Observou-se, ainda, que para o caso em que todos os erros ocorrem nos simbolos de
informacdo, conforme a capacidade de correcdo aumenta, a complexidade do algoritmo também cresce
devido a correlacdo entre as posicdes dos erros. Entretanto, acredita-se que um procedimento andlogo
pode ser aplicado para determinar suas localizagdes para até L%j erros em rajada. Nos demais casos,
isto €, quando os erros ocorrem nos simbolos de paridade, as etapas do algoritmo para correcao de
[ erros em rajada seguem um comportamento semelhante ao do caso de corre¢do de [ — 1 erros em
rajada.

Ao comparar os processos de codificacdo e decodificacao dos codigos matriciais MDS com os
do RAID 6, observa-se uma maior complexidade de correcdo de erros nos cédigos MDS, mesmo
na condi¢do m < k. No entanto, sua principal vantagem € a capacidade de corrigir dois erros em
localizagdes desconhecidas, enquanto no RAID 6 € necessario conhecer a posi¢ao dos erros para que a
corre¢do seja possivel.

Um algoritmo para correcdo de dois erros em rajada foi implementado em linguagem Python, e
exemplos foram gerados para todos os casos previstos. Como continuidade deste trabalho, espera-se
aprimorar as simulagdes computacionais e projetar esta codificacdo e decodificacdo em um sistema de
armazenamento sujeito a falhas, de modo a analisar a eficiéncia do algoritmo em aplica¢des reais de sis-
temas de armazenamento distribuido e diversos tipos de canais. Além disso, seria interessante analisar
a viabilidade do c6digo MDS e outras simplificagdes para outras familias de matrizes superregulares,

ou outras estratégias de codificacdo de cédigos matriciais MDS.
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