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Resumo

Nesta dissertagao comecamos estudando modelos nao-lineares com campos escalares
reais em (1+1) dimensées do espago-tempo plano no ambito da teoria supersimétrica.
Analisamos as implicacoes da preservacao da simetria Z3 no ambito de uma teoria que
preserva a supersimetria. Procuramos por um possivel ladrilhamento no plano das confi-
guragoes, plano (¢, x), ainda com supersimetria mas com uma maior riqueza em simetrias
discretas. Para isso, propusemos o superpotencial W, cuja configuracao dos minimos
do potencial e os setores topologicos BPS e nao-BPS, no plano (¢, x), apresentam uma
estrutura com simetria discreta complexa, na qual esta contida a simetria discreta Zs® Zs.
Além disso, estudamos o comportamento das solucoes topologicas através da variacao dos
valores de um parametro cq associado a equacao da orbita.

Também estudamos modelos nao-lineares com campos escalares reais acoplados a
gravidade em (4+1) dimensoes do espago-tempo deformado. Consideramos alguns mode-
los que geram branas espessas (defeitos topologicos) onde a gravidade pode ser localizada.
Nos achamos o valor da energia do campo escalar para todo modelo que gera brana espessa.
Também estudamos a energia do sistema e sua relagao com as equacoes de Bogomol'nyi e
as Equacoes de Einstein. Finalmente, ampliamos a anélise de um modelo com dinamica
nao-canonica no cenério de mundos-brana. Neste caso, constatamos que, embora o modelo
possui uma dinamica nao-canonica, ele admite branas espessas que suportam localizacao

de férmions sem massa.

PALAVRAS - CHAVE: Juncao de defeitos, Ladrilhamento, Equacao de 6rbita, Branas

espessas, Mundos-brana com dindmica nao-canonica.
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Abstract

In this dissertation we begin by studying non-linear models with real scalar fields
in (1+1) dimensions of a space-time. Such models can be seen as the bosonic sector
of a supersymmetric theory. We analyze the implications of the Z3 symmetry under a
theory that preserves supersymmetry. We look for the necessary conditions to tile the
configuration plane (¢, x), by keeping the supersymmetry together with a great wealth
of discrete symmetries. For this, we propose a superpotential W, whose configuration
of minima of the potential and topological BPS and non-BPS solutions have a complex
structure with discrete symmetry, as the Z; ® Zy symmetry. Furthermore, we study the
behavior of solutions of the equations by means of the orbit equation.

Moreover, we study non-linear models with real scalar fields coupled to gravity in
(4+1) dimensions. We consider some models that generate thick branes (topological
defects) where gravity can be localized. We analyze the implications of the metric AdSs
and the minimum of the energy associated to the scalar fields, particularly in the region
of the extra space coordinate where the energy density of matter is negative. We also
study the energy of the system and its relationship to Bogomol’nyi and Einstein equations.
Finally, we finish the analysis of thick branes in warped space-time by introducing a model
which engenders a generalized dynamics for the scalar field. We show that despite the
non-canonical dynamics, such models engenders thick branes which can support localized

massless fermions.

PALAVRAS - CHAVE: Stability of solitonic solution, Junctions of defects, Tiling of
defects, Thick branes, World brane.
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Capitulo 1

Introducao

Os defeitos topologicos estao intimamente associados com algum tipo de quebra de sime-
tria no sistema fisico. Denomina-se defeito porque aparece em lugares onde a simetria
sofre alteracao, e topologico, pois uma descricao exata dele estd nas ideias de simetria
consagradas na topologia, principalmente porque perturbagoes no sistema nao os afétam,
ou seja, eles nao sao robustos. Eles sao encontrados em diferentes escalas de energia,
tais como em sistemas de matéria condensada com propriedades ferroelétricas e ferromag-
néticas, na cosmologia, na fisica de particulas, etc. Os defeitos topoldgicos geralmente
aparecem como solucoes das equacoes de movimento, equacoes diferenciais nao-lineares,
que descrevem um sistema dinamico com interagoes nao-lineares. No século passado, por
volta da década dos setenta, Bogomol'nyi e também Prasad e Sommerfield (BPS) [1],
desenvolveram, independentemente, um método para encontrar solugoes topologicas que
saturam a menor energia do sistema, estas solugoes sao chamadas solucoes BPS. Além de
isso, existe solucoes topologicos nao-BPS, as quais sao solugoes das equacoes de movimento
mas nao necessariamente saturam a menor energia do sistema. As solu¢oes BPS desem-
penham um papel importante no desenvolvimento da Fisica de particulas elementares
moderna.

No estudo de modelos supersimétricos com supercampos quirais, a presenca de sime-
tria discreta produz defeitos topologicos de tipo BPS e nao-BPS. Os defeitos topoldgicos
BPS preservam parcialmente a supersimetria, aparecendo como juncoes de defeitos. A
possibilidade de jungao de defeitos topologicos BPS e sua estabilidade sao amplamente
estudadas nas referéncias [2|-[5]. D. Bazeia e F. A. Brito observaram que alguns defeitos
topologicos nao-BPS podem se interseccionar para formar jungoes de defeitos [6].

Uma possibilidade interessante da existéncia de juncoes de defeitos topologicos, é
a construcao de uma rede de defeitos topolégicos no plano e estudar suas propriedades,
semelhante a como foi estudado por Ashoke Sen para uma rede de cordas [7|. Esta rede
de defeitos encontra uma ampla aplicacao, como por exemplo no estudo da formacao
de padroes em sistemas de matéria condensada [8], na mecanica de fluidos [9], na fisica

de superficies granulares [10], etc. A geracdo de redes de defeitos no plano com varios



modelos supersimétricos é estudada por D. Bazeia e F. A. Brito em [11].

Por outro lado, de acordo com a idéia atual, o nosso universo observavel pode ser
localizado em uma superficie de quatro dimensoes, chamada brana, incrustada em uma
variedade de dimensao mais alta, chamada bulk.

As branas finas, como no famoso cenario de Randall e Sundrum (RS2) [12] podem,
no entanto, ser apenas tratadas como uma aproximacao, ja que uma possivel objecao ao
modelo é que sua densidade de energia apresenta uma singularidade. E, portanto, mais
consistente considerar estruturas suaves, branas espessas, que sao obtidas como solucoes
de equacoes de campos de matéria acopladas ao campo gravitacional. Essas configuracoes
sao entao obrigadas a serem globalmente regulares, estaveis e devidamente concentradas
em torno de uma superficie 3D. Os defeitos topologicos, emergentes em transicoes de
fase com quebra espontanea de simetria, sao provavelmente os melhores candidatos para
desempenhar esse papel.

Em uma teoria de mundos-brana, um problema muito interessante e importante é
a localizacao da matétria e de campos de gauge nas branas, ou seja, a realizacao estavel
do universo observavel. Sabemos que a localizacao de férmions em branas espessas requer
interagoes adicionais, além da gravidade: um acoplamento férmion-campo escalar tem
que ser incluido. As interacoes comuns incluem o acoplamento de Yukawa generalizada
nUF(¢)¥ entre os férmions e o campo escalar background. Para algumas modelos que
geram branas espessas, com o acoplamento de Yukawa, pode existir um estado ligado (o
modo sem massa) [13].

Em contrapartida, as observagoes recentes, apresentadas em [14]-[15], levaram-nos ao
fato intrigante de que o universo esta presentemente realizando uma expansao acelerada.
Essas informagoes contribuiram diretamente para estabelecer alguns avangos importantes
na cosmologia, sendo um deles a presenca de energia escura. A presenca da energia escura
abriu algumas rotas distintas de investigacoes. Nos tltimos anos, surgiram alguns modelos
interessantes com dindmica nao-canonica, com foco na inflacao primordial ou energia
escura [16]-[19]. Esses tipos de modelos, com dindmica nao-canonica, também tém sido
discutidos nas investigacoes de defeitos topologicos, como em [20]-[21]. Nesse contexto,
n6s completamos a andlise do modelo no cenario de mundos-brana com dinamica nao-
canonica desenvolvido por D. Bazeia et. al. [16] e estudamos o problema de localizagao
de férmions nesse modelo.

Organizamos esta dissertacao da seguinte maneira. Nos capitulos 2, 3 e 4 n6s con-
sideramos o espago-tempo de (1+1) dimensoes e plano. No capitulo 2 descrevemos os
aspectos gerais da teoria de defeitos topologicos, para ser utilizado em diferentes partes
desta dissertacao. No capitulo 3 descrevemos o processo de interseccao de defeitos através
de dois modelos diferentes, no primeiro estudamos o modelo da referéncia 2], no qual os
autores apresentam um estudo genérico sobre a possibilidade de duas solugoes topologi-

cas se intersectarem para juntarem-se numa terceira solu¢ao topologica. Com o segundo



modelo estudamos a intersecgao de defeitos fora do ambito da teoria supersimétrica |6.
Além disso estudamos o arranjo das juncgoes de defeitos para formar diferentes redes de
defeitos.

No capitulo 4 n6s analisamos as implicagoes da preservacao da simetria Z3 no am-
bito de uma teoria que preserva a supersimetria. Para isso buscamos um superpotential
com dois campos escalares reais, de modo que seus minimos e as tensoes dos setores
topologicos formem um tridngulo equilatero, ou seja, que a simetria Z3 seja realizada
nao s6 para os minimos do potencial, mas também para as tensoes dos setores topologi-
cos. Em seguida, propomos um modelo supersimétrico, cujo superpotential polinomial
W, envolve dois campos escalares interagentes, ¢ e x, e analisamos o comportamento das
solucoes BPS através da equacao de orbita. Uma constante de integracao, designada por
co, aparece naturalmente devido a integracao da equacao diferencial da orbita que rela-
ciona os dois campos. Estudamos as diferentes solucoes para as equacoes BPS de acordo
com os minimos da energia potencial do modelo e com os possiveis valores que a constante
de integracao ¢y pode assumir.

No capitulo 5, estudamos diversos modelos que produzem branas espessas. Esses
modelos descrevem sistemas compostos de campos escalares reais acoplados a gravidade
cujas solugoes tenham uma configuracao tipo kink simples (brana). Alguns desses kinks
podem ser continuamente deformados em configuracoes do tipo kink duplo. Nos acrescen-
tamos uma analise da densidade de energia da matéria, a configuracao desta densidade
tem duas regioes, uma regiao positiva associada com a tensao da brana e uma regiao
negativa. Em seguida, analisamos o funcional de energia, definida por P. K. Townsend e
K. Shenderis na referéncia [22], e sua rela¢do com as equagoes de Bogomol'nyi. Tudo que
foi descrito acima é desenvolvido dentro da dinamica canonica.

No capitulo 6, n6s ampliamos a analise do modelo no cenario de mundos-brana com
dindmica nao-canonica desenvolvido por D. Bazeia et. al. [16], que envolve termos de
grau maiores do quadrado, na derivada de primeira ordem do campo, na densidade de
lagrangiana para o campo de matéria. Em seguida, estudamos o problema de localizacao
de férmions sob as solugoes (branas) geradas no modelo de mundos-brana com dinamica
nao-canonica.

Finalmente no Capitulo 7 encerramos com as conclusoes e as prespectivas desta

dissertacao.



Capitulo 2

Teoria Fundamental de Defeitos

Topolbgicos

Como foi mencionado acima, os defeitos estao intimamente associados com algum tipo de
alteracao da simetria. Vejamos um exemplo. Na Teoria Quantica dos Campos é estudado
o modelo \¢*, este modelo apresenta quebra espontanea da simetria. Analisemos este
modelo do ponto de vista classico em (1 + 1) dimensoes do espago-tempo. A densidade

de lagrangiana do modelo é dada por

L= 50,007~V (6), 2.1

onde o potencial V (¢) tem a forma

V(cb):%( 2 %) (2.2)

Este potencial apresenta dois minimos, ¢; = a e ¢ = —a. Na configuracao estatica do
campo, ou seja ¢ = ¢ (x), a equac¢ao de movimento é dada por

d2

o _ 2X°¢ (¢° — a?) . (2.3)

da?

Uma solugao desta equacao diferencial e que conecta os minimos do potencial assintoti-

camente é dada por
¢+ (r) = tatanh (\azx), (2.4)

onde o sinal + e — nos indica que a solu¢ao tem uma configuragao kink e antikink respec-

tivamente. A densidade de energia cinética e potencial das solucoes, é dada por

2
k(x)= % (%) = %a‘l/\QseCh4 (Aax), (2.5)
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p() = V() = %a4/\QSech4 (Aaz). (2.6)

As propiedades desta solugao, nos proporcionam o comportamento dos defeitos no
processo de quebra espontanea da simetria. Como por exemplo, as solugoes ¢4 () se
dirigem de um minimo a outro minimo entao o defeito se encontra na regiao que une os
vacuos. A densidade de energia, € (z) = k(z) + p(z) = a*N?sech® (Aax), apresenta um
maximo no meio dos vacuos, x = 0, e se anula nos vacuos, * — 00 e £ — —00, entao o
defeito pode encontrar-se, com maior probabilidade, no meio do setor que une os vacuos.
As densidades da energia das solugoes obedecem a relagdo k (z) = p ().

Ora, para dar uma descricao mais exata dos defeitos, nos estudamos os mesmos
no contexto da Teoria Supersimétrica dos Campos. Para isso, em seguida, passamos a
estudar o setor bosonico de uma teoria supersimeétrica composta por dois campos escalares
reais.

Nos considerarmos modelos de dois campos escalares ¢ e x, definido através da

densidade de lagrangiana
1 1
L= 50009 + 50.x0"x — V. (2.7)

em (1+1) dimensoes do espago-tempo. O potencial V(¢,x) tem a forma geral

o= 5 (3)

Na teoria supersimétrica a funcao W é chamada superpotencial.

Na Teoria dos Campos os vacuos do sistema encontram-se nos minimos do potencial
V. Para campos supersimétricos, os minimos do potencial sao encontrados com
ow ow

:8_¢>_0 e Wy =——=0. (2.9)

Wy ax

2.1 Equacoes de Bogomol’nyi

Para campos independentes do tempo, campos estaticos, em (1+41) dimensées do espago-

tempo, ou seja, ¢ = ¢(x) e x = x(x), as equagoes de movimento sao da forma

d2
—¢ = W¢W¢¢ + WXWX¢7 (2.10)

da?

d*y
@ — W¢WX¢ —|— WXWXX‘ (211)
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E possivel mostrar que as solucoes das equagoes diferenciais de primeira ordem

a9 _

= 2.12
dZL' W¢’ ( )
dx
— =W, 2.13
dx X ( )

sao solugoes das equacoes de movimento. Estas equacoes de primeira ordem sao as
chamadas, Equagées de Bogomol'nyi, [1]. As solugbes destas equagdes sdo solugoes
topologicas de Bogomol'nyi - Prasad e Sommerfield (BPS) ou simplesmente solugoes
BPS. Estas solucoes topologicas BPS nos proporcionam o comportamento dos defeitos
topoldgicos.

Para achar as solugoes destas equacoes empregamos o método desenvolvido por de

Souza Dutra, [23]. As equagoes (2.12) e (2.13) podem ser relacionadas como segue

do dx
— =dr = == 2.14
W, Wy (2.14)
onde o elemento diferencial espacial é invariante. Assim, obtemos
dp  dx
—_— = = 2.15
qu I{rx ) ( )

esta equacao é conhecida como equacao diferencial de orbita. Em geral, esta equagao é
uma equacao diferencial ndo linear que relaciona os campos ¢ (z) e x (z). Ora, se nos
podemos achar as solugoes completas da equagao (2.15), a funcao ¢ (x) pode ser usada
para eliminar um dos campos, desacoplando as equagoes (2.12) e (2.13). Finalmente, estas
equacoes nao lineares de primeira ordem desacopladas podem ser resolvidas analitica ou

numericamente.

2.2 Energia BPS

A energia do sistema para configuracoes estéaticas é dada por

1 [t do\?  (dx\® s
E_i/_ d:c[(%) +<%) W2 W (2.16)

o0

que pode ser reescrita na forma

1 [t do 2 dy 2

d — - 2.1
+ [ ""“<W¢dx+w><dx>’ (2.17)

—0o0
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e finalmente, a energia E é minima se ¢ e x obedecem as equagoes de Bogomol’nyi com

valores assintoticos nos minimos do potencial W (¢, x). Entao

E =W (¢(00),x(00)) =W (¢(=00),x (—0))]. (2.18)

Assim, vemos que a energia F' é minima, para campos estaticos que obedecem as equagoes
Bogomol'nyi. Esta energia chama-se energia BPS (Eppg).

A energia BPS pode ser escrita como

s = [ | () (2) ] 219)

= /Oo de (W3 +WZ]. (2.20)

—00

Os resultados acima mostram que a parte potencial (P) e a parte cinética (K) da energia

P = /00 dxp (x) = /OO dar:1 (W2 +w2), (2.21)

—00 —00 2

K:/:dxk(x):/:dx% [(%)Z (%)2]. (2.22)

contribuem igualmente na energia BPS. Ainda que isto seja verdade para todas as solugoes
BPS, nao é peculiar a eles, uma vez que existem estados nao-BPS que também tém uma

distribuicao de energia igual.

2.3 Setores Topologicos

Defina-se
tiy = W (i, xi) = W (95, x5 » (2.23)

onde ¢;; indica a tensao do setor topologico entre o i-ésimo e o j-ésimo minimo. Se t;; = 0,
temos o chamado setor de vacuo. Neste setor nao se pode encontrar solucoes BPS mas
pode-se encontrar solucoes nao-BPS. Se ¢;; # 0 se chama setor BPS. Neste setor se podem

encontrar solucoes BPS. Para estes setores BPS a relacao
tp"% = Egps, (2.24)

é cumprida.
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2.4 Corrente Topolbgica

Define-se uma densidade de corrente topologica J<, que identifica todos os setores, na

Jo = P9y ( ¢ ) : (2.25)
X

forma:

onde £*% ¢ o tensor Levi-Civita, com £ = 1.

Ela obedece 0,J% = 0, e é também um vetor no plano (¢, x). Para configuragoes estaticas
JLJY = plp =2k (x), (2.26)

onde k () é a parte gradiente da densidade de energia das solu¢oes. Para as configuragoes
que apresentam densidade de energia igualmente distribuidas em k (z) e p(x), ou seja
k(z) = p(x), obtemos p'p = 2k (x) = k (x) + p(z) d4 a densidade de energia total. Esta
propriedade é muito util para inferir a estabilidade das juncoes.

Finalmente, define-se a carga topologica 7 através da relacao

+00
T:/ dxJy. (2.27)



Capitulo 3

Nocao de Rede de Defeitos Topologicos

3.1 Intersecao de Defeitos Topologicos

O processo de intersecao de defeitos na teoria supersimétrica em (d+1) dimensoes do
espago-tempo, foi estudado por Abraham e Townsend na referéncia [2]. Neste artigo
os autores apresentam um estudo genérico, na teoria de campos supersimétrica, sobre a
possibilidade de duas solucoes topoldgicas se intersectarem para se juntar numa terceira
solucao topologica, concluindo que aquilo somente é admissivel se a tensao ou energia da
solucao recém formada for menor do que a soma das tensoes das solugoes originais, ou
seja quando o processo é uma reacao exotérmica, e apenas se a terceira solucao realmente

existir. Isso se traduz em

ty <ty +to, (3.1)
onde t;, © = 1,2,3., é a tensao ou energia de cada defeito. Eles desenvolvem, como
Ill
IIII
I,II
Véacuol /' i
7’ 1
,,I ’l
2/
¢”/ 'l
________ |: Vécuo!
B !
— .
Sso i
~ 1
- \
~\ )
\\ \\
N \
. R\
Vécuoz S\
\\‘\
'\
\\\\

Figura 3.1: Juncao Tripla.

exemplo do método, a parte bosonica do modelo de Wess-Zumino, em (1+1) dimensoes

do espaco-tempo com um superpotencial polinomial de quarta ordem, W = ®*—4®_ onde

® é um campo escalar complexo. Este superpotencial tem trés minimos, ®; = e(%),
_2mi

by, = e( ) e ®3 = 1, os quais formam um triangulo equilatero, ou seja, tem-se uma

simetria Z3. Portanto existem trés setores topologicos que podem resultar em defeitos.
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Cada setor topologico possui uma carga topologica 7, dada pela equagao (2.27), ou seja
|T| = 6v/3. Na configuracio estatica, ® é solucao da equagio Bogomol'nyi e garante-se
que |7| = t. Assim, as tensOes t; possuem simetria Z3 e a relacdo (3.1) é cumprida
rigorosamente. Entao, os trés defeitos podem se interseccionar num ponto formando uma
juncao tripla, como se mostra na figura 3.1.

Bazeia e Brito apresentam um estudo sobre interseccao de defeitos sem teoria su-
persimétrica, [6]. Eles iniciam estudando a parte bosonica de um modelo supersimétrico,

cujo superpotencial envolve dois campos escalares reais interagentes

W (6, %) = A\p> — 3X¢p + Ao (x+ @)iﬂ@ <x+\/§> —/\<X+\/g>2. (3.2)

Este modelo apresenta trés minimos formando um triangulo equilatero, simetria Z3. Por-

3

tanto existem trés setores topologicos. Na configuracao estatica pode-se achar defeitos
BPS. Assim as tensoes dos trés setores topologicos sao t1o = 3|A|, tag = 4|A| e t31 = ||,
elas nao possem simetria Z3. Além disso, as tensdes nao cumprem rigorosamente a relagao
(3.1), ja que to3 = t15 + t3;. Portanto ndo é um processo exotérmico, ou seja a estabili-
dade da juncao neste modelo nao estd garantida. Em seguida, renunciam a supersimetria,
voltando sua atengao a poteciais polinomiais que apresentam simetria Z3. O potencial do

modelo considerado por eles é dado por

V($,x) = N*¢” <¢2 — Z) + A% <x2 — %) 222022 — N2 (¢ — 3x3) + %)\2. (3.3)

Este potencial nao pode ser escrito por meio de um superpotencial. Além disso, o potencial
possui trés minimos, v; = (%,O), Uy = (—%,%) e vy = (—%,—%g), formando um
triangulo equilatero, simetria Z3. Na caso estatico encontra-se solugoes nao-BPS.

As solugoes no setor conectando os minimos vs e vs, sao da forma

+ 3 L 3v3 27
¢E2,?’)) == _Zl, XEZ;) = :l:T tanh g)\&l s (34)

onde o indice (4), nas solugoes, é usado para identificar solugoes tipo kink (+), e antikink
(—). Para obter as solugdes nos outros setores, os autores fazem uso da simetria Z3, se um
certo par (¢ (z), x (z)) representa uma solugao de um determinado setor nao topoldgico,
todas as outras solucoes podem ser obtidas através da rotacao das solucoes. Entao a

transformacao de rotacao podemos escrever-la da forma

( ¢y () ) _ ( cos () sin (o) ) ( 0 (@) ) 55
Xij () —sin (o) cos () X ()

onde «;; ¢ o angulo entre os dois setores nao topologicos e (¢ (x),x (x)) sao as solucoes
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num setor, (¢;; (), xi; (x)) sdo as solugoes que se deseja achar. Neste caso ;; pode tomar
os valores 120° ou 240°.

Assim, as solugoes no setor conectando os minimos v, e vo sao da forma

3 9 27 3vV3  3V3 27

e no setor conectando os minimos vy e vs

@ _3_9 /27 @ 3V3_3V3 27
¢(173) = g + g tanh ( g)\l' ; X(1,3) = —T F T tanh g)\l‘ . (37)

Estas solugoes, equacgoes (3.4), (3.6) e (3.7), apresentam uma distribui¢ao equitativa de

sua energia, ou seja k (z) = p (x). Essa propriedade é caracteristica dos estados BPS.

k(z)=p(x) = i (%)2 Msech* (@) (3.8)

Usando a equagao (2.26) vemos que, p'p = 2k () = k () + p () = e (z). Entao a tensao
é dada por

t= / drp'p = E. (3.9)

[e.e]

Portanto empregando a equagao (3.9) e a transformagao de rota¢ao para as equagoes de

( i (@) ) :< cos (ay;) sin () )(d(@)
X () —sin () cos(ay) ) \ ¥ (2) )

na seguinte relagao

primeira ordem

(pij + piw)" (pi + pjk) = Plspis + Piwpin + PLipin + Plrpis, (3.10)

os autores obtiveram finalmente
Li < tij + L, (3.11)

ou seja, é estritamente cumprida a desigualdade triangular entre os setores. Isso indica
que o processo é exotérmico e a jungao é estavel. Assim os defeitos nao-BPS formam uma

juncao tripla.
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3.2 Rede de Defeitos Topologicos

Uma rede de defeitos é um arranjo simétrico das juncoes de defeitos. Isto é semelhante a
redes de cordas estudadas por Ashoke Sen na refer encia [7]. A formacao e as propriedades
que apresentam é bastante estudada nas areas de matéria condensada, fisica de particulas
e cosmologia, mecanica de fluidos, etc. Dependendo da simetria Zy do modelo, podem
existir redes de defeitos quadradas, hexagonais, dodecagonais. A estabilidade destas redes
foi estudada em [4].

Dentro das formas das redes de defeitos as mais notaveis sao as hexagonais, devido
a sua facilidade de formagao e a sua forma parecida com a do grafeno. Estas redes
hexagonais podem ser construidas a partir de modelos que possuem simetria Z3. Como
¢ mencionado acima, com esta simetria tem-se lugar uma juncao tripla. A partir desta
juncao pode-se formar uma rede hexagonal: "Os vértices formam uma juncao tripla e
podemos indexar os hexagonos do arranjo com os vacuos do sitema (1,2, 3) de modo que

dois vacuos com uma mesma borda comum do hexagono, nao tenham o mesmo indice",

13]-

Figura 3.2: Rede hexagonal.

E importante notar que a simetria Z5 é muito estudada, porque ela pode ser aplicada
a diferentes areas da fisica, matéria condensada, fisica de particulas, quimica quantica,
etc. Por exemplo, no modelo "Next-to-minimal supersymmetric extension of the Stan-
dard Model (NMSSM)" a simetria Z3 é a tnica conservada em seu superpotencial [24],
também a simetria Z3 é o centro do grupo SU (3), esta relagdo nos pode guiar a aplicar

um modelo com simetria Z3 dentro das interagoes fortes |25].



Capitulo 4

Modelo Supersimétrico Proposto

4.1 Modelos Estudados

Iniciamos este capitulo descrevendo alguns modelos supersimétricos, com dois campos
escalares reais, estudados, nos quais os minimos do potencial possuem simetria Z3.

No artigo [11], os autores consideram o superpotencial polinomial

1

- 1 3
WO (6,x) = Ao+ Tix — 720" — 2 + D007, (4.1)

Usando (2.8), o superpotencial gera um potencial V' de sexta ordem nos campos. O

potencial V' apresenta trés minimos, que para o caso 1 = 0 e A = X sao da forma

v = (1,0), Uy = (—%,—?) e Uz = (—%,?) .

Esses minimos formam um triangulo equildtero, simetria Z3. As tensoes dos setores
topologicos formados pelos minimos sao, t1o = t3; = % e tog = 0. Observe-se que
t1y = to3 + t31, entdo as tensdes nao cumprem estritamente a relagao (3.1), portanto as
jungoes geradas, entre as solucoes BPS, nao sao estéveis.

No mesmo artigo outro superpotencial polinomial estudado ¢ dado por
W (6,%) = Ax = Ad*x + A, (4.2)

Este superpotencial gera um potencial V' de sexta ordem nos campos. O potencial V'

apresenta trés minimos, que para o caso A = A sao da forma

v = (1,0), Uy = (—%,—?) e vg = (—%,?) :

Esses minimos formam um triangulo equildtero, simetria Z3. As tensoes dos setores
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topologicos formados pelos minimos sao, t1o = t3; = @ e tyg =

as tensoes nao obedecem estritamente a relagao (3.1), portanto as jungoes geradas entre

@. Para este modelo,

as solucoes BPS nao sao estéveis.

4.2 Simetria Z3; e SUSY

Como foi mencionado na seccao 3.1, Bazeia e Brito abandonaram modelos supersimétricos,
porque as tensdes nao cumprem estritamente a relacao (3.1), a fim de manter a simetria
Z3. Também vimos outros modelos supersimétricos que possuem a mesma caracteristica.
Nos perguntamos, quais sao as implicacoes de preservar a simetria Z3 em uma teoria
supersimétrica com campos escalares reais? Nesse sentido, buscamos um superpotential
com dois campos escalares reais, de modo que seus minimos e as tensoes dos setores
topologicos formem um triangulo equilétero, ou seja, que a simetria Z3 seja realizada nao
sO para os minimos do potencial, mas também para as tensoes do setores topologicos.
Seja ¢ e x os campos escalares reais. Entao, por condi¢ao, os trés minimos formam
um triangulo equilatero no plano (¢, x). Nos temos a liberdade de colocar esses minimos
em qualquer lugar do plano (¢, x). Portanto, sem perda de generalidade, podemos colocar
um minimo, vy, no centro do plano (¢, x) e os outros dois minimos, vy e v3, simetricamente

dispostos em relagao a um dos eixos ¢ ou x.

X

U2

1% ¢

U3

Figura 4.1: Triangulo Equilatero, Simetria Z3.

Entao,
v1 = (0,0),v2 = (0, X0) , 3 = (0, —X0) - (4.3)

Como os minimos devem formar um tridngulo equilatero, vale que
¢o = V3x0. (4.4)

Ora, a tensao ou energia dos setores topoldgicos BPS devem ser iguais, para que se cumpra
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a relacao (3.1) e se mantenha a simetria Z3, ou seja deve-se garantir que
t =W (v1) =W ()| = [W(v2) = W (v3)| = [W (v3) = W (v1)]. (4.5)

Como v; = (0,0), entao W (v;) é uma constante, uma vez que todos os campos sao nulos.
Sem perda de generalidade, considerarmos W (v;) = 0. Entao, a equagao (4.5) toma a

forma

t= =W (vg)| = [W(v2) = W (us)| = [W (v3)] - (4.6)

Para qualquer situagiao encontra-se: W (vg) = W (v3) = 0.

Assim, concluimos que, para preservar a simetria Z3 na teoria supersimétrica com
dois campos escalares reais, o valor do superpotential nos trés minimos é zero, o que
gera uma tensao nula nos setores topolégicos. Nos setores topolégicos com tensao nula,
setores vacuos, nao existe solucoes BPS mas pode-se encontrar solugoes nao-BPS, como
foi mencionado na seccao 2.3. Portanto a simetria Z3 nao é preservada para estados BPS
na teoria supersimétrica com dois campos escalares reais.

Entao noés saimos da simetria Zs3 e tentamos trabalhar com outras simetrias discretas
mas ainda com setores topoldgicos de uma teoria supersimétrica com dois campos escalares

reais.

4.3 Um Superpotencial Alternativo

Guiados pelos modelos estudados em [11], nos quais os minimos apresentam simetria Zs,
construimos um potencial de sexta ordem nos campos, mas agora, com a particularidade
de que os minimos deste novo potencial geram uma simetria discreta diferente da simetria

Zs3. Assim, propomos um superpotencial, que envolve dois campos escalares reais, ¢ e x

W (¢, x) = A\°¢ + ud®x + vox. (4.7)

onde A\, e v e R.
A partir da equagao (2.8), verifica-se que este superpotencial resulta no seguinte

potencial
1 1
V= §X2 (Ax* + 3ue® + V)2 + §¢2 (3AX* + pop® + V)2 . (4.8)
Este potencial ¢ de sexta ordem nos campos.
As equagdes de movimento, para configuragoes estaticas dos campos, sao da forma

2
O = 6 (6 (v + 36 + W) + (v i 4 30C) (v 4 3u” +3007)) . (49)

2
% = X (6A0” (v + ud” + 3A°) + (v 4 3ug” + M%) (v +3ud” +30°)) . (4.10)
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4.4 Minimos do potencial e Setores Topologicos

Os minimos do potencial V', v; = (¢;, x;), s@o encontrados por meio das equagoes (2.9) e

eles sao

Onde ¥ < Oe ﬁ < 0. Nota-se que a configuracao dos minimos do potencial no plano
X
-0.6
Figura 4.2: Configuracao dos minimos do potencial no plano (¢, x), para v =1, u = —1
e \=4.

(¢, x), apresenta uma simetria discreta Zs Q) Zo, ou seja, a configuracao dos minimos é
exatamente igual quando o plano (¢, x) gira 180° graus.

Com ajuda destes minimos, podemos encontrar a tensao ou energia dos setores BPS,
para os quais se pode encontrar solucoes BPS analiticas ou numéricas. Usando a equacao
(2.23) obtemos

1/2

wr,z'
(

ter = teo = tos = ty1 = tyg = s = lg1 = lgg = tga = tg1 = tgg = lgz3 = By =
4.11)

4.12)

V2

NN

Note que a relagao entre energias BPS, ) e Fs, é dada por: Ey = 2FE;. Os demais setores

ter = teg = tgyr = lgg = Fy =

topologicos tém tensoes nulas.
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Figura 4.3: Configuracao dos setores topologicos. Os setores com energia Fy(linhas trace-
jadas) e Es(linhas continuas). Os setores topologicos apresentam simetria Zs.

4.5 Equacoes de Bogomol’nyi e Equacao de Orbita

Ora, no caso da configuragao estatica dos campos em (1 + 1) dimensoes do espago-tempo,

as equacoes de Bogomol'nyi para o modelo sao

@ _

2 2
=X (AX® + 3pg” +v) . (4.13)
dx - 2 2
yi ¢ (BAX* + pe® + v) . (4.14)

Dessas equagoes devemos encontrar as solu¢oes BPS. Para achar as solucoes das equagoes
Bogomol'nyi, estados BPS, n6s empregamos o método mencionado na se¢ao 2.1, ou seja,

por meio da equacgao diferencial da orbita

de X (A + 3u¢? +v)
dx o (B2 + pd® +v)

(4.15)

A solugao geral desta equacgao diferencial tem a forma

9 v\ 2V9a2—14a49
(¢ +53) (

3(a+1)+v9a2—14a+9
4\ >

20 —v9a2 — 14a+ 9

Y

3(a+1)—Vv9a2—14a+9
— ¢ (290 + V92 — Tda 1 9)

) . ~ P+
onde ¢y é uma constante de integracio, o = 2 e p = 2 — 3 (2 1),
H X+ 2\ p
Esta equacao se reduz a uma forma mais manejavel algebricamente, preservando
todo os minimos do potencial, para o caso A = u. Para este caso a solucao geral da

equagao diferencial (4.15), acima escrita, tem a forma

6 (6% — co) +x* (x* — co) — 20°% — coi =0, (4.16)
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Esta é a equacao da orbita com a qual iremos trabalhar daqui para frente.

Para este caso, A = pu, ganhamos mais simetrias discretas entre os minimos e os
setores topologicos. Observe-se que as expressoes encontradas até agora tém a seguinte
forma
Superpotencial. Da equagao (4.7) obtemos

W (¢, X) = px’¢ + pg’x + vox.
Potencial. Da equagio (4.8) obtemos
1, 2 2 2 1, 2 2 2
V:§X (x* + 3ug” +v) —|—§¢ (Bux® + pe” +v)". (4.17)

Este potencial apresenta simetria reflexiva, V' (¢, x) = V (£¢, £x)

Minimos do potencial

v = (0,0), wy= H(m), v = H(o,-p,

vr =, ——(=1,1), wvg=,/——(=1,—-1), wvg=,/——(1,—1).  (4.18)

Figura 4.4: Configuracao dos minimos e dos setores topologicos no plano (¢, x), mostrando
simetria discreta Z, , parav =1, p = —1.

As TensGes ou Energias BPS. De (4.11) e (4.12) obtemos

2

v
te1r = te2 = los = by1 = lyg = by5 = tg1 = g3 = gy = tg1 = Loy = Loz = By = Sl (4.19)



25

V2

4|l

Nota-se agora os minimos do potencial e as tensoes dos setores topolégicos apresentam

ter = log = tgr = lgg = Lo = (4.20)

uma simetria discreta Z4, ou seja, a configuracao dos minimos e os setores topologicos é

exatamente igual quando o plano (¢, x) gira 90° graus, como é mostra na figura 4.4.

4.6 Constante de Integracao cg

Em geral, os valores da constante de integragao ¢y, da equagao da orbita (4.16), é arbi-
traria, mas podemos encontrar alguns valores de ¢y, para os quais a equacao da oOrbita
passa pelos minimos do potencial (4.17) e deduzir algumas propriedades das solugdes BPS
nos setores topoldgicos que estao conectados pela equacao da oérbita. Procedendo como é
sugerido por de Souza Dutra em [23]: Substituimos cada um dos valores dos minimos do
potencial na equacao da orbita e achamos os valores de cy que satisfaz dita equacao. Os
valores de cq encontrados deniminan-se valores criticos. Para nosso modelo encontramos
que ¢y possui dois valores criticos:
co=0 e co = —2—1/. (4.21)
1
Em seguida, analisamos a configuracao da o6rbita e deduzimos algumas propriedades
das solucoes BPS, para diferentes valores de cy.
Para o intervalo de valores da constante de integragao ¢y, 0 < ¢y < —27”, a orbita nao

conecta os minimos, como é mostrado na figura 4.5. Para esses valores de ¢y o modelo

)

Vg

nao possui solugoes.

Figura 4.5: Orbita no plano (¢, ), parav =1, p = —1e ¢y = 1.

Para valores da constante de integracao ¢y menores que o valor critico 0 e maiores que o
valor critico —27”, os minimos vg, U7, Us € Vg sempre estao conectados, como é mostrado
na figura 4.6. Neste caso, sempre se pode encontrar solucoes BPS, de forma analitica ou
numérica, conectando estes minimos. Os perfis das solucoes BPS sao tipo kink e lump

para OS Campos.
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_1.01i03 -1.08v3
Figura 4.6: Orbita no plano (¢, ), para v =1, p = —1.

Quando o valor da constante de integracao ¢y esta se aproximando ao valor critico zero,
a oOrbita ird deformar continuamente conectando os minimos vg, v7, Us € Vg, passando
proximo do minimo vy, como é mostrado na figura 4.7. Esse comportamento da orbita
se manifesta nos perfis das solu¢oes BPS. A solu¢ao BPS com perfil tipo kink se deforma
continuamente passando a ter um perfil tipo kink duplo e a solugao BPS com perfil tipo

lump se alarga formando un longo planalto.

Figura 4.7: Orbita no plano (¢, ), para v = —1, u =4 e ¢g = —0.01.

Se o valor da constante de integracao cy esta se aproximando ao valor critico ’72”, ird

deformar continuamente conectando os minimos vg, v7, Us € vUg, passando proximo dos
minimos vs, vy, U3 € Uy, como é mostrado na figura 4.8. Da mesma maneira que acima,

as solucoes BPS apresentam prefis tipo kink duplo e lump alargado com longo planalto.

Figura 4.8: Orbita no plano (¢, ), parav =1, u = —1 e ¢y = 2.01.
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O minimo vy esta conectado aos minimos vg, v7, Vg € V9 quando o valor da constante de
integracao cy é igual ao valor critico zero, como é mostrado na figura 4.9. Neste caso, as

solucoes BPS apresentam perfis tipo kink.

Figura 4.9: Orbita no plano (¢, ), parav =1, p = —1e ¢y = 0.

Os minimos vg, V7, Ug € Vg sao conectados aos minimos vy, v3, v4 € U5 quando o valor da
constante de integracao ¢ igual a _72”, como é mostrado na figura 4.10. As solugoes BPS

apresentam perfis tipo kink.

Figura 4.10: Orbita no plano (¢, x), parav =1, p= —1 e ¢y = 2.

Agora, vamos encontrar as solugoes BPS explicitamente, com suas respectivas den-
sidades de energias BPS, para todos os setores topologicos do modelo proposto e constru-
iremos suas orbitas a partir dessas solugoes BPS. Vamos usar o sinal (4) para indicar
aquela solugao que apresenta um perfil tipo kink, e o sinal (—) para indicar aquela solucao

que apresenta um perfil tipo antikink.

4.7 Estados BPS para o caso ¢y =0

Comecamos com o valor da constante cg igual a zero. Substituindo este valor na equagao

de orbita (4.16), obtemos as relagoes

¢r)=x(x) e or)=—x(x). (4.22)

Estas relagoes sao equacgoes de linhas retas que passam pela origem do plano (¢, x). A

linha cuja equagao é ¢ (x) = x (z) passa pelos minimos vy, vg e vg; e a linha cuja equagao
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& ¢ (xr) = —x () passa pelos minimos vy, v7 e vg, como foi mostrado na figura 4.9
Sustituindo a rela¢ao ¢ () = x (z) na equacao de Bogomol'nyi, (4.13) com A = p,

obtemos as seguintes solugoes

@) =0t @) = (4.23
@) =6 @) = - o [ (1.21)

Nestas solucoes, a constante A surge da integracao da equacao de primeira ordem de
Bogomol’nyi. No6s escolhemos a constante de integracao A de forma que as solugoes

(4.23) e (4.24), sejam simétricas em torno do eixo x = 0, como é mostrada nas figuras
4.11 e 4.12.

(¢ x}

05
04r

03

-4 -2 2 4

Figura 4.11: Solugdes ¢ (z) e xT (), parav =1, p = —1.

{¢.x)

Figura 4.12: Solugbes ¢~ (z) e x~ (z), parav =1, u = —1.

Observa-se que as solugdes tém o seguinte comportamento assintotico (¢* (00) , x™ (00)) =
(3.3) e (¢ (—00), xT (—00)) = (0,0). Isto indica que as solugdes kinks ¢* (z) e x™ (2)
conectam os minimos vg e vy, ou seja, as solucoes ¢* (z) e xT (z) sdo solu¢oes BPS do
setor topologico BPS t145. As solucoes antikinks, por sua vez conectam os minimos vg e

v1, ou seja, as solugoes ¢~ () e x~ (z) sao solugdes BPS do setor topologico BPS ;.
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A densidade de energia para ambos setores, t15 € t15, € dada por

A2V3 e v

k(z)=p(x)= T ( — _m)g,. (4.25)
AZI/S e vz
e(@) =k(z)+p(r)= ~ 32,8 ( — W>3. (4.26)

Para achar a energia BPS a partir da equagao (4.30), empregamos a equagao (2.19) e

V2

encontramos que Fgpg = t1g = t1g = Sl Este resultado esta de acordo com a equacao

(4.19). O perfil das densidades de energia sdo mostradas na figura 4.13.

Figura 4.13: Densidade de energia cinética k (), potencial p (z) (linha continua), e total

e (z) (linha tracejada), para v =1, yp = —1.

Agora, substituindo a rela¢ao ¢ (x) = —x (z) na equagao de Bogomol'nyi, (4.13),

obtemos as seguintes solu¢coes BPS

@)= =07 @) =y [ (4.27)

Estas solu¢oes conectam os minimos v; e vg, entao sao solucoes do setor topologico BPS

t19. Além disto temos que as solucoes

B U e—ve
X (2) =—¢" (2) = 1/—@1/W, (4.28)

as quais conectam os minimos v; e v;. Entao sao solucoes do setor topologico BPS t47.

A densidade de energia para ambos setores, t17 e t19, € dada por

A2V3 eve
kz)=pe) = ¢ 3 7. (4.29)
/”l’ (6—1/33 — ﬁg/aj)
e(x)=k(x)+p(r)= A - (4.30)

— 5 5.
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Finalmente, as Orbitas obtidas a partir das solucoes de cada um dos setores, sao

mostradas na figura 4.14.

<
N

Se
AS)

Figura 4.14: Orbitas no plano (¢, x) para ¢g =0, com v =1, g = —1.

A configuracao da orbita y os perfis das solucoes obtidas estao de acordo com as

afirmacoes expressadas na seccao 4.6, figura 4.9.

4.8 Estados BPS para o caso ¢y = —27”

Agora apresentamos as solucoes BPS, e suas respectivas densidades de energia, para o caso

quando a constante de integracao cy = —27”. Entao, substituindo este valor na equacao

de orbita (4.16), obtemos as seguintes relagoes

¢(x)=(x(w)+H), o) = (x@- /-2, (431)

0w =-(x@+-2) e e@=-(x@-T).  um

Estas sdo equagoes de linhas retas que conectam os minimos do potencial (4.17) no

plano (¢, x), da seguinte maneira:

¢ (x) = (X () + /—ﬁ) passa pelos minimos vy, U3 € vy,
¢(x) = (X (x) — /—/%) passa pelos minimos vy, vs e v7,
¢ (z) = — (X (x) + 4 /—ﬁ) passa pelos minimos vs, v4 € vs,

o(x)=— (X (x) — /—ﬁ) passa pelos minimos v, vs e vg.
As orbitas sao mostradas na figura 4.10.
Substituindo a relagao ¢ (z) = <X (x) + —i) na equagao de Bogomol'nyi (4.14),

com A = pu, obtemos as seguintes solucoes

X" (2) \/7 E( Lty = 4Ae m). (4.33)
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X~ (x) \/j \/% <1 + ,/ 4Ae w) : (4.34)

Da mesma forma como na se¢do anterior, escolhemos a constante de integracao A de

forma que as solucoes obtidas acima sejam simétricas com respeito ao eixo vertical.

Figura 4.15: Solugoes ¢ (z) (linha tracejada)e x* (x) (linha continua), para v = 1,
= —1.

Figura 4.16: Solucoes ¢~ (z) (linha tracejada) e x~ () (linha continua), para v = 1,
= —1.

Da figura 4.15, podemos observar que as solugoes tém o seguinte comportamento
assintotico (¢ (00), x T (00)) = (1,0) e (¢* (—o0), xT (—00)) = (3, —3). Isto indica que
as solugoes kinks ¢ (x) e x* () conectam os minimos vy e vy, ou seja, as solugoes ¢ ()
e xT (x) sdo solugoes BPS do setor topologico BPS 9. Da mesma maneira, da figura
4.16 as solugdes antikinks (¢~ (00),x™ (00)) = (0,—1) e (¢~ (—00) ,x~ (—00)) = (3, —1),
entdo as solugoes antikinks ¢~ (x) e x~ () conectam os minimos vs e vg, ou seja, as
solugoes ¢~ (z) e x~ (x) sao solugoes BPS do setor topologico BPS t39.

Agora, substituindo a relagao ¢ (z) = | x (z) — —+ ] na equagao de Bogomol'nyi

(4.14), com A = p, obtemos as seguintes solu¢oes BPS

X~ (x) \/> \/% ( 6246 w) , (4.35)

estas solugoes conectam os minimos vy e vz, entao sao solugoes do setor topologico BPS
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X (@) \/j \/: ( e;;g x) (4.36)

estas solugoes conectam os minimos vs e vz, entao sao solugoes do setor topologico BPS

t57.
A densidade de energia para os setores, tag, t39, t47 € t57, € dada por
4A%13 e T

k(z)=p(x)=— W (e dAe (4.37)

Para achar a energia BPS, Fppg, destes setores usamos (2.19) e obtemos Eppgs = t47 =
I/2
57 =129 = l39 = g7

Figura 4.17: Densidade de energia cinética k (), potencial p (z) (linha continua), e total
e (z) (linha tracejada), para v =1, y = —1.

Substituindo a relagao ¢ (z) = — (X (x) + —l%) na equagao de Bogomol’'nyi
(4.14), com \ = pu, obtemos as seguintes solugoes BPS

() = \/7 \/% (1 R = Ae%) . (4.38)

Estas solucoes conectam os minimos vg e vz, entao sao solucoes do setor topologico BPS

t3s. Temos também

X (z) = —¢* (z \/7 H( 1+,/ 4Ael’$) (4.39)

que solugoes conectam os minimos vg e v4. Entao sao solugoes do setor topologico BPS
t48.

Substituindo a relagao ¢ () = — (X (x) + —i) na equagao de Bogomol'nyi
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(4.14), com A = pu, obtemos as seguintes solu¢oes BPS

R e (Y, P

que solugoes conectam os minimos vg e v9, entao sao solugoes do setor topologico BPS

teo. Além destos temos

X~ (x) =—¢" (= \/> \/% (1 V= 4Aew) , (4.41)

que solugoes conectam os minimos vg e v;, entao sao solugoes do setor topologico BPS

t65.
A densidade de energia para os setores, tsg, tas, te2 € tg5, € dada por
4A2V3 eum

k(z)=p(z)=- W (e aAe (4.42)

Usando as solucoes BPS encontradas para cada um dos setores topologicos, nos
mostramos as orbitas de cada setor, veja a figura 4.18. As orbitas obtidas concordam com

aqueles obtidas a partir da equagao da orbita, veja a figura 4.10.

Figura 4.18: Orbitas no plano (¢, x), para v =1, u = —1.

4.9 Estados BPS para ¢y arbitrario

A partir da equagao de orbita (4.16), obtemos as seguintes relagoes, ¢ = ¢ (), entre as

possiveis solu¢oes BPS

¢(x) = % <2X2 () +co + \/co (8)(2 () +co + %)) ; (4.43)
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6 (z) = % <2X2 (&) + co — \/ " <8X2 (2) + o + %”)) (4.44)
o(z) = —\ % <2X2 (x) 4+ co + \/co <8X2 (x) 4+ co + %)) : (4.45)
6 (z) = — \ % <2X2 () + co — \/ o (8X2 () + co + %”)) (4.46)

Estas relagoes sao validas para qualquer valor da constante da integragao cy. Se ¢y toma

o valor critico zero as equacoes (4.43), (4.44), (4.45) e (4.46) sao reduzidas a forma da
equagao (4.22), e se ¢g toma o valor critico —27”, se reduzem as formas das equagoes (4.31)
e (4.32). Mas agora vamos trabalhar para valores de cq diferentes daqueles ja estudados.

Entéao, substituindo a equacao (4.43) na equacao de Bogomol'nyi (4.14), com A = p,

obtemos solucoes numeéricas, cujos perfis sao mostradas na figura 4.19.

(¢ x}

-t
- ~,
#7061 N,
” ~,
————————————— h“-

—o04f

Figura 4.19: Perfis dos campos ¢ (linha tracejada) e y (linha continua), para v = 1,
w=—1ecy=—>.

......

~.
-----

Figura 4.20: Perfis dos campos ¢ (linha tracejada) e x (linha continua), para v = 1,
pw=—1ecy=—0.00001.

Da figura 4.19, observamos que para o caso da constante de integracao ¢y menor do valor
critico zero, a solugao ¢ (x) apresenta um perfil lump e a solu¢ao x (x) apresenta um perfil
de kink simples. Além disto, as solugoes conectam os minimos vg = (¢ (00), x (00)) =
(3.3) e vg = (¢(—0),x (—00)) = (3,—3%), entdo essas solugdes sdo solugdes BPS do
setor topologico tg9.
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Quando ¢y estd se aproximando ao valor critico zero, os prefis das solugoes se deformam
continuamente passando a ter, o campo ¢ um perfil [ump invertido alargado formando
uma planicie e o campo x um perfil kink duplo, como sao mostrados na figura 4.20. Nesta
figura observa-se que, as solu¢des conectam os minimos vg = (¢ (00),x (00)) = (3,3) e
vy = (¢ (—00),x (—00)) = (3,—3) passa proximo ao minimo v; = (0,0). Esta situagao
foi ja deduzida a partir da configuracao da orbita na secao 4.6, ver figura 4.7.

Substituindo a equagao (4.44) na equagao de Bogomol'nyi (4.14), com A = p, obte-
mos solucoes numéricas, cujos perfis sao da mesma forma dada na figura 4.19, para c
maior que o valor critico —27”. Entao, esta solucao BPS conecta os minimos vg € vg9. Mas
agora, quando cy é préximo a —27" as solugoes se deforman apresentando perfis mostrado
na figura 4.21. O campo ¢ apresenta um perfil lump alargado com longo planalto e o
campo Y apresenta um perfil kink duplo.

{¢.x)

Jom B m—
// 08 \

P 06} ~

04
02

Figura 4.21: Perfis dos campos ¢ (linha tracejada) e x (linha continua), para v = 1,
uw=—1ecy=2.00001.

——————

Desta figura 4.21, nota-se que as solugoes conectam os minimos vg = (¢ (00), x (00)) =
(3,1) e vg = (¢ (—00), x (—o0)) = (1,0) passando préximo do minimo vy = (1,0). Esta
situagao foi ja deduzida a partir da configuracao da érbita, ver figura 4.9.

Substituindo a equagao (4.45) na equagao de Bogomol'nyi (4.14), com A = p, obte-

mos solugdes numéricas, cujos perfis dos campos sao mostrados na figura 4.22.

{¢.x)

04}

21

_____________ oo
NS08 o7
Nahe

Figura 4.22: Perfis dos campos ¢ (linha tracejada) e x (linha continua), para v = 1,
pw=—1lecy=—5.
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Observamos a partir da figura 4.22 que para o caso de valores da constante integracao
¢p menores que o valor critico zero, a solugao ¢ (x) apresenta um perfil lump invertido

e a solugao x (z) apresenta um perfil antikink. Além de isso, as solu¢oes conectam os
minimos vs = (¢ (00),x (0)) = (=1, —1) e v7 = (¢ (—o0), x (—0)) = (=1, 3), ou seja
as solucoes sao solugoes BPS do setor topologico trs.

Quando c¢g esté se aproximando ao valor critico zero, os prefis das solugoes se deformam
continuamente passando a ter, o campo ¢ um perfil [ump alargado formando um planalto

e o campo x um perfil kink duplo, como sao mostrados na figura 4.23.
{¢.x)

0.4r

______

Figura 4.23: Perfis dos campos ¢ (linha tracejada) e x (linha continua), para v = 1,
pw=—1ecy=—0.00001.

Desta figura, nota-se que as solugdes conectam os minimos vs = (¢ (00),x (00)) =
(=2, —3) evr = (¢ (—0),x (—o0)) = (0,0) passando préximo do minimo vy = (—1,1).
Esta situacao ja foi deduzida a partir da configuracao da érbita, ver figura 4.7.
Substituindo a equacao (4.46) na equacao de Bogomol'nyi (4.14), com A\ = pu,
obtemos solugoes numéricas, cujos perfis dos campos ¢ da mesma forma dada na figura
4.22,para valores da constante de integracao cy maiores que o valor critico —27”. Entao,
esta solucao BPS conecta os minimos vg e v7. Mas agora, quando ¢y é proximo a —27” as

solucoes se deforman apresenta perfis mostrados na figura 4.24.

{.x)

Figura 4.24: Perfis dos campos ¢ (linha tracejada) e x (linha continua), para v = 1,
w=—1ecy=2.00001.

Desta figura, note-se que as solugbes conectam os minimos v; = (¢ (00),x (00)) =
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(=3, -3 evs = (¢ (—00), x (—00)) = (—3,1) passando préximo do minimo vy = (—1,0).
Esta situagao foi ja deduzida a partir da configuragao da orbita, ver figura 4.9).

Para obter as solugoes faltantes, a quais conectam os minimos vg, U7 € Ug, Vg,
encontra-se a relagdo, a partir da equagao da orbita (4.16), x = x (¢) e procede-se da
mesma maneira como foi desenvolvido acima. Assim, podemos encontrar que as solugoes
para os setores faltantes tg7 e tg9. A configuracao totais das orbitas obtidas a partir das

solucoes BPS, sao mostrados nas figuras 4.25, 4.26 e 4.27.

X

L08us

~100v3

Figura 4.25: Orbitas no plano (¢, x), para v = —1, u=1e ¢y = 4.

108us

~100v3

Figura 4.26: Orbitas no plano (¢, x), parav = —1, p =1 e ¢y = —0.01.

Figura 4.27: Orbitas no plano (¢, x), para v = —1, p =1 e ¢g = 2.01.

Estas orbitas obtidas a partir das solucoes BPS estao de acordo com as obtidas a partir

da equagao de orbita (4.16) na secao 4.6, ver figuras 4.6, 4.7 e 4.8.
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4.10 Estados nao-BPS

Agora, para completar o estudo das solucoes do modelo proposto, encontramos as solugoes
que conectam o minimo v; com os minimos vy, v3, U4 € vs. Nota-se que os minimos vy,
Uy € vy se encontram no eixo y = 0 do plano (¢, x) e os minimos vy, v3 e vs se encontram
no eixo ¢ = 0 do plano (¢, x).

Comecamos achando as solucoes que conectam os minimos vy, vs e vy4. Para isso
fazemos x = 0 nas equacoes de movimento (4.9) e (4.10), com A = p, asssim obtemos

d2¢ 2 4 2 2
T = 0 (30" + we® +v7). (4.47)

Esta equacao se reduz a uma equacao de primeira ordem

do
= ¢ (v + puo®), (4.48)

entdo, as solugoes encontradas da equacao (4.47), por meio da equagao (4.48), sdo solugoes

nao-BPS. Essas solucoes sao da forma

" B vAev® B
F@) =t e x@ =0, (4.49)

onde a constante A é a constante de integragao da equagao (4.48), a qual é escolhida de
forma que as solugoes sejam simétricas com respeito ao eixo x = 0. Os perfis do campo ¢

¢ mostrado na figura 4.28.

_10f 0 St emmmemmmea

Figura 4.28: Solugoes nao-BPS ¢* (linha continua) e ¢~ (linha tracejada), para v = 1,
= —1.

Desta figura vemos que, a solucdo ¢ conecta os minimos v; = ¢7 (00) = 1 e vy =
¢t (—o0) = 0, ou seja ¢ é uma solucao nao-BPS do setor nao-BPS t15. Também, a
solugdo ¢~ conecta os minimos v; = ¢~ (00) = —1 e vy = ¢~ (—0o0) = 0, ou seja ¢~ &

uma solucao nao-BPS do setor nao-BPS %44.
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A densidade de energia, para ambas solugoes, equagao (4.49), é dada por

b =p ) =~ s (450

Figura 4.29: Densidade de energia cinética k (z), potencial p (z) (linha continua) e total
e (x) (linha tracejada). Parav =1e u= —1.

E importante indicar que as solucdes ndo-BPS, equacdo (4.49), apresentam densidade de
energia igualmente distribuidas em & (z) e p(x). Esta é uma caracteristica que foi usada

por Bazeia e Brito em [11]| para fazer uma juncao tripla de defeitos. O valor da energia

V2

nao-BPS nos setores sao, F,_gps = tio = t14 = v
Agora, achemos as solu¢oes que conectam os minimos vy, vz e vs. Para isso fazemos
¢ = 0 nas equagoes de movimento (4.9) e (4.10), com X\ = p, asssim obtemos
d2X o 2.4 2 2
w—x(?)/ubx +4pvy +1/). (4.51)
esta equacao diferencial é idéntica a equagao (4.47), portanto as solugoes de (4.51) sao
solucoes nao-BPS que conectam os minimos vy, v3 e U5 e apresentam as mesmas carac-

teristicas. As solugoes sao

Aeya:
() = 4y | ——— = .
X (@) ey v ¢ (z) =0, (4.52)

A solucao kink x* conecta os minimos v; e vs, ou seja xT é uma solu¢ao nao-BPS do
setor nao-BPS t15, e a solucao antikink x~ conecta os minimos vy e vs, ou seja Y~ € uma
solugao nao-BPS do setor nao-BPS t15. A densidade de energia destas solugoes sao

AI/3 e e

be) =p ) =~ (4.53)

_2
4p”
Deste modo, n6s encontramos todas as solucoes BPS e nao-BPS, com suas respectivas

e o valor da energia nao-BPS, E,_pgps = t13 = t15 =

energias e tensoes, do modelo proposto.
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Finalmente, uma vez encontradas todas as solucoes, noés examinamos devidamente,
empregando as energias BPS e nao-BPS, que setores cumprem estritamente a relagao (3.1),
a fim de juntar as solucoes topologicas. Infelizmente, nenhum arranjo dos setores satis-
fazem dita relacao. No entanto, nos descrevemos, na secao 4.6, uma maneira de estudar o
comportamento das solucoes BPS a partir da configuracao da érbita. A configuracao da
orbita, e das solugoes BPS, é controlada por meio dos valores da constante de integragao
co. Esta constante de integracao ¢y nao esta presente na densidade de lagrangiana e, con-
sequentemente, tampouco nas energias BPS. Em vista disso, ha uma degenerescéncia das
solucoes porque, apesar dos diferentes valores de ¢y a energia BPS da configuragao dos
campos é precisamente a mesma. E por esta razdo que ¢y também chama-se parametro
de degenerescéncia [26]. Também, mostramos como encontrar os valores criticos de c.
Um caso interessante acontece quando ¢y assume valores proximos de seus valores criticos,
no modelo de dois campos, as solugoes BPS se deformam continuamente passando a ter
o campo ¢ um perfil tipo lump alargado e o campo y um perfil tipo kink duplo. Além
disso, quero chamar a atencao, que as densidades de energia das solugoes BPS e nao-BPS
sao estritamente positivas.

Em seguida, n6s passamos a estudar modelos supersimétricos, como nosso modelo

proposto, porém em (4 + 1) dimensoes no espaco-tempo deformado.



Capitulo 5
Cénarios Mundos-Branas

Apos o nascimento da relatividade geral de Einstein, a pergunta sobre a dimensionalidade
do mundo em que vivemos apareceu naturalmente. No ambito da teoria gravitacional de
Einstein, o espaco e o tempo sao unificados e isso nos permite perceber que o mundo
circundante é quadri-dimensional. As questoes que surgem infalivelmente nesse caso é
sobre a dimensionalidade do nosso mundo:

1. Por que sao as dimensoes observadas fisicamente do nosso universo iguais a
(3+1)(espago-+tempo)?

2. Se as dimensoes reais sao ainda mais de quatro, porque as dimensoes extra nao
sao observaveis?

Em seu artigo de 1921, Kaluza [27] considerou a extensao da relatividade geral
para cinco dimensoes. Ele considerou as equagoes de campo onde todos os componentes
da métrica sao independentes da quinta coordenada. Esta consideracao ficou conhecida
como cylindrical condition. A teoria de Kaluza desenvolve uma teoria de campo covariante
em cinco dimensoes que descrevem as teorias quadri-dimensionais da relatividade geral
e eletromagnetismo. Em 1926 Oskar Klein [28] considerou que a dimensdo extra teria
uma forma circular com raio menor do que as escalas comumente observadas. Esta teoria
da gravidade em um espaco-tempo compacto é chamada teoria Kaluza-Klein. A teoria
Kaluza-Klein ainda apresentava certos problemas em sua interpretacao como uma teoria
que unificava a gravidade e eletromagnetismo. A mais notavel previa uma unidade de
carga que era muito menor que a carga do elétron. Estes problemas aliados a efervescente
pesquisa em mecanica quantica a época, fizeram com que fosse abandonada até a década
de 1970.

Nas ultimas décadas, a idéia de que o nosso espaco, na verdade, tem um nimero de
mais de quatro dimensoes se tornou bastante popular novamente. Supoe-se que muitos
problemas da fisica de particulas elementares podem ser resolvidos por introducao das
cordas e da supersimetria, e aumentando o nimero de dimensoes do espaco-tempo. Ao
aumentar o numero de dimensoes, surge uma pergunta legitima: por que as propriedades

das dimensoes extras diferem muito das dimensoes do espaco-tempo observada em quatro

41
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dimensoes. Duas solucoes para esta questao foram sugeridas, chamados mecanismo de
compactificacao espontanea e modelos de mundos-brana.

No caso das dimensoes extra compactadas, supoe-se que essas dimensoes sao muito
pequenas e nao observaveis. Em [29]-[31], foi introduzido a abordagem moderna para o
problema da nao observacao de outras dimensoes compactadas.

De um modo geral, nos modelos de mundos-brana as particulas do modelo padrao sao
confinadas em uma hipersuperficie (chamada brana) embutido em um espago de dimensao
superior (chamado bulk). Somante gravidade e matéria exdtica, tais como o campo do
dilaton, podem se propagar no bulk. Nosso universo pode ser um objeto brana. Esta
idéia foi inicialmente motivada fenomenologicamente [32]|-[34| e mais tarde ampliada pelos
recentes desenvolvimentos na teoria das cordas. Dentro de alguns cenérios de mundos-
brana, as restricoes sobre o tamanho das dimensoes extras se tornam mais fracas, porque
as particulas do modelo padrao propagam-se apenas em trés dimensoes espaciais. A lei
da gravitacao de Newton, no entanto, é sensivel a presenca das dimensoes extras. A
gravidade esta sendo testada apenas em escalas maiores do que um décimo de milimetro,
e possiveis desvios abaixo da escala podem ser previstos.

Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD) [35] e [36], propuseram um modelo inter-
essante, mas simples, considerando uma geometria plana, em (4 4+ d) dimensoes, em que d
dimensdes sdo compactas, com raio R (toroidal topology). Todas as particulas do modelo
padrao sao confinadas na brana, mas a gravidade pode explorar as d dimensoes extras.
Isto da origem a uma modificacao da lei da forca gravitacional visto por um observador
sobre a brana. O resultado mais importante da proposta (ADD) é uma possivel solugao
para o problema de hierarquia, que é a grande discrepancia entre a escala de Planck em
10 GeV e a escala eletrofraca a 100 GeV.

Randall e Sundrum em 1998 [12| propuseram um modelo (RS1) de espago-tempo
cinco-dimensional, com duas branas com um espaco (bulk) anti-De Sitter entre elas: uma
brana onde as particulas do modelo padrao estao confinadas, denominada brana do modelo
padrao, e outra, onde a gravidade esta localizada, denominada brana de Planck. O que
previne a gravidade de escapar para a dimensao extra em baixas energias ¢ a constante
cosmologica negativa do bulk. A razao pela qual a gravidade parece fraca na brana do
modelo padrao é que ela é exponencialmente suprimida com a distancia entre as branas
(devido & curvatura). Em um segundo modelo (RS2) proposto pelos mesmos autores [12],
hé somente uma brana de modelo padrao e uma dimensao extra infinita. Varios problemas
fisicos tém sido consideradas nos modelos de Randall-Sundrum e suas extensoes. Em
muitos trabalhos, foi assumido que a brana é infinitamente fina. Embora na aproximacao
de brana fina muitos resultados interessantes foram obtidos, em algumas situacoes os

efeitos da espessura da brana devem ser consideradas.
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5.1 DBranas Espessas

Do ponto de vista realista, uma brana deve ter uma espessura. Em alguns casos, os efeitos
da espessura da brana pode ser importantes. A inclusao da espessura da brana nos da
novas possibilidades e novos problemas. Em muitas teorias de campo multidimensional
acopladas a gravidade existem solucoes de defeitos topolégicos. Eles levaram a uma
rica variedade de mundos brana. Ao mesmo tempo, a espessura da brana também traz
ambiguidade na definicao das quantidades eficazes em quatro dimensoes. Vamos agora
dar nossa definicao de branas espessas, nossa definicao estd baseada na forma de uma

metrica de cinco-dimensoes:
ds* = a® (r) gpdr*dz” — dr?, (5.1)

onde —oo < r < 0o € a coordenada da dimensao extra. g,, € s6 a métrica do espaco-tempo
quadridimensional de Minkowski ou anti de Sitter. a (y) é a fungao de deformagao, que é
regular, tem um pico na brana e cai rapidamente para longe da brana. Um comportamento
tipico da funcao de deformacao em solucoes de tipo branas fina e grossa é mostrado na

figura 5.1. Quando se considera a simetria Zs, a (1) = a (—r) é satisfeita. A normalizagao

Warp Factor

Figura 5.1: Comportamento do fator de deformacao a (y) de uma brana fina(linha trace-
jada) e de uma brana espessa(linha continua).

ot 2 o~ 0 4 . ~ .
do modo zero do graviton da a condi¢ao de que [~ dr(a(r))" seja nao-nula e finita. Em
problemas de cinco-dimensoes, a aproximacao de brana fina ¢ valida enquanto a espessura

da brana nao pode ser resolvida.

5.2 Modelos Estudados

Nesta parte da dissertacao, apresentamos alguns modelos revisados, dentro da teoria
supersimétrica, que geram branas espessas. Nestes modelos n6s consideramos campos

escalares reais acoplados a gravidade em (4+1) dimensdes do espago-tempo deformado,
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onde usaremos a constante newtoniana 47G®) = 1.
Consideramos um sistema de um campo escalar acoplada a gravidade cuja acao é

da forma

S:i/d%mwﬁa(—3R+%&@&%—W%@>, (5.2)

onde g = Det(gqp) € a métrica do bulk dada por
ds? = gupdztda’ = 62A(T)77de“dx” —dr?, (5.3)

onde a,b = 0,...,4. Neste caso r = x* representa a dimensao extra, e 7, é a métrica

2A(r)

minkowskiana (1, —1,—1, —1). Os indices gregos correm de 0 a 3, e é chamado o fator

de deformacao, o qual depende s6 da dimensao extra. As equacoes estaticas de movimento

para esses modelos, para o caso ¢ = ¢(r) e A = A(r), sao as seguintes (ver apéndice C)

d2_¢+4%@_8v—@5)
dr? drdr  0¢

(%f, (5.5)

() -3(8) o

Se o potencial é dado pela expressao, [37]:

(5.4)

L (ow(9)\? 1 2
Vi(g) = 3 <W 3 (W(9))", (5.7)
pode-se verificar as solucoes das seguintes equacoes diferenciais de primeira ordem
dp  10W(¢) dA 1
a2 9 0 ° @ 3V (5:8)

sao solugoes das equagoes diferenciais de segunda ordem dadas pelas equagoes (5.4)-(5.6).

5.2.1 Primeiro modelo

No6s comegamos com o modelo apresentado por Martin Gremm em [38|. Este modelo
¢ amplamente estudado devido a sua aplicacao nas diversas areas da fisica, como por
exemplo na matéria condensada, na biofisica, na fisica de particulas, na cosmologia, etc.
Além disso, mostra varias caracteristicas do cenario de branas espessas.

Nesse artigo se considera o superpotencial W (¢) da forma

W(¢p) =3bc sin (\/%gb) : (5.9)
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as solugoes das equagoes (5.8) sdo dadas pelas seguintes expressoes
cr
é(r) = V6b arctan [tanh <5)] : (5.10)

A(r) = b In [sech (cr)] . (5.11)

A configuragao do potencial V, equagao (5.7), com o superpotecial W dada em (5.9),

é representada na figura 5.2.

Figura 5.2: Configuracao do potencial V. Para ¢ = 1 (linha continua), ¢ = 1.2 (linha tracejada)
e ¢ = 1.4 (linha pontilhada), com b = 1.

A configuracio do campo escalar real ¢ e do fator de deformacio €24, sio dadas

nas figuras 5.2 e 5.3, respectivamente.

Figura 5.3: Configuracao do campo escalar ¢. Para ¢ = 1 (linha continua), ¢ = 1.2 (linha
tracejada) e ¢ = 1.4 (linha pontilhada) com b = 1.

Da figura 5.3 ndés deduzimos que o campo escalar real ¢ tem uma configuragao tipo
kink, indo do minimo do potencial ¢o (r — —o0) = —v/6b7/4 a0 minimo ¢ (r — o0) =
V6b7/4. Isso indica que o defeito (brana) encontra-se nos arredores de r = 0. Outro fato
importante a mencionar é que a espessura da brana varia de acordo com as mudancas no
valor do parametro ¢, ou seja, o parametro c estd associado com a espessura da brana.

Esta analise é reforcada pelo comportamento da configuragao do fator de deformacao dada
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Figura 5.4: Configuracao do fator de deformacio e*A("). Para ¢ = 1 (linha continua), ¢ = 1.2
(linha tracejada) e ¢ = 1.4 (linha pontilhada) com b = 1.

na figura 5.4. Também observa-se a partir dos valores dos minimos do potencial V', que
o parametro b, amplitude do kink, esta associado a esses valores.

Da figura 5.4, configuracao do fator de deformacao, mostrada acima, n6s podemos deduzir
que o sistema na dimensao extra apresenta simetria Z,, ou seja, se cumpre: A = A7),

A densidade de energia do campo escalar, é dada pela seguinte expressao (ver

Apéndice B):
2
Tho = €2A) F (d—¢) +V(p)| . (5.12)

2 \ dr

Substituindo as equacoes (5.10) e (5.11) em (5.12), nés obtemos a densidade de energia
do campo escalar em funcao da dimensao extra r. A configuracao desta densidade de

energia ¢ mostrada na figura 5.5.

Figura 5.5: Configuragdo da densidade de energia do campo escalar Tpg. Para ¢ = 1 (linha
continua), ¢ = 1.2 (linha tracejada) e ¢ = 1.4 (linha pontilhada) com b = 1.

Como foi mencionado acima, a brana estd localizada nos arredores de » = 0, entao da
figura 5.5, podemos deduzir que a brana possui uma tensdo positiva (energia por unidade
de volume) e a relagdo entre o parametro ¢ e a espessura da brana também é observado
no comportamento da configuracao da tensao da brana.

En seguida, passamos a analisar o comportamento assintotico de A(r). Quando
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r — 00 noés obtemos, a partir da equagao (5.11), A(r) ~ —bc|r|. Também no limite

assintotico, as equagoes de movimento (5.4)-(5.6) se reduz a forma

V (£¢o) = cte, (5.13)
A
=0, (5.14)
dAN® 1
(%> = 3V (d0). (5.15)

como para o modelo, V (¢g) =V (—¢g) = —3b* ¢* < 0 obtemos

Ar) = [ =3V (60) Ir| = ~belr]. (5.16)

Assim a equacao (5.3) toma a forma
ds* = e 2belly  datde” — dr?, (5.17)

correspondente & métrica de um espago AdS5 com simetria Z,. Além de isso, o exponente
bc esta associada a curvatura do espaco-tempo AdSs. Estes resultados concordam com
aqueles encontrados por o autor.

Agora analisemos com mais detalhe a energia do campo escalar. Da figura 5.5 obser-
vamos que a densidade de energia do campo escalar asume valores positivos e negativos,
a densidade de energia positiva, como ja foi mencionada acima, estd associada ao defeito
(brana), entdo uma pergunta surge naturalmente: O que ou quem influenciou a densidade
de energia do campo escalar pode assumir valores negativos? Além disso, é intrigante o
fato da densidade de energia asumir valores negativos ja que estamos acostumados com
modelos, como o proposto no capitulo 4 onde o espaco-tempo é plano, em que a densidade
de energia dos campos escalares asume somente valores positivos portanto a energia dos
campos escalares é positiva e igual & energia BPS. Assim nos perguntamos, no cenario
mundos-brana, qual é o valor da energia do campo escalar? e, que energia desempenha o
papel de energia BPS?

A resposta a primeira pergunta é dada mais abaixo. Para tentar responder a segunda

pergunta vamos a fazer uma andlise da energia do campo escalar, equacao (5.12).

Energia do Campo Escalar

Substituindo as equagoes (C.8) e (C.9) na equacao (5.12) obtemos

1 | (dAN L dPA
TOO = 26 6 d?” +3d7"2

?
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pode-se reescrever esta equagao na forma

2 2
3 5 <dA) 2A(r) +M€2A(T)] ’

TOO =75

2 dr dr?

a qual pode ser re-escrita como uma derivada total

3d (dA
Tog = ——— [ =224 ) 1
00 2dr (dr ¢ (5.18)

Finalmente, a energia do campo escalar F, é definida da forma

[e.9]

Assim, substituindo (5.18) em (5.19) o valor da energia do campo escalar é dada por

E, = (e2A(°°)W(¢(oo)) — eZA(’OO)W(¢(—oo))) ) (5.20)

N | —

Este resultado mostra que o valor da energia do campo escalar F4 depende do compor-
tamento assintoticos do fator de deformacao e do valor do superpotencial W no limite
assintotico das solugoes do campo.

Para nosso modelo revisado, no limite assint6tico a solucao do campo vai até ums
dos minimos do potencial, como é observado na figura 5.3, e o valor do superpotencial,
em geral, ¢ uma constante. Também, no limite assintético o fator de deformacao vai até
zero, ver figura 5.4. Estos resultados é igual para tudos os modelos que geram branas
espessas.

Assim nos chegamos ao resultado de que a energia do campo escalar, para todos os modelos
que geram branas espessas, é igual a zero. Além disso, este resultado nos indica que a
contribui¢ao da densidade de energia positiva e a mesma da densidade de energia negativa.

Por outro lado, nés tentamos obter as equacgoes de primeira ordem dadas na equacao
(5.8), a partir da densidade de energia do campo escalar e procedendo da mesma maneira
que na secao 2.2, mas nao podemos achar ditas equacoes. Entao noés afimamos que, no
cenario de mundos-brana, a energia do campo escalar nao desempenha o papel da energia
BPS. Para responder a tltima pergunta nds passamos a estudar o comportamento da

energia do sistema no caso das solucoes classicas encontradas.

Funcional de Energia e Equagoes de Bogomol’nyi
Agora passamos a estudar a energia do sistema e sua relagdo com as equagoes de

Bogomol’'nyi. A partir da agdo (5.2) nos deduzimos a densidade de lagrangiana do sistema

1 1
Laist (. 9a) = V9] (‘ZR + 59" 0a0 0 - V(¢>> - (5:21)
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Substituindo as equagoes (5.3) e (A.6) na equagao (5.21) obtemos

dAN? A 1 [(do\?
. EVICN _ _ - _
‘Cszst (¢7 A) =e€ ( 5 (d'f’) 2 drz 9 (dT) V(¢)> J

| ot (5 (AN L (doN"_ _pd (dA
L:szst (¢7 A) - 64A (3 ( dr 2 dr V(¢) 2dT dr 64A ’

como o ultimo termo a direita é uma derivada total com respeito a r, nos finalmente

Laist (¢, A) = *4) (3 (%)2 — % (%)2 - V(¢>)> : (5.22)

Define-se a funcional de energia [22]:

obtemos

o0

As equagoes de movimento (C.5) e (C.8) sao as Equagoes de Euler-Lagrange deste fun-
cional. Este funcional estd associado com a energia do sistema, campo gravitacional mais

o campo escalar, como foi relatado por S. W. Hawking et. al. [39]. Assim nos obtemos

E[p, Al = /_Z dretAr) (% (%)2 +V(p) —3 (%)j : (5.24)

Para garantir a estabilidade do vacuos e positividade da energia do sistema E [¢, A], se

escolhe o potencial V' da forma, ver |37] e [40]

vio =4 (T52) - L v, (5.29

Substituindo a equagao (5.25) na equagao (5.24) obtemos
El¢, Al = /oo dretAT) 1[do i + 9_2 M i — 9_2 (W(gb))2 -3 d;4 i
R 2 \ dr 8 B 3 dr ’

agrupando os termos devidamente temos

_ 7 gt 1(@ Qaw(¢>>2_ (% g )2
E[¢’A]_/_ dre <2 dr T2 00 S\ T30

o0

+ / Tl (e** W (¢)) . (5.26)

o dr

Daqui resulta que F [¢, A] extremisa para solugoes do seguinte par de equagoes de primeira
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ordem: i oW (6) A
_ .9 i
i B 1 (O) (5.27)

A primeira equacao esta associada ao campo escalar e a segunda equacao a geometria do

espaco-tempo. Estas equagoes sao chamadas equagoes de Bogomol'nyi e suas solucoes se
chamam solucdes de Bogomol'nyi. E facil verificar que as solucdes destas equacoes de fato
resolvem as equagoes de segunda ordem [(5.4) — (5.6)]. Assim o valor da energia E [¢, A]

é dada pela expresao
E g, A] = [e* MW (§(00)) — 1 IW (¢(—00))] . (5.28)

Desta maneira nos afirmamos que a energia do sistema desempenha o papel de energia
topologica Eppg no presente cenério das interagoes de campos escalares com a gravitagao
em (4+1) dimensdes. Além disso, o valor desta energia BPS ¢é igual a zero, devido a sua
dependencia do comportamento assintoticos do fator de deformacao ao quadrado e do
valor do superpotencial W no limite assintotico das solu¢oes do campo. Esse resultado
esta totalmente de acordo com as conclusdes dadas por P. K. Townsend [40] e ndo é
surpreendente, visto que o funcional de eenrgia ¢ proporcional a densidade de lagrangiana,

a qual é nula para solucoes das equacoes de movimento.

Limite de Branas finas

No cenario de Randall e Sundrum [12], se menciona que a gravidade quadridimen-
sional pode ser observada em uma brana fina interpolando entre o espacgo-tempo Ad.Ss.
Neste sentido nos estudamos o limite de branas finas do modelo aqui considerado, para
isso nos seguimos as idéias de F. Dahia e C. Romero [41].

Comecemos lembrando que a métrica (5.3) se reduz a uma métrica AdS; longe
da brana espessa , equagao (5.17). Também, os parametros positivos b, ¢ e bc estao
relacionados ao minimo do potencial, a espessura da brana e a curvatura do espaco-tempo
respectivamente.

No limite de brana fina, ¢ — oo, as solu¢oes dadas pelas equagoes (5.10) e (5.11) se

reduzem &s seguintes expressoes

V6bT

or(r) = —

sgn[r], (5.29)

Aps(r) = —=belr|. (5.30)

Estes resultados obtidos sao reforcados pelo comportamento das configuragoes do campo
escalar e do fator de deformacao dadas na figura 5.6.

Agora, define-se a densidade de energia propria da brana que excede o minimo do
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Figura 5.6: Comportamento no limite de brana fina do ¢ (esquerda) e €24 (direita).Para ¢ = 100
eb=1.

potencial escalar V' (¢g) como [41],
p = Tpnu™u" =V (¢o), (5.31)

onde u™ = e~4) (9,)™ & a quadrivelocidade de observadores que estio em repouso em
relagdo a brana. Para nosso modelo, usando a equagdo (5.12), a densidade de energia
propria tem a forma

1

P35

<%>2 + V() =V (¢0) - (5.32)

Figura 5.7: Configuracao da densidade de energia propria da brana. Para ¢ = 1 (linha continua),
¢ = 1.2 (linha tracejada) e ¢ = 1.4 (linha pontilhada) com b = 1.

A configuracao da densidade de energia propria é mostrada na figura 5.7. Desta figura,
no6s podemos dar respota a primeira pergunta feita acima e afirmar que, o valor negativo
do minimo do potencial influenciam a densidade de energia do campo escalar a assumir
valores negativos. Além disso se observa que no limite de brana fina (¢ — o0), a energia
propria da brana esta concentrada ao redor de » = 0 entao define-se a tensao da brana da

forma,ver referéncia [41],
oo

A= lim p(r)dr. (5.33)

C— 00
— 00
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Para o modelo considerado se encontra o seguinte valor para a tensao da brana. Substi-

tuindo a equacao (5.32) na equacao (5.33), e empregando as equagoes de movimento (5.5)

e (5.6), obtemos
(" 3dA dA\’
= (‘5@‘3(%) ‘”%)) i

n

onde 7 é um parametro positivo e —n < r < 7. No limite de brana fina a tensao da brana

é da forma

A= lim =5 (a0~ i () - [

—00 —n

n

(3( i) +V(¢0)) dr} . (5.34)

Substituindo a equagao (5.30) no tultimo resultado, obtemos

A= lin [3\/ ~3V (@aseali] — V (60) [ (1 (ulr)?) dr] ,

finalmente, o valor da tensao da brana no limite de brana fina é dado por

A= /—3V (d). (5.35)

Este resultado positivo do valor da tensao da brana estd completamente de acordo com

os resultados obtidos em [12].

Fluctuacoes da Métrica

Passamos agora a encontrar a funcao do modo zero do graviton dentro da brana
espessa. Para isso, consideremos a estabilidade do sistema analisando as equagoes de
movimento para pequenas flutuagoes ao redor da solucao classica. Isto é feito por meio

de uma perturbagio da métrica, tal como foi mencionado na referéncia [37].
ds* = 2" (n,, + ehy,,)datde” — dr?, (5.36)

onde € é um namero pequeno e hy,, = hy,(r,x,) representa as flutuagdes da métrica.
Consideramos também que pequenas fluctuacoes sao feitas ao redor das solugoes classicas
¢ — o(r) + 8(5(7’, z,). Realizando essas perturbagées na densidade de lagrangiana, e
fazendo a expansao até a segunda ordem, obtemos a seguinte equacao de movimento para
a flutuacao do campo escalar

dAdp &V~ ¢ 1dp ,,dh.

—24ng 42880 4V g 490 Popw. .
e T T e T rar” ar (5.:37)
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Para as flutuacoes da métrica, obtém-se:

—10h,, + e (3L 4 24A) Duw 190619 .0, hos — 0,0ahsy — 0y0uhi,)

(5.38)
+ 57w G0 (1 hag) + 5> G50 = 0.

Em geral, é dificil levar em conta as flutuacoes lineares de todas os componentes da métrica
em conjunto com as flutuagoes da brana com o fim de ter uma visao ampla da estabilidade
linear de todo o sistema. Isto é devido ao fato de que o conjunto de equacgoes diferenciais
acopladas é muito dificil de ser resolvido. Ainda assim é possivel mostrar que a parte
tranversal e de traco nulo das flutuagoes da métrica (EW), desacoplam das flutuagoes dos
campos escalares, como foi indicado na referéncia [37]. Ora, construindo EW = Waghaﬁ
a partir do projetor nao local [42]:

1

(ﬂ-uaﬂ'uﬂ + 7Tyﬁﬂ-z/oz) - gﬂ-w/ﬂ'aﬂy (539)

P

praf =

DO | —

com T, = Ny — 6‘69”, temos que a equacao (5.38) pode ser simplificada a

Pl dAdh,

e i e 240,0"h,,, = 0. (5.40)

Realizamos uma redefini¢ao conveniente da funcao hy,:

hy = eik“xye*%A(T)gm,(T), (5.41)

—A(r

e noés encontramos, fazendo uso da transformacao da variavel dz = e )dr, que Euw(2)

satisfaz a equagao de estabilidade do tipo Schrodinger

d*€,
dz?

+ ‘/eff(z)g,uu - k2§/w7 (5.42)
onde o potencial efetivo é dado por:
9 (dA\® 3d*A
Vers(2) = 1 <E) + 24 (5.43)

O operador diferencial na equagao (5.42), pode ser fatorado como o produto de dois

operadores, um adjunto do outro:

d 3dA d 3dA
daguld) = (1 + 55 ) (“5 + 5 ) D =R, G

onde os valores dos autovalores devem cumprir a relacdo k? > 0 para garantir a estabil-
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Figura 5.8: Comportamento do Ves¢. Para ¢ = 1 (linha continua), ¢ = 1.2 (linha tracejada) e
¢ = 1.4 (linha pontilhada), com b = 1.

idade da equagao (5.42). A funcdo de onda para o modo zero, ou seja quando k = 0, é
dada por
£0(2) = N, e®/PAG), (5.45)

1%

onde N, é um fator de normalizacao.

5.2.2 Segundo modelo

Agora estudamos um modelo supersimétrico, ainda de um s6 campo escalar acoplado
a gravidade, que apresenta solucoes tipo kink que podem ser continuamente deforma-
dos em configuracoes do tipo kink duplo. Esses modelos sao amplamente estudados em
Matéria Condensada, na Cosmologia, etc., pois essa deformacao continua é associada a
uma transi¢ao de fase de primeira ordem [43].

Na referéncia [44] se considera o potencial V,, no espaco-tempo plano, da forma

Vp(0) = [(1—9)¢* +g] (1—¢%)", (5.46)

N | —

onde 0 < g < 1. A configuragido do potencial, equagio (5.46), é dado na figura 5.9: Desta

Ve
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Figura 5.9: Comportamento do potencial. Para g = 0.00001 (linha continua), g = 0.5 (linha
tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

figura observamos que o potencial V,, tem dois minimos globais em ¢y = £1 mas para
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0 < g < 1/3 o potencial apresenta dois minimos globais e um minimo local em ¢; = 0.
Os minimos se degeneram quando g = 0.

Para encontrar o superpotencial W deste segundo modelo, nos usamos as equagoes (2.8)

e (5.46), e obtemos
Wy =(1-¢") V(1 -9)¢"+9,

desta equagao nds encontramos o seguinte o superpotential nao-polinomial W

W () = Wo— 16 (26* — 5+ 15 ) Vo + & — g7

_%m [2 <¢—g¢+\/1—9\/9+¢2—9¢2>]7 (5.47)

onde Wy escolhe-se de forma que o superpotencial seja simétrico. Assim se cumpre a
condicao, W(0) = 0.

Retornando ao espago-tempo deformado, o superpotencial W, equacao (5.47), gera
um potencial V(¢) de acordo com a equagdo (5.7), com a configura¢do mostrada na figura
5.10.

-0.05¢

-0.101

-0.15¢
Figura 5.10: Comportamento do potencial no espago-tempo deformado. Para g = 0.00001
(linha continua), g = 0.5 (linha tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

Nota-se que este potencial também é limitado por abaixo.

A solugao da equagao diferencial de primeira ordem para o campo, equagao (5.8), é

b(r) = Vg sinh (%) |
\/1 + gsinh? (%)

A configuracao do campo ¢, é mostrada na figura 5.11. Vemos que, quando o valor de g é

da forma

(5.48)

proximo a 1, a solucao ¢ apresenta uma configuracao kink simples, indo do minimo local
do potencial g = —1 ao minimo local —¢q. Isso indica que o defeito (brana) encontra-
se nos arredores de r = 0. A configuracao interna da solucao ¢ se modifica, passando
de uma configuragdo kink simples a um kink duplo quando 0 < g < 1/3 é proximo a

0, ou seja, a estrutura interna da brana se modifica passando a ser duas branas. Esta
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Figura 5.11: Comportamento do perfil do campo ¢. Para g = 0.00001 (linha continua), g =
0.003 (linha tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

andlise é reforcada pelo comportamento da configuragao da solucao numérica do fator
de deformagao dada na figura 5.12, o perfil do fator de deformagao se alarga formando
um longo planalto, isso indica que a brana se desdobra em duas branas cada uma nos

extremos do planalto.

Figura 5.12: Comportamento do fator de deformagdo. Para g = 0.00001 (linha continua),
g = 0.003 (linha tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

Da configuracao do fator de deformacao noés podemos deduzir que o sistema na dimensao

A(r) — GA(-r).

extra apresenta simetria Zs, ou seja, se cumpre: e

O desdobramento fica ainda mais evidente a partir da densidade de energia do campo
escalar. A densidade de energia do campo escalar Ty, é dada pela equagao (5.12). A con-
figuracao desta densidade de energia é mostrada na figura 5.13. Desta figura observamos
que a brana possui uma tensdo positiva (energia por unidade de volume), além disso o
comportamento de desdobramento da brana também é observada.

Finalmente neste segundo modelo também ¢é possivel localizar a gravidade seguindo
o procedimento padrao do primeiro modelo, além disso o valor da densidade de energia
do campo escalar é zero, como ja foi deduzido acima.

Continuando com nosso revisao de modelos que geram branas espessas, agora es-

tuderemos sistemas compostos por dois campos escalares acoplados & gravidade. A agao
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Figura 5.13: Comportamento da Densidade de energia do campo escalar. Para g = 0.00001
(linha continua), g = 0.05 (linha tracejada) e g = 0.99999 (linha pontilhada).

para estes modelos é da forma
4 1 1 a 1 a
S = [ dzdr/lgl | 7R+ 50:00"60 + 50ux0"x = V(6,X) | + (5.49)
onde g = Det(gqp) € a métrica do espago-tempo deformado é dada por
ds® = gupdada’ = eQAnm,dx“da:” —dr?, a,b=0,...

4. (5.50)

onde r = z* representa a dimensdo extra, e N € a métrica minkowskiana (1, —1, —1, —1).
As equagoes estaticas de movimento para esses modelos, para o caso ¢ = ¢(r) e A = A(r),

sao as seguintes (ver apéndice C)

Po  dAd9 _ OV(9,X)

dr? drdr  0¢ (5:51)
d*x | dAdy _ 9V(¢,x)
PR e i (5:52)

LA 2

dar? 3

(-]
() -3 ()

Se o potencial é dado pela expressao, |37]:

1 /OW\> 1 /oW\> 4
V(¢,x)=§(a—¢) +§(W) —§W2, (5.55)

pode-se verificar as solucoes das seguintes equacoes diferenciais de primeira ordem

_ %vw, ). (5.54)

dp oW dy oW dA 2
dr  0¢ dr Oy © BVV’ (5.56)

sao solugoes das equagoes diferenciais de segunda ordem dadas pelas equagoes (5.51)-
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(5.54).

5.2.3 Terceiro modelo

Revisemos o modelo estudado nas reférencia [45] e [46]. Esse modelo é muito estudado
porque eles suportam solugoes paredes de Bloch (degeneradas e criticas) e de Ising, estes
tipos de solugoes aparecem em materiaies ferromagnéticos [47], também esse modelo pode
eventualmente ser usado para descrever a separacao de branas espessas devido a uma
transicao de fase de primeira ordem em uma geometria deformada [48].

O superpotential W (¢, x) polinomial utilizado é da forma

W(p.x)=¢ [A (%2 - a2) + MXQ} , (5.57)

Usando a equagao diferencial de orbita, equacao (2.15), é obtida a expressao

1 2

e ) AL —— 5.58
¢° —a® = cox T (5.58)

onde ¢y é uma constante de integracao que aparece ao resolver a equacao diferencial de
orbita. A orbita acima, equagao (5.58), é substituida na segunda das equagoes em (5.56)

e obtemos a seguinte equagao diferencial para o campo x (z)

dx ) N 1
2 = / T N2
. :EQMX\/a + co XM Y, 5 X2, (AN p#2). (5.59)

Na referéncia [45] varias solugoes sao encontradas para a equagao (5.59) sendo que cada
uma destas solugoes ¢ substituida na equacao de 6rbita para se encontrar a solugao cor-
respondente para o campo ¢(z). Abaixo nos listamos um conjunto de solugao, de nosso
interesse, sendo que escolhemos uma constante de integracao da equagao (5.59) adequada-
mente, de forma a ter as solugoes com perfis simétricas em torno da origem.

16%, onde 16% é chamado o valor critico de ¢y, as

solugbes da equagao (5.59) sao dadas por

Assim, para o caso A = 4p e ¢g <

asinh(4pax)

_ T 7 5.60
P(z) =F a Com cosh(4pazr) + 1 o)
2a
o | (5.61)
\/m cosh(4pax) 4+ 1
8a? 1 ¢
y _ 8a”\4 2 Lo 4 .62
(x) a0+(9)n(x) 3 T g X> (5.62)

onde «p é escolhido de forma que se cumpra A(0) = 0. Agora vamos discutir esses
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resultados.

Figura 5.14: Comportamento do campo ¢ (esquerda) e x (direita). Para ¢y = 1/16.00001 (linha
continua), ¢ = 1/16.3 (linha tracejada) e o = 1/100 (linha pontilhada), com a =1e p = 1.

Na figura 5.5 mostramos a configuracao dos campos ¢(r) e x(r). Da anéalise dessa figura
n6s podemos afirmar o seguinte: quando o valor de cy esta longe de seu valor critico
a solugdo ¢ apresenta uma configuragao kink simples, isso indica que o defeito (brana)
encontra-se nos arredores de r = 0. Neste caso a solucao x apresenta uma configuragao
lump. A configuracao da solucao ¢ se modifica entre os minimos do potencial, passando de
uma configuracao kink simples a uma do tipo kink duplo quando o valor de ¢y é proximo a
seu valor critico, ou seja, podemos dizer uge passamos a ter duas branas. Nessa situacao a
configuragao da solucao y, passa de um lump encurtado em sua parte superior a um lump

de tipo planalto. Esta andlise é reforcada pelo comportamento da configuracao do fator

1
16a27

alarga formando um longo planalto, isso indica que a brana se desdobra em duas branas

de deformacao dada na figura 5.15, quando ¢y ~ o perfil do fator de deformacao se

cada uma nos extremos do planoalto.

-4

Figura 5.15: Comportamento do fator de deformacao. Para ¢y = 1/16.00001 (linha continua),
cp = 1/16.3 (linha tracejada) e ¢g = 1/100 (linha pontilhada), com a =1 e p = 1.

Da configuracao do fator de deformacao nés podemos deduzir que o sistema na dimensao

A(r) A(=r)

extra apresenta simetria Zs, ou seja, se cumpre: e =e .

Agora vejamos a densidade de energia dos campos escalares. Ty é dado pela seguinte
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expresao (ver Apéndice B)

2 2
Ty = €240 [% (%) _|_% (Z-f) + V(¢,X)] : (5.63)

Substituindo as equagoes (5.60) e (5.61) em (5.63), nés obtemos a densidade de energia
dos campos escalares en funcao da dimensao extra r. A configuracao desta densidade de
energia ¢ mostrada na figura 5.16, aqui também podemos olhar o mecanismo de separacao

de branas, conforme o esperado.

Too

Figura 5.16: Configuracao da densidade de energia do campo escalar Tyg. Para ¢g = 1/16.00001
(linha continua), ¢yp = 1/16.3 (linha tracejada) e ¢o = 1/100 (linha pontilhada), com a = 1 e
w=1.

Flutuagoes da métrica

Neste modelo se pode localizar a gravidade. Também para isso, se procede tal como
foi feito no primeiro modelo tratado neste capitulo, equagdes (5.37) a (5.45). Se faz uma
perturbagdo na métrica, equagao (5.36), e nas solugoes classicas ¢ — ¢(r) + 5(5(7“, z,) e
X — x(r) + ex(r,z,), onde € é um pequeno nimero. Substituindo essas perturba¢oes na
densidade lagrangiana, e fazendo a expansao até segunda ordem em ¢, obtemos a seguinte

equacoes de movimentos para as flutuacoes dos campos escalares

—2A 7 dAdé VT d%¢ | 9V ~ _ 1dé v dhu

e U 4G H —@w? @ T o X = 2a "
(5.64)

—2AMY dAdx &V~  d?X 2V T 1dx dhy,

e UX — 400 — e X~ @ T o = 2 e e

e para as flutuagoes da métrica,
Ry
—%Dhuy + €2A (%d% + Qi—f) d_;j — %naﬁ (a,ﬁyhaﬁ — a,uaahgl, - 8,,8ahﬁu)

(5.65)

A R0, (1 has) + 46, (30 + 55 =0

Em geral, é dificil levar em conta as flutuacoes lineares de todas as componentes da
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métrica em conjunto com as flutuacoes da brana com o fim de ter uma visao ampla da
estabilidade linear de todo o sistema. Entao aplicamos o operador projetor, definido pela

equagao (5.39), na equacao (5.65), e obtemos

Pl dAdh

- i e 240,0h,,, = 0. (5.66)

A equagao obtida, equacao (5.66), é idéntica a equacao (5.40). Portanto, o potencial
efetivo V¢ da equacao de Schrodinger é dado por:

(5.67)

9 (dA\® 3d*A
V)= (%) + 3

e a funcao de onda para o modo zero é da forma

£0)(2) = N,,, e3/DAG),

onde N, é a constante de normalizagao.
Substiutindo a equagao (5.62) na equacao (5.67) obtemos a configuragao do potencial

efetivo, figura 5.17. Nesta configuracao também podemos observar a separacao da brana.

Figura 5.17: Comportamento do Potencial Efetivo. Para ¢y = 1/16.01 (linha continua), ¢y =
1/19 (linha tracejada) e ¢ = 1/500 (linha pontilhada), com a =1e p = 1.

Para concluir indicamos que, procedendo da mesma forma como no primeiro modelo,
mas agora com dois campos escalares, obtemos os mesmos resultados para a energia
de matéria, equagao (5.20), e a relagao entre o funcional de energia e as equagoes de
Bogomol'nyi (equagoes diferenciais de primeira ordem, equagao (5.56) ). Além disso, para
que o universo observavel seja estabilizado dentro da branas é necesario nao so localizar
gravitons mas também campos de gauge e a materia. E importante mencionar que as
referéncias [13] e [49] dissertam sobre a localiza¢ao de férmions de spin 1/2 em branas
espessas originadas neste terceiro modelo. Devido & variedade de solugoes (branas criticas
e denegeradas) e das diversas formas de acoplar os campos escalares ao férmion, constata-

se diversos resultados. Na maioria dos casos é possivel localizar férmions sem massa de
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quiralidade bem definida e parece haver a regularidade de que férmions massivos nao
sao localizados, mas pode-se encontrar ressonancias na brana [13]. Una discussao sobre
Icalizacao de férmions em branas é feita no préximo capitulo desta dissertacao, onde
abordamos o cenario de mundos-brana no caso de dinamica nao-candnica para os campos
escalares.

A seguir empregamos o modelo de dois campos escalares proposto no capitulo an-

terior ao cenérios de mundos-brana.

5.2.4 Quarto modelo

Como tltimo modelo para estudar, vamos considerar o modelo supersimétrico proposto
no capitulo 4 desta dissertacao. Este modelo apresenta uma caracteristica peculiar, nao
encontrado na literatura existente, ele tém dois pontos, os dois valores criticos que pode
assumir ¢y, onde se apresenta o processo de separacao de branas.

Esse modelo possui um superpotential W (¢, x) polinomial, que envolve dois campos

escalares interagentes ¢ e y, da forma

W (¢, x) = A + e’ x + vox. (5.68)

A equagdo da orbita obtida, para o caso A = p, é da forma (ver equagao (4.16))

¢%&—%Mw%f—%y4&f—%i=0 (5.69)
onde ¢y é uma constante de integracao que aparece se resolver a equacgao diferencial da
Orbita, equagdo (2.15). Neste caso, a constante de integracao ¢y tém dois valores criticos
0e —27”. Como se mostrou no terceiro modelo, o processo de separacao de branas se
apresenta quando ¢y é proximo aos valores criticos.

Devemos mencionar neste ponto, que a equagao de orbita, equagao (5.69), pode ser
usada para construir modelos efetivos com um campo escalar que apresentam as principais
caracteristicas deste modelo com dois campos escalares interagentes. Este método ja foi
empregado com sucesso na reférencia [43].

Assim, a partir da equacao da 6rbita nés obtemos

o(r)== % (2)(2 (r) +co+ \/CO (8)(2 (r) 4+ co + %)) , (5.70)

esta expressao é substituida nas equagoes de (5.56) e obtemos as solugoes para os campos
¢ (r) e x(r) e para A(r).
Nos apresentamos as configuragoes dos campos ¢ (r) e x (r), figuras 5.18 e 5.19, para os
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Casos

s (r) = % (2)(2 (r)+co £ \/co (8)(2 (r) 4+ co + %)) ) (5.71)

As outras solucoes apresentan caracteristicas similares. As figuras 5.18 e 5.19, mostram
o processo de separacao das branas quando ¢y é préoximo aos valores criticos, como ja foi

mencionado acima.

6 -4 7 2 4 6
/'/_9{/2’
/ //
oAl
Figura 5.18: Comportamento dos campos ¢4 e x+. Para ¢g = —0.00001 (linha continua), ¢ =

—0.01 (linha tracejada pontilhada), cp = —0.25 (linha tracejada), e co = —5 (linha pontilhada)
compu=—lev=1.

Figura 5.19: Comportamento dos campos ¢_ e y—. Para c¢g = 2.00001 (linha continua), ¢y =
2.01 (linha tracejada) e ¢p = 5 (linha pontilhada) com p=—1lewv = 1.

O processo de separagao de branas também é observado na configuracao do fator de
deformacao, figura 5.20, e da densidade de energia Ty, figura 5.21, coforme o esperado.
Da configracao do fator de deformacao noés podemos deduzir que o sistema na dimensao

A(r) — pA(-r).

extra apresenta simetria Zs, ou seja, se cumpre: e

Neste quarto modelo também é possivel localizar a gravidade seguindo o procedi-
mento padrao do terceiro modelo. Além disso, também existe solugoes branas criticas,
para cada valor critico de ¢y. A energia do campo escalar y do sistema é diferente de zero,
para essas solucgoes criticas, ja que o valor no limite assintotico do fator de deformacao é

diferente de zero.
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Figura 5.20: Comportamento do fator do deformagao. Esquerda: c¢p = —5 (linha tracejada),
c¢op = —0.00001 (linha tracejada). Direita: c¢p = 5 (linha tracejada) e ¢g = 2.00001 (linha
continua). Para p=—-lev =1.
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Figura 5.21: Configuracao da densidade de energia do campo escalar Tpg. Esquerda: cg = —5
(linha tracejada), cg = —0.00001 (linha tracejada). Direita: ¢y = 5 (linha tracejada) e ¢g =
2.00001 (linha continua). Para p=—1ev = 1.

Finalmente, no6s podemos afirmar que para modelos com um campo a energia do
campo escalar e do sistema sempre é nula. Também, ao considerar solucoes nao-criticas,
nos modelos com dois campos escalares, a energia dos campos escalares e do sistema é
nula. Se n6s consideramos as solugoes criticas, a energia dos campos escalares e do sistema
é diferente de zero.

Importante também notar que a divisao de branas no segundo modelo tratado é
controlado pela constante de acoplamento g, ou seja , um parametro do proprio potencial,
conduzindo a uma deformacao na configuracao do potencial durante a divisao da brana,
como ¢ mostrado na figura 5.10. Por outro lado, no caso de modelos com dois campos,
como os terceiro e quarto modelos tratados aqui, a divisao de branas é controlada pela
constante de integracao cy que, naturalmente é externa ao potencial, ou seja, o potencial
nao sofre nenhum tipo de deformacao nesses modelos. Poderiamos também construir, a
partir do quarto modelo apresentado aqui, um modelo com somente um campo escalar
(neste caso seria o campo x, o qual descreveria a o fendémeno de divisdao de branas. Isto
pode ser feito como na referéncia [43]. No entanto, como se pode notar em [43], o modelo

efetivo tem a constante ¢y como parametro do potencial. Assim o processo de divisao de



65

branas seria acompanhado, naturalmente, pela mudanca na configuracao do potencial.

Outro fato relevante nestes modelos em mundos-brana, é que se paga um preco muito
alto para termos solucoes exatas de minima energia. Este preco é revelado na forma do
potencial (5.7). Na maioria dos modelos, com exce¢ao do primeiro modelo apresentado
aqui, este potencial nao é limitado por baixo, o que estragaria qualquer expansao pertuba-
tiva para a quantizacao do sistema. De fato, nao conhecemos referéncias que tratam com
a quantizacao destes sistemas. Tudo o que temos até agora é a expansao acao por meio
de pequenas flutuacaoda do campo escalar e da métrica em torno das solucoes classicas.
Mesmo nestes casos, consideramos somente termos de 2¢ ordem, como esta explicado no
inicio deste capitulo (equagoes (5.39)-5.65). Mas, como ja notado ateriormente, é dificil
levar em conta as flutuacoes lineares de todas as componentes da métrica em conjunto
com as flutuacoes do campo escalar.

Tudo o que é descrito neste capitulo é desenvolvido dentro de modelos com dinamica
canonica. Em seguida, nés passamos a revisar um modelo, ainda em mundos-brana, mas

agora com uma dinamica generalizada.



Capitulo 6

Modelo mundos-brana com dinamica

nao-canonica

Neste ultimo capitulo noés revisamos e ampliamos a andlise do modelo no cendario de
mundos-branas com dinamica nao-canonica desenvolvido por D. Bazeia et. al. [16], e
estudamos o problema de localizacao de férmions nesse modelo. Assim, considera-se um
campo escalar real acoplado a gravidade em (4+1) dimensoes do espago-tempo deformado,
onde usaremos a constante newtoniana 47G®) =1 e r é a dimensio extra.

A acao para este tipo de sistema é descrito por

S:/d% | g [—3R+£(¢,X)], (6.1)

onde g = Det(ga), X = 5 0°¢9,¢. O elemento de linha no espago-tempo é como o dado
na equagao (5.3)

d32 = gabdxadjjb = e2A(T)T]'m,d$’ud[EV — d?"2, (62)

onde os indices latinos vao de 0 até 4, 7,, ¢ a métrica de Minkowski com signatura
(+,—,—,—) e e & o fator de deformacio (indices grego vao de 0 até 3). Se considera
que A = A(r) and ¢ = ¢(r).

Pode-se determinar que as equacoes do movimento estaticas para o sistema acima sao da

forma
(ﬁX + QXEXX) g (QXEXQS — £¢) = _4£XA/¢/7 (63)
A"+ 242 = gﬁ, (6.4)
1
A’2:§(£—2XL‘X), (6.5)

onde a linha indica derivada com respeito a r, Lx = 0L/0X e Ly = IL/0¢ .

66
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A densidade de energia do campo escalar é dada pela expressao (ver Apéndice B)
Too(y) = MWL, (6.6)
A densidade de lagrangiana £ do campo escalar considerada tem a forma
L=K(X)-V(¢), (6.7)

onde K(X) e V(¢) sdo o termo cinético nao-canonico e o potencial do sistema respec-
tivamente. Para este caso as equagoes de movimento, equagoes (6.3)-(6.5), podem ser

reescritas como

(K'+2XK")¢" —Vy=—4K'A'¢/, (6.8)
2
AT F 247 = 3 (K -V), (6.9)
1
A2 = 3 (K -V —-2XK'). (6.10)

Estas sao as equacoes de movimento do sistema com dinamica nao-canonica.
No artigo mencionado acima, os autores apresentam dois modelos explicitos para

K(X), aqui nos revisamos ums desses modelos.

6.1 O modelo: K(X) =X+ o|X|X

Este modelo também é considerado na referéncia [50], onde o é um parametro real positivo

e X = —% @' 2. Para esse modelo, as equacoes do movimento ficam

¢ +4A'Y —Vy=—a(3¢" +4¢'A') ¢'?, (6.11)

" 2 Lo o 2
A4 24 = 2 g2 (14 2 9/7) = 2V, (6.12)

3 2 3

1 3 1

A= (1+-ad?|¢?—-V. 6.13
s (143a07) 0 (6.13

Das equagoes (6.12) e (6.13) se obtém

A" = —gqﬁ’Q (14 a¢'?), (6.14)

Para estender o formalismo de primeira ordem no cenario de mundos-brana, os
autores escolhem a derivada do fator de deformacgao em relacao & dimensao extra a ser
uma funcao do campo escalar, [22]. As razoes que os autores apresentam para esta escolha

é que, uma vez que na agao, equagdo (6.1), o setor geométrico permanece inalterado,
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também esperamos que esta equagdo permanece inalterada. Assim escrevemos
, 1
A= =2 W(9). (6.15)
Substituindo a equagao (6.15) na equagao (6.14) obtemos
/ /3 1
¢+ ag = 5 W . (6.16)

Este ultimo resultado é uma equagao cibica em ¢’ ;| entdao a solugao real para (6.16) é

dada por
_ m(Wy) 2

¢ == (V) (6.17)

onde
1/3

m(W,) = (54a2W¢ +6v3 (160° + 270 W2)" 2) (6.18)

Novamente, substituindo a equagao (6.15) na equacao (6.13), obtemos o potencial do
sistema

V() =562 — W(p)*+ %o«ﬁ’“ : (6.19)

onde ¢' é dado por (6.17).
Por outro lado, neste ponto n6s examinamos o funcional de energia, dado pela
equagao (5.23), para este modelo com dindmica ndo-canonica. Assim, este funcional é da

forma

E[A,d)]:/_oodre4A{%¢’2—3A’2+%¢’4+V}. (6.20)

o
Este funcional E [A, ¢| fornece as equagoes de movimento estaticas (6.11) e (6.12) para
todo valor de o, da mesma maneira que no caso da dinamica canénica, mas a partir desta
funcional nao se pode encontrar as equagoes de primeira ordem. Além disso, examinamos a

energia do campo escalar com dinamica nao-canonica. Das equagoes (6.6) e (6.7) obtemos

o 1
E¢:/ dreQA{§¢’2+%¢’4+V}, (6.21)

o0

substituindo a equagao (6.19) na equagao (6.21) obtemos

0 1
E¢:/ dr e** {¢'2+a¢'4—§W2} : (6.22)
Finalmente, usando as equagoes (6.12) e (6.15) e integrando, vemos que o valor da energia
do campo escalar é

Ey =5 (W (4(00)) — 4 (¢(—00))) | (6.23)

1
2
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para todo a. Da mesma maneira que no caso da dinamica canonica, o valor da energia do
campo escalar depende do comportamento assintotico do fator de deformagao e do campo
escalar.

Agora seguimos o mesmo procedimento feita pelos autores [16] focando o estudo

para o caso de @ muito pequeno. A equagao (6.16) fica

1
¢,:§W¢—Oé¢/3.

1 1 ’
'~ Wy —a| =W,
¢ 5 We 5 Ve
Assim se obtém, em primeira aproximacao em a que

1 o
=W, — WS, 6.24
¢ 9 ¢ ] 1) ( )
A partir desta equacao diferencial de primeira ordem se encontra as solugoes do campo
escalar do modelo com dinamica nao-canonica. Agora, substituindo a equagao (6.24) no
potencial do sistema, equagao (6.19), obtemos

1, 1

V(Cb) -9 W¢

- Jap— (6.25)

3 64
Neste ponto nés voltamos a examinar o funcional de energia do sistema (5.23) e
logramos encontramos as equagoes diferenciais de primeira ordem (6.15) e (6.24). Para

mostrar isso, substituimos as equagoes (6.24) e (6.25) na equagao (6.20), assim

* 1 1 o 2 1 \2
EA - d — A 3 _ A/ -
a o0 " 3 A 5 1 00 d "
+§ /_Oo dr <2gb/ + §W¢ — W¢¢/> + 5/_00 dra (We ) (6.26)
Aqui resulta que F [¢, A] extremisa para soluc¢oes do par de equagoes diferenciais de

primeira ordem dadas pelas equagoes (6.15) e (6.24). Deste modo, o valor da energia do

sistema ¢ dado pela expressao E [¢, A] é
E[p, A] = [MIW (6(00)) — MW (g(—00)) (6.27)

para o muito pequeno. Este resultado reforca o modelo no cenario de mundos-brana
com dinamica nao-candnica ja que o mesmo resultado foi obtido quando se trabalha com

modelos no cenario de mundos-brana com dindmica canonica, equagao (5.28).
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Entretanto, a solu¢do para a equagao (6.24) torna-se
B(r) = 60(r) = 5 Wa(60(r))W (60(r)) (6.28)
onde ¢(r) é a solu¢do ‘para o = 0. Das equagdes (6.15) e (6.28), obtemos
A(r) = Ao(r) + 1% W (¢o(r))?, (6.29)

onde Ay(r) representa A(r) para o = 0.

A densidade de energia do campo escalar dada pela equacao (6.6) é

1 1
Tho = €240 (Z Wi W W;) . (6.30)

Substituindo as equagoes (6.28) e (6.29) na equagdo (6.30), obtemos

8
Too = Too(0) — f_s W) (6W¢¢Wgw — LOW2IWE + 305 + 2 W4) ,  (6.31)
$=do
onde
1 1
Too(0) = 40 (Z w; — 3 WZ) . (6.32)
$=¢o

Note-se que a densidade de energia do campo escalar dada pela equagao (6.31) é um pouco
diferente da que é dada na referéncia [16].
Para mostrar a validade das solugoes obtidas, os autores consideram o superpotential
W (o), da forma
W(¢) = 3asin(be) , (6.33)

onde a e b sao parametros reais. Este modelo é semelhante ao primeiro modelo estudado

no capitulo anterior. As solugdes classicas para as equagoes (6.28) e (6.29) sao dadas por

B 9a%ba

1
o(r) = 5 arcsin {tanh (g ab® 7“):| tanh (g ab? 7“) sech <; ab? r) , (6.34)

2 3a? 3
A(r) = @ln [sech (g ab? r)} -+ a4a tanh? (§ ab? T) . (6.35)

Os perfis do campo escalar e da densidade de energia do campo escalar é mostrado na
figura (6.1) para alguns valores de a. O estudo numérico da total apoio a expressoes
analiticas na primeira aproximagio em a. A figura (6.1a) mostra claramente que a brana
espessa fica nos arredores de » = 0. Essa regiao tem uma densidade de energia do campo
escalar positiva. A contribuicao do termo cinético nao-candénico modifica o perfil sem

alterar a forma simétrica da densidade de energia do campo escalar, como é observado na
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Figura 6.1: Perfis de ¢(r) e Tyo. Para, paraa =1, b= +/2/3, a = 0.1 (linha pontilhada), o = 1
(linha tracejada) e & = 10 (linha continua).

figura (6.1b). A espessura da brana alarga a medida que o aumenta. Todos os resultados
mencionados estao deacordos com os resultados obtidos pelos autores, D. Bazeia et. al.
[16].

Figura 6.2: Perfis do fator do deformacao para a = 1, b = \/2/3, a = 0.1 (linha pontilhada),
a =1 (linha tracejada) and a = 10 (linha continua).

Os perfis do fator de deformacgao sao mostrados na figura (6.2) para alguns valores de .
Esta figura nos deduzimos que no limite assintotico (r — 400) o fator de deformagao é
nula (e** — 0) para todo . Portanto a energia do campo escalar, equacio (6.23), e a
energia do sistema, equacao (6.27), sao nulas. Estos mesmos resultados

Nos também estudamos o comportamento das solugoes no limite de branas finas deste
modelo com dinamica nao-candnica. As solucoes, na primeira aproximacao em «, equacoes

(6.34) e (6.35) se reduzem no limite de branas finas (ab® — oo) as seguintes expressoes

Doy (r) = %sgn 7] (6.36)

App(r) = —alr| (6.37)
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Figura 6.3: Perfis no limite de brana fina do campo escalar (esquerda) e da funcao de deformagao
(direita). Para a = 1000 ¢ b= \/g

Deste modo, podemos afirmar que o modelo no cenario de branas-mundo com dinamica
nao-canonica estudado aqui se aproxima suavemente ao modelo no cenario de branas-
mundo de L. Rundall e R. Sundrum [12].

Assim conconcluimos a revisao do modelo no cenério mundos-brana com dinamica
nao-candnica, D. Bazeia et. al. [16]. Em seguida, nos dissertamos sobre o problema de

localizagao de férmios 1/2 em branas espessas originadas neste modelo.

6.2 Localizacao de Fermions

A agdo de um campo de Dirac acoplado com um campo escalar através de um acoplamento

de Yukawa geral é dado por
S = / dx/| g| [(TMV U — U F(9)¥] | (6.38)

onde 7 é a constante de acoplamento entre os férmions e o campo escalar, ¥ = UI'0 ¢

Vi =0+ }LwﬁEFZE. A equacao de movimento é obtida como

iTMV U — nF ()T = 0. (6.39)

Nesta etapa, é util considerar a corrente. A partir da equagao (6.39) obtemos
iU ITM (VU) — U F (o)W =0

—i (Vu¥) TYU — nUF(¢)¥ =0
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entdo a lei de conservacao de JM ¢ da forma
VM =T (VT 0, (6.40)
onde JM = UI'M¥. Assim, se a seguir for verdadeira
Vul™ =0, (6.41)

entdo a quadricorrente serda conservada. A condi¢do (6.41) é a afirmagdo puramente
geométrica de que as matrizes gama no espaco-tempo deformado sao covariantes. Para a
representacao das matrizes gama I'M = (e‘A'y“, —i75), com o elemento de linha (6.2), a
condigao (6.41) é trivialmente satisfeita e, portanto, a corrente é conservada.

A equacao de movimento (6.39) torna-se
[iv"0,, + ¥ e (0, + 20, A) — ne F(¢)] ¥ = 0. (6.42)
Neste ponto, usamos a decomposicao quiral da forma

U(r,r) =Y Y (@)ay, () + ) g, (@)ag,(r), (6.43)

com ¢, () = =Y, (z) e ¥r,(x) = ¥°¢Yp, (x). Nesta decomposicio ¥z, (z) e ¥g, ()
sao as componentes de quiralidade-direita e quiralidade-esquerda do campo espinorial
quadridimensional, respectivamente. Substituindo a equacao (6.43) na equagao (6.42), e

exigindo que iy*0,¢r,, = my¥r, € V'O, YR, = M1, , obtemos
[0, + 20, A+ nF($)] ar, = mue 2ag, (6.44)

[0, +20,A —nF(¢)] ar, = —mne “ayr, . (6.45)

As fungbes ay, e apr, cumprem certa condi¢ao de ortonormalizagao. Se chegou
a essa condigdo substituindo a equacdo (6.43) na agdo, equacdo (6.38), empregando as
equagoes (6.44)-(6.45) e, adicionalmente, exigindo que o resultado tenha a forma da acao

quadridimensional para férmions quirais massivos
S = Z / d*z i, (Y0, — M) Y, (6.46)

onde ¢, =1, + g, e m, > 0. Assim, as funcoes ay,, e ap, devem obedecer a condi¢ao

de ortonormalizacao:

/ dr e3AaLmaRn = 5LR5mn- (647)

—00
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Agora, fazendo a seguinte mudanca de variavel
z= / e AT gy, (6.48)
0

e redefinindo as funcdes oy, = e 24L, e ar, = e 24R,, temos que as equacdes se trans-
forman em (6.44) e (6.45)

—L'(2) +Vi(2)L, = m2L,, (6.49)
—R!(2) + Vgr(2)R, = m2R,,, (6.50)
onde
Vi(2) = 0’ F(¢) — 0. (e"F(9)), (6.51)
Ve(z) = n*AF*(¢) + no., (eAF(qﬁ)) : (6.52)

Para observar a configuracao destes potenciais, nos usamos seqiiéncias de pares de pontos
(z,7) com um passo constante em z, ji que a funcdo z = z(r) é uma funcao bijectiva,

como se mostra na figura 6.4

15¢

10f L

/‘,’ 710,

—15¢

Figura 6.4: Perfis da fungao z = z(r). Para a = 1000 e b = \/g

Neste ponto, é instrutivo observar que com a mudanca de variavel, equacao (6.48),

obtemos uma geometria a ser conformalmente plana
ds® = *) (n,, do"dz” — dz?). (6.53)

Agora vamos centrar a atencao sobre a condi¢ao (6.41). Para o elemento de linha (6.53)
a representacio das matrizes gama é da forma I'M = (e‘A’y“, —ie‘A’y5) . Nesse caso

obtemos
Vul™ = i(9,A(2))e 44>, (6.54)

Portanto, a corrente ndo é conservada para o elemento de linha (6.53). Sabe-se que,
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em geral, a reformulacao da teoria em um novo sistema conforme leva a uma teoria
fisicamente inequivalente. Esse problema ja tem um precedente nos modelos cosmologicos
dentro da teoria tensor-multiescalar da gravidade estudada por T. Damour [51]. Sob
essa argumentacao, usamos apenas a mudanca de variavel (6.48) para ter uma andlise
qualitativa do perfil de potencial, que é um ingrediente fundamental para a localizacao de
férmions na brana.

Em seguida, vamos centrar a atencao sobre o calculo do modo zero. Substituindo
m,, = 0 nas equagdes (6.44) e (6.45), ao mesmo tempo usamos oy, = e 4L, e ag, =

e 24R,, respectivamente, obtemos

Lo o exp {—n /0 ' dr’F(gb)} , (6.55)

Ro o exp {n / ' dr’F(qﬁ)} | (6.56)

0
Este fato € o mesmo para o caso de duas dimensoes da equacao de Dirac. Nesse contexto
sdo chamadas solugoes isoladas por A.S. de Castro et. al. |[52]. Aqui vale a pena mencionar
que a normalizacao do modo zero e a existéncia de um minimo do potencial efetivo sob
a brana sao condicoes essenciais para o problema da localizacao do férmion na brana.
Recentemente, este fato ja foi relatado por L.B. Castro [53].

A fim de verificar a condigao de normalizagao (6.47) para o modo zero dos férmions

de quiralidade-esquerda (6.55), a integral pode ser convergente i.e

/ dr exp [—A(T) — 27}/ dr’F(gb(r'))] < 00. (6.57)
o 0
Esse resultado mostra claramente que a normalizacao do modo zero é decidido pelo com-
portamento assintotico de e=4") e F(¢(r)). Anteriormente foi mostrado que para modelos

A() ¢ nula no limite assintotico. Entdo a normaliza-

que geram branas espessas o termo e~
¢ao do modo zero é decidido pelo comportamento assintotico somente de F(¢4(r)).Aléem
disso, a partir de (6.51) e (6.52) pode ser observado que o perfil do potencial efetivo de-
pende da escolha de F'(¢(r)). Esse fato implica que a existéncia de um minimo do poten-
cial efetivo V7,(z(r)) ou Vg(z(r)) localizada na brana ¢ decidido por F(¢(r)). Este ponto
serd mais claro quando se considera um acoplamento de Yukawa especifico. Portanto, o
comportamento de F(¢(r)) desempenha um papel preponderante para a localizagao de
férmions na brana [53]. Depois de esclarecer as duas condigoes essenciais para o problema
da localizacao de férmion na brana, estamos agora em posicao de escolher algumas formas

especificas para acoplamentos de Yukawa.
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6.2.1 Modos zeros e localizacao de férmions

Passamos a estudar o caso mais simples de acoplamento, ou seja F'(¢) = ¢. Em primeiro
lugar, consideramos o problema de normalizacao da solucao. Neste caso, substituindo as

equagoes (6.34) e (6.35), no integrando da equagao (6.57) obtemos

3a’a

I =exp [— In (sech (ar)) — tanh? (a7r) — V6 nI(r) — % ano sech(ar)] , (6.58)

onde I = [ dr’arcsin [tanh(ar’)]. Seguimos o mesmo procedimento desenvolvido por A.
Melfo et. al. [54]. Entao precisamos apenas de considerar o comportamento assint6tico

do integrando, assim obtemos

I = exp {— (”—b” - a) 7| — 36;% e—iab“l} . (6.59)

Note-se que o comportamento assintético do integrando depende do sinal de a e b. Pode-

mos facilmente concluir que quatro classes diferentes de solugoes podem ser segregados:

Caso A:a>0eb>0.

O comportamento de (6.59) para |r| — oo é dado por

I — exp [— (%n - a) |r|] — 0, por n > ab/w. (6.60)

Este resultado mostra que o modo zero de quiralidade-esquerda é normalizado apenas para
n > ab/m. Note-se que o comportamento assintotico da condi¢ao de normaliza¢ao para
este caso é independente de . Agora, sob a mudanca de n — —n (Ly — Ry), obtemos
que os férmions de quiralidade-direita nao pode ter um modo de zero normalizavel. A
forma dos potenciais para este caso sao mostrados na figura 6.5 para alguns valores de
a. A figura 6.5(a) mostra que o potencial de férmions de quiralidade-esquerda, (V7)4, é
de fato um potencial tipo vulcao. As formas da densidade de energia do campo escalar,
potencial (V)4 e modo zero, para este caso sao mostrados na figura 6.6 para a = 0.1. Um
comportamento semelhante é obtido para o« = 1 e o = 10. A figura 6.6 mostra claramente
que o potencial efetivo (V)4 tem um minimo na brana, além disso, mostra claramente
que o modo zero de quiralidade-esquerda é localizada sobre a brana. Por outro lado, a
figura 6.5(a) mostra uma estrutura de pogo cuja profundidade diminui & medida que «
cresce. A partir desta pode-se concluir que a capacidade de armadilhar férmions decresce
a medida que o valor de « cresce. A figura 6.5(b) mostra que o potencial (Vg)a é sempre
positivo. Este potencial efetivo tem um maximo que decresce a medida que « cresce.

Portanto, o potencial nao pode armadilhar férmions com quiralidade direita.

CasoB:a>0eb<0.
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Figura 6.5: Perfis dos potenciais: (a) (VL(r))a (esquerda) e (b) (Vr(r))a (direita) para
n=1a=1b=+/2/3, « = 0.1 (linha pontilhada), & = 1 (linha tracejada) e o = 10
(linha continua)

Figura 6.6: Perfis de Tp (linha continua), (V1) 4 (linha espessa) e modo zero (linha espessa
tracejada) para n =1 and a = 0.1.

O comportamento de (6.59) para |r| — oo ¢ da forma

I — exp {(%n + a) |r|} — 00. (6.61)
Este resultado leva a um modo zero nao normalizavel, portanto o modo zero de quiralidade-
direita nao pode ser localizado na brana. Semelhante ao caso anterior, o comportamento
assintotico da condicao de normalizacao é independente de a.. Caso contrario, a mudanca
de n — —n (Ly — Rp) permitiu concluir que os férmions de quiralidade-direita pode
ser normalizavel baixo a condicdo 1 > ab/w. E instrutivo observar que, sob a alteracio
b — —|b| na equagao (6.34), obtemos ¢ — —¢ (ou seja, F(¢p) — —F(¢)), portanto, o com-
portamento dos potenciais para o caso B pode ser escrita com facilidade, substituindo
(Vi) = (VR)a e (VrR)s = (VL)a. A partir disso, podemos concluir que o modo zero de

quiralidade-direita é localizada na brana para n > ab/x.

Caso C:a<0eb<0.
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O comportamento de (6.59) para |r| — oo é da forma

T 3am |al 3.2,
IHGXP{— (!a!—mn) M—T%eﬂ Ul (6.62)

2 - s
alt*I"l tem um comportamento assintotico

Neste ponto vale a pena mencionar que el
dominante que <| al — Tl 77) | 7| entdao I — 0 independente do valor de 7. Este resultado
mostra que o modo zero de quiralidade-esquerda é normalizado para qualquer valor de 7.
Agora, sob a mudanga de n — —n (Lo — Ry), obtemos que os férmions de quiralidade-
direita nao pode ter um modo de zero normalizavel. Mais uma vez, note que sob a
mudanga b — —|b| e @ — —| a| na equagao (6.34) obtemos ¢ — ¢ (ou seja, F'(¢) — F(¢)),
portanto, o comportamento dos potenciais para o caso C pode ser escrito com facilidade,
substituindo (Vi) = (Vo)a e (Vr)e = (Vr)a. A partir disso, podemos concluir que o

modo zero de quiralidade-esquerda é localizado na brana.

Caso D: ¢ <0 and b > 0.

O comportamento de (6.59) para | r| — oco é da forma

3am Jal a2

5 (6.63)

™
r—oxp |~ (jal + 5n) Irl+

2 .. .
oIl tem um comportamento assintotica dominante que o termo — (| a| + Z 1) | r|

A expressao 51
entao I — oo é independente do valor de n . Este resultado mostra que o modo zero
de quiralidade-esquerda nao é normalizado. Entretanto, sob a mudanca de n — —n
(Lo — Ry), obtemos que os férmions de quiralidade-direita sdo normalizados para qualquer
valor de 7. Mais uma vez nota-se que sob a mudanc¢a a — —| a| na equagio (6.34), obte-
mos ¢ — —¢ (ou seja, F'(¢) — —F(¢)), portanto, o comportamento dos potenciais para
o caso D pode ser escrito com facilidade substituindo (V)p = (Vg)a € (Vr)p = (V1) 4.
A partir disso, podemos concluir que o modo zero de quiralidade-direita é localizados na
brana.

Nestes quatro casos diferentes de solugoes, a condicao de normalizacao do modo
zero é independente de o, mas a capacidade de armadilhar férmions é inversamente pro-
porcional a a. No6s nao podemos determinar um valor maximo exato de a, na qual a
profundidade do poc¢o desaparece porque para o nao necessariamente pequena nao temos
expressoes analiticas para a solucao deste modelo. Neste caso, o estudo numérico ¢é essen-

cial.



Capitulo 7
Conclusoes e comentarios

Nos primeiros capitulos desta dissertacao trabalhamos num espaco-tempo plano com
(141) dimensdes. No capitulo 4, mostramos através de um exemplo simples que, ao
preservar a simetria Zs no ambito de uma teoria supersimétrica, nao se pode encontrar
solucoes BPS, porque o superpotencial nos trés minimos é nulo, o que gera uma tensao
nula nos setores topolégicos. Em seguida, ndés abandonamos a simetria Zs e propuse-
mos um superpotencial W, seccao 4.3, para procurar um possivel ladrilhamento no plano
das configuragoes, plano (¢, x). Infelizmente nao atingimos nosso objetivo. No entanto,
nos descrevemos, na secao 4.6, uma maneira de estudar o comportamento das solucoes
BPS a partir da configuracao da orbita. A configuracao da érbita, e das solucoes BPS,
é controlada por meio dos valores da constante de integracao cy. Esta constante de inte-
gragao ¢y nao esta presente na densidade de lagrangiana e, consequentemente, tampouco
nas energias BPS. Em vista disso, ha uma degenerescéncia das solugoes, pois, apesar dos
diferentes valores de ¢, fora do critico, a energia BPS é precisamente a mesma. Também,
mostramos um método para encontrar os valores criticos de ¢y. Um caso interessante
acontece quando cy assume valores proximos de seus valores criticos, no modelo de dois
campos. Nesse casso as solucoes BPS se deformam continuamente passando a ter o campo
¢ um perfil tipo lump alargado e o campo x um perfil tipo kink duplo. Com este mod-
elo generalizamos a andlise feita em [23] para modelos de dois campos que admite uma
equacao diferencial para a orbita.

No capitulo 5 estudamos caracteristicas e propriedades de branas espessas através
de varios modelos encontrados na literatura |38, 44, 16| e através do modelo proposto
na seccao 4.3. Mostramos que para modelos com um campo a energia do campo escalar
e do sistema sempre é nula. Também, ao considerar solucoes nao-criticas, nos modelos
com dois campos escalares, a energia dos campos escalares e do sistema é nula. Se noés
consideramos as solugoes criticas, a energia dos campos escalares e do sistema é diferente
de zero. E importante mencionar que a divisao da brana no segundo modelo tratado é
controlado pela constante de acoplamento g, ou seja , um parametro do proprio potencial,

conduzindo a uma deformacao da configuracao do potencial na divisao como foi mostrado
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na figura 5.10. Por outro lado, no caso de modelos com dois campos, como os terceiro
e quarto modelos tratados aqui, a divisao de branas é controlada pela constante de inte-
gracao ¢y que naturalmente é externa ao potencial, ou seja, o potencial nao sofre nenhum
tipo de deformacao nesses modelos. Além disso, mostramos que o funcional de energia
desempenha o papel de energia BPS neste cenéario.

No capitulo 6 ampliamos a anéalise apresentada na referéncia [16| que trata de mod-
elos de branas espessas com dinamica generalizada e estudamos o problema de localzacao
de férmions. Mostramos que as equacoes de movimento podem ser deduzidas a partir do
funcional E[A, ¢], jA4 mencionado no caso da dinamica canonica. Além disso, mostramos
que as energias da matéria e do sistema sao nulas. Encontramos uma expressao para a
densidade de energia de matéria que difiere ligeiramente de |16]. As solugdes, ao con-
siderar o pequeno, se aproximam assintoticamente as solucoes do modelo de Randall e
Sundrum [12]. No problema de localizacao de férmions, mostramos que a mudanga de var-
iavel dz = e dr ndo conduz a uma corrente conservada, porque as matrizes gamma no
espaco-tempo deformado nao sao constantes covariantemente. Analizamos a condicao de
normalizagao para o modo zero fermionico e encontramos que o modo zero dos férmions de
quiralidade-esquerda é normalizével, quando n > ab/7 e é independente de «. O potencial
de férmions de quiralidade-esquerda (V)4 tem um perfil tipo vulcao e tem um minimo
onde se localiza a brana (r = 0), portanto, o modo zero dos férmions de quiralidade-
esquerda estao localizadas sobre a brana. Além disso, mostramos que a capacidade de
(V1)a armadilhar férmions é inversamente proporcional a «. Férmions sem massa de
quiralidade-direita, por sua vez, nao podem ser localizados sobre a brana. Para « nao
necessariamente pequena, o estudo numérico feito para uma ampla gama de valores de «

confirmam os nossos resultados.
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Apéndice A
Escalar de Curvatura

A patir da métrica dada pela equagao (5.50), nés deduzimos

e 0000 e24 0000
0 —e22 000 0 —e 24000
gw=]100 —e22 00|, ¢g°=]100 —e2200
000 —e*4 0 000 —e240
0000 —1 0000 —1

onde a,b =0, ...,4, os simbolos de Christoffel sao definidos da seguinte forma:

; 1 OGmi OGmi G
It = Zg'™ o
k=59 ( ot | 0rk  oam)

neste caso sao

4 _ P4 _ 4 4 _ 2AdA
Loo =T =Ty =Ty =7

0O _171 _172 _713 _170 _11 _172 _13 _dA
F04 — F14 - F24 - 1—\34 - F40 - I_\41 - I‘42 - F43 — dr-

Ora, o tensor de Ricci é definido como:

orl,  ort
=% i _plrm 1o

Rik - 8ml al’k 7 km»

assim obtemos

2
Ry = —Ry1 = —Ryy = —Ryg3 = ¢ [4 (¢)" + ?127?]

Ry = —4 [ (%) + 4],
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(A.1)

(A.2)

(A.4)

(A.5)



Finalmente o escalar de curvatura R, fica dado por

dAN? A
5(_) Lo%A

r= gikRik =4 dr dr?

Note-se que para a métrica selecionado, equagao (5.50), segue-se que:

R > 0.
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Apéndice B
Tensor de Energia-Momento da matéria

A acgdo de um sistema de dois campos escalares reais, ¢ e Y, interagentes acoplados a

gravidade em (4+1) dimensoes do espago-tempo deformado é dado por

1 1 1
S = /d4:cdr\/ g] <_4_1R + §g“b0a¢3b¢ + §g“b8axabx - V(o, X)) ; (B.1)

onde g = Det(gq) € a,b =0, ..., 4, desta equagao deduzimos a densidade Langrangiana de

matéria ¢ dada pela expressao

£=lgl (%g“baaqsabqs + 5000~ V (0, x)) . (B:2)

Para achar o tensor energia-momento de matéria n6s usamos a expressao dada na

referéncia [55]

1 0 oL oL
- Ty = — . B.3
2 91T Oxe [8(69“1/8%1)} g (B-3)
Também necesitaremos as seguintes propriedades da métrica
a g 1 a 896(1 1 ac C Q4
Ovlsl _ SV lglg™ =~ (97¢" + g"9™) . (B.4)

O0Gap 2 " Oga 2

Substituindo (B.2) em (B.3), e usando (B.4) obtemos

1 0 1 1
5 ‘g‘Tcd = _gmcgndﬁ {\/ ‘9‘ <§gabaa¢3b¢ + §gabaaX8bX - V(¢> X))]
1 mn 1 ab 1 ab
= ~Ymegna | 5 l9lg 59" 000000 + 59" DaxOpx — V(o,x)

1 1
— GmednaV/ |9l {_Z (97"g™ + g™ g"") 0Oy — 1 (g™ g™ + g™bg"™) &anbx}
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ou seja,
1 1 1
Tog = —Gmed" (ﬁg“bﬁaqﬁ@bqﬁ + §g“b8ax0bx — V(e X)) t3 (6767, + 0701 ) DapOyd

by (5200 + 8757) D

Finalmente, o tensor energia-momento de matéria tem a forma

1 1
Tix = —Gir <§g“b8a¢3b¢ + Qg“baaxabx - Ve, X)) + 0i¢0k + O x Ok X (B.5)

Para métrica dada pela equacao (5.50) e para o caso dos campos escalares depen-
dentes somente da dimensao extra, ¢ = ¢(r) e x = x(r), nos obtemos que a densidade de

energia de matéria fica

1 /do\*> 1 [dx\°
Ty = A0 [ Z (22) 42 (22 = —M0L. B.
00 =¢€ 2\ ar +2 I + V(9. x) e L (B.6)
Os outros elementos do tensor de energia-momento sao
To = Ty = Tyy = —eA) | L (42)" 1 (dx 2+V(<;s ) (B.7)
11 = 422 = I33 = o\ dr o\ dr » X | .

_ L (do) 1)
ru=5 (%) +3 (%) -vew. (B.9)



Apéndice C
Equacoes de Movimento

Demonstraremos como obter as equacoes de movimento para um sistema cuja acao é
determinada pela equagao (5.49), cuja métrica do espaco-tempo é dada pela equagio
(5.50)

As equagoes de movimento dos campos escalares reais sao obtidas das equacgoes de

Euler-Lagrange

oL oL oL oL

Pt e " YSan@] )

—0. (C.1)

onde a densidade Lagrangiana dos campos escalares reais é dada pela equacao (B.2).

Entao, para o caso estatico e considerando que ¢ e y sao funcoes somente da variavel

r, temos
oL dA ,,do 0%¢
a — 4= 4ATY  4A [ T )
? ((5(8a¢)> ar dr  © <8r2) ’ (C2)
oL 4 0V
55 e 95 (C.3)
De forma que obtemos a equagao de movimento
oL oL AA dAdey d*¢ OV
a _ = —-4—" — - —_ = .
? (5(&@)) 56 © ( ararar tag) =" (C4)

da qual resulta a equacdo (5.51), ou seja

&6 dAdp OV

i T = g (C5)
Da mesma maneira, obtemos a equacao de movimento para o campo x

d*x dAdxy oV

e oy (C56)

esta é a equagao (5.52).
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Ora, achemos as equacoes de Einstein para o sistema considerado. A equacao que

no6s considerarmos é apresentada na Ref. [55]
1 (5)
Ry, — égabR = 871G Ty, (C.7)

onde G® ¢ a constante de Newton e nos considerarmos 471G® = 1, Ry, e R representa o

tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente. Subtituindo (A.5), (A.6), (B.6)

e (B.7) em (C.6), obtemos
d2A dAN? 2 1| /do\?  [dx\>
W”(%) ——§V‘§[<%) +(%) ) (C.8)

G @@ e

A equacgao (C.8) é a equagao dada em (5.54). A partir das equagao (C.7) e (C.8) nos

2]

esta € a equagdo dada em (5.53).

obtemos
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